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RESUME

Les coupleurs a fibres fusionnées sont utilisés couramment dans U'industrie de
télécommunications pour distribuer les signaux lumineux dans les fibres optiques.
Ils peuvent également réaliser d’autres fonctions comme la séparation de deux lon-
gueurs d’onde, séparation de deux modes ou la séparation des polarisations.

Pour fabriquer les coupleurs fusionnés, deux fibres sont d’abord fusionnées latéra-
lement et ensuite la structure fusionnée est étirée pour créer un effilage central. On
observe alors, si les pentes de la structure effilée ne sont pas trop abruptes, un
échange de puissance périodique en fonction de 'allongement et de la longueur
d’onde entre les deux fibres a la sortie du coupleur.

Pour la conception des recettes de fabrication des coupleurs, il est important
d’avoir un modele qui peut associer & une recette de fabrication le comportement
optique du coupleur. La construction de ce modele est 'objectif de cette theése
qui est séparée en deux parties. Premierement, on construit un modele qui décrit
I’évolution du profil d’indice de réfraction durant le processus de fabrication. En-
suite, on calcule les propriétés optiques du coupleur en utilisant le modele de profil
d’indice.

Pour modéliser le profil d’indice, nous faisons I’hypothése que 'indice de réfrac-
tion est une fonction linéaire de la concentration du dopant. Puisque 1’évolution du
profil de la concentration dépend du déplacement de la matiere et de la diffusion
des dopants, nous devons résoudre ’équation de convection-diffusion. Cela nécessite
I’évaluation du champ de vitesse. Nous considérons le verre fondu comme un liquide
newtonien tres visqueux. Dans ce cas, ’écoulement est géré par les équations de
Stokes. Il s’agit d’un écoulement & surface libre. La seule force qui agit sur cette
surface est la force de tension superficielle.

On commence avec la fusion des fibres. A cause de leurs dimensions transver-
sales réduites, on peut considérer I’écoulement bidimensionnel et la viscosité uni-
forme dans la section droite. Le probléme de I’écoulement bidimensionnel de Stokes,
guidé par la force de tension superficielle, est résolu par une méthode basée sur les
transformations conformes. L’évolution de la section droite du coupleur, durant la
fusion, est considérée dans un plan complexe comme I’évolution d’une transforma-
tion conforme d’'un domaine de référence fixe qui est le disque unitaire. Pour utiliser

cette transformation conforme, nous exprimons les variables d’écoulement comme
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des fonctions d’une variable complexe a I’aide de deux fonctions holomorphes ap-
pelées potentiels complexes. En utilisant la condition a la frontiere, nous résolvons
d’abord le probleme de I'évolution de I'interface extérieure. Puis, en prenant le pro-
longement analytique des fonctions holomorphes, la solution dans tout le domaine
est obtenue.

Apres I'évaluation du champ de vitesse, nous résolvons I'équation de convection-
diffusion en deux dimensions utilisant un schéma explicite en différences finies. Pour
valider cette partie du modele, les résultats des simulations sont comparés avec
des photographies et des mesures expérimentales de profil d’indice de différentes
sections droites a des différents degrés de fusion et une tres bonne correspondance
a été observée.

Nous avons également établi des méthodes pour caractériser les différents pa-
rametres expérimentaux nécessaires a la résolution des équations en effectuant des
mesures simples. Ainsi, nous faisons ’évaluation de la viscosité des fibres & partir
de 'avancement de la fusion et du temps écoulé pour cet avancement.

Apres la fusion, nous considérons I’étirage des coupleurs. A partir de la minceur
de la géométrie du coupleur, nous simplifions les équations, en transformant le
probleme tridimensionnel en un couplage entre un probléme unidimensionnel et
une évolution de sections droites identique & la fusion des fibres. Dans ce cas, il
faut utiliser un repere mobile qui se déplace avec les sections droites. Ainsi, nous
obtenons le profil longitudinal du coupleur et Pavancement de la fusion pendant
I'étirage du coupleur. L’équation de convection-diffusion est résolue séparément
pour chaque section droite mobile, & l'aide d'un schéma en différences finies, en
négligeant la diffusion d’une section droite a 'autre.

Nous avons fabriqué une série de coupleurs selon une recette arbitraire et les
avons clivés a différents endroits. Ensuite, nous avons mesuré les profils d’indice de
ces sections droites. Ces mesures sont comparées avec les résultats des simulations
et une tres bonne correspondance a été observée.

Pour calculer la transmission optique des coupleurs, nous avons utilisé deux
méthodes différentes, le battement des supermodes et la méthode de propagation
des faisceaux. La méthode de battement des supermodes consiste a calculer le
déphasage des modes symétrique et antisymétrique de la structure fusionnée. La
méthode de propagation des faisceaux calcule le champ électromagnétique dans une

section droite & partir du champ connu dans une section droite proche précédente.
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Pour utiliser la méthode de battement des supermodes, nous devons calculer les
constantes de propagation des modes guidés dans le coupleur. Pour réaliser cela,
nous calculons les modes vectoriels avec la méthode des différences finies en se
basant sur une discrétisation du champ magnétique transverse. La discrétisation
de la section droite est faite en utilisant un maillage non uniforme. Le calcul des
valeurs propres a été fait par la méthode d’Arnoldi en utilisant la commande eigs
de MATLAB. La comparaison avec des modes des fibres cylindriques calculés ana-
lytiquement a montré une bonne précision.

Pour valider le modele, nous avons fabriqué un coupleur et nous avons mesuré la,
transmission optique en fonction de la longueur d’onde dans les deux fibres de sortie.
Pour ce coupleur nous avons fait une modélisation compléte, c’est-a-dire, nous avons
construit un modele pour le profil d’indice et nous avons calculé sa transmission en
fonction de la longueur d’onde. La comparaison entre la transmission mesurée et
celle calculée montre une correspondance relativement bonne, méme si ’évaluation
des parametres expérimentaux est faite en un seul point, le centre du coupleur.

La deuxieéme approche pour calculer la transmission est la méthode de propa-
gation des faisceaux (BPM). Nous choisissons une BPM vectorielle basée sur le
champ magnétique transverse pour utiliser la méme technique de discrétisation de
la section droite que nous avons utilisée pour le calcul des modes. Pour un cou-
pleur uniforme en 2, la BPM a donné exactement la méme transmission que la
méthode de battement des supermodes, ce qui confirme la précision de la méthode.
Ensuite, nous calculons la transmission du méme coupleur que celui étudié avec la
méthode des battements et on obtient presque la méme transmission ce qui montre
de nouveau la méme précision des deux approches.

La différence entre les simulations et les mesures s’explique par une légeére
différence entre le profil d’indice calculé et le profil réel & cause de ’évaluation
des parametres expérimentaux en un seul point au centre du coupleur. En plus, il
se peut que dans le coupleur soient introduites des poussiéres durant la fabrication
qui induisent des pertes et que notre modeéle ne peut pas prendre en compte. Mais
puisque les courbes de transmission ne différent pas beaucoup, on peut considérer

que 'objectif de la these a été atteint.
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ABSTRACT

Fused fiber couplers have a wide range of uses in the optical networking industry.
They are used as power splitters, wavelength-division multiplexers, polarization
beam splitters, mode splitters, filters etc.

Fused couplers are fabricated using a combination of fusion and tapering. T'wo or
more optical fibers have their coatings removed and are then brought into contact
along their length. The adhering fibers are then heated until a certain amount
of coalescence takes place due to the surface tension. Then the fibers are drawn
along their length under tension into a taper until the required functionality of
the coupler is achieved. The power exchange along a coupler can be described in
terms of the beating of the lowest-order symmetric (even) and antisymmetric (odd)
modes of the composite waveguide.

It is important for the coupler designer to have a model which can predict
the optical properties of the coupler from the fabrication recipe parameters. The
construction of this model is the objective of this thesis which is separated in two
parts. First, we consider the modeling of the evolution of the refractive index profile
during the coupler fabrication. Then, we consider the simulation of the optical
transmission of the coupler based on the refractive index profile calculated by our
model.

We assume the refractive index to be a linear function of the dopant concentra-
tion. Thus, to determine the evolution of the refractive index of the coupler, one
has to solve the diffusion-convection equation for different dopants within optical
fiber cores. We must determine the velocity field in order to solve this equation. To
do so, we assume that softened glass may be considered as a viscous incompressible
Newtonian fluid surrounded by a free surface. The motion is driven by the action
of a constant surface tension acting at that free surface and the drawing force. The
magnitude of inertial and gravitational forces are considered negligible compared
with viscous or capillary forces. The governing equations are in this case the Stokes
equations.

We consider first the fusion of the fibers. Because of the reduced transversal
dimensions of the optical fibers, we consider a two-dimensional flow and a constant
viscosity. The evolution of the cross-section is considered in the complex plane and

is described in terms of a time-dependent conformal mapping from a fixed refe-



X

rence domain, the unit disc. The flow variables can then be expressed in terms of
two analytic functions called complex potentials. Using the boundary condition,
the solution at the external interface is obtained first, and by taking the analy-
tical continuation of the complex potentials the solution for the whole domain is
obtained.

Once the velocity field is obtained the convection-diffusion equation is solved by
applying an explicit finite difference scheme. A good agreement is observed between
the numerical results and the photographs and the measurements of cross-section
profiles of real fused couplers.

We have also established some methods to characterize different fabrication pa-
rameters. As an example, the viscosity is evaluated from a derived relation between
the degree of fusion and the time it takes to arrive at that fusion.

After the fusion, we consider the tapering of the coupler. The three dimensional
Stokes equation can be simplified into a unidirectional problem coupled with the
known two-dimensional fusion if a moving reference frame is used. In this way,
we obtain the longitudinal profile of the coupler and the axial distribution of the
degree of fusion. The convection-diffusion equation is solved separately for each
cross-section neglecting the inter-sectional diffusion.

In order to validate the model, a series of couplers are fabricated and clived at
different axial positions. The measured cross-sectional refractive index profiles are
compared with numerical simulations and a very good agreement is observed.

The optical transmission of the couplers is calculated with two different me-
thods; the beating of the guided modes in the composite structure and the beam
propagation method. The first method consists in calculating the phase difference
of the lowest-order symmetric and antisymmetric modes of the coupler. The beam
propagation method calculates the electromagnetic field at a given cross-section
from the known field at a previous nearby cross-section.

In the method based on the beating of lowest-order modes, the propagation
constants are needed. So, we calculate the vectorial modes using a finite difference
method based on the discretization of the transversal magnetic field using a non
uniform mesh. The MATLAB command eigs is used for the eigenvalue evaluations.
The comparison of the numerical results with the analytical solutions for the step
index cylindrical fibers shows a very good accuracy of the method.

In order to validate our model, a real coupler is fabricated and the power trans-



mission as a function of the wavelength is measured. For this coupler, a complete
modeling is done, that is, we simulate the refractive index profile and the optical
transmission. The comparison between the measured and the calculated transmis-
sion shows a relatively good agreement even though the fabrication parameters are
evaluated at a single point in the center of the coupler.

The second approach for the transmission simulation is the beam propagation
method (BPM). We choose a vectorial BPM based on the transversal magnetic
field in order to employ the same technique of cross-section discretization as in
the mode calculations. For a longitudinally uniform coupler, the method based on
the beating of lowest-order modes and the beam propagation method give exactly
the same optical transmission which confirms the validity of our BPM code. After
that, we simulate the optical transmission of the same coupler already considered
with the other method (the beating of modes). We obtain again almost the same
calculated transmission except for some losses related to the non adiabatic profile
of the coupler and which can not be calculated by the method based on the beating
of modes.

The difference between the measured and the calculated transmission is attribu-
ted to a slight difference between the real and the modeled refractive index profile
which is constructed by evaluating the fabrication parameters at a single point at
the center of the coupler. Furthermore, we have measured some considerable losses
which can be attributed only to some dust inserted into the coupler during the
fabrication process. These losses can not be accounted for by our model. But, since
the measured and simulated transmission curves don’t differ too much even though
they are very sensitive to the refractive index profile, we consider our objective

accomplished.
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INTRODUCTION

Les réseaux & fibres optiques occupent un role trés important dans I'industrie des
télécommunications. Les avantages des fibres optiques, comparés a ceux des autres
systémes, sont nombreux. Les fibres optiques ont une bande passante énorme, avec
une capacité d’information de l'ordre du Tbits/s. Les systemes a fibres optiques
ont de faibles pertes, ce qui fait que la distance entre les répéteurs nécessaires a la
génération des signaux est de 100 & 500 km & comparer par exemple avec les 7 km
pour un cable coaxial de bonne qualité. L’insensibilité aux influences extérieures
fait que la fibre est un milieu fiable pour les transmissions. En plus, le cott de

fabrication des fibres est minime par rapport aux autres systemes.

Dans les réseaux a fibres optiques, il faut pouvoir distribuer les signaux lumineux
dans les fibres. Cela est réalisé a 1’aide de coupleurs a fibres optiques qui permettent
de transférer une partie ou la totalité de la lumiere des fibres d’entrée aux fibres de
sortie. Selon les recettes de fabrication et les conditions d’utilisation, le coupleur
permet de réaliser plusieurs fonctions comme division de puissance, séparation de

deux longueurs d’onde et séparation de deux modes.

Pour fabriquer les coupleurs, il y a plusieurs méthodes. La méthode la plus uti-
lisée et la plus efficace est celle basée sur la fusion et 'étirage des deux fibres. Les
fibres sont d’abord fusionnées latéralement et ensuite, cette structure fusionnée est
étirée pour créer un effilage central. Dans la partie effilée du coupleur, les cocurs des
fibres deviennent trop petits pour assurer le guidage et le champ s’étend sur toute
la section droite du coupleur. Si l'effilage de la structure est graduel, on observe un
échange de puissance périodique entre les deux fibres de sortie du coupleur, en fonc-
tion de l’allongement et de la longueur d’onde. Cela est expliqué par le phénomene
de battement entre les deux premiers modes symétrique et antisymétrique qui ont
des constantes de propagation différentes et accumulent un déphasage en se pro-

pageant le long du coupleur [1].

Les propriétés optiques du coupleur dépendent de sa structure, c’est-a-dire de
son profil d’indice de réfraction. Ce profil est déterminé par la structure des fibres
qui constituent le coupleur ainsi que par la procédure de fabrication. Il est alors

souhaitable d’avoir un modeéle qui peut associer & une recette de fabrication le



comportement optique du coupleur. Ce modeéle constituerait un outil important

pour la conception et le design des coupleurs.

1l est clair qu’un tel modele doit comporter deux parties. Premiérement, a par-
tir de différents parametres expérimentaux de la recette de fabrication et de la
structure des fibres optiques, on doit construire un modele qui décrit I’évolution de
la structure du coupleur durant la fabrication, pour obtenir un profil d’indice de
réfraction. Deuxiémement, la transmission optique du coupleur doit étre calculée a

partir de ce profil d’indice.

Pour la modélisation de la structure du coupleur, on trouve dans la littérature
plusieurs modeles empiriques. Presque tous ces modeles utilisent des modeles séparés
pour la section droite et le profil longitudinal, en négligeant la fusion des fibres du-
rant 1’étirage du coupleur. Ainsi, pour la section droite du coupleur, Bures et al. [1]
considérent le modele de deux fibres tangentes et sans coeur, Payne [2] considere un
modele rectangulaire qui tient compte du degré de fusion, Zheng [3] remplace le rec-
tangle par des cercles et Wright [4] ajoute & ce modele les cceurs. Dans ces modeles
on ne tient pas compte de la conservation de la matiere. Un modele beaucoup plus
réaliste est celui de Gonthier [5,6], qui permet de passer continiment de deux fibres
tangentes & un degré de fusion quelconque en conservant la surface transversale.
La position des cceurs, qui sont assimilés a des cercles, est aussi déterminée d'une

facon empirique mais correspond cependant bien avec la vraie position.

Pour modéliser le profil longitudinal des coupleurs Bures [1] et Burns [7} pro-
posent un profil parabolique alors qu’Eisenmann [8] et Tekippe [9] ont choisi un
profil exponentiel. Une amélioration importante du modele exponentiel a été fait
par Birks [10] qui relie la distribution de Peffilage avec la largeur de la flamme.
Gonthier [5] propose un modele on 'allongement local est proportionnel a la valeur
de la température et inversement proportionnel a la surface de la section droite.
Farget [11] est le seul & proposer un modele ot la section droite évolue durant
I'étirage en fonction de la distribution de la température. Les profils longitudinal

et transversal sont obtenus a 'aide du modele de Gonthier.

Les modeles de profil d’indice, décrits dans la littérature, sont donc tous des
modeles qui ne tiennent pas compte de la physique du probléme qui est I’écoulement

du verre durant la fabrication du coupleur et la diffusion des dopants. En effet, 'in-



dice de réfraction dépend directement de la concentration du dopant et la diffusion

peut jouer alors un role important dans le profil d’indice.

Ainsi le premier et le plus important objectif de cette these est de construire
un modele réaliste pour 1'évolution de la structure du coupleur, en résolvant les
équations de la mécanique des fluides et celles de la diffusion, pour obtenir un
profil d’'indice de réfraction plus réaliste. En plus, on développe dans cette these des
méthodes pour la caractérisation des différents parametres des recettes expérimen-

tales, ce qui n’a pas été fait dans les modeles antérieurs.

Apres le profil d’indice, pour compléter le modele, il faut calculer la transmis-
sion optique du coupleur qui est ainsi le deuxieéme objectif de cette these. Cette
transmission peut étre calculée de deux fagons différentes. La méthode la plus cou-
rante est celle de battement des supermodes qui sont les modes de la structure
fusionnée. L’autre méthode est la méthode de propagation des faisceaux (BPM).
Les deux méthodes décrivent bien le comportement optique du coupleur mais, avec
la BPM, il est beaucoup plus facile de calculer les pertes du coupleur puisque c’est
une méthode qui tient compte automatiquement du champ de radiation. Dans cette

these, nous utilisons les deux approches.

La modélisation de la transmission optique du coupleur par la méthode de bat-
tement des supermodes nécessite le calcul numérique des modes guidés. Dépendant
de Iéquation d’onde considérée, on distingue entre les modes scalaires, semivecto-
riels ou vectoriels. Pour la transmission du coupleur, les modes scalaires sont en
général calculés [5,6,12], a cause de leur simplicité. Pour inclure dans cette trans-
mission les effets de polarisation causés par la biréfringence de la section droite,
les corrections de polarisation [13] sont calculées. Nous calculons dans cette these
les modes vectoriels qui incluent automatiquement les effets de polarisation. Cet
argument est aussi valable pour la méthode de propagation des faisceaux. Nous

considérons donc une BPM vectorielle.

La these est divisée en deux parties. La premiére partie, constituée des chapitres
1 & 3, est consacrée & la modélisation de la structure des coupleurs. La deuxieme
partie, comprenant les chapitres 4 et 5, porte sur la modélisation de la transmission

optique. Les chapitres sont divisés comme suit :



Le chapitre 1 commence avec une présentation de la méthode de fabrication des
coupleurs et continue avec I'explication des mécanismes qui affectent le profil de
la concentration du dopant : ’écoulement de verre et la diffusion du dopant. Les

équations principales sont dérivées dans ce chapitre.

Le chapitre 2 porte sur la modélisation de 'évolution de la section droite du
coupleur durant la fusion des fibres. Ce modele est construit en résolvant I'équation
de convection-diffusion. Les équations d’écoulement sont résolues avec des méthodes

semi-analytiques dont les détails sont donnés dans les annexes I et TI.

Le chapitre 3 est consacré & la modélisation de ’étirage du coupleur en résolvant
1’équation de convection-diffusion en 3D. Le couplage entre 'étirage et la fusion est

considéré en détail.

Le chapitre 4 porte sur la modélisation de la transmission optique par la méthode
de battement des supermodes. Le calcul des modes vectoriels est effectué par une
méthode en différences finies. L’explication de la méthode d’Arnoldi, utilisée pour

le calcul des valeurs propres, est donnée dans ’annexe IIL.

Le chapitre 5 discute la méthode de propagation des faisceaux (BPM). La
méthode numérique utilisée est de nouveau la méthode des différences finies. Les
transmissions calculées par les deux méthodes (supermodes et BPM) sont com-

parées avec des mesures.



CHAPITRE 1

FABRICATION DES COUPLEURS, ECOULEMENT DE VERRE ET
DIFFUSION DES DOPANTS

Les coupleurs fusionnés sont fabriqués en fusionnant par le coté deux fibres
optiques adjacentes et en étirant la structure de fagon & créer un effilage local. Pour
modéliser la structure du coupleur, nous considérons que l'indice de réfraction est
proportionnel & la concentration des dopants. Donc, il est important de considérer
I'évolution de la concentration des dopants durant la fusion et 1'étirage du coupleur.
L’évolution du profil de la concentration dépend du déplacement de la matiere et
de la diffusion des dopants. Ce sont ces deux mécanismes que nous traitons dans

ce chapitre.

1.1 Fabrication des coupleurs

1.1.1 Fibres optiques

Une fibre optique est constituée d'un cceur de silice dopée généralement avec de
'oxyde de germanium (SiOg+GeOs) et entourée d’une gaine optique constituée de
silice pure. Le dopant confére au ceeur un indice de réfraction légerement supérieur
A lindice de la gaine optique. Une enveloppe de plastique protege la fibre des

agressions mécaniques.

La réalisation des premiers coupleurs a mis en évidence I'importance du profil
d’indice de la gaine optique de la fibre utilisée. En fait, seuls les coupleurs réalisés
avec des fibres unimodales & gaine uniforme sont considérés ici pour leurs propriétés
optiques. Les coupleurs & fibres & gaine semi-enterrée ont des problémes importants
de pertes. Ces effets sont dus a la non-adiabacité de la transition entre les fibres
initiales et la structure fusionnée et étirée. La transition du guide est considérée
comme étant adiabatique quand la puissance guidée reste dans le mode ou elle était

initialement et n’est pas perdue par couplage avec des modes d’ordre supérieur.



Les critéres d’adiabacité sont beaucoup plus séveres pour les fibres a gaine semi-
enterrée ce qui rend presque impossible leur utilisation pour réaliser des coupleurs

adiabatiques.

na

E e
Pe Ps T

F1c. 1.1 Schéma de profil d’indice de réfraction d’une fibre a saut d’indice

Donc les fibres unimodales & saut d’indice et & gaine optique uniforme sont
utilisées pour fabriquer les coupleurs fusionnés. Nous représenterons par n,. 'indice
de réfraction du ceeur, ny l'indice de la gaine et ne, I'indice du milieu extérieur.
Le rayon du coeur est p, et celui de la gaine pg. Un schéma du profil d’indice de
réfraction pour la fibre & saut d’indice est donné a la figure 1.1. La fibre utilisée
dans nos expériences est du type SMF-28 fabriquée par Corning Glass Inc. Ses

parametres typiques utilisés dans nos calculs sont donnés dans le Tableau 1.1.

Parametres | Valeurs
Pe 4, 5pm

Pg 62, bpum

An =n,—ng | 0,0045

TAB. 1.1 Parameétres de la fibre SMF-28

La gaine optique de la fibre SMF-28 est constituée de silice et le dopant dans
le coeur est le germanium. La valeur de l'indice de réfraction de la silice dépend de
la longueur d’onde, mais le saut d’indice entre le cceur et la gaine étant tres petit,

celui-ci est considéré indépendant de la longueur d’onde.

1.1.2 Méthode de fabrication

Pour créer le couplage dans les coupleurs fusionnés, il faut réduire la dimension

des coeurs en effilant la structure fusionnée de fagon & ce que les modes guidés



deviennent modes de gaine. Le processus de fabrication comprend deux processus,

la fusion et I'étirage.

D’abord il faut enlever la gaine protectrice de plastique et nettoyer les fibres. La
gaine protectrice est enlevée a I'aide d’une pince & dénuder spéciale et le nettoyage
est fait avec de I’acétone. Apres la préparation des fibres, vient leur alignement, qui
est réalisé simplement en tenant les fibres parallelement 1'une a 'autre. On utilise
les pinces d’alignement pour amener les fibres en contact, dans un plan horizontal.
Il faut s’assurer que la tension sur les deux fibres est la méme et vérifier sous
microscope que les fibres sont bien positionnées sur toute la distance entre les deux

pinces d’alignement.

Les fibres doivent ensuite étre chauffées de fagon a les fusionner et les étirer.
Ceci est réalisé a l'aide d’'une flamme de micro-torche qui utilise un mélange de

propane et d’oxygene fourni par 'intermédiaire de débitmetres électroniques.

La fusion d’un coupleur est réalisée avec une petite flamme que ’on doit rappro-
cher des fibres jusqu’a ce qu’elles soient incandescentes. Pour éviter de trop fortes
déformations, cette petite flamme est balayée. La coalescence des fibres commence
quand le verre devient mou. Le degré de fusion est mesuré a ’aide de I'image de la
région fusionnée sur I’écran relié au microscope, qui permet de mesurer la largeur

actuelle par rapport a la largeur initiale des deux fibres.

Une fois la fusion accomplie, on procede a D’étirage. Il faut alors utiliser une
flamme plus large et & une distance des fibres plus grande. Les bouts du coupleur
sont étirés a laide des moteurs a une vitesse constante. La flamme est balayée
sur une zone plus petite que pour la fusion. Le processus de 'étirage est terminé
lorsqu’on obtient la transmission voulue mesurée en temps réel & un analyseur de
spectre. Tout le processus de fabrication des coupleurs est controlé par I'ordinateur
& l'aide d’un programme Labview. Une intervention de 'opérateur est possible a

toutes les étapes du processus.



1.2 Ecoulement de verre

L’état liquide du coupleur lors de sa formation fait intervenir les lois de la
mécanique des fluides. Les équations de cette section nous vont permettre de cal-

culer plus loin le champ de vitesse durant la fusion et I'étirage du coupleur.

1.2.1 Equations de Stokes

Considérons un petit domaine fluide. Les forces extérieures appliquées a ce do-
maine se distinguent en forces de volume et forces de surface. Les forces de volume
s’exercent & distance en tout point du volume comme par exemple les forces de

gravité.

Les forces de surface sont transmises par contact du fluide extérieur au domaine
en tout point de la surface limitant ce domaine. En un point donné, il est clair que
cette force dépend & un instant donné de 'orientation de I'élément de surface autour
du point considéré. Nous représenterons ainsi par dF 5(77) la valeur élémentaire de
cette force s’exercant sur une facette de normale unitaire 77 et d’aire dS. En divisant
cette force par la surface sur laquelle elle s’exerce, on définit le vecteur de contrainte

local -
() = dfig. (1.1)

Le vecteur de contrainte et la normale unitaire sont reliées par

T =

=

i (1.2)

o=

ol T est le tenseur des contraintes.

Le verre fondu est considéré comme un fluide incompressible. La conservation de
la masse est exprimée par ’équation de continuité, qui pour un fluide incompressible

est donnée par

V.-V=0 (1.3)

ol V est la vitesse. De plus le verre fondu est considéré comme un fluide newto-
nien [14]. Pour les fluides composés de molécules simples, comme c’est le cas du

verre, cette supposition est presque toujours vraie. Un fluide est considéré comme



newtonien si les composantes du tenseur des contraintes vérifient les relations sui-

vantes (fluide incompressible)

v, oV
L o 42 1.4
Ta Poji + 1 (813 8:Ej> (1.4)

oll p est la pression, &;; le symbole de Kronecker, i la viscosité et z; sont les
coordonnées cartésiennes. Cette relation sert aussi comme définition de la viscosité.
La viscosité est le coefficient de proportionnalité entre le tenseur des contraintes et
celui des vitesses de déformation, dont les composantes sont données par le terme

entre les parenthéses. L’unité de la viscosité est Pa-s = kg/m/s et appelée poiseuille.

Le bilan de quantité de mouvement aboutit & I’équation de Navier-Stokes [15],

avec ces composantes cartésiennes

d‘/; 87"1'
dt 6’1“]

p

ol g; sont les composantes cartésiennes du vecteur d’accélération de pesanteur
7 et le dernier terme est une sommation selon l'indice répété (nous utilisons la
convention d’Einstein dans ce chapitre). Cette forme de I’équation de Navier-Stokes

est valable pour un fluide incompressible.

Une démarche tres répandue en mécanique des fluides vise a simplifier les
modeles en ne retenant dans les équations que les termes prépondérants. La procédure
s’appuie sur une écriture adimensionnelle dégageant des groupements sans dimen-
sions ou nombres caractéristiques du poids relatif de différents termes pris deux a
deux. Les grandeurs sans dimensions sont définies en référence a des échelles ca-
ractéristiques. Cette démarche est utilisée aussi au troisiéme chapitre pour la mise

en place du modele d’étirage des coupleurs.

Si on note L, V et P, les échelles pour la longueur, la vitesse et la pression, on

obtient ces grandeurs adimensionnelles

* * ES

x: .
k2 = R —_ 1.>
I ViTy PTP (1.6)

Ty =

oll 'astérisque note les variables réelles. Il n’a pas été introduit d’échelle spécifique

pour le temps. La grandeur adimensionnelle correspondante est batie sur les échelles
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Vv .
de vitesse et de longueur conformément & ¢ = t*—. En introduisant ces grandeurs

sans dimension, 'équation de Navier-Stokes (1.5) s’écrit

2 g . AVA
V2oV, Poap V9 [N(avj d%)} )

T " Tar, Mo, |\ 0w o,

NPT X ns : .
Apres division membre a membre par T et en faisant apparaitre la norme g du

vecteur d’accélération de pesanteur, on obtient

VLoV, L? i PL O 0 ov, oV,
CASA SOy (I [ RN Y e . (1.8)
@ ot uwV o\ g wV ox; Oz Jr; Oz
VL L?
Les termes sans dimension Re = PrZ ot St = P sont respectivement les

nombres de Reynolds et Stokes. Le nomgre de Reynolds représente le rapport entre
les forces d’inertie et les forces de viscosité. Le nombre de Stokes représente le
rapport entre les forces de pesanteur et les forces de viscosité. Selon les calculs ef-
fectués par Howell [16], pour la fabrication d’un coupleur a fibres SMF-28 fusionnées
les valeurs typiques des nombres de Reynolds et de Stokes sont respectivement :
Re =~ 1077 et St ~ 1072

Donc, on peut négliger les termes d’inertie et de gravité dans 1'équation de

Navier-Stokes (1.5) qui se réduit a 1’équation de Stokes [17]

aTji

= 1.
G =0 (1.9)

qui s’écrit souvent sous la forme équivalente

op
8(1?i

= uV?, (1.10)

: . ) oV
si la viscosité p est uniforme et le fluide est incompressible —2 = 0. Il faut

8xj
noter qu’ici on est revenu aux variables réelles. L’équation (1.10) s’applique aux

écoulements trés visqueux connus sous le nom des écoulements rampants.



11

1.2.2 Conditions aux limites

Nous avons vu que l'étirage du coupleur se fait a vitesse constante. Alors, la
condition & la limite dans la direction axiale est cette vitesse constante des sections
droites aux extrémités du coupleur. Les autres conditions aux limites sont liées a
linterface gaine-air qui est une surface libre. La force qui guide la coalescence des
fibres est la force de tension superficielle. Elle cause une diminution de la surface
totale, et le profil de la section droite du coupleur tend vers un cercle. La réduction
de 'énergie de surface, causée par la réduction de surface, est relachée comme

chaleur par la dissipation d’écoulement visqueux.

1.2.2.1 Coefficient de tension superficielle

Un liquide, au contraire d’un gaz, ne tend pas a occuper tout I'espace qui lui
est offert. Ses molécules sont retenues au voisinage les unes des autres par des
forces de cohésion, qui sont des forces d’attraction s’exergant entre elles. Si nous
considérons une molécule prise dans la masse du liquide, elle est soumise, de la part
des molécules qui I'entourent, a des forces d’attraction ayant toutes les directions
possibles et s’équilibrant statistiquement. Au contraire, une molécule située a la
surface est soumise & des forces d’attraction dont la résultante n’est pas nulle, mais
dirigée vers 'intérieur du liquide. Si 'on veut accroitre la surface du liquide en
exercant sur elle une traction paralléle a son plan, il faut faire un travail corres-

pondant a cet accroissement d’énergie.

Considérons une masse liquide M limitée par une surface libre S, et imaginons
que nous la séparions en deux parties M; et M, par une surface ¥ qui coupe S
suivant une courbe C (figure 1.2). La masse M; est en équilibre sous l'action des
forces appliquées et des réactions de la masse M, ces derniéres se composant des
forces de pression qui s’exercent sur la surface X, et des forces F' de tension super-
ficielle qui s’exercent sur les'divers éléments de la courbe C. Nous admettrons que
la force dF' qui agit sur un élément ds de la courbe C' est normale & ds dans le plan
de la surface du liquide, dirigée vers 'extérieur de M,, et qu’elle est proportionnelle
a ds

dF = vds. (1.11)
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o~ S
/M
C
S
X ds

My  4F

Fi1G. 1.2 Force de tension superficielle

La constante v, que nous admettons ne dépendre que de la nature du liquide
et du gaz avec lequel il est en contact, ainsi que de la température, s’appelle le

coefficient de tension superficielle et son unité est N/m.

1.2.2.2 Condition a la frontiére pour le vecteur contrainte

La dérivation détaillée de la condition a la frontiere pour le vecteur contrainte
implique la géométrie différentielle des surfaces. Nous donnons ici seulement I’ar-

gument physique de cette dérivation.

Considérons d’abord le cas hydrostatique, ou on peut parler plutot de pression
que de contrainte. Il y a un saut de pression a travers la surface liquide & chaque
point o la surface est courbée. La valeur de ce saut de pression se calcule en
utilisant le travail virtuel. Si & un élément de surface, on donne un déplacement
virtuel vers 'extérieur du liquide, la surface augmente. L’énergie nécessaire dans ce
cas provient des forces de pression non équilibrées agissant durant le déplacement
virtuel. En prenant la limite lorsque 1’élément de surface tend vers un point, on
obtient [18]

1 1
luide — Pambient = -5 - 1.12
Pftuide — Dambient 7(R1+R2> (1.12)

oll Ry et Ry sont les rayons principaux de la courbure de surface. C'est la formule
de Laplace. La pression de liquide est plus élevée que celle du milieu ambiant si

la surface est concave vers l'intérieur du liquide. Le terme entre les parentheses
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s’appelle la courbure moyenne de la surface et nous le noterons .

Le cas hydrodynamique se base sur le méme principe. Dans ce cas il faut te-
nir compte des changements d’énergie d’un élément de volume limité dun coté
par I’élément de surface qui correspond au cas hydrostatique. Toutefois, en pre-
nant la limite lorsque 1'élément de volume tend vers un point, les effets de volume
tendent vers zéro comme le cube d’une dimension linéaire. Ils sont en conséquence
négligeables par rapport aux effets de surface qui tendent vers zéro comme le carré

de la dimension linéaire. De cette fagon on obtient [19]

-

T, = —Kfl (1.13)

ot T), est la contrainte normale a la surface libre et 77 est orienté vers U'extérieur.
1l faut noter qu’a partir d’ici nous considérons comme pression la différence entre
la vraie pression et celle du milieu ambiant. La pression du milieu ambiant est une

constante qui ne joue aucun role dans la dynamique de ’écoulement du coupleur.

1.3 Diffusion des dopants

Pour obtenir un guidage de la lumiere, il est en général nécessaire de réaliser
un profil d’indice de réfraction. Ceci peut étre réalisé en introduisant un certain
pourcentage d’éléments chimiques, nommés dopants, compatibles avec le réseau du
verre de silice et modifiant de ce fait le profil d’indice de réfraction du matériau
ainsi que d’autres propriétés physico-chimiques (viscosité, coefficient d’expansion

thermique).

Parmi les dopants les plus utilisés, on note le germanium (Ge), le fluor (F)
et le bore (B). L’addition du fluor et du bore diminue l'indice de réfraction et
la dispersion de la silice alors que le germanium augmente 'indice de réfraction
et déplace le zéro de dispersion matériel (d°n(X)/dA* = 0)) vers les plus grandes
longueurs d’onde. L’intérét d’utiliser les fibres co-dopées germanium/fluor est en
outre d’exploiter la photosensibilité du germanium ou de réaliser des profils d’indice
spécifiques (gaine photosensible, intermédiaire et semi-enterrée ou profil triangu-

laire).
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1.3.1 Mécanismes de diffusion

La plupart des mécanismes de diffusion exigent la présence de défauts ponctuels
[20]. La plus simple analyse des mécanismes de diffusion donne deux processus
possibles expliquant la migration d'un atome au sein du réseau de silice. L’espece

atomique qui diffuse peut :

1) soit se déplacer dans les lacunes du réseau == diffusion lacunaire
Si un site n'est pas occupé, un atome proche voisin peut sauter sur ce site, faisant
apparaitre une lacune au site qu’il vient de quitter. Il y a conservation du nombre

de lacunes : on parle de migration de la lacune et/ou de I'atome.

2) soit se déplacer dans les sites libres de l'autre espece ==  diffusion
interstitielle
Un atome interstitiel sautant de site interstitiel en site interstitiel est un défaut

ponctuel dont les sauts successifs ne sont pas corrélés.

Dans chaque cas, les atomes doivent posséder une énergie suffisante pour franchir
une barriere de potentiel. La distribution des énergies des atomes est une fonction
de la température. Ainsi, plus la température est élevée, plus la probabilité de saut

est grand. La diffusion est donc un phénomene activé thermiquement.

1.3.2 Equation de convection-diffusion

Placons-nous dans un systéme unidirectionel et considérons le flux de particules
d’une certaine espece. Les particules peuvent étre des molécules ou des atomes.
Soit c(z,t) leur concentration, exprimée en nombre de particules ou de moles par

unité de volume.

En présence d’un gradient de concentration dc/0x, on admet qu’il s’établit un
flux de particules dans le sens descendant du gradient, et que ce flux est propor-

tionnel au gradient correspondant

Oc
J = —D% (1.14)

D est appelé coefficient de diffusion, ou diffusivité.
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Le flux est exprimé en nombre de particules ou de moles traversant l'unité d’aire
par unité de temps. Il s’ensuit que 1'unité de D est m?/s. Cette loi, dite de Fick [21],

est formellement identique & la loi de Fourier pour I’écoulement de la chaleur.

La loi de Fick se généralise sans peine a trois dimensions

J=-DVec. (1.15)

En fait ’écoulement de particules dans une direction donnée peut avoir deux
origines : 'une est bien le gradient de concentration, mais 'autre est 'action d’une
force extérieure, ou force de transport, sous l'effet de laquelle les particules se
déplacent avec une certaine vitesse ‘7, donnant ainsi naissance & un flux ¢V. D'ou
I’expression générale

J=—DVe+cV. (1.16)

L’équation (1.16) n’est utilisable qu’en régime permanent, c’est-a-dire lorsque
le flux ne dépend pas du temps. En régime non permanent, c’est-a-dire lorsque le
flux en chaque point varie avec le temps, il faut compléter I’équation de Fick par
une équation de bilan. Si nous nous plagons de nouveau dans un systéme unidirec-

tionnel, pour des espéces conservatives, nous obtenons 1’équation de continuité

aJ Oc

qui se démontre trés simplement. Considérons un cylindre parallele a la direction
de diffusion et de section droite unité. Soit un petit volume limité par deux plans
d’abscisses z, = + dz, a travers lesquels les flux de particules dirigés de gauche a
droite valent respectivement J(z) et J(x + dx). La quantité de matiere accumulée

pendant le temps dt dans le cylindre limité par ces plans vaut

[J(z) — J(z + dz)] dt = —%dwdt (1.18)

par application de la formule des accroissement finis. Cette quantité est égale a la
variation du nombre de particules dans le volume 1-dz, soit [¢(t + dt) — c(t)] do =

%dtdz. En égalant les deux expressions nous obtenons (1.17).
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La généralisation & trois dimensions de (1.17) et I'équation (1.16) donne
Fov. (Dﬁc) _v. (Ve) . (1.19)

Le coefficient de diffusion D est considéré indépendant de la concentration. De
plus, le verre fondu est un liquide incompressible (ﬁ V= 0) et I’équation ci-dessus
devient ‘

i DV<c—-V Ve (1.20)

C’est 1’équation de convection-diffusion.
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CHAPITRE 2

FUSION DES COUPLEURS

La fusion des coupleurs est la premicre étape de la fabrication des coupleurs.
Dans ce chapitre, nous allons construire un modele de fusion en résolvant I'équation
de convection-diffusion (1.20) établie au chapitre précédent. Les résultats de ce

chapitre serons aussi tres utiles pour le modele d’étirage au chapitre suivant.

Les modeles de fusion décrits dans la littérature sont tous des modeles empi-
riques. Le modele de deux fibres tangentes et sans coeur [1] est simple, mais n’est
exact que dans le cas d’une fusion trés faible. Le modéle rectangulaire [2] tient
compte du degré de fusion, décrit par le rapport des deux cotés du rectangle, mais
reste trés grossier pour une structure formée a partir de fibres circulaires. Une
amélioration de ce modele est faite par Zheng [3] ol le rectangle est remplacé par
des cercles. Le modele de Wright [4] va un pas plus loin en incluant les coeurs. Dans

ces deux modeles, on ne tient pas compte de la conservation de la matiere.

Le modele le plus réaliste jusqu’a présent était celui de Gonthier [5,6], qui est
un modele géométrique simple. Il permet de passer continiiment de deux fibres
tangentes & une fusion compléte caractérisée par une section circulaire, tout en
conservant la surface transversale. Le modele inclut aussi les coeurs des fibres qui
sont assimilés & des cercles. De plus, le modele de fusion est appliqué aux cas des

coupleurs a plus de deux fibres.

Le modéle que nous proposons ici est basé sur I'hypothese que l'indice de
réfraction est une fonction linéaire de la concentration de dopants. Donc, nous
allons construire un modéle qui tient compte de 1’évolution du champ de concen-
tration des dopants durant la fusion. De plus, la forme de I'interface gaine-air de
la section droite du coupleur est calculée en résolvant les équations de Stokes qui

gerent I’écoulement de la matiere.

Avant de considérer la résolution de 1'équation de convection-diffusion (1.20)

nous devons résoudre les équations de Stokes pour calculer le champ de vitesse 1
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et Iévolution de Vinterface extérieure durant la coalescence des fibres.

2.1 Coalescence des fibres

La coalescence des fibres est due a la force de tension superficielle. L’écoulement
est géré par les équations de Stokes (1.10) et (1.3) avec la condition aux limites
(1.13) & la surface libre. Le probleme de Stokes avec une frontiére libre et tension

superficielle est, en général, un probleme difficile.

La premiére analyse quantitative de ce probléme est faite par Frenkel [22] qui a
étudié la coalescence de deux spheéres. Le principe de sa méthode est basé sur le bilan
d’énergie. La réduction de I'énergie de la surface libre est égale a I'énergie totale
produite par la dissipation visqueuse. Mais Frenkel a di faire des approximations

incorrectes qui ne lui ont pas permis d’obtenir des résultats exacts.

La premiere simulation numérique de la coalescence visqueuse est faite par Cos-
grove [23] qui a étudié la coalescence d’un nombre infini de cylindres alignés. Il a
employé une technique partiellement analytique et partiellement numérique basée
sur les séries de Fourier. Mais pour résoudre les équations il a considéré que la
frontiere est localement plane, ce qui a pour effet d’exclure les premiers instants
de la coalescence dans son modele. Ross [24] a considéré le méme probleme et il
I’a résolu en utilisant la méthode des éléments finis. Jagota [25] a utilisé aussi une
méthode d’éléments finis pour étudier la coalescence de deux spheres et d’un nombre

infini de sphéres alignées. Il a obtenu des résultats qui décrivent bien l'expérience.

Kuiken [26] a utilisé avec succes la méthode des éléments de frontiere (boundary
element method) pour un écoulement plan avec une frontiére de courbure modérée.
Cette technique est perfectionnée plus tard par Van de Vorst [27] qui a réussi a
obtenir, entre autres, I’évolution de l'interface extérieure pour la fusion de deux

cylindres.

Le progres le plus fascinant dans ce domaine est fait par Hopper qui a été le
premier & obtenir une solution analytique exacte pour le probléme de la coalescence
de deux cylindres égaux [28] et celui de la fusion d’un cylindre avec un demi-

espace [29]. Dans sa méthode, le probleme d’écoulement de Stokes, guidé par la
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force de tension superficielle, est abordé en utilisant la théorie des fonctions d'une
variable complexe (fonctions holomorphes, transformation conforme, intégrales de

Cauchy, prolongement analytique, etc.).

La méthode de Hopper est améliorée et élargie par Richardson qui a réussi a
résoudre le probleme de la coalescence de deux cylindres différents [30]. Dans un
article plus récent [31], il a simplifié considérablement la méthode en dérivant des
équations plus simples, qui lui ont permis d’obtenir en principe la solution pour
un ensemble quelconque de cylindres entourés d'un contour simple. Récemment
dans un nouvel article [32], il a ajouté a son modele les configurations des cylindres
entourés d’un double contour. Cependant, la forme de la transformation conforme

utilisée dans ce cas est beaucoup plus complexe.

A ce point, il faut dire que toutes ces solutions analytiques sont limitées au
caleul de I’évolution de I'interface extérieure. Nous allons les employer pour calculer

le champ de vitesse interne.

2.1.1 Hypotheses de départ

La fusion du coupleur est considérée comme la coalescence de deux cylindres
infiniment longs, ce qui est vrai pour les coupleurs ol les dimensions transversales
des fibres sont trés petites par rapport a la longueur de la zone fusionnée. Donc,
nous allons considérer un écoulement plan, c’est a dire que toutes les quantités
sont indépendantes de la coordonnée axiale et le vecteur de vitesse est perpendicu-
laire & cet axe. L'équation de Stokes (1.10) est bidimensionnelle dans ce cas et les

opérateurs gradient et laplacien sont des opérateurs transversaux.

Une autre hypotheése est que la viscosité dans le plan de la section droite est
considérée constante. En réalité, la viscosité dépend de la température ainsi que de
la nature du liquide, c’est-a-dire de sa composition. Les dimensions transversales
des fibres optiques sont assez réduites et la conduction thermique maintient une

température constante dans la section droite.

Pour supporter cette hypothése, nous allons effectuer quelques calculs simples.

Selon la référence [33], 1a viscosité de silice en fonction de la température est donnée
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par cette relation
[L(Pa S) — 10v2,49+15004/(T(°C)—253)/10. (21)

On remarque dans cette relation que la viscosité est tres sensible au changement
de la température. Dans l'intervalle 1200-1400°C la viscosité double presque sa

valeur pour une baisse de seulement 20°C de la température.

Calculons maintenant la conduction thermique. Elle est gérée par 1'équation [34]

oT .
Y i aV*T (2.2)
oll a est la diffusivité thermique, qui pour la silice prend une valeur [33] de a =

8,4-1073cm?/s.

Considérons une fibre optique ayant 125um de diametre initialement a une
température 300K dont l'interface extérieure est mise instantanément a une tempé-
rature 1700K et maintenue a cette valeur. Avec ces conditions initiale et de frontiere
nous devons résoudre 1'équation (2.2) qui pour une géométrie a symétrie cylindrique

prend la forme

5T 2T 10T
) (a 19 ) 23)

3 “\ae Trar

Nous avons résolu numériquement cette équation, a l’aide d’une discrétisation en
différences finies, et nous avons obtenu les résultats suivants. Il faut seulement lms
pour que la température du centre de la fibre devienne 1699K, 1,9ms pour qu’elle
devienne 1699,999K et aprés 3ms on obtient une température uniforme dans la
fibre. Les 3ms sont négligeables par rapport au temps de fusion des fibres, ce qui

prouve la validité de notre hypothese.

La viscosité de la silice dopée avec du germanium est plus basse que celle de
la silice pure & une température donnée [35]. Mais, comme les coupleurs que nous
étudions sont composés de fibres optiques unimodales, le coeur étant beaucoup plus

petit que la gaine, nous avons considéré une viscosité moyenne uniforme.

Nous avons aussi considéré un coefficient de tension superficielle constant. En
réalité, il a une faible dépendance avec la température qui, elle-méme, est considérée

constante dans la section droite.



21

plan plan n

F1G. 2.1 Le schéma de la transformation conforme

2.1.2 Méthode Hopper-Richardson

Considérons un repére de coordonnées cartésiennes z et y dans un plan. A
chaque point A(z,y) de ce plan on pourrait mettre en correspondance un nombre
complexe n(x,y) avec x et y la partie réelle et imaginaire respectivement. Alors,
tout domaine dans ce plan pourrait étre considéré comme un ensemble de nombres

complexes.

L’évolution de la section droite du coupleur, durant la fusion, est considérée dans
un plan complexe n comme P’évolution de I'image d’une transformation conforme
d’un domaine de référence fixe dans un autre plan complexe (. Le domaine de
référence fixe est un disque de rayon unitaire. Cette transformation conforme, qui
évolue dans le temps, est notée n = (¢, t). Le schéma de cette transformation est
donné & la figure 2.1. Done, le profil transversal du coupleur est I'image dans le plan
complexe n du disque unitaire |¢| < 1, dans le plan ¢, obtenu par la transformation

Q. La définition d’une transformation conforme est donnée a ’annexe I.

Notre objectif est de résoudre les équations de Stokes (1.10) et (1.3) avec la
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condition & la limite (1.13). Alors, pour utiliser cette transformation conforme,
nous devons d’abord représenter nos variables 17, p et T comme des fonctions de
la variable complexe 7. Cela est réalisé par I'intermédiaire de deux fonctions holo-
morphes appelées potentiels complexes. Apres les variables, ce sont les équations
de Stokes et la condition a la frontieére qui sont exprimées en fonction de ces po-
tentiels complexes. A Daide de la transformation € (,t), toutes les équations sont
exprimées en fonction de (. Ensuite, en utilisant la condition & la limite (1.13),
nous avons d’abord résolu le probleme de 1’évolution de 'interface extérieure. Puis,
en prenant le prolongement analytique de différentes fonctions holomorphes, la

solution dans tout le domaine est obtenue.

Les détails de la méthode décrite ci-dessus sont donnés & ’annexe II. Nous

donnons ici seulement les résultats obtenus par cette méthode.

Pour un coupleur fabriqué en fusionnant deux fibres, la transformation conforme

a la forme (11.96)
Bag
Y

avec des parametres réels 3 > 0, By > 0 et 0 < A < 1. Les parametres 3; et 3,

n="0(0) =M+ (2.4)

dépendent de X et sont calculés & 1'aide des relations (I1.97)

By (By+ B) =17

1 (2.5)
B {51 +52(1—_'>\T)2] =}
oll 7, et 75 sont les rayons initiaux des fibres. Donc la transformation €2 est comple-
tement déterminée par la valeur de . Pour cette raison A est appelé “le parametre
de la fusion”. Comme expliqué & I'annexe II, sa valeur initiale est 17, c’est-a-
dire un nombre tout prés de 1. En pratique nous prenons comme valeur initiale :
Ato) = 0,9999. L'évolution temporelle du A est donnée par I'équation différentielle
suivante

d\ _ p-lm

dat

AF (). (2.6)

Il s’agit de I'équation (I1.93) avec des variables réelles. Pour comprendre la différence

entre les équations (2.6) et (I1.93), il faut se rappeler que le temps adimensionnel

est donné par (I1.60) : ¢t = t*lR ou t* est le temps réel et R = 1m quand les
7
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dimensions réelles des fibres sont utilisées.

La fonction F est donnée par l'intégrale de Cauchy (11.69)

1 1 o+ C o
Fo= szsz Do =0 (2.7)

Le contour de lintégration est le cercle unitaire 0| = 1 et le prime (’) note la

dérivée par rapport a la variable complexe indépendante.

L’équation (2.6) est une équation différentielle ordinaire de A si on tient compte

du fait que les §; et G, dans @ sont des fonctions de A.

Les composantes u et v de la vitesse V selon les axes x et y, sont la partie réelle

et la partie imaginaire d’une vitesse complexe, donnée par (I1.95)

2fu((, ) + iv(C. 1) = ~CHCHFCI) +o0(CH

+Q(C t) - Ql((a t)
(¢,
0

0
+CQ,(C> t)FI(<7t) - aQI(C,t)] - CQ/1(<7 t)F(CJL) + aﬂl(C7t)'

[(CHFC )+ CVGOFECE) (2.8)

Ici, une ligne au dessus des termes indique le complexe conjugué, et ; est donné

par (11.94)
_ N\ _ A& B2
o (C)—Q(g) 13 +§_)\. (2.9)

Regardons plus en détail comment I'on peut utiliser la formule (2.8) pour calculer
la vitesse en un point donné, & un instant donné ou les valeurs de g, B> et A sont
connues. Considérons un point quelconque A(x,y) de la section droite du coupleur.
A ce point correspond un nombre complexe 7(z,y). En prenant la transformation
inverse ¢ = Q7 1(n), c’est-a-dire en résolvant (2.4) pour ¢, nous trouvons le point ¢
dont 7 est 'image. Les composantes de la vitesse sont alors obtenues en remplagant
Ja valeur de ¢ dans Pexpression (2.8). Les dérivées par rapport au temps en (2.8)
sont calculées & L'aide des relations (2.5) et (2.6). La fonction F(({) est calculée
numériquement. En ce qui concerne F'({), nous calculons d’abord la dérivée sous

le signe de Pintégrale de fagon analytique et apres, I'intégrale elle-méme est calculée
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numériquement.

2.1.3 Intégration numérique

Nous remarquons qu’a la formule (2.8), il y a plusieurs intégrales de la forme
(2.7) qu’il faut évaluer numériquement. Une grande précision d’intégration est cru-
ciale pour que la vitesse soit calculée correctement. Les intégrales F(C) et F'(()
sont des intégrales de Cauchy ol on peut séparer la partie réelle de la partie ima-
ginaire et on obtient deux intégrations ordinaires au lieu d’une complexe. De plus,
comme le contour d’intégration est le cercle unitaire |o| = 1, l'intégrant dans ce
cas est une fonction périodique avec une période 27 et le domaine d’intégration est
une période. Comme nous allons I’expliquer, la meilleure technique d’intégration

dans ce cas est la méthode des trapezes.
Considérons P'intégrale
b
I— / £(0)d0. (2.10)
a
En subdivisant I'intervalle [a,b] en un certain nombre n d’intervalles égaux A6 =

(b — a)/n la valeur de l'intégrale selon la méthode des trapezes est donnée par

b
I, =

Q_na {F(0) +2[f(A0) + -+ f ((n - DAG)] + f(nA0)} (2.11)

avec Derreur principale E, = I, — I = (b —a)f"(§) ot a < & < b. Pour nos

fonctions périodiques en [0, 27] la relation (2.11) prend la forme
T
I = —{f(0) + f(A6) + -+ f((n — 1)AO)} (2.12)

et lerreur principale devient E, = 0 parce que a = b dans ce cas. En utilisant la for-
mule de Euler-Maclaurin on peut montrer que si 'intégrant est infiniment dérivable,
ce qui est vrai dans notre cas, I'erreur associée & la méthode des trapezes diminue
de facon super algébrique en doublant n, ce qui veut dire que 'erreur diminue plus
rapidement que toute puissance de Az [36]. Dans ce cas, la méthode des trapezes
avec un nombre n d’intervalles égaux, donne la valeur exacte des intégrales des fonc-

tions périodiques qui sont représentées par une série trigonométrique de Fourier qui



se termine au n-iéme terme.

Pour les fonctions périodiques, la méthode des trapézes est beaucoup plus effi-
cace que d’autres méthodes avancées telle que la méthode de Gauss. En pratique,
nos fonctions & intégrer sont trés régulicres dans le sens qu’elles n’oscillent pas et une
vingtaine d’intervalles suffit pour obtenir une trés bonne précision d’intégration.
Nous avons utilisé dans nos calculs n = 500, ce qui fait que nos intégrations sont

pratiquement exactes.

2.1.4 Degré de fusion

L’image de la frontiere du disque unitaire, ¢’est-a-dire du cercle |o| = 1, est
I’interface extérieure de notre coupleur. Pour obtenir les équations paramétriques
de cette interface nous remplacons en (2.4) ¢ = €% et en dénommant la partie réelle

de 1, x et sa partie imaginaire y nous obtenons :

) cosf — A
. = S s
z (0) ﬁlco%9+»521_2)\0089+)\2 (2.13)
. sin ¢ .
y(0) = Prsind + fog — 2\ cosf + A2

avec 0 < 0 < 27. Le parametre 0 < XA < 1 diminue durant la fusion. La valeur
A = 0 correspond & l’état final de la coalescence, c’est-a-dire au moment ou la
section droite devient un disque. Les centres des fibres sont sur I'axe réel x. Les
valeur 6 = 0 et # = 7 correspondent aux points ol l'interface extérieure et I'axe
z s’intersectent. Le schéma de 1’état initial d’un coupleur symétrique est montré a
figure 2.2. Notons que l'origine du repére (z,y), ne correspond pas avec le centre
du coupleur sauf aprés une fusion compléte, pour A = 0, ¢’est-a-dire pour un temps

infini. A instant initial elle se trouve au centre de la fibre de gauche.

La largeur de la section droite du coupleur, c’est-a-dire la longueur de l'axe

majeur, est alors

L(t) = 2 (0) — & (v) = 26, + By (1 T le)) S e

Pour un coupleur composé de deux fibres de rayon r; et ro, la valeur initiale de
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yll

Fia. 2.2 L’état initial d’un coupleur symétrique : A = 0, 9999

la largeur du coupleur est L(to) = 2(ry + 72). A Uinstant final lorsque l'interface
devient un cercle, pour que la masse soit conservée, la largeur du coupleur doit étre
L(tso) = 24/7% + r2. On définit le degré de fusion a un instant donné par

_ Lto) - L(?)
flt) = Llto) = L(tw). (2.15)

A Tinstant initial le degré de fusion est f = 0, et pour une fusion compléte f = 1.

2.2 Fusion des fibres multi-couches, sans effets de diffusion

Avant de considérer les effets de la diffusion des dopants, nous considérons
d’abord seulement les effets de fusion. Le but de cette section et de montrer com-
ment la matiére & Vintérieur du coupleur se transforme au cours de la fusion. C’est
pour cette raison que les fibres qui fusionnent sont considérées multi-couches. Les
coupleurs 2 x 2 symétriques et asymétriques, ainsi que les coupleurs 3 x 3 plats
sont considérés en détail. Pour les coupleurs & contour simple composés de plus de
trois fibres ainsi que pour les coupleurs & double contour les calculs se compliquent,
méme si la procédure du calcul de la vitesse reste la méme. Nous donnons, pour

quelques coupleurs de ces catégories, seulement I'évolution de l'interface extérieure.
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2.2.1 Coupleurs 2 x 2

La transformation conforme pour les coupleurs 2 x 2 est donnée par I'équation
(2.4). Nous voulons calculer I’évolution de différentes couches internes en fonction
du degré de fusion ou de fagon équivalente en fonction du temps. Etant donné que
la viscosité est considérée constante et la diffusion des dopants est ignorée dans
cette section, les interfaces entre différentes couches représentent juste des lignes
tracées a la section droite homogene. Pour cette raison, nous distribuons sur ces
interfaces un certain nombre de marqueurs qui se déplacent avec la vitesse du point
ot ils se trouvent et nous suivons leur parcours durant la fusion. A tout instant

I'interface est représentée par I'ensemble de ces marqueurs.

Dans cette section nous résolvons 1’équation de Stokes sous la forme adimen-
sionnelle : ﬁp — V2V avec la condition & la limite : T, = kfi. La facon d’obtenir les
variables adimensionnelles est donnée a ’annexe II par les relations (I1.60). Dans
ce cas 4 et «y disparaissent de nos équations. La structure de la section droite ainsi
obtenue est homothétique & celle réelle et la durée de fusion est donnée par un
temps adimensionnel. Le temps réel pour arriver & un degré de fusion donné est
obtenu seulement si on connait les valeurs de p et de v (2.6). Nous revenons plus
loin sur cet argument. Au lieu de donner 1'évolution de la section droite en fonction
du temps, nous le donnons en fonction du degré de fusion qui n’est pas affecté par

ce changement de variables.

Pour déplacer les marqueurs nous divisons le temps en petits intervalles df. Si

la position du marqueur & l'instant ¢ est 7, sa position a l'instant ¢ + dt est
Frvar = 71 + Vdt. (2.16)

Il est clair que l'intervalle dt doit étre assez petit pour que l'erreur dans le cal-
cul de la position soit négligeable. En effet, un développement en série de Taylor
montre que lerreur principale est donnée par %—45‘%. L’accélération d17/ dt pour un
écoulement de Stokes est pratiquement nulle, ce qui rend la formule (2.16) assez
précise. Dans nos calculs, nous avons choisi quand méme un pas dt treés petit (d’ha-

bitude un millieme du temps de fusion) pour que les calculs soient tres précis.

Pour les coupleurs symétriques ot il y a deux axes de symétrie, les calculs se
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font seulement dans un quart du domaine. C’est & la fibre a gauche que les calculs
se font, parce que, comme nous I'expliquons un peu plus loin, dans la fibre a droite,
il y a des points critiques qui affectent la précision des calculs pour la vitesse. Ala
figure 2.3 nous donnons les résultats de nos calculs pour I'évolution de la section

droite d’'un coupleur symétrique, composé de deux fibres & 6 couches.

///ﬁM\ﬁ\\
Q @
N

(b) £=0,35

o) @

—

(c) f = 0,65 (d) f=1

F1c. 2.3 Fusion d’un coupleur symétrique multi-couches. Le degré de fusion f est
donné par I’équation (2.15).

Considérons maintenant les coupleurs asymétriques. On pourrait penser que la
procédure du calcul de la vitesse dans ce cas est identique avec celle utilisée pour
les coupleurs symétriques, avec pour seul changement le fait qu'on devrait faire les
calculs dans la moitié du coupleur au lieu de les faire dans le quart du coupleur &

cause d’un seul axe de symétrie. Cependant le probléme est un peu plus compliqué.

Si nous regardons attentivement la forme de la relation (2.9), nous voyons que

le terme C%\ devient infini pour ¢ = X qui est un point & l'intérieur du disque

de référence |¢| < 1, sur Paxe réel. De plus, la dérivée '(() contient le terme

5 avec le méme point critique. La valeur des coeflicients devant ces termes

€=
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au point critique est identiqueinent nulle, ce qui élimine les valeurs infinies. Ces

coefficients sont en réalité des différences de termes égaux. En pratique, ces termes

se calculent numériquement parce qu'ils contiennent des intégrales comme F(() ou

F'(¢). Ces intégrations numeériques apportent une erreur qui, si petite soit elle, une
1

fois multipliée avec des valeurs tres élevées (Zi—/\ OU 5y avec ( = \), cause une

évaluation erronée de la vitesse.

Done, pour un marqueur & proximité de €2 (A, ), la vitesse pourrait étre évaluée
incorrectement. De plus, & I'instant initial, lorsque A =~ 1, tel que montré a ’annexe
IT (section I1.2.2) tout le disque ajouté, qui pour nous représente la fibre a droite,
est obtenu comme l'image des points & proximité de A. Donc, la vitesse de tous
les marqueurs de la fibre & droite est calculée incorrectement pour A ~ 1. Méme
si on commence les calculs & partir d’un A initial un peu plus petit que 0,9999, les

marqueurs sur 1’axe réel, 4 un instant donné vont étre & la proximité de Q(X).

En pratique nous avons observé que les erreurs provenant des intégrations
numériques sont si petites que seulement une petite partie des couches avec un
diamétre élevé est affectée par ces erreurs. Par contre dans la fibre a gauche il n’y
a pas de point critique (Q2(\) tombe toujours dans la fibre a droite) et la vitesse
est évaluée correctement. Nous avons utilisé ce fait pour éliminer les erreurs dans
la fibre a droite.

Pour réaliser cela, nous avons inversé la situation. Nous avons permuté la place
des fibres, donc la fibre a droite est mise & gauche et vice versa. Dans cette situation
la transformation Q (¢) n’est plus la méme parce que les coefficients 51 (A) et B2 (A)
vérifient un autre systéme (2.5), celui out 71 et ro sont permutés. Cette permutation
des fibres élimine les points critiques pour la fibre qui a été initialement a droite. A
chaque intervalle dt, nous évaluons la vitesse des marqueurs de la fibre a gauche et
nous les déplacons & leur nouvelle position. Apres nous faisons une permutation des
fibres pour faire la méme chose avec les marqueurs de la deuxieme fibre et ensuite

nous passons au prochain pas.

A la figure 2.4 nous donnons les résultats de nos calculs pour 1'évolution de la
section droite durant la fusion d’un coupleur asymétrique, composé de deux fibres

a 6 et b couches.
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(b) f=0,35

(c) f = 0,65 ) f=1
F1G. 2.4 Fusion d’un coupleur asymétrique multi-couches. Le degré de fusion f est
donné par 1'équation (2.15).

2.2.2 Coupleurs 3 x 3 plats

Le coupleur 3 x 3 plat est le cas le plus simple des configurations possibles a
contour simple avec trois fibres. Pour simplifier les équations, nous supposons les

fibres latérales identiques. La forme de la transformation est donnée par (IL.99)

Q(C)=51C+521f)\c+521_f>\<

(2.17)

ol |¢| < 1. La forme extérieure est obtenue en remplagant ¢ = ¢ en (2.17). Nous

obtenons les équations paramétriques suivantes

cosf — A cos@ + )\
x(e)—ﬁlcose+ﬁ21—2)\cosﬁ+)\2+ﬁ21+2)\cos€+/\2 (2.18)
(6) = fhsind + B sin @ v 3 sin 6 '
Yoy = Fisi 21 2Xcosf + A2 21+ 2\cosf + A2
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Les parametres 3 et 3, sont déterminés en résolvant le systéme d’équations

(11.100)

By (01 + 280) =r}
1 (2.19)

(1-2%)

2
=Tq.

B (51+/32 5 + B2

(1 +1A2)2>

Voyons maintenant comment on peut déterminer le degré de fusion. La largeur
de la section droite est L(A) = z (0) — z (). A 'instant initial L = 2ry + 4ry et &
I'instant final L = 24/7% + 2r3. Donc, le degré de fusion est donné par

2T1+4T’2—L(>\)

/= ,
2ry + 41y — 24/1% + 213

(2.20)

La formule pour la vitesse est encore donné par la relation (2.8), mais ; est

donné dans ce cas par

2 (¢)

=%—+ b e (2.21)

Ici nous avons le méme probléme que pour les coupleurs 2 x 2 dans 1’évaluation
des coeflicients devant les termes C—;A’ (C_—l/\)_z CJ%\ et ﬁg ol nous avons les points
critiques ( = A et ( = —A. A proximité de ces points ol ces termes ont des valeurs
tres élevées, & cause des petites erreurs d’intégration, nous ne pouvons pas évaluer
correctement la vitesse. A I'instant initial lorsque A =~ 1, nous avons vu & I’annexe
IT que les disques latéraux sont obtenus comme 'image des points a proximité des

points (£1,0). Donc, tous les marqueurs des fibres latérales sont a proximité de

(£, 0).

Au lieu d’appliquer la technique utilisée pour les coupleurs 2 X 2 asymétriques
qui pour les coupleurs 3 x 3 s’avére compliquée (au lieu d’un seul parametre A dans
ce cas il v en a deux paramétres indépendants Ay # A3) nous commengons nos
calculs & partir de A = 0,995 et tout simplement enlevons les marqueurs qui sont
dans la zone des erreurs (sur 'axe réel). A la figure 2.5 nous montrons nos calculs

pour l’évolution de la fusion d'un coupleur 3 x 3 composé de 3 fibres égales. La
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fibre centrale est composée de 3 couches et les fibres latérales d’une seule couche.

(c) f=0,43 (d) £ = 0,57

(e) £ = 0,78 () f = 0,96

Fi1G. 2.5 Fusion d’un coupleur 3 x 3

2.2.3 Coupleurs 5 x5

Le coupleur symétrique 5 x 5 avec des fibres latérales identiques est représenté

par une transformation simple (I1.101)

4 ¢
¢ T

c
T—in

g—C (2.22)

+ 5 TN

Q(C) =B+ B
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ot |¢| < 1. La forme extérieure est obtenue en remplagant ¢ = e'? dans 1’équation
(2.22) et nous obtenons les équations paramétriques suivantes

cosf — A + 3 cosf + A
1 —2\cosf + N2 21 ¥ 2\ cosf + \2

x (0) = [ cosb + By

cos cos
+521—2)\sin@+/\2+621+2)\sin9+/\2 (2.23)
y(0) = Pr1sinf+ B, sin 0 + s sin |
1 —2X\cosf + A2 14 2\cosf + A2

sinf — A\ L8 sinf 4+ A
1—2Xsinf + A2 P14 2xsinf + A2

+3

Les parametres (3 et (o sont déterminés en résolvant le systeme d’équations
(I1.102)

B1 (B + 452) =r;
1 1 1— ) ) ) (2.24)
=Ty

B2 <51+[32( ) ﬁ2(1+)\2) +252(—1—+T4)2

ol r; est le rayon initial de la fibre centrale et 75 celui des fibres latérales.

Voyons maintenant comment nous pouvons déterminer le degré de fusion. La
largeur de la section droite est L (A) = z (0) —z (7). A Tinstant initial L = 2r; +47;
et & l'instant final L = 24/7? + 4r3. Donc, le degré de fusion est donné dans ce cas

par la relation
27‘1 + 47'2 — L ()\)

f= ——.
2ry + 4ry — 2:/1r% + 413

(2.25)

Nous montrons & la figure 2.6, 'évolution de U'interface extérieure d'un coupleur

5 x b & fibres égales, au cours de la fusion.

2.2.4 Les configurations avec un trou au milieu

Nous considérons maintenant la fusion des coupleurs dont la section droite a
un double contour. Dans ce cas, le probléme est beaucoup plus compliqué. La
transformation conforme dans ce cas est donnée par une combinaison de fonctions

elliptiques. L’analyse détaillée de ce probleme est donnée par Richardson [32]. Nous
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FiG. 2.6 Fusion d’un coupleur 5 x b

nous limitons ici & donner une bréve description de la méthode et deux exemples

de P’évolution de l'interface extérieure.

La méthode est valable seulement pour les configurations ot I'on a une symétrie
par rapport a une rotation d’un angle 27/n avec n > 2. L'évolution de la section
droite est donnée par une transformation conforme d’un domaine référence qui,

contrairement aux coupleurs & simple contour, n’est pas fixe.

Le domaine de référence est, dans ce cas, un rectangle. A linstant initial, le coté
horizontal du rectangle, c¢’est-a-dire celui en direction de 1'axe réel, tend vers I'infini
et le coté vertical vers 7/2. Au cours de la fusion, le c6té horizontal diminue et celui
vertical augmente. Au moment ol le trou au milieu disparait, c’est le coté vertical
qui devient infini et le coté horizontal w/2. Ensuite, puisque le contour devient

simple, on passe au domaine de référence habituel qui est le disque unitaire.

La transformation conforme est donnée a ’aide des fonctions Zeta de Jacobi mo-



difiées. Ces fonctions sont des intégrales complexes qui s’évaluent numériquement.

Pour les configurations & simple contour que nous avons étudiées, I’évolution
d'un seul parametre, A(t), est calculé a l'aide d'une équation différentielle et les
autres parametres (;) sont calculés en résolvant un systeme algébrique. Pour les
configurations a double contour, avec n fibres qui fusionnent, la transformation
est déterminée par un parametre réel, qui détermine I'évolution du rectangle de
référence, plus 2n autres parametres qui sont en général complexes. L’évolution du
parametre réel et de n des parametres complexes est calculée en résolvant n + 1
équations différentielles. Les n parameétres qui restent sont calculés en résolvant un

systeme de n équations algébriques.

Dans ce cas ol la transformation elle-méme se calcule numériquement, le calcul
du champ de vitesse devient une tache tres compliquée. La vitesse est toujours
donnée par la formule (2.8), mais les potentiels complexes n’ont pas une forme
explicite. On peut d’abord calculer ces fonctions a la frontiere. Apres, en prenant

le prolongement analytique, elles s’évaluent dans tout le domaine.

F1G. 2.7 Fusion d’un coupleur 3 x 3 en triangle

Il peut étre plus facile, dans ce cas, de résoudre les équations de Stokes de
facon numérique que d’utiliser la méthode de Richardson pour calculer le champ

de vitesse. Puisque I’évolution de l'interface extérieure est connue, les conditions
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FiG. 2.8 Fusion d'un coupleur 4 x 4 en carré

aux limites sont plus simples. La vitesse et la pression a la frontiere sont connues.
Nous montrons aux figures 2.7 et 2.8 1’évolution de l'interface extérieure pour les

coupleurs 3 x 3 en triangle et 4 x 4 en carré.

2.2.5 Comparaison avec le modele empirique

Avant de considérer les effets de diffusion on pourrait comparer notre modele
avec le modele empirique [5,6]. Notre modeéle est basé sur la solution des équations
de Stokes qui gerent 1’écoulement durant la fusion des fibres. Le modele empirique,

par contre, tient compte seulement de la conservation de la surface totale.

La forme de Pinterface extérieure est donnée par deux cercles qui s’intersectent.
La surface de lintersection des deux cercles est reportée sur les cotés dans les
régions qui sont délimitées par des arcs de cercles tangents aux deux fibres. Les
coeurs restent inchangés en dimension et leurs positions sont calculées de fagon a
ce qu’il y ait toujours la méme surface entre la parallele & I'axe des y passant par

le centre du coeur et Uinterface extérieure.



notre modele
maodéle empirigue

Fi1G. 2.9 Comparaison avec le modele empirique
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Nous montrons & la figure 2.9 la comparaison entre notre modele et le modele
empirique pour les degrés de fusion f = 0,2 et f = 0,83. Nous voyons que pour des
faibles degrés de fusion la différence est plus visible pour les interfaces extérieures.
Pour les degrés de fusion élevés c’est plutot dans les formes des cceurs ainsi que

leurs positions que la différence est plus grande.

2.3 Coefficient de diffusion

Pour résoudre 1’équation de convection-diffusion, les valeurs du champ de vitesse
et du coefficient de diffusion sont nécessaires. Le calcul du champ de vitesse a été
établi & la section précédente. Nous considérons maintenant la valeur du coefficient

de diffusion.

Les dopants les plus utilisés dans les fibres optiques sont le germanium, le fluor et
le bore. Les coupleurs fusionnés sont en général fabriqués en fusionnant deux fibres
unimodales tel que SMF-28 ayant un seul dopant : le germanium. C’est le cas que
nous allons étudier dans cette these. Le cas des coupleurs composés des fibres avec
plusieurs dopants ne devrait pas poser beaucoup de problemes a condition que la

diffusion de chaque dopant puisse étre considérée indépendamment des autres.

La dépendance du coefficient de diffusion des dopants avec la concentration
est tros faible et elle pourrait étre négligée. Par contre, le coefficient de diffusion
dépend significativement de la température. Cette dépendance est donnée par la
loi d’Arrhenius

D = Dyexp (—Q/RT) (2.26)

ot Dy est un facteur constant, @ est I'énergie d’activation et R = 8,31J/K/mol

est la constante des gaz parfaits.

On trouve dans la littérature des valeurs différentes de Dy et (Q pour le méme in-
tervalle de température. Par exemple & la référence [37], ces valeurs pour la diffusion
de 'oxyde de germanium dans la silice pure, dans I'intervalle 1200 < T' < 1400°C,
sont Dy = 1,9-107°m?/s et Q = 2,9 10°J/mol. A la référence [38] on donne les
valeurs suivantes : Dy = 2,4 -107%m?/s et Q = 3,1 - 10°J/mol.

Méme si les valeurs de Dy et Q étaient bien établies, nous ne pouvons pas utiliser
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la formule (2.26) & cause de la méconnaissance de la température. Notre source de
chaleur est la flamme de la micro-torche et il est tres difficile de déterminer la
température des fibres dans ce cas. Nous devons donc déterminer le coefficient de

diffusion de facon expérimentale.

Pour réaliser cela, une seule fibre est chauffée de la méme facon que le coupleur.
Dauns ce cas il s’agit de la diffusion d’un simple cylindre, qui est le coeur de la fibre.
La solution théorique de ce probléme est facile a4 obtenir et elle dépend du temps
écoulé et de la valeur du coefficient de diffusion. Si on clive la fibre et on mesure le
profil réel de la concentration du dopant, on peut évaluer le coefficient de diffusion
en faisant correspondre la solution théorique avec le résultat expérimental. Il est
clair que cette méthode d’évaluation est précise seulement si la fibre et le coupleur
sont chauffés exactement de la méme facon. Pour cette raison nous effectuons le
chauffage de la fibre tout juste avant, ou tout de suite apres, la fusion du coupleur
en appliquant la méme recette de fusion. De cette facon la reproduction des mémes

conditions de chauffage est plus assurée.

2.3.1 Mesure du profil de concentration

L’indice de réfraction est considéré comme une fonction linéaire de la concentra-
tion du dopant. Alors, pour mesurer le profil de la concentration, il suffit de mesurer
le profil d’indice de réfraction dans le cas d'un seul dopant. La mesure du profil
d’indice de réfraction d’un coupleur ou d’une fibre est réalisée par la technique du
champ proche réfracté [39]. Elle a 'avantage d’étre précise et facilement réalisable

au laboratoire.

La figure 2.10 montre le schéma du montage utilisé. Le faisceau du laser & HeNe
est étendu puis focalisé, a 1'aide de I'objectif de microscope, sur la face d’entrée
du coupleur ou de la fibre. La dimension de la tache lumineuse est de l'ordre du
micron, ce qui assure une bonne résolution des mesures. La fibre & étudier baigne
dans un bassin rempli de glycérol. Comme son indice est voisin de l'indice de la
gaine, le cone d’acceptance de la fibre est beaucoup plus petit que celui de la
sortie de I’objectif du microscope. Il en résulte que la lumiere réfractée a I'interface
coeur gaine est importante. Le cache circulaire situé a la sortie du bassin permet

de délimiter correctement le faisceau de lumiere réfractée en éliminant les rayons
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F1G. 2.10 Montage de mesure de profil d’indice

de faible inclinaison comme ceux correspondant aux modes a fuite. Le condenseur
focalise le faisceau utile sur la photodiode reliée & un systeme d’acquisition de
données. Enfin, un systeme de moteurs DC de précision permet de déplacer la
fibre par rapport au spot lumineux dans le deux directions X et Y. La puissance

lumineuse transmise par le systéme est donnée par
P, = An(r)+ B (2.27)

ot A et B sont deux constantes et n(r) I'indice de réfraction. Pour calibrer I'appareil
les valeurs connues de l'indice de la gaine et du cceur de la fibre SMF-28 sont
utilisées. Pour évaluer la concentration du germanium la calibration est faite en
considérant ¢ = 0% en moles dans la gaine de la fibre SMF-28 non-chauffée et
¢ = 3,4% en moles dans le cceur. Nous montrons a la figure 2.11 le profil de
concentration de 'oxyde de germanium pour une fibre SMF-28 non-chauffée. L’axe

x correspond a un diametre de la fibre.

2.3.2 Evaluation du coefficient de diffusion

Considérons maintenant le probléeme de la diffusion du dopant du cceur de la
fibre. Nous devons résoudre 1'équation de diffusion pour connaitre la distribution

de la concentration du dopant en fonction du temps. C’est 'équation (1.20) avec

V=0: 5
c_ 2
5 = DV*e (2.28)

avec les conditions initiales : ¢(tg) = co dans le coeur et c(tg) = 0 dans la gaine.



41

e
8]
T
!

C (%)

sl

o
i
T
1

05 1 1 1 1 1 ] 1 | |
a 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

X (urm)

FiG. 2.11 Mesure du profil de concentration du dopant pour une fibre SMF-28.
On remarque trois niveaux différents de concentration qui représentent le cceur, la
gaine et le glycérol ou baigne la fibre.

A cause de la symétrie cylindrique, le laplacien dépend seulement de la coor-

donnée radiale 7 et I’équation (2.28) devient

de(r,t) _D (820(7', t) . 1 9c(r, t)) ‘ (2.29)

ot oz v o
Cette équation différentielle est & variables séparables et la solution est donnée
par une série infinie de termes contenant les fonctions de Bessel de premiére espece.

Pour des fins pratiques, cette série doit étre tronquée.

Au lieu d’utiliser cette solution nous avons utilisé la méthode de différences
finies programmée pour 1'équation de diffusion-convection. Les détails de cette
méthode sont donnés un peu plus loin (section 2.4.2). A titre d’exemple, nous
considérons la diffusion du germanium dans une fibre SMF-28 pour différentes va-
leurs du coefficient de diffusion. Le diameétre initial du coeur est 9um et le temps
de diffusion est considéré fixe t = 30s. Les résultats pour le coefficient de diffusion
D = 1,51 -107%m?/s, D = 107¥m?/s et D = 4-107"*m*/s sont montrés & la
figure 2.12. Le petit creux au centre du coeur est un défaut de fabrication de la
fibre SMF28 et il est inséré dans le profil initial de nos calculs pour augmenter la

précision.
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Fi1G. 2.12 Profil de concentration calculé pour différents coefficients de diffusion et
une durée de 30s

Considérons maintenant l'évaluation du coefficient de diffusion dans un cas

concret. La fusion d’'un coupleur est réalisée selon la recette suivante.

Deux fibres SMF-28 sont placées I'une a coté de I'autre sur le banc de support
dans le montage de fabrication des coupleurs décrit au chapitre précédent. La micro-
torche qui & I'instant initial se trouve & une distance de 64 mm des fibres, s’approche
avec une vitesse de 10 mm/s jusqu’a ce que la distance devient 4 mm. Ensuite, la
fAamme de la micro-torche est balayée sur une zone de 10 mm avec une vitesse de

2 mm/s. La durée de balayage est de 30 s et la micro-torche se retire.

Nous voulons déterminer le coefficient de diffusion du dopant (germanium) & la
température ot cette fusion est faite. Alors, tout de suite apres cette fusion, une
seule fibre est mise & la place du coupleur et la méme recette est appliquée. La
fibre est ensuite clivée au milieu de la zone chauffée. Nous effectuons une mesure

de profil d’indice ou de concentration telle que montré a la figure 2.13.
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Fic. 2.13 Profils mesurés de la concentration du dopant dans une seule fibre
chauffée selon la recette de fusion du coupleur. Les deux courbes correspondent
4 deux expériences (avant et apres la fusion).

Si nous comparons le profil mesuré avec les calculs montrés a la figure 2.12 nous
remarquons que c’est la courbe avec D = 1,51 - 10~m?/s qui correspond au ce
profil. C'est la valeur maximale de la concentration qui est égale dans ce cas, mais
nous voyons que la forme du profil est aussi. C’est d’ailleurs pour cette raison que

cette courbe a été incluse dans la figure 2.12.

Regardons plus en détail ’évaluation du coefficient de diffusion et I'incertitude
associée & cette évaluation. Commencons avec la mesure de la concentration. Notre
systeme d’acquisition de données donne une valeur de 90,6350 £ 0,0025 unité pour
la valeur de la concentration du cceur. Donc il s’agit d’une incertitude absolue
de 0,0025 unité et d’une incertitude relative de 0,0028%. A cette valeur, nous
avons mis en correspondance une concentration de ¢ = 3,4% en moles. Donc la
concentration est évaluée a quatre chiffres significatives. Considérons maintenant
le coefficient de diffusion. La valeur maximale de la concentration mesurée apres
le chauffage de 30s dans la figure 2.13 est ez = 3.3930%. Les calculs numériques
montrent que les valeurs D = 1.49 - 10~ *m?/s, D = 1,51 - 107*m?/s et D =
1,53 - 10~m? /s donnent comme concentration maximale ¢per = 3.3929%, Cmar =
3.3930% et Cpar = 3.3931% respectivement. Alors on conclut que la valeur du
coefficient de diffusion est D = (1,51 4 0,01) - 107**m?/s dans ce cas.
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On peut faire & ce moment une derniére remarque. Méme si les valeurs de Dy et
@ ne sont pas treés bien établies dans la littérature, on peut conclure quand méme
& partir de la valeur du coefficient de diffusion que la température de la flamme
pour cette recette particuliére est approximativement 1700°C. Dans ce cas la fusion
est faite & une température plus élevée que la fusion des coupleurs réels qui se fait
habituellement vers 1400°C.

2.4 Solution de I’équation de convection-diffusion

Dans cette section nous cherchons la solution de 1'équation de convection-diffu-
sion (1.20). Pour résoudre cette équation nous employons la méthode des différences
finies. Nous comparons les résultats des calculs numériques avec des observations

et des mesures expérimentales.

2.4.1 Evaluation de la viscosité

A la section précédente, nous avons résolu les équations de Stokes sous la forme
adimensionnelle pour obtenir I'évolution de la section droite sans diffusion. Cela
a été fait pour éviter l'utilisation de la valeur de la viscosité p et du coeflicient
de tension superficielle 7. L'ajout des effets de diffusion nous oblige & évaluer ces

parametres.

On pourrait aussi considérer une forme adimensionnelle pour I'équation de
convection-diffusion. La forme de cette équation ne change pas, mais le coefficient
de diffusion adimensionnel dans ce cas est donné par

D

D= 2.30
g (2.30)

on D* est la valeur réelle du coefficient de diffusion et R une dimension typique
de la section droite. Pour déterminer le coefficient de diffusion adimensionnel nous

devons connaitre p et .

Le coefficient de tension superficielle pour la silice pure, qui constitue I'interface
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extérieure, a une faible dépendance avec la température [33]
v = 0,28 — 0,00004 - (T" — 1200) (2.31)

otl 7y est exprimé en N/m et la température T" en °C. Puisque le coefficient 0,00004
apparaissant devant la température T est petit, une évaluation approximative de
la température suffit pour obtenir une valeur raisonnable de 7. A titre d’exemple
considérons la recette de fusion décrite a la section précédente. A partir de la
valeur du coefficient de diffusion nous avons conclu que la température de fusion

est environ T = 1700°C dans ce cas. Cela correspond & une valeur de v = 0,26
N/m.

Il nous reste & déterminer la viscosité p. Pour cela, nous exploitons la relation
entre la durée de la fusion et le degré de fusion. Considérons la relation (2.6). En

intégrant nous obtenons

0,9999 d
L x
t=" : 2.32
v / rF(z) (2.32)
A

Il est facile de mesurer le degré de fusion f ou de fagon équivalente A. Il suffit
de mesurer la largeur du coupleur et a partir de la relation (2.14) on peut évaluer
X. Une fois )\ déterminé, on peut facilement évaluer numériquement l'intégrale en
(2.32) et en conséquence la valeur de la viscosité si on connait le temps de fusion ¢

et la tension superficielle 7.

A la figure 2.14 on présente la variation du degré de fusion dun coupleur
try

T fibre

symétrique en fonction du temps adimensionnel qui est définit par ¢ =

ol t, est le temps réel et rapee le rayon des fibres du coupleur.

Considérons la recette de fusion décrite a la section précédente. Le degré de
fusion mesuré est f = 0,36, ce qui correspond & A = 0,87. (La mesure du degré
de fusion est effectuée sur I’écran relié avec une caméra montée sur un microscope
installé au dessus des fibres. Puisque la largeur de la section droite est d’environ
70 pixels sur I’écran et nous considérons une incertitude absolue d’un pixel dans ce
cas, Vincertitude relative sur le degré de fusion est de 1,4%.) Le temps de fusion est

t = 30s et la valeur du coefficient de tension superficielle qu’on vient d’estimer est
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F1G. 2.14 Variation du degré de fusion en fonction du temps adimensionnel
try

pour un coupleur symétrique.

v = 0,26 N/m. En évaluant numériquement l'intégrale en (2.32), nous obtenons
p = 1,1-10° Pas. Comparons cette valeur avec la viscosité de la silice pure a
T = 1700°C qui selon la formule (2.1) est = 7,6 - 10° Pas. On conclut que la
viscosité de la fibre SMF-28 est beaucoup plus basse que celle de la silice pure. Nous
attribuons cette différence & la présence du germanium, mais aussi aux ions OH
insérés par la flamme. Nous mesurons une viscosité moyenne parce que meéme si la
température est constante, c’est-a-dire la distance torche-fibres ne change pas, la
quantité des ions OH insérés dans le verre augmente avec le temps et en conséquence

la viscosité diminue avec le temps.

2.4.2 Méthode des différences finies

La méthode classique permettant I'obtention d’expressions aux différences fi-
nies repose sur la combinaison de divers développements en série de Taylor. Ce
mécanisme est général et il permet la construction d’'un nombre varié de formules.

Par exemple, les développements en avant et en arriere autour d’un point ¢, pour
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une fonction y(x), s’écrivent comme

d d*y Ax?
Vi = Ui+ 2 Ar + 220 4 O(A?)
dx dx? 2 :
" A (2.33)
— . — 22N ' ’ 2
Yi-1 = Ys dmAJc tos ot O(Ax=).

A partir de ces séries, il est possible de déduire différentes formules qui donnent

des approximations pour les dérivées

_d_l_/_ _ Yi+1 — Yi +O(AI)

dzx Az
dy Yi+1 — Yi—1 9
Y _ Bl Sl A 2.34
iz ne OB (2:34)
Py Y Yo — 2y :
&y _ Y i i A 2 ‘
2 A2 +O(A)

Considérons maintenant la discrétisation de 1’équation de convection-diffusion
qui, en coordonnées cartésiennes, prend la forme

e d%c 0% oc oc .
E_D<@+8_y2> —U— — v—. (2.35)

Elle est constituée d’une dérivée partielle par rapport a la variable temporelle et des
dérivées partielles par rapport & la variable spatiale. Pour faire une discrétisation de
la section droite, nous allons construire un maillage uniforme avec un pas constant
Az = Ay = h. Si 'indice i est utilisé pour noter les nceuds en direction de l'axe z

et 7 en direction de l'axe y le schéma explicite en différences finies est donné par

Ci,j (t -+ Af) — C,‘Vj (t) =D Ci+1,j (t) —+ CiAl’j (t) -+ C‘i‘j_}_l(t) -+ Ci,j—l(t) — 4(11"]‘ (t)
At h?

cir1,4(t) — cim14(t)
2h

oy (Gl —euni® a4 o).

—u; 5(t) ST
(2.36)

Ici nous avons utilisé les relations (2.34). C’est un schéma en amont en temps et
centré en espace. On remarque que la valeur de la concentration ¢ a un point ¢, j
a linstant ¢ + At, ¢;;(t + At) s'obtient de fagon explicite a partir des valeurs de

la, concentration et de la vitesse & 'instant ¢, d’olt le nom : schéma explicite. La
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condition initiale est la distribution connue de la concentration du dopant dans les

cceurs des fibres non-chauffées tel que montré a la figure 2.11.

Le temps de fusion et la valeur du coefficient de diffusion sont tels que le dopant
narrive pas jusqu'a Dinterface extérieure du coupleur. En effet, nos calculs ont
montré que le domaine affecté ne dépasse méme pas le carré 4d x 4d ou d est le
diametre initial du coeur de la fibre. Donc nous avons effectué nos calculs seulement
dans ce domaine centré toujours au centre du cceur et nous avons considéré une
conditions a la limite ¢ = 0. Si le dopant avait atteint les frontieres, cette condition
ferait agir les frontiéres comme des miroirs pour le dopant et la solution serait
erronée. Nous faisons donc attention de vérifier que la valeur de concentration est

bien zéro pres de la frontiere en tout temps.

2.4.3 Analyse de la stabilité

Nous voyons que lerreur de ce schéma est de premier ordre en temps et de
deuxiéme ordre en espace. Le domaine des calculs est discrétisé par un maillage de
401 x 401 neeuds, ce qui correspond 3 un pas h = 0,09 pm. Mais ce n’est pas seule-
ment Perreur que I'on doit prendre en compte dans un schéma en différences finies.
La stabilité du schéma impose des conditions supplémentaires. Pour tout schéma
en différences finies, il faut faire une analyse de stabilité, parce que, méme si en
diminuant le pas du maillage erreur dans la discrétisation des équations diminue,
Ierreur dans la solution elle-méme pourrait augmenter de fagon exponentielle. La

méthode d’analyse la plus répandue et la plus précise est celle de von Neumann.

Les détails de 'analyse de von Neummann peuvent se trouver dans les références
[40, 41]. Nous montrons ici seulement I'application a notre schéma. Considérons
I’expression

o = el Bt (2.37)

ou lindice n est utilisé pour la discrétisation temporelle t = nAt, 7 et j sont
les indices de discrétisation en z et y, I = /-1 et 6., 6, prennent des valeurs

arbitraires dans [—, 7). L’idée est maintenant de remplacer cette expression dans
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notre schéma (2.36) et de demander que | £ |< 1 pour tout (6, 6,)

n+1 n n n Y03 n _ n
Cij G5 _ D Clry Ty + Gy Ty — 44y
At h?

(2.38)
_ Cit1j — Cim1y B izt — Cilima
U 57 v 57 .
En effectuant les calculs, nous obtenons
¢ = a(cosf, — 1) + afcosf, — 1) + 1+ I3, sin b, + [, sinby) (2.39)

avec o = 2DAt/h?, 3, = ult/h et B, = vAt/h. A partir de Pexpression de £
et en considérant les deux cas extrémes : 0, = 6, = 7 et 6, = 6, — 0, on peut
montrer que la condition de stabilité de notre schéma | £ |< 1 se vérifie seulement

si les relations suivantes sont vérifiées

2
At < —
4D (2.40)

2D
At < ————,
= u? 4 ?

Nous avons inséré ces conditions dans notre programme afin d’assurer que le
pas At prenne la valeur la plus petite des valeurs en (2.40). Pour s’assurer d'une

petite erreur, nous avons ajouté en plus la condition : At <0, 1s.

Nous remarquons & la deuxieme condition en (2.40), que c’est la présence de
diffusion qui rend ce schéma stable. Pour D = 0, c’est-a-dire dans le cas d'une
convection seulement, le schéma explicite centré en espace est instable pour n’im-
porte quelle valeur de At. Mais, dans les cas que nous avons calculé, le rapport
vitesse-diffusion était tel que la deuxiéme condition était la moins restrictive de

toutes.

Notre critére de sélection du schéma en différences finies a été de choisir le
schéma le plus simple qui donne des résultats corrects. Les schémas implicites sont
en général stables pour tout At, mais une équation matricielle doit étre résolue a

chaque pas de temps.



2.4.4 Comparaison avec des mesures expérimentales

L’application de la méthode en différences finies décrite a la section précédente
nous permet de résoudre 1’équation de convection-diffusion et d’obtenir I'évolution
du profil de concentration, ou de fagon équivalente celui du profil d’indice, durant
la fusion des coupleurs. Dans cette section nous allons montrer les résultats de ces
calculs et les comparer avec des mesures expérimentales, afin de vérifier la validité

de notre modele.

Considérons de nouveau la recette expérimentale décrite a la section 2.3.2: La
micro-torche s’approche & une distance de 4 mm des fibres et la flamme est balayée
sur une zone de 10 mm avec une vitesse de 2 mm/s. La durée de fusion est de 30 s.
Dans ce cas, nous avons calculé le coefficient de diffusion D = 1,51 - 107m?/s, la
viscosité = 1,1 - 10% Pa s et le coefficient de tension superficielle v = 0, 26N /m.
Le profil initial de la concentration du dopant est celui montré a la figure 2.11. Le

degré de fusion final est f = 0,36 dans ce cas.

Apres la fusion, nous avons clivé le coupleur et nous avons effectué une me-
sure du profil de concentration. Nous avons aussi photographié la section droite
en illuminant les bouts des fibres avec une source blanche. A la figure 2.15, nous
montrons les résultats de nos calculs, la mesure du profil de concentration, la photo
de la section droite et des superpositions. On remarque une tres bonne correspon-
dance entre le modele théorique et 1'expérience. Tous les aspects de section droite,
Vinterface extérieure, la position des cceurs ainsi que leur forme détaillée sont tres

bien décrits par le modele.

Nous avons appliqué la méme recette mais avec des durées de fusion plus élevées ;
t = 51,5s et t = 114, 5s. Les degrés de fusion obtenus dans ces cas sont : f = 0,6
et f = 0,92. Ces coupleurs sont ensuite clivés et seulement une photo de la section
droite a été prise. Aux figures 2.16 et 2.17, nous montrons les résultats de notre
modele, la photo ainsi que leur superposition. On remarque de nouveau une tres

bonne correspondance entre les simulations et les observations expérimentales.
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(a) mesure des concentrations a partir de (b) résultat de la simulation
la mesure de profil d’indice

(c) superposition de la mesure et de la si- (d) superposition de la mesure et
mulation de la simulation pour les cceurs

(f) superposition de la photo et de la simu-
lation

(e) photo de la section droite

F1G. 2.15 Comparaison des mesures avec la simulation pour la section droite a
f =0, 36, les niveaux de concentration sont a : 0,5, 1,5, 2,6 et 3, 3% en moles
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(a) simulation de profil de concen- (b) simulation des niveaux
tration de concentration dans le

ceeur

(d) superposition de la photo et
la simulation

(c) photo de la section droite

F1G. 2.16 Comparaison de la photo expérimentale avec la simulation pour la section
droite a f = 0,6

2.4.5 Effets de la température

La température est le seul parametre de controle durant la fusion des coupleurs.
Il serait tres utile alors de faire une investigation de ses effets dans la fusion des
coupleurs. Comme nous ’avons déja mentionné, nous ne sommes pas en mesure de
déterminer la température exacte du coupleur durant la fusion a cause du fait que
nous utilisons une flamme de micro-torche comme source de chaleur. Alors nous

nous limitons & une description qualitative des effets de la température.

C’est par 'intermédiaire de la viscosité u, le coefficient de tension superficielle
~ et le coefficient de diffusion D que la température affecte la fusion. Nous avons
montré comment on peut évaluer ces parametres en pratique méme si on ne connait

pas avec exactitude a quelle température on fait cette évaluation.

Considérons d’abord le temps de fusion. A partir de la relation (2.32), nous

voyons que le temps de fusion est directement proportionnel au rapport u/v. La
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(a) simulation de profil de (b) simulation des niveaux
concentration de concentration dans le
coeur

(c) photo de la section (d) superposition de la
droite photo et la simulation

F1G. 2.17 Comparaison de la photo expérimentale avec la simulation pour la section
droite a f = 0,92

viscosité diminue de facon significative en augmentant la température alors que
le coefficient de tension superficielle reste presque constant. Il s’ensuit qu’en aug-
mentant la température, on diminue de fagon significative le temps pour arriver a
un degré de fusion donné. Par exemple, nous avons fusionné deux fibres SMF-28
jusqu’a un degré de fusion f = 0,36 pour ces distances torche-fibre : 4mm, Smm,
6mm et 7mm. Le temps respectif de la fusion était : 30s, 48,5s, 99s et 314s.

Nous avons aussi mesuré le profil d’indice pour ces coupleurs. Nous avons re-
marqué que les profils étaient presque identiques avec tres peu de changements.
Pour expliquer ce résultat, il faut considérer le coefficient de diffusion adimension-
nel. A la relation (2.30) nous voyons qu’il dépend de la valeur du terme D*u/~.
Comme I'évolution de la section droite dépend seulement de la valeur du coefficient
de diffusion adimensionnel (sauf pour la dépendance temporelle), nous concluons
que sa valeur n’a pas changé dans notre cas. Cela veut dire que méme si le coeffi-

cient de diffusion augmente avec la température, la viscosité diminue avec le méme
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taux et leur produit reste constant. Dans notre cas, si la distance entre la torche
et les fibres passe de 4mm & 7mm le temps de fusion se multiplie par dix. mais le
coefficient de diffusion diminue avec la méme proportion et le profil de la section

droite est pareil a la fin de la fusion.

Si nous considérons la loi de Arrhenius (2.26), avec n’importe quelles valeurs
de Dy et @ données dans la littérature, et si nous comparons cette dépendance
avec celle de la viscosité de la silice pure (2.1), on s’attendrait a une diminution du
coefficient de diffusion adimensionnel avec 'augmentation de la température. Dans
ce cas, si on augmentait la température de fusion, on observerait moins de diffusion
du dopant & un degré de fusion donné. Nous attribuons cette différente dépendance
en température du coefficient de diffusion adimensionnel & la viscosité des fibres
qui est différente de celle de la silice pure & cause de la présence du germanium et
du fait que le coupleur a été chauffé avec une flamme de propane qui modifie les

propriétés du verre en insérant des ions OH.
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CHAPITRE 3

ETIRAGE DES COUPLEURS

Le principe de base pour créer le couplage dans les coupleurs fusionnés est de
réduire la dimension des cceurs en effilant la structure fusionnée de facon a ce
qu’ils ne guident plus efficacement la lumiere. On observe alors, si les pentes de la
structure effilée ne sont pas trop abruptes, un échange de puissance périodique en

fonction de I’allongement entre les deux fibres a la sortie de la structure effilée.

Pour créer cette structure effilée, il faut chauffer un coupleur qui a été préalable-
ment fusionné, ou deux fibres mises 'une & coté de l'autre, et étirer les bouts des
fibres en appliquant une tension. L’étirage du coupleur est réalisé a 1'aide du mon-
tage décrit au premier chapitre. Une flamme au propane est utilisée pour chauffer le
coupleur et les bouts des fibres sont étirés par deux moteurs a vitesse constante. La
structure finale du coupleur dépend de plusieurs parametres tels que la distribution
axiale de la température durant 1'étirage, la vitesse avec laquelle il a été étiré et la

durée du processus.

Dans ce chapitre nous construisons un modele qui décrit ’évolution de la struc-
ture du coupleur durant 'étirage. Pour que le modele soit réaliste, il faut tenir
compte du déplacement du matériau durant 1'étirage et la diffusion des dopants.
Donc, comme c’était le cas pour la fusion, nous allons résoudre les équations de
Stokes et I’équation de convection-diffusion. La solution des équations de Stokes
nous permet d’obtenir I’évolution de 'interface extérieure et de calculer le champ de
vitesse. La solution de I’équation de convection-diffusion nous donne I’évolution du

profil de concentration du dopant ou de fagon équivalente celui du profil d'indice.

Une difficulté majeure s'impose dans ce cas : les équations sont tridimension-
nelles ce qui rend les calculs numériques beaucoup plus compliqués. Nous sommes
obligés de considérer les équations en 3D parce que 'étirage du coupleur ne se fait
pas de facon homothétique, c’est-a-dire la section droite évolue elle aussi durant
’étirage et cette évolution est différente d’un point & I'autre sur I’axe du coupleur.

Il y a donc un lien entre la fusion et leffilage de la structure du coupleur.



Les modeles d’étirage décrits dans la littérature sont presque tous unidimension-
nels et ils tiennent compte seulement de la conservation de la matiere. La section
droite est considérée inchangée et le profil longitudinal est déterminé de fagon em-

pirique.

Bures [1] et Burns [7] proposent un profil longitudinal parabolique alors qu’Ei-
senmann [8] et Tekippe [9] ont choisi un profil exponentiel. Une amélioration du
modele exponentiel a été faite par Birks [10] en considérant une variation de la
largeur de la flamme en fonction d’élongation. Gonthier [5] propose un modele ou
'allongement local est proportionnel & la valeur de la température, qui est modélisée
par une gaussienne, et inversement proportionnel a la surface de la section droite.
Daxhelet [12] a remplacé la forme gaussienne de la température par une fonction

qui ameéne & des profils ayant une partie centrale uniforme.

Farget [11] propose un modeéle plus réaliste ol la section droite évolue du-
rant Iétirage en fonction de la distribution de la température. Pour obtenir cette
évolution, il a utilisé le modele de fusion de Gonthier [5] et les résultats de Fren-
kel [22]. Le profil longitudinal est obtenu a l'aide d’un modéle simple unidimen-

sionnel semblable & celui de Gonthier.

Cummings [42] a été la premiere & étudier I'étirage d'une structure visqueuse
avec des effets de tension superficielle non négligeables en utilisant les équations de
la mécanique des fuides. Ce probleme a été considéré aussi par Dewynne [43-45]
mais sans tension superficielle. Les équations d’écoulement sont simplifiées en fai-
sant un développement asymptotique en puissance du parameétre de minceur qui
est représenté par un rapport typique entre les dimensions transversales et longitu-
dinales. Seuls les termes de premier ordre sont retenus dans ce développement. Cela

permet d’obtenir des équations plus simples qu’on peut résoudre numériquement.

En considérant un probléme plus général, les équations de Navier-Stokes au
lieu des équations de Stokes et incluant les effets de la force de gravité, Cum-
mings s’est limitée & déterminer les équations qui gerent I’évolution de linterface
extérieure d'un coupleur sans les résoudre, et cela pour une distribution uniforme
de la température. De plus les équations sont obtenues en effectuant une analyse

mathématique compliquée.
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Pour construire notre modéle, nous procédons comme Cummings en simplifiant
les équations de Stokes par un développement asymptotique. Mais, a la section
3.1, pour dériver les équations, au lieu d’effectuer une analyse mathématique, nous
nous basons sur des arguments physiques simples tels que 'équilibre des forces
axiales et la conservation de la masse. De plus, nous considérons une distribution
variable de la température sur 'axe du coupleur. Nous négligeons par contre les
effets d’inertie (équations de Stokes au lieu de Navier-Stokes) et la force de gravité.
Une fois les équations obtenues, a la section 3.3.1, nous les résolvons numériquement
pour obtenir 1’évolution de l'interface extérieure et le champ de vitesse interne.
De plus, simultanément avec les équations de Stokes, nous résolvons l'équation
de convection-diffusion pour obtenir 1’évolution du profil de la concentration du
dopant. Enfin, & la section 3.3.2, les résultats numériques sont comparés avec des

mesures expérimentales.

3.1 Equations d’étirage
3.1.1 Hypotheses de départ

Au chapitre précédent, nous avons considéré une température constante dans
la section droite du coupleur. La conduction thermique maintient une température
uniforme dans la section droite des fibres optiques ol les dimensions transversales

sont assez réduites. Cette hypothése est aussi valable pour ’étirage des coupleurs.

Par contre, la température est considérée variable selon I’axe du coupleur. Une
autre hypotheése que nous faisons est que cette distribution de la température est
considérée inchangée au cours du temps, ce qui veut dire que la distribution de
la température est calculée par un modele de transfert de chaleur non couplé avec
’écoulement de verre. Cette supposition est vraie dans le cas oli les pertes de chaleur

par radiation dominent la conduction et la convection.

En effet, selon les calculs effectués par Williamson [46], les pertes de chaleur par
la radiation sont environ d’un ordre de grandeur plus élevées que les contributions
de la conduction et de la convection, pour les fibres optiques & une température ot

on peut les étirer. Donc, notre hypothese est justifiée.
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Il s’ensuit que les parametres qui dépendent de la température (la viscosité,
le coefficient de diffusion et celui de tension superficielle) sont constants sur une
section droite et leur valeur dépend seulement de la position axiale de la section

droite.

Comme au chapitre précédent, le verre fondu est considéré comme un fluide
newtonien et les forces d'inertie et de gravité négligeables. Donc, I’écoulement est
géré par les équations de Stokes (1.10) et (1.3). Enfin, Iindice de réfraction est

considéré comme une fonction linéaire de la concentration du dopant.

3.1.2 Evolution de la section droite

Considérons la partie du coupleur que nous allons étirer. On associe a cette
structure un systéme de coordonnées cartésiennes (z,y,z) dont 'axe des z cor-
respond avec I'axe du coupleur. La section droite du coupleur est alors dans le
plan (z,y). Les composantes de la vitesse dans ce systeme sont notées (u,v,w). Le

tenseur des contraintes (1.4) dans ce cas prend la forme

_+2@ @_'_@ @.}.?ﬂ

AR PT: K dy Oz F\3: " oz
7= @+% —p+2 Qv Qnga_w (3.1)
| F\oz oy Prelgy  H\8: " oy ‘

8_w+6_u 8_w+@ — _+_Q _ail_}
H\ oz " 52 a Oy 0z b el

ol p est la pression et p la viscosité.

Nous allons maintenant passer aux variables adimensionelles en considérant un

parametre de minceur défini par
Ry
Lo

ol Ry est une dimension typique de la section droite et Ly une dimension typique

€

(3.2)

de la longueur du coupleur. Par exemple, pour un coupleur typique a fibres SMF-28

on peut considérer Ry = 100um et Lo = 4cm ce qui donne € = 0, 0025.

Nous passons aux variables adimensionnelles et ajustons en méme temps leur



échelle de la fagon suivante

L

("7, 2") = Lo (ewoey,2) .t =0t p" = Mu, 5" = MWy
o) Wewen) . gt MW en L e MW (3.3)
ut v, wt) = W (eu, ev, w) =——p K =-—K-K, = T
u,v, ) p Lo p Lo Lo

ou lastérisque est utilisé pour noter les variables réelles, W est une vitesse typique
d’étirage (celle des moteurs) et M une valeur typique de la viscosité. On rappelle
aussi que 7 représente le coefficient de tension superficielle et  la courbure de la
surface libre. Avec cette ajustement de 1'échelle, l'ordre de toutes les variables est

0(1).

Remplacant ces variables adimensionnelles dans (3.1) nous obtenons cette forme

pour le tenseur des contraintes adimensionnel

— +2 % a_u_|_9.2_) %+la_w
Pl ey a dy Oz F\8z " oz
_ ov  Ou v ov 10w
F = AR —p+ 2u— o — 3.4
! M(8w+8y> bt M(‘?y H €8z+68y (34)
(10w Ou 1ow  Ov) o 0
F\ <oz ‘2 He oy 0z PTeiys

On peut écrire le terme 7,, sous la forme
,10u 10w
2
= —_— -} 3.5
Taz u(6682+681’> (3:5)

En négligeant le terme d’ordre €, ce qui veut dire qu’on retient seulement le terme

de premier ordre dans une expansion en puissances de €2, on obtient

10w
Tty 6
Taz Me ox (3.6)
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En faisant la méme chose avec d’autres termes, (3.4) devient

— +2 _8_u_ Qil__‘_@ 16_1_1“1
Pty M\ay " ox

€ O
- ov  Ou ov 10w
F = A S W v . 3.7
T H (8:U+‘dy) P 'u8y € Oy (3.7)
W e or e Ay Py,

Considérons la composante z de 1’équation de Stokes (1.9). En tenant compte

de la forme adimensionnelle de 1'opérateur V(%, £—y, %) et le tenseur donné par

(3.7), nous obtenons
1 [(0*w  O*w s, ow
= — | - 2u— | = 0. .
He (8x2+8y2>+8z< Pt Maz> 0 (38)

En négligeant de nouveau les termes d’ordre € nous obtenons

Pw  Pw
— + 55 =0 (3.9)
ox?  oy?

Considérons maintenant la composante z de la condition a la frontiere (1.13)

qui avec le tenseur des contraintes donné par (3.7) prend la forme

1 /0w ow ow
—=—ny+—n, )+ | —p+ 24— | N, = —YKEN 3.10
ol ng, ny et n, sont les composantes de la normale unitaire a la surface 7.

Nous considérons des coupleurs adiabatiques avec une pente qui varie douce-
ment. De plus, nous considérons une géométrie mince caractérisé par le parametre
de minceur ¢. Il en découle que n, est de Vordre O(¢) par rapport aux composantes
transversales n, et n,. Utilisant ce fait et négligeant les termes d’ordre ¢ dans
(3.10), nous obtenons pour la composante z de la condition & la frontiere

ow ow
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Donc, & la section droite du coupleur, la composante axiale de la vitesse w vérifie
'équation (3.9) avec la condition & la frontiere (3.11). La solution de cette équation

aux dérivées partielles est que w est constante sur une section droite
w = w(z,1). (3.12)

(Pest un résultat tres important. On peut parler maintenant de la vitesse axiale

d’une section droite. Le tenseur des contraintes devient maintenant

ou Ju Ov
A2 M\ Gy o 0
= ov  Ou ov
T = — 4 = — — . 3.13
M<8x+8y) p+2,uay 0 (3.13)
0 0 —p+ 2;@;

Nous voyons que la partie transversale de ce tenseur est identique au tenseur
bidimensionnel considéré au chapitre précédent. Mais, la situation a la section droite
dans ce cas n’est pas identique a celle du chapitre précédent a cause de la relation

de continuité tridimensionnelle

ou  Ov ow
%‘*-5};— ——‘;#O. (3.14)

Cette remarque est valable pour une section droite fixée en temps a une position
donnée. Considérons maintenant un repeére cartésien qui se déplace avec le liquide
dans la direction axiale avec la vitesse w(z,t). La vitesse axiale de la section droite
associée a ce repeére est w = 0 et I'équation de continuité pour cette section droite

mobile est

ou Ov

ity (3.15)

Dans ce cas, I’évolution de la section droite mobile est gérée par les mémes
lois que la fusion étudiée au chapitre précédent. Cependant, la situation n’est pas
exactement identique. Durant ’étirage, la température de la section droite mobile
n’est pas constante en temps parce qu’elle dépend de sa position axiale. En plus,
la surface de la section droite change elle aussi, a cause de 'effilage de la structure.

Mais, nous pouvons quand méme utiliser le modele de fusion du chapitre précédent,
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pour un court intervalle dt, en considérant la température et la surface de la section

droite constantes pour cet intervalle. Nous reviendrons plus tard sur cet argument

quand nous décrirons la méthode numeérique.

3.1.3 Conservation de la masse et 1’équilibre des forces axiales
Dérivons maintenant I’équation de la conservation de la masse. Revenons au

systeme de référence fixe et considérons un volume de controle limité par les sections

droites avec les coordonées axiales z et z + dz, comme montré a la figure 3.1.

dtw(z)S(z)p drw(z+dz)8(z+£fz)

-
z| |z + dz

|

F1c. 3.1 Le volume de controéle

Notons S(z) la surface de la section droite au point z. Durant un court intervalle
dt, la quantité de masse qui entre dans ce volume est pdt w(z) S(z) et celle qui sort
pdt w(z + dz) S(z + dz) ou p est la densité constante du liquide. Le changement
total de la quantité de masse dans ce volume est pS(t + dt)dz — pS(t)dz ou
S = (S(z) + S(z + dz)) /2 est la valeur moyenne de la surface de la section droite.

1l s’ensuit
dt w(z) S(z) — dt w(z + dz) S(z + dz) = S(t + dt)dz — S(t) dz. (3.16)

En prenant la limite d¢,dz — 0 de la relation ci-dessus, on obtient facilement

05(z,t) N O (w(z,t) S(z,t))
ot 0z

= 0. (3.17)

C’est ’équation de la conservation de la masse.
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Puisque nous considérons un écoulement de Stokes oti I'inertie est négligeable,
la tension axiale doit étre constante dans le coupleur durant 1'étirage. Donc, en

tout point z sur I'axe du coupleur, on doit avoir

// 7., dS + Ty, = constante (3.18)

S(z)

olt le premier terme est la contrainte axiale et Ty, est la composante axiale de la
force de tension superficielle T qui agit tout au long de la circonférence enfermant la
section droite. En effet, la tension superficielle a un double role dans cette relation.
A part le fait qu'elle a une composante axiale, la force de tension superficielle
compresse la section droite en modifiant la pression, et en conséquence 7.. Pour
comprendre ces effets, on peut imaginer que I'interface extérieure agit comme une

membrane élastique étirée.

Pour calculer 7., il faut d’abord déterminer la direction de fs Considérons une
section droite S(z) et un point de sa circonférence. Soit 7(ng,ny,n;) la normale
unitaire de I'interface extérieure du coupleur et f la tangente de la section droite
en ce point. La direction de la force de tension superficielle est celle du vecteur
b= xt qui un vecteur tangent avec l'interface extérieure comme montré a la
figure 3.2. L’angle entre b et axe des z sera noté « et il est égal avec 'angle entre
i et la normale unitaire de la section droite n(n,,n,). Cet angle est petit a cause
de la géométrie mince et de la variation lente de la pente. En effet, nous avons déja

considéré que sina = n, = O(e).

Si nous notons par I la circonférence de la section droite, la composante axiale

de la force de tension superficielle est donnée par

T, = fvcosads. (3.19)
T

Vu que pour des petits angles cosa ~ 1 — sin? /2 et en négligeant le terme

d’ordre O(€?), la force de tension superficielle prend la forme simple

Ts. =T (3.20)
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Fi1c. 3.2 Direction de la force de tension superficielle

Nous avons utilisé ici le fait que le coefficient de tension superficielle est constant

pour une section droite donnée.

Considérons maintenant la contrainte axiale donnée par Uintégrale de surface
en (3.18). Les composantes x et y de I'équation de Stokes (1.9) avec le tenseur des

contraintes donné par (3.13) prennent la forme

0 ou 0 ou  Ov

o {‘P”Maﬂ "oy [“ (5@ " d—)] =
0 ov  Ou 0 ov

Oa [" (a_ " 57” R [‘p ’ Q”a_y} -

Comme nous le faisons & 'annexe II, & partir de ces relations, on peut introduire

(3.21)

une fonction de contrainte ou d’Airy A telle que

—p + 2 au — 82_A
Pl = By
v Ou H2A
T = .22
# <6’:r * (93/) dxdy (3.22)
v %A

ot =25
P+ “ay ox?
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S
i |dy
dx X
N g
7

Fic. 3.3 Frontiére de section droite

Remplacant ces relations dans la condition de frontiere (1.13) nous obtenons

FA_ L TA
A 0*A '

—n, n = —~KN,.
10:1:8y+ Y oy? TRy

Ces relations sont valables seulement & la frontiere. A ce point il faut faire une
remarque. La courbure x de l'interface extérieure du coupleur en un point donné
pourrait étre identifiée avec la courbure de la section droite a ce point si nous

négligeons les termes d’ordre O(e?). On peut démontrer ¢a en considérant, comme

toujours, la minceur de la géométrie.

Considérons maintenant la frontiére de la section droite dont une partie est
montrée a la figure 3.3. Si la longueur de cette courbe est caractérisee par un

parametre s on peut facilement démontrer ces relations

t, =cosf = o= My
d,
ty=sinpg = d—‘z = Ny
dn, i3 (3.24)
i cosﬂg =—nyK
dn, . LdB
T Smﬂ_d; = Ny K.

Remplacant les deux derniéres relations ci-dessus dans I’équation (3.23) on ob-
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tient

(3.25)

d’ot il découle que VA + v0 = constante sur le contour, avec V le gradient
transversal. Sans perte de généralité, cette constante est considérée nulle et on

obtient
0A

Eria

qui est une relation qui est valable & la frontiere de la section droite. Maintenant,

(3.26)

A partir des relations (3.22) et de I'équation de continuité (3.14) on peut déduire

P4 oA ow _ ley, 0w

Avec cette équation pour la pression, l'intégrale de surface en (3.18) devient

//TzzdS //(p+2,ua>d5— //@Ads+3ug—fsz

(3.28)
0A ow 1 ow

ds + 3u—S = —=vyI' + 3p—

On "oz 2 2 5.

r

Enfin, remplacant (3.28) et (3.20) dans (3.18) on obtient I'équation de I’équilibre
des forces axiales 5
!
—8—28 + 7F = constante. (3.29)

Dans cette relation toutes les variables dépendent de z.

3.2 Evaluation des parameétres

On remarque que pour résoudre 1’équation (3.29) ou I'équation de convection-
diffusion en 3D nous devons connaitre les distributions axiales u(z), v(2) et D(2).

Ces fonctions, selon nos hypotheses de départ, sont considérées inchangées au cours
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du temps et elles dépendent de la distribution de la température T (2). En effet,
il y a des fluctuations de ces parametres en temps mais nous considérons leur
valeur moyenne dans nos calculs. Le coupleur est chauffé en balayant la flamme de
micro-torche et en conséquence il est trés difficile de déterminer T'(z). De plus, la
dépendance en température de ces parameétres n’est pas bien connue. Nous sommes

donc obligés d’évaluer ces parametres expérimentalement.

Pour concrétiser la démarche suivie, I’évaluation de la distribution axiale de nos

parametres est faite pour la recette d’étirage suivante.

Le coupleur est préalablement fusionné jusqu’a un degré de fusion f = 0,36
selon la recette décrite au chapitre précédent, ce qui veut dire que le profil de la
section droite du coupleur avant 1'étirage est celul montré a la figure 2.15. Apres,
on continue avec I’étirage. La micro-torche est balayée sur une zone de 3mm avec
une vitesse de 2mm/s. La distance entre la micro-torche et les fibres est de 3mm.

La vitesse des moteurs d’étirage est de 50 um/s. La durée de étirage est de 30,5s.

L’étirage du coupleur est fait & une température plus élevée que la fusion parce
que la distance torche-fibres est de 3mm pendant 1'étirage contre les 4mm pour la
fusion. En pratique, les coupleurs sont étirés & une température inférieure a celle
de la fusion. Nous avons procédé de cette maniere parce que nous voulons tester
notre modeéle dans un cas ol il y a beaucoup de couplage entre I'effilage et la fusion.
Ce chauffage a tres haute température, comme nous le discutons un peu plus loin,

entraine d’autres conséquences.

3.2.1 Rapport viscosité-coefficient de tension superficielle

On écrit I’équation de I'équilibre des forces axiales (3.29) sous la forme

s, 1
3%£S + §F = constante. (3.30)

Il est clair alors que, pour résoudre cette équation, c’est seulement de la valeur %(z)

dont on a besoin & part les conditions initiales et aux frontieres.

En effet, méme pour d’autres équations comme celles de Stokes (1.10) et de
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convection-diffusion (1.20) on peut faire une transformation de variables comme
a (I1.60) pour passer & des variables adimensionnelles. Dans ce cas, p et 7 dispa-

. , . . N , i
raissent des équations. On doit connaitre leur valeur pour évaluer le temps ¢ = t* ;.
)
D*p

(2.30). On remarque que c’est toujours sous

et le coefficient de diffusion D =

la forme du rapport % que ces parametres interviennent. Il s’ensuit qu’on doit

évaluer seulement ce rapport pour résoudre nos équations.

Nous avons déja montré au chapitre précédent comment ce rapport se détermine
a partir du degré de fusion et de la durée de la fusion a l'aide de la relation (2.32).
Nous allons appliquer la méme technique pour évaluer %(z) dans notre cas aussi.
Pour cette raison nous allons chauffer deux fibres mises l'une a c6té de l'autre,
conformément & la recette d’étirage décrite ci-dessus, mais sans les étirer. On ob-
tient ainsi une distribution du degré de fusion sur 'axe z qu’on peut facilement

mesurer. A partir de cette distribution et de la relation (2.32) on évalue E(2).

On peut faire une remarque a ce point. Vu que la flamme de propane modifie
le matériau des fibres en les chauffant, la valeur de viscosité des fibres pour un
coupleur qui a été pré-fusionné est différente de celle des fibres non chauffées & une
température donnée. Nous devons donc chauffer les fibres individuelles de la méme
facon qu’on a chauffé le coupleur pour la fusion initiale. C’est seulement apres ce

chauffage initial qu’on fait leur fusion conformément & la recette d’étirage.

F1c. 3.4 Fusion de deux fibres non étirées

A la figure 3.4, nous montrons I'image de cette fusion des fibres. Cette image
est obtenue & P'aide d’une caméra montée sur un microscope installé au dessus des
fibres. Connaissant le diameétre de la fibre pour la partie qui n’est pas affectée par
cette fusion d = 125 um, il est facile d’associer a cette image une distribution axiale

pour la largeur de la section droite comme celle montrée a la figure 3.5.
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F1c. 3.5 Distribution axiale de la largeur de la section droite & la méme échelle que
la photo 3.4. L’incertitude relative est de 2%.

Nous avons déja montré au chapitre précédent comment la largeur de la section
droite est liée au degré de fusion par la relation (2.15). On peut alors déterminer,
A partir de cette relation et la distribution de la largeur ci-dessus, la distribution

axiale du degré de fusion f(z) montrée a la figure 3.6.

0.8 T

0.6 i

degré de fusion

0 L 1 | { | 1 1

-4 -3 -2 -1 0
z (mm)

F1G. 3.6 Distribution axiale du degré de fusion. L’incertitude relative est de 2%.
Enfin, & partir de cette distribution pour le degré de fusion et a l'aide de la

relation (2.32), on obtient la distribution £(z) montrée & la figure 3.7,

3.2.2 Coefficient de diffusion

Considérons maintenant 1’évaluation de la distribution du coefficient de diffusion
D(z). Nous utilisons la méme technique que celle décrite au chapitre précédent, en

effectuant des mesures sur une seule fibre. La fibre est chauffée conformément a
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F1G. 3.7 Distribution axiale du rapport £(z)

la recette d’étirage décrite ci-dessus mais sans appliquer d’étirage. Dans ce cas, la
diffusion du dopant dans une section droite avec une coordonnée axiale z, dépend

de la valeur D(z) qu'on veut estimer et de la durée du chauffage.

Nous avons déja montré au chapitre précédent comment on peut évaluer le
coefficient de diffusion en comparant le profil réel de la concentration du dopant
avec des profils calculés numériquement pour différentes valeurs du coefficient de
diffusion. Les calculs numériques du profil de la concentration sur une section droite
sont faits en considérant une diffusion bidimensionnelle. En effet, bien que nous
ayons dans ce cas une variation axiale du coefficient de diffusion, ce qui améne a
un processus de diffusion tridimensionnel, nous négligeons la diffusion en direction

de z.

Nous devons donc cliver la fibre & plusieurs endroits sur son axe et évaluer
le coefficient de diffusion pour chaque section droite pour construire D(z). Vu que
cette évaluation de la distribution D(z) doit étre faite pour chaque recette d’étirage
quon veut modéliser, il convient de réduire le nombre de mesures le plus possible.
Pour cette raison, nous faisons I'’hypotheése d’une distribution gaussienne pour la

2

température : T = Tpexp (—27) En considérant la loi d’Arrhenius (2.26), on
0

. ’ 2 .
obtient une dépendance de la forme : InD = a + bexp (2—2) pour le coefficient de
0
diffusion qui n’est pas une gaussienne. Dans ce cas, il suffit de mesurer le coefficient
de diffusion & seulement trois endroits différents pour déterminer les coefficients a,

b et zy en résolvant un systeme de trois équations.
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Vu que pratiquement on ne peut pas cliver la méme fibre plusieurs fois, nous
avons chauffé trois fibres différentes dans les mémes conditions et les avons clivées
chacune & un seul endroit. Pour avoir une reproduction des mémes conditions, nous
effectuons toutes les mesures tout de suite apres, ou juste avant, la fabrication du

coupleur.

Pour évaluer correctement D(z), nous devons déterminer avec exactitude a quel
point z nous avons clivé la fibre. Mais, cette tache s’avere difficile en pratique. Pour
surmonter cette difficulté, un phénomeéne observé durant le chauffage des fibres et
des coupleurs nous a aidé. Nous avons remarqué qu’a tres haute température, ou
pour de longues durées de chauffage, & cause de l'interaction entre la flamme de
propane et le matériau des fibres, une petite partie du matériau s’évapore, résultant
en un effilage de la structure chauffée, méme quand il n’y a pas d’étirage. Comme
nous le montrons plus loin, ce phénomene affecte seulement la partie extérieure des

fibres ou des coupleurs.

F1c. 3.8 Fibre chauffée pendant 45s a une distance de 3mm

Quand on chauffe la fibre selon la recette décrite ci-dessus, méme si la tempéra-
ture est trés élevée, l'effilage de la fibre n’est pas visible. Mais, si on prolonge la
durée de chauffage jusqu’a 45s tout en conservant les mémes conditions de chaui-
fage on obtient le profil longitudinal montré a la figure 3.8. Pour d’autres recettes
d’étirage ot la fibre est chauffée & des plus grandes distances fibre-torche, c’est-a-
dire & des températures moins élevées, on observe ce méme phénomene, mais, pour

des durées de chauffage plus longues.
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Fic. 3.9 Distribution de diametre d(z) a la méme échelle que la photo 3.8. L’incer-
titude relative est de 2%.

Connaissant le diametre d = 125 um de la fibre pour la partie qui n’est pas
affectée par cet effilage, il est facile d’associer a cette image une distribution de
diametre d(z) pour la structure effilée comme montré a la figure 3.9. Maintenant,
si on clive cette fibre effilée, on est capable de mesurer le coefficient de diffusion,
3 la section droite ou la clive a été faite, en procédant de la méme maniere qu’au
chapitre précédent (section 2.3.2). De plus, a partir de la valeur du diamétre mesuré
de la fibre et de la distribution d(z), nous sommes aussi capables de déterminer

avec exactitude la position sur 1'axe z de cette section droite.

Nous montrons & la figure 3.10 les mesures du profil de concentration effectuées
pour trois sections droites différentes ol une fibre SMF-28, chauffée conformément
A la recette d’étirage, a été clivée. Pour avoir une idée de combien la fibre est effilée
et combien de diffusion il y en a dans ce cas, nous avons aussi montré le profil de
la concentration initial de la fibre SMF-28.

A partir de la largeur des sections droites et de la distribution d(z), nous avons
estimé que la fibre est clivée au centre du coupleur z = 0, ainsi qu’'a z = 240um
et z = 940pum. En comparant ces profils avec des simulations numériques pour la
diffusion du dopant comme au chapitre précédent, nous avons obtenu ces valeurs
pour le coefficient de diffusion : D = (1,231 +0,002) - 10~m?/s, D = (1,127
0,002) - 10~3m?/s et D = (4,15 £ 0,02) - 107" m?/s respectivement. En résolvant
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F1c. 3.10 Profils de concentration mesurés

le systéme de trois équations, on obtient a = —29,04, b = 0,69 et 2o = 705, 4pm.
Avec ces valeurs on obtient la distribution présentée a la figure 3.11. A cause de la

symétrie longitudinale, on montre seulement la moitié de notre coupleur.

3.3 Méthode numérique et comparaison avec des mesures expérimen-

tales

Apres I'évaluation des parametres, nous considérons dans cette section la so-
lution numérique des équations. Nous décrivons d’abord la méthode numérique
utilisée pour obtenir 1'évolution de la structure du coupleur durant I'étirage. En-
suite, nous allons présenter nos résultats numériques pour cette évolution et nous

allons les comparer avec des mesures expérimentales.

3.3.1 Meéthode numérique

Afin d’obtenir ’évolution de la structure du coupleur, nous devons résoudre si-

multanément les équations d’écoulement et de convection-diffusion. Puisque cette
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F1G. 3.11 Distribution D(z) pour la moitié du coupleur

évolution est un couplage entre la fusion et l'effilage de la structure du coupleur,
nous séparons le processus d’étirage en petits intervalles temporels d¢ durant les-

quels la fusion et effilage sont considérés indépendants.

Nous avons déja montré que la valeur de la vitesse axiale w dans une section
droite est constante. Les sections droites se déplacent alors, au cours de ’étirage,
avec une vitesse axiale w(z). Nous avons montré en plus que '’écoulement dans la
section droite mobile est géré par les mémes équations que la fusion étudiée au
chapitre précédent. Mais, puisque la section droite se déplace au cours de I'étirage,
les valeurs de la viscosité p, du coefficient de tension superficielle v et du coefficient
de diffusion D évoluent en temps conformément & la position axiale de la section
droite. La surface de la section droite change elle aussi & cause de l'effilage de la

structure.

Considérons de nouveau la recette d’étirage décrite a la section précédente.
Nous présentons maintenant la méthode numérique appliquée a cette recette. Com-

mencons par les calculs effectués au premier pas dt.

La structure initiale du coupleur, c’est-a-dire celle apres la fusion f = 0,36 est
connue. Done, nous avons initialement une distribution uniforme de la surface de
la section droite S(z) et de la circonférence I'(z) connues. Il est facile de calculer

la circonférence de la section droite & partir des équations paramétriques (2.13).



Nous avons donc tout ce qu'il faut pour résoudre 1’équation (3.30) afin d’obtenir
w(z). Les conditions aux limites dans ce cas sont les vitesses constantes connues
des moteurs d’étirage. Il est facile d’intégrer cette équation a I'aide d’'une méthode
en différences finies pour obtenir une solution discréte. En effet, si l'indice 7 est
utilisé pour noter les nceuds du maillage unidimensionnel en direction de z, la

forme discrete de 1'équation (3.30) s’écrit

1
Wity — Wi—1 T, — -Q'Fi

2dz _3(E)A5i

Y

+ 0(d=?) (3.31)

ol dz est le pas du maillage et T, la tension axiale constante. A cause de la symétrie
longitudinale du coupleur, nous effectuons nos calculs seulement pour la moitié¢ du
coupleur. La valeur de la vitesse pour le premier nceud est w; = 0 et celle pour le
dernier est wy, = 50 pm/s, qui est la vitesse des moteurs d’étirage. Si nous utilisons
un nombre impair de nceuds Ny (de cette fagon on peut utiliser la formule centrale
en différences finies en chaque noeud) pour la discrétisation du maillage, en utilisant

la relation (3.31), on trouve que ces deux vitesses vérifient aussi la relation

(Ng—1)/2

1 _Eji Z [y

S L @) E B

d’olt on peut évaluer la tension axiale T%. Ensuite, il est facile d’évaluer les vitesses

(3.32)

w;, I'une aprés l'autre, en utilisant la relation (3.31) sauf pour w; ol le membre de

gauche de (3.31) doit étre remplacé par <=1

Une fois w(z) obtenue, on peut résoudre numériquement I'équation (3.17) pour
obtenir la distribution S(z) a la fin de Uintervalle dt. La forme discréete de cette

équation est

S(Zi, t + dt) — S(Zi, TL) 'LU(Zi+1, t) S(Zi+1, t) — ’LU(ZT‘_l, t) S(Zi_l,t)
+
dt 2dz

=0. (3.33)

On remarque qu’il est facile d’obtenir la distribution S(z,t+dt) dans ce cas. L’er-
reur est de 'ordre O(dt, dz?). La solution de cette équation représente I’évolution

de Deffilage du coupleur.
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Considérons maintenant 1'évolution des sections droites. Jusqu'a maintenant,
les calculs ont été effectués pour un systéme de référence fixe, c’est-a-dire, notre
maillage unidimensionnel est immobile. A partir de la distribution w(z), en effec-
tuant une interpolation, on peut déterminer les coordonnées z des sections droites
qui vont se trouver aux nceuds du maillage & la fin de I'intervalle dt. On suit alors
Iévolution de ces sections droites. En faisant une interpolation, on peut déterminer
la structure de ces sections au début de l'intervalle dt. L’évolution de ces sections, y
compris celle du champ de concentration, durant 'intervalle dt, est obtenue comme

au chapitre précédent. Dans ce cas, il faut tenir compte de la valeur appropriée des
%(z), D(z) et S(z).

L’évolution du profil de la concentration est obtenue donc, en résolvant I'équation
bidimensionnelle de convection-diffusion dans le plan de la section droite. Nous
avons donc négligé la diffusion d'une section droite & l'autre. Cela est justifié pour

les coupleurs adiabatiques avec une variation lente du profil longitudinal.

Apres avoir obtenu ’évolution de toutes les sections droites durant le pas dt, on
peut évaluer la distribution I'(z) & la fin de I'intervalle dt. On peut alors passer au

prochain pas dt et recommencer avec la solution de (3.30).

Considérons maintenant le couplage entre la fusion et l'effilage du coupleur.
La fusion affecte l'effilage par l'intermédiaire du terme I'(z). La présence de ce
terme, qui dépend du degré de fusion, dans ’équation (3.30) affecte la distribution
w(z) qui, de son coté, affecte I'équation de leffilage (3.17). Sans ce terme, l'effilage
du coupleur serait décrit par un modeéle simple unidimensionnel : le systéme des
équations (3.30) et (3.17).

Leffilage affecte la fusion par Pintermédiaire de la valeur S(z). Plus cette valeur
diminue, plus vite avance la fusion. Pour expliquer cet effet, il faut se rappeler les
relations (2.5) ou les rayons initiaux des fibres apparaissent. Ces rayons doivent
étre ajustés conformément & la valeur actuelle de S. En utilisant les variables adi-
mensionnelles (I1.60), on peut montrer que le temps pour arriver a un degré de

fusion donné est proportionnel & la racine carré de la surface.

Enfin, Perreur de la méthode numérique décrite dans cette section est de premier

ordre en dt et de second ordre en dz et nous devons donc utiliser des petits pas, sur-
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F1a. 3.12 Profil longitudinal du coupleur

tout en temps. L’erreur dépend aussi des dérivées par rapport a z et ¢ de différentes
variables. Ces dérivées sont trés petites a cause d'une géométrie qui varie peu se-
lon I'axe des z et un écoulement de Stokes lent, ce qui diminue considérablement

Verreur.

3.3.2 Comparaison avec des mesures expérimentales

Présentons maintenant les résultats obtenus par cette méthode pour la recette
décrite au début de la section 3.2. Nous avons déja montré comment les parametres
nécessaires pour la résolution des équations sont évalués dans ce cas. Pour vali-
der la méthode, il faut comparer des résultats de simulations avec des mesures

expérimentales.

Pour cette raison, nous avons fabriqué plusieurs coupleurs selon cette recette.
Nous les avons ensuite clivés a différents endroits sur 'axe des z. Il a été nécessaire
de fabriquer plusieurs coupleurs, parce que pratiquement on ne peut pas cliver un
coupleur plus d’une fois sans 'endommager. Apres, nous avons effectué des me-
sures de profil d’indice de réfraction, ou, de fagon équivalente, de leur profil de
concentration du dopant sur ces sections droites. Ces mesures en deux dimensions
sont effectuées & I'aide du montage de profil d’indice décrit au chapitre précédent
(section 2.3.1). T1 faut noter que le clivage et la mesure du profil d’indice des cou-
pleurs sont trés délicats par rapport a celles d’une seule fibre, parce qu’ils se cassent

facilement.

Pour présenter nos résultats, nous avons choisi de montrer le profil longitudinal

de la largeur du coupleur, c’est-a-dire, ’axe majeur de la section droite. Cest
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ce profil qu'on observe quand on voit le coupleur de dessus. A la figure 3.12 nous

présentons ce profil pour un coupleur apres 1'étirage selon notre recette. Notons que

la largeur de la section droite est affectée par leffilage du coupleur et la progression

simultanée de la fusion.

A part ce profil longitudinal, nous présentons aussi la

distribution du degré de

fusion pour montrer comment la fusion évolue au cours de I'étirage. Pour insérer les

deux profils sur le méme graphique, nous avons normalisé la largeur de la section

droite par rapport & sa valeur maximale, c¢’est-a-dire 250 um. Enfin, a cause de

la symétrie longitudinale, les résultats sont présentés seulement pour la moitié¢ du

coupleur. Les deux profils sont présentés a la figure 3.13.

1 .
™~ \R
0.9r 1
A
\
0.8 \ 4
largeur normalisée
0.7 \ — — — degré de fusion i
\\ +  largeur mesurée
0.6 \ v degré mesuré .
\
\
0.5 AN i
N\
AN
AN

0.4 T ~ o .
03 1 | 1 1 1 i 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5

z (mm)

Fic. 3.13 Profil longitudinal normalisé par rapport & deux fibres non fusionnées et
distribution du degré de fusion pour la moitié du coupleur

En plus de nos résultats numériques, nous avons présenté dans ce graphique les

résultats de nos mesures effectuées a six sections droites différentes. Nous avons
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rencontré dans ce cas le méme probleme que pour I'évaluation de la distribution
D(z), cest-a-dire, celui de la détermination précise de la position axiale z de ces
sections. La résolution de I'image a la figure 3.12 n'est pas suffisante dans ce cas
pour construire une distribution expérimentale de la largeur du coupleur. Alors, la
position z de ces sections est obtenue en faisant correspondre le degré de fusion
mesuré avec la distribution f(z) calculée. C'est alors la différence entre les largeurs

mesurées et celles calculées qui indique la précision de notre modele.

On remarque que cette différence est petite, ce qui prouve la validité de notre
modele. Nous observons aussi que cette différence est plus grande pour les sections
qui sont plus pres du centre du coupleur ou la température est plus élevée. En
effet, cette différence provient surtout de la perte du matériau situé a l'interface
extérieure qui interagit avec la flamme de propane. On peut se convaincre de cet ar-
gument en observant les comparaisons détaillées, entre les mesures et les calculs du
profil d’indice en 2D pour les six sections droites. Ces comparaisons sont présentées
aux figures 3.14-3.19. Cette présentation est faite en ordre a partir de la section la

plus proche du centre du coupleur.

On remarque dans ces comparaisons que la position et la forme des ceeurs pour
les profils d’indice calculés correspondent trés bien avec celles mesurées. C'est sur-
tout pour l'interface extérieure qu’on voit des différences, qui sont quand méme
petites. Pour chaque section, nous donnons la valeur du degré de fusion, la largeur
mesurée et celle calculée, ainsi que les valeurs des niveaux de concentration. Il faut
se rappeler que la concentration initiale de 'oxyde de germanium pour la fibre
SMF-28 non-chauffée est de 3.4%. Donc, nous avons construit un modele fiable qui

nous permet d’étudier théoriquement l'influence des parametres de fabrication.

3.4 Effets des parametres de controle

Quand on congoit une recette d’étirage, on choisit la fagon de chauffer le cou-
pleur, la vitesse d’étirage ainsi que sa durée. Il y a plusieurs parametres pratiques
qui déterminent la facon dont un coupleur est chauffé, tels que, la forme et linten-
sité de la flamme controlée par la taille de la micro-torche et les débits de propane

et d’oxygene, la distance entre la micro-torche et les fibres, la zone de balayage, la
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mesure simulation

-~ sup erp osition
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Fi1G. 3.14 Profil d’'indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion
= 0,99, largeur mesurée = 88um, largeur calculée = 91,3um. Les niveaux de
concentration sont a4 0,5, 0,77, 1,03 et 1,3% (en moles)
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F1c. 3.15 Profil d’indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion
= 0,98, largeur mesurée = 99, 5um, largeur calculée = 102, 8um. Les niveaux de
concentration sont & 0,4, 0,73, 1,07 et 1,4% (en moles)
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FIG. 3.16 Profil d’indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion =
0,97, largeur mesurée = 106, 5um, largeur calculée = 108,4pum. Les niveaux de
concentration sont & 0,4, 0,87, 1,33 et 1,8% (en moles)
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F1G. 3.17 Profil d’indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion =
0,92, largeur mesurée = 125, 5um, largeur calculée = 129, 1um. Les niveaux de
concentration sont & 0,4, 1,07, 1,73 et 2,4% (en moles)
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FiG. 3.18 Profil d’indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion
= 0,88, largeur mesurée = 140um, largeur calculée = 140,6pm. Les niveaux de
concentration sont a 0,4, 1,07, 1,73 et 2,4% (en moles)
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superp osition des ceeurs

Fic. 3.19 Profil d’indice mesuré et calculé de la section droite: degré de fusion
= 0,75, largeur mesurée = 163, 5um, largeur calculée = 165um. Les niveaux de
concentration sont & 0,4, 1,07, 1,73 et 2,4% (en moles)
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vitesse de balayage etc.

L’ensemble de tous ces parametres détermine la distribution axiale de la tempéra-
ture. Cette distribution peut varier en temps, mais nous avons considéré dans
notre modele une valeur moyenne fixe. Cette distribution de la température affecte
I’évolution de la structure du coupleur par I'intermédiaire de la distribution du rap-
port /v et celle du coefficient de diffusion D. Nous avons déja montré comment

évaluer ces distributions pour une recette concreéte.

Dans cette section, nous faisons une analyse qualitative des effets de la distri-

bution de la température T et de la vitesse d’étirage.

Pour analyser les effets de la distribution de la température, nous considérons
comment le profil longitudinal du coupleur et la distribution du degré de fusion
obtenus 4 la section précédente changent pour deux situations différentes. D’abord,
nous considérons le cas ou le coupleur est chauffé & une température plus basse
que celle considérée a la section précédente. Apres, nous considérons le cas ou la
distribution de la température a la méme valeur maximale mais sa forme est plus

aplatie au centre.

Nous montrons aux figures 3.20 et 3.21 deux exemples pour ces situations. Au
premier cas (figure 3.20), nous avons considéré la méme forme de £(z) qua la
section précédente, mais & une valeur plus élevée. Dans Pautre cas (figure 3.21), la
valeur maximale de —*73 est la méme qu’a la section précédente, mais la distribution
est uniforme dans la partie centrale avec des variation rapide sur les cotés. Pour
faire une comparaison, nous avons aussi présenté dans ces figures la distribution
’;‘(z) de la section précédente. Les résultats de la section précédente sont utilisés

comme des références dans cette section.

Aux figures 3.22 et 3.23, nous présentons les résultats de nos calculs pour ces
deux situations. Nous observons que, quand des températures plus basses sont
considérées, les degrés de fusion obtenus sont beaucoup plus bas qu’avant, mais le
profil longitudinal ne change pas beaucoup. Donc, si on ne veut pas apporter beau-
coup de changements au degré de fusion au cours de 'étirage, la température doit
étre la plus basse possible. Ala figure 3.23, nous observons que le profil longitudinal

et la distribution de degré de fusion suivent la distribution de la température. Ces
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centrale uniforme
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F1c. 3.22 Largeur normalisée et degré de fusion pour le cas étudié a la section 3.3
et pour une température plus basse

exemples donnent une idée comment la distribution de la température affecte la

structure du coupleur.

Nous considérons maintenant l'effet de la vitesse d’étirage en observant comment
les résultats de la section précédente changent dans le cas ou 'étirage est effectué
avec une vitesse d’étirage doublée. La durée de 1'étirage est considérée dans ce cas
la moitié de la durée précédente pour que les coupleurs aient la méme longueur. Les
résultats de nos calculs sont montrés a la figure 3.24. Nous observons que, quand
des vitesses d’étirage plus élevées sont appliquées, des valeurs moins élevées pour
le degré de fusion sont obtenues. Cela s’explique par le fait que le degré de fusion
est proportionnel & la durée du processus. Le profil longitudinal n’est pas beaucoup

affecté par la vitesse d’étirage.
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F1a. 3.23 Largeur normalisée et degré de fusion pour le cas étudié a la section 3.3
et pour une distribution de la température avec une partie centrale uniforme
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Fia. 3.24 Largeur normalisée et degré de fusion pour le cas étudié a la section 3.3

et pour une vitesse d’étirage doublée
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CHAPITRE 4

TRANSMISSION OPTIQUE DU COUPLEUR PAR BATTEMENT
DES SUPERMODES

Les trois premiers chapitres sont consacrés a la modélisation de la structure du
coupleur. Dans le présent et le prochain chapitre, nous traitons la transmission op-
tique des coupleurs. Pour modéliser les propriétés optiques des coupleurs, il existe
deux grandes catégories d’approche. La premiére est celle basée sur le phénomene
de battement entre deux modes de la structure fusionnée. C’est cette approche que
nous choisissons dans ce chapitre. La seconde approche est la méthode de propa-

gation des faisceaux avec laquelle nous traitons le probléeme au chapitre suivant.

4.1 Propriétés optiques du coupleur

Le phénomene de battement des supermodes a été modélisé par Bures et al.
en 1983 [1]. Dans la partie effilée des coupleurs. les cceurs des fibres optiques sont
trop petits pour guider la lumiere. Dans cette portion du coupleur, le guidage
est assuré par la gaine optique qui joue le rdle de coeur et le milieu extérieur qui
joue le role de gaine optique. Cette région est hautement multimode. Le mode
fondamental de la fibre d’entrée sort du coeur quand celui-ci devient trop petit
dans la région effilée et s'étend dans le guide fusionné. A cause de sa position
décentrée par rapport au guide, il excite une superposition du mode fondamental
et du premier mode antisymétrique de la structure fusionnée. Afin de distinguer les
modes de la structure du coupleur des modes des guides individuels, les premiers

sont souvent appelés supermodes.

Ces deux supermodes ont des constantes de propagation différentes et accu-
mulent un déphasage en se propageant le long de la structure. A la sortie, la lumiére
est guidée de nouveau par les cceurs des fibres individuelles. La distribution de la
puissance entre les fibres est déterminée par le déphasage entre les supermodes.

Ce modéle simple met en évidence les propriétés fondamentales des coupleurs fu-
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sionnés tels que les réponses oscillatoires en fonction de 'étirage, de la longueur

d’onde et de l'indice de réfraction du milieu extérieur.

Les supermodes sont en effet les modes locaux du coupleur qui varie longitudi-
nalement. Dans la théorie des modes locaux, on associe localement la solution du
guide infiniment long coincidant avec le guide local [13]. Le calcul de la transmis-
sion optique par battement des supermodes symétrique et antisymétrique est va-
lable seulement pour les coupleurs qui se déforment adiabatiquement. Si le guide se
déforme suffisamment lentement, c’est-a-dire si la déformation est lente par rapport
A la longueur de battement entre les deux premiers modes locaux, alors I'ampli-
tude de chaque mode local reste constante le long du guide, bien que la forme et la
constante de propagation du mode varient avec le guide. Dans ce cas, la déformation
du guide est qualifiée d’adiabatique. Dans ce chapitre, nous considérons seulement

les coupleurs adiabatiques.

4.1.1 Transmission du coupleur 2 x 2

Les coupleurs 2 x 2 & fibres fusionnées sont les coupleurs les plus courants en
pratique. C’est seulement pour ces coupleurs que nous faisons une analyse détaillée
de la transmission optique. Pour les coupleurs constitués de plus de deux fibres, la

méthode du calcul est la méme.

Pour un guide uniforme selon I'axe des z, le champ électrique ou magnétique

sous la forme complexe est donné par
U(z) =D cie 7 |y;) (4.1)
g

ot ¢; sont les amplitudes modales complexes, 3; les constantes de propagation et
|4;) le champ normalisé des modes. Ici nous avons considéré que les modes sont
en phase & z = 0. Si on considere le vrai champ, qui est la partie réelle du champ

complexe, et qu’on considére en plus un guide non uniforme mais adiabatique, on
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obtient pour le champ a un point z = z,

W(z) = Yaseos | [z | 1) (4.2

oll a; sont les amplitudes modales réelles.

Les supermodes & lentrée et a la sortie du coupleur sont des combinaisons
linéaires des modes fondamentaux des fibres individuelles. Il s’ensuit qu’a l'entrée
et & la sortie du coupleur on peut faire un changement de base pour le champ
électrique ou magnétique, qui peut étre représenté comme une combinaison linéaire
des modes des guides individuels ou des supermodes. A Tentrée du coupleur, sont
excités seulement les supermodes symétrique et antisymétrique dont le recouvre-
ment avec les modes fondamentaux des fibres individuelles est non nul. Soient |g;)
et |go) les modes des fibres individuelles. Les supermodes normalisés symétrique et

antisymétrique de la structure fusionnée |Gs) et |G,) sont donnés a z = 0 par les

relations
|Gs) =—\}—§|91> + %Igzﬁ ‘
1 1 (4.3)
Ga) =—=lg1) — —=192)-
ol =500 = 75

Supposons qu’a Ientrée du coupleur, z = 0, les amplitudes modales des fibres
individuelles sont a,(0) = 1 et ay(0) = 0. Il en découle que les amplitudes des super-
modes symétrique et antisymétrique sont respectivement A,(0) = —k et A,(0) =
%. On vérifie bien dans ce cas que le champ & Pentrée a la méme valeur dans les

deux représentations : a1(0)]g1) + a2(0)]g2) = As(0)|Gs) + Aa(0)|Ga).

A Taide de la relation (4.2) le champ & la sortie du coupleur, dont la longueur

est [, est donné par

\Il(l)z% cos /Bs(z)dz G} + cos / Bu2)dz | 16| (44)

0 0

ot B, et B, sont les constantes de propagation des supermodes symétrique et
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antisymétrique respectivement. Maintenant, passons de nouveau a la base des

modes des fibres individuelles, en remplacant les relations (4.3) dans (4.4). En

tenant compte des relations cosa + cos 3 = 2cos "‘—j@ COS # et cosa —cosf =
—2sin O’—;—@ sin “—;ﬁ, on obtient
(1) = cosacosdlg;) — sin asin &|ga) (4.5)

ol

(4.6)

Dauns le premier guide nous avons donc le champ modal avec 'amplitude cos «
et la phase & et dans le second, une amplitude sin« et une phase & + /2. La

puissance dans chaque fibre est alors

P, =cos’ «

) (4.7)
P, =sin” o.

On remarque la conservation de la puissance totale qui est une conséquence de

I’adiabacité du coupleur.

4.1.2 Effets de polarisation

Dans les expressions ci-dessus nous n’avons pas tenu compte des effets de po-
larisation. En effet, la section droite des coupleurs & fibres fusionnées n'a pas du
tout la symétrie circulaire et les constantes de propagation des supermodes sont
différentes selon les deux axes de symétrie = et y. La géométrie du coupleur pro-
voque alors une biréfringence de forme et introduit une dépendance en polarisation.
Nous considérons qu’il n’y a pas de couplage entre ces deux états de polarisation
puisque les axes de biréfringence ne changent pas. Les supermodes du coupleur sont

polarisés linéairement suivant ces axes.
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Supposons qu’a Uentrée du coupleur le mode fondamental de la premiere fibre
a une amplitude unité et qu’il est polarisé linéairement selon un axe qui forme
un angle 6 avec 'axe des z. Alors les amplitudes modales selon les axes x et y,
sont cosf et sin#. Puisqu’on consideére qu’il n’y pas de couplage entre les états de
polarisations & la sortie du coupleur, on obtient la méme proportion des amplitudes.

Donc les relations (4.7) deviennent

P, =ncos® ay + (1 — cos® a
1 =" ( n) Y (4.8)

P, =nsin? o, + (1 — ) sin® o
ol ) = cos?f et a, et o, sont définis de la méme fagon que o dans la premiere re-
lation de (4.6) avec (Bs, B,) remplacés par (Bia, Bae) et (Bsy, Bay) Tespectivement.

Le terme
Bsx(z) — Bax(z) . Bsy(z) - Ba.y(z)
2 2

sera utile pour caractériser les battements de polarisation. Le déphasage accumulé

By(z) = (4.9)

entre les deux états de polarisation & la sortie du coupleur est donné par
l‘
A(l) = / Bs(z)dz. (4.10)
0

Examinons les effets du terme B;s et du parameétre n sur la transmission du
coupleur. On peut considérer sans perte de généralité que n > 0.5. Dans ce cas, la

premiere relation dans (4.8) prend la forme

Py =ncos® ay + (1 — 1) cos*(ag = A) = [+ (1 = ) cos® A cos® az + (4.11)
[(1 —n)sin® A sin” ag + [(1 = 1) sin 2A] cos a, sin a. |

On remarque dans cette relation que la courbe Pi(z) avec a; = 0 est presque (a
cause du dernier terme) une enveloppe pour les valeurs maximales de la puissance
P,. De méme facon, la courbe Py(z) avec o, = /2 est presque une enveloppe pour
les valeurs minimales de la puissance P;. Ces deux courbes sont caractérisées par

une fréquence A.

Pour clarifier ces résultats considérons un coupleur uniforme en z de longueur

[ = 20mm et supposons que %—M =5-103um et Bs=5-10"%um™!. La



puissance dans la premiére fibre en fonction de z est donnée a la figure 4.1 pour
n=0,75.
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F1G. 4.2 Puissance P, pour n = 0,75 et By = 2,5+ 10" 1uym™?
En prenant B; deux fois plus faible, c’est-a-dire en considérant B; = 2,5 -

10~*um™" au lieu de Bs = 5-10"*um™!, on obtient la transmission donnée a la
figure 4.2. Revenons de nouveau a B; = 5-107*um ™" et considérons 7 = 0, 5 au lieu
de n = 0,75. On obtient dans ce cas, la transmission donnée a la figure 4.3. Dans
ces figures, nous avons inséré en plus les quasi enveloppes 7 + (1 — n) cos® A(z) et
(1 —n)sin® A(2).

On remarque que la fréquence des battements de polarisation augmente avec
By, et que pour n = 0,5, c’est-a-dire quand les deux polarisations ont la méme

amplitude, le battement de polarisation a une amplitude maximale. En effet, la



96

1
0.8
QD
L)
% 06
[0y
204
-3
o
0z
]

i
10 12
Z (mm)

FIG. 4.3 Puissance P, pour n = 0,5 et B; =5-107'/um™’

situation est symétrique par rapport au n = 0,5. Si on avait pris 7 = 0,25, on

obtiendrait la méme transmission que pour 7 = 0, 795.

Une notion utile est celle de la longueur de battement. La longueur de battement
2 est la distance sur laquelle les modes ¢ et j se retrouvent périodiquement dans

le méme état de phase
27

T BB

On peut par ailleurs écrire la demi phase accumulée pour chaque polarisation en

<

(4.12)

fonction de la longueur de battement par la relation
!
"1
oy =7 | —dz (4.13)

Zbx
0

a, étant donné par une relation semblable. Si I’on connait le nombre de battements

!
Na:/
0

A une longueur d’onde donnée, alors le calcul de la longueur du battement nous

| —

dz = = (4.14)
T

™

b

donne une idée de la longueur du coupleur.

La longueur de battement de polarisation est donnée par

_ L . Zbysz
Bs  Zpe — 2y

(4.15)

Zp
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En considérant comme longueur du battement rapide la valeur moyenne 2, =
Zbx+Z . . .
—b’“—Q—’ﬁ, le nombre de battements rapides entre deux nceuds de polarisation est

alors donné par
2Zby b

(e — 2by) (202 + 25y)

Dans la pratique, les effets de polarisation sont souvent indésirables. En général,

on préfere avoir des coupleurs diviseurs de puissance insensibles a la polarisation.

4.1.3 Dépendance en longueur d’onde

Jusqu’a présent, nous avons considéré la réponse oscillatoire du coupleur en
fonction de la longueur d’étirage pour une longueur d’onde et un milieu extérieur
donnés. Cette réponse est sinusoidale pour les coupleurs uniformes, parce que le
déphasage accumulé 2o augmente linéairement avec z. Mais, pour la plupart des
coupleurs, le déphasage accumulé augmente a peu pres linéairement avec la lon-
gueur d’onde aussi. Cette propriété, qui donne aux coupleurs 2 x 2 une réponse
spectrale sinusoidale, aide a la réalisation de multiplexeurs en longueur d’onde.
La connaissance de la période de cette réponse spectrale en fonction des divers

parameétres du coupleur est trés utile pour la fabrication de ces multiplexeurs.

[analyse de la dépendance de la transmission des coupleurs en fonction de la
longueur d’onde est alors semblable & la dépendance en fonction de I’étirage. Par

exemple, la période en longueur d’onde A est donnée par

2m 2w
A= = 4.17
d(2c) Ld(Bs(z) — Ba(2)) , (4.17)
PN > :
ce qui ressemble & z, = 27/ %Qf‘—l.

Les effets de polarisation s’observent aussi pour la dépendance en longueur
d’onde. On observe dans ce cas, des battements de polarisation en fonction de
Ja longueur d’onde, semblables 3 ceux en fonction de z, montrées aux figures 4.1-
4.3. Puisque le déphasage accumulé est presque toujours une fonction linéaire de la
longueur d’onde, la forme des battements de polarisation est & peu pres sinusoidale

méme pour des coupleurs non uniforme en z.



98

4.2 Calcul des modes vectoriels par la méthode des différences finies

Dans la section précédente nous avons vu que le calcul de la transmission optique
du coupleur dépend des valeurs des constantes de propagation des différents modes
locaux dans le coupleur. Pour modéliser la transmission du coupleur, nous devons
donc calculer ces constantes de propagation. Puisque le calcul des modes guidés,
d’une facon analytique, est possible seulement pour quelques cas a géométrie tres

simple, on a recours aux méthodes numériques.

Plusieurs méthodes numériques pour analyser les guides d’ondes dont le pro-
fil transversal d’indice de réfraction est & deux dimensions sont décrites dans la
littérature. Les différentes méthodes sont comparées et analysées dans des articles
de revue comme [47,48]. Certaines méthodes sont trés rapides mais pas tres précises,
comme la méthode dite de 'indice effectif, d’autres sont lentes mais précises, comme
les méthodes par différences finies ou éléments finis. Tout dépendant de I'équation

d’onde considérée, il existe des méthodes scalaires, semivectorielles et vectorielles.

Nous avons choisi de calculer les modes vectoriels par la méthode des différences
finies. Il s'agit d’une méthode précise et simple. Le fait d’utiliser I'équation d’onde
vectorielle nous permet d’inclure les effets de polarisation dans nos calculs. En
plus, nous avons décidé de discrétiser I’équation d’onde pour le champ magnétique
transverse, comme il est fait dans la plupart des autres articles de la littérature
(voir par exemple [49-51]), mais il faut mentionner que les méthodes en termes du

champ électrique transverse sont également précises et faciles a implanter.

4.2.1 Equation d’onde vectorielle en coordonnées cartésiennes

Pour une densité de courant J et une distribution de charges nulles, les équations

de Maxwell dans un matériau diélectrique sont

VxE=- iw,uoﬁ
V x H =iweE
L. (4.18)
V-H=0
V- (,E) =0
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ott E et H sont les champs électrique et magnétique vectoriels complexes, jiy la
susceptibilité magnétique du vide, ¢ = £o¢, la permitivité et w la fréquence an-
gulaire. La dépendance temporelle est considérée de la forme e En prenant le
rotationnel de la seconde relation et en utilisant la premiére, on obtient l'équation

d’onde pour le champ magnétique

- " % (V x H) + ke, H=0 (4.19)

ou kg = i—’; est le nombre d’onde dans le vide. Considérons en détail le second terme
dans cette équation. Soient Z, § et 2 les vecteurs unitaires dans les directions z, y

et z. On obtient

{72’:} (ﬁ % ]_—I') 057« (8Hy 0Hx) 5 — 8&} <8H 8H ) ,0

oy \ Oz Oy or \ Ox oy
de; (OH, OH\ de, (OH, OHy\ (4.20)
dx \ 0z oxr ) Oy \ Oy 5z )~

Ici nous avons utilisé le fait que (?E’ = 0 puisque nous cherchons les modes d'un
guide uniforme. En remplagant cette relation dans (4.19) et séparant les composants

x et y, on obtient

%+82Hz 1 0e, 08, +82H ke H+185rdH

ox? oy? e Oy 8y 022 0cr . Oy Or (4.21)
82Hy+82_Hq_i85T%+d2Hy+l‘ H +185T6Hm: )
Ox? oy? & Or Ox 0722 V' e 0 Oy

Puisque le champ des modes guidés est donné par : H(z,y,2) = H(zx, y)e 7

on peut utiliser la relation
P
— = —i 4.22
0z i ( )

ol § est la constante de propagation. Les relations (4.21) deviennent

0*H, O0?H, 1 0e¢.0H, 9 9 1 0=, 0H,

- T or — H;r -
ox? * oy? g Oy Oy + (koer = ) & Oy Or (4.23)
8%H, | P4, o*H, 1 0e 0H, (K, — B)H. 1 0e, 0H, _ .
ox? oy e, Oz Oz o= g Or Oy
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Oe L Er L , . 4 .
En utilisant les relations 2 - =0= 7y O1 écrit ces équations sous la forme
0%H, 1 0¢, OH,
e 4 (k2 — B H, + — 222 g
ox? g, Oy Oz (4.24)
a1 E)H (Ko — VH, + - s, OH _ ‘
Tor \ & Ox d( 5,. ox Oy

Enfin, pour alléger 1’écriture, ainsi que pour obtenir une forme générale qui est
utile pour les calculs du chapitre suivant aussi, nous écrivons ces relations sous la

forme

Amme + AmyHy = ﬁQHl

) (4.25)
Ay Hy + AyyHy, = B"H,
avec ces opérateurs différentiels
0? 0 (1
Aa:r =35 5 T Er - 'l"2 T
83;2+ Iy (@d >+ ¢
1 0e, O
W, By O ﬁ
| e, (4.26)
Ay =———
Yt e, Oz Oy
o (10 0?
A 3 ra.\ T~ o a9 kz 7
W O (sr 896) * 0y? hos

4.2.2 Discrétisation en différences finies

Pour discrétiser les équations en différences finies nous utilisons un maillage non
uniforme. Cela nous permet d’obtenir une discrétisation plus flexible de différents
domaines. L’idée initiale était de mettre plus de noeuds dans les coeurs des fibres
pour un nombre total donné des noeuds. Mais, comme nous allons voir en peu plus
loin, cette flexibilité est limitée beaucoup par la précision des formules discretes

non uniformes.

A la figure 4.4 nous montrons un schéma de cette discrétisation. La notation

des distances entre les nceuds (n, e, s et o) est utilisée pour désigner nord, est,
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#itl,j
n
ij-1 ij ij+1
» *
1] e
s
#i-1,j

FiG. 4.4 Discrétisation non uniforme

sud et ouest. Un tel schéma a été utilisé a la référence [52] pour discrétiser les
équations d’onde semi-vectorielles. Dans ce cas, si les indices j et ¢ sont utilisés
pour la discrétisation en z et y respectivement. Les dérivées premieres et secondes

en x sont données par

0 :¢i,j+1 — -1

+O(0—¢)
Oz o+e (4.27)
Pihiy 2 ey — (0+ e+ ovijn
== + O(o —e).
ox?  oe o+e

Pour les dérivées en y, on obtient des expressions semblables & celles en z. On
remarque que L’erreur de la discrétisation est de Uordre O(o—e), d’otlt il est clair que
la différence entre deux pas voisins doit étre comparable au carré du pas, pour avoir
la méme erreur que pour une discrétisation uniforme. Cela restreint énormément
la flexibilité du maillage non uniforme. Dans le cas d’un maillage uniforme on a

0= e = h et on retrouve les expressions (2.34) avec une erreur O(h?).

En remplacant ces formules dans les équations (4.24) on obtient ces formules

@oHy(i5-1) + Qe Hu(ij-1) + anHa(iv1,5) + asHaii)
+acHy(i gy + avoHygij—1) + Qe Hyg j+1) = ﬁQHm(i,j)
(4.28)
boHy(ij-1) + beHy(i,j-1) + bn Hyigr,g) + bsHy(i-15)
+beHy (i ) + ban Hy(iv1,5) + basHu(i-1.5) = B3> Hyi )
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ou
2 2 2 257«(1'4')
(1/0 = —— ae = —— (],n =
o(e + o) e(fo+e) n(s +n) €nig) + Erit1y)
2 280(i 4
as = r(ig) Uy = —Qp — Uy — U — G + o€, (4.29)
s(n+ 8) Erig) T En(i-1,9)
Er(i+1.,j) — Er(i—1.9)
Apy = Ape = —Q
bo erig)(€+0)(n + s) be bo
et
N 2 . 2 o 2 257«(1"]‘)
" n(s+n) * s(n+s) ° ole+o) Er(ij) + Er(ig+1)
2 2r(iyg)
be = : be = —b, — by, — by — by + ke 4.30
clo+e) &y + &gy 0T (4:30)
Er(i,j+1) — Er(ij-1
byy = r(ij+1) (1,5-1) e = —ban

N &) (n+ s)(e+ o)

Donc pour chaque nceud du maillage, nous avons deux équations linéaires pour
les deux composantes cartésiennes du champ magnétique transverse. On remarque

que ces équations sont couplées. Pour écrire ces relation sous une forme matricielle,

H,
nous représentons les champs H, et H, comme un seul vecteur [ . On peut
y

écrire alors les relations (4.26) sous la forme
Ayz Ay H, a,

La numérotation des nceuds est faite selon les rangées, a partir de celle du bas,
de gauche & droite. Donec, si l'indice ¢ est utilisé pour les rangées, et j pour les
colonnes, les nceuds H; ; et H; ;11 sont consécutifs, mais H; ; et H;, ; sont séparés
par N, — 1 nceuds, ot N, est le nombre total des colonnes. La figure 4.5 représente
de facon schématique 1’équation (4.31). Les lignes tracées représentent les éléments
non nuls. Dans chaque bloc, la distance entre les diagonales secondaires et celle

principale est 1 ou N, éléments.

Pour augmenter la précision des calculs, on remplace la valeur de &, a un neeud

donné, par sa valeur moyenne dans la cellule autour du nceud fcellule er(z,y)dzdy.
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Fic. 4.5 Equation aux valeurs propres

Cette astuce permet d’augmenter beaucoup la précision des calculs.

Comme conditions frontieres, nous considérons le champ nul a 'extérieur du do-
maine de calculs, parce que nous sommes intéressés aux modes guidés du coupleur.
Les dimensions des coupleurs que nous allons étudier sont en général beaucoup
plus grandes que la longueur d’onde d’intérét pour nous, et la différence entre les
indices de la gaine et de l'air est relativement grande. Cela fait que les modes guidés
dans le coupleur sont presque complétement confinés dans sa gaine. Les frontieres
du domaine de la discrétisation sont placées quand méme assez loin de la gaine,
dans Dair, pour que le champ soit effectivement nul. Dans ce cas, cette condition

frontiere est bien justifiée.

Nous utilisons aussi la symétrie du probleme. Par exemple, pour un coupleur
symétrique, le champ des modes guidés est symétrique ou antisymétrique dépendant
du mode, par rapport aux axes de symétrie. Donc, dans ce cas, on peut discrétiser
seulement un quart du domaine, en imposant les conditions frontieres symétriques

ou antisymétriques aux axes x et y.

L’équation (4.31) est une équation aux valeurs propres. La résolution de cette

équation nous donne la valeur propre 3* dont la racine carrée est la constante

H
de propagation du mode. Le vecteur propre ’ } nous donne le champ modal
y
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magnétique transversal. A partir des équations de Maxwell on peut calculer la partie
loneitudinale du champ magnétique et le champ électrique associé. Cependant,

O i
pour calculer la transmission des coupleurs, nous sommes intéressés surtout a la

constante de propagation des modes.

Quand on voit les éléments de la matrice A dans les relations (5.7), mais aussi
sa forme dans le schéma de la figure 4.5, on remarque qu’il s’agit d’une matrice
non symétrique. Cette matrice non symétrique est creuse, c’est-a-dire, la plupart
des éléments sont nuls. De plus, cette matrice est de tres grande taille. En effet,
une discrétisation typique du domaine qui comporte la section droite du coupleur
est de 'ordre de 200 x 200 nceuds. Donc, le nombre des éléments du vecteur propre
est 1 2 x 200 x 200 = 80 000. La taille de la matrice A est donc de 'ordre 80 000 x
80000. On doit résoudre alors le probléme aux valeurs propres pour une matrice
non symétrique, creuse et de grande taille. De plus, dans un cas général, on pourrait

étre intéressé a plusieurs valeurs propres.

Dans ce cas, la méthode de choix est celle d’Arnoldi avec redémarrage implicite.
Pour cette méthode, il existe un ensemble de routines en FORTRAN appelé AR-
PACK. En plus, cette méthode est i la base de la commande eigs en MATLAB.
(est cette méthode que nous utilisons pour résoudre les équations aux valeurs
propres. Les détails de cette méthode sont donnés dans I'annexe III, on nous expli-

quons comment et pourquoi la méthode d’Arnoldi fonctionne.

4.2.3 Précision des calculs et quelques exemples

Le calcul des modes vectoriels nécessite le calcul des valeurs propres des matrices
de trés grande taille. Le temps de calcul et la mémoire vive nécessaire pour calculer
les valeurs propres sont proportionnels & la taille de la matrice. Il convient alors
d’utiliser une discrétisation optimale pour obtenir des valeurs propres avec une

erreur qui ne dépasse pas une valeur cible.

Dans nos calculs, cette valeur cible de l'erreur est choisie de I'ordre de 1 - 105
pour l'indice effectif des modes guidés. On admet que cette précision est suffisante
pour une évaluation correcte de la transmission du coupleur. En effet, si deux

supermodes ont des indices effectifs avec une telle différence, & une longueur d’onde
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A = 1,55 um par exemple, la longueur de battement est 1,55m, ce qui est tres grand

par rapport a la longueur des coupleurs qui est d’habitude de quelques centimetres.

On considére une erreur maximale de Pordre de 1-107%, mais il s’agit d'une
erreur oscillatoire, parce que, comme nous allons voir un peu plus loin, I'indice
effectif calculé pour un mode oscille autour de la valeur exacte. Le fait que 'erreur
sur P'indice effectif des modes n’a pas le méme signe pour différentes sections droites
augmente la précision du calcul des intégrales (4.6). Dans ce cas, une erreur oscil-
latoire du terme B,(z) + Ba(z) avec une amplitude 1-107° fait que les intégrales

sont beaucoup plus précises que pour la méme erreur de signe constant.

Considérons une fibre & saut d’indice. La gaine de la fibre est considérée tres
grande et le probleme est alors & deux couches seulement. Dans ce cas, on peut
trouver facilement la solution analytique. Pour des raisons qu’on explique un peu
plus loin, plus le saut d’indice est grand, plus la précision des calculs numériques
diminue. De plus, si le diametre du coeur est comparable a la longueur d’onde, le
champ modal s’étend dans la gaine et on doit choisir une fenétre de calcul assez
grande pour que le champ soit considéré nul aux frontieres. Ce fait diminue la

précision pour une taille donnée du maillage de la discrétisation.

Considérons donc une fibre avec un saut d’indice relativement grand et un
diamétre petit, un cas ol on s’attend & avoir une précision faible. Le diametre
du cceur est de 6um, son indice 1,45 et celui de la gaine 1, & une longueur d’onde
A = 1, 5um. Cette fibre est considérée aussi par Zhu [53]. Il compare sa méthode de
calcul des modes vectoriels basée sur un maillage de Yee, avec d’autres techniques
en différences finies. A cause de la symétrie, on discrétise seulement un quart de la
fibre. La fenétre de calcul choisie est considérée 6 x 6 um et on fait une discrétisation
uniforme. L'indice effectif du mode fondamental HE;;, calculé de facon analytique,
est 1,438604. Ala figure 4.6 nous présentons le champ calculé du mode fondamen-
tal polarisé en y (champ électrique). Le champ H,;, qui est un champ mineur pour

cette polarisation, a une amplitude de deux ordres de grandeur plus petite que H,.

Dans le tableau 4.1 nous comparons, comme Zhu a la référence [53], les résultats
de nos calculs pour l'indice effectif du mode fondamental avec d’autres techniques

de discrétisation de I'équation d’onde, pour deux maillages différents N, x N,. On
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(a) champ H, (majeur) (b) champ H,, (mineur)

F1G. 4.6 Champ du mode fondamental : d = 6um, n. = 1,45, ny = let A = 1,5um

remarque que nos calculs ont une précision légerement meilleure que les autres
pour ces valeurs de NV, mais on remarque aussi que la précision diminue quand on
double le nombre des noeuds du maillage. Pour clarifier ce résultat, a la figure 4.7,
nous présentons la variation de l'erreur de l'indice effectif en fonction de N, qui

est choisi égal a V.

Discrétisation N, = N, | Nos calculs | Zhu [53] | Lusse [50] | Huang [54]
60 1,438608 | 1,438616 | 1,438543 1,438613
120 1,438612 | 1,438613 | 1,438593 1,438614

TAB. 4.1 Comparaison du calcul de I'indice effectif du mode vectoriel HE;; d’une
fibre & saut d’indice ayant ces parametres : d = 6um, n, = 1,45, n, = 1 pour
A = 1,5um avec d’autres techniques en différences finies. La valeur exacte calculée
est neg = 1,438604.

On remarque un caractére oscillatoire de l'indice effectif calculé en fonction
de N,. En diminuant le pas de la discrétisation, on s’attendrait a une meilleur
précision, parce que lerreur de la discrétisation (uniforme) en différences finies
(2.34) est de l'ordre de h2. En effet, le probleme provient de I'application de la
formule (2.34) pour la seconde dérivée a l'interface cceur-gaine, ou il y a un saut
d’indice important. En regardant '’équation d’onde, on remarque que la seconde
dérivée possede, elle aussi, un saut proportionnel au saut d’indice, & cette interface,

alors que la formule discréte (2.34) considere une dérivée continue.

Ainsi Perreur quon fait dans ce cas, n’est pas de l'ordre O(h?), mais plutot
O(/An). Dong, elle ne dépend pas du pas de discrétisation h. L’équation matricielle

(4.31) ne représente pas alors, d"une fagon tout a fait correcte, le probléeme physique.
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Fi1G. 4.7 Variation de lerreur de calcul de l'indice effectif du mode HE;;, d'une
fibre avec les parametres données en légende de la figure 4.6, en fonction de N,

Cependant, en augmentant le nombre des nceuds du maillage N, = N,, n fois, le
nombre total des nceuds augmente n? fois. Par contre, le nombre des nceuds pres
de linterface cceur-gaine augmente proportionnellement & n. Donc, pour des N,
toujours plus grands, on s’attend & ce que l'erreur diminue. En pratique, nous
sommes limités par la capacité de la mémoire vive de I'ordinateur, qui dans notre
cas impose N, = N, = 320.

Considérons maintenant les coupleurs fusionnés. Dans ce cas, il est difficile
de déterminer la précision de lindice effectif calculé, parce que le probleme n’a
pas de solution analytique. Puisque le coupleur est composé de deux fibres, nous
considérons comme erreur celle qu’on obtient au calcul de l'indice effectif d’une
de ces fibres, utilisant le méme maillage de discrétisation. La fibre est considérée
3 trois couches, coeur-gaine-air, et sa section droite est réduite conformément a la

section droite du coupleur.

Pour exprimer le taux de réduction de la section droite dii a l'étirage, nous
utilisons un parametre appelé le taux de réduction inverse, noté ITR, qui représente

le rapport entre la dimension du guide réduit par ’étirage et sa dimension initiale.

A titre d’exemple, considérons la section droite d'un coupleur fabriqué par fusion

de deux fibres SMF-28 & un degré de fusion quelconque, et étiré a un ITR = 0,3.
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Supposons qu’on veuille calculer les indices effectifs des supermodes a une longueur
d’onde A = 1,3 pum avec une précision autour de An = 1- 1075, On cherche le

maillage minimal pour assurer une telle précision.

On considére donc lerreur obtenue sur 'indice effectif de la fibre SMF-28 a
trois couches, & un ITR = 0,3. Les paramétres de cette fibre sont : diametre de
coeur d, = 2, 7pm et diametre de gaine dg = 37, 5um avec les indices des couches a
A=1,3 um;n. = 1,4519175, ny = 1,4469175, et n, = 1,0002737. La valeur exacte
de Iindice effectif du mode fondamental est neg = 1, 4468687985. Les dimensions

de la fenétre de calcul sont considérées d, - 1,2 x dg - 1,2.
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Fia. 4.8 Variation de Uerreur de calcul de I'indice effectif du mode HE;; en fonction
de N,, pour une fibre avec ces parametres : diametre de cceur d. = 2, 7pm, diametre
de gaine d, = 37,5um, indice de coeur n, = 1,4519175, indice de gaine n, =
1,4469175, et celui de I'air n, = 1,0002737 & A = 1,3 pm. La valeur exacte de
Pindice effectif du mode fondamentale est neg = 1,4468687985.

A la figure 4.8, nous présentons Uerreur de I'indice effectif du mode fondamental
en fonction de N, (= N,). On remarque le caractére oscillatoire de I'erreur. On voit
aussi que pour N, > 210, ce qui correspond & h < 0,214um, on peut considérer
que la précision est inférieure & la valeur cible An = 1-1078. Donc, pour calculer les
supermodes de cette section droite du coupleur avec notre méthode de différences

finies, & A = 1, 3 um, on suppose qu’un maillage uniforme avec un pas h = 0, 214pm
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est suffisant pour arriver a la présicion cible.

On ne répete pas cette procédure de détermination du pas minimal de maillage
pour chaque section droite du coupleur. Puisque la valeur du pas minimal ainsi
calculée varie treés peu, il suffit de le faire pour les valeurs extrémes de I'ITR et de
la longueur d’onde ainsi que pour une valeur au milieu du spectre. Par exemple, si
on s’intéresse aux section droites avec un ITR entre 0, 1 et 0, 75 dans Uintervalle A €
[1,3...1,65um)], on calcule h minimal pour ITR = 0,1, 0,425, 0,75 aux longueurs

d’onde A = 1,3, 1,475 et 1,65 um. Pour les autres valeurs, on fait une interpolation.

(a) champ majeur (b) champ mineur

F1G. 4.9 Mode fondamental de la fibre SMF-28 a trois couches pour un ITR = 0,3

A 1a figure 4.9 nous présentons les deux composantes du champ du mode fon-
damental calculé pour 'exemple ci-dessus. L’amplitude du champ mineur est de
deux ordres plus petite que celle du champ majeur. Pour cette valeur de I'ITR,

c'est-d-dire ITR = 0,3, le mode fondamental s’étend dans la gaine de la fibre.

Comme dernier exemple, considérons les premiers modes symétrique et anti-
symé- trique d'un coupleur symétrique. Supposons que la section droite considérée
a un degré de fusion f = 0,3 et ITR = 0,3. On néglige les effets de diffusion. La

forme de la section droite de ce coupleur est donnée a la figure 4.10.

En faisant une discrétisation en différences finies pour le champ magnétique
transverse, et en résolvant ’équation aux valeurs propres avec la méthode d’Ar-
noldi, on obtient les valeurs suivantes pour les indices effectifs des quatre premiers

supermodes.

Pour la polarisation en y, on obtient ng, = 1,4469079442 pour le supermode

symétrique et ng, = 1,4468681383 pour le supermode antisymétrique. Les valeurs
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F1c. 4.10 Section droite d’un coupleur avec f = 0,3, ITR = 0,3

respectives de l'indice effectif pour la polarisation en x sont ny, = 1,4469083468
et Ny, = 1,4468683018. La longueur de battement moyenne est z; = 32, 56mm. La

longueur de battement de polarisation est z, = 5, 44m.

{(a) mode symétrique (b) mode antisymétrique

F1a. 4.11 Mode symétrique et antisymétrique d’un coupleur : f = 0,3, ITR = 0,3

A la figure 4.11, nous présentons le champ modal des modes symétrique et
antisymétrique pour la polarisation en z. Nous avons présenté seulement le champ
majeur, ¢’est-a-dire celui polarisé en z, qui constitue presque la totalité du champ
modal. Le champ mineur (H,) associé & lui, est d'une amplitude de deux ordres

plus petite que le champ majeur. Le champ de la polarisation en y a la méme forme.
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4.3 Simulation de la transmission d’un coupleur réel

La section précédente présente la méthode du calcul des constantes de propa-
gation des modes guidés dans le coupleur. Nous sommes maintenant en mesure
de calculer la transmission des coupleurs par le phénomene de battement des su-
permodes. Dans cette section, nous calculons la transmission d'un coupleur réel et

comparons cette transmission calculée avec la transmission mesurée.

4.3.1 Structure du coupleur

Avant de considérer la transmission optique du coupleur, nous devons modéliser
son profil d’indice de réfraction. Pour construire ce modele, nous procédons comime

pour le coupleur modélisé au chapitre précédent.

4.3.1.1 Fusion du coupleur

La recette utilisée pour la fusion des fibres est la suivante. La distance entre la
torche et les fibres est de 6mm. La vitesse de balayage de la torche est maintenue
constante & 2mm/s. Cette fois, on ne fait pas une fusion uniforme des fibres. On
commence & chauffer d’abord la partie centrale de 2mm. Apres le premier aller-
retour, on augmente la distance chauffée d’un millimetre, donc au deuxieme tour la
distance chauffée est de 3mm. On continue d’augmenter apres chaque tour la dis-
tance chauffée d’un millimetre jusqu’a une distance totale de 9mm. Le temps total
du cycle, sans compter le temps d’approche de la torche, est 44s. Cette procédure

a été répétée trois fois pour le méme coupleur.

FIG. 4.12 Etat du coupleur apreés la fusion
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Apres la fusion des fibres, nous avons pris une photo de la structure du coupleur,
4 l'aide d’une caméra montée sur le microscope installé au dessus des fibres. Cette
image est donnée a la figure 4.12. La résolution de I'image n’est pas assez bonne
pour permettre une détermination de la distribution de la largeur de la section
droite comme nous ’avons fait au chapitre précédent pour le processus de 'étirage.
En effet, la distance chauffée dans ce cas est 9mm, ce qui est beaucoup plus grand

que les 2mm de la recette d’étirage du chapitre précédent.
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Fi1c. 4.13 Distribution initiale du degré de fusion

Puisque Pavancement de la fusion est directement proportionnel au temps de
chauffage, & partir de la recette décrite ci-dessus, nous avons décidé de considérer
une forme de trapeze comme distribution de degré de fusion, avec une partie cen-
trale uniforme de longueur 2mm, comme montré & la figure 4.13. En mesurant la
largeur de la partie centrale du coupleur et celle des deux fibres avant la fusion,

nous avons obtenu une valeur de f = 0,55 pour le degré de fusion.

Pour calculer le profil des sections droites apres la fusion des fibres, nous avons
aussi besoin du coefficient de diffusion. Comme dans les chapitres précédents, une
seule fibre est chauffée selon la recette de fusion. Puisque la distance entre la torche
et les fibres est de 6mm, on s’attend 3 une température moins élevée qu’au chapitre
précédent, et donc, & une diffusion moins importante. Pour cette raison, la fibre
est chauffée le double du temps de fusion, c’est-a-dire pendant 264s, afin de bien

distinguer la diffusion.

Pour déterminer le coefficient de diffusion au centre du coupleur, la fibre est
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clivée au milieu de la zone chauffée et une mesure du profil d’indice ou, de fagon
équivalente, du profil de concentration du germanium, est effectuée sur cette section
droite. A la figure 4.14, nous montrons le profil de concentration mesuré. Pour
donner une idée de combien de diffusion on obtient dans ce cas, nous présentons

aussi dans cette figure le profil de la fibre non chauffée.
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F1G. 4.14 Profil de concentration mesuré dans la fibre avant et apres 'application
de la recette de fusion t = 264s

En comparant comme au chapitre précédent ces profils avec la solution ana-
lytique, on obtient un coefficient de diffusion D = 1,3 - 107'°m?/s au centre du
coupleur. Pour le reste du coupleur une distribution semblable & celle du degré de

fusion est considérée (distribution trapézoidale).

Pour modéliser I'état du coupleur apres la fusion, nous avons besoin de la valeur
du rapport /. Au centre du coupleur, on obtient un degré de fusion f=0,55
en un temps t = 132s. Utilisant ces valeurs dans la relation (2.32), on obtient
p/y = 1,2-10%/m. De cette facon on peut déterminer la valeur de ce rapport pour
le reste du coupleur. Maintenant nous avons tout ce qu'il faut pour modéliser I'état

du coupleur apres la fusion.

On peut également calculer la valeur moyenne au cours du temps de la viscosité
durant la fusion. Considérons la partie centrale du coupleur. Comme nous ’avons

déja fait au deuxiéme chapitre, a partir de la relation entre le coefficient de diffusion
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et de sa dépendance en température, donnée dans la littérature [38], on conclut que
la température approximative moyenne est 7' = 1478°C au centre du coupleur. A
partir de la relation (2.31), cela correspond & v = 0,27 N/m. Donc, la valeur

moyenne de la viscosité, au centre du coupleur, est u = 3,22 - 10°Pas.

Revenons au calcul du profil de section droite du coupleur. En utilisant la
procédure expliquée au deuxiéme chapitre, on obtient pour la partie centrale du
coupleur la section droite montrée & la figure 4.15. Pour le reste du coupleur on

obtient des états intermédiaires entre cette section droite et celle avec deux fibres
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F1G. 4.15 Section droite au centre du coupleur apres la fusion : f = 0,55

4.3.1.2 Etirage du coupleur

Apres la fusion, on continue avec I'étirage du coupleur. La recette utilisée pour
I’étirage est la suivante : la torche s’approche & une distance de 6,65mm des fibres.
Elle balaye une zone de 8mm avec une vitesse de 2mm/s. La vitesse des moteurs

d’étirage est de 50 pum/s. La durée du processus est ¢ = 143s.

Pour construire un modele d’étirage, nous devons connaitre les distributions
axiales £(z) et D(z). Commengons avec la distribution £(z). Comme au chapitre
précédent, pour déterminer ces distributions, on applique la recette d’étirage aux
deux fibres sans les étirer. Cette fois, au lieu de préchauffer les fibres individuelles

selon la recette de fusion, on les fusionne comme d’habitude et apreés on applique
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la recette d’étirage sans étirer le coupleur. A Taide de la relation (2.32), on peut

déduire la valeur du p/7 & partir de I'avancement de la fusion dans le coupleur.

Aux chapitres précédents nous avons remarqué que la viscosité des fibres qui
sont chauffées auparavant était plus basse que celle des fibres non chauffées. Cela
est attribué a la présence des ions OH dans la flamme et absorbés par le verre. Donc,
une partie du coupleur qui est chauffée plus durant la fusion a une viscosité plus
basse durant ’étirage, méme si durant ce processus la température est constante
dans la zone chauffée. On s’attend alors que 'avancement de la fusion dans la partie
centrale qui est chauffée plus soit plus grand que pour le reste du coupleur. Alors,
on considere de nouveau une forme de trapéze pour la distribution du degré de
fusion, apres I'application de la recette d’étirage (sans étirer) aux fibres fusionnées,
comme montré & la figure 4.16. En mesurant la largeur de la section droite de la
partie centrale du coupleur a I’écran relié au microscope, et en comparant cette

mesure avec la largeur de deux fibres tangentes, on obtient f = 0,62 pour le degré

de fusion.
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F1G. 4.16 Distribution du degré de fusion aprés Uapplication de la recette de fusion
et de 1'étirage

A partir de cette distribution de I’avancement de la fusion et du temps de
’étirage, on peut déterminer la distribution du rapport £(z). Cette distribution
g p Y

est présenté & la figure 4.17. La valeur de ce rapport pour la partie centrale est



116

14 T T 1 1 I T 1 T T
sl J |

-

1l iy =94.10%sfm / i

£

7]

H;_ 11F /

s 1f _
09 -
0e ! { | I L L i I !

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Z (mm)

F1G. 4.17 Distribution u/v(z) durant le processus d’étirage

p/y=94-10°/m.

Considérons maintenant la distribution du coefficient de diffusion D(z). Comme
d’habitude, une seule fibre est chauffée selon la recette d’étirage. A cause d'une
distance plus grande entre la torche et les fibres, comparativement a la fusion
(6,65mm au lieu de 6mm), on s’attend & une température moins élevée, ce qui
veut dire une diffusion moins importante. Pour étre en mesure de distinguer cette
diffusion, la fibre est chauffée beaucoup plus longtemps que la durée de l'étirage

(quatre fois plus, c’est-a-dire ¢t = 580s).

Nous mesurons seulement la diffusion pour la partie centrale du coupleur, consi-
dérant une distribution semblable avec le degré de fusion (forme trapézoidale). La
fibre est alors clivée au milieu de la zone chauffée, et le profil d’indice est mesuré
pour cette section droite. Ce profil est montré a la figure 4.18, ou nous avons inséré
aussi le profil initial de la concentration. En comparant ce profil avec la solution
analytique, on obtient D = 6,2-107'm? /s pour le coefficient de diffusion au centre

du coupleur.

Comme pour la fusion, on peut déterminer la valeur moyenne (en temps) de la
viscosité durant 'étirage, & partir d’une valeur approximative de la température.
Comme nous Pavons déja fait aux chapitres précédents, de la relation entre le coef-

ficient de diffusion et la température donnée & la littérature [38], on peut conclure
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Fi1G. 4.18 Profil de concentration mesuré dans la fibre aprés 'application de la
recette de 'étirage, t = 580s

que la température approximative est 7' = 1417°C au centre du coupleur. A partir
de la relation (2.31), cela correspond & v = 0,26N/n1. Donc, la valeur moyenne de

la viscosité, au centre du coupleur, est p = 4 - 10°Pa s.

Apres la détermination des paramétres nécessaires, on procede avec la résolution
numérique des équations de ’évolution du profil du coupleur, comme au chapitre
précédent. Ala figure 4.19, nous présentons le résultat de nos calculs pour le profil
du coupleur. A cause de la symétrie, seulement la moitié du coupleur est montrée.
Ici, au lieu de la largeur normalisée du coupleur, nous avons montré la distribution

de 'I'TR, qui est plus utile pour le calcul des modes vectoriels.

Pour donner une idée du profil d’indice en 2D pour les sections droites, nous
présentons A la figure 4.20 le résultat de nos calculs pour la section droite au centre
du coupleur. Le degré de fusion est f = 0,66 et la valeur du taux de réduction

inverse est ITR = 0,376 pour cette section droite.
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Fic. 4.19 Profil longitudinal calculé pour la moitié du coupleur

4.3.2 Transmission optique

Apres la modélisation de la structure du coupleur, nous considérons sa trans-
mission optique qui est objet de ce chapitre. Le montage actuel de la fabrication
des coupleurs nous permet de mesurer la transmission optique du coupleur seule-
ment en fonction de la longueur d’onde. Nous allons donc calculer théoriquement
la réponse spectrale du coupleur décrit ci-dessus et comparer cette réponse avec la

réponse expérimentale.

Pour calculer numériquement le déphasage des supermodes, leurs constantes de
propagation sont calculées pour un nombre N = 300 de sections droites équidistantes
dans la moitié du coupleur, & cause de la symétrie longitudinale du coupleur. Cela
est fait pour 12 différentes longueur d’ondes dans lintervalle [1,3 — 1,65 pam).
Puisque nous utilisons une source blanche non polarisée, nous avons considéré
n = 1/2 (n est défini & la section 4.1.2, I'équation (4.8)). Les intégrales (4.6) pour

o, et ay sont calculées avec la méthode des trapezes.

Les réponses spectrales expérimentale et théorique du coupleur sont présentées
3 la figure 4.21. On remarque une différence entre les courbes expérimentales et

théoriques. Cela provient du fait que les parametres expérimentaux %(:) et D(z)
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F1G. 4.20 Section droite au centre du coupleur apres l'étirage : f = 0,66, ITR =
0,376

ne sont pas évalués a chaque point 2, mais ils sont évalués seulement pour la partie
centrale du coupleur et une fonction linéaire est considérée pour le reste du coupleur.
Cela fait que le profil d’indice de réfraction calculé pour le coupleur differe un petit
peu du profil réel. Cependant, la différence en transmission entre la simulation
et Dexpérience n'est pas trés grande si on considere le fait que la transmission
du coupleur est trés sensible aux changements dans le profil d’indice. Cela veut
dire que notre modéle prédit correctement l'allure des courbes de transmission du
coupleur pour une recette donnée, et cela en effectuant seulement quelques mesures

préliminaires simples.

1l faut noter que, contrairement aux modeéles précédents, les différents parametres
du modele ne sont pas choisis pour que la transmission calculée du coupleur cor-
responde & la transmission mesurée, mais qu'ils sont déterminés par des méthodes
préétablies. On remarque aussi qu’avec la méthode de battement des supermodes,
pour évaluer les pertes libes & la non adiabacité du coupleur, il faut calculer le
couplage entre les premiers supermodes et les autres supermodes de la structure
fusionnée qui est une tache complexe & cause d’un tres grand nombre de modes.
Ces pertes sont calculées facilement avec la méthode de propagation des faisceaux

étudiée au chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

LA METHODE DE PROPAGATION DES FAISCEAUX

La transmission optique du coupleur est calculée au chapitre précédent en se
basant sur le phénomeéne du battement des supermodes. Dans ce chapitre, nous
utilisons une autre approche pour traiter le probleme du calcul de cette transmis-

sion. CVest la méthode de propagation des faisceaux (BPM).

La méthode de propagation des faisceaux est la méthode la plus utilisée pour la
modélisation des guides d’onde d’optique intégrée. Elle a été d’abord développée
pour la propagation du champ acoustique dans I'eau et a été introduite en optique
par Feit et Fleck [55]. Aprés cette introduction, la BPM est devenue trés populaire
pour la modélisation des guides d’ondes & cause de sa simplicité et de son efficacité.
Elle permet la modélisation des structures avec une géométrie complexe et elle
inclut automatiquement le champ guidé et celui de radiation ainsi que le couplage

et la conversion de différents modes. Elle peut aussi inclure les effets non linéaires.

Il y a plusieurs variantes de BPM comme celle basée sur la transformation de
Fourier [55,56], les différences finies [54,57, 58], les éléments finis [59], la méthode
des lignes [60] et les fonctions de Green [61]. Dans cette these, nous utilisons une
BPM basée sur une discrétisation en différences finies. Méme dans ce cas, il existe
plusieurs schémas dépendant de I’équation d’onde considérée. On parle donc de
BPM scalaire, semi-vectorielle ou vectorielle. Nous considérons la BPM vectorielle.
De plus, dépendant de la variation de la structure selon ’axe de propagation, on
distingue entre la BPM classique ou paraxiale et la BPM a angle large. Les cou-
pleurs fusionnés qu’on considere dans cette these, sont des coupleurs adiabatiques
dont le profil d’indice varie lentement selon I'axe longitudinal z. De plus, la direc-
tion de propagation du champ dans ces coupleurs, correspond a tout moment avec
'axe longitudinal z. Il s’ensuit que la BPM vectorielle paraxiale décrit correcte-
ment ces coupleurs. Cependant, Papproximation de premier ordre du type angle
large n’augmente pas la quantité des calculs, et nous allons donc l'inclure dans nos

simulations pour augmenter la précision.
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5.1 BPM en différences finies

La méthode de propagation des faisceaux, comme son nom l'indique, transporte
le champ électromagnétique selon axe de propagation z, & partir du champ initial
connu dans un plan situé & z = 0. Donc, la BPM que nous considérons, consiste
en la propagation du champ dans le demi-espace z > 0. Ce processus est discrétisé
en plusieurs pas. Si I'indice k est utilisé pour la discrétisation en z, un pas de
la BPM consiste a calculer le champ électromagnétique dans le plan transverse
situé & zp41 = 2 + dz & partir du champ connu en z;. Nous considérons un profil
d’indice constant durant un pas de propagation, ce qui est justifié pour les coupleurs

adiabatiques et un pas dz petit.

5.1.1 Equations de base

Le point de départ pour dériver les équations de BPM sont les équations de
Maxwell. Nous avons déja démontré au début du chapitre précédent, la dérivation

des relations (4.21) & partir des équations de Maxwell

PH, O°H, 1050H, FH, . 10e0H,

Ox? oy?2 & Oy Oy 022 0=rE e, Oy O (5.1)
PH, OH, 105 0H, PH, ., oo 1050 |
Ox? Oy? g Or Oz 022 05rY e o dy

Ces équations sont valables pour %6—; = (), mais comme nous ’avons déja mentionné,

durant un pas de propagation, le profil d’indice est considéré constant.

Dans les guides d’onde typiques, la variation la plus rapide du champ électroma-
gnétique pour différents modes est la variation de la phase e~i% causée par la
propagation selon I'axe z. Pour les calculs numériques, il est profitable de factoriser
cette variation rapide pour obtenir des amplitudes qui varient peu dans la direction

de propagation. On pose alors
Hy(x,y,2) = Hy(x,y, z)e” (5.2)

ou H; (H,, H,) est le champ magnétique transverse et Bo = kong est la constante
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de propagation de référence, avec ng une valeur typique de I'indice de réfraction
appelé l'indice de référence. Le ng doit étre choisi proche des indices effectifs des
modes guidés. Nous analysons un peu plus loin la valeur de cet indice. Substituant
(5.2) dans (5.1), on obtient

, . N
(m%g—a) @iz P Py @ (5.3)
0z 022 Hy wa Pyy Hy

avec
o o (190
sz 2513 -+ 67«'8‘; (g—r'a—y) —+ (A(Q)E,« — ﬁg)
_10eg 0
e, Oy Ox
1856 (5.4)
e :—6—; ox 5?;
o (190 0? 9 9
Byy o (57%) + 02 + (kger — 55)-

On remarque ici la ressemblance de la matrice P avec la matrice A du chapitre
précédent. Considérons le coté gauche de (5.3). La variation de H(x,y, z) par rap-
port & z est lente parce que la structure du coupleur varie lentement avec z (cou-
pleurs adiabatiques) et la direction de propagation est I’axe z lui méme. Dans ce
cas la dérivée seconde O2H /022 est négligeable par rapport au terme 22'60%—]3 et la

relation (5.3) prend la forme simple

0z I:Iy 210 Pz Py gy ‘

On obtient ainsi, ’équation de BPM en approximation paraxiale ou parabolique.

(5.5)

Il s’agit d’une équation différentielle de premier ordre, a valeur initiale, qui est
beaucoup plus simple & résoudre qu'une équation de deuxieme ordre. Elle ressemble
beaucoup & une équation de diffusion et nous utilisons les méthodes numériques

développées pour cette équation.

On remarque Papparition de i = v/—1 dans I’équation de propagation du champ.
Le champ initial, ¢’est-a-dire le champ & z = 0 est un champ réel. Par contre, la

solution de cette équation, c’est-a-dire le champ calculé & un plan situé a z > 0, est
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un champ complexe. Pour interpréter cette solution complexe, considérons ce qu’il
se passe dans le cas de la propagation d'un seul mode dans un guide uniforme en
2, cest-a-dire, quand le champ initial est H(0) = alh), ot a est 'amplitude modale

et |h) le champ modal.

On sait que la solution complexe du probleme dans ce cas est H(z) = ae”%|h)
et la puissance totale est alors constante en tout z avec une valeur a*(h|h). On
peut aussi écrire la solution complexe sous la forme H(z) = ae™"F=o)ze=0%|p),
En omettant le terme e~ 2 on obtient comme solution par la BPM : H(z) =
ae~{6=P)2|p). On remarque que la puissance associée & ce champ complexe (le
module au carré) correspond & la valeur appropriée de la puissance. S’il y a plu-
sieurs modes, c¢’est aussi le déphasage entre les modes qui fait que la solution soit

complexe.

On remarque aussi que les oscillations de la partie réelle et imaginaire de la
solution, dépendent des valeurs 3; — fo. On voit alors pourquoi on doit choisir Gy
proche des j3;. En effet, pour obtenir une solution numérique précise le pas dz doit
étre une petite fraction de la longueur de l'oscillation. 11 s’ensuit que le choix du
3, influence beaucoup la quantité des calculs pour obtenir une précision donnée. Il
est alors préférable de choisir comme Jp, la moyenne des constantes de propagation

des modes guidés dans le coupleur.

Le calcul des constantes de propagation, considéré au chapitre précédent, prend
un temps considérable. Cependant, puisque les coupleurs adiabatiques ont un profil
qui varie lentement, nous n’avons pas besoin d’évaluer l'indice effectif moyen a
chaque pas de la BPM. On peut le faire aprés un nombre approprié de pas ou la
structure du coupleur change assez pour affecter 'indice moyen. Un autre choix
recommandé dans la littérature est de choisir comme ng l'indice de la gaine des
fibres ou du coeur. Mais, comme nous allons voir un peu plus loin, ce choix augmente

beaucoup la quantité des calculs.

5.1.2 Discrétisation en différences finies

Pour obtenir une solution numérique de 1’équation (5.5), nous utilisons une

discrétisation en différences finies. Comme pour 1’équation de diffusion o nous
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avons fait une discrétisation spatiale et une temporelle, ici on doit faire une discréti-

sation dans le plan transverse, donnée par une forme discrete de la matrice P, et

une discrétisation en z pour la propagation.

Commencons avec la forme discréte de P. Nous avons déja remarqué que cette

matrice opérationnelle ressemble beaucoup a la matrice A du chapitre précédent.

Nous utilisons donc la méme technique de discrétisation, c¢’est-a-dire, nous consi-

dérons un maillage non uniforme. La forme discrete de la matrice P (presque iden-

tique & celle de A) est alors donnée par ces relations

PorHy =aoHyij—1) + aeHogij-1) + anHav1,5) + asHy(i-15) + acHz )
Pwyﬁy Zaboﬁly(i,jvl) + abeﬁ[y(i,jﬂ)

Py:nﬁm zban,ﬁ[m(i-}-l,j) + basﬁx(i—l,j)

Py H, =boHyi ;1) + beHyijo1) + buHygis1 gy + baHyio1) + beHy(i j)

avec
2 2 2 267«(1'7]')
Gy = ———— (g = ——— Gp =
o(e + o) e(o+e) n(s 4+ n) €rig) + Er(i+l))
2 281 (i5) 2
as = ’ Qe = —Qp — o — Gy — Og + K2E, — 33
s(n + 8) 87‘(173) + 6r(i_1’j) C e o n 8 o~T /jO
Er(i+1,5) — Er(i-1.j)
Qo = a —a
bo 57*(1‘,3‘)(6 T 0) (n n S) be bo
et
2 2 2 260315
bp= ——— by=——— b= r(i7)
n(s+mn) s(n+s) o(€e + 0) €r(ij) + Er(ij+1)
2 2e, i
be = rig) be = —be — by — by — by + k26, — 32

e(o+e) er(ij) + Er(ij-1)
Ep(i.d — Ep(ij—
ban _ r(i,j+1) r(i,j—1) s = _ban-

erig)(n + 8)(e +0)

(5.6)

(5.8)

La numérotation des noeuds dans le plan de la section droite est faite comme au
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chapitre précédent, selon les rangées, & partir de celle du bas, de gauche a droite.
Donc, si le champ magnétique transverse est considéré comme un vecteur | - |,
y

la forme de la matrice discréte P est pareille avec celle de la matrice A du chapitre

précédent montrée d’une fagon schématique a la figure 4.5.

Considérons maintenant la discrétisation en z. Supposons que l'indice k est
utilisé pour cette discrétisation. La valeur du champ magnétique transverse discrete
au point z = k - dz est notée Ht(k) et la matrice discréte P & ce point est notée
P® Nous allons utiliser le schéma de Crank-Nicolson pour la discrétisation de

I'équation (5.5). Dans ce cas, la forme discréte de cette équation est donnée par

Ht(k-l-l) B H,Fk) ~ ple) (Ht(k) +Hék+1)>

dz T 26, 2 (5.9)
Ici nous utilisons le fait que la structure du coupleur, et en conséquence la matrice
P® _est considérée constante pendant un pas dz. Nous prenons comme valeur de P
celle au début du pas. On remarque aussi que la discrétisation de Crank-Nicolson
est symétrique par rapport au point z = (k+1/2)dz. Cela correspond a une formule
en différences finies centrale et l'erreur dans la discrétisation selon z est alors de
Pordre O(dz?). Une analyse de stabilité de von Neumann, semblable avec celle du
deuxiéme chapitre, montre que ce schéma est stable pour n’importe quelle valeur

du pas dz.
L’équation (5.9) s’écrit sous la forme d’une équation matricielle

d d
(1 - ?;0-13(’“)) H*H = (1 ¥ ﬁap(’“) g® (5.10)

avec I la matrice identité. Donc pour évaluer le champ magnétique en z = (k+1)dz
A partir de sa valeur en z = kdz, nous devons résoudre une équation matricielle
linéaire de la forme A- X = B, avec A =1 — {Z-PW et B = (1 + 4;%13(@) HY,

La discrétisation de la section droite du coupleur est faite de la méme fagon
quau chapitre précédent pour le calcul des supermodes, c’est-a-dire que, pour la
méme section droite, on choisit le méme maillage de discrétisation. Comme au

chapitre précédent, pour augmenter la précision des calculs, on remplace la valeur
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de £, & un nceud donné. par sa valeur moyenne dans la cellule autour du noeud

fcellule Er (1‘, y)d$dy

Puisque la matrice A est creuse et de grande taille, on doit utiliser une méthode
itérative pour résoudre cette équation matricielle. Parmi les différentes méthodes
nous choisissons la méthode appelée Bi-CGSTAB pour 'BiConjugate Gradients
Stabilized Method’, qui est une méthode trés facile a implanter [62,63]. Cette
méthode est aussi disponible en MATLAB sous la commande bicgstab.

5.1.3 Approximations de Padé

Dans cette section nous expliquons comment les approximations de Padé per-
mettent d’inclure dans la formulation de la BPM en différences finies la dérivée

seconde en z négligée dans 'approximation paraxiale (5.5).

Ecrivons Déquation (5.3) sous la forme simple

0 0
(QZﬁoa - 52—2) H, =P H, (5.11)
ou encore
o (.. 0
9 2100 — 9 H,= P H,. (5.12)

A partir de cette relation on peut écrire d'une fagon formelle

0 P
—H, = — H,. (5.13)
~— 11t , t
0z 2260 - a%

Quand on néglige la dérivée du dénominateur du membre droite, on obtient la
formule (5.5), qui peut étre considérée comme une approximation d’ordre zéro. La

relation (5.13) est considérée comme une formule de récurrence

o™ P

0z 2i60 _ %("—1)'

(5.14)
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Donc, si on définit
o =1
Dz

on obtient pour Iapproximation d’ordre zéro

=0

09 P P
0z gipy— 20V 2By

L’approximation de premier ordre est alors

oW p 26, P
= =S —7—?)0—— (5.15)
0z 2i0 — 53; 465+ P
L’approximation de deuxiéme ordre est
0@ P P/20,+ P?/803
_ . / BO‘*‘ / 50 (5.16)

PR p— — 7 -
07 2ig,— 20 1+ PJ282

z

et on continue de cette facon pour les ordres supérieurs. Ces approximations sont
appelées les approximations de Padé. On remarque qu’a partir de l'approxima-
tion de deuxieme ordre, des puissances P" de la matrice P apparaissent dans les
équations. En conséquence, la quantité des calculs dans un pas de la BPM aug-
mente avec n pour les ordres supérieurs. Pour cette raison nous avons décidé de
s’arréter & Papproximation du premier ordre. Le schéma de Crank-Nicolson devient
dans ce cas

k k
HERD _ o

(4851 + PV) ——— (5.17)

2

(k) (k+1)
— _ingP® (H__i__)

ou encore
(4621 + (I +iBydz) PW) HYD = [4621 + (I — iBodz) PY] H (5.18)

ce qui est de nouveau une équation de la forme A-X = B dont la solution numérique

est discutée a la section précédente.
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5.1.4 Conditions aux frontieres

Si le champ aux frontieres du domaine des calculs est considéré comme nul, les
frontieres deviennent des miroirs ol le champ est réfléchi. Pour s’affranchir de cet
inconvénient, il faut trouver une fagon de rendre les frontieres transparentes ou
absorbantes. Il est beaucoup plus facile de rendre les frontieres transparentes [64]

qu’absorbantes [65]. On choisit alors les conditions frontieres transparentes.

Placons nous dans la section droite du coupleur et considérons le coté a droite
du domaine des calculs, perpendiculaire & 1'axe des z. Le champ discret a cette

frontiere, au k-ieme pas, est considéré comme

k k

Hiny Hiy
k. gk

Hix Hin

1

= exp(ik,Ax) (5.19)

olt H représente la composante H, ou H,, I'indice ¢ est utilisé pour les rangées et
N est I'indice de la derniére colonne. En effet, le noeud H{fN 41 Dexiste pas, mais
dans les équations en différences finies, la dérivée seconde du point de la frontiere
peut utiliser ce point hypothétique. En forcant la partie réelle de k, a étre positive,
’énergie arrivant a la frontiére ne peut que sortir du domaine. Donc, dans la formule
des différences finies on considere

k2
Hk Hi,N

= — 5.20
,N+1 H‘kN_l ( )

On utilise des formules semblables pour le champ au k + 1-iéme pas, ainsi que pour
k2

AL s . i1
les autres cotés du domaine des calculs (par exemple Hf, = ]1;’“ ).
i.2

5.2 Calcul de la transmission optique

Dans cette section, nous calculons la transmission optique des coupleurs avec la
méthode de propagation des faisceaux. Au contraire du chapitre précédent, on ne
peut pas en général avec la BPM, exploiter la symétrie du coupleur pour discrétiser
seulement une partie de la section droite. En effet, si on sépare les deux polarisa-

tions, en les propageant individuellement, on peut discrétiser seulement la moitié
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d'un coupleur symétrique (celle qui contient la moitié de chaque guide) et utiliser
la symétrie ou l'antisymétrie du champ. Nous choisissons de discrétiser toute la

section droite en propageant tout le champ en meme temps.

5.2.1 Validation du modele

Avant de considérer la transmission d'un coupleur réel, nous devons d’abord va-
lider le programme. A cette fin, nous considérons la transmission d'un coupleur uni-
forme en z, avec un champ initial donné par la somme des supermodes symétrique
et antisymétrique polarisés en z. Pour ce coupleur, aprés avoir calculé les super-
modes d’'une facon numérique, on peut calculer facilement le champ en fonction
de z, selon la méthode de battement des supermodes. Dans la moitié de la section

droite qui représente un guide, a cause de ce battement, on obtient une puissance

2
Bs—Bg'

discrétisation de la section droite est identique avec les deux méthodes, on s’attend

oscillatoire sinusoidale en fonction de z avec une période z, = Puisque la
A une correspondance parfaite entre les transmissions calculées par la BPM et la

méthode de battement des supermodes.

Nous considérons un coupleur uniforme, avec une section droite fusionnée a
f=0,3 et effilée & un ITR = 0, 3. Nous négligeons les effets de diffusion. La tran-
mission est calculée pour une longueur d’onde A = 1, 55um. On suppose qu’a cette
longueur d’onde les indices des couches sont : 1,45 pour le cceur, 1,445 pour la
gaine et 1 pour lair. Les indices effectifs des supermodes polarisés en x calculés
sont n, = 1,4439995237 et n, = 1,4442935108.

A partir de I'exemple du chapitre précédent, on sait que pour cet ITR le mode
s'étend dans la gaine des fibres. On pourrait alors choisir comme indice de référence,
I'indice de la gaine ng = 1,445. On remarque que les parties réelle et imaginaire du

champ complexe, engendré par la BPM dans ce cas, ont des oscillations avec des

A A
ng—"Ns ng—"Ngq

périodes zp5 = = 2194pm et zp, = = 1549um pour cette valeur de ng.
Si ng est choisi comme la moyenne de n, et n, les oscillations ont une période de
10544pm. On s’attend alors & obtenir la méme précision, avec un pas dz environ 6

fois plus grand, dans le cas de ng I'indice moyen.

En effet, dans la figure 5.1, nous présentons la comparaison entre les calculs
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_______ BPM dz=400pm _ _ BPM =100 um
batiement ng valeur moyenne no indice de grine
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Fic. 5.1 Comparaison de la transmission calculée par battement des supermodes
et celle calculée par la BPM, pour un coupleur uniforme en z, avec ITR= 0,3 et
f =0, 3. Dans le cas de la BPM, deux différents indices de référence sont considérés.

pour la transmission dans 'un des guides, avec la BPM et la méthode de batte-
ment des supermodes pour les deux variantes de la valeur de mg. On remarque
une bonne correspondance entre les deux méthodes pour ng la valeur moyenne et
dz = 400pm. En effet, pour dz = 300um les transmissions sont identiques pour les
deux méthodes. Mais, dans le cas de ng indice de gaine, méme pour dz = 100um on
remarque un décalage entre la transmission calculée par la BPM et celle calculée

par battements des supermodes.

5.2.2 Transmission d’un coupleur réel

On procéde maintenant avec le calcul de la transmission du coupleur décrit
au chapitre précédent. La structure de ce coupleur est donnée a la figure 4.19.
Ala figure 5.2 on présente les réponses spectrales, mesurées et calculées, pour
ce coupleur. A titre de comparaison nous avons aussi inséré dans cette figure,
la transmission calculée au chapitre précédent par la méthode de battement des

supermodes.
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FIq. 5.2 Courbes de transmission mesurées et calculées dans les deux fibres de
sortie en fonction de la longueur d’onde

On remarque d’abord que la transmission calculée par la BPM, differe elle aussi
de la transmission mesurée. On attribue la plupart de cette différence a un chan-
gement léger entre le profil d’'indice calculé et le profil réel. Cela provient du fait
que les parametres expérimentaux £(z) et D(z) sont évalués & un seul point z, au

centre du coupleur.

On remarque aussi une bonne correspondance entre les transmissions calculées
par les deux méthodes. On s’attendait a cette correspondance parce que les sections
droites sont discrétisées de la méme facon. Le changement entre les deux méthodes
est au niveau des pertes. La BPM, au contraire de la méthode de battement de
supermodes, prévoit des pertes qui ne sont cependant pas au niveau des pertes
mesurées. On attribue alors la plupart des pertes mesurées a de petites poussieres,
introduites dans le coupleur durant la fabrication, plutot qu’a la non adiabacité du
coupleur qui aurait été révélée par la BPM. Ces pertes affectent aussi la différence

entre les courbes de transmission.
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Pour calculer la transmission du coupleur, la BPM prend environ 60% plus de
temps que la méthode des battement. Mais, cela est normal parce que les symétries

du coupleur ne sont pas exploitées dans la BPM.

En conclusion, comme au chapitre précédent notre modele du coupleur est ca-
pable de prédire avec une précision relativement bonne, le comportement optique
du coupleur, & partir de la recette de fabrication. Avec la BPM nous sommes ca-

pables en plus, d’évaluer les pertes causées par la non adiabacité du coupleur.
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CONCLUSION

Le but de cette these était de construire un modele qui décrit le comportement
optique des coupleurs fusionnés a partir de la recette de fabrication pour servir
d’outil pour la conception et la fabrication des coupleurs. Le modele est constitué

de deux parties distinctes : le profil d’indice de réfraction et la transmission optique.

Pour modéliser le profil d’indice, nous avons fait I'hypothese que l'indice de
réfraction est une fonction linéaire de la concentration du dopant. Pour obtenir un
profil d’indice & partir de la recette de fabrication, nous avons étudié I'évolution
du profil de concentration pendant cette recette. Puisque la fabrication du cou-
pleur se fait dans un état liquide et & une température relativement élevée, deux
mécanismes différents peuvent affecter la concentration du dopant : le déplacement
du matériau par écoulement et la diffusion des dopants. C’est le couplage entre ces
deux phénomenes qui détermine le profil de concentration. Nous avons donc décidé

de résoudre 1'équation de convection-diffusion.

Pour résoudre cette équation, il faut déterminer le champ de vitesse dans le cou-
pleur. Puisque le verre fondu est un liquide newtonien tres visqueux, les équations
qui gerent 1’écoulement sont les équations de Stokes. Pour résoudre les équations de
Stokes, nous avons considéré d’abord la fusion des fibres qui est aussi la premiere
étape de la fabrication du coupleur. Dans ce cas, le probleme est en deux dimen-
sions. La fusion ou la coalescence des fibres est due a la force de tension superficielle

qui dépend de la courbure de 'interface.

Pour résoudre ce probléme, nous avons utilisé une méthode semi-analytique
basée sur des méthodes de transformation conforme. Ces méthodes étaient déja
développées pour l'évolution de linterface extérieure durant la coalescence des
fibres. En prenant le prolongement analytique de différentes fonctions holomorphes,
nous avons réussi & obtenir une formule explicite pour la vitesse interne. Cepen-
dant, cette vitesse a été calculée numériquement a cause de la présence de plu-
sieurs intégrales de Cauchy dans la formule. Une fois le champ de vitesse calculé,
il est facile de simuler 1’évolution de la section droite et de visualiser comment
elle se déforme durant la fusion. Il a été également facile de résoudre ’équation de

convection-diffusion en deux dimensions utilisant un schéma explicite en différences
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finies. Les résultats des simulations sont comparés avec des photographies et des
mesures expérimentales et une trés bonne correspondance a été observée, ce qui

prouve la validité de cette partie du modele.

Aprés la fusion, nous avons considéré I'étirage des coupleurs. L'équation a résou-
dre est toujours celle de convection-diffusion, mais, cette fois en trois dimensions.
La minceur de la géométrie du coupleur nous a aidée a simplifier les équations,
nous permettant ainsi de concevoir une méthode numérique simple pour résoudre
les équations. Cette méthode consiste a utiliser un repére mobile qui se déplace avec
les sections droites. Les équations d’évolution de la section droite dans ce repere
sont identiques avec celles de la coalescence en 2D. Ainsi, nous sommes capables
de suivre non seulement ’évolution du profil longitudinal du coupleur, mais aussi
’avancement de la fusion dans les sections droites. Ces processus sont donc couplés.
Nous avons obtenu de cette facon la courbe de la distribution axiale du taux de
réduction de la section du coupleur ainsi que 1’état de chaque section droite apres le
processus de D'étirage. Pour valider cette partie du modele, un coupleur arbitraire a
é6té fabriqué et les résultats de nos simulations ont été comparés avec des mesures.

De nouveau, une trés bonne correspondance a été observée.

Il faut noter que les valeurs de différents parametres expérimentaux telles que
les distributions axiales de la viscosité, le coefficient de tension superficielle et le co-
efficient de diffusion sont déterminés en effectuant quelques mesures simples et des
calculs théoriques. Ainsi, nous avons congu une nouvelle méthode de I’évaluation
de la viscosité qui pourrait trouver des applications dans des domaines autres que
la fabrication des coupleurs fusionnés. Cette méthode consiste & évaluer la viscosité

& partir de avancement de la fusion et du temps écoulé pour cet avancement.

Nous avons aussi remarqué que la distance entre la torche et les fibres doit étre
assez grande pour que la température des fibres ne soit pas trop élevée, parce que,
comme nous I’avons observé au chapitre 3, si le coupleur est trop chauffé, une perte

de matiere peut se produire.

Pour calculer la transmission optique du coupleur étudié, nous avons utilisé deux
méthodes différentes. La premiére est la méthode de battement des supermodes de
la structure fusionnée. La seconde est la méthode de propagation des faisceaux. La

méthode de battement des supermodes consiste a calculer le déphasage des modes
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symétrique et antisymétrique de la structure fusionnée. Cela nécessite le calcul des
modes guidés dans le coupleur. Pour inclure automatiquement les effets de polarisa-
tion nous avons calculé les modes vectoriels. Bien qu’il existe plusieurs logiciels qui
peuvent calculer ces modes, nous avons congu nous-meéme un programme simple. Le
calcul des valeurs propres a été fait par la méthode d’Arnoldi via la commande eigs
du MATLAB. Dans ces calculs, une attention particuliére a été consacrée a l'ana-
lyse de Perreur et au choix du maillage optimal. La comparaison avec des modes

des fibres cylindriques calculés analytiquement a montré une bonne précision.

La méthode de propagation des faisceaux procede, comme son nom lindique,
en calculant le champ électromagnétique dans une section droite a partir de sa
valeur & une section précédente proche. Puisque nous avons considéré une BPM
vectorielle en différences finies, la section droite est discrétisée d'une facon identique
A la discrétisation pour le calcul des modes. Ainsi, la construction des matrices
discrétes de la section droite, qui constitue la plupart du programme, a été faite
en modifiant légérement les matrices construites pour le calcul des modes. Pour un
coupleur uniforme en z, la BPM a donné exactement la méme transmission que le

battement des supermodes.

Pour valider le modeéle au complet, ainsi que la partie de la transmission optique,
un coupleur réel a été fabriqué et la puissance en fonction de la longueur d’onde dans
les deux fibres de sortie a été mesurée. Cette transmission a été comparée avec la
transmission calculée par les deux méthodes. La correspondance a été relativement
bonne, considérant le fait que les courbes de transmission du coupleur sont tres

sensibles aux changements dans le profil d’indice.

La correspondance aurait été sans doute meilleure si les parametres expérimen-
taux avaient été évalués sur toute la longueur de la zone chauffée au lieu d’un seul
point au centre du coupleur. En plus, ce coupleur, n’étant pas fabriqué dans une
salle blanche, peut contenir des impuretés, comme par exemple de la poussiere,
qui induisent des pertes qui, comme nous l'avons vu au chapitre 5, sont non

négligeables. Il est clair que notre modele ne peut pas tenir compte de telles pertes.

En terminant, nous considérons que le but de cette these a été atteint. Notre
modele a été capable de décrire le comportement du coupleur a partir de la recette

de fabrication en effectuant seulement quelques mesures préliminaires simples. Nous
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espérons que ce modele sera un outil utile aux designers des coupleurs pour conce-

voir de nouveaux composants ou pour améliorer les recettes actuelles de fabrication

des coupleurs.
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ANNEXE I

FONCTIONS HOLOMORPHES ET TRANSFORMATION
CONFORME

Nous donnons dans cette annexe quelques notions de la théorie des fonctions
d’'une variable complexe. Nous nous limitons aux seules définitions et propriétés
qui sont utiles pour la compréhension des méthodes utilisées dans cette these. Ceci
comprend la définition des fonctions holomorphes, leur relation avec les fonctions

harmoniques ainsi que la définition et les propriétés de la transformation conforme.

I.1 Fonctions holomorphes

Ce qu’on entend par fonction d’une variable complexe : z = x+4y est un nombre
complexe variable qu’on peut représenter par un point de coordonnées (z,y) et on
se donne une fonction complexe de la position de ce point. Si X = P(z,y) et Y =
Q(x,y) sont la partie réelle et imaginaire de cette fonction que nous désignerons

par Z = f(z), on aura

Z = f() = Pw.y) +iQ(z,y). (L1)

La continuité au point 2 = g + iy se traduit par le fait que, a tout ¢ donné

positif, on peut faire correspondre o tel que

1f(z) = f(zo)] <€ si |z—2|<a.

Pour qu'il soit ainsi, il faut et il suffit que P(z,y) et Q(z,y) soient continues au
point (g, ). Si lon introduit le point représentatif de Z = X + ¢¥, on voit
que la fonction Z = f(z) définit une transformation ponctuelle : X = P(z,y),
Y =Q(z,y).

Une fonction f(z) définie dans un domaine contenant le point zp est dite mo-
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nogene au point zg lorsqu’elle admet une dérivée en ce point, ce qui signifie qu’il

existe un nombre fini ag tel que

f(2) = f(z0)

AR

tende vers zéro lorsque |z — 2| tend vers zéro. Autrement dit, a tout e positif
correspond «a tel que le module de 'expression ci-dessus soit moindre que € si
2 — zp| < . Alors aq est la derivée au point zo. Il est clair que f (z) ne peut étre

monogene au point zg que si elle est continue.

Une fonction f(z) qui est monogeéne en chaque point d'un domaine D est dite
holomorphe dans ce domaine. Sa dérivée est alors une fonction de 2 dans D, on la

désigne par f'(z). Ceci implique que D ne contient pas de point a I'infini.

Regardons plus attentivement la condition de 'existence de la dérivée. Vu que
z=1(2+%) et y = —4i (2 — z), toute fonction de z et y est une fonction de z et

z. Donc, on peut écrire

P(z,y) +iQ (z.y) = f(2,2)

df—»af¢f+—id~
0z
d’ou if af o1
Fz) = dz 0z t 9z 0z |dl;|%o dz'
Mais
dz m bx—idy . 1-— Zgg

lim — = _— —

ldzl—0 dz |dz|—>0 S +idy oz, 6y—>0 1+ Z"U
qui a une valeur indéterminée, parce que éx et 6y peuvent aller a zéro indépendam-
ment 1'un de Pautre. Donc, une dérivée bien déterminée peut exister seulement

si:
af

=~ (L2)

A T'aide de la relation

of Ofox _0fdy

9z Or0z @ Oyoz (1.3)
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(1.2) s’écrit

19f 1.0f 1/oP 0Q\ 1 (0P .0Q\ _
28x+268y_2(8x+28x>+22(8y+28y>_O (14)

or oy  ox Oy

Ces relations sont connues sous le nom des équations de Cauchy-Riemann.

d’on
(L5)

On peut montrer que si f(z) est holomorphe dans un domaine D, sa dérivée
est elle-méme holomorphe dans D. Il s’ensuit que f(z) a des dérivées de tous les
ordres. Les fonctions P(z,y) et Q(z,y) ont donc des dérivées partielles de tous les
ordres : en particulier, les dérivées partielles secondes existent et sont continues,
les dérivées partielles prises par rapport a x puis y ou par rapport a y puis x sont

égales.
En dérivant les égalités (1.5), on obtient

PP BQ PP 5Q
or2  dzdy’ Oy 0Oxdy

et par conséquent , .
%»E{; -+ %y]; = 0. (1.6)
De méme, en dérivant (1.5) respectivement par rapport a y et z, on voit que @
vérifie la méme équation que P. Ainsi, la partie réelle et imaginaire d'une fonction
holomorphe dans un domaine D, sont des solution de I'équation de Laplace et sont

appelées fonctions harmoniques.

1.2 Transformation conforme

Soit Z = Q(2) une fonction définie sur un domaine (d) du plan (z,y) auquel elle

fait correspondre un domaine (D) du plan (X,Y).

Telle qu’elle est schématisée & la figure 1.1, la représentation du domaine (d) en
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> >
0 y 0 Y
Fic. I.1 Schéma d’une transformation conforme

le domaine (D) sera dite conforme si et seulement si la fonction 2(z) est :
1. définie et continue dans (d);
2. bijective;
3. holomorphe et de dérivée non nulle dans tout le domaine (D).

Cet ensemble d’hypotheses assure l'existence d’une correspondance inverse de
(D) sur (d), notée z = Q~1(Z).

Considérons un point zy sur (d). Soit C : § — f(0), a < § < 3, une courbe en
(d) qui passe par zo. Supposons que la dérivée f’ existe et qu’elle soit différente de
zéro. Si z = f(6), alors le nombre complexe f'(6p), interprété comme un vecteur,

est le vecteur tangent de C a 2.

L’image de C, par la transformation 2 est la courbe

C* 0 — F(0):=Q[f6)], a<0<p.

Le vecteur tangent de C* & 'image Zg := §2(z0) de zy est donné par

F'(80) = ' (z0) f'(60)- (L7)
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Puisque la transformation §2 est conforme : €' # 0, on peut écrire

argF'(60) = argf'(6) + argS¥(zo). (1.8)

Cette relation implique que I'angle entre les vecteurs tangents a C en 2 et
4 C* en Zy est égal a argfl(z). Donc il est indépendant de C. Il s'ensuit que
chaque ensemble de deux courbes passant par zo et qui forment un angle v a 29
sont transformées en deux courbes formant le méme angle v (mesuré dans le meéme

sens). D’oti le nom : transformation conforme.
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ANNEXE II

CHAMP DE VITESSE

Dans cette annexe, nous dérivons une expression pour la vitesse interne durant
la fusion des coupleurs en utilisant la méthode de Hopper-Richardson. Comme cette
méthode a été plutot développée pour calculer I'évolution de 'interface extérieure,
quelques ajouts & la méthode sont nécessaires. Dans ce qui suit, nous allons utiliser

des notions de la théorie des fonctions d’une variable complexe.

Notons que, contrairement au traitement de Hopper et Richardson, la dérivation
des équations est faite & partir des équations de Stokes. Hopper par contre a exploité
les méthodes développées pour la théorie de l'élasticité plane. Les équations de
Stokes ressemblent a celles de cette théorie dans le cas limite ou le matériau est
incompressible. Pour obtenir cette équivalence, la vitesse doit étre remplacée par le
déplacement, la viscosité par le module de cisaillement, et le coefficient de Poisson

doit prendre la valeur 1/2.

II.1 Potentiels complexes

II.1.1 Rappel des équations de Stokes

Les équations de Stokes sont introduites au premier chapitre et ici nous faisons
seulement un court rappel. L'écoulement est considéré bidimensionnel dans le plan

de la section droite du coupleur oll un repére cartésien (z, y) est défini.

L’équation de Stokes s’écrit
VF=0 ou Vp=puVV (I1.1)

oll 7 est le tenseur de contraintes, p la pression, u la viscosité et V' la vitesse.
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L’équation de continuité est donnée par
V-V=0 (11.2)

et la contrainte a l'interface extérieure par

—

T, = —ykil (I1.3)

ol v est le coefficient de tension superficielle,  la courbure et 7 la normale vers

Pextérieur du liquide.

I1.1.2 Introduction des potentiels complexes

En utilisant U'identité vectorielle pour I'expression du Laplacien vectoriel
V2V =V(V V)=V x (VxV) (IL.4)

et en introduisant le vecteur rotationnel ou la vorticité : & = V x V on obtient

pour un liquide incompressible (I1.2)
VWV = -V xd. (IL5)

L’équation de Stokes (I1.1) se met ainsi sous la forme équivalente

-

Vp=—uV X @. (11.6)

En prenant la divergence puis le rotationnel membre & membre de I’équation ci-

dessus on déduit respectivement (si 4 = constante)

V2p =0

- . (117
Vg =0. )

Donc les champs de pression et de rotationel vérifient tous les deux I'équation de

Laplace. La condition d’incompressibilité (I1.2) implique I'existence d’une fonction
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de courant ¥ (z,y) qui vérifie les relations

ov ov

U = — NV = ——
' By B

(1L.8)

oll u et v sont les composantes de la vitesse selon les axes x et y respectivement.

Ces relations se démontrent tres simplement

ou Ov ov 0
. _:0@ _ — ———d/:-—— d, 11.9
Jz " oy R N 6y/vT (IL9)
d’ott nous voyons que nous pouvons choisir ¥ = — [ vdz. Utilisant I'expression
explicite du rotationnel
dv  Ou
- = I1.10
“Tor by (IL.10)
les relations (I1.8) conduisent a
VU = —w. (IT.11)

En prenant le laplacien dans 'équation ci-dessus et en utilisant la deuxiéme relation
en (I1.7), nous obtenons
Vi = 0. (I11.12)

Done, la fonction courant pour I’écoulement de Stokes vérifie 'équation bihar-

monique. De la forme explicite du rotationel (I1.10), nous observons que

ow 0% 0%

—_— = — — . 111
oxr  0x? 0x0y (I1.13)
De plus, de 'équation de continuité (IL.2), il découle que
Pu 0%
—_—— = . 11.14
ordy  Oy? ( )
D’olt on déduit que
00 _ 2, (IL.15)

i
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De méme fagon on peut déduire
— = -V?u (11.16)

En combinant ces relations avec I'équation de Stokes (II.1), on peut déduire que w

et p/u satisfont les équations de Cauchy-Riemann

dw _9(p/1)
ox oy

, .17
du __ 2/ D
Oy or

Donc w et p/u sont des fonctions harmoniques conjuguées et en conséquence elles
représentent les parties réelle et imaginaire d’une fonction holomorphe : ¢ = w +

i p/p de la variable complexe n = z + iy (Annexe I).

Dans ce qui suit, nous allons noter avec un prime (’) les dérivées par rapport
A la variable complexe indépendante et avec une ligne ou un tiret au dessus la
variable complexe conjuguée. La dérivée d'une fonction holomorphe est aussi une
fonction holomorphe. Introduisons maintenant parmi le nombre infini des fonctions
holomorphes dont la dérivée est : —g, la fonction

4¢ (n) = 4g1 (z,y) + 4igs (z.y) .- (11.18)

Ici les fonctions g, et g, sont respectivement la partie réelle et imaginaire d’une
fonction holomorphe ; donc elles sont harmoniques. Nous avons choisi la fonction
4¢ (n) telle que

A (1) = —w — i%. (1L.19)

Maintenant introduisons une fonction réelle

G (z,y) = zg1 (2,y) + yge (z,y) — ¥ (z,y). (11.20)
En prenant le laplacien nous obtenons

VIG = 2V, +y VP +2 (42 + 52 ) - VU

. (I1.21)
= 498 _ V2¥ = 4Re¢/ (1) — V2U = — (w + V) = 0.



d’otl il découle que G est harmonique. Maintenant introduisons encore une autre
fonction holomorphe x (n)dont la partie réelle (qui doit étre harmonique) est donnée
par

Re[x (n)] = =G (z,9). (11.22)

L’équation (I1.20) s’écrit maintenant

U (z,y) = [zg1 (x.y) +yg2 (z,y)] + Re [x (m)] . (11.23)

Mais nous voyons a partir de (I1.18) que zg; + yg» = Re[7j¢ (n)] d’ou

U (z,y) = Re[fi¢ (n) + x ()] - (11.24)

Donc la fonction courant est exprimée en termes de deux fonctions holomorphes
¢ (n) et x (n) qui sont appelées potentiels complexes. De plus, cette dérivation

provient seulement du fait que ¥ est biharmonique.

La relation (I1.24) s’écrit sous la forme

20 = 7i¢ (n) +n¢ (n) + x () +x (n) (I1.25)

qui est d’ailleurs la solution la plus générale de I'équation biharmonique. A partir

des relations

n+1 -1

n=x+iy, N=2—1ty, T= W= (11.26)

B

il découle 1'équivalence des opérateurs

0 0 0 0 0 0
_—= — — i — = —ti—. I1.2
on Oz Z(‘?y’ 2877 ox Z8y (1L.27)

De (I1.8), on remarque que

. ov oV oV ——
—v+tu = —8—54—25?/——2% = ¢ (n) +n¢' (n) + X' (n). (I1.28)

La relation ci-dessus donne Iexpression de la vitesse & ’aide des potentiels com-



plexes. La pression, elle aussi, est donnée a l'aide de la relation (I1.19) par

p=—4plm (¢’ (n)]. (11.29)

Le probleme d’écoulement de Stokes se réduit a la détermination de deux fonc-
tions holomorphes, ¢ (n) et x (n). Les composantes de la contrainte s’expriment
a T'aide de ces potentiels complexes de la fagon suivante. La forme (V7 = 0) de
’équation de Stokes s’écrit dans le cas bidimensionnel

aTxm aTmy 8Tﬂﬁy 8Tyy

et =0 Gt =0 (I11.30)

La premiére relation ci-dessus représente la condition de l'existence d’une fonc-

tion B(x,y) telle que
0B OB

— = ~Tay, T = Tux-
ox v oy =

Ces relations se justifient de la méme fagon que (I1.8). La seconde relation de (I1.30)

(I1.31)

représente la condition de I'existence d’une fonction A(z,y) telle que

0A 0A

o T i = —Typy. (I1.32)
La comparaison de (I1.31) et (I1.32) montre que
% _ %l; (11.33)
d’otr il découle l'existence d’'une fonction U(z,y) telle que
A= %g—, B= (;—(y] (I1.34)

En substituant les valeurs de A et B dans les équations précédentes, nous voyons
qu'il existe toujours une fonction U(z,y), par laquelle les composantes de la con-
trainte sont données de la maniere suivante

. U o0*U 0*U

Tax 8y2 y o Tay = Tyz = _8x—ay’ Tyy = W (1135)
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Cette fonction est utilisée couramment dans la théorie d’élasticité et elle est appelée
fonction d’Airy ou fonction de contrainte. A partir des relations (IL9), (3.1) et
(I1.35), nous pouvons écrire

ou ov

En prenant le laplacien dans I'équation ci-dessus on obtient
ViU = 0. (11.37)

Donc la fonction U(z,y) vérifie 'équation biharmonique. Comme dans le cas de
la fonction courant ¥, cette fonction admet une représentation semblable a l'aide
de deux fonctions holomorphes, mais nous sommes intéressés a la relation entre
U(z,y) et les potentiels complexes ¢ (n) et x (n). En tenant compte des relations
(I1.36) et des opérateurs (I1.27) on déduit que

— Sulm[¢/ (n)].  (IL38)

o?U  9°U g .0 ou  oU o*U
—t g =i )\t =4 —
ox?  0Oy? oxr Oy ox Ay onon

En intégrant deux fois la derniére égalité de la relation ci-dessus, on obtient

U = 2pIm [ (n) + x (n)].- (11.39)
Au lieu d’une fonction arbitraire de n nous avons choisi x (n).

Maintenant, nous sommes capables d’exprimer la condition & la limite (IL.3) a

I'aide des potentiels complexes ¢ () et x (n).

Considérons une partie de la frontiere comme celle montrée a la figure I1.1. Les

composantes de la contrainte 7,,, normale & la frontiére, sont donnés par

The \ _ cos (n, )
( Ty > - < COS (TL, y) > (1140)

ol (n,z) et (n,y) sont les angles entre la normale vers I'extérieur a la frontiere et

il



Y

/
L)D!.
L

Fic. 11.1 La contrainte & la frontiere

les axes z et y respectivement. Dans une forme plus détaillée, on écrit

0?U o*U
The = Taz €08 (N, T) + Tay €08 (n,y) = ——5 cos (n,x) — cos (n,y)
Oy? oxoy
) o (I1.41)
T, cos (n, x) + Ty cos (n,y) aUco (n1)+dUos(n )
= Tyz €08 (N, 1) + Ty cos (N, y) = — s(n,r) + —==c¢ JY)-
v w O By oa? /
Mais on remarque a la figure II.1 que
. dy
cos (n, ) = cos (Tfy + o) = —sin (a) = ——
ds (I1.42)
cos (n,y) = cos (a) = do
’ ds
Il en découle que
d (oU d (oU
Tpe = —— | — Toy=—1|——]. 11.43
’ ds(é‘y) Y ds<8m) ( )
Ici nous avons utilisé 'opérateur g‘i- = E%d_: + %d—‘z‘ Donc, on déduit pour la

contrainte complexe

= id [ 245 ) % (ﬁ¢ () +x () = ne(n) —x (77))7 (11.44)



L’expression ci-dessus donne la représentation de la contrainte a la frontiere a I'aide

des potentiels complexes. De la condition & la limite (I11.3), on peut écrire
The = yksina T, = —yKcosa. (I1.45)
Il en découle que

(Tne + iThy) ds = yda (sin o — i cos o) = —7yd (cos a + i sin @)

) (I1.46
(2 4 i) = —a (%), )

En comparant cette relation avec (I1.44) nous obtenons la condition & la limite sous

la forme suivante

$(n) —nd' () —x (n) = —-2%%. (11.47)

Pour avoir la méme notation que Hopper [28], nous faisons le changement

vl

X' () = i— (I1.48)

Les deux nouvelles fonctions ¢ (n) et ¢ (n) ainsi obtenues, sont aussi holomorphes.

Avec ce changement la condition & la limite (I1.3) prend la forme

¢ (n) +n¢ (n) + 4 (n) = ik (11.49)

et la vitesse complexe (I1.28) s’écrit maintenant

2(u+iv) = ¢ (n) —nd (n) — ¥ (n). (IL.50)

Notons que Hopper, pour présenter sa méthode, est parti directement des équations
(IL.50) et (11.49).

En conclusion, nous avons transformé le probléeme de Stokes [(II.1)-(I1.3)] en le
calcul de deux fonctions holomorphes qui vérifient 1'équation (I1.50) dans tout le

domaine, et ’équation (I11.49) a la frontiere.
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I1.1.3  Unicité du champ de vitesse

La question a laquelle on essaye de répondre dans cette section est la suivante : la
condition & la limite (11.49) détermine-t-elle la vitesse de fagon unique ? Considérons
le cas simple quand la forme du profil est un disque de rayon R. Dans ce cas, on
sait que la force de tension superficielle est uniforme a la frontiere et le champ de
vitesses est nul partout. Pour un point n sur le contour de ce domaine, c’est-a-dire

le cercle, nous avons 7 = R?/n et (I11.49) devient

o) = -7 (2} -4 (5) -2 W=R sy

Ici nous avons utilisé la notation : f (n) = f (7). Le membre gauche de (IL.51) est
une fonction holomorphe pour |7| < R et on remarque que le membre droit est
holomorphe pour || > R. Donc, la condition a la frontiere (I1.49) fait que ¢ (1)
soit continue analytiquement dans tout le plan, comme une fonction entiere, et
ses valeurs pour |n| > R sont données par le membre droit de (I1.51). Maintenant

remplacons dans (I1.51) n = R?/7j et prenons le conjugué complexe :

_ By () _aRL _
s =-Tom-o(T) -2 w-r @

La fonction ¢ (n) est continue analytiquement dans tout le plan comme une
fonction entiére et ces valeurs pour |n| > R sont données par le membre droit de
(I1.52). Avec cette continuité, les relations (I1.51) et (IL.52) sont équivalentes et
tiennent pour tout 1. On remarque que le membre droit de (I1.51) se comporte
comme une fonction linéaire pour les valeurs de || élevées, donc ¢ (1) doit étre une
fonction linéaire de 7. De la méme fagon, & (I1.52) on remarque que ¢ () doit étre

une fonction constante. Ainsi

¢ =a+bn et P(n)=c (11.53)

avec a, b et ¢ des constantes complexes. En les remplagant dans (I1.51) ou (I11.52)
on remarque qu’il faut qu’elles vérifient la relation

a+bn=—-bp—2c— (I1.54)

nR"
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pour tout n, d’oit ¢ = —a et Re{b} = —v/2uR. Alors dans ce cas, il découle que

d(n)=a+ {—L + iIm{b}] n et Yn) =-a (IL.55)
2uR
ol a et b sont des constantes arbitraires et Re et Im sont utilisés pour la partie
réelle et imaginaire. On peut faire une interprétation immédiate de ces constantes.
En remplacant (I1.55) dans (I1.50), on remarque que ¢ (n) et ¢ (n) correspondent
au champ de vitesse
u+iv=a+1Im{b} n #0. (I1.56)

Le premier terme du membre de droite représente une translation uniforme,
et le second terme représente une rotation par rapport a l'origine avec la vitesse
angulaire Im{b}. Donc on conclut que la condition de frontiere (I11.49) détermine
la solution, & une translation et une rotation pres. Physiquement, pour avoir une
solution unique, on doit annuler le moment angulaire et la quantité de mouvement.
Comme on voit plus loin, la présence des symétries selon les deux axes z et y, aide a
éliminer la rotation et la translation. Une seule symétrie selon I'un des axes élimine

seulement la rotation et I'unicité en translation est obtenue en prenant ¢ (0) = 0.

I1.2 Calcul de la vitesse

11.2.1 Transformation conforme

L’évolution de la section droite du coupleur est donnée comme une représenta-
tion ou transformation conforme d’un disque unitaire. Ce disque est pris comme
référence fixe, et c’est la transformation qui évolue pour donner 1’évolution de
Pécoulement au cours de la fusion. Les points du plan complexe du disque sont notés
¢, ceux du plan complexe du profil 7, et la transformation conforme n = Q (¢, t).
Le profil du coupleur est 'image du disque |¢| < 1 & l'aide de la transformation 2.
Donc, le probléme d’évolution de notre profil est amené a trouver cette transfor-
mation. Les points & la frontiére du disque, donc sur le cercle unité, sont notés o

pour les distinguer des points généraux du disque {. Donc, & la frontiere on a les
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relations suivantes
v — 1 LY
c=¢vY, g=~—. |lo|=1, do=ie"dv (IL.57)
o

ot l'angle v est mesuré dans le sens anti-horaire. Dorénavant, tous les calculs sont
effectués dans le plan ¢. Donc au lieu des fonctions ¢ (1) et ¢ (1), nous utilisons les

nouvelles fonctions

P(Q)=0[2(Q)], ¢ () =vIQ()]. (I1.58)

Pour écrire la condition & la frontiére a 1'aide de la transformation conforme (un
point quelconque n & Uinterface gaine-air est I'image d'un point ¢ du cercle uni-

taire), on calcule d’abord

dn  dn (o) do O (0) iedv . Q' (o)
— = = ; = ; =10 ; .
ds |dn| [ (0)l|de] [V (0)] dv € (o)

Avant d’utiliser cette relation dans (11.49), simplifions les équations en introdui-

sant les variables sans dimension

F=o k=kR ry =52

P U (11.60)
p=p"— V=t =L
¥ Y pR

oll un astérisque dénote les variables réelles, 7 le vecteur de la position et ¥ une
échelle caractéristique de la longueur dans le plan de la section droite. Par exemple
R pourrait étre le rayon du cylindre final dans le cas d’une fusion complete. Avec
ces nouvelles variables adimensionelles, u et v disparaissent de nos équations, par
exemple ’équation de Stokes s’écrit maintenant ﬁp = V2V et la contrainte & la

limite est : T, = k#i. Maintenant la condition & la limite (I1.49) devient

” Qo) — = — _ _ oY (o)
60+ ¥ @+ =~y (1L.1)
Ici nous avons utilisé la relation
& = 200 _ 910 e2)
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La relation (IL.50) pour la vitesse complexe prend la forme

O ——  —
2 Q)+ ()] = 6(0) — LT - D10 (11.63)
()
En combinant cette équation avec (I1.61) on obtient pour la vitesse & la frontiere
Vo, t)=u(o) +w(o)=¢(0o)+ % (I1.64)

Cette équation s’applique seulement & la frontiere.

Imposons la condition 2 (0,¢) = 0, qui est juste une convenance mathématique,
mais qui peut amener & un mouvement comme un corps rigide du profil de coupleur.
Considérons maintenant un point 7 a la frontiére de notre profil, I'image d’un point

o 4 linstant t. Donc, ce point est = Q (0,t) = Q (e, 1).

Mathématiquement nous supposons que la forme du profil évolue d'une fagon
régulieére, c’est a dire que (%Q (0,t) est une fonction continue. Pour une augmenta-
tion dt en temps, ce point se déplace au point Q (o, t)+V (o,t) dt. Conformément a
la représentation choisie, ce nouveau point doit correspondre a €2 [e“”*d”), t+ dt},
c’est A dire & I'image dans le plan complexe 7, & U'instant ¢ + dt, d’un point (pas

nécessairement le point original) du cercle unitaire dans le plan complexe . Donc

Q [e0Ha0) ¢+ dt] = Q (™, 1) + V (e, 1) dt (IL65)
= Q (e, 1) + Q' (e, 1) iedv + 2Q (e, 1) dt. '
Le changement en v dépend en méme temps de v et de ¢, et en conséquence on

peut écrire

s, ,
dv = 5 (o,t)dt (I1.66)

o1 la fonction inconnue 20 (o, t) est réelle. En remplagant dans (11.65) la valeur

de la vitesse donnée par (I1.64), on obtient

ofY (o,t)

9 9
I SR o U .Y ‘ o ‘
o Lo iog O+ F o) (IL67)
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et apres un arrangement :

¢(o.t) 1 L0 £Q(o,1)
15;0(0:1) +O'Q/(0',t)‘

ORI (TL.68)

Maintenant, on sait que les fonctions ¢ (¢, t) et %Q (¢, t) sont holomorphes. Par
définition de la transformation conforme, on sait que €' (¢,t) # 0 dans [{| < 1.
Dans ce domaine, pour ne pas avoir de points critiques (¢ = 0), nous avons choisi
Q(0,t) = 0 et en conséquence 2Q(0,) = 0. Pour la méme raison on choisit
# (0) = 0. Cela est justifié parce que, comme nous l’avons déja discuté a la section

sur I'unicité du champ de vitesse, il y a une indétermination des fonctions ¢ (¢) et

X9}

Donc, le premier et le dernier terme de 1'équation (I1.68) sont des valeurs a la
limite des fonctions holomorphes dans |¢| < 1. Il en découle que les deux termes

entre les crochets sont la partie réelle et imaginaire des valeurs a la limite d’'une

fonction holomorphe dans |¢] < 1. La partie réelle de cette fonction est connue et
selon le théoreme de Schwarz, cette fonction est donné par l'intégrale de Cauchy

de la forme suivante

1 1 o+¢
F{(t)=— d <1 11.69
(1) 2m]{2|§2’(0,t)|0(0—§) o Kl (1L.69)
ot intégrale de contour est calculée sur le cercle unitaire [o| = 1. Les intégrales de
Cauchy comme (I1.69) définissent une fonction qui est holomorphe dans le domaine
|¢| < 1 et dans |¢| > 1, mais non-continue sur |¢| = 1. Nous sommes concernés par
la limite lors qu'on s’approche & un point de la frontiére, de intérieur du domaine.

Cette limite est donnée par la formule de Plemel;

1 1 1 o+ 09
F(op,t =—————+—,]{ do. I1.70

(00,2) 21 (00, 8)| 270 ] 2|V (0,)] 0 (0 — 00) (IL.70)
L’intégrale ci-dessus a un point singulier (0 = ) et pour cette raison, c¢’est au sens
de la valeur principale qu'elle va étre utilisée. De cette fagon, la fonction F (C,t) est
complétement déterminée, soit & la frontiere (IL.70), soit a l'intérieur du domaine
(I1.69). Une simple vérification nous montre qu’a la frontiére la partie réelle de F’

est vraiment -z—m parce le dernier terme en (I1.70) est imaginaire a cause de la
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relation suivante

(E2) (%) - ety @ )

Maintenant, en remplacant F (¢, t) dans 1'équation (I1.68) et en tenant compte
du fait que chaque terme est la valeur limite d’une fonction holomorphe continue

dans |¢] < 1, on obtient Pexpression explicite

568 = X (COF N+ 2060 AL (172)

On a fait ici un prolongement analytique en remplacant o par (. Revenons de
nouveau & la frontiere. En dérivant (I1.72) par rapport & o et remplagant le résultat
a (I1.61) on obtient

[—0 (0,8) F (0.6) + 5 (0.0)] +

- o (o (11.73)
—g%% [—oY (0,t) F (0,t) + %Q (0,t)] + 4 (o) = ——~|§?/(Ef))|.
Apres quelques arrangements :
D0 = o (0,1) [F (0,1) — m] ~ 20(0, 1)+ _—
;’,((‘; tg) L [0 (0,t) F (0,t) — 2Q(0,1)].
Utilisant (I1.70), on remarque que le premier groupe entre les crochets n’est rien
d’autre que [ F (o ] Alors, avec d’autres arrangements on obtient

Y (0,8) 0 (0,1) = =¥ (0,t) F (0,t) o (0,t) — ' (0,1) 22 (0, 1) (IL75)

+Q (0, )& [0 (0,1) F (0,8)] = (0, 1) 45 [52 (0, 8)] -

La continuité de BQ(C t) avec lexistence des dérivées QM (¢, t) implique
2V (¢ 1) = [ Q(¢,t)]. On remarque aussi que LQO(0,t) = — 50 (0,1), et
lequatlon (II.75) devient

% [Q (0,1) 0 (o, t)] + (0, (0,1) = 58; [ag' (0,6)Q (0, O F (a,t)] . (IL76)

L’équation ci-dessus est une des équations de 1’évolution de notre profil. Elle s’écrit
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aussi sous la forme équivalente

- 1" 20 (o,
¥ (o,t) = Q(o,t) [(1 + 0%,((58) F(o,t)+oF' (0, t) — %(/z(;t)t)] -

- [ (IL.77)
o (0,t)F (a,t) — 2Q (0, 1).

Maintenant, supposons qu'on peut deviner intuitivement la forme de (2 (o, to)
A un instant to. Alors, toutes les quantités dans (I1.76) ou (IL.77) sont connues
4 Pexception de 9 (0,t) et 2 (0,tp). On exige que 2.Q (o, to) soit choisi d’une
telle maniére que v (o,t) soit la valeur a la limite d'une fonction holomorphe et

univalente dans |[¢| < 1. C’est un probleme de prolongement analytique.

11 parait quen principe (IL76) ou (I1.77) détermine 2 (o, t) uniquement & un
mouvement comme un corps rigide pres. 1l est tres difficile de résoudre (11.76) ou
(I1.77) directement, méme si le probleme est bien posé mathématiquement. Mais, si
on choisi une description paramétrique le probléme se simplifie. Dans ce cas il faut
montrer que la forme paramétrique choisie satisfait (IL.76), au moins en principe;
c’est & dire que les parameétres qui déterminent cette forme, peuvent étre choisis
tels que (IL.76) soit vraiment la valeur & la limite d’une fonction holomorphe dans
|¢| < 1 et univalente. En faisant nul le coefficient devant les termes singuliers, ces
parametres peuvent étre déterminés. Le probleme est maintenant de deviner cette

forme paramétrique.

11.2.2 Description paramétrique de la transformation

Supposons que 1 = g ({) représente une transformation conforme du disque
unitaire |¢| < 1 du plan complexe ¢ dans un domaine D du plan complexe 7. Nous
allons examiner les effets qu’apporte 3 cette transformation, le fait d’ajouter a
g (¢) un pole simple dans |[¢| > 1 qui est permis d’approcher a un point quelconque
0 = e dans le cercle unitaire || = 1. Plus tard nous verrons que g (¢) doit étre
soumnise & quelques restrictions. Pour commencer considérons que g (¢) transforme
le disque unitaire en un domaine D convexe. Nous allons aussi supposer que g (¢)
est holomorphe & ( = 0y et nous allons demander que la frontiere 0D de notre

domaine D, ait une tangente bien définie & ny = g (09¢), ¢’est-a-dire g’ (o¢) # 0.
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Maintenant considérons la transformation donnée par

B¢
1=

n=8Q(¢) =g+ (IL78)
avec 3 et v deux parametres complexes, et |y| < 1. Il ne faut pas confondre le
parametre complexe v avec le coefficient de tension superficielle. Sans perte de
généralité, nous supposons que le pole a ( = 1/ dans (I1.78) s’approche vers

oy = €™ selon un rayon. Donc, on peut écrire
v =(1—¢)e™ (IL.79)

o1 0 < € < 1 et nous somimes concernés a la limite ¢ — 0. Pour que la transfor-
mation Q (¢) ne devienne pas critique & proximité de oy il faut que § — 0 lorsque

¢ — 0%. Pour cette raison supposons que
B~ bee!™  quand € — 0F (11.80)

avec b > 0 une constante réelle et oy un argument réel. Nous voyons que si ¢
n’est pas & la proximité de oy, alors Q(¢) — g (¢) pour € — 0. Maintenant pour
focaliser notre attention & ce qu’il se passe avec l'image de la portion de [o] =1 a

la proximité de o, nous considérons
o = et = gyt (IL.81)

avec s un parameétre réel. En remplacant cette expression a (II 78), exploitant
(IL.79) et (I1.80), et en prenant la limite ¢ — 07 (cos (sg) = 1—= ;

on obtient

et sin (se) ~ s¢)

= bet i(vo—ap) _1
n=9goo) +be = (I1.82)

g(ao) %be vo— ) lbez(vo o) 1= s+jz2s

qui est I'équation paramétrique d'un cercle de rayon b/2 et son centre est situé a

. 17 i(vp—a 3 — . N @
n = g(0o9) + 1be' o). Le point 19 = g (0¢) dans ce cercle correspond & s — +oo.
Pour étre sfir que ce cercle n’empiete pas sur notre domaine original D, son centre
doit étre situé sur la normale & 0D, au point 1y = g (0p) et dirigé vers I'extérieur
3 0 0 )

qui se réalise lorsque

ag = —arg{g (00)} . (I1.83)
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L’angle que forme la tangente au point gp = €' avec l'axe x dans le plan ¢
est m/2 + vg. Selon linterprétation géometrique de la dérivee (annexe I), l'angle
formé par la tangente au point 79 = g (0¢) avec 'axe x dans le plan 7 est 7/2 +
vo + arg (¢' (¢o)). Doy, il est clair pourquoi la relation (I1.83) doit étre verifiée.
Avec cette condition en vigueur, & la limite ¢ — 0%, le domaine D qui est I'image
du disque unitaire [¢| < 1 par la transformation Q (¢), est composée du domaine
original D donné par g (¢), plus un disque circulaire de rayon b/2 qui touche 0D au
point 19 = g (¢o). La relation (I11.83) est une condition nécessaire pour que la famille
des transformations que nous sommes en train de considérer, soit déterminée d'une

facon unique. Mais, on peut arriver a la méme conclusion autrement.

A la limite £ — 01 le pdle ¢ = 1 /7 se déplace vers { = oy, mais avec lui, sont
les zéros de la dérivée ' (¢) = ¢' (¢) + -(—1-_‘2—02 qui font la méme chose. Ces zéros

sont au point ou

—tag ) 2

( ~ og +ic? { : } o e — 0t (11.84)
g'(00)

Pour que la transformation soit conforme dans |¢| < 1 (dérivée non nulle) il faut

que ces zéros restent dans |¢| > 1. Pour réaliser cela, il faut que le terme entre les

crochets dans (I1.84) soit réel. Donc il faut que la relation (I1.83) soit vérifiée.

A ce point, on peut faire une remarque trés importante qui sera utilisée plus
tard : Si le disque circulaire qui a été greffé dans le domaine original D a un centre
situé & 1 = a et son rayon est r, a la limite ¢ — 07 les relations suivantes sont
vérifiées

Q) —=a et BY(y) -1 (IL.85)

Démontrons ces relations.
Q1) =97 + 125 = 9 () + BT — g(00) + gbel0me)
p2e2 52 (I1.86)

/ _ iog b2e2 / € v
BY (y) = bee**og (7)+m—55|9 (C0)|+m_’ 1

Maintenant il est évident qu’on peut produire n’importe quelle configuration de

disques circulaires en contact 'un avec 'autre en utilisant la procédure ci-dessus.
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Pour le premier disque on peut considérer g (¢) comme un multiple de ¢ qui donne
un cercle centré & lorigine, ou d’une fagon plus générale, comme une fonction
bilinéaire avec son pole dans || > 1. Apres, on peut ajouter les autres disques I'un

apres 'autre.

En conclusion, une configuration de N disques en contact est donnée par la

transformation
Y B¢
QO =) T e (IL87)

j=1
11.2.3 Formule pour la vitesse

La conjuguée complexe de la transformation (I1.87), a la frontiere, a la forme

Qo) = Z b (11.88)

g =7
ol la relation & = 1/0 a été utilisé.

En remplacant (I1.87) et (I1.88) dans (II.76), et en prenant le prolongement

analytique, qui se réalise tout simplement en remplagant o par ¢, nous obtenons

0 / al ﬁj
'8_t l:Q (C’t)j;g_,y

J

B p
= 9]

a N
FYCORCH =55 [V GO
= (IL.89)

Les seuls points singuliers des deux cotés holomorphes de cette équation, dans
IC| < 1, sont les poles ¢ = ~; et donc leurs résidus doivent s’annuler. La valeur
du résidu est donné par le coefficient de (¢ — 7;)~*. C’est plus simple et plus utile

d’annuler celui du coté gauche, d’ou

d , _
7 [3;€ ()] = 0. (IL.90)

Il en découle que les combinaisons ;8 (+y;) sont des invariants, et de la deuxieme

relation en (I1.85) ces invariants sont

B () =75 (11.91)
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avec r; les rayons initiaux des disques et 7 =1,2,... N.

Maintenant nous annulons les coefficients de (( — 7)“2. La simplification de
(I1.89) nous donne

N N N (11.92)
Bi _ @i il
L; (C—)* CF Q) ]2::1 SRREE C€-)*
D’ou il est clair qu’on doit avoir
d; .
Wi — P () (11.93)

pour j = 1,2,... N. Il faut noter ici que I’équation ci-dessus n’est pas une équation
différentielle ordinaire de -y; seulement, parce que F (7;) dépend des 3; aussi. Les
équations (I1.91) et (I1.93) nous procurent 2N équations pour les 2N inconnus v,
et ,8]'.

On dénote le prolongement analytique de (I1.88) par

M =0 =) b (11.94)

Utilisant cette notation au prolongement analytique de (IL.77), et en remplagant
ensuite (I1.77) et (I1.72) dans (I1.63), on obtient

2ulC.1) + (. )] = (G OFC1) + 210G )

Q(Cat) - Ql(Cvt) o
oty

: —
e OF(GH - 2o n| - TETOFCH + 20,0,
ot ot

CHF(C ) + (G F(C ) (11.95)

C’est cette équation que nous allons utiliser pour calculer le champ de vitesse
interne. Pour calculer les dérivées par rapport au temps il faut d’abord exprimer

les 3; en fonctions des v; & I'aide de (IL91) et puis utiliser (I1.93) pour calculer les
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dérivées dry;/dt.

I1.2.4 Valeur des parametres pour quelques configurations simples

Dans une situation générale le nombre des parametres a déterminer dans la
transformation (IL.87), peut étre réduit de 2N a 2N — 1. De la définition de F' (()
en (I1.69), nous voyons qu’elle est I'intégrale d'un produit d’une quantité positive
et d’une fonction bilinéaire spéciale, alors, il est facile de montrer que les fonc-
tions F (v;) ont une partie réelle positive. Donc si y; # 0 alors |v;| diminue au
cours de la fusion. On peut donc choisir, v; = 0, & un temps initial quelconque,
avec la conséquence que v; = 0 pour tout le temps. Toute symétrie présente dans
le probléeme pourrait étre exploitée, pour réduire le nombre des variables et des
équations, ou pour les justifier d’étre réelles, ou une combinaison des deux. Si le
probléme est symétrique & un point ot deux disques se touchent, le choix v, = 0

est toujours possible mais dans ce cas, on ne peut pas utiliser la symétrie.

I1.2.4.1 Coupleurs 2 x 2

Le coupleur 2 x 2 est le coupleur le plus important pour les réseaux de télécom-
munications. Nous placons les centres des fibres, a 'instant initial, sur 'axe réel.
Done, I’axe majeur du coupleur correspond avec 1'axe réel. De la relation (I1.85)
on remarque qu’a l'instant initial Q(y;) = a;, avec a; le centre de la fibre et qui,
dans notre cas, est un nombre réel. Il en découle qu’a l'instant initial v, et -y, sont
réels. A cause de la symétrie sur I'axe réel, la valeur de l'intégrale (11.69) est un
nombre réel pour un argument réel. Donc, de la relation (I1.93), il s’ensuit que v,
et v, sont réels tout le temps. Si on utilise le choix 7; = 0 et on dénote v, = A, la

forme de la transformation devient

B¢
1-XC

Q(¢) = Bi¢ + (I1.96)
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avec 0 < A < 1. Les 3} sont évalués a 'aide de (IL.91), qui dans notre cas devient

Bi (Br + P2) =1y

e =

(11.97)

On remarque que la solution de ce systéme est une paire de nombres réels. Donc,
31 et 35 sont aussi réels et on peut enlever le signe de complexe conjugué dans les

relations ci-dessus.

Dans le cas des coupleurs symétriques au lieu d’utiliser le choix v, = 0, on peut
utiliser la symétrie pour déterminer les ;. Dans ce cas on peut noter : y; = —A,

Yo = A et J; = B = [ et la transformation devient

1 1

Q)= + . 11.98
© =5 (552 + T5¢) (1.98)
Méme si cette transformation reflete mieux la symétrie et qu’elle n’améne pas a
un mouvement de translation comme un corps rigide du coupleur, c’est la forme
(IL.96) que nous allons utiliser pour calculer le champ de vitesse. La raison est la
présence des points singuliers { = +\ dans les deux fibres. Les problemes avec les

points singuliers sont expliqués au chapitre 2.

11.2.4.2 Coupleur 3 x 3 plat

Dans ce cas nous plagons le centre de la fibre du milieu a l'origine du systéme de
coordonnées, donc nous utilisons le choix v; = 0. Les deux autres fibres sont placées
sur l’axe réel z, une de chaque coté. Comme pour les coupleurs 2 x 2, de (I1.85) il
découle que 2 (y2) et Q (v3) sont aussi réels, et nous pouvons dire la méme chose
pour v, et 3. Pour simplifier les équations nous considérons les fibres latérales

égales. Maintenant la situation est symétrique par rapport a ’axe y et nous avons

By = 3 et 79 = —vy3 = A. La forme de la transformation est donnée par
Q) = B¢+ P Cp—t (11.99)
1—X P+

o |¢| < 1.
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Les parametres 31 et f, sont déterminés en résolvant le systéme des équations

(I1.91). Puisque
1

(1+X0)?

/ _ : 1 ]
Q (C)——ﬁ1+/32(1_)\02 + 5

ce systeme devient

B (B +2By) =r}
(I1.100)

+ ﬁz ITS.

B2 <31 + By

1 1
(1—x2)? (1+ A?)2>

11.2.4.3 Coupleur 5 x b symétrique

Dans ce cas nous considérons v; = 0 pour la fibre centrale et nous allons placer

4 fibres identiques sur les axes x et y. Donc nous avons 3y = 3 = 4 = [s,
Yo = —v3 = X et 74 = —v5 = ¢\. La transformation prend la forme

Q(¢) =6lc+ﬁzé+ﬁz S N S ¢ (11.101)
1-X¢ 1+ X 1—12X¢ 14+4A¢

Les parametres 3; et (3 sont déterminés en résolvant le systeme des équations
(I1.91). Etant donné que

Vo 1 1 1— \%¢?
FO=AT A e T ey
ce systeme devient
B (81 + 4Ba) =r3
1 1 Lol=2N (11.102)
B2 (51 + 52(1*72)2 + ﬁzm + 2/32m) =75
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ANNEXE III

METHODE D’ARNOLDI AVEC REDEMARRAGE IMPLICITE

Dans cette annexe, nous traitons la méthode d’Arnoldi avec redémarrage im-
plicite pour calculer quelques vecteurs et valeurs propres des matrices creuses de
grande taille. Comme nous ’avons vu au chapitre 4, pour calculer les modes vecto-

riels des coupleurs fusionnés, nous sommes arrivés a I'équation aux valeurs propres
Av = v (I1L.1)

ol A est une matrice creuse de grande taille et non symétrique, v le vecteur propre et

A la valeur propre (ici, nous avons utilisé la notation classique de I’algébre linéaire).

Puisque la matrice A est non symétrique, les valeurs propres pourraient étre des
nombres complexes. Nous sommes intéressés aux modes guidés avec des constantes
de propagation réelles dont la valeur propre (3% est la plus élevée, c’est-a-dire elle

est la plus proche de (kon,)? avec n. l'indice du cceur.

Le module des valeurs propres des modes complexes pourrait étre plus élevée
que les valeurs propres des modes voulus qui ne sont donc pas les valeurs propres
dominantes. Ce fait nous complique un petit peu la tache et réduit en pratique la

taille maximale de la matrice qu’on peut traiter dans nos calculs.

IT1.1  Quelques méthodes simples

II1.1.1 Meéthode des puissances

Soit A € C™" c’est-a-dire, A est une matrice complexe de dimension n X
n. Supposons en plus, qu'elle n’est pas défective, c’est-a-dire qu’elle possede n
vecteurs propres linéairement indépendants. Notons les valeurs propres A,..., A,
et supposons qu’elles sont rangées de la fagon suivante : || > [Ag] > -+ > |A,l.

Si |A1] > |A2]; A1 est appelée la valeur propre dominante.
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Si A a une valeur propre dominante, on peut la trouver, ainsi que le vecteur
propre associé, par la méthode de la puissance. L’idée est de prendre un vecteur

non nul g et de construire la séquence
¢, Ag, A’q, A’q,...

qui doit étre normalisée a chaque étape pour qu’elle converge. Pour construire cette
séquence, on n’a pas besoin de construire les puissances de A explicitement. On
peut a la place, multiplier le vecteur précédent par A. On peut facilement démontrer

que cette séquence converge vers le vecteur propre dominant.

Le vecteur initial ¢ s’écrit
q = CU1 + CoU2 + « -+ + Cpp

avec ¢, . . . , ¢, des constantes inconnues et les vecteurs propres vy, . . . v, qui forment
une base dans C". Pour la plupart des vecteurs choisis au hasard ¢; # 0. Au j-iéme

pas on obtient
qu = )\Jl |:01U1 + Co ()\2/)\1)‘7 (2 + -+ Cp, ()\n/)\1>j Un]

d’ou il est clair que la séquence tend vers le vecteur propre dominant.

ITI.1.2 Méthode des puissances inverses déplacée

Si la matrice A est non singuliere, on peut appliquer la méthode des puissances
de la section précédente & A~'. Dans ce cas, puisque les valeurs propres de A~!
sont AT', ..., A1, la séquence converge vers la valeur propre qui a le module le plus

petit.

On peut montrer facilement que si un vecteur v est un vecteur propre de A
avec une valeur propre A, alors v est aussi un vecteur propre de A — pI avec une
valeur propre A — p. Ici I est la matrice identité et la constante p est appelée une
translation ou une déflation. Si la translation p est une bonne approximation de
An alors |\, — p| < |A\-1 — p|, et la méthode des puissances inverses appliquée a

la matrice A — pI convergera rapidement vers un multiple de v,.
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La combinaison de la translation avec la méthode de la puissance inverse fonc-
tionne trés bien parce que I'on peut trouver des translations pour lesquelles une
valeur propre de la matrice déplacée est beaucoup plus petite que les autres valeurs
propres. Par contre, en général, il n’existe pas des translations pour lesquelles une

valeur propre est beaucoup plus grande que les autres valeurs propres.

II1.2 Méthode QR

Comme nous allons voir plus loin le probleme du calcul des valeurs propres des
matrices creuses de grande taille sera transformé par la méthode d’Arnoldi en un
probléme équivalent de calcul de toutes les valeurs propres des matrices de taille

trés petite mais denses. Dans ce cas, la méthode de choix est la méthode QR.

II1.2.1 Décomposition QR par les matrices de rotation et de réflexion

Une matrice Q@ € R™™ est dite orthogonale si QQT = I, ot QF est la matrice
transposée. Cela veut dire que @ a une matrice inverse et @~! = Q. On peut
montrer que si @ est orthogonale det(Q)) = +1. La propriété d’orthogonalité d'une

matrice est associée a l'orthogonalité de ses lignes et de ses colonnes. En effet,
q/¢; = [QTQly; =0sii#j.

Considérons les vecteurs dans le plan R?. La matrice qui fait la rotation des

vecteurs avec un angle ¢ est

sin 6 cosf

0= [ cosf) —sinf } ' (111.2)

Cette matrice est dite de rotation. Elle est une matrice orthogonale avec détermi-

nant 1.

Les matrices de rotation peuvent étre utilisés pour créer des zéros dans un

. . T
vecteur ou une matrice. Par exemple, si x = est un vecteur avec xo #
L2
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0, on peut trouver une matrice de rotation @ tel que QTx = z . En effet

en remplacant (I11.2) dans cette relation, on trouve 6 = arctan(zs/z1) et y =
@i+ 3.

Regardons maintenant comment une matrice de rotation peut simplifier une

a1y a2
asn G2z
On sait qu’il existe @) telle que

| @11 | | T
o|5)-v]

avec 71 = \/a?, + a3,. Définissons 5 et 799 tels que
Ti2 | QT 12
22 22

11 T2
0 T929

Alors QT A = R. Nous avons transformé A & une matrice triangulaire en la multi-

matrice

A:

et notons

R=

pliant par une matrice orthogonale Q. Comme nous allons montrer, il est possible
de faire une telle transformation méme pour toutes les matrices A € R™™". On

peut écrire la relation QT A = R sous la forme
A=QR,

ce qui veut dire que la matrice A est donnée comme un produit QR ol Q) est
orthogonale et R triangulaire. Considérons maintenant les matrices n x n. Une

matrice de rotation plane est une matrice de la forme



vl

o
T

o

I 1
avec ¢ = cosf et s = sinf et les éléments non montrés nuls. Cette matrice de

rotation est appelé aussi matrice de Givens. Si @ est une telle matrice, alors la

transformation r — Qu affecte seulement les éléments i et j de x de la méme facon
que la matrice de rotation 2 x 2 affecterait le vecteur = =
T
Regardons comment on peut utiliser les matrices de Givens pour obtenir la
décomposition QR d’une matrice A € R™*". Considérons la premiere colonne de

A. On peut trouver une matrice de Givens (Jo; telle que

- r
a1 i * i
Qo1 0
T
le asz1 = a31
L Gn1 L Gnl _

De méme facon on peut trouver Q% telle que Q%,(Q%A) a un zéro a la posi-

tion (3,1). De cette fagon on crée les autres zéros dans la premiére colonne et

on continue avec les autres colonnes. En tout, on crée les matrices de rotation

Qa1, Q315 - - s Qn1, Qa2, - . ., @nn—1 telles que

R= Qg,n-—ng,n~2 ..QRA (II1.3)
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est triangulaire. Le produit des matrices orthogonales est aussi une matrice ortho-

gonale et on obtient donc la décomposition recherchée A = QR.

On peut obtenir la décomposition QR d’une autre fagon en utilisant les matrices
de réflexion. Commencons de nouveau avec le cas n = 2. Soit L une droite qui passe
par l'origine. Nous allons trouver une matrice qui fait une réflexion des vecteurs
par rapport & L. Soit v un vecteur selon L et u un vecteur orthogonal a L. Alors
{u,v} est une base de R? et chaque vecteur x s’écrit sous la forme z = au + fSv.
On veut alors trouver une matrice @ telle que Q(au + fv) = —au + Sv pour tout

« et 3, ce qui revient & trouver @ telle que Qu = —u et Qu = v.

Considérons la matrice @ = I — 2uu’. On peut vérifier facilement qu’elle a les
propriétés voulues. On peut généraliser sans peine ce concept pour les matrices en
R™™. Les matrices Q = I — 2uu” telles que || u ||o= 1 sont appelées des matrices
de réflexion ou de Householder. On peut montrer facilement que ces matrices sont

orthogonales.

Soient z et y deux vecteurs en R” tels que || x ||a=|| y ||2- Alors on peut trouver
une matrice de réflexion @ telle que Qx = vy, ¢’est-a-dire on peut trouver un vecteur
u tel que (I — 2uul)z = y. En effet, u doit étre un vecteur perpendiculaire avec la
ligne bissectrice de I'angle entre z et y. Comme les normes de z et y sont égales,

ce vecteur u n’est rien d’autre que la différence x — y normalisé.

b4
¥ I

FiG. III.1 Réflexion de = en y

Il en découle qu'on peut créer facilement des zéros dans les vecteurs et les
matrices utilisant les matrices de rotation. Par exemple pour trouver une matrice
de Householder Q = I — 2uu?’ telle que



177

I T

Q To 0
. = 3

Tn 0

le vecteur u dans ce cas est de la forme

ry —7T
I3
u=oalr—y)=a

In

oll a est choisi d’une telle fagon que la norme || u ||z soit 1. Cela nous donne une
idée comment on peut obtenir la décomposition A = QR en utilisant les matrices
de Householder.

I11.2.2  Algorithme QR

Avant de considérer algorithme QR nous présentons la notion de transforma-
tion semblable. Deux matrices A, B sont semblables s’il existe une matrice non
singuliere S telle que

B=S"1AS. (I11.4)

On peut montrer que les matrices semblables ont les mémes valeurs propres. En
effet, les matrices A et B ont le méme polynome caractéristique parce que A\ —B =
STINIS—S"TAS = S~Y(AI—-A)S et en conséquence det(A[—B) = det(S')det(A\—
A)det(S) = det(A\] — A).

On peut alors utiliser les transformations semblables pour simplifier le probleme
des valeurs propres. Mais I'utilisation des matrices quelconques comme des matrices
de transformation amplifie beaucoup les erreurs. La transformation semblable par
des matrices unitaires est par contre trés stable. Les matrices unitaires sont les
analogues complexes des matrices orthogonales, ¢’est-a-dire elles vérifient la relation
U* = U~! ol U* est la matrice conjuguée et transposée. Le théoreme de Schur dit

que chaque matrice est unitairement semblable & une matrice triangulaire. Les
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matrices triangulaires ont la propriété que les valeurs propres sont les éléments de
la diagonale principale. Donc si on est capable d’obtenir la décomposition de Schur
A =UTU* ou T est une matrice triangulaire le probleme des valeurs propres est

résolu.

L’algorithme QR produit une séquence de matrices A = Ag, Ay, ... unitaire-
ment semblables qui converge vers une matrice triangulaire. Il commence avec une

matrice A = Ay et produit la séquence (A;) de la facon suivante
Am—l - QmRm RQO = Am (1115)

On peut vérifier facilement que A,, = @}, An-1Qm. Donc A, est unitairement

semblable a A,,_1.

Une matrice A est sous la forme Hessenberg supérieure si a;; = 0 pour ¢ > j+1.

Donc une matrice de la forme Hessenberg a la forme

- -

* ok ok ok ok

* k& ok %

ol les éléments non représentés sont nuls. Une itération de 'algorithme QR préserve
la forme Hessenberg, c’est-a-dire si A,,_; est une matrice de la forme Hessenberg
A,, lest aussi. Le cott des itérations QR est réduit énormément pour les matrices
de la forme Hessenberg. En effet, on peut obtenir une décomposition QR en uti-
lisant seulement n — 1 matrices de rotation (Givens). Alors, avant de commencer
I’algorithme QR la matrice est transformée de facon unitairement semblable a la
forme Hessenberg. Cela est réalisé en utilisant les matrices de réflexion de House-
holder. Nous n’entrons pas dans les détails de cette transformation parce que les
matrices denses de taille petite produites par la méthode d’Arnoldi sont déja de la

forme Hessenberg.

Considérons la séquence des matrices de la forme Hessenberg A,, avec éléments
a;j, produites par l'algorithme QR. Soient Ay, As, ..., A, les valeurs propres de A

rangées d’une telle fagon que || > |Ao| > -+ > |A\y]. Le but de lalgorithme
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QR est de rendre nuls a;41,. On peut montrer que la convergence a;41; — 0 est

proportionnelle au rapport | A1/l

Soient |A; — p| > |Ag — p| > -+ > |\, — p| les valeurs propres de la matrice
translatée A — pl. La convergence de I'algorithme dépend des rapports |[(A;41 —
p)/(Ai — p)|. Commencons par la valeur propre la plus petite. Si on trouve une
translation p ~ A, alors I'élément a, 1 convergera vers zéro tres rapidement.
La premiere valeur propre est déterminée et elle est a,,. Aprés on continue avec
la matrice réduite A"~1"~!. Ainsi en continuant avec des matrices toujours plus

petites on trouve toutes les valeurs propres.

I1 faut maintenant préciser comment évaluer les translations p. Supposons qu’on
commence avec I'algorithme QR sans translation. Apres quelques itérations a,,, sera.
une approximation de )\, et on peut considérer cette valeur comme la translation p.
Ensuite, apres chaque itération on considére comme p la nouvelle valeur de ay,. Il
s’agit de 'algorithme QR translaté. Le choix de a,,, comme translation est appelé la
translation de quotient de Rayleigh. En réalité, on utilise plus souvent la translation

de Wilkinson qui est la valeur propre de la matrice 2 x 2

an—l,n—l an—l,n
Ann—1 anm
qui est plus proche de a, . Enfin, il est possible de multiplier A — p/ par les ma-
trices de Givens sans calculer A — pI explicitement et cela aide a éliminer quelques

pertes de I'information par des annulations. L’algorithme s’appelle dans ce cas, QR

implicite.

II1.3 Procédure d’Arnoldi

Considérons de nouveau la méthode de puissance. A chaque pas on obtient g,
Aq, A%q, ..., A¥q, .... En continuant, 'algorithme met au rebut les vieilles valeurs
et retient seulement la nouvelle valeur. En effet, dans cette séquence, qui est appelée
sous-espace de Krylov, il y a beaucoup d’informations sur les valeurs propres. L’idée

de la procédure d’Arnoldi est de chercher les valeurs propres dans ce sous-espace.
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En pratique, ce sous-espace est mal conditionné parce que les vecteurs Alg
tendent vers le vecteur propre dominant lorsque j augmente, donc il tendent a
devenir paralléles. Pour corriger ce probléme, on remplace ce sous-espace par un
ensemble de vecteurs orthonormaux qi, ga, ..., gr+1 qui appartient au meme sous-
espace. Cela peut étre réalisé par 'othogonalisation de Gram-Schmidt avec une

légere modification.

Supposons qu’on ait déja engendré les k vecteurs orthonormaux et qu’on veuille
obtenir le gy41. En principe, on obtient gz, en orthogonalisant AFq par rapport
aux ¢i1, go, - - ., k. En pratique, on ne posseéde pas les vecteurs tels que AFYg pour le
multiplier avec A, parce qu’on retient seulement les vecteurs orthonormaux. Alors

on multiplie ¢ par A et on orthogonalise ce vecteur par rapport aux qi. qo, - - ., q.

Donc, pour donner quelques détails, on part d’'un vecteur quelconque ¢ et on

fait la normalisation q; = g/ || ¢ |l2. Au pas suivant, on prend

k
Grer = Agi — Y gl (I11.6)
j=1
ol hjy, est le coeflicient de Gram-Schmidt

hjk = <AQk7 Qj>-

Ici nous avons utilisé la notation pour le produit scalaire (a,b) = ) a;b;. Nous

complétons le pas en normalisant

Qes1 = Grs1/Prsrr avee  hgpig =| Gy ll2 - (I111.7)

Pour assurer 'orthogonalisation des vecteurs, en pratique on fait une réorthogonali-

sation. La procédure qu’on vient de décrire est donnée par 1'algorithme 1.

On peut donner une représentation matricielle a la procédure d’Arnoldi. A partir
des relations (I11.6) et (II1.7) on déduit que

K+l
Aq, = Zthjk- (I11.8)
j=1
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Data : matrice A, vecteur non nul ¢
Result : vecteurs orthonormaux ¢, qo, . . . , g tels que
sous espace{qi,...,qx} = sous espace{q, Aq,..., AR 1g}
pour k=1,....m
¢ =q/llqll
for k=1,---,m—-1do
Qr+1 — Age
(orthogonalisation)
for j=1,...,kdo
hji = @} Q1
Qrer1 < Grr1 — Gk
end
(réorthogonalisation)
for j=1,...,kdo
O — G k41
Q41 < Q41 — G5
hjx < hj +
end
Piq1k || grs1 |2
if hk-l—l,k = ( then
affiche : sous — espace{q,...,qx} est invariant sous A
quitter

end
end

Algorithme 1 : Procédure d’Arnoldi

On peut combiner ces équations vectorielles dans une équation matricielle. Définissons

Qm=I|n ... gm)eC™
et _ -
hii hig - hl,m~1 him
h/‘)l h/22 Tt h2,m—1 th
0 hs -+ hagm1  Tom
Hm-H,m = . .
0 hm,m—l hmm
i 0 e 0 h1n+1,m o
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La relation (II1.8) s’écrit alors sous la forme

AQm = Qm+1Hm+1,m (IIIQ)

ol Hypy1.m est de la forme Hessenberg. Puisque Hy, 41, n1'est pas une matrice carrée,
on peut séparer la derni¢re colonne de @41 et la derniere rangée de Hy,y1,, pour
écrire QmarHuirm = QmHp + gm+1]0, <., 0, Amy1m], oit Hy, n'est rien d’autre

que Hp,41m sans la derniere rangée. Donc

AQm = QumHm + dmi1Pms1.men (I11.10)

avec el = [0, ..., 0, 1] en R™.

I11.4 Méthode d’Arnoldi avec redémarrage implicite

Supposons que nous soyons intéressés a calculer les m valeurs propres domi-
nantes (m < n) qui sont |A;| > |Ag| > -+ > |An|. Soient vy,..., vy, les vecteurs
propres associés a ces valeurs propres. Considérons un vecteur ¢ qui est une com-
binaison linéaire de ces vecteurs propres ¢ = ¢1v1 + -+ + CxUp,. Supposons qu’on
commence la procédure d’Arnoldi avec ce vecteur. Puisque les multiplications par
A donnent toujours des vecteurs qui sont des combinaisons linéaires des m vecteurs
propres, au m-ieme pas de la procédure d’Arnoldi on obtient hy,41., = 0, parce que
le vecteur A™q dépend linéairement de q, Ag,..., A™ 'q. Le sous-espace formé

par ces vecteurs est dit invariant sous A dans ce cas.

La relation (II1.10) devient dans ce cas : AQ,, = QmHy,. Il est facile de démonter
dans ce cas que, si © est un vecteur propre de H,, avec une valeur propre A, alors
Q.7 est un vecteur propre de A avec la méme valeur propre A. Les valeurs propres
de H,, sont donc les valeurs propres recherchées de A. Cela nous donne une idée
de ce qu’il faut faire pour calculer les valeurs propres dominantes avec la procédure
d’Arnoldi. Le vecteur de départ g doit étre dans le sous-espace des vecteurs propres
recherchés. Si le vecteur de départ est choisi au hasard, il n’appartient pas a ce
sous-espace. Mais aprés quelques pas de la procédure d’Arnoldi nous avons de
I'information nouvelle qu’on peut utiliser pour construire un meilleur vecteur de

départ.
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Supposons que le vecteur initial g s’écrive sous la forme
q = C1U1 + CoUg + -+ - + Cply

olt v; sont les vecteurs propres de A et les constantes ¢; sont inconnues. On veut
calculer les k valeurs propres dominantes [A1| > |Aa| > -+ > |\|. Notre tache est

maintenant de trouver un nouveau vecteur
G = v+ Coig + +++ + CpUp

oll les constantes ¢y, . . ., ¢, sont augmentées en module et les constantes cxy1,...,¢p
sont diminuées. Supposons maintenant qu’on prend § = p(A)g, ou p est un po-
lynéme. Si nous parvenons a choisir le polyndme p tel que les p(A1),...,p(Ax)
soient grands par rapport aux p(Ari1)s--..p(A,) on fait du progres. C’est ce que

la méthode d’Arnoldi avec redémarrage implicite fait.

On part d’un vecteur initial ¢ quelconque et on veut calculer les k valeurs propres
dominantes de la matrice A. Au début on applique la procédure d’Arnoldi avec
m = k + 7. En pratique, on choisit souvent j = k. On engendre donc Q,, et Hy,
telles que (I11.10) se vérifie. Puisque m est petit, on peut facilement calculer les m
valeurs propres de H,,. Notons les uq,..., i, et rangeons-les d’une telle facon que
lp1| > o] = -+ > |ux|- Les plus grandes valeurs pq, .. ., yy sont les estimations de
valeurs propres recherchées, et les autres appartiennent a la partie non voulue du

spectre.

La méthode d’Arnoldi procede en effectuant j pas de 'algorithme QR translaté

sur H,, en choisissant comme translations t; = ppq1, to = fg2, ..., t; = tm

Hy, —tI=Q1R Hy(r}) =RiQ1+ ]
HY —to] = QoRy  HY = RyQa + to] (IIL.11)
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I1 est facile de démontrer que

HY) = Q{Hnh

HY = Q3QTHin@:1Qo
(111.12)

HY =Q QiHnQ1 - Q.

Avant de continuer avec la méthode d’Arnoldi nous allons dériver quelques re-

lations qui vont nous aider & comprendre pourquoi la méthode fonctionne. Puisque
D = Q*H,,Q, on peut écrire (H,, — t21)Q1 = Q1(Hm W toI). Donc

(Hm — toI)(Hyp — t11) = (Hp — t:1)Q1 Ry = Qu(H})) — ta]) Ry = Q1Q2 Ra Ry
En continuant de cette fagon on obtient
(Hm_tjl)"'(.Hm_tl.I):Ql"'QJRJ"'R].

Définissons Qm = (1Q2--Q; et R, = R;R;_1--- Ry. La relation ci-dessus
devient

p(Hm) = QmPBm (I11.13)

avec p le polynome p(z) = (z — t;)(z — tj-1) - - (2 — t1).

Considérons de nouveau la configuration matricielle obtenue apres m pas de la
procédure d’Arnoldi (I11.10)

AQm = QmH'm + Qm,+1hm+1,me7j;l~
Cette relation tient, méme apres 'insertion d’une translation
(A—t,1)Qm = Qum(Hy —t1I) + By (IT1.14)

avec la matrice F1 = ¢pmi1ma1, me identiquement nulle sauf la derniére colonne.

Cela est juste une manipulation mathématique. On peut obtenir une relation sem-
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blable en remplacant t; par to. En multipliant (II11.14) par (A — ¢,I), on obtient
(A b tQI)(A - tll)Qm = Qm(Hm - tQI)(Hm - fll) + E2 (11115)

avec la matrice By = (A —toI)Ey + E1(H,, —t11) identiguement nulle sauf les deux
derniéres colonnes, & cause du terme E;(H,, —t,]) ou H,, —t1] est une matrice de

la forme Hessenberg. En continuant de cette fagon, on obtient

P(A)Qm = Qmp(Hy) + E; (I11.16)

ofl p est toujours le polynome p(z) = (z —t;)(z —t;j—1)- -+ (2 — 1) et la matrice Ej

est identiquement nulle sauf les j derniéres colonnes.

Revenons 4 la méthode d’Arnoldi. Apres les décompositions (II1.12) on construit

la matrice

K = QmQm (I11.17)

et pour le prochain pas, nous prenons comme vecteur de départ la premiere colonne

de K,,, noté k,. Vérifions que ce vecteur a les propriétés voulues.

On peut transformer (IT1.17) de cette fagon :

Km = Qm@m = KmRm = QQORm = Qmp(Hm) = p(A)Qm — Ej. (11118)

Puisque nous sommes intéressés de la premiere colonne, multiplions (IIT.18) par
1

e = . On obtient

KnRner = (p(A)Qm — Ej)er = Kprier = p(A)Qmer = Tk = p(A)q
(II1.19)
avec r1; le premier élément de la matrice triangulaire R, et q; la premiere colonne

de (),,. Donc
ky = —p(A)g. (111.20)

T11

Le polynome p prend des valeurs petites prés des ty,...,t; et des valeurs élevées
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ailleurs. C’est ce qu’on voulait obtenir.

Normalement, le prochain pas de la méthode d’Arnoldi doit commencer par le
vecteur k; et effectuer m pas de la procédure d’Arnoldi. Mais, on n’a pas besoin de
commencer des le début. On peut démontrer que les k premieres colonnes de K,
sont exactement les vecteurs que la procédure d’Arnoldi allait engendrer a partir
de k. Donc, au prochain pas, on commence la procédure d’Arnoldi a partir du
k + 1-ieme vecteur. D’oll le nom redémarrage implicite. Toute cette procédure est

donnée par l'algorithme 2.

Data : matrice A, vecteur non nul ¢

Result : vecteurs orthonormaux qi, ga, . - -, gm tels que
sous espace{qy, - .., qr} est invariant,
s’il n’est pas, Valgorithme affiche une erreur
a=q/|lql2

on prend k pas de la procédure d’Arnoldi (Algorithme 1) pour obtenir Qy et Hy
fori=1, 2,--- ,imax do
on prend j autres pas de la procédure d’Arnoldi
(Algorithme 1) pour obtenir Qy, et Hy,, m =k +j
if hyi1 < tol then
affiche : (Qy) est invariante sous A
quitter
end
trouver les j translations ?;,...¢;
(qui sont les valeurs propres fig41, - - - fm)
prendre j pas de l'algorithme QR avec les translations ¢, ... 1,
pour obtenir la matrice de transformation Qm
HY — QplHmQum
Ky — QmQm
Qr — Kn(:,1: ]{7)
He— HP(1: k1K)
end
affiche une erreur si la convergence n’est pas obtenue
apres imax itérations

Algorithme 2 : Procédure d’Arnoldi avec redémarrage implicite

Dans cet algorithme, nous avons présenté la procédure de base en omettant des
détails qui ne sont pas importants & la compréhension de la méthode. Une fois que

I’algorithme converge, c’est-a-dire que hy1q < tol, ol tol est la tolérance choisie par
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nous, les valeurs propres recherchées sont les k premiéres valeurs propres de Hy,.

Dans cette forme, l'algorithme calcule les & valeurs propres dominantes de la
matrice creuse A. Comme nous 'avons déja dit, nous sommes plutot intéressés a
caleuler les k valeurs propres réelles les plus proche de (kone)?. Alors, on applique
la méthode d’Arnoldi & la matrice [A — (k,gnc):z]_l. Bien sr, on ne calcule pas
I'inverse explicitement, parce que I'inverse d’'une matrice creuse n’est pas une autre
matrice creuse et on ne peut pas la sauver dans la mémoire a cause de la grande
taille. On calcule plutét une décomposition LU creuse. Cela est fait seulement une
fois, au début. Ensuite, on utilise cette décomposition LU chaque fois qu’on veut
des multiplications du type [A — (konc)Q]_l g. C’est cette décomposition qui limite

la taille des matrices qu’on peut traiter en pratique.



