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RESUME

La programmation mathématique avec contraintes d'équilibre (MPEC) d’'une maniere
générale et la programmation mathématique a deux niveaux (PDN) en particulier constituent
d'excellents outils pour modéliser certains systemes de décisions hierarchises. Cette these
contribue a une analyse théorique et au développement d'algorithmes de résolution de ces
problémes.

Dans un premier temps, nous faisons une revue de littérature portant sur les problemes
de PDN. Nous passons notamment en revue, les concepts théoriques liés aux problémes de PDN
ainsi qu’aux principaux algorithmes de résolution de ces problémes. Le méme exercice est fait,
pour ce qui a trait aux problemes de MPEC, en insistant toutefois sur les problémes de MPEC qui
s'apparentent a une formulation du probléme de PDN dans laquelle le probléme de second
niveau est remplacé par ses conditions d'optimalité de Karush, Kuhn et Tucker (KKT). Le
probleme de MPEC qui en résulte est le probléme (PDNkxr).

Dans un second temps, partant des caractéristiques des solutions du probléme de MPEC
ou du probleme défini par une inégalité variationnelle, nous proposons des propriétés portant sur
les solutions du probléme de PDN qui peuvent faciliter les analyses théoriques liees a la
conception des algorithmes de résolution du probléme de PDN. Nous considérons le concept de
décomposition en branches d'un probléme de MPEC du type (PDNk«r) afin d’établir une condition
d'optimalité globale pour un probleme de PDN. Nous montrons que sous des hypothéses
appropriées, le probléme (PDNuxr) peut étre transformé en une suite de programmes
mathématiques localement réguliers; nous établissons les conditions d’optimalité de la classe des
problémes qui en résulte.

Pour terminer, nous développons deux algorithmes basés sur le concept de

programmation linéaire séquentielle et nous établissons la propriété de convergence linéaire de
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ce type d'algorithme dans un contexte de programmation mathématique classique. Le premier
algorithme permet de déterminer un point stationnaire d’un probleme de MPEC; il fait appel a la
notion de fonction de mérite paramétrique. En fonction des seules données du probleme résolu,
nous développons une méthode originale d'actualisation du paramétre qui intervient dans la
fonction de mérite en question. Le second algorithme original que nous développons permet de
résoudre un probleme de PDN a contraintes linéaires; c'est une méthode de descente appelée
algorithme de programmation linéaire séquentielle par énumération implicite (ESLP). Cette
procédure est basée sur le concept de programmation linéaire séquentielle: I'énumération porte

sur les variables et les contraintes de second niveau de maniére a déterminer une face S, de

I'ensemble des solutions réalisables susceptible de contenir une solution admissible qui améliore
la valeur de la fonction économique du premier niveau. Les principes de monotonie a partir
desquels nous proposons des concepts originaux de graphes ou de cheminement de monotonie,
permettent de déterminer a une étape de l'algorithme ESLP, le choix de la variable ou de la

contrainte de second niveau permettant de déterminer la face S; . Les tests numériques que nous

avons effectués démontrent que nos algorithmes sont prometteurs.
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ABSTRACT

Mathematical programming with equilibrium constraints problems (MPEC) as well as bi-
level programming problems (BPP) constitute adequate tool for modeling hierarchical decision
systems. This thesis contributes to a theoretical and algorithmic development of BPP and MPEC
problems.

First, we work out a review of literature carrying on the fundamental concepts associated
with BPP and the algorithms for solving these problems. We use the same frame carrying on the
MPEC problems; focus is on piecewise formulation of MPEC related to BPP problems, where the
lower level problem is formulated in terms of Karush, Kuhn and Tucker conditions, called BPPkr.
Algorithms that we developed in this thesis are based on piecewise formulation tool of BPPkkr
problems. Next, we exploit the theory of variational inequalites or MPEC, to discuss some
properties of the BPP solutions that may make easy theorical analyses concerning algorithms for
BPP. The problem (BPPxxr) can be transform in to a sequence of smooth regular problems, and

under suitable assumptions, some optimality conditions are established.

Finally, using linearization and sequential programming techniques, we introduce new
sequential linear programming algorithms (SLP) and we deal with the rate of convergence of this
algorithm. The first algorithm is a smoothing method based on the reformulation of the
complementary condition by mean of a perturbed version of the Fisher-Burmeister function,
combined with a new update method of that function; this algorithm computes stationary points of
MPEC problems. The second algorithm we introduce is called enumeration sequential linear
programming algorithm (ESLP). The ESLP algorithm uses monotonicity properties of the second
level objective function and constraints within an enumeration frame work. Depending on the
feasibility of the constraints of the BPP and the improvement of the upper leve! objective function,
some nonzero slaked and second level variables may be constraint to be equal to zero. To find
these variables, or in order to find a face of the set of feasible solutions of the linear BPP that



contains an optimal solution, we introduce for the first time monotonicity networks. The ESLP
computes an optimal solution of a linear BPP and some computational results are reported.
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CHAPITRE 1 - INTRODUCTION

L'utilisation de la programmation mathématique dans différents processus décisionnels
est restée pendant de nombreuses années consacrée aux problémes pour lesquels un décideur
unique (gouvernement, politicien, institution, organisation...) avait un contrdle unilatéral sur le
niveau d'activités & assigner a tous les objectifs ou variables de décision. Depuis les années 70,
lintroduction de la programmation mathématique a plusieurs niveaux consacre la décentralisation
du niveau de prise de décision en tenant compte de la réaction des autres décideurs. Souvent, les
décideurs interviennent dans un systéme hiérarchisé ou ils peuvent agir soit de fagon coopérative,
soit de fagon non coopérative. La programmation mathématique & plusieurs niveaux résout le
probléme de la coordination du processus de prise de décision dans un systéme décentralisé,
notamment lorsque les décideurs agissent de fagon non coopérative et que les décisions sont

prises de maniére séquentielle.

Motivés par la théorie des jeux de Stackelberg [1952], plusieurs auteurs se sont
intéressés a la programmation mathématique a deux niveaux. Stackelberg a introduit un modéle
en concurrence parfaite dans le contexte d'un duopole. Ce modele est caractérisé par l'existence
d'une précédence dans 'annonce des décisions de deux firmes: un producteur se voit assigner le
réle de meneur (premier niveau de décision) et annonce son niveau de production au suiveur
(second niveau de décision) dans la détermination de sa propre production. Le paradigme de
Stackelberg fait I'nypothése que le meneur agit en connaissant la réaction optimale du suiveur a

son annonce.

Anandalingam et Friez [1992], Ben-Ayed [1993] puis, Vicente et Calamai [1994] ou
Dempe [2003] présentent dans des revues bibliographiques, les applications de la programmation
mathématique a deux niveaux (PDN), les propriétés théoriques liées a la PDN et les différentes
classes d'algorithmes de résolution. Migdalas et Pardalos [1996] procédent a une revue de



litterature en compilant sept articles qui couvrent les différents aspects de la PDN. La revue de
bibliographie la plus significative est contenue dans une monographie de Bard [1998]; cet ouvrage
présente une excellente introduction a la théorie de la PDN. Il en est de méme de la monographie
de Dempe [2002]. Les toutes premieres formulations liées au probléme de PDN sont I'ceuvre
d'auteurs tels que Kornaj et Liptack [1965], Ross [1973], Simaan et Cruz [1973] ou Braken et
McGill [1973]; toutefois, Candler et Norton [1977a], [1977b] furent les premiers a utiliser la
terminologie programmation & deux niveaux ou a plusieurs niveaux dans un rapport de la Banque
Mondiale.

La formulation générale d'un programme mathématique & deux niveaux est:

(PDN)

Minimiser, f'(x,y)
(g'(x.y) <0,

xe XcR™,
s.c.{Minimiser,f*(x,y)

2 <0,
o9 (x.y)
yeY cR",

(1.1.1)

ot f:R*xR" >R, g’ =(g;,g5.-..9;) :R*XR” > R', i=12.
La fonction f' et les contraintes g'(x,y)<0, xe X (resp. la fonction f? et les

contraintes g*(x,y) <0, ye Y ) définissent le probléme du premier niveau (resp. le probléme de

second niveau (PM2)). Pour un vecteur x donné, le vecteur y peut étre défini de fagon implicite &
partir du probléme de second niveau par la relation:

y € argmin, f*(x,&)

s.c.{gz(x"f) <0, (1.1.2)
Eey.



Cette formulation modélise la coopération entre les deux niveaux dans le cas ou le
second niveau est indifférent. Les relations définies par (1.1.2) impliquent que le vecteur y est
déterminé aprés que le vecteur x ait été fixé. C'est ce qui explique la désignation du vecteur x
comme vecteur de premier niveau et le vecteur y comme vecteur du second niveau. Un cadre
d'application économique peut étre lié¢ a I'étude d'impacts des décisions économiques ou
politiques: le premier niveau représente les décideurs publics et le second niveau simule la
réaction d'un marché spécifique. Par exemple, un gouvernement peut s'intéresser a l'impact sur
ses revenus de lintroduction d'une nouvelle taxe de vente en fonction d'un ajustement optimal du
marché a cette distorsion. On peut trouver des exemples d'application de la PDN dans Candler et
Norton [1977a] (marché laitier hollandais), Candler et Norton [1977b] (marché agricole mexicain)
et Savard [1989] (cogénération électrique aux Etats-Unis). Abdou-Kandil et Bertrand [1987] ou
encore Leleno et Sherali [1992] décrivent des applications de la PDN en économie, comme
I'analyse des réseaux d'oligopoles.

Lorsque les fonctions f' et f2 sont linéaires, les fonctions g' et g* sont affines puis

X cR™etY cR" des polyédres, on a un programme linéaire & deux niveaux (PLDN). De
nombreux travaux de recherche ont été consacrés au cas linéaire des PDN et la grande majorité
des réesultats ont été obtenus pour la version particuliére de programmes mathématiques a deux

niveaux linéaires ne contenant pas de contraintes dites couplantes de premier niveau

g'(xy)<0.

Dans le cas général d'un PDN, moyennant des hypothéses de régularité sur le probiéme
de second niveau, on peut remplacer ce dernier par ses conditions d'optimalite de Karush, Kuhn
et Tucker (KKT); on obtient alors la formulation KKT du probléme de PDN qui en fait, est un cas
particulier d'un programme mathématique avec contraintes d'équilibre (MPEC) (mathematical

program with equilibrium constraints). La formulation générale d'un MPEC est la suivante:



Minimiser, f(x,y)

S_C.{H(x,y) =0,

y=0, (1.1.3)

ol f:R™*xR™ > RetH:R*xR" - R'. L'équation H(x,y)=0 représente un probléme
d’équilibre incluant des équations du type F(x)'y =0 avec F(x)e R™ . La détermination d'une

solution réalisable pour un programme mathématique avec contraintes d'équilibre est un
probléme difficile et de nombreux travaux ont été consacrés a la résolution de ce probléme (Chen
et Harker, 1993 ; Kanzow, 1996; Fukushima et al., 1998; Andreani et Martinez, 1998; Xu et Burke,
1999; Engelke et Kanzow, 2002).

Comme le souligne Moré [1996], les programmes mathématiques avec contraintes
d'equilibre (MPEC) proviennent de la recherche d'une solution d'équilibre en économie. Les
travaux de Ahn [1979] sur le systeme d'évaluation de lindépendance des projets sont & f'origine
de lintérét porté a la formulation et la recherche des solutions des problemes d'équilibre
économique comme des problemes de complémentarité. Ferris et Kanzow [1998] présentent des
exemples liés a la dérégulation des marchés de I'électricité en Amérique du Nord qui sont
devenus populaires, ainsi que le probléme classique d'équilibre d'Arrow et Debreu. Les revues
bibliographiques de Harker et Pang [1990], Ferris et Pang [1997] ou de Ferris et Kanzow [1998]
font le point sur les demiers développements des fravaux consacrés aux problemes de
complémentarité avec leurs principales applications. Dempe [2003] a publié une revue
bibliographique qui fait le point sur la programmation mathématique a deux niveaux et les
programmes mathématiques avec contraintes d'équilibre. S'appuyant sur un modéle de péage
dans un réseau de transport, Colson et al. [2005] proposent une revue de littérature portant a la
fois sur les problémes de PDN et les problémes de MPEC. Un exemple d'application du probléme
de MPEC en mécanique des structures peut étre trouvé dans Luo et al. [1996a]. Outrata et al.
[1998] présentent des applications importantes des problémes de MPEC en ingénierie.
Schumacher [2004] illustre I'utilisation des problemes de complémentarité en programmation

mathématique avec des applications en ingénierie.



Sous une hypothése de régularité, tout probléme de PDN est équivalent a un probleme
de MPEC; Ye [1999] a d'ailleurs reconnu que ces deux problémes partagent des caractéristiques
communes. Luo et al. [1996] en introduisant une hypothése de qualification des contraintes
relative au concept de multiplicateurs de KTT séquentiellement bornés, en ont déduit une série de
conditions d’optimalité relatives au probiéme de MPEC. Marcotte et Zhu [1996], Ye et Ye [1997]
puis Marcotte et al. [2001] ont défini le probléme de MPEC comme un probléme de PDN
généralisé: les contraintes du probleme de MPEC en question incluent une inégalité
variationnelle. Outrata [1995], Ye et Ye [1997], Ye [1999] ont fait appel a l'analyse non
différentiable de Clarke [1983] pour établir des conditions d'optimalité du probieme de PDN
généralisé. Pour établir des conditions suffisantes d’'optimalité du probléeme de MPEC, Hu et
Ralph [2004] associent une méthode de pénalit¢ a une technique de transformation des
contraintes d'équilibre. Considérant les problémes de MPEC qui comportent parmi leurs
contraintes des contraintes d'équilibre ou des problémes de complémentarité, Kocvara et Outrata
[2004] procedent @ une revue de littérature sur la question, puis proposent un nouveau cadre
d'analyse pour ce type de probleme de MPEC. Le concept de qualification des contraintes du type
Abadie introduit par Flegel et Kanzow [2005] débouche sur des propriétés des problémes de
MPEC, précisément sur des nouvelles conditions nécessaires d'optimalité d'un probléme de
MPEC.

Andreani et Martinez [2001] font remarquer qu'une méthode de résolution des
programmes mathématiques ordinaires peut étre utilisée pour résoudre un probléme de MPEC, a
condition de procéder a une bonne reformulation de ses contraintes. La plupart des algorithmes
qui ont été developpés pour trouver une solution réalisable aux problémes de complémentarité
font appel a une transformation analytique: les contraintes d'équilibre qui rendent difficile la
resolution du probléme initial sont fransformées en contraintes réguliéres par le biais de fonctions
de mérite (Harker et Pang, 1988; Andreani et Martinez, 1998; Burke et Xu, 2000; Hotta et
Yoshise, 1999). D'aprés Fisher et Jiang [2000], les fonctions de mérite (merit functions) sont

devenues d'importants outils utilisés pour résoudre des problémes variés (en optimisation, en



ingénierie, dans les systémes économiques). Les fonctions de mérite jouent un réle important
dans l'analyse des propriétés théoriques de ces problémes et dans la conception de leurs
algorithmes de résolution: Facchinei et al. [1999], en procédant & une reformulation d'un probléme
de MPEC par lintermédiaire d'une fonction de mérite, ont établi des conditions d'optimalité des
MPEC.

Les publications consacrées a la conception des algorithmes de résolution des MPEC
n'ont pas connu la méme évolution, en nombre, que celles consacrées aux propriétés des MPEC.
La difficulté de construire un algorithme de résolution d'un probléme de MPEC est liée a sa
structure particuliere. Quelques algorithmes performants ont été proposés pour trouver un point
stationnaire pour un probléme de MPEC (Luo et al., 1996b; Luo et al., 1998; Jiang et Ralph, 2000;
Facchinei et al., 1999; Fukushima et al., 1998; Zhang et Liu, 2001). Sous des hypothéses de
qualification des contraintes moins restrictives que celles habituellement utilisées, Liu et Sun
[2004] proposent un algorithme globalement convergent de résolution des problémes de MPEC.
Cet algorithme s'appuie sur une méthode primale-duale de point intérieur, combinée a I'utilisation
d’'une fonction de mérite. Pour résoudre les problemes de MPEC a variables mixtes, Figueiredo et
al. [2005] proposent un algorithme basé sur une exploitation des contraintes de complémentarité
par un algorithme du gradient projeté. Pour résoudre des probléemes de MPEC a contraintes
linéaires, Thoai et al. [2005] quant & eux proposent un algorithme qui s'inspire des méthodes
d'optimisation globale. lls mettent en exergue les relations qui existent entre les différents critéres
d’'optimalité pour un probléme de MPEC.

Nous présentons dans cette these une nouvelle approche de résolution du probléme de
programmation mathématique avec contraintes d'équilibre (MPEC), que nous adaptons a la
résolution des programmes mathématiques a deux niveaux a contraintes linéaires (PDNL),
moyennant une exploitation judicieuse des contraintes d'équilibre a l'aide des principes de
monotonie. L’algorithme de programmation linéaire séquentielle par énumération implicite (ESLP)
qui en résulte s'avére efficace et simple de mise en ceuvre; il permet de déterminer un optimum

local (global la plus part du temps) d'un probléme de programmation linéaire a deux niveaux



(PLDN). Sur un plan théorique, nous exploitons les propriétés des solutions du probléme de
MPEC ou du probléme défini par une inégalité variationnelle afin de proposer une caractérisation
analytique de I'ensemble des solutions du probleme de PDN, susceptible de clarifier certaines
analyses théoriques liées aux algorithmes de résolution de ce probléme. Nous montrons que sous
des hypothéses de régularité appropriées, la formulation KKT d'un probléme de PDN peut étre
transformée en une suite de programmes mathématiques localement réguliers; nous établissons
des conditions suffisantes d'optimalité du probleme de PDN a partir des problemes qui en

résultent.

Le plan de ce travail est organisé comme suit: le second chapitre est consacré a une
synthese bibliographique de la programmation mathématique a deux niveaux. Nous énongons les
principales propriétés, puis nous passons en revue les principaux algorithmes de résolution. Tout
comme au second chapitre, nous présentons dans le troisieme chapitre une synthése
bibliographique des programmes mathématiques avec contraintes d'équilibre en insistant sur le
role joué par le concept des fonctions de mérite qui sont devenues d'importants outils pour la
résolution des problémes de complémentarité ou des problémes de MPEC. Nous présentons une
premiére contribution qui a trait a la compréhension de quelques propriétés relatives a I'ensemble
des solutions d'un probléme de PDN; ces propriétés sont généralement utilisées dans les
analyses théoriques des algorithmes de résolution de ce probléme. Dans le quatriéme chapitre,
nous présentons une seconde contribution a la résolution des programmes mathématiques avec
contraintes d'équilibre, lorsque les contraintes du MPEC en question constituent un probléme de
séquentielle (SLP) susceptible de déterminer un point stationnaire d'un probiéme de MPEC. Les
contraintes d'équilibre sont approximées par une fonction de mérite paramétrique de Fisher-
Burmeister; en fonction des seules données du probléme résolu, nous proposons une méthode
originale d’actualisation du paramétre qui caractérise ladite fonction de mérite. Nous établissons
la propriété de convergence linéaire de I'algorithme SLP, en mettant en exergue une erreur
commise jadis dans I'établissement d'un résultat similaire. Nous terminons ce chapitre par une

description des résultats de quelques expérimentations numériques de I'algorithme SLP appliqué



a la résolution des problémes de complémentarité généralisé et des problémes de MPEC. Le
cinquiéme chapitre est consacré a la présentation d'une contribution originale pour la résolution
des problémes de programmation mathématique linéaire & deux niveaux; nous y décrivons un
algorithme de programmation linéaire séquentielle par énumération: [l'algorithme ESLP
(Enumeration Sequential Linear Programming) génére au cours de chaque étape une direction de
descente en exploitant de maniere judicieuse les indices des variables ou des contraintes du
probléme de second niveau, a l'aide des principes de monotonie desquels nous proposons des
concepts originaux de graphes ou de cheminement de monotonie. Le chapitre se termine avec
une description des expérimentations numériques liées a la mise en ceuvre cet algorithme.



CHAPITRE 2 - REVUE DE LA LITTERATURE SUR LA PROGRAMMATION MATHEMATIQUE
A DEUX NIVEAUX (PDN)

Ce chapitre est consacré & la présentation d'une synthése bibliographique de la
programmation mathématique a deux niveaux. Nous énongons les principales propriétés, puis
nous passons en revue les principaux algorithmes de résolution. Le chapitre est organisé comme
suit. La section 2.1 présente les notations et définitions d'un programme mathématique a deux
niveaux (PDN). La section 2.2 est consacrée a la description des propriétés liées aux concepts
des PDN sur la base de la littérature actuelle. Nous faisons une illustration de certaines de ces
propriétés avec deux exemples et a la section 2.3, nous passons en revue quelques applications
de la PDN. Enfin, dans la section 2.4, nous décrivons les principales classes d'algorithmes de

résolution des PND.

2.1 Définitions et notations

Nous rappelons que la formulation générale d'un probléme de PDN est:

(PDN)

Minimiser, f'(x,y)

g'(x.y) <0,

xe XcR™,

s.c.{Minimiser, f(x,y)
2(x,y) <0,

scl9 (x.y)

| lyeYc R",

(2.1.1)

ol f:R* xXR" >R, g’ =(g;,g3....gp, ) R" XR* 5 R™ i=12,
La présence des contraintes couplantes de premier niveau g'(x,y) <0 confére & cette

formulation un caractére plus genéral, qui est souvent nécessaire a une modélisation realiste. En

I'absence de ces contraintes, on obtient une formulation particuliére du probléme de PDN notée
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PDNP qui a été utilisée par la plupart des auteurs (Bard, 1983; Bard,1984; Bialas et Karwan,
1982; Candler et Townsley, 1982). Savard [1989] illustre par un exemple la différence importante

qui existe entre les deux formulations.

Dans le cas général d'un probléme de PDN, moyennant des hypothéses de régularité sur
le probléme de second niveau, on peut remplacer ce dernier par ses conditions d'optimalité de
Karush, Kuhn et Tucker (KKT). Il en résulte un programme mathématique non linéaire a un niveau

dont la formulation est:

(PDNygcr)

Minimiser, ,f'(x,y)

(9'(x,y) <0,

g'(x.y) <0,

sc.qV A (x.y)+A'V,g*(xy) =0,
A'g*(x,y) =0,

A20, (x,y)e XxY.

(2.1.2)

Le probleme de programmation linéaire a deux niveaux (PLDN) (sous forme de maximisation)

posséde les propriétés les plus riches; sa formulation est la suivante:

(PLDN)

Maximiser, , cix +d.y
Ax+By<hb,
x20,
s.c.{Maximiser, d,y

A <
y 20,

(2.1.3)

ouxe R™, yeR"”, c,e R™;d e R", b,e R", A e R" xR™, B,e R" xR", i =12,
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A partir de la formulation (PLDN), on peut remplacer le probléme de second niveau par
ses conditions d'optimalité qui relévent de la théorie de la dualité en programmation linéaire pour
obtenir le probléme LKT ci-aprés:

(LKT)

Maximiser, , ¢;x +d.y
(Ax+By<b,
Ax+B,y<b,,
u'(b,—Ax-B,y)=0, (2.1.4)
u'B,—u=d,
u'y =0,
[ X,y,u,u20.

S.C.4

Nous présentons a présent les principales définitions relatives aux concepts de la
programmation mathématique a deux niveaux. Ces définitions font référence a la formulation

générale du probléme de PDN que I'on pourrait facilement adapter au cas linéaire.

Définitions 2.1
a) Lensemble Q={(x,y)e XxY:g'(x.y)<0,i=12] définit Pensemble des solutions
réalisables du probleme (PDN).

b) Pour chaque valeur de x du premier niveau, les contraintes de second niveau

permettent de définir le domaine réalisable du probléme de second niveau:
Y(x)={yeY:g’(xy)<0}.
¢) L'ensemble M(x) des solutions optimales de second niveau est:
M(x) =arg min,, , f*(x,£)
d) Latrace de Q surl'ensemble des variables de premier niveau est
S(x)={xe X:Y(x)=J].
e) La fonction valeur optimale du probléme de second niveau pour x e S(x) fixé est

V(x)=f*(x,y), y e M(x).
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Dans le cas linéaire, V(x) est une fonction polyédrale en ce sens que le graphe de V,
T, ={(x.y)e XxY :xe S(x).F(x,y) =V(x)}
est ['union d'un nombre fini de polyédres.
f) L'ensemble réalisable: DI ={(x,y}e Q:y e M(x)} estappelé domaine induit.

Avec ces différentes définitions, il est a présent possible de définir un concept de solution
optimale du probleme de PND. Soit (x,y)e X XY .

Définition 2.2: (x,y) est un point réalisable si (x,y)e Q.

Définition 2.3: (x,y) est un point admissible si (x,y) est un point réalisable et
ye M(x).

Définition 2.4: Un point (x*,y*)e X XY est une solution optimale de PDN si (x* y*)

est admissible et pour tout point admissible (x,y) ona: f'(x*,y*) <f'(x,y).

Sous 'hypothése d'univocite de I'application M(x) et celle de compacite du domaine

réalisable, le probleme a deux niveaux se reformule comme un probléme a un seul niveau en x :

Minimiser, f'(x,y(x))

{Xe Q2
X
g (x,y(x)) <0,

ol Q? ={xe R™ /3y e R"™ avec g*(x,y) < 0} désigne la trace de 'ensemble € des variables

de premier niveau x . Lorsque I'application M(x) n'est pas univoque, on obtient la formulation:

Minimiser, f'(x,y)

s.c.{(x’ y)e Q, (2.1.5)
y e M(x).
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Les algorithmes de descente présentés dans la section 2.3, utilisent cette formulation et ne

convergent pas toujours vers un optimum global puisque I'ensemble M(x) n'est pas convexe. La

résolution de ces problemes est compliquée en raison de la présence des fonctions et/ou des

ensembles définis implicitement.

2.2. Propriétés des problemes de PDN

Dans cette section, nous énongons les principales propriétés des problemes de PDN et
de PLDN sous leur forme générale. L'exploitation de ces propriétés dans certains cas, permet de
reformuler le probléeme de PDN en un probléeme a un seul niveau, puis de donner une

caractéristique d'une solution optimale dans le cas du probléme de PLDN.

2.2.1 Nature de la complexité du probléme de PDN
On dit qu'une classe de problemes est NP-difficile (resp. fortement NP-difficile) dans le

cas ol il ne peut exister un algorithme de résolution pour un probléme de cette classe en temps
borné par une fonction polynomiale de la taille du probléme (resp. fonction polynomiale de la taille
et de la valeur maximale des données du probléme), que si tous les problémes de cette classe

peuvent étre résolus en temps polynomial.

Tout comme Jeroslow [1985], Ben-Ayed et Blair [1990] ont établi que le probléme de
PLDN est un probleme NP-difficile; pour le démontrer, Ben-Ayed et Blair {1990] utilisent le fait que
le probléme du sac a dos en variables binaires (dont la résolution est NP-difficile) peut étre
reformulé comme un probléme de PLDN. Hansen et al. [1992] ont montré que ce résultat pouvait
étre renforcé en considérant le probléme de max-min linéaire qui est un cas particulier du
probleme de PDN; Audet et al. [1997] ont ensuite montré que les problémes bien connus en
optimisation combinatoire, comme le modéle général de programmation quadratique concave a
contraintes linéaires, ou alors des instances de programmation a variables mixtes peuvent étre

réduits de fagon polynomiale en problémes de PLDN. Le chapitre 1 de la monographie de
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Marcotte et Savard [2005] est consacrée a I'étude de la complexité des PDN. On a donc le

résultat suivant:
Propriété 2.1 (corollaire 3.2, Hansen et al. 1992): Le probléme de PDN est fortement NP-difficile.

Vicente et al. [1994] démontrent que le probléme qui consiste a établir qu'une solution
satisfait aux conditions d'optimalité locale pour un PLDN est fortement NP-difficile. Pour résoudre
un probléeme de PDN non linéaire, Savard et Gauvin [1990] ont proposé, (1) des conditions
nécessaires d'optimalité et, (2) ont montré qu'une direction de descente de plus forte pente est
obtenue en résolvant un programme quadratique a deux niveaux. Au pire des cas, leur méthode
appliquée a un PLDN a une complexité exponentielle méme si I'ensemble des solutions

réalisables est non dégénéré.

2.2.2 Conditions d’optimalité du probléme de PDN
Depuis 1980, des efforts significatifs ont été consacrés a la compréhension des concepts

associés a la programmation a deux niveaux. En reformulant le probléme PLDN particulier
comme un probléme de programmation semi infinie, Bard [1983a], [1984] a proposé des
conditions d'optimalité au probléme PLDN. Savard [1989] a montré que ces conditions n'étaient
pas valables de sorte que les algorithmes de résolution qui prennent appui sur les dites conditions
d'optimalité ne sont pas convergents; Clark et Westerberg [1988] puis, Haurie et al. [1990]
aboutissent aux mémes conclusions. Pour la formulation particuliere du probléme de PDN,

lorsque I'ensemble des solutions optimales du probléme de second niveau est un singleton,

(M(x) ={y(x)}), Dempe [1992] et Outrata [1993] ont proposé des conditions d'optimalité en

considérant le probléme d'optimisation:
Minimiser, _, f"(x,y(x)).

Seulement, cette approche suppose que I'application x — M(x) est univoque et que la fonction

x — y(x) est différentiable presque partout. Par ailleurs, moyennant des conditions de régularite
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assez restrictive sur le probiéme de PDN, Dempe [1992] a utilise le concept de différentielle dans

une direction de la fonction x — y(x) ; cette différentielle est obtenue en résolvant un programme

quadratique. L'auteur en déduit des conditions nécessaires et suffisantes d’'optimalité qui sont &
notre avis, laborieuse a établir en pratique. Faisant appel a 'optimisation non différentiable, Ye et
Zhu [1992] proposent des conditions d’'optimalité pour la formulation particuliére du probleme de
PDN. Dans la perspective de procéder a une analyse théorique des propriétés des PLDN par une
méthode des pénalités, Xu [1999] établit (i} des conditions d’existence non seulement d'une
solution, mais aussi d'une fonction de pénalité exacte, puis (ii) la convergence vers une solution
optimale d'un algorithme basé sur cette méthode des pénalités. Moyennant des hypothéses de
régularité sur la formulation KKT d’'un probléme de PDN, Liu et al. [2001] proposent une fonction
de pénalité exacte pour le probléme de PDN, puis établissent des conditions sous lesquelles les

problemes de PDN et sa formulation KKT ont méme ensemble de solutions.

2.2.2.1 Cas particulier du probléme de PLDN

La grande majorité des résultats ont été obtenus pour la version particuliére du probleme
de PLDN ne contenant pas des contraintes couplantes de premier niveau. Pour cette version
particuliére, Candler et Townsley [1982], Bard et Falk [1982], Bialas et Karwan [1982] ont reconnu
la non convexité du probleme de PLDN et I'existence d'une solution optimale en un point extréme
du domaine réalisable Q ; Bialas et Karwan [1984] démontrent ce résultat en faisant I'hypothése
que Q est borné. Savard [1989] a montré que ce résultat reste valable en présence des
contraintes couplantes de premier niveau. Pour le probléme de PLDN, bien que le domaine induit
soit non convexe en général, il posséde certaines proprietés des ensembles convexes (Bard,

1983a). Les plus importantes étant les suivantes:

Propriété 2.2 (Corollaire 3.1, Bard 1983a): Tout point extréme du domaine induit D/ est aussi un

point extréme du domaine réalisable © du probléme de PLDN.
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Propriété 2.3 (Falk, 1973; Bard, 1988: corollaire 1): Lorsqu'un probleme de PLDN admet une

solution optimale, cette solution est atteinte en un point extréme du domaine induit D/.

Calvete et Galé [1998] ont généralisé ce résultat lorsque les fonctions économiques du
premier et du second niveau sous la forme d'une minimisation sont quasi concaves. Comme
nous le verrons dans la section 2.3, plusieurs algorithmes de résolution utilisent ces résultats.

L'application x — M(x) est une application polyédrale (Savard, 1989: théoréme 2.5) et son

graphe représentant le domaine induit est une réunion finie de polyédres qui peut étre non

convexe, ou non connexe. Les exemples suivants illustrent les definitions précédentes.

Exemple 2.1 (Savard et Gauvin 1994): Considérons le probléeme de PDN dont la formulation est:

Minimiser, , (x —1)° +2y7 —2x

Minimiser, (2y, — X) +(2y, = 1)° + Xy,
(4x +5y, +4y, <12,
4x+5y,—4y, >4,
SC.<4x—4y,+5y,<4,
—4x+4y,+5y,<4,

| XYy, 20

S.C.H<

La solution optimale se trouve sur le point extréme P de coordonnées (17/9,8/9,0) (figure
2.1). Le domaine réalisable Q est délimité par la frontiére de la figure 2.1, alors que le domaine

induit est représenté par les segments en gras n'est pas convexe.
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y2

y1

\j

DI

P(17/9,8/9,0)

Figure 2. 1: lllustration du domaine induit

Exemple 2.2: Considérons le PLDN suivant:

Maximiser, , f(x,y)
Minimiser, y
X+ 2y 210,
x—2y <6,
8.C.4 2x—y <24,
S.C.4

X+2y <38,
—X+2y <18,
| x,y =20.

L'ensemble des solutions réalisables de ce probleme est non vide si et seulement si

0<x <16 . Pour chacune des valeurs de x e [0,16], la valeur minimale de y est:
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5-x/2sixe[0,8],
M(x)={-3+x/2sixe[812],
—21+2x sixe [12,16].

Le domaine induit DI, qui est égal a I'ensemble défini par

{(x.5-x12):xe [0,8]} U{(x,—3+x/2) : xe [812]}u{(x,—21+x) : x e [12,16]},

est constitué de segments non qui ne sont pas adjacents dans R?. Il n'est par conséquent non

connexe.

2.2.2.2 Cas général du probleme de PDN

Des études significatives ont été consacrées a I'étude des conditions d'optimalité du
modele général du probléme de PDN par des auteurs comme Bard [1983a], Luo et al. [1998], Liu
et al. [2001]. Chen et Florian [1995] ou encore Ye et Zhu [1995], [1997] utilisent les éléments du
calcul non différentiable de Clarke [1983] pour établir des conditions d'optimalité du probleme de
PDN. Etant donné un probléme de PDN fractionnaire (chacune des fonctions économiques se
met sous la forme d'un rapport de fonctions linéaires), Calvete et Galé [2004] montrent que
I'optimum d’un tel PDN est atteint sur une face du domaine induit.

Nous passons en revue les résultats qui de notre point de vue sont les plus significatifs.
Pour énoncer les conditions d'optimalité de premier ordre pour le probleme de PDN, on

suppose généralement que lorsque la variable de premier niveau x est fixee, I'on a:

a) une hypothése de qualification des contraintes est satisfaite pour le probleme de second
niveau (PM2) dans un voisinage d'une solution optimale (x,y* ;

b) (Falk et Liu, 1995). les relations de complémentaritt sont non dégénerées
(A +g%(x,y*) =0 Vi) et les conditions d'optimalité de second ordre sont satisfaites au

voisinage de y* pour le probléme de second niveau:
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d'V2°(x,y*, A*)d > 0 pour tout d # 0 tel que d e T((x,y*),Q) et 1* >0 Vi,

ot L(x,y,A)=F(x,y)+A'g’(x,y) est le lagrangien du probléme de second niveau et
T((x,y"),Q), le sous-espace tangent en (x,y*) & Q pour x fixé.

Chen et Florian [1995] proposent d'utiliser la fonction valeur pour reformuler le probleme

(PDN) comme un programme mathématique a un niveau:

(PMF)
Minimiser, f'(x,)

g'(x,y) <0,

o gZ(x’y)SQ, (2.2.1)

fA(x.y)-V(x)=0,
(x,y)e XxY.

La contrainte f*(x,y)—V(x)=0 signifie que (X,y)€ DI et que les contraintes du probléme

(PMF) décrivent le domaine induit DI. Cette formulation pourrait laisser croire que le premier
niveau d'optimisation permet de contrbler totalement la valeur y du second niveau d'optimisation,
contrairement a la formulation initiale de PDN. Chen et Florian [1995] ont montré que, lorsque le
probléme (PDN) a une solution, alors (x*,y*) est une solution optimale de (PDN) si et seulement si
(x*,y*) est une solution optimale du probléme (PMF); de plus, lorsque le probléme (PND) est

convexe, alors les formulations (PDN,,;) et (PMF) ont méme ensemble de solutions. C'est 'objet

de la propriété ci-apres.

Propriété 2.4 (Chen et Florian, 1995: lemme 2.2): Pour une valeur donnée de la variable de
premier niveau x du probléme de PDN, si les fonctions f'(x,.) et g'(x,.) i=12 sont convexes

en y, alors la formulation (PMF) est équivalente a la formulation (PDN,,;) du probléme de PDN.

De la formulation (PMF), comme la fonction V(x) est non différentiable et non convexe, il
est possible de déduire des propriétés similaires pour le probleme (PDN); il en est de méme pour



20

les propriétés géométriques du domaine induit du probléme de PDN. A I'instar de tout probléme
d'optimisation, pour énoncer les conditions de régularitt du probléme (PMF) en un point

z=(x,y), il faudrait déterminer son ensemble de directions admissibles, puis donner une

approximation linéaire de I'ensemble des solutions réalisables Q en z, et enfin énoncer les
conditions nécessaires et suffisantes de qualification des contraintes de Kuhn et Tucker. Chen et
Florian [1995] procedent de cette fagon pour énoncer les conditions de régularité du probléme
(PDN): a partir du lagrangien du probléme (PMF), ces auteurs déduisent les conditions
d'optimalité du probléme (PDN) en termes d'existence des multiplicateurs de Kuhn et Tucker
relatifs au probléme (PMF).

Tuy et al. [1993], remplacent la contrainte f2(x,y)—V(x)=0 par f2(x,y) <V(x) puis
font appel aux concepts de l'optimisation globale pour déterminer une approximation de la
solution optimale de PLDN en utilisant des coupes de concavité.

Sous des hypothéses de qualification des contraintes appropriées, un probleme de PDN

est partiellement équivalent a sa formulation de KKT, & savoir (PDN,,;). La propriété ci-aprés

énonce ce résultat.

Propriété 2.5 (Bard, 1983): Si (x*,y*) est une solution optimale du probléme (PDN) et si y* est

une solution optimale réguliére du programme de second niveau pour x fixé, alors il existe un

vecteur de multiplicateurs de KKT A* tel que (x*,y*,A*) est une solution optimale du probleme
(PDN,.) .
Nous désignons par 3’ I'ensemble des solutions du probléme (PDN,,,) alors que

I'ensemble des multiplicateurs de KKT du probléme de second niveau d'un probleme de PDN est:
M(x,y)={Ae R, :g*(x.y) <OV, L(x,y,4) =0; A'g*(x,y)=0}.

Lensemble  défini  par  F*7 ={(x,y,A)e XxY xR, :¢°(x,y) <0; V, L°(x,y,4) = 0} est

I'ensemble des solutions realisables du probleme (PDN,,;) relaxé des contraintes de
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complémentarité. Pour le probléme de PDN généralisé (en fait un MPEC), Luo et al. [2001] (ou

encore Marcotte et Zhu [1996]) proposent de reformuler le probléme (PDN,,;) en pénalisant la

fonction économique du premier niveau par la relation de complémentarité; le programme

penalisé P(u) quien résulte a pour formulation:

Pu)
Min, , ,f'(x,y) - LA'g*(x,y)

(2.2.2)
sc. (x,y,A)e .

En supposant que pour toute solution (x*,y* A*)e 3“7, ona A +g2(x*,y*)#0 Vi et que les
conditions de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ) sont satisfaites en
(x*,y*,A%) pour le probléme (PDN,,.) relaxé des contraintes de complémentarité, Liu et al.
[2001]) montrent qu'il existe u* >0 tel que, pour tout x> u*, I'ensemble des solutions
optimales du probléme (PDN,,;) est égal a I'ensemble des solutions du probiéme d'optimisation
P(u). Les resultats relatifs a la formulation (PDN,,,) du probléme PDN seront enrichis dans le
chapitre suivant, dans la perspective du traitement du probléme (PDN,,;) comme un programme

mathématique avec contraintes d'équilibre.

2.3 Quelques applications de la programmation mathématique a deux niveaux (PDN)

La capacité de la programmation mathématique a deux niveaux a modéliser des
systémes hiérarchisés de prise de décision est a l'origine de I'abondante recherche qui a été
jusqu'a ce jour consacrée a l'étude des PDN ainsi que de leurs applications. Dans sa revue
bibliographique consacrée a la PDN, Ben-Ayed [1993] fait un tour d’horizon de quelques unes des
principales applications de la PDN. Labbé et al. [1998], Brotcorne et al. [2000] et Lavigne et al.
[2000] presentent d'intéressantes applications du probleme de PDN dans la détermination

optimale des prix aussi bien dans les péages routiers que dans le domaine de I'électricité. En
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rapport avec la détermination optimale des taxes sur les crédits liés a la production du fuel
biologique, Bard et al. [1998], Bard et al. [2000] puis Dempe et Bard [2000] présentent des
contributions dignes d'intérét. Marcotte et Savard [2001] ou encore Dempe [2003] font également

un tour d’horizon des principales applications du probléme de PDN.

2.4 Les algorithmes de résolution des problémes de PDN

Parallélement a I'étude théorique du probléme de PDN, de nombreux algorithmes ont été
mis au point pour le résoudre, majoritairement dans le cas linéaire. Ces algorithmes peuvent étre
classés en trois catégories: la premiére catégorie s'applique au cas linéaire seulement, en
exploitant la propriété selon laquelle une solution optimale de tout probléme de PLDN est atteinte
en un point extréme de I'ensemble des solutions réalisables Q ; la deuxiéme catégorie s'applique

a la formulation (PDN,,,), dans laquelle le probleme de second niveau est remplacé par ses

conditions d'optimalité de KKT. Ce programme mathématique a un niveau est non convexe et la

propriété 2.5 assure, sous des conditions de régularité, que le probiéme (PDN,,;) est équivalent

au probleme (PDN). Enfin, la troisiéme catégorie conceme les méthodes de descente qui

exploitent (i) la formulation (2.1.5) ou (ii) la formulation utilisant une fonction de pénalité.

a) Les algorithmes d'exploration des points extrémes

Parmi les algorithmes de cette catégorie, citons ceux de Bialas et Karwan [1984], Dempe
[1987], Chen et al. [1992] qui ont été congus pour la formulation particuliére des problémes PLDN.
Ces algorithmes, a linstar de celui proposé par Candier et Townsley [1982], du fait de
I'accumulation des bases a traiter peuvent causer des problémes d'espace mémoire ou rendre le
temps de résolution élevé en raison de la nécessité d'explorer un grand nombre de bases
optimales (Bard 1983a).

Pour un programme quadratique a deux niveaux, Vicente et al. [1994] ont introduit les

notions de points extrémes du domaine induit et de directions admissibles: en fonction de la
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nature de la fonction économique du premier niveau, ces auteurs ont proposé une procédure

d'exploration des points extrémes susceptible de déterminer un optimum local.

b) Les algorithmes basés sur les conditions d'optimalité

Les algorithmes basés sur ce principe exploitent les propriétés du probléme (PDN,,;).

Ces algorithmes, exception faite de celui de Fortuney-Amat et McCarl [1981] ont été développés
pour les programmes linéaires a deux niveaux (PLDN ) sans contraintes couplantes de premier
niveau. La plupart de ces algorithmes ont fait 'objet de tests numériques. Il faudrait noter que,

pour la variable de premier niveau x fixee, la formulation (PDN,,;) ne donne pas la garantie de

trouver, un optimum global du probléme de PDN. De sorte que les méthodes de résolution
basées sur les conditions de KKT ne fournissent généralement qu'un optimum local. Citons dans
cette catégorie l'algorithme " Parametric Complementary Pivot Algorithm " (PCP) de Bialas et al.
[1980] qui fut trés populaire et de nombreuses publications lui ont fait référence lors d'études
comparatives ou il se révélait étre performant. Cet algorithme s'inspire d'une part, d'une technique
utilisée par Wolfe [1959] pour résoudre un probleme convexe de programmation quadratique, ou
un critére restrictif d'entrée en base est utilisé a l'intérieur de la procédure du simplexe afin
d'assurer la complémentarité, et d'autre part fait appel a une coupe de type ¢'x+d'y > afin
d'améliorer la fonction économique du premier niveau; Ben-Ayed et Blair [1990] ont montré que

cet algorithme ne converge pas toujours vers une solution optimale.

Nous décrivons a présent sommairement I'algorithme de Giimis et Floudas [2001].

L'algorithme de Giimiis et Floudas [2001]

Cet algorithme basé sur une technique d’'optimisation globale, se propose de résoudre
un probléme général de PDN. On suppose que toutes les fonctions qui interviennent dans sa
formulation sont de classe C2, et que les hypothéses générales de régularité sont satisfaites pour

le probleme de second niveau pour tout x fixé. Si on considére la formulation (PDN,,;) du

probléme (PDN), le principe de I'algorithme est le suivant:
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i) I'ensemble des solutions réalisables " est relaxé: on élargit le domaine F en
construisant des sous-estimations de toutes les expressions qui apparaissent sous forme de

produit ou de fraction dans le probléme (PDN,,;), de maniére a rendre convexe toutes les

contraintes d'inégalité de la nouvelle formulation du probléme de second niveau;

ii) on construit ensuite les bomes de chacune des variables y; ets;, s; designant la

variable d’écart dans la contrainte de second niveau, a savoir: gf(x, y)+s;=0.

iii) les contraintes d'égalité du probléme de second niveau du type h(x,y)=0 sont

transformées en deux contraintes d'inégalités:

{h(x, y) <0, (2.4.9)

—h(x,y) <0;

iv) si U désigne la borne supérieure des variables d'écart, chacune des relations de

complementarite A;s; =0 est transformée en:

A =UY, <0,
<s]°.—U(1—Yj)SO,
/If, s,°.20,

(x.y)e XxY, Y, e{01}.

(24.2)

Le probléme qui en résulte est un programme mafhématique non linéaire a variables
mixtes. Les auteurs proposent d'utiliser un logiciel de programmation mixte pour le résoudre.
L'algorithme a été testé sur cing problémes de petite taille.

Les transformations que Glimiis et Floudas utilisent pour résoudre un probléme de PDN
posent trois problémes:

- La transformation d'une contrainte d'égalité h(x,y) =0 en deux contraintes d'inégalite
(2.4.2) peut briser la stabilité du programme initial.

- It peut étre difficile d'identifier dans (2.4.2) une valeur de U qui soit suffisamment grande.
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- La transformation des relations de complementarité A4;s, =0 en deux contraintes du

type (2.4.3) transforme le probléme initial en un probléme combinatoire aussi complexe a
résoudre que le probléme initial. Signalons que des transformations similaires avaient déja été
proposées par Fortuney-Amat et McCarl [1981]; il est connu que le programme qui résulte de ce
type de formulation est généralement difficile a résoudre.

Les algorithmes basés sur une méthode de séparation et évaluation font également partie
de cette catégorie. lls suscitent I'espoir de disposer d'une méthode de résolution du probleme de
PDN de grande taille, d'autant plus qu'ils sont a méme de déterminer un optimum global. Les
algorithmes de Savard [1989], Hansen et al. [1992] utilisent les principes de monotonie sur les
contraintes du probleme de second niveau, et s'articulent sur (1) les méthodes par séparation et
évaluation, (2) I'élimination du probléme de certaines variables en fonction de la nature (serrée ou
non) des contraintes du probléme de second niveau. Les autres algorithmes significatifs de cette
catégorie a notre sens, sont ceux de Bard et Falk [1982], Papavassilopoulos [1982], Bard et
Moore [1990]. Pour l'algorithme de Bard et Moore, la séparation est faite sur les relations de

complémentarité du probléme (PDN,,,): on résout le probléme résultant de (PDN,,;) relaxé des

contrainte d'équilibre, en fixant successivement a zéro chacune des variables non nulles qui
intervient dans une relation de complémentarité. On retient la solution obtenue si elle est

realisable pour le probleme (PDN,,;) et si elle améliore la valeur de la fonction économique du

premier niveau. De nombreux travaux ont fait référence a cet algorithme. Cependant, il reste
moins performant que I'algorithme MAYBIL de Savard [1989], Hansen et al. [1992].

L'algorithme proposé par Judice et Faustino [1992] fait appel a une stratégie de pivot
basée sur les relations de complémentarité entre les multiplicateurs de KKT et les variables
d'ecart. D'aprés les expérimentations numériques faites par les auteurs, cet algorithme s'est avéré
performant sur les problémes de tailles moyennes, mais n'a pas été concluant sur les problémes
de grandes dimensions. Ceci pourrait s'expliquer par le nombre des branches de l'arbre a
explorer qui croit exponentiellement avec la taille des variables du probléme.

Pour résoudre un probléme de programmation mathématique quadratique a deux

niveaux, Muu et Quy [2003] proposent de transformer ce probléme en un programme
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mathématique a un niveau en définissant une fonction de mérite, puis utilisent une méthode par

séparation et évaluation.

c) Les algorithmes de descente

Nous ferons ici une distinction entre les algorithmes utilisant une fonction de pénalité et
les algorithmes utilisant une méthode de descente.

En programmation mathématique standard, les méthodes du gradient constituent un des
outils privilegiés. Quelques auteurs, a l'instar de Aiyoshi et Shimizu [1981], Kolstad et Lasdon
[1990], Falk et Liu [1995] ont proposé d'utiliser une méthode du gradient pour résoudre des
programmes & deux niveaux. Ces méthodes ont été peu utilisées en raison de deux problemes
majeurs: (1) la difficulté de calculer la fonction implicite y(x) qui n'est pas différentiable partout, (2)
la non convexité inhérente au probléme & deux niveaux qui conduit a I'existence d'optima locaux

et la convergence vers |'optimum global dépend du point initial choisi.

Les algorithmes utilisant ies fonctions de pénalité quant a eux incorporent habituellement
des fonctions de pénalité exacte, qui sont déduites du saut de dualité du probleme de second
niveau dans le cas linéaire. Ces fonctions jouent un role important pour les problémes de PDN,
autant pour établir des conditions d'optimalité que pour élaborer des algorithmes de résolution.
Mareotte et Zhu [1996], puis Liu et al. [2001] proposent une série de fonctions de pénalité exacte

susceptibles d'étre utilisées pour reformuler un probléme de PDN.

i) Les algorithmes utilisant une méthode de descente
Nous présentons briévement les méthodes proposées par Kolstad et Lasdon [1990], Falk
et Liu [1995] et par de Still [2002].

L'algorithme de Kolstad et Lasdon [1990]
Le principe de cet algorithme consiste a appliquer une méthode de gradient sur le probléme a un
seul niveau (2.1.5) de la section 2.1. Le vecteur y s’exprime comme une fonction de x de sorte

que la fonction économique de ce probléme est
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Maximiser, c.x +d!y(x) . (2.4.3)

En pratique, y(x) n'est pas une fonction, mais une application multivoque. Les auteurs
font I'hypothése que y(x) est une fonction univoque différentiable. Kolstad et Lasdon ont
développé une méethode efficace pour le calcul du gradient de la fonction y(x) lorsque le

probléme de second niveau posseéde plusieurs contraintes non actives dans la solution optimale;
cette méthode est une adaptation de la méthode proposée par Fiacco [1976].

Sous l'hypothése de complémentarité stricte, la variable y(x) est partitionnée en deux

catégories de variables: celles qui sont contenues dans leur borne initiale et celles qui ne le sont

pas; ce qui permet de calculer le jacobien Vy(x) de la fonction implicite y(x) en ne considérant

que les variables qui ne sont pas a leur borne. Cette méthode s'est avérée efficace dans un
premier temps pour les problémes ou la majorité des variables de la solution optimale du
probleme (2.1.5) sont hors base.

Kolstad et Lasdon [1990] ont ensuite procédé a des expérimentations numériques
significatives sur des problémes ayant jusqu'a 230 variables et 30 contraintes. Si la méthode s'est
avérée performante sur la quasi totalité des exemples traités, il convient toutefois de signaler que
l'algorithme peut étre pris au piege lorsque le processus itératif conduit a un point col. Les auteurs
n'ont pas prévu un mecanisme pour contourner cette difficulté.

L'algorithme de Falk et Liu [1995]
Falk et Liu proposent un algorithme de résolution du probleme PDN mis sous la forme
(2.1.5) a savoir:

Minimiser,_,, Pf'(x) = f'(x,y(x)). (24.4)

Le principe de l'algorithme que les auteurs ont baptisé algorithme du leader prédominant
(leader predominate algorithm) est le suivant:
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On suppose qu'a litération k, la stratégie du leader est x*, la réaction optimale du
suiveur étant y* . Partant de x*, le leader se déplace dans la direction d* que I'on détermine en
résolvant le programme ci-aprés qui peut prendre la forme d'un programme quadratique

of'  of

DPF(xd) = B_d +—Dy(x*;d) (2.4.5)

Minimiser,
‘ X  dy

ou Dh(a;d) est la dérivée de la fonction h en a dans la direction d.

Cependant, la fonction Pf' n'étant pas toujours différentiable, les auteurs suggérent
d'exploiter les itérations antérieures afin de calculer un sous gradient £ e oPf'.

La mise en oeuvre de l'algorithme suppose que I'on dispose (a) d'un logiciel de résolution
d'un programme mathématique standard, notamment pour trouver une solution réalisable au
probleme (PDN,,;) relaxé des contraintes d'équilibre, (b) d'une procédure permettant de calculer
un sous gradient £.

Dans une autre variante de cet algorithme (the adaptive leader predominate algorithm), la
direction de déplacement d* est calculée par une méthode de quasi-Newton si la fonction Pf’

est différentiable en x*. Les auteurs montrent que cet algorithme est localement convergent,

mais ils n'ont pas procédé a des expérimentations numériques significatives.

L'algorithme de Still [2002]
Cet algorithme cherche a déterminer un optimum local du probléme de type (PLDN) que

Still met sous la forme:

(PLDNO)
Minimiser, ..a;x + by =d;z

Minimiser, d;y
$.C.4Q(x)
sc.{Ax+By <c(=Cz<c). (2.4.6)

Quelques définitions sont requises.



29

Soit J 'ensemble des indices des contraintes de ce probléme; I'ensemble des solutions
réalisables peut se mettre sous la forme Q ={ze R*™:Cz<c, je J} ol C, désigne la ligne
d'indice j de la matrice C . Soit J, < J; considérons I'ensemble défini par

fi=f(J)={ze Q:Cz=c, je J;}.
Pour ze Q, l'ensemble des indices des contraintes actives est défini par:
Jz)={jeJ:Cz=c}.
Pour 'ensemble J, < J de [iteration k, le sous espace S(J,) est défini par
S()={ze R*™:Ciz=0,je J,}.
A chaque étape de I'algorithme, il faut calculer la projection de la fonction économique

—d, sur le sous espace S(J,).

Le cadre conceptuel général de I'algorithme se presente ainsi:

On calcule une solution réalisable z, du probléme (PLDNO) en résolvant le programme
linéaire:
Minimiser,d;z
sc{Cz<c.
Soit Z =(x,y) sa solution optimale.
Si y estune solution optimale de Q(X), on a trouvé une solution du probléme (PLDNO).
Sinon, on calcule & l'itération k la solution optimale y,;ona: z, =(X,y,) .
Soit J, =J(z,) et s, la projection de —d, sur S(J,). z, estla solution courante et s, la
direction de déplacement.
Si la direction s, est telle que d!s, <0, alors il n'existe pas de direction de descente.

Dans ces conditions, z, estun minimum local.

Sinon, déterminer le pas de deplacement ¢, solution du probléme:

Minimiser, {d{z,, = d}(z, +7s,):7>0 et z,,,€ Q}.
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Si on ne peut pas déterminer f, , alors z, est un minimum local.

D'apres l'auteur, les résultats des tests numériques qu'il a effectués montrent de maniére
expérimentale que son algorithme a un comportement polynomial. Signalons que cet algorithme

ne permet de déterminer qu'un optimum local du PLDN résolu.

ii) Les algorithmes utilisant une fonction de pénalité
Nous présentons l'algorithme proposé par White et Anandalingam [1993]. Il s'applique

aux problémes de PLDN de type:

Minimiser, F(x,y) =a'x+b'y
Minimiser,d'y
scC. A <
S.C.{ 2X+Bzy p!
X,y =0.

(24.7)

Les ensembles Z={(x.y)20:Ax+By<p} et U={u=0:u'B,>d]représentent

respectivement le domaine réalisable et I'ensemble des variables duales du probléme du second
niveau. Anadalingam et White, considérent cette formulation particuliére du probleme de PLDN,

puis font appel au saut de dualité du programme linéaire de second niveau défini en tout point
(x,y,u)e ZxU par. TI(x,y,u)=u'(p-Ax)—d'y. On obtient la formulation du probléme
(PLDN) pénalisé:

P(K)
Maximiserxlyluli'(x, y.u,K) =cix+dly — KII(x,y,u)
248
. {(x, y)ez, (24.8)
uel,

ou K est arbitrairement grand. Soit (x,y,u)e ZxU. Si II(x,y,u) =0, alors (x,y) est une solution

realisable pour la formulation particuliere du PLDN. Soit Z,, U, et (ZxU), respectivement
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I'ensemble des points extrémes des polyedres Z, U et ZxU . Anadalingam et White ont fait les
hypothéses A1 et A2 ci-aprés dans la perspective de développer un algorithme de résolution du
probléme P(K). Signalons toutefois que Campélo et al. [2000] établissent par le biais de la
propriété ci-dessous que I'hypothése A2 ne peut jamais étre satisfaite.

Hypothése A1: Lorsque x* est la solution optimale du probléme du premier niveau, alors
I'application M(x*) est univoque;,

Hypothése A2: Les polyédres Z et U sont simultanément non vides et bornés;

Propriété 2.6 (Campélo et al., 2000): Si I'ensemble Y ={y:B,y <q,y 20} est non vide et
bomé, alors lensemble U={u>0:u'B,2d,} est non vide et non bomé. De méme si

I'ensemble U est non vide et borné, alors I'ensemble Y est non vide et non borné.

Pour obtenir un algorithme bien défini, Campélo et al. [2000] font les hypothéses selon

lesquelles on a:
(A): U # D et le programme linéaire PL(P): Max{a'x +b'y:(x,y)e Z} a une solution optimale;

(B): U est un ensemble compact.

Les conditions d'optimalité du probléme pénalisé P(K) sont indiquées dans les résultats
ci-aprés; elles ont été établies par Anadalingam et White.

Propriété 2.7 (Anadalingam et White, 1993): Pour Ke R, fixé, une solution optimale du
probleme P(K) lorsqu'elle existe est atteinte en un point appartenant @ Z xU, et

Z,xU, =(ZxU),

On déduit de cette propriété qu'une solution optimale du probléme pénalisé est atteinte

sur les sommets des domaines réalisables des programmes linéaires primal et dual du probleme
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de second niveau du PDN. Le programme pénalisé P(K) est alors résolu a chaque itération. A
partir d'un point extréme u'de U, qui permet de déterminer une solution optimale
(x(@"),y(@"),u") de P(K), on procéde & une exploration de I'ensemble (de cardinal N{u')) des

points extrémes u™ qui lui sont adjacents, lorsqu'une solution optimale n'est pas atteinte en u'.
Une procédure similaire & la méthode des coupes de Tuy et al. [1993] permet d'éliminer de

Pensemble U le point u'. Les auteurs démontrent qu'il existe une valeur finie K*e R, pour

laquelle une solution optimale du probléme P(K) est atteinte en un point extréme u' de U,
solution optimale du probléme ( 2.4.8) pour tout K>K*. Ce resultat est consigné dans la

propriété ci-dessous qui indique aussi les conditions d'optimalité du probléme de PLDN.

Propriété 2.8 (Anadalingam et White, 1993): Il existe une valeur K*e R, pour laquelle une

solution optimale du probleme pénalisé P(K) conduit a une solution optimale pour le probléme de

PLDN dans sa formulation particuliere, pour tout K > K * .

Notons cependant que le temps de calcul consacrée a l'exploration des points extrémes

adjacents & u' peut étre considérable et rendre I'algorithme inefficace. Les expérimentations
numériques faites par les auteurs ont montré que cet algorithme est moins performant que la
méthode proposée par Bard et Moore {1990].

Enfin, du fait de la similitude de plusieurs propriétés structurelles des problémes de PDN
sous forme KKT et des problemes d'optimisation discrete, les auteurs comme Anandaligam et al.
[1983), Friesz et al. [1987], Gendreau et al. [1996] ont proposé des méthodes heuristiques pour
résoudre les problémes de PDN.

En définitive, les algorithmes basés sur une méthode de séparation et d'évaluation, du
fait de la nature combinatoire du probléme de PDN, sont ceux qui ont fourni les meilleurs résultats

jusqu'a présent.
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CHAPITRE 3 - REVUE DE LA LITTERATURE SUR LES PROGRAMMES MATHEMATIQUES
AVEC CONTRAINTES D’EQUILIBRES (MPEC)

Ce chapitre est consacré a la présentation d'une synthése bibliographique des
programmes mathématiques avec contraintes d'équilibre. Nous énongons les principales
propriétés, puis nous passons en revue les principaux algorithmes de résolution. Nous
introduisons une étude a la compréhension de quelques propriétés relatives a I'ensemble des
solutions d'un probléme de programmation mathématique a deux niveaux (PDN), en nous
inspirant a cet effet des éléments de théorie liés aux solutions du probleme de MPEC ou du
probléme défini par une inégalité variationnelle. Les probiémes de MPEC auxquels nous nous
intéressons sont en fait les problémes de PDN sous forme KKT. En effet, certains algorithmes de
résolution des PDN font généralement référence aux caractéristiques de I'application qui a la
variable de premier niveau x, associe I'ensemble des solutions optimales du probléme de second
niveau M(x): dans l'algorithme MAYBIL développé par Savard [1989], l'un des principes de
monotonie sur lequel repose cet algorithme porte sur 'hypothése d'univocité de I'application M(x);
il en est de méme pour l'algorithme de descente proposé par Savard et Gauvin [1990] ou encore
de I'algorithme développé par White et Anandalingam [1993].

Le chapitre est organisé comme suit: dans la section 3.1, nous présentons les notations
et les définitions relatives aux problemes de MPEC d'une maniére générale. La section 3.2 est
consacrée aux définitions et aux propriétés liées aux problémes de complémentarité. Dans la
section 3.3, nous faisons un tour d'horizon du concept des fonctions de mérite qui sont devenues
d’importants outils pour la résolution des problémes de complémentarité ou des problémes de
MPEC. Dans la section 3.4, nous parlons du probieme de MPEC sous forme KKT qui présente

des similitudes avec la formulation (PDN,,;) d'un probléme de programmation mathématique a

deux niveaux; nous passons en revue les principales définitions et propriétés liées a cette
catégorie de problémes de MPEC. Dans la section 3.5, nous proposons une premiéere contribution

théorique consacrée a I'étude de propriétés qui caractérisent 'univocité de I'application M(x) en
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programmation mathématique a deux niveaux. Dans la section 3.6, nous présentons les

principaux algorithmes de résolution du probleme de MPEC.

3.1 Formulation générale du probléme de MPEC: définitions et notations

Le probléme de MPEC est une généralisation du probleme de programmation mathématique a
deux niveaux (PDN). Marcotte et Zhu [1996] puis Marcotte et al. [2001] définissent le probleme de
MPEC comme un probléme de PDN généralisé: c'est un programme mathématique dont les
contraintes incluent un probléme défini par une inégalité variationnelle. Avant de donner une
formulation du probléeme de MPEC dans le cas général, les définitions et les notations relatives &

un probléme de complémentarité ou a une inégalité variationnelle s'avérent utiles. Pour cela,

considérons la fonction F:R™xR™ — R™ et l'application multivoque C(x) définie par:

Vxe X cR™,C(x) =@ ot C(x) ={ye R" :¢’(x,y) <Oeth(x,y) =0},

g>:R*xR” - R": eth:R™* xR" - R’. Lorsque I'ensemble C(x) représente un cone

convexe ou un polyédre, on désigne par C'(x) le dual de C(x) au sens de I'analyse convexe.

Soit X cR™ et xe X fixé tels que 'ensemble C(x) est un cone convexe ou un polyédre borné
non vide. Si 'ensemble M(x) défini au chapitre précédent représente 'ensemble des solutions de
linégalité variationnelle (V/) définie par la paire (F(x,.),C(x)), C'est-a-dire, ye M(x) si et

seulement si y € C(x) et vérifie l'inégalité:

(v—y)'F(x,y) =0, Vve C(x). (3.1.0)

Cette inégalité variationnelle est notée VI(F(x,.),C(x)) .

Définition 3.1: Un probleme défini par I'inégalité variationnelle V/(F(x,.),C(x)) note

(PVI) consiste a déterminer un vecteur y* e C(x) qui satisfait (3.1.0).
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Définition 3.2: Pour chaque élément xe X fixé et étant donné un céne C(x), un
probléme de complémentarité généralisé note GCP(F(x,.),C(x)) sur C(x) est l'ensemble des

solutions y e C(x) qui satisfont aux relations:

F(x,y)e C'(x) ety'F(x,y)=0. (3.1.1)

La formulation d'un probléme de complémentarité non linéaire est la suivante:
(NCP): Trouver (x,y)e XxY c R™ xR" telque ye C(x) et 0<F(x,y) Ly >0.

La notation F(x,y) Ly signifie que l'on a y'.F(x,y)=0. Dans le cas linéaire, C(x) est un

polyédre convexe et la fonction F(x,y) se met sous la forme:
F(x,y)=My+Nx+qolige R", Me R"xR", Ne R" xR"™.

Le probléme de complémentarité lingaire est noté LCP(q,M,N). Lorsque N=0, on le
note LCP(q,M). La fonction F(x,.) que l'on note F, représente quelquefois le gradient (par
rapport & la variable y) d'une fonction réelle de classe C', f2:R™xR™ — R clest-a-dire
F(x,y)= Vyfz(x, y). A la lumiére de ce qui précéde, le probléme de complémentarité généralisé
GCP(F(x,.),C(x)) représente I'ensemble des points stationnaires y du probléme d'optimisation ci-
aprés, que I'on pourrait assimiler au probléme de second niveau d'un probléme de PDN:

(PM2)

Minimiser, f*(x,y)

2
. {g (xy)<0,
yeYy.

Pour un vecteur xe X donné, on peut écrire M(x) =argmin, {fz(x, yhye C(x)} .
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Luo et al. [1996a], faisant référence a la théorie des inégalités variationnelles font

remarquer que lorsque 'ensemble C(x) est un cone convexe, le probleme défini par l'inegalité
variationnelle

ye C(x)et(v-y) F(x,y) =0, Vve C(x)

est un probléme de complémentarité généralisé. Sous la forme la plus générale, la formulation

d'un probleme de MPEC est la suivante:

(MPEC)
Minimiser, , f'(x,y)
h(x.y)=0,
19y <0, (3.1.2)
0<F(x,y)Ly=0,
(x,y)e Z=XXxY,

ol fl:R*xR"™ - R, Z=XxY cR™™ est un sous-ensemble fermé non vide. Dans le cas

linéaire, la formulation générale du probiéme de MPEC est:

(MPEC(M,N,q))
Minimiser, , f'(x,y)
w=My+Nx+q,
sc40<wly=0,
(x,y,w)e XxYxR",

(3.1.3)

ot f':R™xR"™ — R est une fonction affine. Lorsque le sous ensemble M(x) de R"

représente I'ensemble des solutions d’'un probleme de complémentarité ou d'une inégalité
variationnelle, ou alors I'ensemble des solutions du probléme de second niveau de type (PM2)
d'un probléme de PND, un probléeme de MPEC peut étre formulé comme un probleme de

programmation mathématique a un niveau, a savoir:
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Minimiser, ,f*(x,y)

s.c.{ye M(x), (3.1.4)
(x,y)e Z

Les caractéristiques du probléme de MPEC que nous présentons dans la section suivante,

dépendent des propriétés de la fonction F ou de la matrice M des contraintes (3.1.3).

Remarque 3.1: Avec les notations utilisées dans le chapitre 2 pour la formulation (PLDN),

posons f'(x,y)=cix+djy, C(x)={y=0:Ax+B,y<h,} dont le sous espace dual est

C'(x)={ze R":2'B, >0}, F(x,y)=d,. Une formulation du type (3.1.3) s'obtient en posant:
+ 2 2

' -d 0 t
ysy ,q=| ‘| N= etM= 0 le
z b, -A, -B, 0

3.2 Le probléeme de complémentarité

Nous présentons a présent les principales définitions relatives au probléme de
complémentarité; en effet, déterminer une solution réalisable d'un probléme de MPEC revient a
trouver une solution au probléme de complémentarité dont les équations constituent les
contraintes de ce MPEC. De plus, les propriétés de la matrice M (respectivement de la fonction F)
sont a l'origine des conditions d'existence des solutions des problemes de type LCP(q,M,N)

(respectivement NCP) et du comportement des algorithmes qui conduisent a ces solutions. Les
caractéristiques du domaine induit d’'un probléme de PDN peuvent également dépendre des
propriétés de la matrice M ou de la fonction F. Nous commencerons cette section en rappelant
brievement les principales définitions qui se rapportent au probléme de complémentarité, puis

nous présenterons les principales propriétés de ce probléme.
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3.2.1 Définitions
Les définitions qui suivent se rapportent aux matrices ou fonctions qui sont utilisées dans

une relation de complémentarité ou une inégalité variationnelle.

Définitions 3.3: Une matrice M est:

i) une Po-matrice si VyeR", y=0,3iel.y,#0ety,[My] 20 (tous les mineurs
principaux de M sont positifs ou nuls);

ii) une P-matrice si VyeR",y#0,3ie/:y, #0ety[My] >0 (tous les mineurs
principaux de M sont strictement positifs);

i) une Re-matrice si LCP(0,M) a pour unique solution z* =(0,0)e R".

On peut établir que toute P-matrice est a la fois une Po-matrice et une Ro-matrice.
Soient X = R™ un ensemble non vide, pour xe X fixé et la fonction F, :Y > R"
definie par. y — F(x,y). Le concept de Po-fonction qui se rattache a la fonction F, est une

extension naturelle de la notion de Po-matrice (Huang, 2002); donnons en la définition.

Définition 3.4: La fonction F, est une Po-fonction si pour tous u,ve Y avec u=v, il

existe un indice i tel que (v, —v,)(F, (u)—F,(v)), 20.

La propriété de monotonie gouverne lexistence de solutions du probleme de
complémentarité non linéaire et le comportement des algorithmes qui permettent de trouver ces
solutions. Nous définissons les concepts de monotonie et de coercivité d'une fonction qui

conférent au probléme de complémentarité des propriétés qui peuvent faciliter sa résolution.

Définitions 3.5: On dit qu'une fonction F est:

i) monotone sur Y'si (t—y)'(F(t)—F(y)) =0 pourtout t,ye Y;
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i strictement monotone sur Y'si (t — y)'(F(t)—F(y)) >0 pour tout
tyeY avect#y,

i) fortement monotone sur Y s'il existe une constante u > 0 (appelée module)
telle que (t—y)' (F(t) —F(y)) 2 u|t-y| VtyeY;

V) coercivesur Y silexiste y’ e Y telque lim . F(y) (y=y")/|y|=o;

V) co-coercive sur Y s'il existe o >0 tel que

(t—y) (F(t)-F(y)) = ar“F(t)—F(y)“2 pour tout £, y dans Y.

|| désigne une norme sur R™ . Il faudrait noter que toute fonction co-coercive est monotone,

mais pas nécessairement fortement monotone (par exemple, une fonction constante). Si la

fonction F est fortement monotone et continue lipschtzienne sur Y, alors elle est co-coercive sur
Y. De plus, si F est une fonction affine du type F(y)=q+My et Y =R", alors F est coercive si
et seulement F est fortement monotone, ce qui revient a dire que la matrice M est définie positive.

Il est facile de montrer que si Y est un ensemble fermé de R™ et F est une fonction
coercive et continue sur Y, alors elle atteint son minimum sur Y. Plus généralement, si 'ensemble

Y est fermé, si F est continue et 'il existe un vecteur y°e Y tel que { yeY:F(y)< F(y°)} est

borné (donc compact), alors F atteint son minimum sur Y. Harker et Pang [1990], puis Huang
[2002] passent en revue les propriétés des fonctions F ainsi définies lorsqu'elles interviennent
dans la modélisation des problémes définis par une inégalité variationnelle ou des problémes de
complémentarité non linéaires. Zhu et Marcotte [1996] pour leur part, consacrent une étude au
role joué par la propriété de co-coercivité dans la convergence d'algorithmes itératifs pour

résoudre les probléemes définis par une inégalité variationnelle.

Comme nous I'avons rappelé, une solution réalisable d'un probléme de MPEC est en fait
une solution du probléme de complémentarité défini par les contraintes de ce MPEC. Plus
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précisément, une solution réalisable ou encore e domaine réalisable d'un probléme de MPEC se
définit comme suit:

Définitions 3.6

i) Un point z=(x,y) est une solution réalisable d'un probléme de MPEC si z est une

solution du probléme de complémentarité défini par les contraintes de ce MPEC.

iy Le domaine réalisable § d'un probléme de MPEC est constitué de I'ensemble des

solutions réalisables de ce MPEC.

Par exemple pour la formulation générale du probléme de MPEC linéaire,
Sz{(x,y,w)e XXR™ :w=Nx+My+q;0<w Ly 20}.

D'une maniére générale le domaine § n'est pas convexe. Ceci peut étre illustré avec 'exemple
2.2 du chapitre précédent qui est un probléme de programmation mathématique a deux niveaux
(PDN); le domaine § est en fait le domaine induit de ce PDN.

3.2.2 Propriétés du probleme de complémentarité
Cette section contient les principales propriétés du probléme de complémentarité. Les

deux propriétes ci-dessous garantissent [l'existence d'une solution pour un probléme de
complémentarité. La propriété de co-coercivité de la fonction F, assure outre I'existence de cette
solution, mais aussi la compacité de I'ensemble des solutions du probleme (NCP). Ces deux
propriétés peuvent étre utiles dans I'étude des propriétés de I'ensemble M(x) des solutions

optimales du probleme de second niveau d'un programme mathématique a deux niveaux (PDN).

Propriétés 3.1
1) (Cottle et al., 1992): Le probleme LCP(q,N,M) admet une solution unique (quand elle

existe) lorsque la matrice M est une Po-matrice et Ro-matrice.
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2) Soit Y — R7 un ensemble non vide et soit une fonction F,:Y — R". Les assertions

suivantes sont vraies:
a) Si Fy est monotone sur Y, alors I'ensemble des solutions du probléme (NCP) est convexe
(éventuellement vide).
b) Si Fy est strictement monotone sur Y, alors le probléme (NCP) admet au plus une
solution.

c) Si Fyest fortement monotone sur Y, alors la solution du probleme (NCP) est unique.

Propriété 3.2 (Harker et Pang, 1990): Soit Y un ensembie convexe non vide et fermeé de
R"™ et F, une fonction continue: Y — R". Si F, est coercive par rapport a Y, alors 'ensemble

des solutions du probléme (NCP) est non vide et compact.

3.3 Les fonctions de mérite

Les fonctions de mérite constituent d'excellents outils de modélisation et d'analyse en
programmation mathématique. Elles permettent de transformer les relations de complémentarite
d'un probléme de MPEC en contraintes réguliéres au voisinage d'une solution optimale. Facchinei

et Soares [1997], puis Ferris et Kanzow [1998] proposent les définitions suivantes:

Définitions 3.7:

i) (Facchinei et Soares, 1997) Etant donné un probléme d'optimisation (OP) défini sur
CcR", une fonction de mérite pour le probléme (OP) est une fonction non négative
F,:C >R telle que I'ensemble des solutions du probléme (OP) coincide avec I'ensemble des

solutions du programme ci-aprés:

(P) Minimiser F, (x), xe C. (3.3.1)
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Si le probléme (OP) n'a pas de solution, alors le programme (P) a une solution X telle
que F (x)#0.

ii) (Ferris et Kanzow, 1998) Une fonction @ :R" — R est appelée fonction de mérite
pour le probleme (NCP) si elle a les propriétés suivantes:

a) ®(x)=>0pourtoutxel”;

b) ®(x) =0 si et seulement si x est solution du probieme (NCP).

Comme fait remarquer Facchinei et Soares [1997], la détermination d'une fonction de
mérite pour un probléme (OP) n'est pas difficile, par contre, I'idéal consiste a trouver une fonction
de merite ayant d'excellentes propriétés des points de vue théorique ou algorithmique.

La fonction de Chen-Harker-Kanzow-Smale (CHKS) fait partie des fonctions de mérite;

elle est définie par rapport a la relation de complémentarité ab =0 par:

d(a,b,u)=a+b—+J(a—b)* +44* .

Burke et Xu [2000] utilisent cette fonction pour trouver une solution au probleme de
complémentarité linéaire LCP(q,M) par un algorithme du point non intérieur. Une variante de la

fonction de mérite de Fisher-Burmeister [1992] est définie de R2xR — R par:

@ (abu)=a+b-\a*+b*+u.
La fonction @, a la propriété intéressante (NCP) établie par Kanzow [1995] (lemme2.2) selon
laquelle

®,,(abu)=0c0<a 0<b etab:%.

(NCP)
On dit alors que la fonction de mérite @, est une NCP-fonction, au méme titre que la fonction de
mérite de CHKS. De plus, cette fonction est continiment différentiable et concave dans R* xR, .

Fukushima et al. [1998] ont utilisé avec succes cette fonction de mérite pour résoudre des
problémes de MPEC a contraintes linéaires par une méthode d'optimisation sequentielle; Chen et

al. [2000] se proposent de résoudre un probléme de complémentarité non linéaire consistant a
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trouver xe R" tel que x>0, F(x) >0 et x'F(x)=0. Plutot que d'utiliser la fonction de Fisher-

Burmeister ®.;(a,b,0) qui n'est pas réguliére au voisinage de (a,b) =(0,0), ils font appel a une

fonction pénalisée de Fisher-Burmeister définie pour A € [0,1] arbitrairement choisi par:

D, (a,b,0)=AD,(a,b,0)+(1—-A)a,b, avec z, =max(0,z).

Le terme a,b, pénalise toute violation de la relation de complémentarité ab=0. Seulement,

cette fonction de mérite pénalisée suppose que l'on fait appel a I'analyse non différentiable de
Clarke [1983].

Un certain nombre de fonctions de mérite ont été proposées pour résoudre le probleme

(PVI) défini a partir de I'inégalité variationnelle VI(F(x,.),C(x)) par algorithme itératif. Auslender

[1976] a introduit pour la premiére fois la fonction g définie sur R™ par:

g(y) =Maximiser, {(y —v)'F(x.y) :ve C(x)}. (3.3.2)

Cette fonction a la propriété que son minimum sur C(x) coincide avec la solution du probleme

(PVI) que I'on peut mettre sous la forme d'un probléme d'optimisation

Minimiser, g(y) (3.3.3)
s.c. y e C(x).

A partir de cette formulation, Marcotte [1985] propose un algorithme de descente pour
resoudre un probléme (PV/) monotone. Marcotte et Zhu [1996] établissent la convergence d'un

algorithme de descente pour résoudre un probleme d'inégalité variationnelle non strictement

monotone. Fukushima [1992] a ensuite introduit la fonction de mérite définie sur R™ par:

g(y) =Maximiser, {—(v -y)'F(x.y) —%(v ~-y)Glv-y):ve C(x)} (3.3.4)
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ol G est une matrice symetrique d'ordre n, definie positive. Taji et Fukushima [1996] quant a eux

proposent la fonction de mérite qui consiste a résoudre de maniére séquentielle un programme

quadratique; cette fonction est définie sur R par:

g(y) =Maximiser, {—(v —y)'F(x,y) —%(v -y)G(v-y):.ve T(x,y)} (3.3.5)

ou T(x,y) estle sous espace tangent en y a C(x). Mastroeni [2003] propose une genéralisation

des fonctions de mérite précédentes pour résoudre des problemes de complémentarité par un

algorithme de descente.

3.4 Le probléeme de MPEC sous forme KKT

Dans cette section, nous nous intéressons particulierement a la formulation KKT d'un

programme mathématique avec contraintes d'equilibre (MPEC). La formulation (PDN,,;) du

probléme de programmation mathématique a deux niveaux (PDN) telle que présentée au chapitre
2 est un probléme de MPEC. De plus, la résolution d'un probléme de PDN qui fait appel aux
conditions d'optimalitt du probleme de second niveau utilise cette formulation. Nous
commencerons par donner les définitions liées a cette formulation, puis nous parlerons des
differentes hypothéses de qualification des contraintes qui sont utilisées pour ce type de
probléme; nous terminerons la section en faisant un tour d'horizon des différentes propriétés de
cette famille particuliere de problémes de MPEC.

3.4.1 Formulation et définitions
La formulation KKT d'un probléeme de MPEC est la suivante:
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(MPECxkr)

Minimiser, , ,f'(x,y)
(xy)eZ
L(x,y,A)=0,
sc.49°(x.y) <0,
420,
A'g*(x.y) =0,

(3.4.9)

ol L(x,y,4) =V,L(x.y.4), avec L(x,y,A) =f*(x,y) + A'g°(x,y), Z=XxY cR™™,
fR*xR™ >R, i=12¢*:R*xR” >R" et Le R".

Considérons la formulation générale du probléeme de MPEC définie par (3.1.2); on
suppose l'ensemble définit par C(x)={yeY:h(x,y)=0etg(x,y)<0} satisfait a une
hypothése de qualification des contraintes. Lorsque C(x) est un ensemble convexe, la

formulation KKT de type (3.4.1) est obtenue en remplagant le probléme de complémentarité

généralisé GCP(F(x,.),C(x)) par ses conditions d'optimalité de KKT.

Pour des raisons de simplicité dans I'exposé, nous avons omis les contraintes de type

h(x,y) =0 qui n'ont pas d'influence significative dans les différentes propriétés pour ce type de

probléme. Soit F" I'ensemble des solutions réalisables du probléme (MPECkr). En utilisant les

notations du chapitre 2, la formulation (PDN,,,) d'un probléme de PDN sous la forme particuliere
est identique a la formulation ci-dessus ou L(x,y,A) représente le gradient par rapport @ y du

lagrangien L(x,y,4) du probléme de second (PM2) niveau pour x fixé.

Soit C:R™ — R"™ une application multivoque telle que
Vxe R"™, C(x)# D et C(x) ={ye R" :g%(x,y) < 0} .

On suppose qu'on a:
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Hypothése (H1): Chacune des fonctions g*(x,.) est convexe pour tout xe X etg” est de classe

C? sur un ensemble ouvert contenant F7 .

Les contraintes du probléme (MPECkkr) représentent au sens de Luo et al. [1996b], les
conditions de KKT en y e C(x) du probléme de complémentarité (NCP) que nous avons définies
au paragraphe 3.1.

Considérons I'application multivoque % : R™ xR"™ — R", qui & chaque (x,y)e R™ xR"
associe Mt (x,y) qui est I'ensemble des multiplicateurs de KKT du probléme (NCP). Soit

l(x,y)={i:1£i§m, g (x, y):O}, I'ensemble des indices des contraintes actives pour tout

(x,y)e §.0na I(x,y)c! eton peutdonc représenter l'ensemble 2(x,y) des multiplicateurs

de KKT du probleme de second niveau par:

MW(x,y) ={/1e RY :Vyfz(x,y)+ Z /LVygz(x,y) =0, 4 =0Vig I(x,y)} (342

iel{x.y)

Le lagrangien du probléme (MPECk«r) (au sens de Luo et al., 1996b; Scheel et Scholtes,
2000) est: L¥C(x,y,A,m,u) = F(x,y) + 2'L(x,y,A) +n'g*(x,y), ot (7,n)e R" xR sont les
multiplicateurs de KKT du MPEC. C'est en fait le lagrangien correspondant au probléme de MPEC
relaxé des contraintes de complémentarité A'g*(x,y) =0. Si Z =(X,¥) est une solution optimale
locale du probleme (MPEC), on sait (Scheel et Scholtes, 2000) qu'il existe un vecteur de

LMPEC (

multiplicateurs (,77) telquelona V,, Z,A,7.7)=0.
Si w=(Z,1) est une solution réalisable du probléme (MPECkkr), on considére les
ensembles d'indices contenus dans / ={1,2,....m} définis par:

1(Z)={i:g}(2)=0}. 1,(Z,2) ={ie I(2): 2 =0}, 1,(z.2) ={ie I(Z): %, > O}.
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Soit & un sous ensemble de /,(Z,1) constitué d'éléments qu'on appelle indices dégénérés, &
son complémentaire dans Io(f,/T), et @=1,(Z,A)ua; définissons le sous ensemble J et son

complémentaire dans / ainsi qu'il suit: J = & U{i : g7(7) < 0} et SC=aul, (Z,7).

Lorsque Viel, A +g°(x,y)#0, Ae M(x,y), on a 1,(Z,A)=D. Si lensemble Z est un
polyédre, considérons pour w =(Z,1)e 7, I'ensemble constitué de familles de paires de sous
ensemble dindices K(z,a&)={(J,J°):J =@u{i:gX(z)<0},J° =I\J}. Cette pariion de /

conduit a une famille de programmes non linéaires en (x,y, A ):

(NLP))
Minimiser, , ,f'(x,y)
(x,y)e XxY,
L(x,y,A) =0,
2
| gi(xy)<0 ied (3.4.3)
4 =0

2 _
g/ (x,y)=0 e )
A >0

Définitions 3.8: Chacun des programmes non linéaires (NLP,) est appelé programme
non linéaire branche du probléme (MPECkkr) et son ensemble des solutions réalisables est

appelé branche de solutions réalisables du probléme (MPECk7) noté "~ .

Ona: 7 = Jg"".

Je!

Comme en programmation mathématique & un niveau, les conditions d'optimalité du

probléme (MPEC) en un point réalisable z0 sont définies & partir du cone tangent en
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2°=(x"y%) a3 noté T(z°,3). Le concept de B-stationnarité défini ci-dessous est un critére

d'optimalité relatif au probléme de MPEC.

Définition 3.9: Un point réalisable z* d'un probléme de MPEC est dit stationnaire primal
(ou optimal local) au sens de Luo et al. [1996b] ou B-stationnaire (B pour Bouligand; voir Scheel
et Scholtes, 2000) si la condition suivante est satisfaite:

Vf'(z*)'d >0 Vd e T(z*F) ce qui équivaut a Vf'(z*) e T(z*,3).

Remarque 3.2: En d'autres termes, z* est un optimum local pour le probléme qui est obtenu en

linéarisant par rapport a z toutes les fonctions qui interviennent dans le probléme de MPEC.

La difficulté pratique pour établir la B-stationnarité en un point z* pour un probléme de

MPEC réside dans la complexité (en particulier la non convexité) du cdne tangent en z*, T(z*,§)

qui est constitué de plusieurs cdnes et que I'on peut mettre sous la forme:

8= | T3

(4 %)e3(2%)

ol T(z*,§"") estle cone tangent en z* de la branche (NLP,) du probléme (MPECk«). Luo et

al. [1996b)], puis Pang et Fukushima [1999] consacrent une étude a la compréhension de ce cone:
comme nous le verrons plus loin, la B-stationnarite en z* pourrait étre décrite sous la forme des

conditions d'optimalité de KKT de chacune des branches du probléme de MPEC.

3.4.2 Les hypothéses de qualification des contraintes
Tout comme en programmation mathématique classique, nous définissons un concept qui

a trait a la régularité d'un probleme de MPEC, a savoir les hypothéses de qualification des
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contraintes qui ont une incidence importante sur la nature des propriétés relatives au probléme de
MPEC.

Définition 3.10: On dit que I'hypothese (H) de qualification des contraintes est satisfaite
en un point réalisable z° du probléme (MPEC) si chacun des programmes (NLP,),

(J,J%) e K(Z°,&) satisfait & 'hypothése de qualification des contraintes (H) au point z°.

L'hypothése (H) pourrait étre 'hypothése de lindépendance linéaire des contraintes
actives du probléme de MPEC (L/CQ) ou lhypothése de qualification des contraintes de
Mangasarian-Fromovitz (MFCQ).

On peut noter que si le programme mathématique obtenu du probleme de MPEC en
relaxant ses contraintes de complémentarité satisfait a une hypothése de qualification des
contraintes (H), nécessairement chaque programme branche (NLP,) de ce MPEC satisfait la
méme hypothése (H).

Pour établir que l'ensemble 920t(x,y) est uniformément bomé, Luo et al. [1996b] ont
introduit I'nypothése de qualification des contraintes SBCQ (Sequentially Bounded Constraint

Qualification) pour le probléme (MPEC) qui se définit comme suit:

Définition 3.11: On dit que le probleme de MPEC satisfait a I'hypothese de

qualification des contraintes SBCQ si pour toute suite de point (x*,y*)e § . il existe un vecteur

des multiplicateurs de KKT, 2* € 9t(x*,y*) et si de plus, I'ensemble {/1"} est borné.

L'hypothése de qualification des contraintes SBCQ joue un rble important dans la

caractérisation des solutions des problemes de MPEC. Nous y reviendrons plus loin.

Remarque 3.3: La plupart des propriétes relatives aux problémes de MPEC qui existent dans la

littérature font référence a la décomposition d'un MPEC en une famille de programmes
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mathématiques (PM) de type (NLP,), (J,J°)e K(z°,&,) au voisinage d'une solution réalisable 0.

Les conditions de régularité ou les conditions d'optimalité de cette famille de PM sont alors
induites au probléme de MPEC de départ. Les conditions d'optimalité d'un probléeme de MPEC
proposées par Scheel et Scholtes [2000], notamment la B-stationnarité s'expriment en terme
d'existence des multiplicateurs de KKT que I'on obtient a partir des sous problémes (NLP,),

(J,J%) e K(z°,@,) . Pour ce qui est précisément de I'ypothése (LICQ) utilisée comme hypothése

de qualification des contraintes du probléme de MPEC, Sholtes et Stohr [2001] font remarquer
que les problémes de MPEC pour lesquels I'hypothése LICQ n'est pas satisfaite sont des cas
pathologiques rares en pratique; de plus I'nypothese L/ICQ peut étre établie localement pour tout
programme mathématique, moyennant une perturbation des données au voisinage d'une solution
réalisable z. Nous émettons quelques réserves par rapport a cette assertion. En effet, lorsque
I'hypothése LICQ n'est pas vérifiée pour le probléme de départ, une perturbation des données ne
change rien a cet état de fait si on fait appel aux méthodes d'analyse des erreurs d'arrondi ou de
troncature (qui permettent de déterminer la notion de zéro informatique). Cette fagon de faire
poserait des probleémes de stabilité numérique et conduirait a des résultats erronés au cours des
traitements numériques de ce type de probléme (Laporte et Vignes, 1974 ; Etoa Etoa, 1987).

3.4.3 Caractérisation des solutions du probléme de MPEC sous forme KKT
On pourrait étre tenté de déterminer, a partir de chacun des programmes non linéaires

branches du probléme (MPECxk«7) tel que formulé précédemment, les conditions d'optimalité de
premier ou de second ordre, par exemple le cone tangent en Z pour chaque branche.
Cependant, le cardinal de J(z) peut étre trés grand et le dénombrement de ces branches
exponentiel. Dans cette partie, nous décrivons une méthode pratique qui permet de donner une
caractérisation d'un optimum local pour probléme de MPEC sous forme KKT a partir de ses
branches. Nous ferons appel a cette méthode dans un des algorithmes que nous allons

développer pour résoudre un probléme de type (MPECk«r) dans les chapitres 4 et 5.
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Soit T(z,Z) le cone tangent en Z a Z. Luo et al. [1996b] ont proposé une condition

nécessaire d’optimalité d'un probléme de type (MPECk«r) en termes de stationnarité primale-
duale a savoir: sous une hypothése de qualification des contraintes sur le probléme (MPECk«r) en

w =(Z,A), pour tous sous-ensembles ¢, & et @ d'indices tels que définis plus haut, on a:
dzeT(Z,2),

dA 20 pourie ¢,

V.L(Z,A)dz+ Zd/l,Vyg,? (z)=0,; = Vf'(Z)dz > 0. (34.4)

iea

Vg’(z)'dz=0pourie ,

Vgi(Z)'dz=0pourie &,

En utilisant le théoreme des alternatives de Farkas, Luo et al. en déduisent qu'il existe un

vecteur des multiplicateurs (7,77) tel que I'on ait:

Vf(@2)+V,g'@)n=72'V,L(Z ),
V. f(Z)+V,¢%(Z)n= n’VyL(f,Z),
7'V g} (Z)<0pourie ¢, 345)
7'V g}(Z)=0pouriel,(z,2),

n; 20 pour touti e 2,

n, =0 pour tout i ¢ /(Z).

En fait le systéme (3.4.5) ci-dessus est une formulation des conditions d'optimalité de KKT du

programme branche (NLP,) relatif a la partition d'indices (e, o).

Définition 3.12: Le point (X,y,4) est B-stationnaire pour le probléme (MPECkxr), si
dw =0 est une solution pour le probléme linéarisé dérivé du programme branche (NLP,) pour

tout sous ensemble dindices J tel que J 2{i:g7(z) <0} etJ® 21,(Z,1):
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Min,, ,,f'(Z)+V f'(Z) dz

Z+dze l,

Lz, A)+V, Lz A 0,

(Z,A)+V, Lz )(dﬂ)

+V dz<0 (346)

S.C.< gl (Z) Zgl( ) VIEJ,

/l+di=0

g/@)+V.gi@'dz=0]

A +dA =0

A l'nstar de Scheel et Scholtes [2000] ou de Luo et al. [1996b] (proposition 3.3.9) nous

pouvons remarquer que si I'hypothése de qualification des contraintes LICQ est satisfaite au point
W =(X,y,A) (IM(Z)={2}), et si Z est une solution non dégénérée (4 +g7(z) 0 Vi), alors

Z est stationnaire pour le probléme (MPECkkr) si et seulement si les multiplicateurs

(7r,m) satisfont au systéme ci-aprés:

V(2,8 @)=V Lz 1),
V,f(2)-V,0°2)n=V Lz A)x, (34.7)
n,=0siigl(z),

7'V gi(Z)=0siiel(Z).

La relaxation du probléme (MPECkkr) que nous notons (MPECgxr) joue un role important
dans la détermination des conditions d'optimalité du probléme (MPECxkkr) lorsqu'on a une solution
dégénérée, c'est-a-dire lorsque I'ensemble des indices /,(Z,4) # @ . On fait appel aux conditions
d'optimalité de cette relaxation pour mettre en ceuvre un critere d'arrét efficace pour toute
procédure de résolution du probleme (MPECk«r) qui utilise sa décomposition en branches (NLP.).
Nous y reviendrons dans les développements a venir. La formulation de la relaxation en question

est:



53

(MPECk)
Minimiser,, , .. Z><Sm(x,y)f‘(x, ¥)

(x,y)e XxY, L(x,y,A) =0,

gix.y) < O}w ¢ 1(2),

(3.4.8)
scg¥(

>

< —
'Y)'O}v;'e Lz ),

}‘v’ie 1.(Z,7).

Une solution réalisable (x,y,A) pour le probléme (MPECgr«r) ne satisfait pas

nécessairement le systéme des conditions KKT défini par (3.4.5) qui sont relatifs a la branche
(NLP,), puisque aucune relation de complémentarité n'est imposée dans la formulation (3.4.8)

pour A etg’(x.y), i€, (z,A) (Luo et al., 1996b p.214). Toutefois, toute solution réalisable de la
branche (NLP,) définie par (3.4.3), suffisamment voisine de (X,y,4)e " doit étre réalisable

pour le probléme (MPECr«7). Donc (MPECk«r) est une relaxation du probléme (MPECkkr) au

voisinage de (X,y,A)e §.

3.4.4 Propriétés du probleme de MPEC sous forme KKT
Nous énongons présent les principales propriétés du probleme de MPEC formulé sous la

forme KKT dont nous nous servons dans les développements a venir.

Sous les hypothéses (H1) et SBCQ portant sur 'ensemble des solutions réalisables § du

probléeme (MPEC), on a (x,y)eF si et seulement si il existe Ae 9M(x,y) tel que
(x,y,A)e 7. De maniére formelle, un point stationnaire du probléme (MPEC) est un vecteur
Z=(Xy)eg tel que fo1(7)dx+Vyf1(Z)dy > 0 pour tout (dx,dy)e T(z,5) ou

T(z,%) désigne le cone tangenten Z a § .
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La formulation KKT d'un probléme de MPEC peut étre considérée comme une
formulation équivalente d'un programme mathématique a deux niveaux (PDN). La premiére
propriété que nous énongons est relative a I'existence d'une solution optimale pour un probléme
de MPEC sous forme KKT. Elle fait référence a la définition relative a la co-coercivite de la

fonction f'.

Propriété 3.3 (Luo et al.,1996b; théoréme 1.4.1): Soit Z un ensemble fermé, f', g%,

n+n

Vyfz, Vyg,2 des fonctions continues. Soit F*" < R™™ xRT l'ensemble des solutions

réalisables du probléme (MPECkkr). S'il existe (x°,y°,A°)e 3% tel que l'ensemble
{(x.y.2)e 3“7 :f'(x,y) <f'(x",y°)} est bomé, alors le probléme (MPECk«r) admet une solution
optimale.

a) Si I'hypothése de qualification des contraintes SBCQ est satisfaite en §, chacune des

fonctions g*(x,.) étant convexe et sil existe (x°,y°)eF tel que Iensemble
{(x.y)e §:f'(x,y) <f'(x",y°)} est bome, alors le probléme (MPEC) admet une solution

optimale.

Soit M(x,y) I'ensemble des multiplicateurs de KKT du probléme (MPEC). Si on suppose

que l'hypothese de qualification des contraintes SBCQ et I'hypothese (H1) ci-dessus sont
satisfaites, alors la propriété ci-aprés donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un

point de coordonnées (x,y) appartienne au domaine induit du probléme (PDN), et une condition

nécessaire pour que le domaine des solutions réalisables soit un ensemble fermé.

Propriété 3.4 (Luo et al., 1996b): Considérons la formulation générale d’un probleme de MPEC
définie par (3.1.2); on suppose que F et g2 sont des fonctions continues et que Z un ensemble

n,+0y

fermé de R™"; sous I'hypothése (H1) et sous I'hypothése de qualification des contraintes
SBCQ sur le domaine des solutions réalisables § du probleme (MPEC) on a:

a)Pour z=(x,y)e Z,y e M(x) sietseulementsi M(x,y)=J.
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b) Si Z est un ensemble fermé, il en est de méme pour l'ensemble § .

Lorsque I'hypothése (SBCQ) n'est pas satisfaite, il peut en résulter la non fermeture du

domaine F . lllustrons ceci par un exemple.

Exemple 3.2: Dans R?, définissons: F(x,y) =1, Z={(x.y):|x| <1} est convexe pour chaque x

fixé. On peut aisément vérifier que

Vix) {-1} si -1<x<0
)= {0}si —1<x<0

etona F={(x,—1):-1<x <0} u{(x,0): 1< x <0} n'est pas un ensemble fermé.
Lorsque x<0,y=0 est lunique solution du probléme (NCP), on peut montrer

facilement qu'au point (x',0), avec x'< 0, le multiplicateur correspondant & la contrainte xy <0

est égal a ——1—' qui tend vers —oo lorsque x' — 0.
X

La propriété suivante établit I'équivalence entre le probléme (MPEC) et sa formulation

(MPECk«r), sous les hypotheses de la propriété 3.4.

Propriété 3.5 (Luo et al., 1996b: théoreme 1.3.5): Sous les hypothéses de la propriété 3.4, les
problémes (MPEC) et (MPECk«r) partagent le méme ensemble de solutions.

Cette propriété nous donne une indication importante sur la relation qui existe entre
I'ensemble des solutions d'un probléme de PDN et sa formulation KKT.

Afin de formuler une condition nécessaire et suffisante d’optimalité de second ordre du
probléme (MPECx«r), nous supposons que les hypothéses (H1) et de qualification des contraintes
SBCQ sont satisfaites pour le probléme (MPEC). Si Z est un minimum local du probléme

(MPEC), (z,A) est un point stationnaire du probléme (MPECxr) pour tout A € 9(X,y) d'aprés

la propriété 3.3. Par conséquent, pour toute partition (o, ) de IO(ZZ), (z,A4) est un minimum
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local du probléme branche (NLP)) défini par (34.3), avec J=au{i:g’(z)<0} et
S =aul (Z,1).

Une expression du céne critique du probléme (NLP,) en W =(X,y,4) est la suivante:

C, (W) ={(dx.dy,dA)e T(Z,Z)xR" :V f'(Z)ax+V f'(Z) dy 20,
V,L(W)dx +V L(W)dy + > dAVgi(z) =0,

ied®
V,9:(Z)dx+V ,g%(Z)dy =0 pourie J°, (3.4.9)
V,9:(Z)dx+V,g7(Z)dy <0 pourie &,
dA, =0pourie J,
dA, =0pourie o }.

Sous des hypothéses de qualification des contraintes standards, la propriétés 3.6 ci-dessous est

une formulation des conditions d'optimalité de second ordre pour le sous probleme (NLP,).

Propriété 3.6 (Luo et al., 1996b: théorémes 5.6.4 et 5.6.5): Soit Z =(X,y) € § et le vecteur des

multiplicateurs correspondant Ae 9%(X,y) ; soit «x et & une partition quelconque de 'ensemble
des indices /,(w) et les ensembles complémentaires d'indices J etJ° de la définition 3.10.

Supposons que I'hypothése de qualification des contraintes MFCQ est satisfaite en w pour le
probléeme (NLP.).

1) Si w est un optimum local pour le probléme (MPECk«r), alors pour chaque

dw =(dx,dy,dd)e C,(w), il existe des multiplicateurs zetn qui satisfont le

systéme (3.4.5) tels que l'on a dw'V?2 LY (w,z,7)dw > 0.

ne+n, +

2) Si de plus on a dw'V> M (w,z,;7)dw > 0, alors il existe un voisinage V c R

de w etune constante ¥ >0 tels que pour chaque w =(z,4)e % ,ona:
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) 2@+ y|w-w] 2f'@)+7]z-2| .

Les propriétés qui suivent se rapportent a la relaxation (MPECrkr) du probléme
(MPECk«kr). Ces deux problémes partagent le méme ensemble de multiplicateurs de KKT; de
plus, sous I'hypothése de qualification des contraintes MFCQ au voisinage d'une solution optimale
de la relaxation (MPECr«r), ces deux problemes ont le méme ensemble des solutions. C'est en

substance ce que dit la propriété ci-aprés.

vPropriété 3.7 (Luo et al., 1996b: proposition 4.3.5): Un vecteur (z,n7) satisfait aux conditions
KKT du probléme (MPECr«r1) si et seulement si il satisfait au systtme ~ (3.4.5)  relatif  aux
conditions de KKT du probléme (MPECkk) pour tout ensemble dindices o c/,(Z,4). Par
conséquent, si 'hypothése de qualification des  contraintes MFCQ est verifiee au point
(z,A,7,7) qui satisfait aux conditions de KKT de la relaxation (MPECr«r) définies par (3.4.9),
alors (77,7) est l'unique vecteur des multiplicateurs KKT qui vérifie les conditions KKT (3.4.5) du

probléme (MPECk«r) pour tout ensemble d'indices & < /,(Z, ).

La propriété ci-dessous renforce la propriété précédente lorsqu'on suppose I'hypothése
de qualification des contraintes L/CQ satisfaite en (z,4)e 3 pour la relaxation (MPECrxr) de

chaque branche (NLP,). Outre on a le fait que chaque branche (NLP)) satisfait également a
I'hypothése LICQ, mais aussi les programmes (MPECrkr) et (NLPj) ont méme ensemble de

solution.

Propriété 3.8 (Luo et al., 1996b: proposition 4.3.7): Si on suppose que lhypothése de

qualification des contraintes LICQ est satisfaite pour le probiéme (MPECr«) en (Z,4)e §7,
alors la méme hypothése LICQ est satisfaite pour chaque branche de (MPECk«) en (Z,4) pour

toute paire de sous ensembles d'indices (J,J°)e K(Z,&x), étant donné un sous-ensemble
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quelconque d'indices e c1,(Z,4). De plus, s'il existe (77,77)satisfaisant au systéme (3.4.9),

alors (Z,4) est un point stationnaire du probléme (MPECk«).

3.5 Contribution a la définition des propriétés des solutions d'un probleme de PDN

Considérons un probléme de PDN; a titre de rappel, la variable du premier niveau x étant
fixée, M(x) désigne I'ensemble des solutions optimales pour le probléme de second niveau. Dans
cette section, nous présentons une contribution consacrée a I'étude des conditions sous
lesquelles 'application M(x) est univoque.

Une hypothése d'univocité sur I'application x — M(x) confére au probléme de PDN des

propriétés qui peuvent rendre aisée les analyses théoriques relatives a la conception
d'algorithmes de résolution dudit probléme. En effet, la convergence des algorithmes proposés
par Bard et Moore [1990] ou par Muu et Quy [2003] s'appuient sur cette hypothése. Il en est de
méme de la deuxiéme propriété de monotonie de l'algorithme MAYBIL de Savard [1989] ou
encore de la méthode de pénalité de White et Anandalingam [1993]. Lorsque I'application
X — M(x) n'est pas univoque, Dempe [1996] propose une méthode d'approximation tangentielle
du probléme de second niveau afin de calculer une estimation d’'une solution admissible d’un
probléme de PDN dans le cas général.

Considérons le probléme de PDN ci-apres:

(PDN)

Minimiser, , '(x,y)

X,
X.El | 2 (3.5.1)
s.c.Minimiser, f*(x,y)
sc.{ye C(x),
ol

Clx)={yeY:g/(xy)<0,i=12..,m} avec X =R™ etY =R". (3.5.2)
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Pour xe X fixé, on suppose que chacune des fonctions y > g(x,y), i=12...m et
fl: R™"xR"™ -0, j=12 estconvexe et de classe C.

Supposons que C(x) est un cone convexe de R™ , F(x,.):R™ — R™ une application.
Considérons le probleme de complémentarité généralisé GCP(C(x),F(x,.)) au sens de la
définition 3.2. Karamardian [1971] a été le premier a établir la relation suivante entre le probléme
de complémentarité généralisé et le probléme défini par l'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x..))

Nous rappelons |a dite relation a travers la proposition suivante.

Proposition 3.1 (Karamardian 1971): Soit C(x) un cone convexe et xe X fixé; y*e C(x) est
une solution du probléme défini par l'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.)) si et seulement si y*

est une solution du probléme GCP(C(x),F(x,.)).

Par conséquent, on peut affirmer que tout probléme de complémentarité est un cas
particulier d'un probléme d'inégaiité variationnelle. La réciproque n’est pas vraie d'une maniére

générale. Lorsque I'ensemble C(x) définie par (3.5.2) satisfait a une hypothése de qualification
des contraintes et que chacune des fonctions y — g2(x,y), i=12,..,m est affine ('lensemble
C(x) est dans ce cas un polyédre); l'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.)) peut étre transformée

en un probléme de complémentarité généralisé. Le résultat ci-aprés inspiré de la proposition 2.2
de Harker et Pan [1990], résume dans quelles conditions cette transformation peut étre effectuée.
Ladite transformation a été utilisée dans différents contextes par de nombreux auteurs comme
Eaves [1971], [1978], Tobin [1986], Qi et Magnanti [1989].

Proposition 3.2: Soit xe X fixéet g°(x,.):R™ — R™ de classe C'; considérons 'ensemble
C(x) tel que défini par (3.5.2).

a) Si y* est une solution du probléme défini par 'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.))

et si une hypothése de qualification des contraintes est satisfaite pour I'ensemble

C(x) en y*, alors il existe A*e R" tel que (y*,A*) est une solution du probléme de
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n,+m

complémentarité généralisé GCP(R" xR",H,) ou H :R"™™ = R"™" est définie
par:
F(x,y)+A'V g*(x,
HA%M:[( ) ) 9 W} (3.5.3)
g°(x.y)

b) Réciproquement, si chacune des fonctions y > g2(x,y), i =,2,...,m est convexe et
si
(y*,A*) est une solution du probléme GCP(R™ xR”,H,), alors y* est solution du

probléme défini par 'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.)) .

La propriété ci-aprés quant a elle énonce les conditions d’existence et d'unicité d'une

solution au probléme défini par VI(C(x),F(x,.)) .

Propriété 3.9 (Harker et Pang, 1990: corollaire 3.2): Soit x e X ; supposons que I'ensemble C(x)

est non vide, convexe et fermé dans R™ . Considérons l'application F(x,.):R™ — R" définie

par y > F(x,y). Si l'application F(x,.) est fortement monotone sur C(x), alors il existe une

solution unique au probléme défini par 'inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.)) .

Supposons que dans la formulation (PDN) ci-dessus, le probléme de second niveau

satisfait a une hypothése de qualification des contraintes. Considérons dans ce cas la formulation

KKT de ce probléeme, & savoir:

(PDNkxr)
Minimiser, , , f'(x,y)

F(x.y)+A'V g*(x,y) =0,
ﬂtgz(x’y) — 0, (354)

gz(xiy) SO)
A=0,(x,y)e XxY,

ScC
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oll Ae R, F(x,y)=V f2(x,y) pour tout (x,y) e X xC(x).
Soit xe X fixé; trouver une solution réalisable (X,y* A*) au probléme (PDNk«7) telle
que (y*A*)eC(x)xR] revient a résoudre le probleme de complémentarité généralisé

GCP(R™ xR ,H, ). Si M(x) désigne 'ensemble des solutions optimales du probléme de second

niveau du probléme (PDN), le théoréme ci-aprés énonce les conditions sous lesquelles

I'application M(x) est univoque.

Théoreme 3.1: Considérons le probléme (PDN) dont la formulation est donnée par (3.5.1) et soit

xe X fixé; supposons que I'on a: (i) C(x) est un ensemble convexe non vide et fermé de R™ qui

satisfait a une hypothése de qualification des contraintes en chacun de ses points, (ii) la fonction

f? est de classe C' et la fonction y > V f*(x,y) est fortement monotone sur C(x). Alors

I'application M(x) est univoque.

Preuve: Soit xe X ; considérons la formulation KKT du probleme (PDN) ainsi que le probléme de
complémentarité généralise GCP(R™ xR ,H, ). Soit y* une solution du probléme défini par une
inégalité variationnelle VI(C(x),F(x,.)). Comme I'ensemble C(x) satisfait a une hypothése de
qualification des contraintes en y* I'hypothése (ii) entraine qu'il existe A*e R" tel que (y*,4%)
est une solution du probléme de complémentarité généralise GCP(R™ xR[,H,) d'aprés la
proposition 3.2. Le vecteur (x,y* A*) est une solution réalisable du probléme (PDNx«r) et on a

(x,y*)e DI ; d'aprés la propriété 3.6, y* est I'unique vecteur tel que y* € M(x). [ |

Soit L(x,y,A)=F(x,y)+A'V g*(x,y) le lagrangien du probléme VI(C(x),F(x,.).

Kyparisis [1987] s'appuie sur le concept de solution perturbée d'un probieme défini par une
inégalité variationnelle pour établir des conditions suffisantes d'existence d'une solution

continiment différentiable pour un probleme VI(C(x),F(x,.)). Le théoréme ci-aprés est une

adaptation au contexte des PDN du résultat établi par Kyparisis [1987] (théoréme 2.1) dont la
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démonstration est similaire aux théorémes proposés par Fiacco [1987] (théoréme 2.1) et par
Tobin [1986] (théoréme 3.1).

Théoreme 3.2: Etant donné le probléme (PDN), soit xe X tel que les fonctions
y V fA(xy) ety > gi(x.y),i=12...m sontde classe C' au voisinage de (x,y*), et que le
probléme de second niveau admet un vecteur des multiplicateurs de KKT A*e R. On suppose
en outre que I'ensemble C(x)satisfait a I'hypothése d’indépendance linéaire des contraintes
actives (LICQ) en (x,y*) et que:
(i) chacune des fonctions y > gZ(x,y),i =1,2,...,m estconvexe;
(i) la condition de second ordre (SOC) ci-aprés est satisfaite en (x,y*)e X xC(x) avec
un vecteur des multiplicateurs de KKT A*e R
d'V L(x,y*,A*)d > 0 pour tout d =0 tel que
V,gi(x,y*)d <0sigi(xy*)=0,
V,gi(x,yNd =0si 4 >0,
(iii) les relations de complémentarité sont strictes (RCS), c'est-a-dire
A =g (xy") 20 Vi.
Alors, il existe localement une unique solution y(x)e C(x) et un vecteur des
multiplicateurs de KKT A(x)e ", tels que (x,y(x),4(x)) est une solution réalisable du probléme

(PDNk«1). De plus y(x) est localement I'unique €lement de 'ensemble M(x).

Contrairement au théoréme 3.1, l'univocité de I'application M(x) est établie localement, et
dépend essentiellement des propriétés (L/ICQ), (SOC) et (RCS) du probleme de second niveau
qui sont également locales.

Remarque 3.4: Si le probléme (PDNkxr) représente la formulation KKT d'un probléme général de

PDN linéaire, alors en utilisant la remarque 3.1 on a:
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et la proprieté 3.1 permet d'affirmer que, lorsque la matrice M est une Pe-matrice, alors
I'application M(x) est univoque.

Etant donné une formulation particuliére d’un probléme de programmation mathématique
linéaire a deux niveaux (PLDN), nous examinons a présent dans quelles autres conditions
I'application M(x) est univoque. Lorsque |a variable de premier niveau x est fixée, considérons le

probléme de second niveau ci-aprés:

PM2(x)
Maximiser, d,y
sc AXx+By<hb, : (3.5.5)
Ty =0.

Soit C(x) 'ensemble des solutions réalisables de PM2(x) que I'on suppose non vide. On a:
C(x)={ye Y =RY :By <by(x)] oll b,(x)=b,—Ax.

M(x) = arg min,_,, d,& désigne I'ensemble des solutions optimales du probléme PM2(x) et la

fonction valeur V: R — R est définie par x > V(x) =dyy, ye M(x).

Nous montrons que pour toute valeur de la variable de premier niveau x fixée, si
I'ensemble C(x) est non vide et borné, et que le programme PM2(x) admet une solution optimale
primale duale non dégénérée, alors I'application M(x) est univoque. Le théoréme ci-aprés énonce

cette propriété.

Théoréme 3.3: Considérons un probléme de PLDN dont le probléme de second niveau est un

programme linéaire de type PM2(x). La variable de premier niveau x étant fixée, on suppose que
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I'ensemble C(x) des solutions réalisables du probléme PM2(x) est non vide et borné. Une
condition suffisante pour que I'application M(x) soit univoque est que le programme linéaire
PM2(x) admette une solution optimale primale-duale non dégénérée.

Preuve: Soit x>0 tel que C(x) =@ et J I'ensemble des indices de la variable y(x), et B une
base optimale. On peut décomposer I'ensemble J en J=J, UJ,; J; (respectivement J,)

représente 'ensemble des indices des variables en base (respectivement hors base). De la

méme maniére, on peut decomposer la matrice des contraintes B, , la fonction économique d, et

la variable y(x) de PM2(x) en:

Yv(x)
Le vecteur des colts réduits des variables hors base est donné par I'expression:

A, =d,—d,B'N

B, =[B'N]; d, =[dB dN]; y(x) =|:yB(X):|

et la solution optimale s'écrit: y,(x) = B™'b,(x) et V(x) = d}y,(x). Supposons que la base B soit

primale duale dégénérée; on a alors 'une des situations suivantes:

i) Ji, € J, tel que y2 (x) =0,

- . (35.6)
ii) 3j, € J, tel que A2 (x) =0.

Dans le cas i), supposons qu'il existe un indice i, € {1,2,....m} tel que
_ e =
N, >00uB'N=N=(N;).
Simulons une itération de la méthode du simplexe au cours de laquelle la variable d'indice j,

entre dans la base alors que la variable d'indice i, en sort de maniére a obtenir une base B1.

La valeur de la fonction économique s'écrit:

V(x) = dzy(x) = dgya(X)+ 3, ALyu(X) = da¥s(X) + Axyy (x).

e
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Une autre solution de base B1 avec y(x) >0 est telle que V(x) = diy'(x) = dL.y 5 (X)
comme A2 =0.0na {y(x),y'(x)} = M(x) et rapplication M(x) n'est pas univoque.
On aboutit a fa méme conclusion pour le cas i) en simulant une itération de I'algorithme

dual du simplexe, ceci achéve notre démonstration. |

3.6 Les algorithmes de résolution des problémes de MPEC

Les algorithmes de résolution des problémes de MPEC, faudrait-il le souligner n'ont pas
connu & I'état actuel de la recherche, la méme avancée que la théorie relative aux conditions
d'optimalité du probléme de MPEC (Luo et al., 1996b). La formulation compacte (3.1.2) d'un
MPEC se rapporte aux problémes d'optimisation non différentiable. Outrata et Zowe [1995], dans
I'algorithme qu'ils proposent pour résoudre ce type de MPEC, font appel aux concepts de
I'analyse non différentiable. Mais, Jiang et Ralph [2000] relevent que cette formulation n'a pas
encore fait l'objet d'études crédibles. Il faudrait mentionner que, méme si la convergence des
algorithmes de résolution des problemes de MPEC a été établie par leurs différents concepteurs,
la solution obtenue par ces algorithmes est un optimum local dans la plupart des cas. Un
traitement spécifique est parfois réservé a la contrainte de complémentarité selon les deux

méthodes suivantes:

a) La contrainte de complémentarité est pénalisée dans la fonction économique qui prend

alors la forme P,(x,y,a)=f(x,y)+a\F(x,y)'y ol a>0 est un coefficient de pénalité.
L'algorithme PIPA de Luo et al. [1996b] (Penalty Interior Point Algorithm) fait appel a cette

transformation. Les auteurs proposent ensuite de remplacer la contrainte de complémentarité
O0<F(x,y) Ly =0 par F(x,y)y,=2u, i=1,2,..,m, u étant un paramétre positif qui tend

vers zéro pour le processus itératif genéré par l'algorithme.
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b) La contrainte O0<F(x,y) Ly>0 est remplacée par une équation du type
W(w,y,u)=0e R™ qui est construite & partir d'une fonction de mérite &, ou

w = F(x,y) . Dans ce cas, la fonction ¥ est définie de R” xR"™ xR, — R" par:

D(W,.y,. 1) ]

D(w,,y,,
iy =| T | (36.1)

| D(W, .Y, M)

Pour i=12.,n, ®(w,y,u) designe I'approximation de la relation de complémentarité

w,y, =0 par la fonction de mérite @ . Le probléme qui en résulte a pour formulation:

(MPEC%)

Minimiser f(x,y)
(9(x.y) <0,
h(x,y) =0,
sc.sF(x,y)—w =0,
Yw.y.u)=0,
(w,y 20.

(3.6.2)

Les algorithmes proposés par Fukushima et al. [1998], Jian et Ralph [1999] ou Facchinei

et Qi [1999] font appel a ce type de transformation: le probléme (MPEC%) est un programme

mathématique localement régulier qui, au voisinage d'une solution optimale, a méme solution que
le probléme (MPEC). Le processus itératif est mis en oeuvre de maniére a faire tendre vers zéro
la suite relative au paramétre x .

Notons cependant que ces methodes ne fonctionnent qu'au voisinage d'une solution
optimale. Mais on peut relever une contrainte majeure pour ce type de transformation: le choix

judicieux d'une fonction de mérite qui ne détruirait pas la convergence locale.
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La quasi-totalité des algorithmes qui ont été développés pour résoudre les problemes de
complémentarité font appel au type de transformation analytique ci-dessus (Harker et Pang, 1988;
Andreani et Martinez, 1998; Burke et Xu, 2000; Hotta et Yoshise, 1999; Qi et Jiang, 1997). On
peut classer les algorithmes de résolution des MPEC en deux catégories: les méthodes
d'optimisation séquentielle et les méthodes d'optimisation classique.

3.6.1 Les méthodes d’optimisation séquentielle
Le principe des méthodes d'optimisation séquentielle est le suivant: a chaque itération k

de solution z*, une direction de déplacement est obtenue & partir du point z* en résolvant un
programme mathématique dérivé d'une approximation tangentielle du probléme d'origine au
voisinage de Zz*. lllustrons le cadre général d'un algorithme d'optimisation quadratique
séquentielle (SQP) en considérant la formulation générale du probléme de MPEC linéaire. Soit
Z¥ =(x*,y*,w*) une solution qui vérifie: w* = Nx* + My* +q et (x*,y* .w")e XxR"™ xR" .

Par ailleurs, soit z, et B, une matrice symetrique définie positive de dimension (n, +2n ). On

résout alors a chaque itération le programme quadratique convexe ci-aprés de variables

(dx,dy,dw) que 'on note QP(z*,4,)

(QP(z",14,))

dx

d
Minimiser,, ,, Vf(x",y")[d;j+%(dx,dy,dw)‘Bk dy
dw

3.6.3
x¥+dxe X, (36.3)

s.c.< dw = Ndx + May,

d
Py wh )+ VP W ) Y=o,
| aw

L.a matrice B, de I'algorithme PSQP proposeé par Luo et al. [1998] est:
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Bk =‘12'V3VWLMPEC(Xk,yk,Wk,lk).

C'est en fait la matrice hessienne du lagrangien du probleme (MPEC) constituée des dérivées
secondes de son lagrangien LMPEC par rapport & W , et A* est un vecteur des multiplicateurs de

KKT du probléme (MPEC) au point (x*,y*,w*). Le choix de la matrice B, est crucial, car la

convergence de l'algorithme en dépend. A chaque itération, il faut calculer A* le vecteur des

multiplicateurs de KKT afin de déterminer la matrice B, , ce qui peut augmenter le temps des

calculs. Parmi les algorithmes de cette classe, nous décrivons briévement les algorithmes de Luo
et al. [1996a], Fukushima et al. [1998], Luo et al. [1998] et Zang et Liu [2001]. Les algorithmes qui
intégrent une méthode d'optimisation séquentielle ont généralement une convergence locale
super linéaire et parfois quadratique. Cependant, on peut relever une difficulté pour les

algorithmes de cette classe: certains sous problémes traités pourraient étre sans solution.

L'algorithme PIPA (Luo et al., 1996a)

Avant de donner une description de l'algorithme PIPA, nous commengons par décrire
certaines de ses spécificites, notamment pour ce qui est de 'actualisation du pas de déplacement
a chaque itération. Considérons la formulation générale du probléeme de MPEC; la fonction

objectif pénalisée ici est P,(x,y,w) définie par (3.6.1). L'actualisation de la pénalité¢ o et le
calcul du pas de déplacement 7, a chaque itération sont faits en appliquant la régle d'Armijo a la

fonction objectif pénalisée de maniére a satisfaire les conditions suivantes: (i) positivité des

variables, (i) décroissance de la relation de complémentarité et (ii) cheminement intérieur.

L'algorithme PIPA se présente ainsi qu'il suit:

- Dans la phase d'initialisation, on attribue une valeur arbitraire fixe aux différentes
variables structurelles et techniques qui interviennent dans le programme, et particuliérement a la
matrice symétrique définie positive By;

- On détermine ensuite une direction de déplacement en trouvant une solution optimale

(dx*,dy*,dw*) au sous probléme QP(z*,4,);
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- Si le critere d'optimalité préalablement défini n'est pas satisfait, on procéde a une
actualisation de la pénalité et au calcul (a) du pas de deplacement (b) de la solution de l'itération
suivante, puis on actualise la matrice symétrique définie positive B, ., .

L'algorithme PIPA a généralement une convergence linéaire locale; cette convergence
est quadratique si la matrice hessienne Vf'(z*) est définie positive au voisinage d’un point

stationnaire z*.

L'algorithme de Fukushima et al. [1998]

Cet algorithme a été élaboré pour résoudre les problémes de MPEC linéaires; cet
algorithme a une conception similaire a l'algorithme PIPA. Les Iégéres différences observées
entre les deux algorithmes sont tributaires du traitement spécifique réservé aux contraintes
d'équilibre. Les auteurs proposent d'approximer les contraintes d'équilibre par la fonction de
mérite de Fisher Burmeister que nous avons définie dans la section 3.3, et de pénaliser la

fonction économique par les contraintes d'équilibres ainsi approximées; la fonction économique

qui en résulte est définie par G(x,y,r, 1) =f'(x,y)+ D |®(y,.w,, )| ol o est le coefficient

de pénalité. Les hypothéses suivantes sont faites:

Hypothése A1: La suite {z" =(x*,y* )} générée par I'algorithme est bornée;

Hypothése A2: La matrice M est une Po-Matrice.

Pour calculer une direction de déplacement (dx,dy,dw) a chaque itération k, il faut

résoudre le programme quadratique défini par QP(z*,4, ), dont les multiplicateurs KKT sont

(A% u* v¥)e R™" . Fukushima et al. ont mis en ceuvre leur algorithme en utilisant entres

autres la matrice symetrique semi définie positive de la fonction économique du programme

B, 0
QP(z",44,) définie par B, =L 6‘ 0), ol B, =/, estlamatrice identit¢ d'ordre n, . Le pas de

déplacement est calculé & partir de la fonction économique pénalisée &(x*,y*. e, ,u,) en
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utilisant la régle d’Armijo. Le coefficient de penalité «, et le paramétre g, sont actualisés en
posant:
o, sia, 2 |V +1

=B, Be |0, -
o =P BP0 o 12 ),

Le processus itératif s'améte si lon a: |@(y* w", | +]ox|_ <e.

Les auteurs montrent que le probiéme QP(z*,4,) a une solution optimale unique. De

plus, si Z=(X,y), limite de la suite des points z* est une solution réalisable fortement non
degénérée (y, +w, = 0 pour tout ), alors Z est un point stationnaire du probleme (MPEC).

Des programmes mathématiques a deux niveaux de petites tailles et des problemes de
MPEC de grande taille ont été résolus par cet algorithme. Les auteurs ont également procédé a
une étude comparative de leur algorithme avec l'algorithme PIPA; il en ressort que ces deux

méthodes de résolution des MPEC ont des comportements similaires. Nous reviendrons dans le

chapitre 4 sur les expérimentations numériques portant sur I'algorithme de Fukushima et al.

L'algorithme PSQP de Luo et al. [1998]

L'algorithme PSQP (Piecewise Sequential Quadratic Programming) de Luo et al. au
méme titre que l'algorithme de Hansen et al. [1992] est de nature combinatoire et permet de
déterminer un optimum global du probléme de MPEC; il s'appuie sur la décomposition du

probleme de type (MPECk«r) en branches (NLP; ). a chaque itération k, le programme défini par

la branche (NLP, ) est résolu par I'algorithme SQP ol (J,,J5) est une partition de 'ensemble
des indices K((z*,4").a,). Soit I,(z",A") ={i: 4" =¢7(z*) =0} . Le processus itératif s'arréte a
une itération k quelconque de solution réalisable w* =(z*,4*) lorsqu'ona dw =0 et:

(1) soit K(w*,@ )#; on examine alors les conditions d'optimalité pour chaque

branche (NLP,) etilyena 27, j étant le cardinal de l'ensemble /,(w*);
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(2) soit on a K(w*,@ )= ou alors w* =(z*,A*) est un point stationnaire de la

relaxation (MPECr«kr) du probléeme (MPECixr).

Les auteurs ont établi que cet algorithme a une converge locale super linéaire et parfois
quadratique lorsque les conditions suffisantes d'optimalité du second ordre sont satisfaites en
w=(Z,A), méme lorsqu'on utilise la formulation implicite d'un probléme de MPEC de type
(3.1.2). Cet algorithme se révele performant d'aprés les auteurs. Les expérimentations
numériques faites par Jiang et Ralph [1999] ont montré que les algorithmes du type PSQP ont

une convergence rapide.

L'algorithme de PSQP de Zhang et Liu [2001]

Faisant référence a l'algorithme de résolution de programme linéaire quadratique a deux
niveaux de Vicente et al. [1994b], Zhang et Liu proposent un algorithme d'exploration des points
extrémes du domaine réalisable § d'un probleme de MPEC a contraintes linéaires, dont la
fonction objectif est supposée convexe et de classe C'. Les auteurs supposent en outre que

chacune des faces non vide du domaine ¥ contient au moins un point extréme.
Le principe de l'algorithme est le suivant: a chaque itération k de l'algorithme, soit

z¥ =(x*,y*) la solution réalisable courante; on détermine une direction de descente extréme ou
alors un point extréme Z adjacent & z* tel que Z e S(z*) qui est la plus petite face de §

contenant z* et telle que f(Z) <f(z"). Dans tous les cas, on a f(z*"') <f(z*)si on trouve une
direction de descente extréme.

Lorsque le probléme (MPEC) linéaire a une solution, l'algorithme s'arréte si on ne peut
pas trouver une direction de descente ou le point extréme Z . On trouve la solution de litération

suivante en résolvant par une méthode SQP le probléme d'optimisation (P) défini par:

Minimiser, f(x,y)

sc. (x,y)e $(z¥).
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Les auteurs qui ont effectué une série de tests numériques prometteurs, ont montre que

leur algorithme converge en un nombre fini d'itérations vers un optimum local.

3.6.2 Les méthodes d’optimisation classique
Parmi les algorithmes de résolution d'un probléme de MPEC qui utilisent une méthode

d'optimisation classique, on peut citer I'algorithme de Facchinei et Qi [1999] et I'algorithme BlTrust

de Marcotte et al. [2001]; nous donnons une description sommaire de ces deux algorithmes.

L'algorithme de Facchinei et Qi [1999]

L'algorithme de Facchinei et Qi s'applique aux problémes de MPEC non linéaires qui ont
une formulation du type (PDN,,;) définie dans le chapitre précédent. Le probléme de MPEC de
départ qui est non différentiable en raison de la contrainte de complémentarité, aura été

préalablement transformé en un probléme d'optimisation continue de type (MPEC(,,”) qu'on

résout par un algorithme d'optimisation non linéaire approprié. Facchinei et Qi montrent que si le
probléme (MPEC) a une solution optimale, chacun des sous problémes (MPECQ”) a une solution
optimale qui satisfait aux conditions KKT. Soit w* = (x*,y*) la séquence des points générés par
I'algorithme. Cet algorithme se présente ainsi qu'il suit:

- Considérer {y“} une séquence de nombres non nuls telle queklim #*=0 Dans la
—>oo

phase initiale, choisir w® = (x°,y%)e R™ xR" .
- Trouver ensuite une solution optimale (locale ou globale) au programme (MPEC%) et
actualiser le paramétre 4.

- L'algorithme s'arréte lorsque que 4" est voisin de zéro.
Les auteurs supposent que l'hypothése de qualification des contraintes LICQ est
satisfaite en tout point w*, solution optimale du probléme (MPEC), et que son domaine réalisable

est compact; lorsque la fonction F est fortement monotone, les auteurs montrent que la séquence
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des solutions {w"} converge vers une approximation de la solution optimale du probléme

(MPEC).
Le critére d'arrét que les auteurs utilisent s'appuie sur la décroissance de la séquence

{ ,u*} et la norme du lagrangien du probléme (MPEC%) .

Le seul inconvénient que l'on peut relever pour cet algorithme est qu'il faut résoudre a
chaque itération k, un probléme aussi difficile a résoudre que le probléme initial. Cependant, la

solution de départ de chacun des sous problémes (MPEC%) lorsque k devient grand se

rapproche davantage de la solution optimale w*, puisqu'une solution de départ du probleme
courant est la solution optimale du probléme précédent, de sorte que le nombre d'itérations

nécessaires a la résolution de chaque sous probléeme décroit.

L’algorithme BITrust de Marcotte et al. [2001]

Il sapplique aux problémes de MPEC de la forme:

(MPECF)
Minimiser,,y ,yof (X.¥)

sc{<F(x,y)y—y'><0Vy'eY(x),

ou F est une fonction fortement monotone par rapport a la variable du second niveau y; les

ensembles X et Y(x)={y:Ax+By >b} sont des polyédres. La notation <a,b> désigne le

produit scalaire de a par b. Le principe de I'algorithme consiste a transformer le probleme de
MPEC en une suite de problémes de PDN voisins faciles a résoudre: on procede a une
approximation tangentielle des contraintes et de la fonction économique en obligeant la variable
du premier niveau x & se situer & une distance d’au plus & du point courant X . A La premiére
étape de I'algorithme, l'inégalité variationnelle qui définit le systéme des contraintes est remplacée
par ses conditions de KKT; c'est un programme mathématique a variables mixtes qui peut étre
résolu par un algorithme d'énumération implicite. Les expérimentations numériques de cet

algorithme ont été réalisées par Colson et al. [2002].
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3.6.3 Une méthode d’optimisation globale: I'algorithme de Thoai et al. [2005]
L'algorithme GOA (Global Optimization Algorithm) proposé par Thoai et al. s'inspire des

techniques de I'optimisation globale et s'applique aux problémes de MPEC du type:
(P)
Minimiser f(z,A4)
(z e’Z,
(z,A) e Q,
sc.{Bz+w+b=0,
A'w =0,
A=20weW cR,

ol w=CA, C étant une F,-matrice, Z un polyédre borné de R", Q un ensemble convexe
fermé de R™”, f:R"™ — R une fonction continue, Be R™ et be R”. L'algorithme GOA

géneére une sequence de points réalisables {(z“,/l“,wk )}HZ du probléeme (P) telle que, pour

chaque k,f(z",A*) est une borne inférieure de la solution optimale du probléme (P). Soit S un

polyédre contenant W dont I'ensemble des points extrémes est V(S)={s‘,sz,...,s"}.Les

variables A4 et w=Cz sont remplacées par A=) A', et par w=) s, avec
i=1

i=1
z B =1, B, 20; ce qui conduit au probléme relaxé P(S) qui a pour formulation:
i=1

P(S)

Minimiser f(z,iﬂ")
i=1

262,23 Ve,

i=1

Bz+> Bs'+b=0,
i=1

e t
Z’(Zs’] =0,
i=

A'20,i=12...,7, f20.

S.C.<




75

Le principe de l'algorithme GOA consiste a résoudre une suite de programmes relaxés

P(S*) définie a partir d'une séquence de polytopes {Sk } dont les solutions sont telles que

k=12,

{@aw)) , ={as)as)ms))

1.2.. k=12..
avec:

(i) soit (z*,4*,w*) est un optimum global du probléme (P) pour un certain k ,

(ii) soit chaque point d’accumulation de {(zk A w )} ) est une estimation de

I'optimum global du probléme (P).

Les tests numériques effectués par les auteurs ont porté sur des problémes de PDN
générés aléatoirement. Mais aucune comparaison des résultats obtenus par les auteurs n'a été
faite avec des résultats d'autres méthodes de résolution des probiémes de PDN ou de MPEC.

Jusqu'a présent, les algorithmes de résolution des problemes de MPEC conduisent
généralement a un optimum local. Une méthode efficace qui exploiterait de maniere énumérative

toute I'information fournie par les contraintes d'équilibre, pourrait conduire & un optimum global.
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CHAPITRE 4 - RESOLUTION DES PROBLEMES DE MPEC PAR UN ALGORITHME DE
PROGRAMMATION LINEAIRE SEQUENTIELLE (SLP)

Dans ce chapitre, nous présentons une contribution a la résolution des programmes
mathématiques avec contraintes d'équilibre (MPEC), lorsque les contraintes du MPEC en
question sont linéaires et constituent un probleme de complémentarité généralisé. Nous
proposons un algorithme de programmation lingaire séquentielle (SLP) capable de déterminer un
point stationnaire d’un probléme de MPEC a contraintes linéaires. Nous intégrons a I'algorithme

SLP une fonction de mérite de Fisher Burmeister de paramétre , qui transforme analytiquement

le probléme de MPEC en un programme mathématique classique localement régulier; une
méthode originale d'actualisation dudit paramétre est proposée, en fonction des seules données
du probléme résolu. La formulation KKT de certains problémes de programmation mathématique
a deux niveaux (PDN) peut également étre transformée en un programme mathématique
classique localement régulier dont une solution réalisable peut étre déterminée par un aigorithme
de type SLP.

Le chapitre est organisé comme suit: la section 4.1 est consacrée aux fondements d'une
méthode de programmation linéaire séquentielle. En nous inspirant des travaux de Pironneau et
Polak [1973], nous montrons que l'algorithme SLP a une convergence linéaire; nous mettons en
exergue une erreur qui s'est glissé dans e résultat de Pironneau et Polak [1973). Dans la section
4.2, nous présentons une méthode de transformation d’'une classe de probiémes de PDN sous
forme KKT en programme mathématique classique localement régulier, puis nous établissons les
conditions d'optimalité d'un tel probléme. Dans la section 4.3, en référence a la fonction de mérite

de Fisher Burmeister qui est utilisée dans notre modélisation, nous montrons que le paramétre

qui intervient dans cette fonction peut étre actualisé en utilisant exclusivement les données du
probléme. Dans la section 4.4, nous adaptons I'algorithme SLP a la résolution du probleme de
complémentarité linéaire. Nous terminons le chapitre avec une description des résultats des
expérimentations numériques de I'algorithme SLP qui portent sur les problémes de MPEC, puis
sur les problemes de complémentarité généralisés linéaires. Nous comparons les performances
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de l'algorithme SLP & celles de I'algorithme proposé par Fukushima et al. [1998], en procédant a
une illustration graphique des conséquences du choix de lactualisation du paramétre qui
intervient dans la fonction de mérite utilisee.

4.1 Cadre conceptuel d’un algorithme de programmation linéaire séquentielle:

4.1.1 Généralités
Considérons le programme non linéaire ci-apres:

(NLP)
Minimiser f'(x)

xe R",

411
scig’(x)<0iel, @11

g (x)=0i=1,

o |,ull=mf'etg®=(g?, g;... g2) sont des fonctions convexes de classe C? son
ensemble des solutions réalisables est note F"¥. Soit X € ¥ une solution réalisable du
probléme (4.1.1), 9t(X) 'ensemble 7€ R™ des multiplicateurs de Langrange Kuhn et Tucker
(LKT), et /(X) U, l'ensemble des contraintes actives en X , avec /(X)={ie /:g?(X)=0}. Le

lagrangien du probléme (4.1.1) est:
LY (x,m) =£'(x) +1'g*(x). (4.1.2)

Dans le cas ou les gradients de I'ensemble des contraintes actives en X sont linéairement
indépendants, on a M(x) ={77} . Lorsque le sous ensemble des indices /, est vide dans (4.1.1),

Zoutendijk [1960] a proposé un algorithme de descente pour résoudre ce probléme; dans ce cas,

a partir du point x*, une direction de descente dx est obtenue en résolvant le probléme:
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(TNLP)

Minimiser, Vf'(x*)"dx

Vg (x*)'dx <0ie I(x"), (4.1.3)
SC.

o =1

Seulement, d’'une maniere générale, la direction dx ainsi calculée peut étre telle qu'un
petit déplacement infinitésimal dans cette direction fasse sortir immédiatement de I'ensemble des
solutions réalisables " ( Minoux 1983). Tout comme, Topkis et Veinott [1967], nous suggérons

de remplacer le probléme du type (4.1.3) par le probléme (trés voisin) de programmation linéaire

ci-dessous, adapté la formulation (4.1.1):

PL(x*)
Maximiser,, &
Vi (x*Ydx+ £ <0,
$CAgA (X" )+ Vgi(x* )\ dx+u, <0, iel,
Vg (x*)dx=0,iel,

(4.1.4)

dans lequel les inconnues sont dx et £. Les coefficients u,(ie /) sont choisis théoriquement en
fonction des valeurs propres des hessiens des fonctions g en x*. En l'absence de cette

information, on choisit u, =1 (Vie /). La formulation qui en résulte est la suivante:

PL(x")
Maximisery, &
Vil(x*Ydx+ £ <0,
5o 9 (K + Vg (XY ax+£ <0, iel, (4.15)
Vg2 (x*)dx =0, iel,
£20.
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Toutes les contraintes du probléme (4.1.1) sont prises en compte pour calculer une direction de
déplacement dx . Dans le cas général, I'algorithme SLP adapté a la résolution d’'un probléeme de

type (4.1.1) est le suivant:

ALGORITHME SLP (forme générale)

Etape 0 (initialisation): déterminer x° e 3" ; poser k=0.

Etape 1 (direction de déplacement dx*): résoudre le programme linéaire PL(x*) en (dx,&) dont
la valeur optimale est £* = £* (x*).

Etape 2 (actualisation et test d'arrét): arréter la procédure si un critére d’arrét est satisfait;

sinon déterminer le pas de déplacement ae ]0,1] tel que x*'=x*+zdx“e g et

Fl(x*") < f'(x¥). Poser k =k +1, x**' = x* + 7dx* et aller & 'Etape 1.

Le programme (4.1.1) est convexe. On peut aisément montrer que I'application
D:x*e 3" —dxe D(x*) est fermée (lemme 3, p.196 Minoux 1983), elle engendre des
directions de descente uniformément réalisables. Pour établir la convergence globale de
I'algorithme SLP, il suffit de mettre en évidence ses multiplicateurs de LKT. Comme dx* est une
direction de descente tant que 'optimum de PL(x") est tel que &* >0, il suffit donc de vérifier
que lorsque &£* =0, le point courant est un point stationnaire. Ce point résulte du théoréme ci-

dessous.

Théoréme 4.1: Si en un point régulier x* e ", la valeur du programme linéaire PL(x*) est

telle que &* =0, alors les conditions de LKT sont satisfaites en x* .

Preuve (inspirée de Minoux 1983, théoreme 7). En associant aux contraintes du programme

linéaire PL(x") des variables duales 77,20, 7,20ie/Ul,, le dual du programme linéaire

PL(x*) s'écrit:
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(DPL(x"))
Minimiser, > —7,g7(x")
iel
oV, () + Z nV,gH(x") =0,
iel0ly (4.1.6)
SCAm+ Y, 1 21

jeluly

Ny 20, 1,20, ielvl,.

Du théoréme de la dualité en programmation linéaire, on a: &* = -7 (x*) =0.

iel
Puisque Viel, onanm >0etg’(x")<0=Viel, ng?(x*)=0. Ceci prouve que les
multiplicateurs 7, correspondants aux contraintes non serrées sont nuls.

Montrons que 7, #0. Si 77, =0,0na: 0= > 7,V,g7(x").

iel(x Yol
Mais x* est un point régulier; les gradients correspondants aux contraintes serrées en x*sont

linéairement indépendants. On en déduit que 77, =0 Vie I(x*)ul,; ce qui est impossible en

raison de la contrainte 77, + Z n;=21.Donc 77, #0.
iel(xkyon

En posant 77,.'=i20, on obtient (7,"),, qui est le vecteur des multiplicateurs LKT du
T

programme linéaire PL(x*) ou encore son vecteur des variables duales tel que:

VA (x9+ Y 7'V, gk (x) =0,

ielh
{7m,'g?(x*) =0 pour tout i€ /, (4.1.7)
n;' 20 pour toutie [ UI;,
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qui correspond aux conditions d'optimalité de premier ordre de LKT. Par conséquent, sous les

hypothéses de régularité 'algorithme SLP se termine lorsque £* =0 par la mise en évidence

d'une solution qui est primale duale réalisable. |

4.1.2 Convergence linéaire de I'algorithme SLP
Les algorithmes de programmation quadratique séquentielle dont nous avons rappelé le

principe au chapitre 3 doivent leur popularité a la propriété de convergence quadratique. Ces
algorithmes présentent tout de méme un inconvénient: 'obligation de calculer les multiplicateurs
de KKT a chaque itération afin d'actualiser la fonction économique de chaque programme
quadratique qui permet de déterminer une direction de déplacement, ce qui peut augmenter le
temps de calcul.

Denel et Huard [1974] ont établi la convergence linéaire d'une méthode de

programmation linéaire séquentielle dans laquelle, une direction de déplacement est obtenue en

résolvant un programme linéaire de type PL'(x*) ci-dessous pour lequel /, =& . Les

programmes linéaires PL'(x*) et PL(x*) possédent les mémes variables duales.

PL'(x*)
Min,, V£'(x¥)!dx
g2 (x")+ Vg2 (x*)ldx <0, iel,
S.C. Vgi(x")dx=0,iel,
dxe R".

(4.18)

L'algorithme SLP a les mémes fondements théoriques que l'algorithme de Zoutendijk
[1960]. Pour établir la propriété de convergence linéaire de I'algorithme SLP, nous nous inspirons
des travaux de Pironneau et Polak [1973] qui ont montré que I'algorithme modifié de Zoutendijk

[1960] a une convergence lineaire. Lorsque l'on a |, =&, la direction de descente dans

I'algorithme étudié par Pironneau et Polak [1973] est donnée par 'expression
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dx* =V ' (x*) = > 7V, g7 (x")

iel
Tout au long des démonstrations des différents résultats qui vont suivre, notre contribution

consiste a mettre en exergue limplication de toutes les contraintes du probléme (4.1.1) pour

déterminer une direction de descente dx* lorsque 'on a notamment I, # & .
Considérons le programme linéaire PL(x*), puis S<R" un sous-ensemble normé,

convexe, compact de R" et voisin de Porigine. Le sous-ensemble des directions admissibles S,
qui confere a l'algorithme de programmation linéaire séquentielle développé par Zoutendijk [1960]

la propriété de convergence linéaire est défini par:

S ={dxe R™: g2 (x*)+Vgi(x*)'dx <0, ie l; Vg (x*)'dx =0, ie , |dx;| <1, i=1,2,...,n}.

(4.1.9)

En utilisant le sous-ensemble ci-dessus, Polak [1971] a établi une borne supérieure de la vitesse
de convergence de I'algorithme de Zoutendijk [1960].

Si Fon ajoute findice 0 a l'ensembie des indices des contraintes, on obtient

/° ={0}ulul,. Pour des raisons de simplification dans I'exposé, la fonction économique du
programme (4.1.1) sera désignée par g§; onadoncf'= g§ et on désigne le sous ensemble des

indices des contraintes non actives en x* par X =/\/(x*) eton pose I§ ={0} L%,

Le pas de déplacement 7 que I'on calcule a I'étape 2 de I'algorithme SLP est solution du

programme unidimensionnel ci-apres:

Minimiser,{f‘(x" +7dx*): g2 (x* +7dx*) <0, ie I;g?(x* + rdx*) =0, ie I1}. (4.1.10)

Soit C(x*) l'ensemble des solutions réalisables du programme dual (4.1.6). De ce qui précéde,

on peut calculer £*(x*), valeur du programme PL(x*) en posant:
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&*(x*) = -Min, s Max{V'(x")'d;g?(x*) + VgZ(x*)'d, ie I}
: 21k
=Min___ 2 7,95 (x").

jeluly

(4.1.11)

Tout comme Pironneau et Polak [1973], nous faisons les hypotheses suivantes, qui en
outre prennent en compte le fait que 'on a /, # & dans (4.1.1) afin d'établir la convergence de

I'algorithme SLP.

Hypotheses 4.1:

i) Le programme (NLP) a une solution unique X .
ii) L'ensemble C' ={x eR’ :gf.(x) <0,je I} est non vide.
ii) Il existe des constantes t >0 et p >0 telles que
t|o|? < d'V'(x)d (4.1.12)

pour de R", pour tout xe B(X,p) 0 {x:||x- X| < p}.

L'inégalité (4.1.12) signifie que la fonction économique f' est localement fortement

convexe. Sous les hypothéses 4.1, lorsque I'on a /, =&, Pironneau et Polak [1973] (lemme 3.2)
ont montré que la convergence linéaire de la fonction économique du probleme (4.1.1) implique

celle de la suite des solutions {x"}keK générée par l'algorithme SLP. En complément aux

hypothéses 4.1, nous formulons 'hypothése ci-apres:

Hypothése 4.2: Soit X l'unique solution du probléme (4.1.1). Alors, il existe p>0 tel que si

Jcl®  satisfait OeJetOeco{ng()‘()}.J, alors Oeco{ng(x)}'J pour tout
Je je

Xe {x:[]x—f(" <p,xe g™ } ol co{E} désigne I'enveloppe convexe d'un ensemble E et 0

est le vecteur nul de R".
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L'hypothése 4.2 stipule que sil existe une constante H>0 telle que

> 71;Vg5(X)=0avec 7j; 20t > 77, =1, alors pour toute solution réalisable x qui satisfait
Jed jed

|x-%| < p. il existe 77,(x) 20, je J avec D 7,(x)=1tel que Y 7,Vg?(x)=0. Puisque X est
jed jed

l'unique solution du probléme (4.1.1), 'hypothése 4.2 entraine que VF'(x) = 0. L'hypothése 4.2
est satisfaite sous I'hypotheése d'indépendance linéaire des contraintes actives du probléme
(41.1)en X.

Soit £*(x*) la solution optimale du programme linéaire PL(x*). Le lemme ci-dessous

est une adaptation a l'algorithme SLP du lemme 3.2 formulé par Pironneau et Polak [1973]. Il

permet de déterminer une borne supérieure de l'opposé de la valeur du programme linéaire
PL(x*) & chaque itération k.
Tout au long des développements a venir, la notation <a,b> désigne le produit scalaire

de apar b.

Lemme 4.1: Soient {x" }k . ¢ {f *(xk )}k , deux séquences générées par lalgorithme SLP.

Sous les hypothéses 4.1 et 4.2, étant donné ar e (0,1), il existe un entier k,(cx) tel que

—E*(x*) < (%) <0 pour tout k = ky(e) (4.1.13)
ol £*(x*) est la valeur du programme linéaire PL(x*) calculée & I'étape 1 de I'algorithme SLP

et

7(x) = max{nJ()?) Jcl®, 0eJ, 0¢ cof Vg2 ()} } , (4.1.14)

jed

avec
() =MingMax,_, (Vg7 (£).d). (4.1.15)
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Preuve: Nous commengons par montrer que 7(X) < 0. Pour tout xe ", soit

3(x) :{J < °:0¢ co{Vg2(x)}

JE

e J}. (4.1.16)

Soit J e J(X) arbitrairement choisi et supposons que nous avons 77,(X) =0. Montrons que ceci

est absurde. Reformulons (4.1.15) en faisant appel a l'enveloppe convexe de " et en utilisant

le théoréme du minimax de Von Neumann, on obtient

m . . . m i .
7,(R) =Miny Max,., > u/ (Vg?(),d) =Max, . Mings > v/ (Vgi(2).d)  (4.1.17)
j=0 j=0
ou

U, ={(u°,u1,...,u’") ! 20,j=01...m> v =tetu/ =0Vje J}. (4.1.18)

jed

Donc, pour un certain U € U,, on doit avoir

0=7,(X) =Mindesinf <ng()‘<),d>. (4.1.19)

=

Mais S est un voisinage de l'origine et par conséquent, (4.1.19) entraine que ZUngf()‘() =0,
jed

ce qui signifie que Oe co{ng()“()}jeJ, qui contredit notre hypothése que Je J(x). Par
conséquent, on doit avoir 77,(X) < 0 pour tout J € J(X), i.e., n(X) <O0.

Puisque chacune des fonctions 77, : " — R" définie par (4.1.15) est continue, et d'aprés
'hypothése 4.2, il existe p >0 tel que J(X) > J(x) pour tout xe F*°, [x—%|<p; on en
déduit que 77: 3" — R, définie par (4.1.14) est semi continue supérieurement (s.c.s) en X . Par
construction de l'algorithme SLP, pour k=0,12,..., on a £*(x*)>0 et par conséquent, en
comparant (4.1.11) avec (4.1.17), on doit avoir /f € J(x*). On a donc: —&*(x*) <n(x*) pour
tout k et comme 77 ests.c.s., pour un certain e (0,1), il existe un entier k (cx) tel que pour tout

k = ky(c),
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=& (") <n(x") <n(X)e <0, (4.1.20)

ce qui compléte la démonstration. |

Lemme 4.2: Soient {x* }k . ¢ f&(x* )}k , deux séquences générées par laigorithme SLP.

On suppose que les hypothéses 4.1 et 4.2 sont satisfaites; soit K un ensemble infini d'indices.

Alors, pour un certain are (0,1), il existe k,(ax) et £ >0 tel que
E*(x*y < BadIf (x*)—F'(X)] pour ke K, k 2 k,(c), (4.1.21)

ol X est'unique solution du probléme (4.1.1) et

j=0

A0 = Min{lo 1 AV (%) =0, Z;AIVQIZ.()‘() =0,
d (4.1.22)
A=A 20,j=0,1,2,...,m}> 0.

j=0
Preuve: Il faudrait d'abord noter quen raison de Ihypothése 4.2, A°>0 (lemme 1.12,

Pironneau et Polak 1971). On a egalement par définition de I,‘,‘ ,

Maxjelgglz-(xk) <—&*(xN), (4.1.23)

Comme f' etg?, j=12...m sont des fonctions convexes, et g*(x*)<0,je I; g*(x*)=0,je |,
on doit avoir:
Flx*) = (%) < <Vf‘(xk),xk —)‘<> ;
gA(x*)-g3(R) < <Vg,?(xk),xk —)?>,je I <Vg,?(xk),x* —)‘(> =0,jel,;
on adonc
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Maxjelﬁgf( )= Maxueu > u'g?(x

jelk

{Zu g2(x u°[f1(xk)—f‘()‘<)}-u°[f1(xk)—f1(>‘()]} (4.1.24)

!E’n

sMaxuGU {ZU’@, ), X —X> 0[f1(xk)—f1(5‘)]}»

]el

U/g et U, sont définis comme dans (4.1.18). D'apres hypothése 4.2, il existe un u, € U/g tel

que U >0avec Y U/ =1et > }Vgi(x*)=0.

jelh jelf

En reprenant (4.1.24), on a: étant donné e (0,1), il existe k, () tel que

Max,_, g2 (x*) <1 |:f1(xk) - f1(f()] pour tout k >k, (). (4.1.25)
ou Uk" est la premiére composante d'un vecteur u, tel que

e U, Zu,ng, k) =0. (4.1.26)

jel

A présent, considérons {u,} ok €l que (4.1.23) et (4.1.24) soient satisfaites et soit K un sous

ensemble infini de Ktel que  lim 7 =lim infq, .
keK' k—oo

Soit K” un sous ensemble infini de K et /° un sous ensemble de /(X) U/, {0} tel que ff =/°

pour tout ke K". Il n'est pas difficile d'établir I'existence de K”. Notons que ['application

NLP

multivoque T, : § —2"° définie par

Ty (x) :{ue U :iu"ng.(x“) :0} (4.1.27)
=0
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est fermée (Berge 1963, p.111) et est non vide pour tout ke K". Donc, puisque
i° c gyl U{0}, x¥ — X quand k — oo, ke K", lensemble T",(X) est un sous ensemble

non vide des multiplicateurs en x, i.e.
Iy (X) c A(X)O {le Ui"(x) ; Z(;i’ng()?) = 0}. (4.1.28)
J=

Nous en déduisons que, pour un certain e (0,1), il existe k(o) 2k, () tel que

7 > 2% pour tout k = k,(a), (4.1.29)

avec k() indépendant de la séquence particuliére {u,} choisie. En combinant (4.1.25) et

(4.1.29), on obtient:
Max g7 (x*) < 2% f'(x*)=1'(}) | (4.1.30)

Considérons (4.1.25) et (4.1.29): comme &*(x*)> 0 et Z°a[f‘(x“) —f1()‘<)] >0, deux cas sont
envisageables pour tout ke K":

i) &*(x¥) sI°a[f‘(xk)—f1()2)]. On choisit #=1.

i) £*(x*) > Z"a[ﬂ(x" )—f‘()‘()] . On peut trouver un entier k,(c) tel que B =(1+a)*@

et £*(xf) < ﬁZ°a[f1(x") —f1()“()] . Ce qui achéve la démonstration. B

A travers le théoréme ci-aprés, nous établissons la propriété de convergence linéaire de
I'algorithme SLP. Les éléments de démonstration sont empruntés aux concepts utilisés dans la

preuve du théoréme 3.24 plus général de Pironneau et Polak [1973).
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Théoréme 4.2; Soient {x" }k p et {f *(xk )}k . deux séquences générées par l'algorithme SLP
afin de résoudre le probleme (4.1.1); on suppose que les hypothéses 4.1 et 4.2 sont satisfaites.
Soit K un sous-ensemble infini d'indices tel que

E*(x¥) < &*(x*7") pour tout ke K. (4.1.31)

Alors, pour un certain ore (0,1), il existe un entier v, (qui peut dépendre de « ) tel que pour tout
j=0,

= . J
Flx" 1y —£(%) 5[1-%%} [f'(x")-f{(%)] (4.1.32)
ou
W=Max{l>< dil:i=12...m d e s}, (4.1.33)
L=(1+ ﬂ)xMax{HVf‘()‘()l] : ”Vg,?()%)” j=12,.,m; 1}, (4.1.34)

et A°, n(X) sont définis respectivement par (4.1.22) et (4.1.14), alors que X est l'unique solution

du programme (4.1.1).

Preuve: Soient {x" }k " et {.f*(x" )}k " les deux séquences générées par l'algorithme SLP,

E*(x*) étant la valeur optimale du programme linéaire PL(x*). Soit dx* =d(x*,&*(x*)) la
direction de déplacement telle calculée par I'algorithme SLP pour k=0,1,2,... a I'étape 1. En

raison de la convexité du programme (4.4.1), pour tout 7>0 et k=0,12,...,ona

g2 (x* + 7dx*) < g?(x*)+ r<ng.(x“ +z'dxk),dxk>, j=012.... (4.1.35)

Par la suite, puisque x* — X, I'unique solution de (4.1.1) et £*(x*) — 0, étant donné are (0,1) 1

arbitrairement fixé, it existe par continuité un entier k,(c) tel que

' Tout au long de cette démonstration, nous supposons que & € (0,1) est arbitraire, mais fixe.
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[Va? 0 + x| <Ll j=12....m, (4.1.36)

pour tout k=k, () et pour tout ze[0,&*(x")/(LW)]. A présent, considérons certains

k>k,(a) et jel*. Alors, gf.( ) <—=&*(x") et par conséquent, (4.1.35) et (4.1.36) combinées

avec l'inégalité de Schwarz donnent pour tous k et j,

* [ K
gf(x“+rdx")£—f*(x")+£L—“dx"H, pour tout re[O,é: (x )]. (4.1.37)
o Lw

De (4.1.10) et de (4.1.37), on déduit que pour tout k > k,(c),
FI M —F(x*) < Min{f‘(xk +7dx) —f'(x*) : g3 (x* +7dx¥) <0,
jelt; rel0.a€* (x*)iL|axt{}

< Min Max{f1(xk+rdx")—f1(x"); g,?(kadxk),je/,f} (4.1.38)
OSrSaé'(xk)/L“dxk" i
m
< Min Max{ > u/g?(x* + zdx*) - uf ' (x*
osrsa s by {]Zg g )~ uf"(x")

ol U, est défini par (4.1.18) pour J =/g. Soit
0

|o%gjx" +70x")| ot (x
M= Max{u ! = ”/ 042, k2 kol@), 7103 “ (4.1.39)

Alors, en développant au second ordre la derniére expression de (4.1.38) et en faisant appel a
(4.1.10) et (4.1.11), on obtient pour tout k > k,(c),
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Fl X - (x*) < Min Max ufg, (x*)+
0<r<at*(x /(L“dxk ||)uE « |73

rZuf(g, ),dx >+ M”dx “} (4.1.40)

= scecat o /L”dxk”{'fg +7 M Jo ”}

puisque Zu g;(x") <0 pourtout k>0 et pour tout ue U
J=1

Ensuite, soit k,(a) > k,(cx) tel que (4.1.13) soit satisfaite. Alors, (4.1.40), (4.1.33), (4.1.39) et

(4.1.13) ensemble donnent pour tout k > k ()

2
AN —Ff < Mn dopR)a+ M2\, (4.1.41)
0<r<at*(x¥ ) (LW) 2
Puisque £*(x*) — 0 quand k — o, il existe un entier k() > k() tel que le Min sur (4.1.41)

est atteint en 7=a&* (x*)/(LW) pour tout k > k,(cx), par conséquent pour tout k > k,(ex), on

a

PO - 1) < 5*(xz)x(£)a2 +§*(X:220!2M_ (4.1.42)

A nouveau, puisque £*(x*)—>0quandk — o, on déduit de (4.1.42) quil existe un

k,(c) = k,(cx) tel que pour tout k > k,(x), on a
* [ K 5 3
PO —F1(x4) < W—L)x(x—)i (4.1.43)

Nous faisons appel a présent aux hypothéses du théoréme et au lemme 4.2, qui

établissent 'existence de k(@) = k,(ax) pour k =0,1,2,...; soit i(k) I'entier satisfaisant
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5*(Xk)<§*(xk <§ k—i(k)+1 <§ k l(k)) (4144)

Alors, en combinant (4.1.43) et (4.1.21) (des expressions sont ajoutées et retranchées), on a:

Pt 00 < T gty et

< %};’3(1 +i(k))E* (x*0) (4.1.45)

< ﬂn(f)vﬁd'zo (1+i(k))l:f1(xk'i(k))—f1()'():|

pour tout k > k,(x). En réorganisant (4.1.45), on obtient pour tout k > k,(c),

ﬁ’? 410

1 K+
fi(x )f()[ W

(1+i(k))}[f’(x""(“)—f’()‘()} (4.1.46)

Il faudrait noter que, puisque f'(x**')—f'(x)>0, (4.1.46) entraine que i(k) est bornée. On a

|BrRet 2

W <1 en raison de (4.1.33) et (4.1.34); on doit avoir

,877 70 ' ﬂﬂ ) (t+i(k))
W (1+l(k))[ m J : (4.1.47)

Mais (4.1.46) et (4.1.47) entrainent (4.1.32). Ce qui établit la convergence linéaire de l'algorithme
SLP. [

Remarque (Erreurs sur la preuve du théoréme 3.24 de Pironneau et Polak [1973]): Pour établir la

convergence linéaire de la variante de 'algorithme de Zoutendjik pour laquelle une direction de
descente est obtenue en résolvant & chaque itération un programme linéaire du type PL(x*)

avec [, =, Pironneau et Polak [1973], dans le lemme 3.11, considérent un ensemble infini
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d'indices K pour lequel on a &, <¢,_, Vke K et montrent que pour un certain are (0,1), il
existe k (c) et A, tel que

g, = Pod°[f'(x*)—f'(X)] pour ke K, k > k,(c), (4.1.48)

ou g>0et >0 sont calculés a lintérieur de I'algorithme sur lequel porte I'analyse. Une
premiére erreur s'est glissée dans la preuve du lemme 3.11 en question. En effet Pironneau et
Polak [1973] établissent I'existence d'un entier i,(cr) > i,'(cx) tel que i’ > A1°(1—a) pour tout

i>i(c) afin d'obtenir (4.1.48) & partir des inégalités suivantes:

Min,, of (x") 2 —g 1 Boul, ={je:g}(x) 2 -},

Min,g,, g7 () < =Ty f'(x")=1'(3) ]

Uy, > 4,(1-a).
C'est plutét I'inégalite U,-° > A% qui permet d'établir (4.1.48). Dans le théoréme 3.24 mentionné
plus haut, considérant &, =&, 4 =....=&,_j4) <& i1n K€K, ces auteurs en utilisant le

raisonnement de la démonstration ci-dessus (il faudrait alors remplacer &£*(x*) par &),

établissent a partir de (4.1.48) que l'on a:

3

F1xX) — 1 (xk) < U(L)?Va

o 3
=2 1+ ey (4.1.49)

< bR’
T

(g +&q+...+ ek_,-(k))

(1+i(R)] £ = (x4 |
d'aprés (4.1.48), ce qui n'est pas correct. On a plutét:

77(:3‘/6(3 (1+i(k))8k—i(k) > %ﬁ“*_ i(k))[f1(xk_i(k)) —f1(Xk):|. (4.1.50)
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La conclusion de la preuve de ce théoréeme 3.24, en s'appuyant sur (4.1.49) et (4.1.48) ne peut

donc pas étre correcte. Cette conclusion aurait pu étre correcte si dans le lemme 3.11 énoncé par
ces auteurs, fon avait une inégalité du type &, < BaA’[f'(x*)—f'(X)] pour ke K, k 2 k,(c), &

la place de (4.1.48).

4.2 Approximation du probiéme de PDN sous forme KKT par un programme mathématique

localement régulier

Dans cette section, nous montrons qu'un probleme de PDN sous forme KKT peut étre
transformé en une suite de programmes mathématiques classiques localement réguliers. Nous
rappelons le principe d’'une méthode d'approximation des contraintes d'équilibre par une fonction
de mérite, puis nous établissons les conditions d’optimalité du premier ordre du probléme de PDN
sous forme KKT ainsi approximé.

4.2.1 Méthode d’approximation des contraintes d’équilibre
Considérons le probléme de PDN

(PDN)
Minimiser, f'(x,y)
xe P,
Minimiser, f%(x,y), 4.2.1)

SCoq , .
g;(x,y)<0,je J,

yeR",

dont la formulation KKT est la suivante:
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(PDNkkr)
Minimiser, f'(x,y)
H(x,y,w,v)=0,
sciw'v =0, #22)
(x,y)e PxR"™ w,v >0,
avec
V f2(x,y)+w'V _g?
Houyan) =| o N8 423)
gi(x.y)+v

f':R™xR" — R fonctions de classe C*,i=12; g7 :R™™ - R, j=12,...,m, de classe C*
et convexes, P — R™ est un ensemble compact supposé non vide et v,.w e R” . Par ailleurs, le
domaine réalisable du probleme de second niveau défini par I'ensemble

C(x) ={ yeR": gf(x, y)<0,j =1,...,m} est supposé non vide et borné pour tout xe P. Soit

I{(x,y) ={ jed: gf(x, ¥) :0} I'ensemble des contraintes actives en une solution admissible du

probléme (PDN). Pour des besoins d’analyse, nous formulons les hypothéses ci-aprés:

Hypothése 4.3: La fonction y — V f 2(x,y) est fortement monotone pour tout xe P.

Hypothése 4.4: Pour tout xe P, les gradients Vyg,?(x, y),je l(x,y) des contraintes actives en
tout point admissible (x,y) sont linéairement indépendants.

Hypothése 4.5 Toute solution optimale du probléme (PDNkxr) est non dégénéree

(w,*+v,* 20 Vie J),

Examinons les conséquences de ces hypothéses sur les propriétés de la formulation KKT
du probléme (PDN). L'hypothése 4.3 garantit que le domaine induit D/ est compact; de plus
I'application M(x) est univoque d'aprés le théoréme 3.1 du chapitre 3. Sous les hypothéses 4.3 et

44, pour tout xe P, la fonction H(x,..):R™" —R™"*" est monotone (proposition 3,

Facchinei et al., 1999).
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En raison de la présence de la contrainte d’équilibre w'v =0, il est connu que les
hypothéses de régularité ne sont pas satisfaites pour le programme non linéaire (PDNkkr). Pour
avoir un probléme localement régulier, nous utilisons une des approximations obtenues en faisant
subir aux contraintes d'équilibre une transformation localement continue a l'aide d'une variante de

la fonction de mérite de Fisher-Burmeister. A titre de rappel, cest la fonction

@ :R2 x[0,4+<[ — R définie par:

®(a,b,u)=a+b—a*+b*+2u. (4.2.4)

Si =0, ® est lafonction de mérite de Fisher-Burmeister [1992]. Pour résoudre un probléme de

complémentarité linéaire, Kanzow [1996] a développé un algorithme continu en utilisant une
fonction de mérite de ce type; il en est de méme de Chen et Harker [1993] qui ont proposé un
algorithme de points non intérieurs. Cette fonction de mérite a également eté abondamment
utilisée dans le contexte des problémes de MPEC linéaire par des auteurs comme Faccheinei et
Soares [1997] et Fukushima et al. [1998].

Kanzow [1995] (lemme 2.2) a montré que la fonction de mérite @ a la propriété (NCP)

que nous avons énoncee au chapitre 3, a savoir que

Yu>0, ®abu)=0<a=0,b>0,ab=pu. (4.2.5)
On a également
ab< u= d(a,bu)<0. (4.2.6)

pour # 0, la fonction @(.,.,u):R* - R est différentiable partout. Cependant, lorsque =0
cette fonction n'est pas différentiable en (a,b) =(0,0). Pour tout (a,b, 1) € R?*x[0,+o<[ tel que

(a,b,u) #(0,0,0) on a:
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ad(ab,u)) [1-———2
v dabuy=| 92 |= Vo 2u (4.2.7)
(0o P\E0, M) = - &
od(a,b, u) b

o )|\ s
Rappelons que les fonctions de mérite d’'une maniére générale, sont utilisées entre autres pour
établir la convergence d'algorithmes en programmation mathématique. Considérons la
formulation KKT du probléme de PDN donnée par (4.2.2). Pour xe P fixé, nous remplagons la
contrainte d'équilibre w'v=0 par une approximation du type W¥(w,v,u)=0 qui a pour

composantes ®(w,,v,,u), ieJ={12..,m} ol ® estla fonction de mérite paramétrique de

Fisher-Burmeister. On obtient le programme non linéaire paramétré suivant:

PDNyqr (1)
Minimiser f'(x,y)

H(x,y,w,v)=0,
Scid(w,v, u)=0ied,

)

(x,y)e PxR"™ ,w,v >0,

(4.2.9)

L'ensemble des solutions réalisables de PDN,,, (u) est noté §“. Sous les hypothéses ci-

dessus, Facchinei et al. [1999] ont montré que 'ensemble F* est non vide et compact (corollaire
1) et que si un probléme du type (PDN) a une solution, alors tous les problemes perturbés

PDN . (1) ont chacun une solution (corollaire 2) et cette solution est unique (lemme 3).

L'omission de I'hypothese 4.5 pourrait compromettre une hypothése de qualification des

contraintes pour le probleme PDN,; (1) . En effet, considérons les matrices diagonales ci-aprés

Df, :diag(ad)(w1,v1,yk),.wa(b(wm,vm,yk)
ow, ow,,

D :diag(aq)(w"v“ﬂ"),._.,aq)(w’"’v””ﬂ")
ov, v,

),
(4.2.10)

)



98

L'hypothése 4.5 qui est relative aux relations de complémentarité du probléme (PDNkkr), garantit

que les matrices diagonales D et D sont inversibles.

La proposition ci-apres est, entre autres une conséquence de la propriété (4.2.5) relative a la

fonction de mérite @ .

Proposition 4.1: La variable de premier niveau x*e€ P étant fixée, considérons la formulation
KKT du probléme de PDN pour laquelle on suppose que les hypothéses 4.3 - 4.5 sont satisfaites.

Etant donné =0 fixé, soit z(x) une solution réalisable du probléme PDN,, () telle que
z(u) = (x*y(x, u),w(x,u),v(x,u)). Alors, il existe une unique solution réalisable

ZF = (x*y W) = yToz(u) du probleme PDN,.(u) telle que (x*,y*)e DI.

Preuve: Lorsque x est fixé, considérons la fonction
V. 2 (x,y)+w'V g?
(y,w,v) _>H(x,y,w,v):( 2y (x.y) ng} ;
A gi(x.y)+v
elle est de classe C' puisque les fonctions y — f2(x,y) ety — g%(x,y) sont de classe C2. De
la proposition 3 de Facchinei et al. [1999], on a pour tout x>0, la fonction

() > (H(x,y,w,v) j

O(w,,v, u), ied

est localement réguliére (1), en raison des hypothéses 4.3 - 4.5. Soit (x*,y*,w* v* u*) avec

M1 =0 tels que

H *, *’ *, * =0’
{ Ly Wev) (4.2.11)

DWW, v, Y =0, ieJ.
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On déduit du théoreme des fonctions implicites qu'il existe un voisinage V de (x*,u*) et une

fonction de classe C' et inversible en raison de (1) de (y,w,v) :V - R"™™ telle que pour

tout (x, u)e V,ona

HOXY () WOX ) V(X ) =
W, (x, L) V(X ), ) =0, i J.

Soit (x*,*) e V; l'unicité et I'existence du point (x*,y*w*v* 1*) tel que l'on ait (4.2.11), avec
(y* w*v*) = (y(x* ), w(x* 1*),v(x*,u*)) découlent des hypotheses 4.3 — 4.5 et du théoreme
des fonctions inverses. D'apres la propriété 4.2.5, ®(w.*v,*,0)=0=w,*v,* =0 Vie J. Ce qui
signifie que (x,y*w*) est une solution réalisable du probléme PDN,,,(0)=PDN,,, . Par

conséquent, (x*,y*)e DI [ |

4.2.2 Conditions d’optimalité de I'approximation de la formulation KKT d’un probléme de
PDN

Le probléme PDN,,(u) est considéré comme une approximation du probléme initial
(PDNkxr) lorsque u est voisin de zéro. |l est connu que ces deux problémes sont difficiles a
résoudre. Lorsque u =0, les problémes (PDNkxr) et PDN,,;(0) sont équivalents. Toutefois, le
probleme PDN,,(#) est un probléme classique d'optimisation localement régulier, les
contraintes d’équilibre étant approximée par une fonction de mérite. Pour toute valeur de y, >0,
toute suite de solutions de réalisables de PDN,; (1) posséde un point d'accumulation du fait de
la compacité de I'ensemble des solutions réalisables F* . Pour Facchinei et al. [1999), la suite
des problémes PDN,,.(4,) peut étre résolue par un algorithme classique de programmation

mathematique. Pour illustrer cette assertion, ces auteurs ont effectué des expérimentations
numériques concluantes portant sur des problemes bi niveaux quadratiques de petites tailles

connus de la littérature.
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Soit Z=(X,y,w,v)e §“. Lorsque u — 0, un vecteur tangent a §* en Z est la limite
dz de n'importe quelle séquence {(z" -2)/ rk} ol ze F* et {r,} est une suite de scalaires

positifs. Un point stationnaire du probléme (PDNk«r) tel que défini par Luo et al. [1996b] est un

d
vecteur Ze 3° tel que V(Xy)f1(7,7)‘(dszo pour chaque dz =(dx,dy,dw,dv) tangent &
' y

3’ enZ . La propriété (4.2.5) relative a la fonction de mérite & nous permet d'établir qu'on a
F° =%, Un point stationnaire pour le probléme PDN,,.(u) est un point qui satisfait une

condition nécessaire d’optimalité du premier ordre de ce probleme.

Dans le développement qui suit, nous énongons une propriété d’optimalité locale relative
a l'approximation PDN,.(#) du probleme PDNk«r lorsque =0, en faisant appel au sous
espace tangent en Z pour chaque domaine §* contenant Z, en lieu et place du cone tangent a
F°. Cette propriété induit des conditions d’optimalité pour le probléme PDNk«r. Des hypothéses
4.3-4.5, on deduit que les gradients des contraintes actives en Z du probléme PDN,,.(u) sont

linéairement indépendants. Luo et al. [1996a] ou encore Fukushima et al. [1998], ont proposé des
algorithmes de programmation quadratique séquentielle pour résoudre un probléme de MPEC de
type (PDNk«r). Les contraintes de ce programme sont obtenues a partir d'une approximation

tangentielle des contraintes du probléme PDN,.(x,) . Par contre, le principe d'un algorithme du
type SLP applique a la résolution de chaque probleme PDN,,.(z,) consiste a déterminer une
direction de descente dz = (dx,dw,dv) (avec dz suffisamment petit) a partir d'une solution
réalisable z* € F* , en résolvant & chaque itération le programme linéaire PL(z*,1,) ci-dessous
obtenu a partir d'une approximation tangentielle du probleme PDN,,.(,) au voisinage de la

solution courante z* = (x*,w*,v*). Soit H* = H,(z*) ; une direction de descente est telle qu'entre

autre on a w* +zdw >0 et v¥ +7dv >0, ol 7€ R, est le pas de déplacement. On a donc:
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PL(zk,,uk)
Maximiser, o, 4 ay o &
dx
V(X’y)f1( Xyt (dy} +£<0, (61)
V. Hf(dz)' =0, ie J, (C2)
kK k K (4.2.12)
$.C.4 CI)(W,-k,Vf,,uk)+ ad)(Wi ,Vi uuk) dW,- + a(I)(Wi ’VI 'luk)dvi :0' ie J, (C3)

ow;

i Vi

!

—t(dw,,dv,) < (Wf,vf), ie d, (C4)

(X" + zdx,y* +7dy,w* + zaw)e PxR™, £20.

Mais en pratique, ne connaissant pas la valeur du pas de déplacement 7, on peut soit
omettre la contrainte (C4), soit choisir 7=1 dans la formulation du programme linéaire
PDN,; (1,) . Sa résolution revient a déterminer une direction de descente dz = (dx,dw,dv) pour
la fonction économique f', mais en imposant & cette direction de ne pas s'écarter, au moins
localement de la frontiére du domaine des solutions réalisables F* du probléme PDN,. (4, )
par l'intermédiaire de la contrainte (C1) et de la variable £. En effet, si l'optimum du probléme

d d
PL(z",u,) correspond & £* >0, on voit que V, ,f'(x", y")’[d;j <0 et (di

) est bel et bien
une direction de descente.

La variation dz = (dx,dy,dw,dv) est une direction de descente pour la fonction f' tant
que &£*>0; lorsque x4, =0, nous montrons & travers le corollaire ci-aprés que si £* =0, il

existe un vecteur des multiplicateurs de KKT (¢, 7,6)e R, xR™ xR” xR2" du probléme

PDN,,,(1,) tels que @.w*+6/v* =0; de plus, la solution courante z* = (x*,y*,w* v¥) est

une solution réalisable du probléme (PDNkkr). Un résultat similaire a été établi par Facchinei et al.
[1999] (théoréme 2) pour des probiémes de MPEC dont les contraintes sont définies par une
inégalité variationnelle.
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Corollaire 4.1: Sous les hypothéses 4.3 - 4.5, si ‘!im 4, =0 lorsque, en z" e F* la valeur

optimale de la fonction économique du probléme PL(z*,z,) est telle que £* =0, alors il existe
un vecteur des multiplicateurs de KKT (a,,,7.6)e R,xR"xR"xR2" du probléme

PDN,,(1,) tel que O.w* +6'v* =0; de plus z* =(x*,y* ,w*,v¥) est une solution réalisable

du probléme (PDNkr).

Preuve: En associant aux contraintes du programme linéaire PL(z*,1,) (lorsqu'il a une solution)

des variables duales (¢, @, 7.6)€ R, xR" xR" xR?", le dual de PL(z",x,) s'écrit

DPL(z" 1)

Minimiser > —y@(w; v/, 1) + 6, w" + v

-

o (K55 +iZJ:“iV(x,y)ka =0, (4.2.13)
20V 7+ 27V @ W V] 14) - 7(6,.6,) =0,
ied ied

(%.6,.6,20, ;e R, ,€eR, ied.

Vv,
S.C.4

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que a, =1. Des hypothéses 4.3 - 4.5, on déduit que

le systéme des contraintes (4.2.13) admet une solution réalisable unique. Ce qui établit

I'existence d’un vecteur des multiplicateurs de KKT du probleme PDN . (#,) . qui coincide avec

le vecteur des variables duales du probléme PL(z*,,) qui est tel que

-

V(X’y)f1(Xk ,yk) + Z]:aIV(x.y)Hlk = 0,
e
4 D20V o o HE + D7V 0 @WSVE0) 20, (4.214)
ied ied
2eR, yeR iel,
N
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puisque f'on a 7(6,.8,) =0. Comme par hypothése ®d(w*v¥,u,)=0 pour tout ieJ, du
théoreme de la dualité en programmation linéaire, on a:

=N -y @w) v 0)+ oW + 6V =gw +8y" =0.
ied

Lorsque 4, — 0, z* est une solution réalisable du probléme (PDNikr) d'aprés la proposition 4.1.

Appliqué a la résolution d'un probléme de MPEC du type (PDNk«7), le principe de

I'algorithme SLP consiste a résoudre la suite des problémes localement réguliers PDN (4, ) en

s'assurant que 1, converge vers zéro. La suite des solutions z = (x*,y*,w*,v¥) converge alors

vers le point d’accumulation Z = (X,y,w,V) telle que (X,y)e DI.

4.3 Méthode d’actualisation du parametre utilisé dans une fonction de mérite

En utilisant le développement limité du premier ordre de la fonction définie de R2 —» R
qui a (w,v) —> wv, nous proposons une méthode qui permet d'actualiser a chaque itération le
parametre x qui est utilisé dans la fonction de mérite de Fisher Burmeister, sur la base des

seules données du probleme résolu. Nous illustrons la méthode proposée en appliquant un

algorithme SLP a la résolution d'un programme de type PDN, (4, ) -

Etant donnée une suite de points {w“vk}keK telle que pour tout ke K,

w* >0 et v* >0, nous énongons 4 travers la proposition suivante une condition nécessaire et

suffisante relative aux variations dw et dv pour que la suite {w"vk}k p soit décroissante.
€

Proposition 4.2: Considérons une suite de réels {w“v“}keK telle que pour tout

ke K, w“ >0, v¥>0, il existe 7>0 suffisamment petit tel que w"'=w"+zdw,
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V"' =v* + 7dv. Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite {w“v*}k . soit
€

décroissante est que l'on ait: w*dv + v dw <0.

Preuve: Comme 7 >0 est voisin de zéro, il suffit d'écrire que l'on a:

w VR = Wik o(wfdv + viaw) +o(7) . |

Etant donné un ensemble d'indices / ={1,2,...,ny} , soit i€ I ; considérons la fonction de

meérite de Fisher Burmeister @ . Nous montrons que si la suite {wfv,." }k p est décroissante et
€

converge vers zéro, et si g4 =max,, (wf‘vf‘ ) pour tout ke K, alors la suite {d)(w;‘,vf , ,uk)}k p
€

est croissante a valeurs négatives ou nulles et converge vers zéro. La proposition ci-aprés

énonce ce résultat.

Proposition 4.3: Soit ie/ et considérons la suite {w,.“v,“}keK avec w; >0etvi >0. Soit

@ =dw/ v/, 4, ), (dw,dv,,du) et >0 voisin de zéro tels que

i I

k+1
i

V) = (W Tdw, v+ Tdv, p +Td ) (4.3.1)

1

(w
On suppose que l'on a:
i) 44, =max,, (w/v/) pourtout ke K;

ii) la suite {wf‘v.k }k p est decroissante et converge vers zéro.
€

[

Alors on a:

a) Pour tout i€ /, la variation du vérifie widv, + v dw, —du >0,

b) Pour tout i e / , la suite {f }k . estcroissante et converge vers zéro.
(]
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Preuve:
a) Etantdonné unindice ie I, considérons la suite {w}‘vf }k  telle que
€

k+1
i

WV ) = (wf +rdw, Vi +zdv,, 1, +7du) ol 7> 0 voisin de zéro. On peut écrire:

v =whvE + r(wldv, +vidw,) +0o(z) . Comme w

I ]

<w'v¥ ona

iti?

k+1;  k+1
w v

widv, +v/dw, <0.

De méme, puisque #,,, < u,,ona du <0.0n peuttrouver iy e/ et j, e/ tels que

_ k+1, k+1 _ 2 kK Kk Kk
My =maX, W, v, =w v +T(wdv +vdw,; )

iel

= MaXie

=M +Tdu.

wivf +zming (widv, +vidw,) (43.2)

k
e W

On en déduit que du =min v, + v;‘dwj . D'ol le résultat.
b) Soit ke K; comme x4 =max,, (w,“v,“) ona & <0 pourtout i€ / . Le développement

limité d'ordre un de @, au voisinage de (w/,v/,4,) s'écrit:

K k k
O =k + r(—a;)" dw; +_a—qidvi + %&dﬂ) +o(7)
U

i v,
k K
= @} +7((1-—— W"k o, +(1-—— ""k — ), (433)
VW2 + 7 + 24 oy + (v + 24,
du
- \/(Wk)Z I )+0(7).
i i Hy
En remplagant g, par w/v!, puisque z, >w/v/), pourtout ie /,ona
whdv, +viaw, —d
o > @k 4 I O 434)
wl +v,

i

. k Kk s A k+1 k
Mais w;dv, +v;dw, —du >0 d'apres a). Donc @ > @; .
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La suite {®]}  estcroissante eton a @f <0 Vi. Comme lasuite {w/y/] estdécroissante

et converge vers zéro, il en est de méme pour la suite {4, } ®, étant une NCP fonction, Ia

keK '’

suite {(Df‘ }k , converge vers zéro. n
(]

Le résultat ci-dessus constitue une innovation pour ce qui est de I'utilisation des fonctions

de mérite de parametre u du type Fisher Burmeister. Seules les données du probléme résolu
conditionnent 'actualisation du paramétre 4 . C'est la premiére fois & notre connaissance que I'on

propose de procéder ainsi. L'actualisation du parametre qui intervient dans la fonction de mérite
de Fisher, Kanzow et Smale que nous avons définie dans le chapitre 3 pourrait se faire de

maniére similaire. Nous implémentons cette méthode d’actualisation du paramétre u avec

I'algorithme SLP dans la sous-section 4.4,

Pour résoudre les problémes de MPEC ou des problemes de complémentarité, les

auteurs qui ont fait appel aux fonctions de mérite paramétrées actualisent ce paramétre de
maniére arbitraire. A titre dillustration, afin de garantir la décroissance de la suite {s,},_, .

Fukushima et al. [1998] ou encore Facchinei et al. [1999] proposent de choisir un coefficient

Be[01 enposant y,,, = fu, . Cette méthode d'actualisation du paramétre 4 permet d'établir
la convergence des algorithmes proposés par ces auteurs. Puisque B*u, = 4, , il faudrait noter

que cette meéthode impose a [lalgorithme d'exécuter un nombre minimal d'itérations

Itmin = In(i)/ In(S) ol & estle seuil de la précision des calculs. Pour actualiser z , Fukushima
Hy '

et al. [1998] ont envisagé comme possibilité d’extension de recherche, 'usage d'une suite bornée

{B},., telleque B< B, <f avec 0< < B <1;ils suggérent d'actualiser alors 4 en posant
Uy = B, . On peut noter que si g, <max, (w/"',v<™"), on peut trouver au moins deux
indices i, €/ tel que D(w} v}, u)=0et i eltelque d(w v 1)<0. Le fait de poser

pour tout je /
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dw;
O = (W v/ 1) +V,,, QW Vi 1 *)[dv )=0
i

a chaque itération n’est pas rigoureusement correct.

4.4 Résolution d’un probiéme de MPEC ou de complémentarité par I'algorithme SLP

L'algorithme SLP peut constituer un excellent outil pour résoudre un probléme de
complémentarité ou un probléme de MPEC dont les contraintes sont linéaires.

4.4.1 Résolution d’un probléme de MPEC
Considérons le probléme de MPEC ci-aprés:

MPEC(M,N,q)
minimiser, ,  f'(x,y)

X.y.w
w=q+Nx+My,
sc<0<w Ly=>0,

(x,y.w)e XxR"™ xR",

(4.4.1)

ol f':R™*xR™ - R estdeclasse C', Ne R"™, Me R ,ge R", lensemble X est un
polyedre défini par X E{XE R} Ax< b}, avec Ac R™™ et be R™. Soit § son ensemble

des solutions réalisables et T(z* ) le cone tangenten z* aF . T(z*§) faudrait-il le rappeler,
est un cone non convexe et il se met sous la forme d’une union finie de cones polyédraux. La
plupart des propriétés théoriques relatives a un tel probléme ont été établies par Fukushima et al.
[1998]. On suppose que la matrice M est une Po-matrice et de 'hypothése 4.5, on déduit que
toute solution (X,y,w) réalisable de ce probléme est non dégénérée c'est-a-dire y, +w, =0 Vi.

Nous avons vu au chapitre précédent qu'une solution réalisable z* =(x*y*w*)e § est

un point stationnaire pour le probleme MPEC(M,N,q) sion a
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d
(dx,dy,dw)e T(z*,F) = VF'(x*, y*)(dﬂ >0.

Sous Fhypothese de non dégénérescence 4.5, la propriété ci-aprés donne un résumé des
conditions d'optimalité locale du probleme MPEC(,M,N,q).

Propriété 4.1 (Corollaire 6.1.3, Luo et al. 1996b): Considérons z* =(x* y*w*)e § une solution

réalisable du probléme MPEC(M,N,q) telle que I'hypothése de non dégénérescence 4.5 est
satisfaite, et M est une Po-matrice. Alors, z* est un point stationnaire du probleme MPEC(M,N,q)

si et seulement si il existe des multiplicateurs (7*,v*,4*) e R*™*" tels que:

N 0 A
1% | %
[Vf (Xo’y )]+ M in*+ W*lv*+| 0 |A*=0,
~I y* 0

ny

(4" (Ax=b) =0,

ou W*etY* sont des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux respectifs sont

w ety i=1..n,.

Dans I'algorithme SLP, la contrainte d'équilibre w'y =0 est approximée par une fonction

de mérite; ce qui conduit a un probléme voisin paramétré qui a pour formulation:

MPEC(M,N,q, 1)
Minimiser_ , . f'(x,y)

xyw
w=q+Nx+My,
sci®w,y,u)=0i=12..n,
(x,y.w)e XxRY? xR.

(44.2)

Soit (x*,y*,w*) un point qui satisfait 'égalité ci-aprés:
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wh =q+Nx* +My"* et (x*,y*w)e XxR? xR?
Pour g, >0, v étant une variable d'écart, afin de mettre en ceuvre I'algorithme SLP, nous

proposons de résoudre le programme linéaire suivant:

PL(1,)
MaXimiServ,dx,dy,deg

-

dx
Vi (o y" {dy} +S+v =0,

dw = Ndx +May, (4.4.3)
S.C.4

Dw* vF \v} k vk v, =0,iel
(W,' ;yi nuk)+ (va}’f)q)(wi ’yi ”uk) dy =oieh

(X" +dx,y* +dy,w" +dw)e XXRY xRY, & v=0,

oV, ®w',y“u)iel sontles composantes de la matrice jacobienne définie par

(w;.y)
D (w* y*, D¥
V(w,y)‘P(Wk’ykuUk): ¢ K yk ) = |
D,why ) \Dy, ),

Comme dans la formulation du programme linéarisé (4.2.12), les contraintes de positivité des

variables sont prises en compte. Les contraintes du programme linéaire PL(z,) peuvent encore

se mettre sous la forme

V.Y V(XY 0 1(dx

N Mol ol ||
dw | .
0 Dk Dk O 5 \P(W ly ’ﬂk)

dy V. (X y )dx +v
< A | dw |=—| Ndx ,
¢ YW y" )
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la direction de déplacement (dx,dy,dw) étant telle que (x* +dx,y* +dy,w* +dw)e PxR>" , et

Vfiixy) 0

A= M ~I 0| (4.4.4)
Dt D 0

Sous I'hypothése 4.5, la matrice A, est inversible M étant une Po-matrice, ce qui assure l'unicité

de la solution du probléme PL(,) . Nous le démontrons & partir de la proposition suivante:

Proposition 4.4: Soit z* = (x*,y*,w") une solution du probléme MPEC(M,N,q,x, ) telle que M
est une Po-matrice, x, >0 étant donné. Sous I'hypothése 4.5, lorsque le probléme PL(z,)

admet une solution, celle-ci est unique.

Preuve; Supposons que le programme linéaire PL(4,) a une solution (£ dx,dy,dw) telle que
(X" +dx,y* +dy,w* +dw)e XxR” xR . Puisque la matrice M est une Po-matrice et comme
DY et Df sont des matrices diagonales a coefficients non nuls, les relations de complémentarité

étant non dégénérées, Fukushima et al. [1998] (proposition 3.1) ont établi que la matrice

{M _/m}
D D

est réguliére. Il en est de méme de la matrice A, . En utilisant la substitution

dy V. Fi(x*,y)dx +v
dw |=—-A7"| Nax , (4.45)
¢ PWhy )

on peut réduire le probléme PL(,) en un programme linéaire équivalent de la seule variable dx

avec la contrainte x* +dxe X . Comme dx =0 satisfait de maniére triviale la derniére contrainte

du programme linéaire PL(x, ), puisque x*e X, on en déduit que le probléme PL(z,) a une

solution optimale unique. |
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Le probléme PL(x,) permet de déterminer une direction de descente pour le probléme
MPEC(M,N,q, 1) & partir d’une solution réalisable z* =(x*,y*,w*). En pratique, le calcul d'une

direction de descente dz = (dx,dy,dw)' peut se faire en résolvant le programme linéaire ci-apres:

PL(Zk 1#}( )
Maximiserdx’dy,dw,gf

ax
V(x,y)f1(xk’yk)|:dy

dw = Ndx + Mdy,

]+§SQ

S.C.4 v
\P(Wk’yk!luk) +V(w,y)‘P(Wk’yky,uk)|:dy :I = 0,

(x“+dx,y* +dy,w" +dw)e XxR? xR, £20.

D'aprés le corollaire 4.1, lorsqu'une solution optimale (&*,dx*,dy*,dw*) du programme linéaire
PL(z",u1,) est telle que &*=0 avec g, =0, les variables duales de PL(z*,0) sont les
multiplicateurs de KKT du probleme MPEC(M,N,q,4) . En définitive, I'algorithme SLP adapté a la

résolution du probleme MPEC(M,N,q) se présente ainsi qu'il suit:

Algorithme SPL: Résolution du probléeme (MPEC(M,N,q))
Etape 0 (initialisation)

Soient & > 0 (seuil de tolérance) et # >0 deux constantes suffisamment petites, et
2" =(x°,y°,w®) une solution réalisable de Ia relaxation du probléme MPEC(M,N,q) telle
que s, =max,{w/y;} . Poser k=0 etaller & 'Etape 1.

Etape 1 (Pas et direction de déplacement)
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i) Calculer une direction de descente d* pour la fonction f' & partir du point z* en

résolvant le programme linéaire PL(z*,z,) dont la valeur optimale est £*. Si
(E*<eoudz=0)ety >¢, alleralétape 2.
i) En utiisant la régle d’Ammijo, calculer le pas de déplacement 7 tel que
" +7d" e * et f'(z¥ +7d*) <f'(z"). Poser z**' = z* +7d*, puis actualiser
My =max, {w/yf ], poser k =k +1 etaller a I'Etape 3.
Etape 2 (pas de déplacement nul)
Poser 4,,, = Bu,, k=k+1 etaller a I'Etape 1.
Etape 3 (Critére d'arrét)

Si g, +& <€ ousi “‘I’(W",yk,,uk)"2 +&* < ¢, Stop; z* est un point stationnaire du

probléme MPEC(M,N,q,4,) avec g, =0. Sinon aller & I'Etape 1.

Contrairement a ['algorithme générique de descente que nous avons présenté dans la

section precédente, le critere d'arrét de I'algorithme SLP ci-dessus prend en compte, outre la

convergence vers zéro de la suite {4, } relative a la valeur du paramétre 4, mais aussi la valeur

optimale de la fonction économique du programme linéaire PL(z*,x,). Nous établissons &

travers le théoreme ci-apres, la convergence de I'algorithme SLP précédent.

Théoreme 4.2: Considérons le probleme MPEC(M,N,q). On suppose que M est une Po-matrice,

que la suite des points {zk } générée par l'algorithme SLP est bornée et que 'hypothése de non
dégénérescence 4.5 est satisfaite. Soit z* = (x*,y*,w*) = klim Z* tel que klim i, =0. Sila valeur

optimale du programme linéaire PL(z*0) est telle que £* =0, alors z* est un point stationnaire

du probléme MPEC(M,N,q).
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Preuve: D'apres la proposition 4.4, la suite {zk } converge vers 'unique point d’accumulation
2(0) = Jim z(44,), comme Z"=z(u,) et lim 44, =0. Le dual du programme linéaire PL(Z", 1)

a pour formulation:

DPL(z",44,)
Minimiser > —v"P(w* ,v*,11,) +0,x" + 8 y* + O,w" + A (b— Ax")

iel

Vix* vk N 0 A I"xe"
s.c.<a0( (xo,y )J+ M' i+ YE v+ 0 |A=]1,86, |,
=1 w* 0 1.6,

y

(6,.6,.6,)€ R} xRY xR} 20, (4,7,v)e R} xR” xR".

ol W* etY* sont des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux respectifs sont
w,f‘ et yik, i=1,...,ny, (9x,ey,9w) sont les multiplicateurs liés aux bornes des variables
(dx,dy,dw) respectivement.

Sans nuire & la généralité, on peut supposer que a;, =1. A l'optimalité, si on désigne par
(m*v*,4%.6,%,6,.6,") le vecteur des variables duales du programme linéaire PL(z*4), on a
nécessairement dz=0. Ce qui entraine que lI'on a, d'aprés les relations de complémentarité
6)'y*+6,'y*+6,w* =0 et 1*' (b—Ax*)=0. Comme 4, —0, du théoréme de la dualit¢ en
programmation linéaire et de la propriété 4.2.5, on a pour tout ie /, @(w,y,0)=0=¢,*, ol
d(w!,yr,0) représente une des composantes de F(w*,y*,0). Donc w*,.y*, =0 (Vie l).

Les multiplicateurs de KKT du probléme MPEC(M,N,q) sont approximés par les variables duales

du programme linéaire PL(z*,0), a savoir le vecteur (n*v* A*). z* est donc un point

stationnaire du probléme MPEC(M,N,q). |
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Contrairement a l'algorithme SQP de Fukushima et al. [1998], les contraintes de positivité des
variables sont prises en compte dans le calcul d’'une direction de descente a chaque itération de
I'algorithme SLP. Les tests numériques relatifs a cet algorithme sont présentés dans la section
45.

4.4.2 Résolution d’un probleme de complémentarité
Nous considérons a présent le probléme général de complémentarité qui consiste a

trouver une solution réalisable au systéme suivant;
(GCP)

(4.4.6)

0<y LH(xy)=0,
(x,y)e X XY,

ol H:R¥ xR} - R}, X ={xe R} : Ax<b} avecAe R™™,be R", Y =R} .
On suppose que pour xe X fixé, la fonction y — H(x,y) est une Po-fonction. L'ensemble des

solutions réalisables du probléme (GCP), noté F°°

est supposé non vide, et nous désignons par
35", lensemble des solutions réalisables du probléme (GCP) relaxé des contraintes de
complémentarité. Lorsque la fonction H(x,y) est affine, on peut la metire sous la forme
H(x,y)=Nx+My—q ot Ne R™™, Me R"™, ge R” et M est une Po-matrice. On obtient
ainsi un probléme de complémentarité linéaire généralisé. Si les relations de complémentarité
induites par la relation y'H(x,y)=0 sont non dégénérées (y,+H.(x,y)#0 pour tout
1<i<n,) dapres 'hypothése 4.5, I'algorithme SLP est un excellent outil pour résoudre le

probléme (GCP). Pour cela, considérons le probléme de MPEC suivant:

(QP)
Minimiser f(y,z) = %y'z
Ax<b,
H(x,y) -2 =0, (4.4.7)
SC.
y'z=0,

x,y,220,
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ol z est une variable d'écart. Si la valeur de |a solution optimale du programme (QP) est nulle,
alors, la solution correspondante est une solution du probleme de complémentarité (GCP).

Supposons que le probléme (GCP) admet une solution réalisable w =(x,y,z) et que les

contraintes actives en w satisfont a I'hypotheése d'indépendance linéaire; le résultat ci-apres,

similaire au théoréme 4.2 énonce des conditions nécessaires d'optimalité pour le probléme (QP).

Proposition 4.5: Soit w =(X,¥,Z)€ F° tel que la relation de complémentarité 0<y 1L Z >0
0,i

estnon degénerée (¥, +z, =0, i=1..,n ). W est un point stationnaire pour le probléme (QP) s'il

existe des multiplicateurs de KKT (4, ,77)e R™"™ tels que:

0) (A (VHxy))| (0 0
Z |+ 0 |A+| VHEY) |u+|Y In=|0],
Z (x.y) |u Y 448)
y) \0 -, Z 0
420, A(AX —b) =

ol YetZ sont des matrices diagonales dont les coefficients diagonaux respectifs sont

Y, etZ,i=1..n,.

Nous proposons de résoudre le programme (QP) par un algorithme de type SLP, en

procédant a une approximation de la relation de complémentaritt 0<y 1L z>0 par une la

fonction de mérite paramétrique de Fisher Burmeister. On obtient donc le systéme des contraintes

suivant:
Ax<b,
H —7=
(xy)=2=0, (4.49)
¥(y,z,u)=0,

X,y,2=0,
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ol ¥ :R? xR xR, — R™ dont chacune des composantes est constituée de I'approximation
de la relation de complémentarité z.y, =0 par la fonction de mérite paramétrique de Fisher
Burmeister, & savoir ®(y,,z,,u) =0. Soit (w*,z,) une solution réalisable du systéme (4.4.9),
avec w* = (x*,y*,z") . Nous utilisons les notations suivantes:

HY =H(x",y*) et V,W(y*.2" . u,)=D; et V,¥(y*.z" 11,) =D; sont les matrices diagonales

dont les éléments diagonaux sont respectivement

zk yf‘
1- I et1— i , i:1,...,ny.
JEV (Y +2u, JEZV +yh 2 +2u,

Tout comme pour la résolution d'un probléme de MPEC, une direction de descente pour

le probléme (QP) est calculée a chaque itération k a l'aide de I'algorithme SLP en résolvant le
programme linéaire ci-apres:

PL(W*,,)
Maximiserdxydx,dz,g ¢

[(z*)dy +(y*) dz+ & <0,

Adx < b— Ax*,

8.4 [VXH" Vv H* —/n} ZX {—H“+z“ ]
|y (= c o b

0 Dy D4 L-¥EY L4

(x* +dx,y* +dy,z" +dz)e XxYxR"”.

(4.4.10)

Supposons que la fonction y — H(x,y) est une Po-fonction (la matrice VyH“ est donc

une Po-matrice). A travers la proposition ci-dessous qui se démontre de la méme fagon que la

proposition 4.4, nous établissons que sous l'hypothése 4.5, chaque programme linéaire

PL(w*,4,) admet toujours une solution réalisable et cette solution est unique.
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Proposition 4.6: Etant donnée le probléme de MPEC (QP), considérons

w¥ = (x*,y*,z)e 3. Si la fonction y — H(x,y) est une Po-fonction (donc monotone), alors

le programme linéaire PL(w*,4,) admet une solution optimale unique.

Soit (&£*.dx,dy,dz) une solution optimale du programme linéaire PL(Z*,1,); ses

n+2n

multiplicateurs du simplexe (6,,4,4,m)e R xRTxR™ xR" sont obtenus & partir du

programme linéaire dual de PL(w*,z,) dont la formulation est donnée par:

DPL(W* 14,

Mlnlmlsera, A8

Ab—AX")— ' (H* = 2)—n"P(2" y" 11, ) + O, W
0) (A v H 0 I,
a| 2 |+ 0 |A+|V H" \u+| D) \n=|1,
y*) \0 I, Dt)

n

8, (4.4.11)

w

S.C.1

y

(@ =1, (6,,A.um) e R?™" xRT xR" xR".

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que a =1.

Remarque 4.2; En s'inspirant des développements antérieurs, notamment le corollaire 4.1 et le

théoréme 4.2, on peut observer que:
1) Si £*>0,0na > (yidz,+2z/dy;) <0 et nécessairement y;dz, +z/dy, <0 pour tout |
j=

D'apres la proposition 4.3, (dx,dy,dz) est une direction de descente.

2) Si &*=0¢et klim 4, =0, d'aprés le théoréme 4.2, (x*,y*) est un point stationnaire du

probléme (QP). (6,,4,1,7) € R™"” xR™ xR"™ xR" est le vecteur des multiplicateurs
de KKT du probléme (QP). On a:
Alb-Ax*)=0; 4/ (H -2")=0; g'w* =0et "P(z" y*,11,) =0.
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Nécessairement, on a f(x*,y*)=0.

L'approche de résolution du probléme (CGP) que nous proposons pourrait étre adaptée a la

détermination d'une solution admissible d’un probleme de PDNL.

4.5. Les expérimentations numériques

Les expérimentations numériques que nous avons faites sont inspirées des exemples de
problemes de MPEC tirés de Fukushima et al. [1998].

4.5.1 Les problémes traités (Fukushima et al. [1998])
Nous avons testé I'algorithme SLP sur les problémes de MPEC a contraintes linéaires et

sur les problémes de complémentarité généralisé de type (4.4.6). Pour tous les problemes
résolus, la matrice M est une Pe-matrice.
Les données des problémes de grande faille sont générées aléatoirement (générateur de
Finterface MATLAB) et satisfont quelques contraintes techniques afin d'assurer F'existence des
solutions; ainsi:
- La matrice A et le vecteur b sont tels que la solution x° =(1,...,1)' € R™ vérifie
A’ <b.

- La matrice M est a diagonale positive dominante et tous les autres éléments de
M valent O ou 1.

- les matrices A, M et N ont une proportion de 30% de coefficients non nuls. Pour

les matrices A et N, les coefficients non nuls sont des entiers compris entre -50

et 50 alors que les éléments diagonaux de la matrice M, les coefficients des

vecteurs b et g sont générés aléatoirement dans l'intervalle [0,50].

Les problemes sur lesquels ont portés les tests sont donc les suivants:
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Probléme 1. Ce probléme de MPEC comporte une seule variable de premier niveau et

une seule variable de second niveau.
Minimiser 1x2 —1xy—95
2 2
0 < x <100,
scC. 1
0<yl (2y+§x—100) >0.

Probléme 2: Les données relatives a ce probleme de MPEC qui comporte une inégalite

variationnelle comme contrainte de second niveau sont les suivantes:

X =[0,10]x[0,10], f(x,y) = %[(x1 +X,+ ¥, —15) + (X, + X, +Y, —15)2]
36 83 2 2 8/3

q = s N = s M = .
25 2 5/4 54 2

Probléme 3: Nous avons ici un ensemble de problemes de MPEC dont les données sont
générées aléatoirement selon la méthode décrite ci-dessus. La ftaille des problémes est

caractérisée par un triplet (n,,n,,m ) avec n=n, +n, . La fonction économique est définie par:

f(x,y) :%x‘x+1‘ y ot 1=(1..1) e R". L'optimum global de ce probléme est connu et vaut

zéro, conformément au choix des données.

La solution de départ est déterminée en fonction du type de probléme résolu. Partant
d'une formulation des contraintes de type (4.4.1). La solution de départ pour un probléme de
MPEC est:

i) X =(0,..0 e R™, y* =(1,.,1) e R
i) X" =(1,..,1) e R*, y* =(0,..,0)' € R";

0
i) x*=(1.. ) eR™, Y’ =(1. ) eRY etz = D) _[A O} :
q N M yo

alors que la solution de départ pour le probléme de complémentarité généralisé est:



120

bY (A 0 x°
_ 0 _ M = R °=
xo _(0,"'0)'( ou X _.(1,...,1)t), X0 eR s yo —(1:--y1)t eR” etz _(q]—(N MJ[}/OJ .

4.5.2 Les résultats des expérimentations numeériques
Les algorithmes SLP et SQP de Fukushima et al. [1998] ont été implémentés dans une

interface MATLAB, puis exécutés sur un micro ordinateur PC Pentium 4, CPU 3.20 GHz et 512
MB de RAM.

a. Mise en ceuvre de I'algorithme SLP
Les résultats numériques sont résumés dans les tableaux ci-dessous; le tableau 4.1

représente les résultats relatifs a la résolution des problémes de MPEC par 'algorithme SLP. Le

processus itératif s'arréte lorsquion trouve une valeur de £*+u, <g, avec £=107".
Implicitement, on a £* <& et y, <e. Ce qui signifie que l'algorithme SLP a trouvé la solution
=(X,y, vT/)= m(z* = (x*,y*,w*)) qui est la meilleure approximation d'un point stationnaire

pour le probléme MPEC(M,N,q).
Pour le probleme 3, les données sont générées aléatoirement: pour (n,,n,,m,) fixe,
nous avons testé I'algorithme SLP sur 10 séries de problémes. Le nombre moyen d'itérations est

calculé a partir de chacune de ces 10 séries de problémes; il en est de méme pour le temps

d'exécution du programme représenté par CPU. La solution de départ est donnée par le vecteur
(x,¥°): (x°y%)=(0,%) signifie que toutes les composantes de x° valent 0, et celles de y°
valent 1. Il en est de méme pour (x°,y°) = (1,1) ou (x°,¥°) =(1,0).

Partant de (x°,y°) = (1,0) avec les séries du probléme 3 comme Fukushima et al. [1998],

I'algorithme SLP a donné la méme solution optimale que la méthode de Fukushima et al., avec un

nombre d'itérations moins élevé que cette méthode. Cependant, pour les séries relatives au
probléme 3, partant de (x°,y°)=(1,1) ou de (x°y°)=(0,1), ralgorithme a certes conduit &
u* < e, mais avec &£* =0 huit fois sur dix. La solution ainsi trouvée est une solution réalisable

du probléme MPEC(M,N,q) et non un point stationnaire. Les figures 4.1 et 4.2 représentent les
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courbes de I'évolution de x, (courbe des points (*)), et de ”d)( y*,z" ’f”k”z (courbe des points (+))
en foncton de k. On peut observer sur ces courbes que les fonctions

Zy¥) varient de maniére identique; ceci
I I

iel

(2°.9") = |@(2" y* )], ot (2°.5") = g =max,

confirme de maniére expérimentale la justesse du choix de I'actualisation du parametre x4, que

NOUS avons proposé.

Tableau 4. 1: Tests numériques - algorithme SLP (problemes de MPEC)

Nom du Taille: (n, n,,n,,m,) Nombre moyen | (x° y°)
probléme d'itérations CPU
Probléme 1 (4,2,2,2) 6 (0,1) 0.90
Probleme 1 (4,2,2,2) 6 (1,1) 0.50
Probiéme 2 (2,1,1,1) 10 (0,1) 113
Probléme 2 (2,1,1,1) 10 (1,1 113
Probleme 3 (50,25,25,8) 10 (0,1) 1.25
Probléme 3 (50,25,25,8) 9 (1,1) 1.14
Probléme 3 (80,40,40,13) 8 (1,1) 1.75
Probléme 3 (80,40,40,13) 12 (0,1) 2.05
Probléme 3 (100,50,50,17) 10 (0,1) 2.20
Probléme 3* (100,50,50,17) 13 (1,1) 2.37
Probléme 3** (150,75,75,25) 14 (0,1) 5.73
Probléme 3 (150,75,75,25) 12 (1,1) 4.87
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Figure 4. 2: Evolutions de la valeur de 4, (*) et de |®@,||, (+) en fonction de k (Probléme 3**)
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L'algorithme SLP s'est avéré particulierement efficace pour résoudre le probleme de
complémentarité linéaire; les résultats des expérimentations numériques figurent dans le tableau

4.2 ci-dessous. Les données relatives a chacun des problémes traités de taille (n, n,,n,,m,)

s My

sont identiques a celles du probleme 3 ci-dessus. La taille (n, n,,n,,m,) du probléme résolu

’ x?
étant fixée et les données générées de maniere aléatoire, nous avons comme précédemment
resolu des séries de 10 problemes. On a trouvé systématiquement une valeur de la fonction

économique du probleme (QP) voisine de zéro au méme titre que les valeurs 4 * du paramétre

4 et £* du programme linéaire (PL(W*,11,)).

Tableau 4. 2: Tests numériques - algorithme SLP (problémes de complémentarité)

— Nombre moyen x%y°
Taille:(n, n,,n,,m,) d’itération)é g
(50,25,25.8) 7 0.1)
(50.25,25.8) 4 (1.1)
(80,40,40,13) 8 (1.1)
(80,40,40,13) 5 (0.1)
(100,50,50,17) 9 (1)
(100,50,50,17) 4 (0.1)
(150.75.75.25) 10 (1)
(150.75,75.25) 6 0.1)

b. Mise en ceuvre de I'algorithme SQP de Fukushima et al. [1998]

Le tableau 4.3 représente les résultats liés a la mise en ceuvre de l'algorithme de
Fukushima et al.. Nous avons écrit le code MATLAB relatif a la version initiale de I'algorithme
SQP proposé par Fukushima et al.. Nous avons constaté que, quelque soit la taille des données
utilisées pour résoudre chacune des séries relatives au probléme 3, le nombre minimal

d'itérations dépend de la valeur de & utilisée comme valeur de la précision dans le critére d'arrét

de I'algorithme. Partant de la solution initiale (x°,y°) = (0,1), I'algorithme Fukushima et al. n'a pas
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été en mesure de résoudre le probléme 3 neuf fois sur dix, l'interface MATLAB n'a pas pu trouver

de solution de départ a la résolution du programme quadratique qui calcule une direction de
déplacement. Partant de la solution de départ (x°,y°) = (1,1), l'algorithme de Fukushima et al. n'a
pu déterminer qu'un point stationnaire pour chacune des séries relatives au probleme 3
(f'(x*,y*) #0), tout comme I'algorithme SLP. Partant de la solution de départ (x°,y°) = (1,0), les
algorithmes SLP et de Fukushima et al. ont pu déterminer systématiquement I'optimum global
pour les séries du probléme 3.

Pour les problemes de petite taille 1 et 2, nous avons fixé x4, =0.6et #=02; ceci a
permis d'accélérer le processus itératif. Cependant, I'algorithme de Fukushima et al. n'a pas pu
résoudre ces problémes, partant des solutions de départ (x°,y°) =(1,1) ou (x°,y°)=(0,1). Pour
la série (100,50,50,17) (respectivement (150,75,75,25)) relative au probléme 3, le nombre moyen
d'itérations était de 40, et on a observé que la solution optimale était atteinte dés la 20éme jtération
(respectivement 30¢me itération) avec certains tests de la série. Ceci confirme le caractere

arbitraire de I'actualisation du paramétre u utilisé dans la fonction de mérite.

Tableau 4. 3: Tests numériques - algorithme de Fukushima et al. (problémes de MPEC)

Nom du Taille:n=n, +n, Nombre Moyen
robleme d'itérations 00 P

pObe (n, nX,ny,mp) (X WY ) (ﬂmﬂ) CPU
Probléme 1 (4,2,2,2) 17 (0,0) | (0.6,0.2) 0.25
Probleme 2 (21,1,1) 23 (0,0 | (0602 | 026
Probléme 1 (4,2,2,2) 17 (1,0) | (0.6,0.5) 0.17
Probléme 2 (2,1,1,1) 23 (1,0) | (0.6,0.5) 0.21
Probléme 3 (50,25,25,8) 35 (1,0) | (0.6,0.5) 3.1
Probléme 3 (50,25,25,8) 31 (1,1 | (0.6,0.5) 3.51
Probléme 3 (80,40,40,13) 37 (1,00 | (0.6,0.5) 9.46
Probléme 3 (80,40,40,13) 31 (1,1 | (0.6,0.5) 8.93
Probléme 3 (100,50,50,17) 38 (1,0) | (0.6,05) | 14.17
Probléme 3 (100,50,50,17) 41 (1,1) | (06,0.5) | 2473
Probléme 3 (150,75,75,25) 35 (1,00 | (0.6,0.5) | 39.40
Probléme 3 (150,75,75,25) 40 (1,1) | (0.6,0.5) | 80.70
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Le comportement de I'algorithme proposé par Fukushima et al. [1998] dépend entre

autres (i) du choix de la méthode d'actualisation du paramétre x4 qui intervient dans la fonction

de mérite que les auteurs utilisent dans leurs analyses, qui impose a I'algorithme d'exécuter un
nombre minimal d'itérations (égal a itmin= In(i)/ In(£)) qui conduisent a u* < &, (i) du choix
0

de la matrice qui détermine la fonction économique du programme quadratique qui permet de
calculer une direction de déplacement & chaque itération. A la lumiére de nos expérimentations
numériques, nous avons noté une efficacité relative de I'algorithme SLP par rapport a I'algorithme
de Fukushima et al., qui faudrait-il le rappeler, donne des résultats similaires a I'algorithme PIPA
de Luo et al. [1996a]. De plus l'algorithme SLP s'est avéré comme un excellent outil pour
résoudre les problémes de complémentarité généralisés linéaires.

En incorporant une méthode énumérative efficace d'exploitation des contraintes
d'équilibre, l'algorithme SLP appliqué a la résolution des problémes de MPEC peut conduire & un

optimum global.
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CHAPITRE 5 - RESOLUTION DU PROBLEME DE PDN PAR UN ALGORITHME DE
PROGRAMMATION LINEAIRE SEQUENTIELLE PAR ENUMERATION
IMPLICITE

Dans ce chapitre, nous présentons une contribution originale a la résolution des
problémes de programmation mathématique a deux niveaux a contraintes linéaires (PLDN) en
procédant a une énumération partielle des faces de I'ensemble des solutions réalisables Q du
probléme a résoudre, a partir de l'analyse de la monotonie et des conditions d'optimalité
proposées par Hansen et al. [1992]. Nous introduisons pour la premiére fois dans I'analyse de la
monotonie les concepts de graphes ou d'arborescences de monotonie a partir desquels nous
dérivons des faces du domaine induit contenant une solution admissible. L’algorithme de
programmation linéaire séquentielle (SLP) que nous avons décrit dans le chapitre 4 s’appuie sur
la propriété de non dégénérescence d'un point stationnaire du probléme de programmation
mathématique avec contraintes d'équilibre (MPEC). Cet algorithme, appliqué a la résolution d'un
MPEC de type (PDNkkr) correspondant a la formulation KKT d'un probléme de PLDN, permet de
ne déterminer qu'une solution admissible de ce probléme de PLDN, ce qui le rend théoriquement
assez restrictif. Pour contourner cette lacune, nous proposons une autre version de ['algorithme
SLP: c'est I'algorithme de programmation linéaire par piéces (PSLP) qui s'applique a la
décomposition en branches du probléme (PDNkkr). Une exploitation judicieuse des contraintes
d'équilibre de ce probléme nous permet de transformer I'algorithme PSLP (Piecewise Sequential
Linear Programming) en un algorithme de programmation linéaire séquentielle par
énumération implicite: I'algorithme ESLP (Enumeration Sequential Linear Programming) est en
fait I'algorithme PSLP, dans lequel on intégre a partir des principes de monotonie, une méthode
d'énumération implicite portant sur des variables de second niveau. Cet algorithme génére au
cours de chaque étape une direction de descente en exploitant de maniére judicieuse les indices
des contraintes et des variables du probléme de second niveau. Le probléme de second niveau
étant mis sous forme standard, le traitement que l'algorithme ESLP consacre a certaines des
variables de second niveau ou des variables d'écart a trait a deux états possibles de ces variables
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a partir d'une solution _admissible: chacune des variables en question est contrainte a prendre une
valeur nulle. Il est question d’examiner si ces contraintes supplémentaires sont compatibles avec
I'ensemble des contraintes initiales, et contribuent a améliorer la valeur de la solution courante.
L'organisation du chapitre est la suivante: dans la section 5.1, nous définissons le cadre
théorique de l'algorithme PSLP, nous rappelons le principe de décomposition du probleme
(PDNkx7) en branches, puis nous décrivons l'algorithme PSLP en illustrant son fonctionnement
par un exemple de petite taille. Dans la section 5.2, nous introduisons I'algorithme ESLP avec,
dans la sous-section 5.2.1, la présentation des fondements théoriques de cet algorithme. Nous
proposons une condition suffisante d’optimalité pour un probléme de programmation linéaire a
deux niveaux (PLDN). Dans la sous-section 5.2.2, nous présentons le cadre conceptuel de
I'algorithme ESLP. Nous faisons un bref rappel de I'énoncé des principes de monotonie, ainsi
qu'une description du principe d'une méthode d'énumération implicite. Nous introduisons a partir
des propriétés de monotonie du probléme de second niveau, les concepts de graphes ou
d'arborescences de monotonie qui permettent d'éliminer implicitement du probléme de second
niveau certaines variables. La sous-section 5.2.3 est consacrée a une présentation exhaustive de
F'algorithme ESLP qui génére une suite de points contenus dans une face du domaine induit &
chacune de ses étapes. Dans la sous-section 5.2.4, nous procédons a une description des

expérimentations numériques liées a la mise en ceuvre de 'algorithme ESLP.

5.1 Un algorithme de programmation linéaire par piéces (PSLP)

Nous rappelons pour commencer le principe de décomposition en branches de la

formulation KKT d'un probléme de PDN.

5.1.1 Décomposition en branches d’un probleme de PDN sous forme
KKT

Considérons dans un cas général, le probléme (PDNk«r) ci-dessous qui est en fait la

formulation KKT d'un probléme de programmation mathématique a deux niveaux (PDN):
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(PDNkkT)
Minimiser, f'(x,)
(x,y)e Z=XxY,
L(x,y,4) =0, (5.1.1)
M g2ny) 20, 420,
2'g*(x.y) =0,
ol

Lixy,A) =V fFAx.y)+ AV, g% (xy), f:R*xR” >R, i=12 ¢*:R*xR” > R", 1e R]
et XxY =R™xR". Soit " son ensemble des solutions réalisables et w =(Z,1)e §
avec Z =(X,y). Nous faisons référence au paragraphe 3.4 du chapitre 3 afin de procéder a la

décomposition des indices / ={12,...,m} relatifs aux relations de complémentarité A'g%(Z)=0.

A cet effet et & titre de rappel, nous considérons les sous-ensembles de / suivants:

IZ)={i:g}(@)=0}, 1,Z.2) ={ie (7): 4 =0}, 1,(Z.A) ={ie I(Z): % >0}.

1

Soient o et & deux sous-ensembles complémentaires de /, (Z,1) constitué du sous-
ensembles des indices dits dégénérés. Les sous-ensembles J=a&uU{i:gl(z)<0} et
J® = Ul (zZ,1) forment une partition de /; ils comportent a la fois des indices dégénérés et des
indices i pour lesquels on a respectivement 4 =0 et 4 > 0.

Pour w=(Z,4)e " et & donné, considérons l'ensemble constitué de familles de paires de
partitions de / défini par

K@) ={(J.J%):d =aufi:giz) <0}, J*=1\J}. (5.1.2)

Soit (NLPy) un programme branche (au sens de la définition 3.8 du chapitre 3) du

probléme (PDNik7) dont l'ensemble des solutions réalisables est noté F,*" ; la définition 3.12 du
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chapitre 3 relative a la B-stationnarité du probléme de type (PDNkxr) est définie a partir d'un

ensemble de type K(w,&) . La formulation de (NLP,) est: la suivante :

(NLP))
Minimiser, , ,f'(x,y)
(x,y)e XxY,
L(x,y,A) =0,
gi(xy)<0]| . (513)
: ied,
S.C.1 /,17 -0
2 —
G0 =00 5 pe.
420

Partant d'une solution réalisable w* e ", on peut déterminer une partition (J, ,J5 )€ K(w*,&,)

a partir de laquelle on définit le programme branche (NLP, ) dont une solution peut étre meilleure

que la solution connue w* e " . L'exemple suivant illustre le calcul de l'ensemble K(w*,&,).
Exemple 5.1: Considérons le probleme de MPEC ci-aprés:

Minimiser, , ,f'(x,y) = x -2y

(x,y,4) e RxRxR?,

—2X+24x + 4, +2x4, =0,

2y +34,+24, =0,

SCAA(X* =)= A(x+3y —2) = A,(x* +2y 1) =0,
gr(x.y)=x*-1<0, (1)
g (x,y)=x+3y-2<0, (2

)
92(x,y)=x"+2y-1<0, (3)

dont une solution réalisable est w® = (z°,4°) avec z° =(1,0) et A°=(1,0,0). On apour &, ={3},
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a@, =2, [,w*)={3}, 1) ={1,3}, 1,(w") ={1};
Kiw®, @) ={({2},13}).({121.03)). (1231 {1).(123).2)}.

Le lagrangien du probléme (NLP)) est [M&°(z,A,z,n) =f'(2) + 7'L(z,A) +7'g*(2). La
matrice hessienne relative au lagrangien [**°(z,A,7,7) en w=(z,A) est donnée par

lexpression H =V, (w,z,) = Vof'(2) + 7'V, L(z.2)+ 3 .1V .0; (2).

L'utilisation d'un algorithme de programmation quadratique séquentielle pour résoudre le
probléme (PDNkkr) suppose que la matrice H est définie positive et qu'il faut calculer le vecteur
(m,m) des multiplicateurs de KKT a chaque itération, ce qui allongerait inexorablement le temps
des calculs. Nous contournons cette exigence en proposant d’adapter I'algorithme SLP a la
résolution de chacune des branches (NLP; du programme (PDNixr): c'est la méthode de
programmation linéaire séquentielle par pieces (PSLP) que décrivons dans les détails dans la
sous section suivante. Rappelons toutefois que les algorithmes de programmation quadratique
sequentielle présentent l'avantage d'avoir une propriété de convergence quadratique,
contrairement aux algorithmes de programmation linéaire séquentielle qui ont une convergence

linéaire.

5.1.2 L’algorithme de programmation linéaire par piéces
Considérons un probléme de PDN convexe dont la formulation KKT est donnée par

(5.1.1). Laigorithme PSLP consiste a utiliser un algorithme de programmation linéaire

sequentielle pour résoudre a chaque itération un programme non linéaire de type (NLP, ) : il faut
déterminer une direction de descente a partir d'une solution réalisable w“e&j:‘“ avec
(J.J7) e K(w",@,), en résolvant le programme linéaire PL(w*,J,) ci-dessous qui est en fait la

linéarisation de la branche (NLP, ) au voisinage de wk,
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PLW* J,)
Maximiser, ,, ;,&
V(2 dz+ & <0,
L")+ VL(W*)dw =0,
g/(z") +Vgi(z")dz+£ <0
(A +dA), =0
| g2+ vgi(zt ez <0
(A" +dA), 20
Z*+dze Z,
£>0.

}pourie Jis (514

}pourile,

Lorsque w*e 3, si la valeur optimale de la fonction économique du programme
lingaire PL(W*,J,) est telle que &*=0 pour tout (J,,J5)e K(w",&,), la solution courante

w* =(z*,4,) est un point stationnaire du probléme (PDNk«r); nous le démontrons & travers le

corollaire ci-apres.

Corollaire 5.1: Supposons que les fonctions f'etg sont de classe C® et que pour tout
(J.JP)e KW ,@,), les contraintes actives en w=(Z,A)e T sont linéairement
indépendantes. Soit (J,,J)e K(w*,&,) tel que le programme linéaire PL(w*,J,) admet une
solution. Si Foptimum du programme linéaire PL(w*,J,) est tel que &*=0 pour tout
(JJ¢) e K(wh,@&,), alors la solution courante w* =w* est un point stationnaire du probléme
(PDNkkr). Si &* >0, une solution optimale (£*dz,dA) du probléme PL(w*,J,) est telle que

dw = (dz,dA) est une direction de descente pour la fonction f'.
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Preuve: Soit (J,,J7)e K(w*,@,); il suffit de donner une formulation du programme linéaire dual
de PL(w"*,J,) et de recourir & la démarche que nous avons utilisée pour démontrer le corollaire
4.1 du chapitre 4. Lorsque &£* =0, on peut aisément montrer que les variables duales (,77) du
programme linéaire PL(w*,J,) sont les multiplicateurs de KKT du programme non linéaire
(NLP,). On a:

V. (Z)+V g% (") n=-V L(z" A)'x,

vV (Z)+V ¢4 n=-V Lz 1)z,

n=0siied,,

7'V, gH(z")=0siie Js.

Par conséquent, les conditions d'optimalité du premier ordre sont satisfaites. D'aprés Luo et al.
[1996b] (proposition 3.3.9), w* est un point stationnaire pour le probléme (PDNk«r) et
(x*,y¥ye DI .

Montrons que la direction de déplacement dw =(dz,dA) est une direction de descente

= 7+ rdz;

pour la fonction économique f' lorsque &* > 0. Soit z
f' (2" =f(2") + V(") dz + o(dz) avec o(dz) — O lorsque dz — 0.

Puisque Vf'(z)'dz <—-&*<0,0na VF'(z*)'dz <0, donc f'(z"") <fY(Z"). [ |

Afin d'utiliser le principe de programmation linéaire sequentielle pour résoudre le
probléme (PDNkxr) en faisant appel a sa décomposition en branches (NLP,), nous pouvons

remarquer que l'on a

{i:g4z)<0=2}={i:g}Z)+ % <0} et {i: 4 >0=g}(2)} ={i: 9} (@) + % >0}.

Considérons alors une solution w* =(z",2")e R™™ xR" relative & une itération

quelconque de l'algorithme PSLP; w* n'est pas forcément réalisable pour le probléme (PDNk«r).



P 133

En pratique, il faudrait choisir arbitrairement une partition (J,, JS) de I'ensemble des indices /
telle que J, >{i:g7(z")+ A" <0} et J; o{i:g}(z")+A" >0} comme le suggérent Luo et al.

[1996b].

En relation avec la partition ci-dessus, il faudrait résoudre a chacune des étapes d'une

itération k le programme linéaire PL(w*,J,) . L'algorithme PSLP se présente donc comme suit:

Algorithme PSPL: Résolution du probléme (PDNxxr)
Etape 0: (Initialisation)
Poser k=0. Soit w* =(x*,y*,4*) =(",4*) e 7 ; poser O* =K(w",&,) .
Etape 1: (Direction et pas de déplacement)
Choisir une paire d’ensembie d'indices (J,, J5)e O .
Sile probléme PL(w*,J,) est non réalisable ou alors non borné, aller & I'étape 3.
Sinon, soit (£°,dw) la solution optimale du programme linéaire PL(W*,J, ).
Si dw =0, aller a I'étape 3.
Etape 2: (Actualisation)
Déterminer un pas de déplacement = tel que pour x = x* + zdx, le probléme de second
niveau admet comme solution optimale le vecteur y**' = y* +zdy .
Sion a pu calculer le pas de déplacement 7, alors w**' =w* + zdw et
o' =K(w*",@,,,) . Poser k =k +1 et aller a l'étape 1.
Sinon aller a I'étape 3.
Etape 3: (direction de déplacement nulle ou choix d'une autre paire d’ensemble d'indices)
Soit w*' =w¥, 0" =0*\{(J,.J;)} et k=k+1.
Etape 4: (Critére d'arrét)
a Si un critére d’arrét est satisfait, stop.
Sinon, aller a I'étape 1.
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A l'étape 3 de l'algorithme PSLP, on sélectionne un programme non linéaire d'indices

1

J..J°) et on actualise w* en w**' en appliquant une étape de I'algorithme SLP & ce sous-
K'Yk

probléme. L'idée de sélection de I'un des multiples sous-problémes a chaque itération est inspirée
de I'algorithme PSQP de Luo et al. [1998] qui font appel a une procédure similaire. De plus, tout
comme la méthode PSQP de Luo et al., I'algorithme PSLP pourrait étre considéré comme une
autre version des méthodes disjonctives qui permettent de trouver un optimum du probléme de
PDN sous forme KKT, a l'instar de I'algorithme proposé par Hansen et al. [1992], a condition de

disposer d’'une procédure efficace qui permet de déterminer a chaque itération une branche
(NLP, ) susceptible d'améliorer la fonction économique f "

Afin de déterminer le critere d’arrét évoqué a l'étape 4 de l'aigorithme PSLP, nous
pouvons noter que si toutes les branches (NLPy) (ayant une solution) admettent w* comme point
stationnaire (£*=0 dans ce cas), alors w* est un point B-stationnaire pour le probléme

(PDNkkr). Deux criteres d'arréts sont alors envisageables.

Critére darrét A: K(w",&) # D ;

Le critére d’arrét A nécessite un examen exhaustif de la stationnarité de w* pour chaque
branche (NLP,) (ayant une solution) ou (J,,J;)e K(w",&,). Ainsi, lorsque w* est un minimum

o (W )|

local, établir la stationnarité en w* consiste & vérifier cette stationnarité en ce point pour 2"
programmes non linéaires. Comme le font remarquer Luo et al. [1996b], ce critere d’arrét peut
étre laborieux si le nombre |Io(w* )| est grand.

Il faudrait faire appel a la relaxation du probléme (PDNk«r) pour définir un critére d'arrét

plus efficace. Ce critére d'arrét s’'appuie sur les conditions de KKT de la relaxation de type

(MPECrxr) définie par le systéme (3.4.11) et les propriétés 3.7 et 3.8 du chapitre 3. Pour cela,
considérons I'ensemble des indices /,(w*). Le probléme relaxé qui nous intéresse a pour

formulation:
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(PDNRkT)

Minimiser, , ,f'(x,y)
(x,y,A) € ZxM(x,y),
L(x,y,4)=0,
$C.4 gi(x,y)<0=A4, Vie I(z"),
gf(x,y) <0< A, Vie I (w"),
9/ (x.y)=0< 4, Viel (w").

(5.1.5)

Critére d'arrét B: Soit K(w*,&,)=@ ou £*=0 et w* est un point stationnaire du

probléme (PDNrxr).

Remarques 5.1:
1) Les multiplicateurs de KKT du probléme (PDNkkr) de chacune de ses branches ou du
probleme relaxé (PDNrkr) sont obtenus a partir des variables duales des programmes linéaires

PL(Wk,Jk).
2) Lorsque dw =(dz,dA)=(0,0), si pour chaque indice ie/,(w*), on a n, >0 et
7'V ,gi(z)<0, alors w* =(z*,A) est un point B-stationnaire du probléme (PDNkk7), et on

arréte le processus itératif. Un critére d’arrét similaire a été mis en ceuvre avec succés par Jiang
et Ralph [2000].

3) Sila partition (J,, J¢) demeure inchangée tout au long des itérations, ce qui est le cas
lorsque K(w*,&,) =, alors il existe au moins une branche (NLP) (J <!) du probléme
(PDNk«r), telle que we 3 et I'algorithme PSLP se réduit alors 4 I'algorithme SLP.

4) La contrainte V, f'(Z)'dz+£<0 est équivalente a la  contrainte

f'(2")+ £<f'(Z"); la contrainte V_f'(z*)'dz+£ <0 est donc en quelque sorte une coupe.
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Par conséquent, les algorithmes basés sur une méthode de programmation linéaire séquentielle

que nous proposons ici s'apparentent aux methodes des coupes.

La convergence de lalgorithme PSLP s'établit de la méme maniére que celie de
I'algorithme SLP et est tributaire du corollaire 5.1 précédent.

Exemple 5.2 (illustration de I'algorithme PSLP)

Considérons le probléme MPEC ci-apres:
Minimiser, , f(x,y) = 1(x2 +y?)
Xy ly - 2 y

c g(x,y)=x-y—-2<0,y 20,
|x=1,9(x,y)y =0.

Pour tout x, il est facile de voir que 'unique solution du probleme d'équilibre relatif aux

contraintes du MPEC ci-dessus est y =max{x—2,0} . L'ensemble des solutions réalisables de
ce probleme est: F={(x,0):1<x<2}U{(x,x-2):x2>2}. On en déduit que son unique

minimum (global) est: (X,¥) = (1,0). Pour une itération k, soit (J,,J5)e J(z").

Itération 1: Prenons comme solution de départ: z°=(x°,y°)=(4,2; @=0 f(z°)=10,
g(z°)=0. Donc K(z".a@,) ={({1}.2),(@,{1})}. Au voisinage de z°, une branche linéarisée

du probléme ci-dessus est notée PL(z°,J,) eton a;

PL(Z° {1})
Maximiser, , ;&
4dx +2dy + £ <0,
4+dx =1,
S.C.
dx—dy =0,
2+dy 20.
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En prenant en compte la contrainte dx=dy, la solution optimale de PL(z°{1}) est

dx,dy) =(-2,-2); &* =12. ' =2° +dz =(2,0) est le minimum de fsur le domaine 3, .
{1

ltération 2: On a z' =(x',y") =(2,0), f(z") =2, g(z') =0=y et K(z'.@) =K(Z’.@,) . Puisque
Z' est déja le minimum de f sur S{,}, on trouvera dz =(0,0) si on choisit J, ={1}. Supposons

donc que J, =J. Le programme linéarisé a résoudre est:

PL(Z'. D)
Maximiser, , , &
2dx+£ <0,
SC.42+dx =1,
dx—dy <0, dy =0.

Mais dy =0, la solution optimale de PL(z',&) est dz = (dx,dy) =(-1,0); £* =2,
z* =7"'+dz =(1,0) est le minimum de f sur le domaine .

Itération 3: 2> =(x*,y%) = (1,0); f(z°) :1, g(z")=-1. K(Z%,@,) =K(Z',@,); |a formulation de
2 2 1

PL(Z*,D) est:

PL(Z*,2)
Maximiser, ,, , &
dx+£ <0,
s.c.idx—dy <1,
dx 20, dy =0.
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Sa solution optimale est dz = (dx,dy) =(0,0); £* =0, il en est de méme pour PL(z* {1}). Ce qui
prouve que z* est un point stationnaire de Min{f(z) 'Z€e SJZ} . On a montré que z* est un point

stationnaire du probléme de MPEC départ.

5.2 Résolution d’un probléme de PLDN par un algorithme de programmation linéaire

séquentielle par énumération implicite (ESLP)

L'algorithme de programmation linéaire séquentielle par énumération implicite que nous
introduisons pour la premiére fois, permet de déterminer un optimum local pour un probleme de
programmation linéaire a deux niveaux (PLDN). Nous donnons dans la sous-section qui suit les

fondements théoriques de cet algorithme.

5.2.1 Fondements théoriques de I’algorithme ESLP
Considérons la formulation particuliére d'un probléme programmation linéaire a deux

niveaux (PLDN):

(PLDN)
Minimiser, f'(x,y)

(

XeP,
- 521)
s.c.qMaximiser, dy

Ax+B,y <b,
sc.
| X,y 20,

ol (x,y)e R™*xR", Ae R"xR™,B,e R"xR",beR", f":R™*xR" - R est linéaire
et P un polyédre de R . Nous faisons 'hypothése suivante afin de nous assurer que le
probléme (PLDN) est bien posé:
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Hypothése (H1): L'ensemble Q des solutions réalisables du probléme (PLDN) est non vide,
fermé et borné. De plus, pour toute variable de premier niveau x fixée, toute solution optimale du

probléme de second niveau est primale duale non dégénérée.

La formulation KKT du probléme (PLDN) est la suivante:

(LKKT)

Minimiser, ,f'(x,y)
(Ax+B.y <b,
A'B, >d,,
sc{ A (Ax+B,y—b)=0,
(dz - /‘UBe)y =0,
| X€ P, y,A20.

(5.2.2)

Nous notons F“" I'ensemble des solutions réalisables du probléme (LKKT). Soit

w=(x,y,A)e 7, et considérons les ensembles S(w) et T(w) des partitions respectives des
ensembles d'indices S ={1,2,...n,} et T={1.2,..,m} définis par:

Sw)={(1.I):y; =0 pourje I, y, >0 pour je I°},

T(w)={(J,J) :(Ax+B,y), <b, siie J°; (Ax+B,y), =b, siie J}.
Pour (/,/°)e S(w), ona (d,—A'B,), <0 si je! et (d,—A'B,),=0 si jeI°. De méme, pour
(JJ)eT(w), ona A =0siied et 4 >0 si ie JC. Ces partitions de S et T conduisent a

une famille de programmes mathématiques a contraintes linéaires, qui sont des relaxations du

probléme LKKT, a savoir:
(LR.p)
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Minimiser, , ,f'(x,y

)
'(Ax +B.y), <b

(d,— A'B,), so} , (5.2.3)
S.C.3 Jjel,

Soit w*e 3" et dw = (dx,dy,dA) tels que w* +dwe F. Posons b* =b—Ax*+B,y* et

d¥ =d, —(A*)'B, ; on peut mettre les ensembles S(w*) et T(w*) sous la forme suivante:

Sw*)={(11°): y¥ +dy, =0 pourje I; y* +dy; 20 pourje I°} et
T(w*)={(J.J°): (Adx+B,dy), <bf siie J°; (Adx+Bdy), =bf siie J}.

A partir de ces partitions de S et T, on définit une famille de programmes linéarisés:

DLP(w*,,J)
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d
Minimiser,, ,, , V' (x*,y") ( Xj

(Adx+B dy), <bk
+d/1 0

(Adx +B,dy), ._b"
+dl >0

(d“ —(d/i <0 (5.24)

S5.C.4 Jjel,
y, +dy,
(d3 =0
j€
y, +dy, >0
x+dxeP

dont I'ensemble des solutions réalisables est noté S, ,(w*).

Remarque 5.2: Les différentes partitions S(w*) et T(w*) relatives aux indices des variables et
des contraintes de la formulation (LKKT) ne sont pas définies en fonction d’'un ensemble de type
I,(w*) constitué de lensemble des indices dits dégénérés en w* (qui ici est vide conformément
a 'hypothése H1), contrairement aux développements faits par des auteurs comme Luo et al.

[1996a], [1998]. Ces partitions sont fonction de la valeur des variables ou de la nature des
contraintes de second niveau du probléme de PLDN résolu.

On peut noter que sion a dw e S, ,(w"), les contraintes

A +dA =0 J df —(dA)'B,), =0sidy, +y* 20 (jel°
{ siie t{(: (dA)'B,), y,+y*20(jel 6525

f+dA 20siied®  |(df—(dA)'B,), <O0sidy,+y"=0(jel)

1
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sont satisfaites si A +dA est le vecteur des multiplicateurs du simplexe pour le probléme de
second niveau relatif au probleme (PLDN), lorsque la variable du premier niveau est fixée en

prenant la valeur x* +dx . La proposition suivante établit ce résultat.

Proposition 5.1: Soient w* une solution réalisable du probléme (LKKT) telle que
dw = (dx,dy,dA)e S,,J(w"), (1.I° e S(w*) et (J,J%) e T(w*). Posons b**' =b— A(x* +dx) et
di =d,—(A)'B,. Pour que les contraintes (5.2.5) ci-dessus soient satisfaites, il suffit que le

vecteur y**' = y* +dy soit solution optimale du programme linéaire:

PL2 (Xk+1)
Maximiser, d;y

< k+1
sc. By <b™,
y 20.

Preuve: |l suffit de considérer le vecteur des multiplicateurs du simplexe du programme linéaire

PL,(x**') que F'on peut mettre sous la forme A**' = A* +d A, comme b**' =b— A(x* +dx) et

d'utiliser le théoréme de la dualité en programmation lineaire pour établir le résultat. |

Soit w* = (x*,y*, A")e Y7, S(w*) et T(w*) les partitions des ensembles d'indices S et

T telles que (/,/°) e S(w*) et (J,J°) e T(w*) . Le programme linéarisé que I'on devrait résoudre a

chaque itération a pour formulation:

PL(W" 1.J)
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Maximiser,, ;, 1 ;&

g fros
(Adx +B,dy), <bk}

A +dA =0

(Adx+B,dy), =
scdA +dA 20

(d! /<0

(5.2.6)

Jel,
y, +dy,-0

(03
i +dy,
x“+dxe P,E20.

II

Je

}
0!

D'aprés la proposition ci-dessus, une condition nécessaire pour que le programme linéaire
PL(w*,1,J) ait une solution est que I'on ait:

a) (dx,dy) est une solution du programme linéaire:

PRL(Z*,J)
Maximiser,, ., .&

( dx

Vi (x*,y* ( j+§ 0,
dy

s.C.{(Adx+B.,dy), <bf,siieJ,
(Adx +B,dy), =bfsiie J°,
£20x" +dxe Py +dy 20,

(5.2.7)

et

b) (y*',A**") =(y* +dy,A* +dA) est un couple de solutions optimales primale et duale
du programme linéaire PL,(x**").

La proposition précédente donne une indication qui pourrait simplifier la résolution du probléme

(LKKT) par l'algorithme PSLP que I'on applique & une décomposition du type PL(w*,1,J).
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5.2.2 Cadre conceptuel de I’algorithme ESLP
Avec l'algorithme PSLP de la section précédente, on pourrait étre amené a résoudre 2"

programmes linéaires du type PRL(z*,T) afin de s'assurer que I'on a déterminé la meilleure
direction de descente (dx,dy), ce qui n'est pas efficace en pratique. Il faudrait donc disposer

d'une procédure qui, a partir des conditions nécessaires d'optimalité et de 'information contenue
dans la solution admissible courante, exploite efficacement I'ensemble des indices définis par les
relations de complémentarité, en affectant a chacune des variables impliquées dans ces relations
une valeur, ou a chacune des contraintes un état susceptible d’'améliorer la valeur de la fonction
économique du premier niveau. Dans cette sous-section, nous nous proposons d'atteindre cet
objectif en introduisant un algorithme de programmation linéaire séquentielle par énumération.
Nous décrivons dans un premier temps les fondements de cet algorithme, puis nous faisons un
bref rappel des principes de monotonie sur lesquels repose la procédure d’énumeration des
variables de second niveau du probléme de programmation mathématique a deux niveaux
linéaires (PLDN) a résoudre. Nous rappelons enfin le principe d'une méthode d'énumération
implicite.

5.2.2.1 Prémisses et motivations

Considérons la formulation particuliére d’'un probléme de PLDN définie par (5.2.1). La
définition de la notion de direction de descente du domaine induit est nécessaire, puisque
I'algorithme ESLP génére une suite de points contenus dans le domaine induit.

Définition 5.1: Considérons un probléme de PDN sous sa forme générale et soit
z=(x*y"eDl; d=(dx,dy)e R*"™ est appelée direction du domaine induit s'il existe

a, >0 tel que I'on a:

d.
(x*+adx,y * +ady) e DI pour tout e [0, ] et Vf1(x*,y*)(d:/] <0. (5.2.8)
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Dans l'algorithme HJS proposé par Hansen et al. [1992), la nature des contraintes
(actives ou non actives) du probléme a résoudre est déterminée selon un ensemble de variables

booléennes ¢; susceptibles de prendre les valeurs 0 ou 1. Nous reprenons implicitement cette

démarche en introduisant les concepts de graphes, d'arborescences et de cheminements de
monotonie; un cheminement de monotonie nous permet de déterminer la nature (active ou non
active) de certaines contraintes a partir d'une solution admissible connue. Le probléme a résoudre
est en fait le probléme (PLDN) dont la formulation est donnée par (5.2.1), le probléme de second

niveau étant mis sous forme standard; il a donc pour formulation:

(PLDNS)
Minimiser, f'(x,y)

P
Xen (529)

s.c.{Maximiser, d;y

Ax+By =
sC. y=b
i {x, y =0,

ol (x,y)e R™xRY", Ac R™, Be R™™™: la matrice B est de la forme

B=[Be 1] et y:(y1,y2,...,yny,yT,...,y,T,)t, ol ys,....Y5 sontles variables d'écartet / la

matrice identité d'ordre m.

Remarque 5.3: Lorsqu'un probléme de programmation linéaire a deux niveaux ne comporte pas
de contraintes de premier niveau, les auteurs comme Bialas et Karwan [1982], Candler et
Townsley [1982] ou encore Benson [1989] ont montré que le domaine induit s'écrit comme une
union connexe de faces du polyédre défini par 'ensemble des solutions réalisables Q. Calvette
et Gale [1998] ont établi un résultat similaire pour un probléme de programmation quadratique
quasi convexe a deux niveaux dont les contraintes du premier niveau ne comportent pas de

variable de second niveau. Sous 'hypothése (H1), la frontiére du polyédre Q est constituée d'un
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nombre fini de facettes F, te H={1,2,...m+n,} et Q comporte un nombre fini de faces non
vides S,,S,.,...,S,. De plus, il existe un sous-ensemble de faces non vides de Q telles que

Di=|JS ot Jc{12..r}(Calvette et Gale, 1998: lemme 2.5). Les contraintes de second

ied

niveau Ax+B,y <b,y =0 peuvent se mettre sous laforme A'x+B'y <b', avec

A' A | B |® 5.2.10
- Onyxnx ,B - _Iny eth'= Ony><1 , ( . )

ol O,, e R* est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, alors que I, estla matrice

identité d'ordre n, . La variable de premier niveau x étant fixee, on peut representer une facette £,

ou une face S, du polyédre Q parF,:{ye RY :B'ty=(b'—A'x)t}et ST=ﬂF, avec

teT

TcH.

Il faudrait rappeler qu'une solution admissible z* =(x*,y*) d'un probléme de PLDN est
atteinte sur un des sommets de 'ensemble des solutions réalisables Q . A I'optimalité, si chacune
des variables d'écart y.,teT a une valeur nulle, alors les contraintes d'indices te T du

probleme de second niveau sont actives et la face S; définie par les contraintes en question

contient la solution optimale. Une solution admissible (x**',y**') susceptible d'étre calculée par
Palgorithme ESLP est dite solution améliorante pour [algorithme ESLP si on a
Fix*y*") < f'(x*,y*). A partir dune solution admissible z*=(x*,y*), le principe de
I'algorithme ESLP consiste & déterminer de maniére énumérative une face S, < DI qui contient

solution ameliorante pour I'algorithme ESLP.

Une direction de descente du domaine induit d = (dx,dy) est calculée par une méthode
de programmation linéaire séquentielle. Sakarovitch [1984] montre comment on peut caractériser
les facettes (ou des familles de facettes) des polyédres associés a certains problemes

d'optimisation combinatoire et comment on peut résoudre ces problémes en utilisant ces facettes.
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Nous montrerons plus loin que si l'algorithme ESLP ne peut pas déterminer une face S, c DI

contenant une solution améliorante, la solution actuelle (x*,y*) est une solution optimale iocale

(qui peut étre globale) du probléme (PLDN), puisque l'usage que nous faisons des principes de
monotonie consiste en une énumération implicite des bases primales duales pour le probleme de
second niveau lorsque la variable du premier niveau est fixée.

La formulation KKT qui correspond au probléme (PLDNS) est la suivante:

(LKTS)
Minimiser, , .f'(x,y)

Ax+By =b,

AB>d,, (5.2.11)
|(AB-d,)y =0,

xeP,y=>0.

Soit F° I'ensemble des solutions réalisables du probléme (LKTS), w* =(x*,y*,A*)e ¥ et

S(w*) une partition de l'ensemble des indices H = {1,2,...,ny +m} avec (1,I°Ve S(w*); ona:
(d; —(dA)'B); =0sidy,+y! =0 pourje/°,
(dy —(dA)'B), <0sidy,+yi =0pourjel.

Pour calculer une direction de descente, le programme linéarisé qui devrait étre résolu a

chaque itération de I'algorithme ESLP a pour formulation:

PLL(W* 1)
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Maximiser,, 4, ;. ff

dx

Vool 6
Adx +Bdy =0,

y; +dy, =0 ' (5.2.12)
jel,
)20

)+§SQ

S.C.

(42B-d5)

k

y; +dy; 20 iek,
(d2)B~d;), =0
x*+dxe P, £20,

oudy =d,-AB.
Pour je I, larelation y! +dy; =0 signifie que si w**' =(x*"',y**", A*")e F**, alors
yj.‘*1=0 et dyj=—yj.‘. D'aprés la proposition 5.1, pour frouver une solution optimale

dw = (dx,dy,dA) du probléme PLL(w*,!) telle que w**' =w* +dwe F“°, il suffit de résoudre

le programme linéaire relaxé:

PLR(z" 1)
Maximiser,, ., &
d
Vf(x",y")( Xj+5so,
dy

Adx +Bdy =0,

) , (5.2.13)
sciy; +dy; =0, jel,

yi+dy, >0, jel°,
x*+dxe P,E >0,

L

qui comporte n, +n,+m variables et m+1 contraintes avec z*=(x",y*); une solution

optimale (£*,dx,dy) du programme PLR(z*,/) digne d'intérét est telle que le programme linéaire
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PL,(K)
Maximiser, d,y
S'C.{By =b—A(x* +dx), (5.2.14)
y 20,

a pour solution optimale y**' = y* +dy, A**" = 1" +dA étant son vecteur des multiplicateurs du
simplexe. Le probleme PL,(k) comporte n, +m variables et m contraintes.

Nous commengons par établir une condition suffisante d'optimalité d’'un probléme de PDN

du type (PLDNS). Le théoréme ci-aprés énonce ce résultat.

Théoréme 5.1: Etant donné un probléme de programmation linéaire & deux niveaux de type
(PLDNS) dont I'ensemble des solutions réalisables Q est supposé non vide et borné, soit DI son

domaine induit. Pour k>0, considérons une solution (x*,y*)e DI, l'ensemble des indices
H :{1,2,...,ny}u{T,Z...,n‘v} et la famille de programmes lingaires PLR(z*,/), I H. Pour

que (x*,y*) soit un optimum global du probléme (PLDNS), il suffit que 'on ait pour tout | c H,
I'une des deux situations suivantes:
i) Le programme linéaire PLR(z*,/) n'a pas de solution.
i) Soit (&*,dx,dy) est une solution optimale du programme linéaire PLR(z*,/). On a
soit (@) £* =0, soit (b)(dx,dy) n'est pas une direction de descente du domaine
induit, soit (¢) (x*'y*)eD et f(x*y*)>f'(x"y*) avec

k+1

(X1 ¥ = (x* +dx,y* +dy).

Preuve: Soient k >0, (x*,y*) une solution admissible du probléme (PLDNS) et I — H . Une
solution améliorante  (x**',y**") = (x* +dx,y* +dy) satisfait aux deux conditions
(xX*"y*"e Dl et FI(x*"y*")<f'(x*,y*), ol (&*dx,dy) une solution optimale du

programme linéaire PLR(z*,/) telle que &*>0. Si pour tout sous-ensemble d'indices
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I cH,onai)ou ii), nécessairement (x*,y*) est une solution optimale globale du probléme

(PLDNS) puisqu'il n’existe pas dans ce cas de solution améliorante. |

Nous utilisons les principes de monotonie pour gérer au mieux I'exploration des indices
de I'ensemble des partitions S(w*) & chaque itération k, afin de déterminer une direction de

descente du domaine induit. Le probléme (PLDNS) est obtenu a partir du probléme (PLDN) défini
par (5.2.1) en ajoutant des variables d'écart aux contraintes du probleme de second niveau.

Lorsque la variable de premier niveau x est fixée a X, la formulation du probléme de second

niveau est:
PL,(x)
Maximiser, d,y
{By =h—AX, (5.2.15)
sC.
y=0.

Considérons la solution admissible (x,y)et T <{1,2...,m}. Si chacune des variables
d'écart y-,ie T a une valeur nulle, (dy- =—y,ieT), toutes les contraintes d'indices ie T
sont serrées au point (X,y) et il existe une facette £ de Q (lorsque |T|=1) ou une face S, du
domaine induit contenant (X,y) .

Une variable structurelle y, peut également prendre une valeur nulle a f'optimalité.

Détecter des variables structurelles ou des variables d'écart de second niveau qui prennent une
valeur nulle a l'optimalité est un probleme difficile. Nous I'abordons a I'aide des principes de
monotonie. Ces principes ont d’abord été introduits par Wilde [1975], puis généralisés par Hansen
et al. [1989]. L'algorithme HJS de Hansen et al. [1992] s'inspire de ces principes en procédant a
une analyse de la monotonie, qui consiste a exploiter de maniére combinée des principes de

monotonie et d'élimination de variables de second niveau.



o

151

5.2.2.2 Les principes de monotonie

Les deux principes de monotonie que nous présentons s'appliquent au probléme de
second niveau, lorsque celui-ci est mis sous forme standard. Nous désignons par B, les
coefficients de la matrice B sur la ligne d'indice i et la colonne d'indice j, et par d] ceux de la
fonction économique de second niveau d, du probléme (PLDN). Le programme & résoudre est
sous forme de maximisation.

Le premier principe de monotonie affirme que si un coefficient d, de la fonction
economique du second niveau est négatif, alors a I'optimalite, soit la variable y; est nulle, soit au

moins une contrainte / contenant un coefficient B, négatif est serree, ce qui signifie que la

variable d'écart y- est nulle. Si le coefficient d est positif, alors nécessairement au moins une
contrainte k contenant un coefficient B, positif est serrée, ce qui revient a dire que la variable
d'écart y. a une valeur nulle a I'optimalite. Le second principe s'applique dans le cas ol

I'application M(x) est univoque. Il affirme que si le coefficient d] est nul, alors soit la conclusion du
premier principe pour le coefficient positif s'applique, soit celle avec un coefficient négatif
s'applique.

Si le probleme de second niveau a été mis sous forme standard aprés avoir ajouté une
variable d'ecart y- a chaque contrainte d'indice /, nous donnons une formulation des principes de

monotonie ci-dessus adaptée a ce cas particulier. Pour cela, considérons le probléme de second

niveau dont la formulation est la suivante:

PL,(X)
Maximiseryzy:dg y;
=1
, (5.2.16)

sc. ;By’yj+y7=bi_ AX,,

y;20,j=12...n;y:20,i=12,..m.
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Pour chaque variable structurelle y; , avec je J, ={1.2...,n,}, on définit les ensembles

d'indices suivants:
It ={ie{12...m}:B; >0},
I>={ie{12..m}:B, < 0}.

Les propriétés ci-dessous-précisent la formulation des deux principes de monotonie
lorsque le probléme de second niveau est sous la forme standard.

Propriété 5.1 (premier principe de monotonie): Soit (x*,y*) une solution optimale du probléme

de PLDN. Alors, pour tout je J,,y tel que d} <0, il existe au moins un indice i e I; u{j} tel que
lona:a) y;*=0 (dy; =—y;)si iel;,b) y*=0 (dy,=-y,) si i=]; pour tout je J,, tel

que d; >0, il existe au moins un indice i e I tel que y-*=0 (dy; =—y;).
Cette propriété est une conséquence du corollaire 4.2 établi par Hansen et al. [1992].

lllustrons ce premier principe de monotonie avec I'exemple suivant.
Exemple 5.4: Considérons le probléme de PLDN ci-aprés

Maximiser, ., 8x, +4x, —4y, +40y, -4y,

(X, +X,—y, +y:=13,

Minimiser, 2y, +y, + Y,

( —Yi+ty,+ Yyty; =1 ()

S.C.9 4x, =2y,+4y,-y,+y;=2 ()
4X2+4y1_2}’2_)/3+y‘4 =2, (&)

¥ <0, (o)

-y, <0, (o)

| -y =0, (o)

S.C.q
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A T'optimalité du PLDN, le premier principe de monotonie affirme que:

- Par rapport & j=1, il existe au moins un indice te {1,2,3} tel que y,*=0.
- Par rapporta j =2, il existe au moins un indice te {2,1} telque y,*=0.

- Parrapporta j=3, il existe au moins un indice te {33,2} tel que y,*=0.

Le deuxiéme principe de monotonie s'applique au cas ou la fonction économique est
indépendante d'une variable. Il n’est valable que sous I'hypothése d'univocité de I'application M(x)
définie par 'ensemble des solutions optimales du probléme de second niveau, c'est-a-dire lorsque

toute solution optimale du probléme de second niveau est primale duale non dégénérée.

Propriété 5.2 (Deuxiéme principe de monotonie): Supposons que I'application M(x) est univoque

conformément a I'hypothése (H1). Soit (x*,y*) une solution optimale du PLDN. Alors pour tout

jed, telque d} =0, il existe au moins un indice i e I7 Ul tel que y;* =0,

Cette propriété n'est autre qu’une reformulation du théoréme 3.2 que Fon trouve dans
Savard [1989]. L'application de ce second principe de monotonie sur I'exemple 5.4 précédent

entraine qu'a l'optimalité, au moins une variable d'écart y-* =0, 1<i<4.

Nous faisons a présent appel aux conditions nécessaires d'optimalité introduites par
Hansen et al. [1992]. Ces conditions, qui s'expriment en termes de contraintes actives du
probléeme de second niveau a l'optimalité, sont materialisées par des relations logiques ainsi qu'il
suit: a chacune des contraintes de second niveau d’indice J, on associe une variable booléenne
a; qui est égale a 1 si la contrainte est active (y.*=0), et a 0 sinon. La propriete ci-aprés

énonce les conditions en question.
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Propriété 5.3 (Hansen et al., 1992; théoréme 4.1 et corollaire 4.2): Supposons que |'application
M(x) est univoque conformément a I'hypothése (H1). Pour toute solution admissible du probleme

(PLDN), la nature active des contraintes de second niveau est telle que:

> @ 21sid? >0, (m1)

I'ZB,‘j>0

S o +a,, 21sid <0, (m2) (5.2.17)
i:B<0

20421sidf=0. (m3)

i:By=0

Pour une solution admissible (x*,y*), si une variable booléenne «; (respectivement
a,,;) est égale a 1, nécessairement, la facette F. (respectivement F,) contient (x*,y"). Si
I'ensemble des variables booléennes ¢; d'indices dans T — H prennent la valeur 1, alors la face

du domaine induit S; =(")F; contient la solution (x*,y*).
ieT

A partir des relations logiques ci-dessus, nous définissons pour chacune des valeurs df

de la fonction économique de second niveau un sous-ensemble des indices de monotonie par:

{i:B,>0}sid? >0,

J;=1{i :B; <0}u{j} sid? <0, (5.2.18)
{i:B,=0}sid’=0.

Il faudrait noter que lorsqu'un sous-ensemble J; est tel que |J ,.| =1, alors, on a nécessairement a

Poptimalité y, =0, pour {t} =J;.

Les relations logiques de I'exemple 5.4 sont les suivantes:
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o +o,+a, 21,
o+, 21,
o, +a,+og 21,

4 ={12,3}, J,={2.4}, J; ={3,3,4} sont les sous-ensembles des indices de monotonie.

5.2.2.3 Utilisation des principes de monotonie dans I'algorithme ESLP

Considérons un probléme de PLDN, puis les sous-ensembles distincts des indices de

monotonie J;,j=12,...,n,, ainsi que la propriét¢ de monotonie Zai >1 qui est relative a

ieJ;
chaque sous-ensemble J;. L'énumération portant sur les indices de monotonie est conforme a

une méthode de branchement dichotomique: cette méthode consiste a choisir de maniére

successive pour chaque sous-ensemble J;, un seul indice iye J; et a fixer a 1 la variable
booléenne ¢, correspondante, les autres variables ¢ i# i, ayant une valeur positive ou nulie.

Ceci signifie que dans le programme de second niveau du probiéme (PLDN), on impose a la

variable y, de prendre une valeur nulle a l'optimalite, en s'assurant que cette contrainte

supplémentaire est compatible avec les contraintes initiales du PLDN et contribue éventuellement

a améliorer la valeur de la fonction économique du premier niveau. Si y, est une variable d'écart,

la contrainte correspondante est active a I'optimalité. Pour le probléme de second niveau du

PLDN, on déduit de la remarque 5.3 que les contraintes actives a l'optimalité coincident avec au
moins un sous-ensemble des indices de monotonie T ={i1,i2,...,i,,y}, ouied;ij=12..n I

est question de déterminer a partir des contraintes de monotonie, un tel sous-ensemble T duquel

on déduit une face du domaine induit S; contenant une solution optimale.

Considérons a cet effet z* = (x*,y*) une solution admissible de I'itération k. L'usage que

nous proposons de faire des principes de monotonie dans ['algorithme ESLP est le suivant. Soit
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J,.U un sous-ensemble des indices de monotonie de cardinalité minimale et non nulle; on a:

‘Jjo l = mm1stny

le. Considérons la numérotation initiale des sous-ensembles des indices de

monotonie J, ,J,,J, ,...d; J

Jro ' iRost ! "

.+J; _; chacun des éléments de J; constitue un sommet de

ny
niveau te {0, 1,2,..n, —1} d'un graphe dit graphe de monotonie que nous désignons par
G, . Les arcs de ce graphe sont les liaisons qui existent entre les indices de deux sous-
ensembles de monotonie consécutifs J , etd,, . Les arcs en question sont construits comme

suit: un indice iye J, (sommet de niveau f) est relié a tous les indices de J,  (sommets de
niveau f+1), a l'exception d'un éventuel j;eJ, . Une arborescence de monotonie est
constituée de tous les sommets de GJ que F'on peut atteindre & partir d'un sommet i, € J, de
niveau 1 dans le graphe G, . L'ensemble des arborescences de monotonie notée AS est tel que
les indices de tout cheminement dans une arborescence A, de Ay sont contenus dans un sous-
ensemble appelé cheminement de monotonie que l'on désigne par T ={iy.ji,...i,} avec
iped, etpourr>0,onaied, .

Un cheminement de monotonie T est tel que o, =1VieT et 20 siieT; ce qui
signifie qu'a une étape k de l'algorithme ESLP, les composantes de la variable de second niveau
sont telle que yf=0 (dy,=—y/")VieT, et y*>0 (dy,>-y!") siig T. En d'autres
termes, les contraintes de second niveau dont les variables d'écart ont un indice ie T sont

actives en z. De plus, on a par construction du graphe de monotonie, pour tout

rz0,siied NT, o =1eta; 20 pourtout ie J, telque i=i,.

A partir de la suite ordonnée des sous-ensembles des indices de monotonie (J,,J,,Js)

de 'exemple 5.4, la matrice d'adjacence du graphe de monotonie G, est la suivante:
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Tableau 5. 1: Matrice d’adjacence du graphe de monotonie de I'exemple 5.4

o| olo| o]l o|lo| ojo| v
ol o|lo]| o]l oo olo]~
ol olo] o] oo == =
ol o|lo| o] o|of ==
o| o|lo| ol oo =|—~

o| o|lo] | =|-]| o|lo| w
o| o|lo| o = | ol
o| olo| = == ool

Bl LClwl{rol] =1

On en déduit une des arborescences de monotonie de la figure 5.1 ci-dessous.

T.={213}, 7,={2.2,3}, 7, ={2,3,4} sont des exemples de cheminements de monotonie.

Figure 5. 1: Exemple 5.4 - arborescence de monotonie

Nous proposons de parcourir chacune des arborescences de monotonie en profondeur

d'abord. A cet effet, considérons une arborescence de monotonie A_ et un cheminement T
composé des sommets d'un sous-ensemble S tel que S={iyii,...} avec i e J, ¢t
ied,,r=1. On résout successivement les programmes linéaires PRL(z" {i,}),
PRL(z* {iy,i}).....PRL(Z*,S) dont une solution optimale lorsqu'elle existe est (dx,dy), tant que

l'une des trois conditions suivantes dites conditions de retour en arriére n'est pas satisfaite:

- i) On a trouvé soit une solution améliorante (x**',y**') = (x* +dx,y* +dy);
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- ii) Un de ces programmes linéaires est irréalisable;
- iii) Pour un de ces programmes linéaires, la valeur de la fonction économique du

premier niveau correspondant a une solution réalisable est supérieure a celle qui correspond a

(x*.y").

Si une des conditions du retour en arriere est satisfaite sur sommet i, contenu dans un

cheminement de monotonie T, on arréte le parcours de 'arborescence de monotonie contenant T.

A partir du sommet ig, on remonte les indices du cheminement T jusqu'a lindice du premier
sommet rencontré j € T ayant des successeurs dans I'arborescence qui n‘ont pas encore été
examinés. L'examen de chacun desdits successeurs de i, permet de construire d'autres

cheminements de monotonie. Le parcours d'une arborescence de monotonie est considéré

comme achevé lorsque du fait d'un retour en arriere, aucun successeur de la racine de

Parborescence ne peut plus étre examiné. Au cours de I'exploration du graphe Gp, on désigne
par n, le niveau du sommet i, évoqué ci-dessus dans le graphe G, . Si on considére l'ensemble
des arborescences de G, Ro désigne la plus petite valeur de I'ensemble des niveaux des

sommets de type i, sur lequel on a effectué un retour en arriére. On a donc:
Ro= minAmeAz {ns:i;e A} (5.2.19)

Nous verrons plus loin comment utiliser ce nombre dans la construction des différents

graphes de monotonie que nous désignons par G.,, t =1,2,.... Si la solution du sous-probléme
PRL(z*T), TS, a savoir (dx,dy) est telle que (x**',y**")=(x*+dx,y* +dy) est une

solution améliorante, alors la face du domaine induit S, =(")F; contient (x**',y**'); on choisit
teT

d'explorer un autre cheminement dans I'arborescence par un retour en arriére éventuellement.
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Remarque 5.4: Etant donnée une contrainte de monotonie Za, 21, une méthode de

IEJI
branchement dichotomique consiste & imposer a une seule variable de monotonie d'indice i, € J,

de prendre la valeur ¢z, =1; on n'examine pas explicitement les cheminements de monotonie

pour lesquels on a @, =1, Viye K, avec K cJ; et |K|>2. Pour combler partiellement cette

lacune, nous proposons de considérer des cheminements de monotonie dont les indices sont

contenus dans les sous-ensembles des indices de monotonie JjRo J ol

' Jros2 !’

- Certaines
ny-1

combinaisons d'indices n'ont pas été examinées du fait d'un retour en arriére dans les cas ii) et
iii). 1l est trivial qu'un nouvel examen des sous arborescences de monotonie dont les sommets

sont contenus dans le sous graphe de monotonie d'indices dans J, ,J;,J, ,.....J,. ne peut pas

/Ro
contribuer a améliorer la valeur de la solution courante par construction du nombre Ro.
L'exploration d’'une arborescence de monotonie a partir des sommets contenus dans les sous-

ensembles J,_ ,J v oy quant a elle peut contribuer a améliorer la valeur de la solution.

+1' Jro+2 "

A la lumiére de ce qui précéde, afin de générer de nouveaux cheminements de

monotonie dignes d'intérét, nous proposons de construire une suite de graphes de monotonie

Gy, t=12,...n,—Ro en procédant & une renumérotation des niveaux des sommets des sous-
ensembles J;,i=02..,n, —1. Ainsi, le graphe de monotonie G, est obtenu & partir des

sous-ensembles des indices de monotonie placés dans fordre J, J,.J;.J; .0,

w1 o T AT Y re !

PRy oyer Tous les sommets du graphe G, de niveau Ro+1 deviennent les sommets de

niveau 1 dans le graphe G, et les sommets de niveaux 2,3,...,Ro dans le graphe G, sont les
sommets de niveau 1,2,3,...,Ro—1 dans le graphe G, . De la méme fagon on obtient & partir du

graphe G, , le graphe G2 en considérant I'ordre suivant des sous-ensembles Jy,, ,,Jzp.1d; Y

o' iy?

Jond, ol

Iz "ire "V ro+3 "’

iyt ? ainsi de suite pour les graphes G, t=3,4,..,n, —Ro.
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5.2.2.4 Principe d'un algorithme par énumération implicite

D'une maniére générale, 'énumération implicite pourrait caractériser les procédures
d’exploration arborescente. Un algorithme d'optimisation par séparation (AOS) est une procédure
d'énumération implicite portant sur I'ensemble des solutions du probléme résolu. Les AOS sont
souvent utilisés pour résoudre certains problemes de programmation mathématique en variables
binaires, entiéres ou mixtes. On attribue généralement le principe des algorithmes de séparation a
Little et al. [1963] puis a Bertier et Roy [1964]. Hansen [1974] et Jaumard [1986] ont proposé des
exposés de synthése. Une méthode d'énumération implicite sert a définir un schéma d’expioration
des ensembles des solutions d'un probléme d'optimisation et peut étre illustré par une

arborescence. Nous utilisons une méthode d'énumération implicite portant sur des variables

continues pour résoudre le programme linéarisé relaxé PLR(z*,T).

Le principe général de l'algorithme ESLP est conforme au parcours des cheminements de
monotonie que nous avons décrit dans la sous section précédente. Plus précisément,

considérons un cheminement S dans une arborescence de monotonie A, et une solution
admissible (x**",y**') = (x* +dx,y* +dy) telle que (dx,dy) est une solution optimale d'un

programme linéaire PLR(z*,T), T = S. Le sous-ensemble T est construit graduellement en
parcourant les indices de I'ensemble S. L'évaluation sur I'état que I'on impose aux variables

y,, ieT consiste a comparer la solution du probléme de second niveau PL,(k) avec la solution
(x*',y**". Si (x*",y*"}) est dans le domaine induit et améliore la valeur de la fonction
économique f', les variables y,, ie T gardent provisoirement I'état correspondant & la direction
de déplacement dy,, ie T et la fonction économique prend la valeur correspondant a la solution
pour laquelle y/*'=0, ie T. Nous disons dans ce cas que I'évaluation (dy’ =—y}, teT)
portant sur I'ensemble des variables y, ie T est concluante. On sélectionne un autre

cheminement si I'une des conditions de retour en arriére de la sous section précédente est

satisfaite, ou alors une autre arborescence de monotonie (s'il en existe) qui n'a pas encore été
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explorée. Chacune des étapes de I'algorithme ESLP consiste alors a déterminer une face

S; =[)F; du domaine induit contenant la solution améliorante (x**',y**').
ieT

Sur un sommet d'une arborescence de monotonie, on porte l'indice d’'une variable de
second niveau ou une variable d'écart, puis un triplet (T,z*,f'(z*)) ol T représente le sous-
ensemble utilisé pour résoudre le programme PLR(z*,T). Un arc (i,j) porte la lettre S si on ne

peut plus cheminer dans I'arborescence de monotonie a partir du sommet i. Ce qui est le cas
lorsqu’une condition de retour en arriere est vérifiée sur le sommet i. La construction d'une

arborescence de monotonie sera illustrée par deux exemples numériques a la sous-section 5.2.4.

Remarques 5.5:
1) Chacun des sous-ensembles des indices de monotonie comporte au plus m+1

élements et un probléme de PLDN défini par (5.2.9) comporte au plus n, +m sous-ensembles

des indices de monotonie.

2) Par construction, un graphe de monotonie comporte au plus N =n, (m+1) sommets

tous non distincts. Un cheminement dans une arborescence de monotonie est un chemin

élémentaire de longueur p (p=12,..,n,) reliant deux sommets distincts quelconque du graphe

de monotonie. On deduit des propriétés d'un graphe d’ordre N, que le nombre de cheminements

du graphe de monotonie de longueur p est au plus la combinatoire du choix d'une suite de p+1

sommets distinguables parmi N ; il est égal & A" = I,et esten O(N!).

(N=p-1)

3) Considérons une arborescence de monotonie A,. Le degré d’'un sommet ie A, que
I'on note d,(i) estle nombre de sommets de I'arborescence que I'on peut atteindre a partir du

sommet i. Par construction du graphe de monotonie, on a d,(i)<m.
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Le nombre N,, des arborescences de monotonie dont les sommets sont dans
J :{1,2,...,ny}U{T,E,...,fﬁ} telles que d,(i) =k estdonné par: N, =(n—1)"*"C;? (Clarke,

1963).

5.2.3 L’algorithme de programmation linéaire séquentielle par
énumération implicite
Considérons le probléme (PLDN); valf désigne la valeur actuelle de la fonction

économique du premier niveau, alors que z“ =(x*,y*) désigne la solution admissible courante.
Avec les notations de la sous section précédente, nous présentons dans un premier temps la

procédure PARCOURGM(G,,,z*) utilisée par I'algorithme ESLP afin de parcourir le graphe de

monotonie G,, dont I'ensemble des arborescences de monotonie est noté A, . Elle est conforme

a la méthode d'exploitation des principes de monotonie que nous avons décrite dans la sous

section précédente. Elle se présente ainsi qu'il suit;

Procédure PARCOURGM(G,,,Z")
Si t=0, poser Ro=n,. Poser H = Al (ensemble des arborescences); tant que H =,

exécuter la procédure A.
Procédure A:

Choisir une arborescence de monotonie A, € H, puis poser H= A/ \ A_ et
CH; ={Che A, : Ch est un chemin élementaire} .Tant CH, =, exécuter la procédure B.
Procédure B:
Choisir un cheminement Chdans CH; , puis poser S=Ch,CH, =CH, \{Ch}et T=0.

Tant que 'on a (i) S# @ ou (i) une condition de retour en arriére n’est pas satisfaite,
exécuter la procédure C.

Procédure C:

Choisir un indice ie S de niveau n; dans G, , puis poser S=S\{i} et T=T U{i}.
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Soit (dx,dy) une solution de PLR(z*,T) (si elle existe)

et (X" y ") = (x* +dx,y* +dy).

Proceder & un retour en arriere sur un sommet i, du cheminement Ch sion a:

(i) PLR(z",T) n’a pas de solution.

(i) (x**',y**"Ye DI avec f'(x**',y**") < valf. Poser dans ce cas k =k +1 et

valf =f'(x*,y*).

(i) £y > £ (xR yh).

Eliminer de Ch le sommet i, et tous ses successeurs, puis sortir de procédure C.

Fin procédure C.
Fin procédure B.

Si t=0, poser Ro=min(Ro,n, ).

Fin procédure A. (sortie avec une solution admissible z* =(x*,y*) et le nombre Ro si t =0).

Nous présentons a présent I'algorithme ESLP dans les détails.

Algorithme ESLP: Résolution du probiéme (PLDN )

Etape 0 (initialisation).
Poser k=0, déterminer une solution admissible z° =(x°,y°) de PLDN et poser
valf =f'(x°,y°) . Pour j=12,...n,, déterminer la liste L, de tous les sous-ensembles
des indices de monotonie J; .
Pour tout sous-ensemble J; tel que ‘Jj| =1, poser y; =0,avec {t}=J j» supprimer de la
liste Ly le sous-ensemble J, et construire le graphe de monotonie Gy -
Exécuter la procédure PARCOURGM(G, ,z°) afin de calculer une solution admissible
Z“ =(x*,y*) et le nombre Ro.

Pour t=12,...,n, —Ro, construire chaque graphe de monotonie G,.
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Etape 1 (application des principes de monotonie: recherche des faces du domaine induit

contenant une solution admissible améliorante).
Pour t=1.2,...,n, —Ro , exécuter la procédure PARCOURGM(G,,z") .
Etape 2 (optimalité).

Stop (x*,y*) est une solution optimale du probléme (PLDN) au terme de I'Etape 1.

Remarques 5.6:
1) L'algorithme ESLP pourrait étre interprété comme une méthode de descente pour

résoudre un probléme de PLDN: pour chacune de ses iterations k >0 et a partir d'une solution

admissible (x*,y*), laigorithme ESLP permet de déterminer une direction de descente du
domaine induit (dx,dy) afin de calculer une autre solution admissible (x**',y**') qui, lorsqu'elle

existe est telle que f'(x*",y*™") < f(x*,y").

2) Si on met en ceuvre I'algorithme ESLP dans une interface qui permet de résoudre un

programme linéaire en lui imposant une solution de départ contrairement a l'interface MATLAB, le
programme PLR(z*,T) a pour solution de départ z*; sa formulation est la suivante:
PL(Z",T)
Minimiser, , f'(x,y)
(A'x+B'y), =b',,ieT,
SC3(A'X+B'y), <b', VieT,
xeP.

(5.2.20)

Il sera alors résolu a chaque étape de l'algorithme ESLP a la place du programme linéarisé

PLR(z",T) (avec T [ J;). Sa solution optimale lorsqu'elle existe est z**'. En fait, le
1<j<N,

cheminement T conduit a une relaxation du probleme de PLDN qui est aussi difficile a résoudre

que le probleme de départ. Sa formulation est la suivante:
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PLDN(z*,T)

Minimiser, , f'(x,y)

xeP,

s.c.oMaximiser, dy

sc (A'x+B'y),=b',, ieT,
“1(A'x+B'y), <b' VieT.

Soit S:{1,2,...ny +m} et z une solution admissible du probléme (PLDN), nous montrons &

travers la proposition ci-aprés que pour trouver une solution améliorante z**', l'algorithme ESLP
calcule une direction de descente du domaine induit en résolvant un nombre fini de programmes
linéaires.

Proposition 5.3: Considérons le probleme (PLDN) pour lequel I'hypothese (H1) est satisfaite.

Soit (x*,y*)e DI une solution admissible d'une itération k; on suppose qu'il existe une solution

k+1

améliorante (x**',y**') pour l'algorithme ESLP. Pour la calculer, I'algorithme ESLP détermine

une direction de descente du domaine induit en résolvant un nombre fini de programmes linéaires

a chacune de ses étapes.

Preuve: Soient (x*,y*) une solution courante du probléme (PLDN), (x**',y**") une solution
améliorante (pour l'algorithme ESLP) a déterminer et la suite des graphes de monotonie

(G), t=02,... Soit S un cheminement de monotonie et considérons le programme linéaire

PLR(z*,T), T < S dont la formulation est la suivante:
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PLR(z*T)

Maximiser,, ,, -&

sz1(xk,y")[dx)+4‘50,
dy

Adx +Bdy =0,
SCyl+dy,>0VieT,
yf+dy, =0VieT,

X +dxe P, £20.

(5.2.21)

L

Par hypothése, il existe un cheminement T d'une arborescence de monotonie tel que (&*,dx,dy)
est une solution optimale du programme linéaire PLR(z*,T) avec x**' =x* +dx, y**' =y* +dy
et F1(x"" y**"y < F(x*,y").

D'aprés 2) remarques 5.5, chaque graphe de monotonie G, comporte un nombre fini
d'arborescences de monotonie, donc un nombre fini de cheminements de monotonie. Sur chaque
cheminement, on résout un nombre fini de fois un programme linéaire de type PLR(z*,T) afin de

déterminer une direction de descente du domaine induit. Lorsque ce dernier programme linéaire a

une solution, on résout ensuite le programme linéaire PL,(k) pour vérifier que la solution

k+1
1)

actualisée (x**',y**)

¥y = (x* +dx,y* +dy) est dans le domaine induit. Par conséquent, pour

calculer une solution améliorante (x**',y**'), lalgorithme ESLP détermine la direction de

descente (dx,dy) en résolvant un nombre fini de programmes linéaires. [ ]

Lorsque le probléme (PLDN) a une solution, le processus itératif s'arréte lorsqu'on a
exploré toutes les arborescences de monotonie. A partr d'une solution admissible

(x*,y*)e DI, k >0, l'algorithme ESLP permet de déterminer un optimum local (qui peut étre

global) du probléme (PLDNS) un nombre fini d'itérations. En effet, d’aprés la proposition ci-

dessus, la solution (£*,dx,dy) est obtenue en résolvant un nombre fini de programmes linéaires
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k+1

de type PLR(z",T); de plus on a (x**',y**')=(x* +dx,y* +dy)e Dl lorsque (dx,dy)est une

direction de descente du domaine induit. L'ensemble des solutions réalisables € est par

hypothése un polyédre fermé et borné. On a DI =US,. ol J <{12,...,r} (remarque 5.3) et Q

ied
contient un nombre fini de points extrémes. Chacune des itérations de l'algorithme ESLP, et

implicitement le parcours des différents cheminements de monotonie consiste & examiner

k+1

partiellement les faces S, du domaine induit contenant (x**',y**"). De plus, (x**',y**") est un

point extréme de Q. La résolution du probléme (PLDNS) se fait par conséquent en un nombre
fini d'itérations.

5.2.4 Expérimentations numériques de I'algorithme ESLP
Nous avons implémenté I'algorithme ESLP dans une interface MATLAB sur un ordinateur

PC Pentium 4 (processeur 3.2 GHZ, 1.24 GB de RAM). Dans cette interface, la résolution des
programmes linéaires est faite par la méthode du point intérieur de Mehrotra [1992]. Nous
illustrons le fonctionnement de I'algorithme ESLP sur la formulation particuliére du PLDN de deux
maniéres:

- Nous résolvons cinq problémes de petite taille connus de la littérature pour certains.

- Pour résoudre les problémes de grande taille, les données ont été générées i) aléatoirement
selon la méthode de Audet et al. [1999], et ii) par une méthode proposée par Calamai et Vicente
[1994]. Nous comparons les résultats obtenus par l'algorithme ESLP avec ceux obtenus par les
algorithmes de Bard et Moore [1990] (BM) ou CBB développé par Audet et al. [2004].

Rappelons que I'algorithme ESLP résout deux types de programmes linéaires a chaque étape:

- La résolution des programmes linéaires relaxés PLR(z*,T), T<S (Sc U J;)

1sjsny
permet de déterminer une direction de deplacement (dx,dy) de [l'itération courante k. Pour un

probléme donné, le nombre total de directions de déplacement calculé est désigné par Neudd;



168

cette quantité représente également le nombre de programmes linéaires relaxés du type

PLDN(z*,T) résolus par I'algorithme BM.

- Si I'un des programmes linéaires relaxés PLR(z*,T) a une solution (dx,dy), il faudrait
vérifier que la solution (x* +dx,y* +dy) est dans le domaine induit. On résout le probléme de
second niveau PL,(k +1). Neud représente le nombre de fois que ce type de vérification a été

faite pour un probleme donné. Neuda quant a lui représente le nombre des solutions admissibles
qui ont contribué a améliorer la valeur de la fonction économique du premier niveau du probléme
de PDN résolu. Les colonnes des tableaux qui représentent les valeurs de Neud et Neudd
comportent deux nombres: la plus petite valeur pour chacun de ces nombres correspond a I'étape
de l'algorithme qui a conduit a la solution optimale, alors le nombre le plus grand désigne la valeur
totale de ces nombres pour le probléme résolu. Il en est de méme pour le temps de résolution
d'un probleme de taille donnée qui est désigné par Cpu.

Pour Bard et Moore [1990], la solution optimale calculée par leur algorithme ne peut étre
atteinte tant que I'on n'a pas exploré 60 a 70% de I'arborescence du probleme résolu. Savard
[1989], dans la mise en ceuvre de 'algorithme BM ou de I'algorithme MAYBIL, propose d'arréter ie
processus itératif lorsque le temps d'exécution Cpu atteint la valeur 10000. Nous avons opté pour
ce critére d’arrét, qui faudrait-il le souligner est arbitraire; nous mettrons en exergue plus loin dans
I'analyse des résultats, les insuffisances empiriques que nous avons observées. Ces
insuffisances, liées probablement a ce critere d'arrét peuvent avoir une influence sur la qualité de

la solution.

5.2.4.1 lllustration de I'algorithme ESLP sur les problémes de PLDN de petites tailles

Considérons la formulation du probléme de PLDN dans le cas général, dans laquelle on

suppose que la matrice B, dans les contraintes du premier niveau est nulle. La solution de départ
est obtenue a partir des contraintes du premier et du second niveau en prenant comme fonction

objectif f(x,y)=clx+dLy. Savard [1989] a montré que la solution ainsi obtenue est dans le
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domaine induit. Pour toute itération k>0, z* =(x*,y*) désigne une solution admissible. Les

problémes sur lesquels nous avons testé I'algorithme ESLP sont les suivants:
Probléme 5.1 (Bard et Falk, 1982):

Maximiser, .,

Minimiser, 2y, +y, +2y,
—YitY, 1Y, <1
s.c.<sC 2x, — y,+2y,-05y,<1,
Tl 2x,+2y,—y,—05y, <1,
X, Xy, 20,i=123.

8x, +4x, -4y, +40y, +4y,

Probléme 5.2 (Savard, 1989):

Maximiser, ..,

8x,+4x,—4y, +40y, +4y,

X+ X, =Y, <13

Minimiser, 2y,+y,+y,
S.C.3 -y, +Y,+y, <1,
sc. 4x, -2y, +4y,-y, <2,
ax,+4y,-2y,-y, <2,
X, %,y 20,1=123.

Probléme 5.3 (Savard, 1989):

Minimiser

X,y

Minimiser, —y

o Xt4y

X+y 28,
-3x+2y < 6,
S.C.43x+4y < 48,
2x-5y < G,
X,y 20.

Probléme 5.4:
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Minimiser, ..o ¥y +8Y,
s.c. Maximiser, y,

X+y,+y,<3,
X—y,+y, <1,
X+y,—y, 21,
—X+y,+y, <1
X -3y, <1,
X + 3y,21,
2 y, <05,
XYY, 20.

S.C.9

Probléme 5.5: (Données générées aléatoirement selon la méthode Audet et al. [1999] )

Minimiser —10x, —10x, —7x, —10x, +5x, + 3%, + 2y, + 3y, + 4y, — 11y, =3y, + 9y,

Minimiser —y, +y, —6y, +5y, —12y, —10y,
6x, -y, +15y, <9,
-9x, +3y, +6y, <11,
S.C.9 sc _138;(: -2x, +5y, SS 71,4,
XX+ X+ X, + X +X + Y, + Y, + Y+ Y, Y +Ys <6,
XY 20,i=1,.6.

Examinons dans les détails la résolution du probléme 5.5 par I'algorithme ESLP.

Résolution du probléme 5.5

Aprés avoir mis le probléme de second niveau sous forme standard, le systéme (5.2.22)
représente le systéme des contraintes qui en résultent.
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6x, ~Ys+18ys+y; =9 (@)

—-9x, +3y, +6y, +y; =1, (&)

18x, —2x, +5y, ty; =7, (&)

~3x, +y; =14, (o)

X, H X+ X+ X+ X+ X+ Y+ Y, Y+ Y+ Y+ Y +y: =6, (o)
4 <O &) 509

—Y; <0, ()

=Y <0, (%)

=7 <0, ()

=Ys SO: (am)

—Ys SO’ (a11)

|x; 20,i=1,.6.

Les contraintes de monotonie sont les suivantes:

o221, 0,21 o +a, 21,
o +o, 2o, 2o +o,+a 21.

On en déduit les sous-ensembles des indices de monotonie correspondants:
4 ={5}, 4, ={2}, 4, ={3,5}, 4, ={4,1}, 4, ={8}. J; ={1.25}.

A Toptimalité, on a a priori: y, = ys =0. Mais, afin d'illustrer le fonctionnement de
I'algorithme ESLP, nous ne tenons pas compte de cette implication. La solution de départ est
z° =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6,0) et valf® =—18. Les valeurs prises par les variables d'écart ne
figurent pas dans cette solution. Le graphe de monotonie G, est construit & partir de la suite
ordonnée des sous-ensembles des indices de monotonie (J;,J,,J5,J5,J,s.J5 ). Ce qui conduit a la

matrice d'adjacence du tableau 5.2. La figure 5.2 représente I'arborescence de monotonie

correspondante.
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Tableau 5. 2: Matrice d’adjacence du graphe de monotonie initial - probléme 5.5.

5(2 (5|35 (4{1|1{2(5
5]0|1]0(0]|0]|0]0[0]0[0O
2 JoJol[1]ololoflololo0]o0
510]0]0|1]0]0]0]O0]0[0O
3]0[0]0l0]|0|1]1]0]0]0
5]0[0]0(00[1]1]0]0][0
4]0J0]o0Jo]o0 o0 o1 [1]1
7l0l0]0lo0jOofo0]o0]O 1]
7/0l0]0f0[0[0]0]O0]O[O
2]0[0][0f0|0f|0]0]O0]O0[0O
5]0|0]0f0]0]0]0]O0[O0]0O

T, ={5}.(z° vaif®)

Figure 5. 2: Probléme 5.5 — 1ére arborescence de monotonie.

1) Cheminements sur la premiére arborescence de monotonie: sur le cheminement

T,= {5,2,5,4} , la résolution du programme PLR(2°,T,) conduit a la solution admissible suivante:

z' =(1.9918,3.6194,0.3889,0,0,0,0,0,0,0,0,0) et valf' = —58.8333.
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On procéde a un retour arriére sur le sommet 4. Sur le cheminement T, :{3,2,5,7}, la

résolution du programme PLR(z',T,) conduit & la solution admissible ci-aprés:
z2=(0,0,0.6172, 2.0547,0,0,0,0,0,3.3281,0,0) et valf* = —61.4766.
L'exploration de cette arborescence est terminée. On adonc Ro=5.

Conformément & la remarque 5.4, on peut noter que tous les cheminements de

monotonie examinés précédemment ne comportent pas la combinaison des indices de monotonie
{4,7} du sous-ensemble des indices de monotonie J, , encore moins {1,2},{2,5} ou {1,2,5}
du sous-ensemble des indices de monotonie Jg du fait des retours arriére. Des cheminements

comportant ces combinaisons peuvent étre obtenus a partir de la suite ordonnée des sous-

ensembles des indices de monotonie (Jg,J;.J,.J5.J5.J, ), de laquelle on déduit le graphe de

monotonie G,, ; sa matrice d’adjacence est représentée par le tableau 5.3 ci-dessous. La figure

5.3 comporte les arborescences de monotonie correspondantes.

Tableau 5. 3: Matrice d'adjacence du second graphe de monotonie - probléme 5.5.

11252 |5]|3|5[4|1|5
7/{010]0(1]0|0}JO0O|0}0{0
2/1]0(0j0|1]0f[0OjJ0Of{O0O}0]O
5/0(0]0(1]0j0]J0|O0]O]O
5(010{0|0]|1{0]0j0]1]0
210({0]0;0)0f1]010]0]0
5({010[{0)J0jO0O|O0O]O(f1T}1]0
3({0]J0f(0jO0jOf{O}jO}1]1/[0
4 10)]0)j]0(0]0fOfJO]JO}J0]1
710(0f0}j0|0]O]O]OfO[1
5/0(0(0f0Of0O]JO)J0O]O}O0]O
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Arborescence (1) Arborescence (2) Arborescence (3)

Figure 5. 3: Probléme 5.5 —arborescences de monotonie du 2n graphe de monotonie.

2) Cheminements sur les arborescences de monotonie du second graphe de monotonie:

Sur I'arborescence (1), la résolution du programme PLR(z*,{1}) conduit & la solution admissible
z* =(0.0494,0,0,2.1358,0,0,0,0,0,3.8148,0,0) et valf* = —63.8148.

On arréte I'exploration de cette arborescence. Sur I'arborescence (2), les programmes
PLR(Z’,T,) et PLR(Z’.T,) ne sont pas réalisables, avec T, ={2,2,5,3,4} et T, ={2,253,1}.
On arréte I'exploration de cette arborescence. Sur [l'arborescence (3), les programmes
PLR(’.T;) et PLR(z*,T;) ne sont pas réalisables, avec T, ={5,2,3,4} et T, ={5,2,§,T}. On
arréte également l'exploration de cette arborescence. L'exploration des arborescences de

monotonie du graphe G;, est terminée. z3 est par conséquent la solution optimale.

Les tableaux 5.4 et 5.5 contiennent les résultats des problémes de petite taille que nous

avons résolus respectivement par les algorithmes ESLP et BM. (x*,y*) représente la solution
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optimale, alors que f;p, et fof,t représentent les valeurs optimales des fonctions économiques du

premier et du second niveau respectivement.

Tableau 5. 4: Aigorithme ESLP - Problémes de petite taille

Problemes (x%,y%) fo1p t foi t Ro | Neud | Neuda | Neudd

Probleme 5.1 (0,0.9,0,0.6,0.4) 22| 14| 1 2 2 2
20 4

Probléme 5.2 (0.5,0.8,0,0.2,0.8) 184 18| 2 5 3 9
20 36

Probléme 5.3 (12,3) 24 31 3 3 3
3 3

Probléeme 5.4 (1.75,1,0.25) 31-025] 1 3 2 3
6 7

Probleme 5.5 | (0.3103,0,0,0,0.5, -6.3819.07| 5 7 4 7
0.2598,0.0601,0.1029,0,0) 14 18

Tableau 5. 5: Algorithme Bard et Moore — Problémes de petite taille

Problémes (x%,y%) foL t fof" Neud | Neuda | Neudd
Probleme 5.1 (0,0.9,0,0.6,0.4) 29.2 14 9 3 14
14 25

Probleme 5.2 (0.5,0.8,0,0.2,0.8) 18.4 1.8 9 3 12
21 39

Probleme 5.3 (12,3) 24 -3 7 3 8
15 27

Probléme 5.4 (1.75,1,0.25) 3|-025 14 3 19
231 459

Probléme 5.5 | (0.3103,0,0,0,0.5, -6.38 | 19.07 9 3 12
0.2598,0.0601,0.1029,0,0) 41 79

Pour les probléemes de petites tailles 5.1 a 5.4, nous avons constaté que l'algorithme

ESLP a fourni l'optimum global & partir du seul graphe de monotonie initial G, .
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5.2.4.2 Résolution des problémes de grande taille

Nous avons traité trois types de problemes:

A) Les données relatives aux problémes de PLDN ont été générées aléatoirement selon
la méthode utilisée par Audet et al. [1999] : pour les coefficients des matrices des contraintes,

ceux de la matrice B varient uniformément entre -20 et 20, alors que ceux de la matrice A varient
de 0 & 20 avec une densité de 8%. Les coefficients des vecteurs ¢' et d* varient uniformément
dans les intervalles respectifs [-10 10] et [10 20], et ceux de d’ sont dans lntervalle [0 10]. Les

coefficients des seconds membres des contraintes sont uniformément distribués entre -40 et 40.

Ny ﬂy
Enfin, la contrainte additionnelle Zx/. +z y; <n +n, est ajoutée aux contraintes de second
j=1 j=1

niveau afin d'obtenir une relaxation bornée. Les résultats sont présentés dans les tableaux 5.6 et

5.7. Le triplet (n,n, ,m) caractérise la taille de chacun des problemes resolus.

Tableau 5. 6: Algorithme ESLP - Problémes Audet et al. [1999]

n ny m | Ro Neud | Neuda| Neudd| Cpu| F%

70 35 30 |7 8534 | 12 13398 | 1139 | 418.92
11176 17887 | 1517

90 45 30 | 28 48 6 60| 6.17 | 563.78
2459 6661 459

100 33 5 | 8 63| 10 8871 682 | 97.85
63 10001 | 10001

100 30 45 | 11 118 S 259 26 | 328.49
3631 6413 | 800

110 40 40 | 1 1084 [ 10 9983 | 797 | 480.66
7685 62232 | 5297

120 33 33 | 1 3981 9 5128 | 452 | 665.25
14378 19327 | 1750

120 60 30 | 32 9966 8 171515 | 9341 | 671.2
10219 182987 | 10001




Tableau 5. 7: Algorithme Bard et Moore — Problémes Audet et al. [1999]

n ny m | Neud | Neuda| Neudd Cou F;g' Fé)é)[p
70 35 30 {13906 | 10 279164 | 14827 | 411.05 | 418.92
188599 3777153 | 20001
90 45 30 460 5 884 80 5584 | 563.78
55698 111360 | 10001
100 | 33 50 76 3 104 18 9785 | 97.85
76 149 22
100 30 | 45 70 2 95 12 324 | 32849
41813 83586 | 10001
10 | 40 | 40 | 1120 5 2210 337 | 480.66 | 480.66
36240 72442 | 10001
120 33 33 | 7006 5 13974 1084 | 641.38 | 665.25
67496 134957 | 10001
120 60 30 | 26630 8 53221 6846 | 671.20 | 671.2
40131 80210 | 10001
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Pour les problemes résolus ici, nous constatons que les solutions trouvées par
I'algorithme BM sont moins bonnes que celles trouvées par l'algorithme ESLP: le processus
itératif de I'algorithme BM a été interrompu du fait du critere d'arrét Cpu >10000. En utilisant le

critere d'arrét Cpu = 20000 pour le probleme de taile (n,n,,m)=(70,35,30), la solution trouvée

par |'algorithme BM reste toujours moins bonne que celle frouvée par I'algorithme ESLP.

B) Sur des problémes de tailles moyennes générés selon la méthode ci-dessus, nous
avons procedé a une comparaison des résultats obtenus par I'algorithme ESLP a ceux trouvés
par les algorithmes BM ou CBB de Audet et al. [2004]. Cette comparaison a porté sur sept

problémes de taille (n,n,,m)=(70,35,20) avec n=n, +n, . Les tableaux 5.8 et 5.9 ci-dessous-

présentent les résultats de cette étude; Fob,, Foby, et Far désignent respectivement la valeur de

la fonction économique du premier niveau obtenue par les algorithmes ESLP, CBB et BM.
Sur tous les problémes traités, I'étude comparative des tableaux 5.8 et 5.9 montrent que

les résultats obtenus par l'algorithme ESLP sont relativement au moins aussi bons que ceux
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obtenus par les algorithmes CBB ou BM. Le résultat trouvé par I'algorithme ESLP sur 'exemple 6

est meilleur que celui fourni par I'algorithme CBB; la méme observation a été faite sur le probléme

de taille (n,n,,m)=(70,35,30) du tableau 5.5 pour lequel on a trouvé F, =418.92 et
F¥ =396.11. Avec le crittre d'arrét Cpu >10000 pour I'Exempled, la solution trouvée par

Falgorithme ESLP a pour valeur F%, =530.81, alors que l'on a F¥ =Fyy =532.23. En
obligeant l'algorithme ESLP a calculer une 7¢me solution admissible améliorante pour ce
probléme, on a trouve F%,=531.31 au bout de Cpu==83794, Neud =100522 et

Neudd = 438779.1l faudrait souligner que algorithme ESLP mis en ceuvre sur un ordinateur PC a
été développé dans linterface MATLAB qui, pour résoudre un programme linéaire, fait appel a
une méthode du point intérieur. Quant a I'algorithme CBB, il a été ecrit en langage C et mis en
ceuvre sur un ordinateur ULTRA 60 Solaris 2.7-05, la résolution d'un programme linéaire étant
faite dans l'interface CPLEX8.1. Des problémes numériques liés a la précision des calculs
propres a chacun des environnements de mise en ceuvre pourraient constituer une des

explications liées a ces résultats, outre celui du critére d'arrét Cpu > 10000 pour 'Exemple4.

Tableau 5. 8: Tests comparatifs - Algorithmes ESLP et CBB

Probléemes | Ro Neud | Neuda | Neudd Cpu Fo F2

Exemple1 12 968 3 1423 75| 574.68 | 576.63
10709 16000 836

Exemple2 | 17 6086 4 19024 970 | 656.55 | 656.55
62181 214452 | 10001

Exemple3 | 13 27 2 28 20.7 | 599.93 | 599.93
61136 179918 9419

Exempled | 21 15949 6 67683 7882 | 530.83 | 532.23
21078 88090 | 10001

Exemple5 12 93 2 112 20.7 | 47917 | 47917
65431 77253 | 10001

Exemple6 | 18 4561 1" 7960 1197 | 492.69 | 486.27
448323 76244 | 10001

Exemple7 | 14 50 2 80 12,5 63246 | 63246
6154 13704 1933
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Nous avons constaté d'une maniere générale, que l'algorithme ESLP est arrivé plus
rapidement a l'itération ayant conduit a une solution optimale que I'algorithme BM, du moins 9 fois
sur 14. De plus, 'algorithme BM n'a pas été en mesure de résoudre 'Exemple7, méme avec le
critére d'arrét Cpu > 20000 .

Tableau 5. 9: Tests comparatifs — Algorithmes Bard et Moore, ESLP et CBB

Problémes | Neud | Neuda | Neudd Cpu F Fo, F

Exemple1 | 25601 6 51173 | 2615 | 57468 | 57468| 576.63
66219 232411 | 10001

Exemple2 100 3 177 177 | 656.55| 656.55| 656.55
130977 261936 | 10001

Exemple3 172 | 4 320 14| 59993 59993 | 599.93
83365 166725 | 7601

Exempled | 4494 | 4 8964 393 | 53223 | 53131 53223
96329 192639 | 10001

ExempleS| 1580 | 4 3136 136 | 47917 | 47917 | 47917
77128 154234 | 10001

Exemple6 137 3 251 251 | 49269 | 49269 | 486.27
84142 168264 | 10001

Exemple7 1 1 1 0| 61395| 63246 | 63246
52258 11 10001

C) Les problémes de PLDN (sous forme de minimiser) ont été construits selon la
méthode proposée par Calamai et Vicente [1994]; la valeur des coefficients du paramétre p du

second membre des contraintes de second niveau a pour composantes p; = modulo(i,5) + 4,
i= 12% Pour ce type de probléme, la solution optimale est connue d'avance. Le tableau

5.10 présente les résultats obtenus par l'algorithme ESLP. F*, désigne la valeur optimale

théorique de la fonction économique du premier niveau. Ces problémes se sont averés les plus
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difficiles a résoudre en terme de temps de calcul et du nombre de programmes linéaires résolus

pour chaque sous-probleme.,

Tableau 5. 10: Algorithme ESLP - Problémes Calamai et Vicente [1994]

nin| m|Ro| Neud|Neuda| Neudd | Cpu| F® | F%

20 10| 40|10 46| 4 85 45! 28 28
48 87 4.7

30|{15| 60| 15 632 5 1461 83| 42 42
635 1464 84

40|20 80| 20| 11192| 6 26749 | 1236 | 56 56
11197 26754 | 1237

50|24 | 98| 24159443 | 5 [390754 | 19024 | 69 69
160345 401360 | 20001

60|29 (118 | 29 | 195567 | 6 | 473466 26857 | 84 83
220543 535772 | 30001

701231116 | 23| 65917 | 6 164674 | 8205( 65 65
65923 164680 | 8206

7035|140 35| 11485| 5 27187 | 3193 | 101 98
36455 87060 | 10001

8027|134 | 27| 28617| 6 69845 | 8240 76 75
72330 176141 | 20001

8039|158 | 39|187668 | 7 |386724|25612| 114 | 111
186068 455341 | 30001

Pour n>50, le tableau 5.10 comporte les résultats obtenus par I'algorithme ESLP en
utilisant les critéres d'arrét Cpu >10000, Cpu > 20000 ou Cpu = 30000 . Il faudrait noter que la

valeur de la solution trouvée par I'algorithme ESLP avec le critere d'arrét Cpu > 30000 a été
amélioree, comparée a la solution trouvée avec le critére d'arrét Cpu =10000 ou Cpu = 20000 .
Par exemple, le critére d'armét Cpu>10000 conduit pour n=502aF%, =70 au terme de
Cpu =1906. Par contre avec le critére d'arrét Cpu >20000, on trouve F, =Fis, =69 au

terme de Cpu =19024.
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Le fait de ne pas disposer d'un critére d'arrét efficace pour les algorithmes BM ou ESLP
fait en sorte que ces algorithmes peuvent étre arrétés prématurément avant que la solution
optimale globale n’ait été trouvée. De plus, a la lumiere des expérimentions numériques que nous
avons réalisées, on effectue pour certains problémes un nombre considérable d'itérations, alors
que la solution optimale a déja été trouvée.

En parcourant toutes les arborescences de monotonie, il n’est pas exclu que 'algorithme
ESLP arrive a déterminer un optimum global de chaque probléme résolu. Seulement, il faudrait
arriver a un compromis entre le temps d'exécution et la meilleure solution trouvée. Avec le critére

d'arrét Cpu >10000, la capacité de l'algorithme ESLP a calculer rapidement plusieurs solutions

admissibles ou a trouver au moins 96% de la valeur d’un optimum global pour tous les problemes
que nous avons résolus démontre que cet algorithme est non seulement digne d'intérét, mais
aussi perfectible, notamment pour ce qui est de la procédure de parcours des arborescences de

monotonie. La fiabilité de l'algorithme ESLP dépend en effet de la finesse avec laquelle la suite

des graphes de monotonie G|, est construite, puis explorée. De plus, nous avons constaté que

lorsque max(n,m) <100, I'algorithme ESLP a permis de calculer un optimum global sur la quasi
totalité des problémes résolus.

On constate enfin que l'algorithme ESLP présente quelques similitudes avec I'algorithme
HJS de Hansen et al. [1992]: dans l'algorithme ESLP, I'élimination de certaines variables de
second niveau se fait implicitement grace aux cheminements dans les arborescences de
monotonie. Notons que la vitesse d'exécution de I'algorithme HJS pourrait étre ameliorée si la
résolution des différents programmes linéaires relaxés prend en compte la meilleure solution
admissible connue en la considérant comme solution de départ de ces programmes. De plus, a
chaque étape, la taille des programmes linéaires résolus par I'algorithme ESLP est inférieure a la

taille de ceux résolus par 'algorithme BM.

En définitive, I'algorithme ESLP dans le développement actuel constitue un compromis
qui permet de trouver une bonne estimation de la solution optimale d'un probléme de PLDN a

moindre colit.
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CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons étudié le probléme de programmation mathématique avec
contraintes d'équilibres (MPEC) d'une maniére générale, et le probléme de programmation
mathématique a deux niveaux (PDN) en particulier, des points de vue théorique et algorithmique.
Apres avoir fait une revue de littérature portant sur ces deux classes de problémes, nous avons
établi des propriétes relatives a I'ensemble des solutions du probléme de PDN, qui peuvent
contribuer a rendre aisées les analyses théoriques consacrées aux algorithmes qui calculent ces
solutions. Ces propriétés ont été établies a partir des caractéristiques des solutions du probléme
de MPEC ou du probléme défini par une inégalité variationnelle. Nous avons utilisé la
décomposition en branches de la formulation KKT du probléme de programmation linéaire a deux
niveaux (PDNkkr) pour établir une condition suffisante d'optimalité de ce probléme. Sous des
hypothéses appropriées, nous avons montré que le probléme (PDNkxr) peut étre transformé en
une suite de programmes mathématiques localement réguliers, et nous avons établi des
conditions d’'optimalité de la catégorie de problemes qui en résulte.

Nous avons par la suite développé une classe d'algorithmes bases sur une méthode de
programmation linéaire séquentielle. La convergence linéaire de cette classe d'algorithme a été
établie dans le cas particulier de la programmation mathématique classique. Le premier de ces
algorithmes, qui s'applique a la résolution du probleme de MPEC fait appel a une méthode
d'approximation des contraintes d'équilibre par une fonction de mérite. Une méthode originale a
été développée pour actualiser, a partir des seules données du probleme a résoudre, le
parameétre qui caractérise la fonction de mérite utilisée.

Pour développer le second algorithme, a savoir l'algorithme de programmation linéaire
sequentielle par énumération (ESLP), nous avons fait appel a la formulation KKT d'un probléme
de PDN a contraintes linéaires (PLDN), et a une exploitation judicieuse des contraintes d'équilibre
a l'aide des principes de monotonie. Nous avons introduit pour la premiére fois les concepts

d’'arborescences ou de cheminements de monotonie qui nous ont permis de résoudre les
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problémes de PLDN, en déterminant a chaque itération une face du domaine induit contenant une

solution admissible.

Cependant, certaines questions restent ouvertes. Au niveau théorique, il faudrait
rechercher des conditions qui conférent a l'algorithme ESLP la propriété de convergence globale
a la lumiére de ses performances prometteuses actuelles; pour cela, il faudrait déterminer un
ordre de priorité optimal sur le choix des variables a examiner lors du parcours des différents
cheminements de monotonie.

Au niveau algorithmique, si l'objectif théorique ci-dessus énoncé est atteint, on devrait
pouvoir mettre en ceuvre une procédure efficace d'exploration des contraintes de monotonie par
un algorithme de type ESLP qui serait alors giobalement convergent. Une généralisation aux cas
non linéaires des algorithmes de programmation linéaire séquentielle développés dans cette
these représenterait également une perspective intéressante. On pourrait alors envisager dans un
premier temps la conception d'un algorithme de programmation quadratique séquentielle par
énumération qui utilise les principes de monotonie pour resoudre la formulation KKT d'un
probleme de PDN quadratique quasi convexe, puis dans un cas plus général ou les contraintes
du probléme de PDN sont convexes, en faisant appel aux méthodes d'approximation tangentielles
des contraintes. |l faudrait dans ce cas inclure une méthode d'analyse de la monotonie similaire a
celle que nous avons développée dans cette thése. Une autre perspective intéressante
consisterait a proposer une méthode de résolution d'un probléme de MPEC par un algorithme de
programmation linéaire séquentielle par énumération, en exploitant efficacement la nature
disjonctive des contraintes de ce probléme.

Enfin, la prise en compte dans le traitement des données de I'analyse statistique des
erreurs d’arrondi ou de troncature permettrait de développer des algorithmes de résolution des
problemes de PDN fiables et numériquement stables. En effet, sous une interface comme
MATLAB par exemple, le type numérique ne permet que de manipuler des entiers avec 15
chiffres significatifs (au plus). Les résultats de certaines opérations impliquant a la fois des
nombres trés grands ou tres petits peuvent étre entachées d'erreurs susceptibles de conduire a

des conclusions erronées.
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