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RESUME

Dans ce travail, nous avons étudié le contréle conjoint puissance/débit dans les
réseaux cellulaires multimédias de troisiéme génération. Bien que le contexte pra-
tique soit hautement aléatoire, nous avons fait le choix dans ce mémoire d’une mod-
élisation déterministe des phénomeénes. Ainsi I'algorithme de commande découvre
et s’ajuste & de nouvelles situations, au fur et & mesure qu’elles se développent,
sans anticipation aucune, comme ce serait le cas pour une formulation proprement
stochastique.

Le passage d’une contrainte sur les puissances vers une contraintes sur les débits,
permet d’intégrer ’analyse sur les deux variables importantes & contrdler afin de
réaliser une synthése optimale du controéle. Pour ce faire, la théorie de la commande
~optimale, nous a permis au départ de formuler rigoureusement le probleme de
gestion optimale des ressources de transmission. Dans sa formulation originale, le
probléme comporte des contraintes non linéaires le rendant difficile 4 résoudre. Des
raisonnements basés sur la physique des processus en jeu, nous permettent alors de
linéariser sans perte d’optimalité la contrainte non linéaire, et éventuellement de
Pintégrer au sein méme de la dynamique. Les limitations sur les débits de données
maximaux et la non négativité de ces derniers, sont maintenues par un mécanisme
de pénalisation approprié, qui nous permet d’obtenir la synthése dans le cadre de
ia théorie des régulateurs linéaires quadratiques optimaux.

Enfin, pour un nombre d’'usagers N grand, 'introduction de la notion de systéme
agrégé pour le calcul des gains du retour d’état de la commande optimale & partir
d’un systéme a seulement trois usagers, s’avére un outil puissant pour optimiser les
calculs lorsqu’il faut réaliser le contrdle en temps réel.

Des simulations pour le temps réel illustrent le grand degré de flexibilité des algo-

rithmes développés, et le caractére intéressant des performances obtenues.
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ABSTRACT

In this work, we have studied the problem of joint power/data-rate control in
third generation cellular systems. Although the practical problem context is highly
random, we have chosen to work here within a deterministic modelling framework.
In this context, the control algorithm adapts to new situations as they unfold,
but without any anticipation as could a controller derived from stochastic control
theory.

The transition from electric power based constraints to data-rate based constraints,
allows analyzing these two important variables that are then jointly controlled
within the same framework. The theory of optimal control, is used to formu-
late the problem of optimal transmission ressources rigourously. In the original
formulation, the problem includes non linear states constraints, which make it par-
ticularly difficult. Based on physical considerations, we succeed in linearizing the
constraints, without loss of optimality, and subsequently, the linearized constraints
are integrated into the dynamics. Constraints on maximum data transmission-rates
and the nonnegativity of these variables, are enforced via a suitable penalty mecha-
nism that allows control synthesis in the context of unconstrained linear quadratic

regulator theory.

Finally, for a large number NV of users, an aggregation theory is developed. It allows
the computation of the feedback gains for the N user system via an auxiliary three
user system. This is particularly useful for online calculations.

Real time context simulations illustrate the flexibility of our algorithms, and give

an idea of the interesting performances achieved.
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INTRODUCTION

0.1 DMotivations

Le besoin de communiquer est une notion trés ancienne dans l'histoire des hu-
mains. De plus en plus, on assiste & une demande croissante pour acquérir des
derniéres possibilités de communication d’information, comme la radio, la télévi-
sion, l'internet et le téléphone. Ce dernier constitue le moyen le plus utilisé de
nos jours, car il permet & deux usagers (parfois plus) de recevoir et d’envoyer de
Pinformation presque instantanément a un colt de plus en plus modique. Partant
de ce constat, les opérateurs de téléphones cellulaires, ont compris qu’il était indis-
pensable d’augmenter la capacité d’accueil des correspondants, tout en améliorant

les performances.

La troisieme génération est justement 1a pour offrir des besoins de plus en plus
croissants, comme une capacité beaucoup plus grande que celle proposées par les
réseaux de premiére et de deuxiéme génération, et un taux de transfert de données
pouvant atteindre jusqu’a 2Mbps. Toutes ces améliorations ont un prix: il n’est
pas facile d’augmenter la capacité d’accueil d’une cellule, & un taux de transfert
aussi élevé, sans pour autant détériorer les performances des transmissions. Pour
ce faire, des propositions de techniques de gestion des ressources ont sensiblement
augmenté dans la littérature des téléphones sans-fil, en vue de garantir une satis-

faction croissante dans ces nouvelles conditions.

Le CDMA (Code Division Multiple Access) est la norme qui a été retenue pour
la troisiéme génération, car cette technologie promet une capacité beaucoup plus
grande que les autres. Cependant, comme on le sait , le probléme fondamental

du CDMA se situe au niveau des interférences, car les usagers partagent la méme
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bande passante. Ainsi, il est important de prendre en compte cette imperfection
dans la synthése des algorithmes de gestion des ressources. Un moyen de quantifier
cette grandeur est justement le rapport signal/(bruit + interférences).

Le trafic de nouvelle génération, comporte une part importante de données. Le
trafic de données, contrairement au trafic de voix, n’est pas un trafic temps réel, et
il est donc possible de retarder sa transmission si ceci améliore les performances du
systéme au niveau efficacité de transmission. Ainsi donc, dans le contexte CDMA,
pour un trafic de données, les concepteurs ont introduit la notion de Scheduling, qui
a pour but d’opérer un seul usager & la fois, a de courts instants (Bedekar, 1999), ce
qui diminue sensiblement les interférences qu’il observe; mais de plus, en opérant

4 puissance maximale pour chaque usager,on optimise le temps de transmission.

Plus récemment, les algorithmes synthétisés ont pris en compte de fagon quasi sys-
tématique la qualité du canal, qui semblait étre la préoccupation de beaucoup de
chercheurs. Ce qui a donné naissance & des algorithmes dit purement opportunistes
(Liu, 2003), qui donnent la priorité aux usagers possédant le meilleur canal. Il
s’avére toutefois, que ces algorithmes ont la caractéristique de traiter les usagers de
facon systématiquement injuste, ce qui pourrait en décourager certains. On notera
enfin qu’il y’a eu des algorithmes qui cherchent & tenir compte des deux aspects,
équité et efficacité, mais la majorité des méthodes existantes ont un caractére sta-
tique (pas de mémoire dans le systéme), ce qui pourrait étre identifié comme leur

faiblesse principale.

On pourra comprendre & travers de ce qui vient d’étre dit, qu’il est impératif
d’optimiser la gestion des ressources, si on veut & la fois, augmenter le nombre
d’usagers, augmenter le débit de traunsfert de données, en s'assurant que les inter-
férences ne détériorent pas la qualité des appels (surtout vocaux). Pour un trafic

de données, dans un contexte CDMA, le scheduling (transmission & un usager a la



fois en courts instants) & puissance maximale, semble &tre un élément important
de la solution. Cependant, la politique d’attribution des ressources aux usagers,
se doit d’étre un compromis judicieux entre équité et efficacité, et ceci, dans un

contexte dynamique (Cao, 2001).

C’est précisément ce que notre travail tente d’apporter & ce champ de recherche ou

Pactivité est intense.

0.2 Organisation du travail

Le chapitre 1, comporte des notions de base de télécommunications mobiles qui
permettent de développer les problématiques des communications sans-fil surtout
pour le lien descendant (de la station de base vers l'usager). Un bref historique
de la discipline est inclus, pour montrer ’évolution vécue jusqu’a ce jour. Enfin,
aprés avoir mis en exergue 'importance de gérer les ressources de facon optimale,

une revue de la littérature est fournie, afin de situer I’état de 'art en la matiére.

Le chapitre 2, est un chapitre consacré exclusivement & la commande optimale, car
la formulation et la solution qui découleront de cette étude, trouvent principale-
ment leur source dans la commande optimale & critére quadratique & horizon fini.
Toutefois, nous exposerons les notions de base de cette discipline en partant du
calcul variationnel, au principe du maximum, qui servira d’outil 4 la solution des
problémes de commande optimale linéaire quadratique. On verra par la suite, les
différents critéres quadratiques connus. Des solutions détaillées 4 ces problemes
se trouvent dans ce chapitre mais aussi en annexe, comme pour le cas de la com-
mande optimale & horizon infini qu’on trouvera en Annexe II, ol nous avons tenté
de donner une fagon originale de trouver la solution, ou encore les propriétés de la
matrice hamiltonienne, qui intervient dans la recherche de la solution du probléme

quadratique de facon cruciale, et qu’on trouvera en Annexe I. Enfin, une note sur



la commande optimale avec contraintes sur états, un probléme en général difficile,

est fournie.

Le chapitre 3, concerne ’¢tude de la gestion des ressources pour le lien descen-
dant, dans le cas de deux usagers. Nous commencerons par voir I'importance
d’opérer par scheduling (un usager & la fois), et & puissance maximale, pour ré-
duire les interférences et les temps de transferts. Nous développerons alors, un
modéle déterministe et dynamique des transmissions entre la station de base et les
deux usagers. Nous formulerons également, le probléme de transmission en lien
descendant, comme un probléme de commande optimale, et discuterons du choix
du critére quadratique & horizon fini pour formuler ce probléme. Par la suite, nous
verrons, comment & partir d'un probléme de commande optimale avec contraintes
non linéaires sur les états, il est possible de linéariser, sans perte d’optimalité ces
contraintes, pour ensuite les intégrer & la description dynamique du systéme. En-
fin les contraintes seront prises en compte par un mécanisme de pénalisation. La
commande optimale qui sera implantée sur le systéme réel, est synthétisée par une

technique de scheduling.

Le chapitre 4, est une généralisation du chapitre 3, mettant en jeu cette fois-ci NV
usagers (IV > 2). On y trouvera des notions nouvelles, comme celle de I'usager fictif
introduite en vue de satisfaire les contraintes sans pénaliser un usager en particulier.
Enfin, en vue de rendre possible des calculs d’optimisation en temps réel, pour de
grands systémes, une notion d’agrégation exacte est introduite. Elle permet de
ramener le calcul des gains de retour d’état pour le probléme de commande op-
timale & IV usagers & celui d’un calcul de commande optimale & 3 usagers seulement.
Au chapitre 5, nous verrons comment tous les algorithmes que nous avons syn-

thétisés lors des chapitres précédents, peuvent &tre implantés dans une situation
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réelle, o nous avons des arrivées intempestives d’usagers et des variations éventuelles
de paramétres comme celles des atténuations de liens g; et des niveaux de stocks

de données & transmetire.

Enfin, une conclusion vient faire la synthése des travaux qui ont été accomplis dans
cette étude, pour montrer la pertinence des résultats et des travaux de recherches

futurs proposés.

0.3 Contributions du mémoire

- Modélisation déterministe et dynamique des transmissions en lien descendant
pour un nombre d’usagers quelconque, et formulation du probléme de gestion
des ressources de puissance de station de base comme un probléme de com-
mande optimale avec critére quadratique, dynamique linéaire, et contraintes

non linéaires.

Réalisation d’un contréle de puissance pour le lien descendant par scheduling.

Résolution d’'un probléme de commande optimale avec contraintes non linéaires

sur les états par une approche de pénalisation.

Introduction de notions nouvelles: un usager fictif dont le rdole principal est de
servir a maintenir les contraintes de puissance; une technique d’agrégation

d’état limitant la complexité des calculs pour implantation en temps réel.

Implantation logicielle de controleur linéaires quadratiques & horizon fini, pour
le calcul des gains du retour d’états variants dans le temps, sur un systéme

dynamique & dimension variable.

Implantation logicielle d'un contréleur par scheduling (fonction pulsée & largeur

modulée) sur un systéme & dimension variable.
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- Synthése d’un algorithime temps-réel, qui permet de transmettre les données a des
usagers, indépendamment de leur nombre, de leur position, ou de la quantité
de stocks admissibles, et qui prend en charge aussi les arrivées et les départs

éventuels des usagers.
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CHAPITRE 1

NOTIONS DE TELECOMMUNICATIONS MOBILES

Dans ce chapitre nous allons exposer quelques notions de télécommunications mo-

biles afin de situer le contexte pratique de notre recherche.

1.1 Problématique des télécommunications mobiles

La radiocommunication constitue une technique permettant de communiquer avec
des abonnés fixes ou en mouvement; cependant la mobilité des usagers peut poser
des problémes difficiles. Dans ce qui suit, nous allons résumer un certain nombre

d’entre eux.

1.1.1 Propagation des ondes sur la surface terrestre

La propagation des ondes électromagnétiques sur la surface terrestre se fait par
réflexion sur les couches de la surface terrestre vers la basse atmosphére appelée
troposphére pour revenir sur terre. Cependant, il existe d’autres modes de propa-
gation pour les satellites, qui, par exemple, traversent complétement I’atmosphére.
Il faut noter que la propagation peut se faire de plusieurs maniéres; une caractéris-
tique fondamentale de cette propagation, c’est qu’elle se fait rarement par le biais
d’un chemin direct. Le plus souvent, le signal subit des phénoménes de réfraction
et autres sur son chemin. Le mobile (ou la station de base) recevra donc des copies
multiples du signal suite aux différents chemins empruntés. Ce phénoméne est

connu sous le nom de Multipath en anglais. Ainsi se dégage un certain nombre de
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problémes; on en citera les plus importants.

1.1.1.1 Atténuation de parcours

L’atténuation se manifeste dans plusieurs contextes. On en dénombre trois princi-

paux: la propagation en espace libre, la réflexion, et la diffraction.

e Atténuation de parcours dans l’espace libre: une source envoie une puissance
donnée P, de maniére isotrope, vers une antenne équivalente de surface A,,
le long d’une distance d. La puissance regue se voit atténuée & la valeur:

b _ P

" 4nd?

On peut constater donc que la puissance regue est inversement proportionnelle

au carré de la distance.

e Effet de réflexion: il se manifeste quand l'onde transmise se heurte & un sol
plat. Ce dernier fait non seulement réfléchir ’'onde, mais I’atténue davantage

en faisant intervenir un coefficient de réflexion du sol.

e Effet de diffraction: ce phénoméne se produit lorsqu’il y a obstacle entre la
station de base et le mobile. Ainsi, ce dernier recevra non pas le signal réel

mais plutdt un signal diffracté, ralenti et atténué par le médium traversé

(Conan, 2002).

1.1.1.2 Ombrage ou Shadowing

Il arrive souvent dans les zone urbaines que les mobiles soient entourés d'immeubles

t de constructions. Ainsi, I'usager, selon sa position, pourrait &tre plus ou moins



géné pour recevoir ou transmettre son signal, et 'atténuation de puissance qui vient

avec se trouve suivre une distribution gaussienne en décibels (Conan, 2002)

1.1.1.3 Evanouissement ou Fading

La propagation des ondes électromagnétiques se fait au ras du sol, et ainsi, des
chemins multiples du signal peuvent étre empruntés entre la station de base et
'usager (multipath). Ces versions multiples du signal peuvent interférer entre elles
pour provoquer des évanouissements (Fading). Celui-ci est de nature dynamique.
Ce phénoméne dit évanouissement de Rayleigh, peut étre trés rapide (dizaine de
millisecondes), contrairement aux autres phénoménes plus lents (centaines de mil-

lisecondes).

1.1.2 Mobilité des usagers

La position des mobiles n’est pas connue & l'avance; d’ou existence de proto-
coles pour la localisation et I’établissement des liens radios, Cette problématique
n’existait pas pour pour les téléphones fixes. Aussi le passage d’une cellule & une
autre cellule nécessite une gestion assez importante pour maintenir I'usager en lien.
Le Handoff est le processus de gestion de ce passage 1a. Il y a principalement deux

types de handoff:

1.1.2.1 Hard Handover

Hard Handover signifie que le lien que 'usager a avec sa station de base initiale, doit
étre interrompu avant de rentrer dans une nouvelle cellule, suite & ses déplacements.

Ce type de Handoff peut-étre soit perceptible par 'usager ou pas.



1.1.2.2 Soft Handover

Soft Handover signifie que lors du passage d’un mobile dans une zone commune
a deux cellules, il se crée un lien nouveau entre 'usager et la nouvelle station de
base potentielle, lien qui se superpose au lien existant. Le lien existant sera lui-
méme éliminé lorsque sa qualité tombe en deca d'un certain seuil. La transition

n’engendre donc pas de perte totale de lien.

1.1.3 Limitations de la largeur de bande

Les gammes supérieures des VHF (Very high frequency) et surtout UHF (Ultra high
frequency) constituent le meilleur choix dans les applications de communications
avec les mobiles. Elles permettent de fonctionner avec des puissances d’émission
relativement réduites, méme si les antennes compatibles avec les portables doivent
étre de dimension réduite.

Comme on le sait, la propagation se fait, en général, par le biais d’ondes aériennes
et donc les phénoménes de réflexion et de diffraction interviennent. Ceci limite
la portée du signal & des distances qui peuvent aller jusqu’a quelques dizaines de
kilométres, bien que les réfractions atmosphériques puissent amener & des distances

supérieurs par rebonds (Conan, 2002).

1.2 Historique des systémes

[’idée fondamentale de pouvoir transporter de l'énergie dans Uair (sans-fil) fut
énoncée et démontrée par le physicien anglais J.C. Maxwell par le biais de ses
célébres équations vers 1850. Il a fallut attendre 'arrivée de l'ingénieur italien

Guillermo Marconi pour voir naitre les premiéres applications commerciales dans le



domaine des télécommunications. Au début, ce fut en quelques centaines de métres
que la transmission se faisait, pour la faire ensuite & travers I’Atlantique entre
Cornwall et Capp Cod {Massachusetts) en 1901. Dans la décennie qui suivit, les
télécommunications sans-fil furent 'un des domaine les plus essentiels, en passant
par des inventions comme la radio, la télévision pour ensuite arriver plusieurs années

plus-tard au téléphone sans-fil, dont on va voir I’évolution dans différents systémes

(Conan, 2002).

1.2.1 Systémes primitifs

A la fin des années 1940, les premiers systémes radio-mobiles commerciaux sont
apparus constitués d’une station Radio fixe qu’on appellera désormais Station de
Base(SB) qui était en lien radio avec les usagers mobiles qu’on appellera par abus
de langage mobiles. La communication d’un mobile vers la station de base est ap-
pelée lien montant ou uplink en anglais, et celle de la station de base vers 'usager
lien descendant ou downlink, par analogie & leurs hauteurs respectives. Cette trans-
mission se faisait de maniére analogique pour la voix et un accés FDMA (Frequency
Division Multiple Access) dont on verra plus loin la définition. La station de base
était reliée directement au réseau téléphonique commuté classique (fixe).

Ces systémes possédaient de nombreux désavantages:

e mobilité restreinte, car la puissance d’émission des mobiles était limitée, et

la batterie encombrante;

e lorsqu’'un mobile en cours d’appel changeant de zone de couverture d’une
station de base pour une autre qu’on appelle Hand-off 'appel doit-étre réini-

tialisé;

e faible capacité, car le nombre de canaux attribués au systéme était faible



e seule la voix était transmise;

e mauvaise qualité du signal de voix transmis du fait des évanouissements.

1.2.2 Systéme de premiére génération 1G

A la fin des années 1970, l'introduction massive de la micro électronique et des
microprocesseurs, ainsi que le concept cellulaire caractérisé par la réutilisation des
fréquences, donnait naissance aux systémes de premiére génération et rendait la
technologie de communication avec les mobiles accessible & tout le monde.

Suite aux demandes de Bell, le FCC (Federal Communication Commission) alloue
une largeur de bande de 40 MHz entre 800 et 900 MHz. Le premier systéme de
1G, AMPS (Advanced Mobile Phone System) est un systéme cellulaire possédant
666 canaux de 30 kHz: les cellules éloignées 'une de l'autre peuvent réutiliser les
mémes fréquences.

On peut donc définir le systéme cellulaire 1G comme étant un systéme radio-mobile
dont la bande de fréquence d’opération est divisée en canaux fréquentiels discrets,
ces derniers étant assignés en différents groupes aux cellules géographiques couvrant
la zone de service, pourvu que deux cellules employant les mémes groupes soient
suffisamment éloignées 'une de Pautre.

Les cellules utilisant les mémes groupes de fréquences généreront des interférences
qu'on appelle (co-channel interference). L'indice de qualité de la transmission est
mesuré par le rapport signal sur interférence % et non plus le rapport signal sur
bruit %.

Les principales caractéristiques des systémes 1G sont:

e Accés par répartition fréquentielle (Frequency Division Multiple Access): chaque

canal est identifié¢ par une porteuse distincte.



e La transmission de la voix est analogique (par modulation de fréquence sur

la, porteuse).

e Des canaux de service sont rajoutés: par exemple le paging channel qui per-
met de savoir si le mobile est capable de recevoir un appel, et [’access channel
qui permet au mobile de répondre & un message de paging. Ils permettent

en plus la gestion des Handoff.

e Le systéme est relié¢ au réseau téléphonique fixe (Public Switched Telephone
Network) par le biais d’un commutateur spécialisé (Mobile Telephone Switch-
ing Office) qui permet aux mobiles de communiquer avec les abonnés du
réseau fixe, ou de transiter par ce dernier pour rejoindre un mobile dans une

cellule lointaine.

En paralléle au succés du systéme AMPS, plusieurs pays ont développé leurs propres
systémes sur le méme modéle, mais malheureusement bien souvent incompatibles

entre eux:

e Japon (Mobile Communication Systems (MCS)): 600 canaux & 25 kHz.

e Pays Nordiques: (Nordic Mobile Telephone (NMT)): 450 MHz, 200 canaux
de 25 kHz (Hollande, Luxembourg, Belgique, Autriche).

e Angleterre (Total Access Communication System (TACS)): 1000 canaux de
25 kHz.

1.2.3 Systémes de deuxiéme génération 2G

Durant les années 1980, les demandes croissantes en termes de capacité, couverture
et qualité de transmission ont abouti au développement des systéme 2G. Les per-

fectionnements des technologies numériques, de micro-ondes, circuits intégrés (IC)



et Digital signal processors (DSP) conduisent a utiliser des méthodes numériques
pour la transmission de la voix et & inclure des nouveaux services comme le fax,
la transmission de données et le fameux SMS (Short Message Service). De plus, la
technique numérique a permis l'implantation de nouveaux standards de cryptage

des données et de prévention de fraude, sécurisant les services.

Les systémes 2G de radio-mobile cellulaires englobent le GSM (Global System for
Mobile communication), Digital AMPS (D-AMPS) décrit par les normes IS-54 et
IS-136, et le CDMA (Code Division Multiple Access) décrit par la norme IS-95.
Tous ces systémes incluent des améliorations comme le controle de puissance, une
meilleure gestion des Handoff et de l'itinérance globale entre systémes (roaming),
ainsi qu’'une meilleure efficacité spectrale. Enfin, pour répondre aux besoins des
communications sans-fil en résidence ou au travail, de nouveux systémes ont vu
le jour tels que le PDC (Personal Digital Communication) et le DECT (Digital

Furopean Cordless Telecommunication).

1.2.4 Systémes de troisiéme génération 3G

Les mobiles de 3 iéme génération appelés IMT 2000 sont concus pour offrir des
services & large bande, a des débits de données prés de 2 Mbps, pour une qualité
semblable au téléphone fixe.

Pour ce faire, de nouvelles technologies d’accés a large bande ont vu le jour comme
le WCDMA Wideband direct sequence Code Division Multiple Access, qui est la
technologie la plus répandue pour les systémes 3G (CDMA LOGO).

Le WCDMA est congu pour offrir des services a large bande aussi flexibles que

possible, comme Uinternet sans-fil, avec un débit maximal de l'ordre de 384 kbps
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Figure 1.1 Le systéme mobile 3G (Jiangzhou, 2001)

pour les téléchargements venants du web, et la transmission de vidéo avec un débit

maximal qui peut arriver jusqu’a 2 Mbps.

Le transfert de données (le débit des transferts) est I'une des caractéristiques les
plus importants de cette technologie a large bande. Les limitations physiques et
I'imperfection des canaux radios (contraintes sur la largeur de bande, multipath
fading, bruits et interférences) présentent d’importants défis quant & la capacité de
réaliser des transferts de qualité & hauts débits.

Quelques caractéristiques intéressentes du WCDMA sont comme par exemple:

e Il permet les opérations entre cellules dans un mode synchrone ou asyn-



10

Voix

2G Bas débit de
données

Images, Vidéos |

3G

Internet

Voix

Figure 1.2 Le systéme mobile 3G comparé au 2G (Jiangzhou, 2001)

chrone (débits variables (adaptatifs) pour les transmissions et les applications

avancées).

Aucune nécessité de rajouter des opérations pour ’acquisition de données
d’une cellule a l'autre, comme le GPS qui fonctionne sans déploiement de

moyens additionnels dans tous les environnements.

Débits variables (adaptatifs) de transmission pour les services multimédias,
et pour réaliser des débits trés hauts, des canaux multiples pour le lien de-
scendant (Downlink Multicodes). Ces derniers sont installés pour le transfert,

en paralléle, vers une seule direction.

Des antennes adaptatives aident a atténuer les sources d’interférences pour
maximiser le rapport signal/interférences pour chaque usager. Pour les us-

agers & haut débit (internet et vidéo) bien que leur nombre ne soit pas trés



grand, ils émettent de grandes interférences sur les usagers & faible débit (en
particullers ceux qui utilisent la voix); ainsi sans antennes adaptatives, la

capacité du lien est sensiblement réduite.

1.3 Meéthodes d’accés

Les principales méthodes d’accés multiples utilisées en télécommunications mobiles

sont en nombre de trois:

e Le FDMA (Frequency Division Multiple Access),
e le TDMA (Time Division Multiple Access),

e le CDMA (Code Division Multiple Access).

Toutefois il est possible de trouver des variantes de ces méthodes d’accés comme le
TDMA-CDMA (Hybride) selon les besoins du systéme.

Dans ce contexte, le probléme de gestion de ressources, est défini comme suit:
Etant donnée une puissance bien définie, un espace temps -fréquence bien défini,
comment pourrait-on allouer des ressources suffisantes, voire optimales au plus
grand nombre d’usagers possible dans une station de base donnée, puis dans un

réseau donné (plusieurs stations).

En fait les ressources fréquentielles sont disponibles sur deux bandes distinctes 'une
pour la communication en lien montant (usager — station de base) et 'autre pour
les communications en lien descendant (station de base — usager).

Si on désire faire parler deux usagers & la fois on a le choix:
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e Soit de les faire parler 'un aprés l'autre (& tour de rdle, il s’agit d’une division

temporelle (TDMA));

e Soit de les faire parler en méme temps mais sur des fréquences différentes et
14 le récepteur doit disposer de filtres passe-bande pour pouvoeir distinguer les

usagers, et il ’agit d’une division fréquentielle (FDMA);

e Enfin, si on donne aux deux usagers toute la bande de fréquence en méme
temps, mais qu’on les distingue par voix de codage, on utilise & ce moment
toutes les ressources fréquentielles en méme temps et 13 il s’agit du procédé

CDMA (Code Division Multiple Access).

1.3.1 FDMA

Cette technique consiste a donner aux usagers tout le temps une bande de fréquence
de grandeur bien définie. Ainsi, s’il y a N usagers, on disposera de N bandes
fréquentielles, que ce soit pour le lien montant ou descendant, et entre les bandes
de chaque usager on insére une petite bande de séparation qu’on appelle bande de

garde pour éviter les inter-fréquences (co-channel), comme le montre la figure 1.3.
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Figure 1.3 Le systéme FDMA (Cadoret, 2000)

Cette technique fut la premiére & étre utilisée. Elle a connu un grand succés du

fait de son implantation facile, et procure des avantages non négligeables comme
b fo) te

la réduction des bruits et des interférences du fait de la modulation de fréquence.

Cependant plusieurs désavantages sont présents:

e Elle posseéde une structure statique concernant 'attribution des bandes
fréquentielles repectivement largeur de bande et donc il n’y a pas de gestion
optimale des ressources fréquentielles en fonction de la situation (exemple:

nombre d’usagers dans la station de base, et niveau d’utilisation individuelle
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des canaux);

7

e Du fait que le systéme soit analogique, l'utilisation de filtres trés précis est

s e

nécessaire pour sélectionner les bandes désirées pour chague usager afin

d’éviter les interférences entre eux;

e Le phénoméne d’évanouissement qui se retrouve toujours dans les
communications mobiles est présent de facon dominante, dans des bandes
de fréquences bien précises, qui dépendent des positions des usagers. Par
ailleurs, si des usagers se voient attribués leur bande de fréquences
respectives sur ou autour de cette bande d’évanouissement, la qualité de la
transmission se trouvera trés diminuée par rapport a celle d’autres usagers

se trouvant sur d’autres bandes de fréquences;

e Enfin une dégradation de la qualité des signaux apparait lors de
l'intermodulation des porteuses pour chaque bande de fréquence (chaque

usager).

1.3.2 TDMA

Cette technigque est venue aprés celle du FDMA. Elle est apparue lors de la tran-
sition entre I’analogique et le numérique.

Elle présente une caractéristique contraire & celle de la précédente dans le sens ol
on alloue toute la bande de fréguence aux usagers mais chaque usager utilise la
bande totale dans un laps de temps appelé en anglais Slot & tour de role; on sépare
cha lot t de garde, ici i, afin d’éviter d nent -
haque slot par un temps de garde, ici aussi, afin d’éviter des recouvrements (super

position de plusieurs signaux identiques) provenant des problémes de propagation.
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Figure 1.4 Le systéme TDMA (Cadoret, 2000)

On voit 14 apparaitre une premiére caractéristique de cette technique qui est le
cycle temporel 7' pour N usagers ayant un débit R bits/sec. Le stock de chaque
usager sera placé dans un buffer (mémoire tampon), puis sera transmis pendant
son slot de durée (L), avec un débit supérieur & N.R (afin d’envoyer d’autres bits
de signalisation propres au fonctionnement du systéme d’échange, ainsi que pour
englober les temps de garde). On peut tout de suite observer la compatibilité
de cette technique avec les techniques numériques, et ainsi 'utilisation des filtres
passe-bande n’est plus aussi indispensable, contrairement au FDMA ot les filtres

non seulement étaient indispensables, mais en plus ils devaient étres trés précis pour
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éviter les problémes qu’on avait cités (il est préférable toutefois d’avoir des filtres
dans le TDMA aussi) . Egalement, la contrainte, nombre de porteuses égal au
nombre d’usagers est levée et ainsi le probléme d’évancuissement ne crée plus cette
injustice sur les usagers car ils occupent tous la totalité de la bande de fréquence.
Enfin, la technologie TDMA, procure via la durée des slots une facon dynamique
de faire la communication selon le nombre d’usagers existant.

Des désavantages demeurent cependant, et sont a souligner:

e Les usagers ont des délais de propagation différents et variables dans le temps
d’ol la nécessité de contréler précisément les passages d’un usager vers un
autre afin de préserver 'information.

A ce niveau, on peut constater une certaine correspondance entre le FDMA et
le TDMA: pour le premier, dans les filtres passe-bande qui doivent étres pré-
cis, alors que pour le deuxiéme, le probléme de synchronisation entre usagers

est plus délicat.

e La performance du systéme est dégradée a cause d’une interférence entre des
symboles transmis, occasionnées par des retards introduits par les mémoires

et par la propagation.

On peut constater & travers de ce qu’on vient de voir que le TDMA et le FDMA
ont chacun des avantages et des inconvénients. Le TDMA demeure toutefois bien
plus performant que le FDMA.

L’idée d’incorporer les deux techniques en une seule comblerait les inconvénients
de chacune, a donné naissance & une méthode d’accés qui est le le FTDMA utilisée
dans la norme européenne GSM. La bande totale étant W, est divisée en N sous-
bandes (équivalent & NV usagers FDMA), et & son tour, chaque bande est divisée en

M slots (équivalents & M usagers TDMA) ce qui donne N.M usagers FTDMA.
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Figure 1.5 Le systéme FTDMA (Cadoret, 2000)

Cette technologie concurrence celle d’amérique du nord, qu’on va discuter plus bas,
le CDMA, dans les systémes 2G. Cependant, c’est la technologie CDMA qui semble

avoir été retenue pour les systémes 3G.

1.3.3 CDMA

La caractéristique principale du CDMA provient d’une technique militaire appelée
Vétalement spectral, qui procure une large bande fréquentielle, assure une discré-
tion de linformation, permet un nombre plus grand d’usagers et donc un trafic
plus grand.

Contrairement aux méthodes FDMA et TDMA, pour lesquelles en vue de recon-
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naitre un usager ol il faut se servir des coordonnés temps-fréquence, le CDMA se

sert des propriétés de 'étalement spectral dans cet objectif.

Fréquence

e,

Bande totale de
fréquence

__ Usager N-1

- Usager 2
B~ Usager 1

Temps

Figure 1.6 Le systeme CDMA (Cadoret, 2000)

1.3.3.1 Etalement spectral

Considérons un usager émettant & une puissance S Watts avec un débit R bits/sec,
et soit W la bande spectrale sur laquelle son signal est étalé (on suppose W > R).
Le canal de propagation utilisé introduit un bruit thermique de densité spectrale de
puissance [V, sur toute la bande et une interférence de puissance totale J sur une

bande plus petite W;. Lors de la reconstitution du signal au récepteur, le signal
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subit un resserrement spectral, tel que la largeur soit & nouveau R et la densité
spectrale de Uinterférence N; = %, alors que la densité du bruit reste inchangée
car il est distribué sur toutes les fréquences (pour plus de détails, voir (Cadoret,

2000)). Ainsi si 'on suppose que N; > N, alors:

B, B SR _ SW
N, N,+N; " (w+J)/JW  (v+J).R

La performance du systéme est définie dans le rapport Ej/N; qui est ’énergie par
bit Ej sur la densité spectrale de l'interférence N,.

La quantité S/J est le rapport signal/interférence et le ratio W/R est appelé facteur
d’étalement spectral. Il constitue le gain principal dans le procédé CDMA. On peut
constater que plus W sera grande, et plus le facteur d’étalement spectral sera grand.
Le CDMA de la norme IS-95 emploie une bande de 1,25 MHz.

La particularité importante du CDMA réside dans le fait que le réseau est limité par
les interférences plutét qu’en largeur de bande. Ainsi, il peut prendre un nombre
d’usagers beaucoup plus grand que les techniques FDMA et TDMA mais alors,
ce qu'il faudra surveiller, ce n’est pas le nombre de bandes de fréquence & allouer,
mais plutot le niveau d’interférence additionnel par chaque usager, et ceci en vue

de maintenir une bonne performance du systéme.

1.3.3.2 Handover

Comme on I'a vu en 1.1.2, le handover arrive lorsque 'usager s’appréte & changer
de cellule suite & sa mobilité. Dans le cas classique du hard handover, le lien
(la connexion) avec la cellule dans laquelle il se trouve est rompu pour établir un
nouveau lien avec la nouvelle cellule dont il vient de franchir les frontiéres. Ceci est

appelé en anglais break-before-make handover. Dans le CDMA toutes les cellules
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utilisent la méme bande de fréquences. II est donc possible d’établir ia connexion
avec la nouvelle cellule avant méme de quitter sa cellule originale. Ceci est appelé
make-before-break, ou comme on ’a vu soft handover. Cette possibilité de transition
graduelle, fait en sorte qu’il n’est pas toujours nécessaire de définir pour le CDMA
des zones communes entre cellules aussi importantes que dans les cas TDMA et
FDMA, ce qui permet de réduire la densité des cellules requises pour couvrir un

territoire donné.

1.3.3.3 Multi-chemins

L’un des grands avantages du CDMA est sa capacité & pouvoir traiter des signaux
provenant avec différents retards; Ce phénoméne se retrouve dans la transmission
multi-chemins (multipath). Le FDMA et le TDMA qui sont & bande étroite, ne peu-
vent distinguer entre les signaux provenant de chemins différents, ce qui implique
une détérioration des performances pour ces systemes la. Due & sa large bande, le
CDMA présente le potentiel de combiner entre les différents signaux provenant du

multi-chemins, pour donner un signal fort aux usagers (Zander, 2001).

1.3.3.4 Contrdle de puissance

Le controle de puissance des systémes CDMA tourne autour de la notion d’intérférence.
En effet, vu que les usagers utilisent les mémes fréquences (méme canal), les inter-
férences internes sont les plus déterminantes pour juger de la capacité du systéme.
Il faudra donc atteindre un niveau minimum 7,,;, de rapport d’énergie par bit sur

densité spectrale d’interférences. Ainsi: F, /N, = signal/(interférences + bruits) >

Ymin-

Imaginons alors le scénario suivant:
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Si un usager essaie d’augmenter sa puissance, il va ainsi créer des interférences
supplémentaires aux autres usagers, ce qui pourrait impliquer que ces usagers 14
veuillent augmenter eux aussi leurs puissances pour améliorer la qualité de Uappel;
ceci qui impliquerait une augmentation conséquente et brutale des interférences qui

aurait pour effet néfaste de détériorer la qualité de I’appel pour tout le monde.

Le contrdle de puissance dans le CDMA a pour role principal de controler les
puissances des usagers ou de la station de base, en vue de satisfaire aux critéres de
qualités minimaux tout en minimisant les puissances individuelles requises pour ce

Taire.

On calcul ce rapport de la maniére suivante:
Signal / (interférences dues aux autres usagers + auto-interférences + interférences

provenant des autres cellules adjacentes + bruit de fond )

By _ 9ix i
No Zz]'\il,i;ﬁj 9ikPi0s; + Oi9ihin B + I + 1

(1.1)

N

ol
g;x Vatténuation du lien de 'usager ¢ avec sa station de base By, F; est la puissance
transmise de la station de base By & l'usager 7, F; est la puissance transmise par
la station de base locale vers 'usager ;7 différent, modulée par le facteur de lien de
I'usager ¢ qui est g ainsi qu’un facteur de corrélation orthogonale entre 'usager i et
'usager j qui est 6;; € [0, 1]; ce dernier témoigne de la non-corrélation orthogonale
parfaite qui existe entre les usagers, & cause des effets multi-chemins. h; € [0, 1]

représente le facteur d’atténuation due & Pauto-interférence.

Cependant, le contrdle de puissance de type données différe profondément du con-
trole dans le cas de la voix, et nécessite une étude plus détaillée, que nous en-

treprenons dans ce qui suit.
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1.4 Controdle de puissance dans les réseaux & large bande & haut débit

{(Multimédias)

Le développement continu des télécommunications, combiné 4 la popularité des ap-
plications internet comme le courrier électronique, le transferts de fichiers, ou tout
simplement la navigation, nécessitent une gestion optimale des ressources (Borst,
2003) dans les réseaux sans-fils ainsi que des débits de transferts pour les données
de plus en plus grands.

Les chercheurs se sont penchés sur la question de procurer les meilleurs algorithmes
de gestion de ressources. On en citera les plus récents (Borst, 2003). Le contréle de
la. puissance transmise est la clé pour réussir & atteindre une grande fiabilité pour
les systémes CDMA (Agarwal, 2002).

Le controle de puissance pour le cas du uplink (lien montant) est nécessaire pour
combattre le probléme connu sous le nom de near-far, et provenant des variations
des atténuations associées aux liens des différents usagers a la fois, & cause de leurs
positions différentes vis & vis de la station de base, et leur mobilité. Dans le cas
du lien descendant (station de base vers mobile), les liens peuvent é&tre partielle-
ment orthogonalisés, mais la gestion d’un important traffic de données dans cette
direction rend l'objectif de développement d’algorithmes efficaces de gestion des

ressources plus urgente.

1.4.1 Revue de la littérature sur les algorithmes de scheduling

La communication sans fil pose des problémes qui n’existaient pas dans les commu-
nications standards avec fil, comme le changement et la localisation de position des
usagers, et la variabilité du canal qui sont les principaux problémes. Dans le con-

texte CDMA, le contrdle de puissance devient un objectif essentiel, car il constitue
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le moyen principal de limiter les interférences et donc d’augmenter la capacité du
réseau. Des tentatives d’appliquer les méthodes standards, avec fil, aux réseaux

sans-fil, n’ont pas donné de bonnes performances (Cao, 2001).

Par la suite, on a vu naitre des méthodes qui prenaient en compte cette variabilité
par des modeéles stochastiques markoviens & deux états, la variable valant 1 lorsque
le canal est bon, et 0 lorsqu’il est mauvais (Cao, 2001). Cependant I’état du
canal est loin de ne vivre que sur ces deux états, car il est souvent dans un état
intermédiaire, ce qui est le reproche principal & ce type de méthodes. Il s’est avéré
par la suite qu’il était plus intéressant d’inclure l'optimisation du débit comme

montré dans (Andrews, 2001)

Les algorithmes de scheduling qu’on retrouve maintenant dans la littérature sont
principalement de deux types: des algorithmes qui misent sur I’équité entre les
usagers qu’on appelle en anglais Fair Scheduling (ordonnancement équitable) et
d’autres bien au contraire misant sur les usagers associés aux meilleurs canaux,

qu’on appelle en anglais Opportunistic scheduling (ordonnancement opportuniste).

Les algorithmes d’équité visent donc essentiellement & donner les mémes privilége
aux usagers en général sans tenir compte de leur situation géographique, ni méme
de I'état de leur canal, et ainsi la transmission se fait presque, on peut dire, en
aveugle tout en garantissant une qualité de service (QoS) intéressante pour tout le
monde, sans pour autant atteindre des performances optimales.

Les algorithmes opportunistes au contraire, visent  satisfaire les meilleurs usagers
(considérés les plus avantageux) en premier, en laissant de coté les autres. Un us-
ager est considéré plus avantageux & un instant donné, si & cet instant, il est associé
& un canal de faible atténuation. L’état du canal est variable dans le temps & cause
de la mobilité de 'usager qui peut donner lieu & des phénoménes d’évanouissement

(fading), soit rapides, soit lents. Les algorithmes opportunistes, tendent & favoriser
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les usagers associés au canal de qualité meilleure 4 un instant donné, soit & cause de
leur proximité par rapport 4 la station de base, soit parce que moins d’obstacles les
séparent de cette station. Ils verront leurs paquets envoyés en priorité. Ainsi on
retiendra que des algorithmes de scheduling opportunistes sont 14 pour exploiter
la variabilité des canaux individuels en vue d’atteindre une plus grande efficacité
spectrale. On pourra constater que ces méthodes sont trés performantes au niveau
de T'utilisation spectrale, et peuvent mener a une répartition équitable de la bande
passante parmi les usagers & condition que les canaux (considérés stochastiques)
aient la méme distribution statistique. Sinon, ils auront tendance & favoriser les
usagers les mieux placés, menant par conséquent & un traitement non équitable des

autres.

Il est vrai cependant que dans les transmissions de type données, on a besoin d’avoir
des pics pour le débit de transmission de plus en plus élevés, contrairement aux
transmissions type voix (Akin, 2004), ce qui pourrait par dessus tout justifier ce
choix de politique qui donne en fait de bonnes performances en pratique (Joshi et
al, 2000). Le manque d’équité demeure tout de méme une faiblesse importante.
Ces considérations ont mené au développement de méthodes, qui visent le maintien
d'une certaine équité. Les objectifs sont recherchés & partir de la définition d’une
mesure de performance exigée d’efficacité spectrale et d’équité que nous dénommons
qualité de service (QoS). Des algorithmes différeront par la nature de cet indice de

performance. Nous présenterons dans ce qui suit quelques exemples.

Dans (Andrews, 2001) les auteurs prennent en compte Ia quantité d’information a
transmettre ainsi que 1’état du canal et il est optimal au sens du débit.

Dans (Borst, 2001) les auteurs ont mis en place un algorithme de scheduling qui
maximise le minimum du débit pondéré des usagers, et 12 le meilleur usager est
défini comme celui qui a le plus grand débit.

Dans (Berry, 2000) le scheduling est fait dans un contexte bien précis ou le canal
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de l'usager est compromis par le fading, et 1a P'algorithme suggére de donner des
puissances et débits variables pour chague usager selon le niveau de fading observé.
Cependant, ce genres d’algorithmes peut mener a des attentes trés longues.

Dans (Agarwal, 2002) les auteurs étudient le probléme de scheduling pour le trafic
temps-réel avec temps d’échéance fixé (deadline) et le résultat de leur algorithme
est de moitié aussi bon qu'un algorithme offline (sachant que ce dernier est le
cas idéal); cependant, il est supposé que dans chaque time slot on vide en entier
un usager ce qui est restrictif et aussi pourrait induire des files d’attente un peu
longues, sans oublier qu’il est indispensable de connaitre parfaitement 1’état du
canal en temps, réel, cette derniére hypothése n’étant pas trés pratique.

Dans (Zhang, 2002) les auteurs se penchent sur le développement d’un algorithme
de scheduling & mémoire sur les canaux variables dans le temps qui dicte quand il
faut transmettre et & quelle puissance, en faisant un compromis entre le débit et
Pénergie consommeée. Sachant que I’état du canal n’est pas observable directement,
la prise de décision est basée sur la connaissance partielle ou incompléte de 1’état du
canal & partir de la station de base. A la fin de la transmission ( la fin du time slot),
et selon de I’état du canal durant les time slot précedents, la transmission peut se

voir interrompue pour plusieurs time slots comme le recommande leur algorithme.

Tous les travaux précédents qui tiennent trop spécifiquement compte de 1’état du
canal peuvent donner des résultats mauvais lorsque le canal est mal connu/estimé.
De plus, la mise & jour continuelle nécessaire des valeurs associées aux canaux peut

ralentir significativement les algorithmes lors de la prise de décision (Cao, 2001).

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que le probléme majeur du CDMA était celui de

I'atténuation des interférences provenant des autres usagers dans la méme station
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de base. En effet, le fait que les utilisateurs partagent une méme bande passante,
présente de nombreux avantages, mais rend le contrdle des niveaux d’interférence
crucial. D’oli Vintérét de penser & de nouvelles techniques de gestion des ressources.
Pour un trafic de données pour lequel il n'est pas nécessaire de réagir instantané-
ment (contrairement & la voix), le scheduling semble étre une solution trés in-
téressante, car il fait intervenir un usager & la fois, ce qui permettrait de réduire
considérablement les interférences. Cependant, d’autre problémes de natures par-
fois commerciales ou sociales peuvent apparaitre comme la notion d’équité entre
usagers, car la encore, en opérant par scheduling, certains algorithmes vont at-
tribuer des ressources plus grandes aux usagers ayant un meilleur canal, ce qui
est efficace d’un certain point de vue, mais & la longue, injuste. De plus, en vue
de rendre les algorithmes plus équitables, il est important de garder en mémoire
les avantages récents dont a profité un usager particulier; d’ou la nécessité d’une

modélisation dynamique des transmissions.

Toutes ces considérations portent & croire, qu’il est important, de développer des
algorithmes de partage de la capacité de transmission de la station de base dans
une cellule qui soient & la fois efficaces, équitables et simples & implanter dans un

contexte de téléphonie de troisiéme génération.
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CHAPITRE 2
RAPPELS SUR LA COMMANDE OPTIMALE

Dans ce chapitre, nous allons présenter les éléments essentiels de commande opti-
male. Elle a trouvé naissance dans le calcul variationnel qu’on verra en premier
lieu, qui meéne alors & deux théories de base :le principe du maximum dd & Pontrya-
gin, et le principe d’optimalité di & Bellman, qui méne lui-méme aux équations
de la programmation dynamique. Nous présenterons uniquement le principe du
maximum ici, puisqu’il permet d’intégrer de facon naturelle les contraintes d’état

et de commande.

Dans sa forme la plus simple, notre probléme d’optimisation des débits d’un sys-
téme de télécommunication mobile correspond en effet a de la commande linéaire
quadratique sous contraintes. C’est pour cette raison que nous développons égale-
ment les cas particuliers importants de la commande linéaire quadratique sans

contraintes d’abord, puls avec contraintes.
bl

2.1 Calcul variationnel

Plusieurs lois de la physique trouvent leur solution par la voie de critéres d’optimisation
souvent formulés par le biais d’intégrales. Pour en citer une, le principe optique de
Fermat qui affirme que la lumiére traversant un milieu parcourt un trajet & temps
minimal. Un critére de type intégrale, fOT 1dt est donc minimisé (7, le temps de

parcours).

Egalement, de nombreux résultats en mécanique sont déduits a partir du principe
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de minimisation de I'énergie potentielle; en d’autre termes, 'état d’équilibre d’'un
systéme mécanique correspond au minimum d’une certaine intégrale du travail
induit par les forces actives. Ainsi Pexemple le plus simple est celui la chaine
suspendue de part et d’autre de ses extrémités. La forme de la chaine est telle que
son centre de gravité est le plus bas. Dire que le centre de gravité est le plus bas

possible, revient & dire que ’énergie potentielle de la chaine est minimale.

Tous les problemes de minimisation d’une fonctionnelle définie par une intégrale
de la forme (2.1) contenant des fonctions & déterminer, appartiennent au domaine

du calcul des variations.

Le probléme de calcul de variation est de déterminer une fonction y(z) telle que

I'intégrale

I= /xl F(z,y,y)dz (2.1)
o

entre deux points fixes Py et P; de coordonnées respectives (zg, o) et (z1,y:1) est

minimale. La fonction F' dépendant des variables z, y et ¥’ = dy/dz est supposée

connue.

Imaginons que les deux points F, et P, dans le plan zy soient reliés par la courbe

y = f(z). En substituant y = f(x) et ¥’ = f'(z) dans (2.1) nous obtenons une

intégrale I(f) dont la valeur dépend directement du choix de la courbe y(z).

Posons-nous cette question: Quelle est ['équation de la courbe y(z) joignant P a

Py qui minimiserait 'intégrale (2.1) 7

Pour répondre a cette question fondamentale, il est important de spécifier certaines
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conditions reliées & I'existence d’une telle intégrale et de spécifier dans quelle classe
de fonctions nous allons choisir les fonctions qui entrent en compétition pour at-

teindre le minimum (ou Vinfimum)de 7.

On supposera que F(z,y,y’) est vue comme une fonctionnelle dont les arguments
z, y, ¥y’ sont des fonctions suffisamment lisses au sens ou elles sont supposées,
continuement différentiables d’ordre deux, et nous supposerons avant tout que le
probléme admet une solution, c’est & dire, qu'il existe une fonction y = y(z) qui

minimise l'intégrale (2.1).

Développons dans ce qui suit des conditions nécessaires que doit satisfaire une

fonction y(z) lisse et qui minimise (2.1).

Soit n(z) une fonction quelconque ayant une dérivée seconde continue, et qui

s’annule aux points limites de lintervalle [z, z;].

Alors

n(ze) =0, n(z1) =0 (2.2)

Si o est un infiniment petit, et variable, on défini:
? 3

7(z) = y(z) + en(z) (2.3)

représentent une famille de courbes passant par les points (zg,y0) et (z1,%1),
puisque la courbe minimisante y = y(z) passe par ces points 1a et n(zg) = n(z;) = 0.

Cette situation est décrite 4 la figure 2.1.

Maintenant si on substitue g et §' de (2.3) dans y et ¢’ dans Uintégrale (2.1), nous
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4
¥

glo) = y{z) + an(z)

ylx) = anlx) {x1, ¥1)

y = y(#)

(s Yo)

A 4

Figure 2.1 Le calcul variationnel

obtenons une fonction de «:

@) = [ Floyle) + anfa)./(a) + o (o)l ds (2.4)

zg

Pour o = 0, ’équation (2.3) donne §(z) = y(z), et puisque y = y{z) minimise

5

Vintégrale (2.1), on conclu donc que I(e) doit avoir nécessairement un minimum

pour & = 0. Donc la condition nécessaire pour ceci est:

d-[-] =
@_ﬁ L =0 (2())
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On peut calculer la dérivée de I(a) en différentiant (2.4) sous le signe intégrale

pour obtenir:

21 5
I'a) = j —F(z,Y,Y")dz, (2.6)
2 801 / /

avec
V=y(z)+an(z), Y =y()+an(z). (2.7)
En utilisant la régle de différentiation des fonctions composées,

OF(sY,Y) _OFOY  OF oV’
Oo T Y Ba BY! Ba

= i) + 2o (2)
oy T ey

Ainsi Péquation (2.6) peut étre mise sous la forme
1 [OF oF
o L

Puisque ['(0) = 0 d’aprés la condition nécessaire, nous obtenons, en remplagant

a = 0 dans (2.8)



= [9F oF \
j!/ {a?n(:c) + 57 (ac)} dz = 0. (2.9)

0

Le second terme dans U'intégrale (2.9) peut étre intégré par partie, ce qui donnera:

L oF oF 1 1 d (OF
——,'<:c>dx:[—, (z)} -/ n(m)—(—) s
o dy oy :,, dz \ oy

o 0

=1 d [(OF
—— [ (5) do

parce que les conditions aux limites (2.3) annulent le premier terme. On peut enfin

écrire (2.9) comme:

[0 |5 (& ()] =0 o0

Mais comme 7)(z) est choisie arbitrairement, s’annulant seulement aux points lim-
ites et comme 'intégrale (2.10) doit s’annuler pour n’importe quel choix de n{zx),

il est facile de conclure que:

oOF d [ oF
%3 (5) 0 211)

Cette équation est connue sous le nom de Buler-Lagrange. Elle est due au mathé-
maticien suisse Léonhard Fuler, fondateur du calcul variationnel. Le mathématicien
francais d’origine italienne Lagrange figure également ici pour avoir trouvé le pre-

mier, ces équations en mécanique, en se basant sur le principe du moindre effort
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d’Hamilton.
Si on dérive cette équation, nous obtenons une équation différentielle ordinaire du

second ordre.

OF _OF _&F , OF, | 2.12)
By  Bz0y  oyoy’ 8y Y '

qui permet moyennant conditions initiales et conditions aux frontiéres de déter-

miner les fonctions y(z) candidates a la minimisation de Uintégrale (2.1).

I1 faut souligner cependant que les solutions a 1'équation d’Euler (2.11) peuvent
trés bien ne pas correspondre & des minima, car il faut se rappeler qu’il s’agit
uniquement d’une condition nécessaire pour un extremum. Dans le cas de can-
didates multiples, des considérations physiques vont venir s’ajouter & 1’équation
d’Euler, pour rendre la solution unique. Enfin il est utile de rappeler qu’il existe
des critéres d’optimalité du second ordre qui permettent de trancher quant au car-
actére de minimum, maximum ou point d’'inflexion de la solution. Cependant les

solutions analytiques sont trés rares.
Un calcul similaire pour l'intégrale

zy
I(y) = j[ Fz,y,y,y" . y™)de (2.13)

0

donne l'éguation d’Euler-Lagrange suivante:

d d? d"
—F, — i " ,(n) = U. .
Tl + d:L'EFy + +( 1) F.w 0 (2 14)

F,—
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Des approches similaires sont utilisées pour des problémes variationnel avec des

intégrales de surfaces donnant naissance a des éguations de Poisson.

2.2 Principe du maximum de Pontryagin

Les problémes de commande optimale peuvent étres traités par le calcul variation-
nel. Cette méthode fournit des conditions nécessaires d’optimalité comme on I’a
vu; en particulier, elle nous permet d’obtenir une loi de commande qui peut étre
de deux types: soit une commande dépendant du temps u* = u*(t) , soit une loi de
commande dépendant des états u* = u*(z). La seconde solution, qui présente une

rétroaction (Feedback), est plus intéressante & avoir d'un point de vue pratique.

Le calcul variationnel est en mesure de traiter des problémes de commande optimale
pour des sytémes en général non linéaires, avec contraintes sur les états et sur la

commande (Bryson, 1975).

Le résultat fondamental de la théorie est ce qu'on appelle Principe du mazimum

de Pontryagin.

Le principe du maximum de Pontryagin est un outil trés puissant, qui est utilisé
pour le design des lois de commande optimale pour une vaste classe de systéme
soumis & des classes de contraintes trés diverses. Dans cette section nous allons
voir la version simple de cette méthode. Enfin il est utile de noter qu’en général, la
loi de commande optimale peut &tre une fonction discontinue du temps (analytique

par morceaux), ce qui introduit des considérations mathématiques assez délicates.
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2.2.1 Formulation du probléme de Pontryagin

Considérons le systéeme non linéaire suivant, présenté sous la forme d’une équation

d’état:

avec x € R™ et u € RP, tels que

u(t) e U C RP. (2.16)

ot U est I'ensemble des valeurs admissibles de la commande u(2).

Soit ¢y et T' > 1o donnés, et supposons que pour zg et z fixes:

z(to) = o, z(T) = z4. (2.17)

Définissons la fonction cofit suivante:

T

J(z,u,T) = f[ L(z, u)dt. (2.18)
to

L’objectif est de trouver (si possible) la valeur 7%, la loi de commande u* dans

[to, T] et la trajectoire d’état z* dans [tp, 7] qui satisfont la contrainte équation

différentielle (2.15), ainsi que les contraintes (2.16) et (2.17), tout en minimisant la

fonction cott (2.18).
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Le probléme ci-dessus est un probléme de commande optimale pour un systéme non
linéaire stationnaire & horizon indéterminé avec conditions aux limites sur les états
assignés. Des problémes plus généraux comme pour les systémes non stationnaires,

avec horizon fixe et un état final libre, peuvent facilement étre définis (Sage, 1968).

La fonction cofit (2.18) est dépendante des états z, de la commande u et du temps
final 7. Dans beaucoup d’applications le temps final est fixé & priori. Dans d’autres
cas, le temps final est le résultat de 'optimisation, comme dans le cas de la com-
mande optimale sur le temps de déplacement entre un état initial et un état final.
Dans notre travail, nous allons déterminer un temps optimal, non pas par optimi-
sation, mais par considérations physiques pour gu’ensuite on se retrouve dans le

cas de la commande optimale avec état final fixe.

Le principe du maximum de Pontryagin donne des conditions nécessaires d’optimalité;
il peut servir de moyen de vérifier si une solution est optimale, ou encore montrer

qu’une solution vérifiant les contraintes (2.15), (2.16) et (2.17) n’est pas optimale.

2.2.2 Le Principe du maximum

Théoréme 1 (Pontryagin) Soit (z*,u*, T*) une solution admissible pour le prob-

léme de commande optimale considéré. Soit le Hamiltonien du systéme:

H(z,u, Mo, \) = MoL(z,u) + M f(z,u) (2.19)

Alors (z*(t), u*(t), T*) est une solution optimale seulement s’il existe une constante
A5 > 0 et un champs de vecteur X*(t) € R™, non nuls simultanément pour tout

instant t € [tg, T, tels que, pour tout t € [to, T'], nous avons
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: il
M= — !_?—— : (2.20)
LOT | (e e 7y
H(z" w, 5, A7) < H(z", u", A, A") Yw e U, (2.21)
H(z"u*, X5, ") =0 (2.22)

En plus, des discontinuités sur X* arrivent seulement auz instants T dans lesquels
la commande u* est discontinue.
L’inégalité (2.21) décrit le principe du maximum (minimum).

On définit par extrémale pour le probléme de commande optimale considéré, toute
solution admissible qui satisfait la condition nécessaire décrite dans ce théoréme.
On dit qu'une solution extrémale est normale si Aj > 0. Dans ce cas, sans perte

de généralité, on peut supposer que A\ = 1.

Si le temps final T est fixé, équation (2.22) se trouve remplacée par

H(z™ v, A5, ") =k, (2.23)

C’est & dire que la fonction H(z*, u*, A\§, \*) est constante, mais pas nécessairement

nulle, pour tout ¢ € [tg, 7.

Si le temps final n’est pas fixé et la fonction colt contient un terme dépendant de

Pétat final,
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J{z,u,T)=P(z(T)) + j[T L{z,u)dt (2.24)

to

alors, comme la condition aux limites z(7") = z; n’est plus applicable, nous avons

besoin de spécifier n autres conditions aux limites. Dans ce cas, ce sont

‘-9;]—3—@] ' (2.25)

(z*,u*,T*)
La condition (2.21) est en fait, une condition pour un minimum de la fonction:
H(z,u, Mo, \) = MoL(z,u) + M\ f(z,u). (2.26)

S’il n’y a pas de contraintes sur la commande, cette condition doit étre remplacée

par la condition triviale

PH]T 0. (2.27)

0 | (o ur77)

Exemple 2.2.1 Considérons [’ezemple classique de minimisation du temps de dé-
placement d’une position initiale & une position finale, étant donné une contrainte

de saturation sur la commande.

Ainsi, soit le systéme linéaire

T =z +u, (2.28)

Avec des conditions initiales
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z(0) = =z (2.29)

et un état final

z(T) = 0. (2.30)

Trouver st possible, une commande bornée

u(t)] < 1 (2.31)

qui emmene [’état de x(0) = zo vers z(T) = 0 en temps minimal.

Dans ce cas la fonction codt est simple

ﬂﬂzﬂ%ﬁzT (2.32)

Nous considérons seulement les solutions dites normales (Mg = 1). Donc, le Hamil-

tonien H(.) est

H(z,u,,A) =1+ Xz +u). (2.33)

Les conditions d’optimalité données par le théoréme de Pontryagin sont

Ar =) (2.34)



Nw > Nu* Vw e [-1,1], (2.35)

Hz* v, 1, ) =1+ X (" +u*) =0. (2.36)
Auzquelles il faut rajouter ['équation d’état (2.28).
En intégrant la premiére équation (2.84), nous obtenons
MN(t) = Mt (2.37)
Remarquons que A\; # 0, sinon, il serait impossible de satisfaire la troisieme équa-

tion (2.56).

De la deuxiéeme équation, nous obtenons alors:

u*(t) = —sign(A*(t)) = —sign(;). (2.38)

En intégrant ’équation d’état avec la condition initiale donnée, nous obtenons:

*(t) = zoe’ — (' — 1)sign();), (2.39)

et, en ulilisant la condition sur [’élat final, nous avons:

2 (T) = 0=zee’ — (7" — 1)sign(N). (2.40)



Et ainsi, comme résultat nous avons:

zo = (1 — e )sign(), (2.41)
ce qui donne:
sign(\;) = sign(zo) (2.42)
On conclut donc que:
u*(t) = —sign(zo). (2.43)

Finalement, le temps optimal est

1
11— {fL’ol

T* = log( ) (2.44)

et celui ci est fini seulement st |zo| < 1. Si|zo| > 1 il n'eziste aucune solution

admissible.

Ce résultat peut étre obtenu directement & partir de la formule du temps optimal

(2.44) ot lintérieur du logarithme doit étre nécessairement positif.



2.3 Le probléme de la commande linéaire quadratique (LQR)

Le cas de la commande optimale avec critére quadratique est le cas le plus important
pour nous dans ce travail. En effet, il constituera notre paradigme de base pour la
formulation et la résolution du probléme de transmission en lien descendant dans

une station de base.

2.3.1 La commande LQR

Le probléme LQR est le suivant:

Soit la fonction cofit:

U

J(zg,u) = min {/T (27 Qz + v Ru| dt + " (T) M x(T)} (2.45)

to
Sous les contraintes:

Avec @ = QT >0, R = RT > 0, M matrice constante.

L’objectif, est de déterminer u*(¢), t € [0, 7] tel que J(zo,u) est minimisée pour

toute condition initiale x4, c’est a dire

J (20, u*) < J(z0,u) (2.47)
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Pour tout u.

La solution de ce probléme peut étre obtenue & la fois par programmation dy-

namique (Dorato, 1995), et & partir du principe du maximum.

Nous présenterons 'approche du principe du maximum.

L’Hamiltonien correspondant au probléme LQR posé (2.45-2.46) est:
H=L+Mf=2"#)Qz(t) + uF (t)Ru(t) + N (t)(Az(t) + Bu(t)) (2.48)

La commande optimale est obtenue & partir du théoréme de Pontryagin:

%g::0¢rMﬂ::—%R”fﬁA@) (2.49)
A(ﬂ S |:a_f_{;]r = —ZQx(t) — AT (2-50)
ox (z* u*)

Avec comme condition aux limites (2.25):

}z?Mx@) (2.51)

On peut noter a partir de (2.51), que A(T) est une fonction linéaire par rapport

z(T'); alors il est intuitif de poser A(¢) linéaire par rapport & x(¢), ce qui donnerait:
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Et ainsi, & partir des équations (2.49) et (2.50), il est nécessaire que la matrice

carrée P(t) satisfasse:

—-P = ATP+PA+Q-PBR'BTP

- (2.53)

qui est ’équation différentielle matricielle de Riccati.

En supposant Uexistence d’une solution de (2.53), la commande optimale & retour

d’état serait donnée par:

w(t) = —K()z();

(2.54)
K(t) = R'BTP(t)

On constate qu’il s’agit bien d’un retour d’état linéaire, variant dans le temps.

Dans la solution de notre probléme de commande optimale & multi-usagers chapitre
4, nous verrons que 1’équation de Riccati jouera un réle primordial. De ce fait, nous
allons donner certaines de ces propriétés techniques ainsi que sa résolution (Zhou,

1996), (Dorato, 1995).

2.3.2 Solution de '8quation de Riccati

L’équation de Riccati est non linéaire. Cependant elle posséde un certain nom-
bre de propriétés. Il est en effet possible moyennant un changement de base, de
se retrouver dans un cadre linéaire dans des dimensions deux fois plus grandes

(Dorato, 1995).

Posons une solution de la forme:



PH) =YX )
Soit le systéme linéaire suivant

G r
i

Hy Hyp |

r
|
Hy Hx J

X (¢)
[ Y ()

X()
Y (t)

Déterminons les H;; qui vérifieraient ’équation de Riccati.

En écriture distribuée nous obtenons:

X(t) = HpX(t)+ HupY (1)

D’apres (2.55)

PR =Y@OX ')+ Y X-1(t),

mais comme X X! =] alors XX~' + X X1 =0, d’ou:

X-1= _xX"'xx1!

On remplace (2.59) dans (2.58) pour trouver

dY X1
dt

() =YX XX '+vx

45

(2.56)

(2.57)

(2.59)
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On remplace (2.57) dans (2.60)

XD = VX UHnX 4+ HpV) X 4 [Hn X + HpY] X2 (2.61)
= VX 1H); - VYXTHL,YWX ™ 4 Hy + HpY XL -

Ce qui donne finalement en se rappelant de (2.55)

—P - PH11 - HQQP - H21 + PHQP. (262)

Par identification avec (2.53) nous aurons & poser:

H; = A
Hu = —BR—IBT
(2.63)
HZl = _Q
Hy = —AT,
d’ou finalement le systéme différentiel linéaire:
X A —BR'BT X
.= , (2.64)
Y —@Q —AT Y |
avec comme condition finale (2.53)
X(T) I
= (2.65)
Y(T) M
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3 A —BR'BT ) . _ i
On appelle H = matrice Hamiltonienne. Nous verrons

—Q  —AT

4

quelques unes de ces propriétés.

Si les matrices A, B, et R sont variables dans le temps, il est alors difficile,
voire impossible d’obtenir une solution analytique, mais dans le cas contraire, ot
les matrices sont invariantes dans le temps, il est possible d’obtenir une sclution

analytique par le biais de la matrice de transition.

X(t) — oH(t—to) X(to) (2.66)

Y (t) Y(t) | |
En posant T = tg, (2.66) nous donne:

X (1) _ —H(T-Y) X(T) (2.67)

Y () Y(T) |

qui est la solution temporelle qui dépend de Uinstant final 7" qui est connu, et
non pas de l'instant initial £, dont la condition est inconnue. Voyons comment il
serait possible de calculer cette matrice exponentielle en utilisant les propriétés de

la matrice Hamiltonienne développé au 2.3.2.1.

2.3.2.1 Propriétés de la matrice Hamiltonienne dans I’équation de Ric-

cati

1. Si A€ o(H) alors =\ € o(H) (0(H) représente le spectre de la matrice H)

2. Si (A, B) est commandable et (4, Q%) est observable, alors la matrice Hamil-

tonienne ff n’admet pas de valeurs propres sur axe imaginaire et elle pos-
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séde n valeurs propres dans le demi-plan gauche, et n valeurs propres dans le

demi-plan droit.

3. En vertu de la propriété 2, il existe une transformation non singuliére T =

7
, telle que:
0 T
A —BR'BT T B T As 0
- —AT T 15 0 A

et A, A;, sont les blocs de Jordan respectivement associés aux n valeurs

propres stables, et aux n valeurs propres instables.

Preyve: voir annexe [.

2.3.2.2 Calcul de la matrice exponentielle de la matrice Hamiltonienne

On a donc:

ol A, est une matrice de Jordan n X n qui regroupe toutes les valeurs propres
ayant une partie réelle négative (partie stable), et A; est une matrice de Jordan
n X n qui regroupe le reste des valeurs propres, c’'est & dire, les valeurs propres &
partie réelle positive (partie instable), alors que les matrice 7" a été partitionnée en

correspondance avec les sous-matrices A; et A; de A, soit:
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r =
T T
L Ty Ty
I . VR g
Notons que . est la matrice des vecteurs propres généralisés de H associés
Ty

T, |
aux valeurs propres stables, et est la matrice des vecteurs propres général-
Ty |

isés de H associés aux valeurs propres instables. Donc avec la transformation

7| |, (2.68)
Véquation différentielle matricielle (2.64) devient:

d X} As 0
Eh?_!: 0ol (2.69)

Il faudra cependant ne pas confondre entre la matrice 7' qui est sert de matrice
de passage et le temps final qui est noté aussi 7. La différence se verra facilement

dans le contexte d’utilisation.

On trouve donc la solution



En évaluant (2.68) & I'instant T et en se souvenant de (2.65) on obtient:

(2.71)
M = TuX(T)+TnY(T)
(2.71) donne:
Y (T) = GX(T) (2.72)
G = — [Ty — MTy] " [Toy — MT1) (2.73)

(2.68), (2.70) et (2.73) permettent de trouver X (t) et Y'(t) pour enfin obtenir a
partir de (2.55):

P(t) = [Tgl -+ T22€_Ai(T—t)G8AS(T_t)} I:T21 -+ TQQG_Ai(T—t)GEAS(T_t)} - (274)

11 faut noter que cette solution est toujours possible & déterminer analytiquement
dans la mesure ol la matrice Hamiltonienne ne posséde aucune valeur propre sur
I'axe imaginaire, i.e., quand la paire (A, B) est stabilisable et la paire (A, Q%) est

détectable d’aprés la propriété (2) de cette matrice. Notons enfin que pour le cas
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d’un systéme variant dans le temps, cette solution n’est plus valable.

2.3.3 Les différents critéres LQR et choix des matrices de p@ndérati@n‘

Q,Ret M

Dans cette partie, nous allons voir un certain nombre de critéres quadratiques
qui interviennent réguliérement dans les applications. On commencera par un cas
particulier trés intéressant qui celui de la commande quadratique & horizon infini
qu’on surnomme souvent L) et qui est cependant la solution du régime permanent

de horizon fini.

2.3.3.1 La commande LQR & horizon infini

Le probléme de la commande optimale & horizon infini est le suivant

+o0
min J(zo, u) = /; P (HQz(t) + T ()R (1)) dt (2.75)

Sous la contrainte du systéme dynamique

() = Az(t) + Bu(t)  z(0) = z¢ (2.76)
On supposera que

1. (A, B) est commandable,

2. (4, Q7) est observable,



[
N

3. Q=Q" >0,

4. R=R">0.

Le probléme est de trouver (si possible) u*(¢),t € [0,00] telle que J{zg,u) est

minimisée pour toute condition initiale zg, i.e.

J(zo,u") < J(zg,u) (2.77)

pour tout u.

Il faut noter que le probléme LQR & horizon infini peut ne pas admettre de solution
si I'une des hypothése (1 et 2) n’est pas satisfaite contrairement au probléme a

horizon fini qui admet toujours une solution.

Puisque (A,B) est commandable, alors il existe par définition une commande qui
fasse déplacer I’état initial zy de n’importe quelle place dans 'espace d’état vers la
solution lim; e z(t) = 0, et cette commande peut-&tre ne serais-ce la comande du
Grammien ug(t) = —BTe 4"t W 1z, avec le Grammien de commandabilité W, =
[ e=47BBTe~4"7dr, ceci nous assure que Uensemble des commandes admissibles
n’est pas vide, donc ¢a vaut la peine de chercher la solution optimale parmi d’autres.
cependant cette commande est loin d’étre optimale car elle ne fait intervenir en

aucun cas la minimisation du critére, mais en plus, la commande est en boucle

ouverte.
On peut définir 'ensemble des commande admissibles:
U = {ufpef : £(t) = Az(t) + Bu(t) = limse0 z(t) = 0}

La solution a ce probléme est bien simple, mais sa construction I’est un peu moins,
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nous donnerons ici juste la solution, et la construction qu’on propose de donner, se

trouve en annexe II.

La solution est:

u(t) = —K z(t) (2.78)

avec

K=R1'B'P (2.79)

et la matrice P doit étre la solution définie positive satisfaisant I’équation algébrique

de Riccati suivante:

PAT + AP - PBR'BTP+Q =0. (2.80)

La solution peut étre obtenue de plusieurs maniére encore une fois, on peut facile-
ment reprendre le méme chemin qu’on avait pris pour ’horizon fini afin de déter-
miner la solution qu’on dit de régime permanent. Plutét que de reprendre les
mémes étapes, donnons une autre plus originale qu’on a monté qu’on trouvera

dans l'annexe II, mais avant cela voyons un certain nombre de points intéressants.

2.3.3.2 La commande LQR 4 action terminale

Il est souvent souhaitable de s’intéresser aux états non pas spécialement sur toute la

trajectoire mais seulement a la fin, i.e., quand ¢ — 7. Ce type de controle s’appelle
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Commande optimale & action terminale. On pourrait observer a priori cette action
dans le critére d’optimisation en reprenant le critére quadratique, avec @ = 0 (la
trajectoire d’état ne nous intéresse pas spécialement), et M = oco.] pour forcer les
états & aller & zéro & l'instant final (écraser la trajectoire a Uinstant final). Donc si

on reprend le probléme LQR 4 action terminale

T
min J(zg,u) = / ul Ru dt + 7 (T)Mx(T). (2.81)
U 0

avec

Sous la contrainte
t=Az+ Bu  z(0) = z.
Etant donné que @ = 0, alors I’équation de Riccati devient

—P = ATP4+PA—PBRIBTP,

P(T) = ool (252

Si nous voulons résoudre cette équation, il est important de remarquer la difficulté
de manipuler des termes infinis, et pour ce faire, nous allons faire le changement

de variable suivant

S=pt (2.83)



Done S(T') = 0, qui est plus commode & manipuler. Ainsi

ar =-—plppl
dt
donne finalement:
S=S8AT + AS - BR'BT (2.84)
avec
S(T)=0

On remarque deja un point important suite au changement de variable, c’est que
non seulement nous avons éliminé le terme infini de ’équation, mais de plus, nous
avons transformé 1’équation de type Riccati qui est non linéaire en une équation
linéaire, connue sous le nom d’équation de Lyapunov, et dont on va voir la résolution

analytique.

Solution de I’équation de Lyapunov:

Nous allons exposer deux solutions de 1’équation de Lyapunov dont on donnera les
g yap

démonstrations

Méthode 1



Soit I'équation différentielle de Lyapunov

S=8AT + AS - BR'B” (2.85)

Utilisons la technique de variation de la constante pour la résoudre, mais tout

d’abord résolvons ’équation suivante

S(t) = AS + SAT (2.86)

Observons que cette équation & ’allure d’une dérivée d’un produit de matrices.

Voyons comment allons nous extraire la solution via les deux équations suivantes:

Si(t) = AS
‘1( ) 1 (2.87)
Sg(t) - SQAT.
Elle admettent comme solution respectivement:
Si(t) = eAl-tlg
1) e (2.88)
Sg(t) = Szo@A (t_to),

et comme on 1'a dit plus haut, la solution proposée pour 'équation (2.86), serait le

produit S(t) = S1(t)S2(¢); c’est & dire:

S(.t) — eA(t—bo)SoeAT(t—to) (289)

Vérifions que (2.89) est bien solution de (2.86)



(&1}
=J

S(t) - AeA(t—to)SoeAT(t—to) + eA(t—to)SOATeAT(t—to)

T (t—to)

Mais comme AT et AT commutent alors AT et e? commutent aussi et donc

on aura ATeA (—t) = ¢AT(t~%0) AT ot ainsi I'équation (2.86) est bien vérifice.

Si on veut utiliser la méthode de variation de la constante pour résoudre ’équation

(2.85), on posera alors la solution globale de cette équation comme étant

S(t) = eAlt=to) gy (¢)el" (i=to) (2.90)

Donc en remplagant (2.90) dans (2.85) on trouve

S() = AeAl=to)G (1) (t=to) 4 gAlt=to) Gy (3)eAT (t-to) 4 cAlt=to) G () AT AT (t=t0)
= AS(t) + S(t) AT + eAlt=t0) Gy (¢) A" (t=to),

1l serait nécessaire d’avoir
e410) Gy (t)eA 1) = —BR7 BT

D’ou finalement:

{
Solt) = So— [ AU BRI BT 4T 0)gy (2.91)

Jtg
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En injectant (2.91) dans (2.90) on trouve finalement

4
S(t) = eAlt-t0) GeAT(t=t0) _ jf A= BRTIBT AT =) gy (2.92)

to

Méthode 2

Nous allons montrer comment il est possible de résoudre 1’équation de Lyapunov
via [’algébre de Kronecker. On trouvera dans (Zhou, 1996) une méthode pour
résoudre des équations algébriques comme celle de Sylvester, on s’est inspiré de

cette équation pour résoudre celle de Lyapunov.
Définissons tout d’abord les opérations de base de cette algébre.

Soient deux matrices A € C™*™ et B € CP*9, alors le produit de Kronecker de A

et B désigné par ®, est défini par

allB algB e GlnB
a1 B anB - a,B |

AgB=| = % ” € Crrna
B apB - an,B

De plus, si les matrices sont carrées; A € C™" et B € C™™, la somme de

Kronecker est désignée par @, et elle est définie par

A®B=(AQI,) +{U.®B) € Crmxm,
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Soit X € C™*", et soit vec(X) le vecteur formé des vecteur de X placés dans une

seule colonne comme suit

vee(X) =

Z11

To1

Tm1

T12

Taz

T1in

Ton

xmn

c (Cmnxl

Un résultat intéressant des produits de Kronecker est le suivant:

(A®B).(C®D) =A.C®B.D.

Un autre résultat important des produit de Kronecker est le suivant:

vec(AX B) = (BT ® A)vec(X)

Donc si on applique (2.94) sur équation (2.85) on trouve

(2.93)

(2.94)
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ec(S) = vec(AS) + vec(SAT) + vec(—BRBT)
vec(S ) (I ® A)vec(S) + (AQ I)vec(S) + vec(N) (2.95)
vee(S) = (A @ A) vee(S) + vec(N),

avec

N =-BRB". (2.96)

On retrouve un systéme d’état dynamique classique dont la solution est bien connue

t
vee(S) = A8Vl yec(Gy) + / AT yec( N)dr (2.97)

to

2.3.3.3 Sélection des matrices de pondération Q, R, M

Nous allons donner briévement quelques lignes de conduites qui permettent de
choisir a priori les matrices de pondération ¢, R, M. On a utilisé le mot a pri-
ori, car en effet, la premiére régle & retenir, c’est qu'aucun choix de matrices de
pondération dans la commande LQR n’est définitif, dans le sens ou il faut agir
par essais-erreurs pour pouvoir régler les performances désirées. Cependant, des
recherche ont été faites dans ce sens pour justement développer des méthodes qui
aident & choisir ces matrices voir (Anderson, 1990). Principalement, ces méthodes
s’inspirent de raisonnements fréquentiels souvent graphiques, pour juger dans quelle
direction il faut aller, chose qui est peu intéressante dans un algorithme temps-réel
comme dans notre cas. Ainsi pour des raisons d’efficacité, il est préférable dans ce
cas, d’apprendre comment le syteme évolue avec les pondérations, et d’essayer de

dégager une loi qui “restera” valable tout le temps, pour tout changement impor-
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tant dans le systéme comme la variation des paramétres, des conditions initiales ou

encore de la dimension du systéme. Les grandes lignes & retenir sont les suivantes:

®

II est préférable d’utiliser des matrices diagonales pour pouvoir modifier le

comportement des variables d’une maniére découplée.

Si on désire écraser certaines variables i.e., les maintenir proches de zéro dans
I'intervalle de temps, il est recommandé de choisir des matrices ayant des

composantes de plus en plus grandes.

Si on désire écraser les états & 'instant final en particulier, il suffit d’appliquer
ce qu’on vient de dire au point ci-dessus, mais d’une maniére plus ciblée et

plus drastique, i.e., choisir M = col.

Si nous désirons que la commande n’agisse pas brutalement, i.e., en com-
mencant par des valeurs pas trop grandes et arrivant a zéro doucement, il est
suggéré de choisir K = pI, avec p assez grand. Dans le cas inverse, si on veut
que la commande atteigne zéro plus rapidement, il est suggéré de prendre p

plus petit.

Eviter de choisir des matrices ayant des valeurs singuliéres trop différentes, car
cela pourrait impliquer des matrices mal conditionnées, ce qui impliquerait
des erreurs numériques importantes comme dans les inversions de matrices.
On notera au passage que le moyen de vérifier le conditionnement d’une

matrice se trouve dans ce qu’on appelle Lindice de condition défini par x =

sup(a(A))

Srte(a Ou o(A) est la valeur singuliére de A.

Enfin il faut noter que toutes ces indications ne sont pas absolues, et qu’il
est nécessaire, de les vérifier par simulation pour voir en effet si elles corre-
spondent vraiment 4 ce qu’on attend. En somme, le cycle essai-vérification

est inévitable.
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2.4 Notes sur la commande optimale avec contraintes

Dans cette partie, nous allons exposer briévement les stratégies de commande op-
timale en prenant présence cette fois-ci de contraintes. Celles-ci sont de deux types
principalement: les contraintes de type égalité, et les contraintes de type inégalités.
Dans les deux cas, on suppose des formes explicites mettant en jeu seulement la
variable de controle, avec la variable de contréle et des variables d’états, et en-
fin le type de contrainte le plus difficile & gérer est celui qui ne concerne que les
états. Dans tous les cas, le principe du maximum fournit les conditions nécessaires

d’optimalité. Voici le formalisme tel que rapporté dans (Bryson, 1975).

2.4.1 Contraintes de type égalité sur la commande

Reprenons le probléme de commande optimale

T
minJ(x,u,T):/ L(z,u)dt,

to

soumis aux contraintes

f(z,u,t) z(to) = 2o € R™,

-
Il

C(u,t) =0, (2.98)

ol u(t) € R™, avec m > 2 (si m = 1, le probléme d’optimisation devient trivial a

cause de l'égalité).
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Une fagon de traiter cette contrainte, c’est de I'adjoindre & la fonction hamiltoni-

enne avec un multiplicateur de Lagrange u(t), comme suit:

H=L+Xf+uC (2.99)

Et la condition d’optimalité qui se rajoute

8B oL ,0f  8C
0=%e =3 7" 3 THas

(2.100)

En resolvant I'équation (2.100) avec celle (2.98), nous obtenons (m + 1) conditions

pour déterminer les m élements de u(t), ainsi que le multiplicateur de Lagrange

p(t).

2.4.2 Contraintes type égalité sur fonction de commande-états

Considérons le méme probléme que le précédent , mais avec la contrainte:

Clz,u,t) =0. (2.101)

De la méme maniére que plus haut, nous allons adjoindre la contrainte 4 la fonction

Hamiltonienne,

H=L+)f+pu0C, (2.102)

ce qui donne
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o _OH _dL_,3f 9

= == . 2.
Ju  Ou * ou * Mé’u (2.103)
Nous obtenons ['équation d’Euler modifée,
: 0H oL of oC
M= =Tl == .
ox ox A oz M ox (2.104)

Toutes les autres équations demeurent les mémes; Les équations (2.101) et (2.103)

représentent (m + 1) équations pour (m + 1) quantités u, 4 & déterminer.

2.4.3 Contraintes de type égalité sur les états

Si maintenant, nous avons & faire & des contraintes qui ne comportent pas ex-
plicitement la commande u, un degré de difficulté s’ajoute dans le sens ou nous
n’avons pas de contrdle direct sur les états, mais indirect via la commande. Ainsi,

considérons la contrainte

S(z,t) =0 (2.105)

Cette contrainte est active sur Uintervalle de temps [tg, 7] et doit donc avoir une

différentielle totale nulle sur toute la trajectoire d’état.
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. 48 a8 —
ds = -5t—dt + %daz = {,
a5 _ 88 s —
&+ 2 f(z,ut) = 0.

Si (2.106) devient une forme explicite en u, alors il est possible d’utiliser le résultat
du cas des contraintes type égalité sur commande-variable, sinon, on opére une
nouvelle différentiation. Ainsi cette opération est répétée jusqu’a aboutissement 3
une forme explicite de la commande c’est & dire (2.101). Si celle-ci se produit au
q iéme ordre, nous appellerons cette contrainte la contrainte d’ordre q type égalité

sur les états. Bt dans ce cas la dérivée ¢ iéme jouera le méme role que (2.101).

2.4.4 Contraintes type inégalité sur la commande

Supposons maintenant, que nous ayons une contrainte type inégalité sur la com-

mande

C(u,t) <0. (2.107)

Si nous définissons le Hamiltonien H = L+ M\ f + 17 C, la condition nécessaire sur

H denne:

OH _ 0L  \20f 29C _

ou 8u+ 8u+p: ou 0

qui est la méme que celle de la contrainte type égalité. Cependant, avec une
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condition supplémentaire

p=>0, C=0
p=0, C<0.

(2.108)

Cette condition se trouve dans le méme type de raisonnement que la condition de
Karush-Kuhn-Tucker (Gauvin, 1995), pour montrer les contraintes actives et non

actives.

2.4.5 Contraintes type inégalité sur commande-états

Regardons maintenant le cas de contraintes type inégalités sur la commande et les

états

C(z,u,t) <0, (2.109)

Ce probleéme sera traité de la méme maniére que le cas des contraintes inégalités

sur la commande. On définit de nouveau

H=L+Mf+uC,

avec

p=>0, =0
u=0, C<0.

(2.110)
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et les équations d’Euler-Lagrange deviennent

oL 8f _ , 8C —
S - (2.111)
0 ) of '
T 8L \TYL C<o
L’équation qui détermine u(t) est:
0H 0oL of  oC
TR TR (2112

Pour ¢ < 0, nous avons g = 0, et (2.112) détermine u(t). Pour C = 0, les
équations (2.109) et (2.112) permettent de déterminer u(¢) et u(); sachant que
1 (t) est nécessaire pour (2.111).

2.4.6 Contraintes type inégalité sur les états seulement

Voyons enfin, le cas de contraintes type inégalités sur les états seulement.

S(z,t) <0 (2.113)

Comme pour le cas de la contrainte de type égalité sur les états, nous opérerons des
dérivées successives afin d’obtenir une forme de contraintes explicite en u(t), z(¢),
puis en substituant & chaque fois f(z,u,t) & la place de £. Donc si nous faisons g
dérivations, nous aurons une contrainte de la forme S (z,u, t), la g iéme dérivée de
S, qui jouera le méme réle que C(z,u,t) dans le cas de la contrainte type inégalité

sur la commande-états. L'Hamiltonien devient done
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H=L+Mf+us®9, (2.114)

Ou
5@ = 0 sur la frontiére, S =0, (2.115)
i = 0 dans I'ensemble de contraintes S < 0. (2.116)

Les équations d’Euler-Lagrange demeurent les mémes que celle du cas C(z,u,1),

avec 5@ au lieu de C(z,u,t).

La condition nécessaire pour 'obtention de u(t), est également la méme.

Il est & noter que toutes ces méthodes fournissent des conditions nécessaires seule-
ment. D’autres travaux ont vu le jour en vue d’obtenir des conditions nécessaires et
suffisantes pour résoudre le probleme de contraintes. Nous citerons en particulier
(Zeidan, 1994), ot auteure procéde par étapes en posant un probléme équivalent
qu’elle appelle Un probléme accessoire, qui est par la suite associé & beaucoup de
conditions pour arriver & 'unicité. Ces méthodes, donnent en général naissance &
des commandes optimales difficiles & calculer, linéaires par morceaux et & Poccasion
discontinues, ce qui n’est pas souhaitable dans certaines applications. Nous verrons
plus loin dans le chapitre 3, que plutét que d’utiliser les approches ci-dessus, nous
avons eu recours & une méthode d’imposition des contraintes par pénalisation de

violation de ces derniéres, dans la fonction coft.
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2.5 Conclusion

La commande optimale, permet de résoudre des problémes de nature différentes.
Le critére d’optimisation semble étre le point de départ le plus important. Le cas
de la commande linéaire & critére quadratique est particuliérement important en
pratique vu 'existence de solutions analytiques aisément implantables, et pouvant
couvrir nombre d’objectifs différents moyennant un réglage judicieux des pondéra-
tions dans le critére. Les problémes de commande optimale deviennent plus com-
pliqués lorsqu’il y a présence de contraintes, surtout si celles-ci sont non linéaires.
Des conditions nécessaires existent pour résoudre ce genre de problémes délicats,
mais étre en mesure d’en tirer une solution est une autre question. De plus, méme
si une solution peut étre obtenue, il n’est pas garanti qu’elle soit implantable au
niveau pratique, soit & cause de la complexité des calculs requis en temps réel,
soit parce qu’elle viole certaines contraintes non modélisées au départ. Dans ce

contexte, ’analyse physique du probléme, dés le départ, joue un role essentiel.
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CHAPITRE 3

ALGORITHME DE CONTROLE CONJOINT PUISSANCE-DEBIT
EN LIEN DESCENDANT POUR DEUX USAGERS

Dans ce chapitre, nous allons considérer le cas d’'une cellule munie d’une station de

base qui dessert deux usagers.

Nous proposerons un modéle de transmission déterministe basé sur des consid-
érations dynamiques de la théorie des systémes. Nous énoncerons le probléme
sous forme d’un probléme de commande optimale, d’abord avec contraintes sur les
états, et par la suite, a partir d’une reformulation adéquate, nous pourrons éviter
de traiter directement les contraintes. Mais établissons tout d’abord, qu’il est plus
intéressant d’opérer par scheduling pour transmettre les données aux usagers (c’est
a dire en se concentrant sur un usager a la fois) et de plus, non pas a une puissance

quelconque, mais toujours & la puissance maximale.

Soit une cellule comportant une station de base By munie d’une puissance maximale
Pk qui dessert N usagers. Nous noterons par P = [Py, Ps,...Py] le vecteur de
puissance allouée pour chaque usager pour le lien descendant, et désignerons le gain

de lien entre l'usager 1 et la station de base By par ¢, .

Nous adopterons en premier lieu un modéle standard pour la transmission ol le
débit transmis & chaque usager, est fonction de la puissance transmise par la sta-
tion de base.

Soit W la largeur de bande du systéme, et R le débit de transmission vers l'usager.
Si P est la puissance regue par P'usager de sa propre station de base et I est

Pensemble de toutes les interférences et bruits observés par le mobile, alors le
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rapport énergie par bit versus densité spectrale de bruit Ey/N, est donné par

(Berggren, 2000) et (Zander, 2001):

B, WP

= )
N, &I (3.1)

Pour que 'usager puisse décoder le signal de la station de base avec une probabilité
d’erreur € acceptable, il est nécessaire d’avoir E,/N, > 7 avec v = y(¢) une borne
inférieure déterminée par 'erreur e qui garantit un niveau de satisfaction adéquat

pour un type de codage donné.

Ainsi expression du débit maximal associé a P, est donnée par:

WP
R_"Y—I

(3.2)
On peut donc dire que le débit maximal pour une bonne transmission dépend de la
puissance attribuable & 'usager; elle dépend également des interférences dues aux
autres usagers, des bruits mais aussi du niveau de satisfaction . Plus v est grand,

plus le débit maximal permis sera limité.

3.1 Cadre optimal de transmission

Les deux caractéristiques importantes de la transmission dans le lien descendant,
se trouvent dans les deux propriétés qui sont: le scheduling, od il est préférable
de communiquer avec un usager 2 la fois et en second lieu, la transmission au
débit maximal, lui-méme associé & l'utilisation de la puissance maximale disponible.

La présentation est inspirée de (Bedekar, 1999)‘, et nous y établirons ces deux
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propriétés.

3.1.1 INécessité du Scheduling

Cette section a pour but de montrer sous certaines conditions qu’il est optimal
pour la station de base de transmettre & un seul usager (de type données) a la fois,

plutdt que de transmettre & tous les usagers en méme temps.

Si nous considérons la station de base By qui a pour puissance maximale P¥__
constante, celle-ci se décompose en puissance allouée pour les usagers de type voix

PF et une puissance pour les usagers de type données Pf avec :

pPr.=Pr+P} (3.3)
Pour 'usager 7 type données, il recevra une portion de puissance ®FPE avec ¢F < 1
et D icn, #¥ = 1. Concentrons-nous sur 'usager de type données.

L’usager 7 subit des interférences de la part des autres usagers dans sa station
qu'on appelle interférences intra-cellules. Egalement, il produit du bruit sur ses
propres communications qu'on appelle Auto-interférence. A cela, se rajoutent les
interférences des usagers de type voix. On écrira donc:

interférences = Auto-interférences + interférences intra-cellules type données + in-
terférences usagers de type voix + interférences inter-cellules + bruit de fond (bruit

blanc).

S — pkpk gk Dk ok
Auto-interférences = 6717 ¢7 PL g’

torfe - 1 fos — Ok(1 — Ak) PR ok
interférences intra-cellules type données = 67 (1 — ¢F) PEgF,

interférences intra-cellules d’usagers de type voix = 6f PFgk
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interférences inter-cellules = IF =3, o PF ok
Qg ={ensemble des stations de base B, ayant une puissance maximale respective

P’I’élailf}’ O]:}'

6% facteur d’orthogonalité qui représente la fraction de puissance transmise par la
station de base vers les usagers autres que ¢, qui agit comme interférence sur I'usager
i lui méme. Si la station de base utilise des codes orthogonaux pour transmettre &
différents usagers, alors les interférences intra-cellules sont virtuellement éliminées
quand le canal est gaussien, ce qui correspond & 6% = 0. Cependant, comme le
phénomeéne du multi-chemins est toujours présent, ce type d’interférences n’est

réduit que partiellement, ce qui implique que 8% €]0, 1].

0¥ h%: le coefficient d’auto-interférences ou bruit; on prendra h¥ < 1 ce qui signifie
que pour un niveau de puissance donné, transmise vers ['usager ¢, ce dernier subira,
une interférence dans le pire des cas égale a celle qu’il aurait subie si cette puissance

était destinée & un seul usager différent.

gF: est le facteur d’atténuation, en valeur absolue, entre I'usager 4 et la station de

base k.

Nous obtenons enfin 'expression des interférences comme suit:

I; = IF + O hE¢f PE gl + 6F (1 — ¢F) PEgF + 6 PF gt (3.4)

En remplagant 'expression des interférences (3.4) dans expression du débit (3.2),

nous cbtenons:

ri= oFPhot .
Yy L+ 05[higF PE + (1 — ¢F) P + PEgE + 1 :
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n: est le bruit de fond qu’on retrouve toujours et qu'on peut considérer comme
constant.

Supposons maintenant qu’on alloue & 'usager 7 toute la puissance P& durant un
court intervalle de temps de fraction temporelle ¢F. En d’autres termes, ¢F est util-
isé comme facteur de partage de temps plutdt que de puissance comme ce fut le cas
plus haut. On constatera par ailleurs que la quantité de données qui est transmise
est conservée selon le éas ol ¢F est un facteur de partage de temps ou de puissance;
nous aurons donc la méme quantité de données que l'usager recevra en moyenne,
donc la méme puissance Pf. Ceci implique que les autres usagers (spécialement
de type voix) observeront le méme niveau d’interférences, puisque la puissance de
I'usager ¢ est conservée en moyenne. Donc d’aprés le schéma de scheduling ot on
partage le temps, on peut constater qu’aucun usager n’est défavorisé mais en plus
durant cette période de temps ot la station de base transmet uniquement 4 'usager
i, aucune puissance n’est allouée aux autres usagers dans la cellule, et ainsi ['usager
i ne recoit aucune interférence de la part des autres usagers de type données de la

méme cellule. Le débit recu durant cette période (slot) est donc donné par:

4 Plgt
v Ii + 6F[mPE + PFlgF + 1

slot __
R = (3.6)
Puisque 1'usager i regoit ce débit durant une fraction d’intervalle ¢, puis ne recoit
rien du tout pour le reste de U'intervalle d’opération, il s’en suit que le débit par
intervalle de fonctionnement est ¢¥ Rf!* en moyenne.
Si nous comparons les deux stratégies, nous trouvons le rapport entre les deux

débits:
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R _  Lt8HngtPh+(1-¢h)Ph+Pgb+n
FRTT L+0F [hi PR +Pfgf+n
95 [Pk 4+ (1— k) Pk]gh 3
4 BIPEO-¢hPEls (3.7)

L+6F R PE+PE|g%+n
85k PE(1—h;)(1— ¢
— 1+{ g; )(

Ik:+gk h Pk +Pk g +77 }posztzf =

Donc

R;(classique)
R;(scheduling)

> 1. (3.8)

S’il n’y a qu'un seul usager type données, ou s’il y’a orthogonalité parfaite et sans
multi-chemins (6% = 0), également, si h; = 1, alors le rapport des débits vaut 1 et
dans ce cas il n’y a clairement aucune différence entre les deux stratégies.

Dans le cas contraire on peut constater que 1’énergie par bit divisée par la densité
d’interférences et bruits (Ep/No)cassique < (Eb/No)scheduiing, Puisque R;(classique) >
R;(scheduling) pour un méme niveau d’interférence moyen. On peut donc affirmer
qu’il est plus avantageux de transmettre ¢ un usager a la fois plutét qu’a plusieurs

en méme temps.

3.1.2 Importance d’opérer i puissance maximale

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré qu’il est optimal de transmettre &
un usager 2 la fois, plutdt qu’a tous en méme temps, afin de réduire les interférences
sur chaque usager. Cependant, nous n’avons en aucun cas indigué & quelle puissance
on transmet, ou encore quelle est la puissance de transmission la plus optimale

Quel impact aura le niveau de puissance transmise 7

Replacons nous selon le méme scénario qu’au paragraphe précédent, sur un inter-

valle ott 'usager qui nous intéresse est le seul & recevoir de la puissance de la station
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de base. Si nous considérons seulement des usagers de type données PF = 0 et de

olus, nous négligeons 'aute-interférence (h; = 0), (3.6) donne:

W Pkgk
= 3.9
i v L+ (39)

avec I, les interférences des autres cellules.

Supposons que la station de base By, fournisse la puissance maximale P . durant
une fraction de temps P*/P% et durant le reste de 'intervalle une puissance nulle,
alors la puissance que regoit I'usager 7 est 1& encore conservée en moyenne, et ainsi,
les mémes niveaux d’interférences seront observées pour lui et pour les autres us-
agers. Donc en opérant & puissance maximale, nous venons de démontrer que nous
ne dégradons pas le niveau d’interférences observé. Mais en plus, dans 'équation
(3.9), tous les termes, excepté P* = ¢¥Pf, sont indépendant de la puissance Ppk
fournie par la base: ceci parce qu’en opérant dans un mode de scheduling, on élim-
ine les interférences internes a la cellule. Il s’ensuit que si la station de base opére
systématiquement au niveau maximum Pf . de puissance disponible, le débit R;
sera maximisé et le temps requis pour transmettre une quantité fixe de données
sera minimisé. Ainsi, en conclusion, la transmission en mode "scheduling”" (un
usager & la fois) minimisera les pertes d’énergie sans conséquences directes sur les
durées de transmission des données, alors que l'utilisation de la puissance maximale
disponible & la station de base minimisera le temps de transmission pour un volume
de données & transmettre fixe. Plus loin, nous utiliserons ces observations en vue

de circonscrire utilement la classe de commandes de puissance admissibles.
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3.2 Modélisation dynamique du systéme 4 deux usagers

Dans ce paragraphe, nous allons proposer un modéle dynamique pour le vidage
des données basé sur les modéles d’état, avec des contraintes physiques, nous com-

mencerons par le cas de deux usagers, qui est 'cbjet de ce chapitre.

3.2.1 De la contrainte sur les puissances vers une contrainte sur les

débits

Soit une station de base avec une puissance maximale P,,,, et deux usagers type

données associés & une répartition de puissance telle que:

P +P =P (3.10)

Pour toute la suite, nous ferons des raisonnements sur une station de base, on omet-
tra les indices k relatifs & la station de base. On posera également les définitions

suivantes:

Pg:Pmaz

qui est la puissance maximale allouée aux usagers de type données, on négligera

donc les usagers de type voix.

¢iPmax = Pz

N
(1= ¢)Praa= »_ P

=1,
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qui représentent, la puissance de l'usager i et le reste des puissances disponible

dans la station de base.

On définit donc le rapport signal / (bruit + interférences) de chaque utilisateur 4

par:

puissance de 'usager ¢ dans son lien

SIR; =

interf intra-cellules -+ auto-interférence -+ interf intercellules + bruit de fond’

Soit, en général:

i D
SIR = —x g ; (3.11)
Y i g 0igi Py + 0:hi P+ I + 1
Et d’aprés 'expression (3.2), le débit maximal permissible est:
w
R; = —SIR;. (3.12)

Y

Sans perte de généralité, il est possible de négliger Peffet de Pauto-interférence
pour la suite (Bedekar, 1999), (Berggren, 2000). Dans le cas contraire, son effet
sera. de baisser le débit mazimal de chaque usager, tout en conservant la forme

mathématigue de la contrainte.

Pour le cas de deux usagers, on aura:

w [EE!
Rl - )
v hgPB+1+n

(3.13)
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w G2 P

Ry =— .
v 629P + Ir 4+

(3.14)

De ces deux expressions, on peut extraire respectivement la puissance de I'usager

en fonction des débits et de la puissance de 'autre usager:

8. F. I
Y Uil + 1+77R1,

P =
' w g1

(3.15)

2 v 62P1ga+ I +1
) = —
W p

R;. (3.16)

En injectant dans les expressions (3.15), (3.16) 'expression de la puissance totale

(3.10) P, = Pr — P, et P, = Pr — P, on trouve:

91(PT — P1)91 +1i+7n

f)/
P == R 1
e " 1, (3.17)
O5(Pp — P I
P2=l o(Pr — Py)ga + 2+77R2_ (3.18)
W g2

A partir des expressions (3.17) et (3.18), et en supposant que les interférences inter-
cellules et le bruit de fond sont constants * (/; &~ I, = constante, §; ~ 8, = 6, et

en posant v = I; + 1) on trouve expression des puissances en fonction de Pr et

des débits:

lon peut se permettre de poser I & Iy = constante, si on suppose que les cellules adjacentes
fonctionnent également par scheduling (un usager & la fois par time slot) 3 puissance maximale,

et donc les cellules adjacentes auront comme puissance respectives P% .
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_ 0Prgi +v)Ry

P = 3.19

YT (W +98Ry) (3.19)
Y(0Prgs + V) Ry

P, = .20

En additionnant membre & membre les deux équations (3.19) et (3.20) et en se

rappelant de ’expression (3.10) on trouve:

v(@Prg; +v)Ry  y(6Prgs+v)Ry _
g1 (W + ~6Ry) g2(W + v8Ry) B

P+ P =

et donc:

Ry Ry

+ v Iy YV Ry
W+”/9R1 W+’)/9R2

B a(W +~+0Ry)  go(W + v0R;)

11— 0( )| Pr

VW92R1 + W1 Ryv0(91 + 92) Ri Ro

[VVQ - "/QQQRle]PT ==Y
9192

{

(3.21)

Le membre droit de I’équation (3.21) est positif en général, et nul seulement si

R, = Ry = 0. Donc il est nécessaire d’avoir:

W? —~4**R, Ry > 0. (3.22)

L’inégalité (3.22) est toujours vérifiée physiquement, et donc on peut sans probiéme

diviser par ce terme pOur avoir:
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v WagaR + ¥0(g1 + g2) RiRo + W Ry )
Pr = - : (3.23)
9192 W? — y202R\ Ry

ou encore en posant:

YV

= ; 3.24
* Wa ( )
i -
= , 3.2
%) W (3.25)
2
70 (g1 + g2)
Qg = —————= 3.26
12 g192W? ( )
6
Y12 = %V-’ (3.27)
on obtient ’expression plus compacte:
R+ ol +app i R
Pr = Q11 2 22 G191 2 (3.28)
1= iR Ry
La seule contrainte qu’il y ait sur la puissance est la suivante:
Pr < Pz (3.29)
Ce qui donnerait finalement:
By +oaRy +apg R R
Qi + Qpfiy + Qugdi ity <P (3.30)

1- “/%leRz

D’aprés la condition (3.22), il est possible de multiplier les deux c6tés de I'inégalité
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par (1 — 712R; Ry) sans changer de signe pour avoir:

CKlRl + Q’QRQ + (0{12 + Pmax’Y%z)Rle S Pmaz- (331)

Si on pose:

B = a1z + 112 Pmas, (3.32)

on obtient enfin la contrainte sur les débits:

OélRl -+ a2R2 + 6R1R2 S Pma,m (333)

ou encore en écriture matricielle:

I Mr + NTr < P (3.34)

aved

frmmm———]

e O
<O v
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=R R .

On peut ainsi voir comment 4 partir d'une contrainte sur la somme des puissances
p

qui était une contrainte linéaire, on arrive & une contrainte sur les débits qui est
quant & elle non linéaire. Dans ce qui suit, nous étudierons de plus prés cette

contrainte.

3.2.2 Nature des contraintes

D’aprés I'expression (3.34) on peut voir déja si on pose ’égalité, qu’il s’agit bien
d’une courbe conique, mais il reste cependant a en préciser le type.

Un résultat connu de la théorie des coniques, donne le type, en examinant simple-
ment le signe du déterminant (ou encore le signe des valeurs propres) de la matrice

M, et ainsi, pour rappel:

Si det(M) < 0, i.e., les deux valeurs propres de M sont non nulles, de signe

@

contraire, et il s'agit d’'une Hyperbole.

e SiTr(M) =0, ie., siles deux valeurs propres de M sont opposées, il s’agit

bien d’un cas particulier d’hyperbole appelée Hyperbole éguilatére.

e Sidet(M) > 0, i.e., si les deux valeurs propres de M sont non nulles et de

méme signe, il s’agira alors d’une Ellipse.

e Siles deux valeurs propres de M sont égales, il s’agit bien d’un cas particulier
Y ) |y

de Pellipse en 'occurrence un Cercle.

e Enfin si det(M) = 0, i.e., 'une des valeurs propres de M est nulle, il s'agira

d'une Parabole.



La matrice

I
Ma— |
e O
< o
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posséde deux valeurs propres distinctes qui sont A; , = ﬂ:%, on peut donc constater

qu'il s’agit bien d'une Hyperbole, mais vu que Tr(M) = 0, il s'agit plus exacte-

ment d’'une Hyperbole équilatére.

La forme canonique d’une hyperbole est la suivante:

2 2
z Y < -
21,_2— - ?)3 = i (330)
Montrons que (3.34) correspond bien & une hyperbole.
Soit:
f(Rl, Rg) = OélRl + Oéng -+ BRlRQ — PT (336)

Montrons qu’il existe un changement de base qui puisse transformer ’expression

des contraintes vers la forme canonique de I’hyperbole.

Soit la transformation ponctuelle (rotation d’angle ¢ =
(@]

Ry = cospu—sing v

Ry = sing u+coso v.

Puisque:

Z) suivante:

(3.37)



g(u,v) = (cos¢ u—sing v)ay + ay(sind u + cos ¢ v)+
+6(cos¢ u —sin ¢ v)(sind u + cos ¢ v) — Pr.
= uloycos¢+sing as] +v[—aysing + ay cosd|+
+8 [u® sing cos¢ —v? sing cos¢ + uv (cos® ¢ —sin? §)] — Pr = 0
= ula+o)L+v(e—m)L+u? f-2d_p.=o.

2
= St (52)8) - (- (=52)

—glage) 14 Sleel L _pr—o,

(3.38)
et donc:
2 2
artap \ V2| _ |, fea—es Y\ V2T 2 By L

e (o) 2] o - (a52) 2] = S[PT+(4)52(2052)(2Q1)] 539

5

D’ou finalement:

ue (23) 210 [o+ (ee) 2]
V2 [p iee| |V [P +ang =1 (8.40)
VBY ST T T8 VAV

En opérant maintenant une autre transformation ponctuelle (translation de vecteur

z=u-+ {9—%—0‘—2> 1/2—§,y = v+ (%) %—5) et en posant @ = %‘/PT_’“%B&’ on

retrouve bien la forme canonique (3.35).

En conclusion, nous avons a réussi & montrer qu’il existe un changement de base

dans lequel la contrainte (3.33) pouvait avoir la forme canonique d'une Hyperbole
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équilatére. Ce changement de base en fait n’est rien d’autre qu’une transformation

de Simzlarité.

Voyons a présent le graphique de la contrainte

Débit R2 usager 2 en Mbps

1 I H H i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Débit R1 usager 1 en Mbps

Figure 3.1 Contrainte hyperbolique sur les débits pour deux usagers

3.2.3 Modéle dynamique

Dans cette partie nous allons proposer un modéle dynamigue de transmission de
données, et nous commencerons ici aussi par le cas de deux usagers ot nous verrons
effectivement 1'utilité d’avoir modélisé les contraintes en débit plutoét qu’en puis-
sance. Modélisons la quantité de données résiduelles & transmettre & un temps t,
pour un usager donné par une variable z;, positive (initialement, un nombre entier

de bits & transmettre). La dynamique de z: (%) obéit a:



dlCl

= =el(t) - RO, (3.41)

ol e1(t) est le débit entrant, R;(f) est le débit sortant (vidage) et zi(t) est la

quantité résiduelle & transmettre.

Afin d’obtenir des commandes & faible variabilité, il est plus intéressant d’enrichir

la dynamique de la dérivée de la variable données résiduelles:?

dx

d_tl = e1(t) — za(t),
dz

_dt_Z = ul(t)7

ol u1(t) sera & présent considérée comme la commande indépendante. Plus générale-
ment, il est désormais possible de donner le modéle dynamique pour multiples

utilisateurs en posant comme variable d’états:

Z2_1: la quantité de données & vider pour 'usager ¢

Z9;: le débit de la station de base vers I'usager i

u;: la commande de 'usager 1

e;(t): le débit d’entrée de P'internet vers la station de base

Z9;—1(to): condition initiale

Modéle & deux usagers:

_— = 61(t)-132<t) (342)

Zobtenir des commande avec peu de variabilité nous permettra de calculer plus facilement la
commande pulsée A largeur modulée qu’on verra dans la section Scheduling de ce chapitre, et
constitue en soi une caractéristique désirable.
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dz ,
— = elt) - ) (3.44)
dzy =

soumis aux contraintes d’états liées & la puissance disponible (3.33):

tT Mz + Nz < P, (3.46)

et de non négativité des variables:

2, >0, i=1,-,4. (3.47)

On peut a présent, par soucis de simplicité reprendre le systéme dynamique, avec
des stocks & transmettre initialement fixés, ne variant pas sur ’horizon de com-
mande (e;(t) = ex(t) = 0). Dans un contexte ou il y aurait des arrivées de données
par vagues, nous choisirons de propager la solution développée dans 'analyse qui
suit, jusqu’d Parrivée de donnée la plus rapprochée dans le futur. Suite & cette
arrivée, la commande optimale serait recalculée avec de nouvelles conditions ini-
tiales. Le résultat global serait incontestablement une commande sous-optimale
par rapport a celle qui résulterait d’une modélisation stochastique des arrivées de
données. Elle est cependant plus simple & implanter. Sur un horizon de commande
sur lequel il n’y a aucune arrivée de données nouvelles & transmettre, la dynamique

sera donc écrite par:
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“_ g, (3.48)
[
dz
EZ' = (3.49)
dx
E?i = -1, (3.50)
dz
_Eti = uy (3.51)

3.3 Formulation d’un probléme de commande optimale sous contraintes

Dans cette section nous allons enfin poser nos objectifs de lien descendant en terme
de commande optimale. Le critére d’optimalité qui sera retenu est avant tout

quadratique pour les raisons suivantes:

e Bonne connaissance de la solution;
e Simplicité de la solution;
e Permet de minimiser la variabilité de la commande.

e Permet de simuler des critéres opportunistes, ou des critéres d’équité, ou en-
core des critéres favorisant les gros usagers par rapport aux petits, ou inverse-
ment, le tout & 'intérieur d’'une méme théorie et en ajustant convenablement

les pondérations dans le critére cofit.

Ainsi, si on pose le critére quadratique suivant:
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\

J(z0,T) = foT g1(g171/21(0))% + @ ga72)? + q1(9223/73(0))* + g2(g274)*
+riu? + rgud dt + mizd(T) + mezd(T) + mazi(T) + maz(T),
(3.52)

avec:

z1: stock de données résiduel & transmettre & 'usager 1,

T9: débit de transmission de données de l'usager 2,

z1(0): stock de données initial & transmettre,

g1: facteur d’atténuation de 'usager 1 dans son canal.

Pour 'usager 2, les définitions qu’on vient de poser demeurent les mémes, pour les

indices respectifs.

Dans ce critére, on vient bien la distinction entre l'usager 1 et 'usager 2. Ainsi,
si 'usager 1 possede un meilleur canal que 1'usager 2, il serait logique que ['usager
1 puisse recevoir les données plus facilement que 'usager 2; donc en pondérant les
stocks par les g;, nous sommes en train de pénaliser I'usager qui posséde le canal
le plus mauvais. De méme, on peut choisir de suivre deux stratégies de gestion
distinctes: chercher & évacuer les usagers avec les stocks les plus petits d’abord
(auquel cas, on peut choisir des poids inversement proportionnels & une puissance
supérieure ou égale & 1, du stock initial), ou alors rendre le poids indépendant de la
condition initiale, auguel cas de facto, on favorise I’évacuation plus rapide des gros
usagers (dans une optique de profit assuré). En (3.52), la fonction cofit présentée,
aurait tendance & engendrer un temps de partage égal de la puissance de base par
tous les mobiles. Enfin, en intégrant le carré de la commande dans le critére, nous
vison la minimisation de la variabilité de la commande, qui est, la dérivée du débit.
Il faudra noter également la présence du terme final, qui vise & réaliser les objectifs

a Vinstant final (tous les stocks transmis), si ce n’est pas encore fait.
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Cependant, dans le cadre de la commande optimale linéaire quadratique (LQR), il

existe plusieurs variantes. Laquelle retiendrons nous 7

Une premiére formulation est proposée & la sous-section suivante.

3.3.1 Synthése naive de la commande optimale (sans tenir compte des

contraintes)

On peut procéder naivement & la synthése de la commande optimale LQR sans

tenir compte de la contrainte. En d’autres termes, apres synthése sans contraintes,

une vérification est faite a posteriori quant & la satisfaction des contraintes. La

méthode semble naive mais elle nous permet quand méme de développer certaines

idées quant aux améliorations possibles.

Choisissons le critére LQ sur horizon infini.

11 s’agit de résoudre le probléme:

U

Sous les contraintes dynamiques:

g}

T2

Z3

minJ:/ tTQz +uTRu dt
0

U1

Usg.

TN
w
Ut
W

A —

11 est clair ici, que nous avons un systéme complétement commandable et compiéte-

ment observable, et donc d’aprés les résultats du chapitre 2, existence et 'unicité
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de la solution & ce probléme sont garanties. Reprenant la solution du chapitre 2,

nous donne:

u*(t) = —R™'BT Pz(t) (3.55)

avec P = PT > { matrice constante solution de ’équation algébrique de Riccati

(I1.8), qu’on rappelle ici

PA+ AP+ Q- PBR'BTP =0. (3.56)

Nous avons effectué des résultats de simulation pour ce probléme avec comme
condition initiale zI =[10 0.2 5 0.1] , toutes ces grandeurs sont de I'ordre du
Mégabit pour les stocks et de Mégabits par secondes pour les débits (il en sera de
méme pour le reste de nos exemples numériques). On précisera aussi qu’on a pris

la condition initiale sur les débits (zg9 = 0.2, 249 = 0.1 & Uintérieur des contraintes

voir la figure 3.1.
Les cas développés sont les suivants:

Dans le cas ol @ = Iyx4, B = Isyo, les trajectoires obtenues sont représentées sur
la figure 3.2, alors que la courbe (x2(t), z4(t)) est représentée sur la figure 3.3, pour

vérifier la satisfaction de ia contrainte (3.46).

On pourra observer les stocks des usagers x1, z3 qui décroissent exponentiellement,
tandis que les débits xo, z4 sont croissants au début du parcours, avant de chuter

a zéro lorsque les stocks sont arrivés & zéro (voir figure 3.2).

En ce qui concerne la figure 3.3, on voit clairement que les contraintes de puissance
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maximale sont violées.

les états

Temps (secondes)

Figure 3.2 Réponse Temporelle des états pour € = Isx4, B = Iy
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x4

O8M Contraint 1
ontrainies (XZ,X4)

0.4k .

621 b

Figure 3.3 Trajectoire de phase (z2,2z4) pour @ = Iyxa, R = Iyo

L’expérience a montré pour d’autres coefficients de pondérations, qu’il est difficile
de rester sous la courbe de contraintes, en particulier, si on fait varier les conditions
initiales. En conclusion, il apparait donc que la synthése naive de la commande,

sans tenir compte des contraintes, est & rejeter totalement.

3.4 Reconsidération du probléme de commande optimale avec con-

traintes et sa résolution

Nous savons & présent, qu’il est essentiel de tenir compte des contraintes dans la
synthése de la commande optimale. Toutefois, les méthodes qui ont été exposées
au Chapitre 2 (Section 2.4), ne nous arrangent pas, dans le sens o elle donnent
des commandes discontinues et surtout en boucle ouverte (nous connaissons bien

les désavantages de ce genre de controle). Il faut alors développer une approche



originale.

Reprenons la courbe hyperbolique de contraintes, Figure 3.1, et considérons la

droite joignant ses deux points limites {voir figure 3.4).

L’équation de cette droite est la suivante:

RQ = —CLRl -+ b,

avec

Pma,z

b= RZmam = M

> 0,

(3.57)

(3.58)

(3.59)

ol a1, @2, P, sont des constantes du systéme & deux usagers dans leur position

courante. La figure (3.4) est tracée en se basant sur les paramétres d’un réseau

réel.
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é‘ Nouvelle courbe de contrainte
5 \ R2=aRi+b

o

a_) \

o

[v]

0

>

ol

o

S S A W (R1,R2)
0O 05

Contrainte
Hyperbolique

Figure 3.4 Courbe de contrainte modifiée

L L
0 0.4 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Débit R1 usager 1 en Mbps
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Si nous sommes sur le point (Ry, Rs) tel que montré & la figure 3.4, on peut dire

que chaque composante du débit porte une portion du débit maximal pour chaque

usager:

Rl - 'Yllear

R2 = 72 R2ma:c

Calculons la tangente en ce point quelconque:

(3.60)
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. _ Ro
tan ¢ - leaz _Rl

— ___TPumer (3.61)

Rimaz—7Y1 Rimaz

= ¢ 1121'
Vu que ce point appartient 4 la droite, tan ¢ = —a. Alors nous obtenons
Ye=1-m (3.62)

Ce résultat en fait, n’est pas étonnant. Il exprime le fait que tout point d’'un
segment est une combinaison convexe de ses extrémités. Cependant, le point
(R1, Ry) est hors contraintes; nous montrons dans la proposition qui suit, qu’on
peut "simuler" son utilisation en opérant tour & tour aux extrémités (Rimaz, 0), (0, Romaz )

pour des fractions du temps total respectives, de v; et 2.

Proposition 1 Soit un intervalle de temps constant [t1, 2] sur lequel on chercherait

N . 1 - T3 leax 0 .
a appliquer un débit = + ¥ pour le systeme

T4 0 RQmaa:
(3.54), avec v1,7y2 € [0,1]. Il est possible de réaliser les mémes niveaur de données

z1(t2) — z1(t1)

transmises en transmettant uniquement auz débits discrets
l‘g(fg) — 5(73(751)
leaw 0
, et
0 R2maz
Preuve.

Si on attribue aux proportions
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ZEl(t?) - .’l?l(tl) = - {; Rldt = ——Rl(tz - tl) (363)
.732(L2) — X1 (t1> = - t12 Rgdt = —Rg(tg - i'}1>.
Il s’ensuit que:
Ry
Xi(t) = Xai(te) = — (t2 —t1)
Ry
leaax 0
= m V2 (ta — 1)
0 RZmam
leax 0
= |7t —t1) +72(ts — 1)
0 R?mam
(3.64)
o
avec X, =
T3
De I'équation (3.64), il apparait que si on applique le débit vectoriel tmas
0

pendant la premiére partie du temps v;(t; — t1) de Uintervalle [t1, 5], et le débit

vectoriel pendant la deuxiéme partie, & la fin de 'intervalle [¢1, 5], les
R2mam
quantités transmises pour chacun des stocks sont inchangées. En fait, ces quantités

seront inchangées pour tout fractionnement de Uintervalle tel que les proportions

N leam O . B
du temps total passé & et solent respectivement 7y, et vs.
0 RQmam

C.QFD
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Nous avons les corollaires suivants:

Corollaire 1 Il est possible de simuler la courbe de contrainte de puissance linéaire

telle que modifiée sur la figure 8.4, en opérant unigquement auz points exirémes

leam 0 -
et . De plus, en vertu du fait qu’une telle stratégie de

0 RQmaz
transmassion correspondrait de facto a du Scheduling, elle minimise le temps total

requis pour transmettre les données.

Preuve. La preuve est immédiate & partir de la proposition précédente.

C.QFD

Corollaire 2 Il est plus optimal de travailler sur la droite de contrainte en com-
binaison conveze temporelle des points extrémes, que de travailler & l'intérieur de

la contrainte hyperbolique sans pour autant violer cette derniére.

Preyve. On sait qu’il est plus optimal de travailler en Scheduling comme on l'a
montré au début du chapitre. On vient de prouver par ailleurs que les quantités de
données transmises sont maximales pour moins d’interférences. Enfin il est facile de
voir qu’il existe une bijection entre 'ensemble des points de la droite de contrainte
et les proportions de temps 7;(t), et donc il est toujours possible de se trouver aux
extrémités de la droite pendant des intervalles de temps trés courts et bien définis
qui donnent fictivement une position sur la droite de contrainte. Par le biais de ce

stratagéme, nous ne sommes pas en violation de la contrainte.

C.QFD
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En conclusion, il sera donc préférable de remplacer le domaine hyperbolique de
puissance par la contrainte linéaire modifiée (figure 3.4), & condition d’interpréter
la commande qui en résulte comme devant &tre suivie uniguement en moyenne

temporelle de temps successifs de taille arbitrairement petite.

Le systéme dynamique devient donc:

Cl’,:l = —I2

s (3.65)
T3 = a9+ T4

Zs = 0 Tyo = —b,

avec les contraintes de non négativité z; > 0,7 =1, --4.

On remarquera que 'expression du débit z3 est telle que l'on se trouve systéma-
tiquement sur la courbe de contrainte de puissance linéarisée. De plus, bien que la
dynamique reste linéaire, le nouveau systéme n’est plus complétement command-

able. Il faut alors reconsidérer de fagcon appropriée I'utilisation de la commande

LQR.

Nous avons la proposition suivante.
Proposition 2 Le temps minimal pour la transmission des usagers est égal a T =
8210020 ot ceci, quel que soit le contrile,

avec Ty, T3o les stocks de dommeées initiaux & transmetire, a,b parameétres de la

droite des débits de contraintes (3.4).

Preuve. Reprenons ’équation dynamique du systéme la méme que celle de (3.65)
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.Z‘}_ = —Tg
Ty = U
(3.66)
T3 = axy+ T4
Zg = 0 Tao = —b;
Intégrons la premiére, la troisiéme équation et en injectant x4 = —b
1
xlt—Q?m = - To\T dr
() fy2(7) 67

z3(t) — 30 = af) za(7) dr — bt.

Calculons le temps T pour lequel les stocks résiduels de données & transmettre,

atteignent zéro pour la premiére fois.

W — o (3.68)

(3.67) et (3.68) donnent:

- //o " () dr (3.69)

T
T3 = -ajf .’,UQ(’T) dr + b1 (370)
0

En remplagant (3.69) dans (3.70), on trouve:

N Tap -+ arg

T
b

(3.71)
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Remarque 1 Notons que le résultat en (3.71) représente le temps minimum reg-
uis pour transmetire toutes les données, et la valeur obtenue est indépendante du
controle précis appliqué, excepté qu’en vertu de la troisiéme équation de (8.66), on

opére toujours a un débit conjoint mazimal.

Remarque 2 57 on reprend les deuz équations qu’on vient d’intégrer, puis qu’on
s g

laisse l'instant final suspendu G t, nous avons alors la relation:

z30 — 23(t) = —a(z10 — 21(¢)) + bt. (3.72)

Si nous avons des usagers identiques, a = 1, nous aurons alors

(11730 — Z’g(t)) + (Slﬁlo — T (t)) = bt (373)

qut représente les stocks transmis par les deur usagers en méme temps, égal au

stock transmis par un seul usager, lorsque son stock est vidé & débit mazimal.

A présent, face au nouveau systéme dynamique, il est encore important de lui
adjoindre un critere adéquat d’optimisation. Il est clair que le critére & horizon infini
ne sera pas retenu, nous avons maintenant U'information pertinente sur le temps
final tel qu’établie la Proposition 2. Egalement, une commande sur horizon infini
serait contre productive puisqu’a cause de I'hypothése que la puissance maximale
doit toujours étre utilisée, elle forcerait des valeurs négatives des états. Il est donc

critique de travailler sur horizon fini.



103

3.4.1 Commande optimale & horizon fini sans pondération sur les états

(Q =0) et & action terminale

En posant ¢/ = 0 nous allons avoir une simplification dans la solution analytique.

Le probléme devient donc

T
minJ = / u" Rudt + 27 (T) Mz(T) (3.74)
“ 0

Sous contrainte dynamique

lel = —XT9
To = U
’ ' (3.75)
Ty = Q%o+ s
2154 = 0 T4 = —b
avec
z; >0,1=1,---,4 (3.76)
et
7= Tt %o “2“’10 (3.77)

D’aprés le chapitre 2, la solution & ce probiéme se fait en résolvant I'équation
différentielle de Riccati, qui se réduit dans ce cas a une équation de Lyapunov. En

effet, la solution est:
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ult) = —K (£)a(t), (3.78)

avec

K(t) = =R'BTP(t)z(t), (3.79)

ol P(t) est solution de 'équation de Riccati:

-P = ATP+PA-PBRBTP

P(T) = ool. (380

Notons que la condition finale P(7T) = ool est choisie ici, afin de forcer I’état final
4 aller vers zéro (voir Chapitre 2); cependant, comme cette condition est difficile &
implanter numériquement, il est alors préférable d’opérer le changement de variable

suivant:

S(T) = 0.1 (881)

On pourra remarquer aussi que le terme en ¢ ne figure plus dans "équation de
Riccati, ce qui nous permettra finalement d’aboutir & une équation linéaire qui est

I’équation de Lyapunov suivante:

S = SAT + AS — BR™!BT
(3.82)
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La solution de I'équation (3.82) est la suivante (voir section 3.3.2 du Chapitre 2,

méthode 1)

]
S{t) = eAtS(O)eATt ~jf AT BR1 BT AT (=T g
0

(3.83)

Mais comme, nous n’avons pas de connaissance sur la solution & Uinstant initiale
7

mais plutét a 'instant final, on procédera alors 4 un autre changement de variable.

et donc

dt = —dr

I’équation (3.82) devient:

—é%ﬁ =S(T - 1)AT + AS(T — 1) — BR'BT

aussi, on posera

S(T —71) =Y¥(7)

pour avoir finalement:

(3.84)

(3.85)

(3.86)
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¥ = —UAT - AT+ BR'BT
(3.87)
T(0) = S(T)=01.
La solution & ’équation (3.87) est donc:
U(7) = e AT (0)e A + / e A=W BRI BT~ AT gy, (3.88)
0

Etant donnée la matrice A, de notre systéme:

0 -1 0 0O

0 0 0O
A= ,

0 ¢ 01

0 0 00

on peut remarquer qu’il s’agit bien d’une matrice nilpotente d’indice 2. En effet,

un simple calcul montre que:

A? =0, (3.89)

ce qui nous permet d’écrire:

e™AT =T — Ar. (3.90)

Pour la suite on posera:
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F=BR'BT (3.91)

Ainsi, équation (3.88), (3.91), (3.90) donnent:

U(r) =T —An)¥(0)T — AT7) + [[[I — A(T — w)]F[I — AT(r — w)]dr
= T(0) — T(0)ATT — ATV (0)7 + AT(0)AT 2
+ [y [F—FAT(r —w) — AF(T —w) + AFAT (1 — w)?] dw
= U(0) — U (0)ATr — AV(0)7 + AV(0)AT 72

+Fr — FATL — AFT 4 AFATZ.
(3.92)

d’on finalement en revenant & [’ancienne variable matricielle (3.86) et (3.84)
S(t) =9 (T —1), (3.93)
on obtient:
St)y= S(T)—-S(MAT(T —t) - AS(TY(T —t) + AS(TAT(T — ) + F(T — 1)

—LFAT(T — )2 — LAF(T — )2 + LAFAT(T — 1)®,
(3.94)

En se rappelant de la condition finale S(7") = 0, on trouve alors:

1 1 1
St)=F(T—t) - §FAT{T ~ 1) — SAF(T - )%+ gAFAT(T -t (3.95)
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Remarque 3 [l est également possible de trouver la solution & ce probléme en
suwant la méthode 2 dans la section 2.8.8.2. Cette solution est disponible en annexe

T 01 nous avons développé une proposition simplificatrice.

Si on remplace maintenant les matrices:

0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 ¢ 1 LT 101060
A= , B= , R=7r, F=BR 'B'=r"
0 a 0 1 G 0 0 0 O
0 0 00 0 00 00
On trouve finalement la solution:
s(T—t)® 2(T—-t? —-%2T-t?® 0
LT —1¢)? (T —t —2(T -2 0
S(t) — 1 2( ) \ ) 22( ) (396)
—3(T—t)® =T -1 L(T—-1t)?* 0
0 0 0 0

On peut faire deux observations & ce stade: la premiére, c’est que la matrice S(t) est
symétrique; ce résultat était prévisible car cela découle des propriétés de la solution.
La deuxiéme observation, c’est que la matrice S(t) posséde une ligne (une colonne)
nulle, ce qui veut dire que la matrice S{t) est singuliére, ce qui rendrait impossible
Iéquation (3.81), qui ne oublions pas, est la matrice qui nous donne le retour
d’état (3.78). Ce résultat était aussi prévisible, car il fallait inverser une matrice
nulle 4 linstant final.

Il est donc indispensable de perturber 1égérement la solution en introduisant & la

condition finale
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S(T) = e, €= 107", (3.97)

avec m > 5.

Et ainsi, la solution doit étre prise de 'équation (3.94), et par la suite vérifier (3.81),

(3.79) et (3.78) pour obtenir le retour d’état final.

Des simulations ont été menées pour valider notre synthése, en prenant les valeurs

suivantes:

0=22857, b=14286, r=10, 2l=|10 0.1 20 _b}, e=10"",
(3.98)

Ce qui donnerait deja le temps final (voir proposition 3.71) 7' = M{—w = 30.

Les paramétres a et b ont été calculés & partir de données d’un réseau réel corre-

spondant & la courbe de contraintes figure 3.4.

Comme on peut le voir sur la figure 3.5, les deux usagers transmettent leurs packets
de données simultanément & partir de deux conditions initiales différentes pour

arrivers & un stock nul & la fin du temps 7'ainsi calculé & priori.

On pourra noter aussi sur la figure 3.6 la relation linéaire entre le débit des deux
usagers; on remarquera de méme que le débit suit une trajectoire au début crois-
sante pour atteindre un maximum, puis décroitre. L’inverse se produit pour 'autre
usager. On peut voir que le maximum de I'un arrive en méme temps que le mini-
mum de Vautre, ce qui montre bien les échanges de puissance. Enfin il faut noter

le signe négatif des débits, qui justifie bien la transmission de la station de base
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vers les usagers.
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Figure 3.5 Stocks de données pour le cas de deux usagers
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Figure 3.6 débits de données pour le cas de deux usagers

D’aprés ce qu'on vient de voir, la commande optimale donne une solution in-
téressante pour le probléme posé, mais par contre nous avons constaté des insuffi-
sances dans cette approche, dans le sens ol nous n’avons aucun contréle direct sur
I’évolution des états. Les états représentent les usagers, et avec ce modéle @) = 0,
les usagers sont invisibles dans le critére d’optimisation, et la chose qui caractérise
un usager par rapport & un autre, c’est principalement la quantité d’information
a transmettre puis sa localisation (’état de son canal) dans le réseau & savoir son
gain g; (voir chapitre 1). De plus, la valeur maximale du débit qu’on observe sur la
figure 3.6 peut étre une valeur qui a violé les contraintes du systéme et un moyen
de la réduire, c’est justement d’imposer une pondération ¢ # 0 sur les états afin

de remplir les objectifs attendus, en toute sécurité.

Cette analyse nous méne 4 présent & penser au cas de la commande optimale &

action terminale avec pondérations ¢, R.
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3.4.2 Commande optimale & horizon fini 4 action terminale avec pondéra-

tion sur les états QQ #0

Dans ce paragraphe, nous allons reprendre le méme modéle que le cas précédent, en
opérant un léger changement dans le critére, qui aura pour conséquence de rendre
la performance dépendante de la trajectoire d’état non seulement & 'instant final,

mais tout au long de 'horizon de commande.

Tel que mentionné & la section précédente, ce qui distingue un usager par & un
autre, c’est bien entendu la quantité de données a transmettre mais également la
qualité du canal de communication associé. Plus précisément, est-il dans une situ-
ation plus favorable qu’un autre pour effectuer la transmission ?

La qualité du canal, est mesurée ici par le paramétre g;, qui est le facteur d’atténuation

(Chapitre 1).

Un critere qui viendrait donc palier les insuffisances de ’analyse précédente est le

suivant:
T N
J (20, T) = j’[ Z [q2i-1(9i%2i-1)" + qai(giw2)* + ru?] dt+ 2" (T)M=z(T), (3.99)
0 =1
Own:

Zpi—1: représente les paquets de données & transmettre & 'usager 1,

To;: représente le débit de transmission de P'usager 1,

@2—1, Q2i, T5: représentent respectivement les pondérations sur les paquets de don-

nées, les débits de transmission et la commande pour chaque usager 7,



g;: est le facteur d’atténuation pour 'usager 1.
N: le nombre d’usagers dans la stations de base, et ici, il s’agit de 2.

On voit bien dans le critére (3.99), la distinction entre 'usager 7 qui posséde un
facteur d’atténuation g; et 'usager j qui posséde un facteur d’atténuation g;, dans

le sens ot si ¢ est dans une meilleure situation que 7, alors on devrait avoir:

0<g <g<1 (3.100)

et dans ce cas il est alors logique que 'usager 7 ait plus de facilité & transmettre
que l'usager j; ce qui voudrait dire que l'usager i, doit étre plus pondéré (plus

important) que 1'usager j, et c’est exactement ce que décrit le critére (3.99).

Les pondérations go;—; et ¢y; peuvent-&tre les mémes pour chaque usager i.e.,
(qai—1 = constante) et (go; = constante), car la différence entre les usagers est
deja significative par le biais des g;. En ’occurrence, 1'utilisation des pondérations
g est seulement en vue de modéliser convenablement les états d’une fagon globale
et unifiée afin de pouvoir les utiliser dans un algorithme temps réel ot le choix des

pondérations doit &tre fait a priori et de fagon définitive.

Enfin, il aurait était possible d’opérer la pénalisation sur les usagers d’une fagon
plus ou moins sévére en mettant au lieu de g2, une pondération g;, qui est moins
sévére & 'égard des usagers associés & un mauvais canal de communication, cu

encore, gf qui est plus sévére (sachant que g; < 1).

Enfin, 'indice de performance tel que proposé aurait tendance & accorder une at-
tention plus immédiate aux usagers ayant des stocks importants & transmettre. Ce

choix pourrait se justifier par le fait que la perte d'un tel usager par découragement,



114

entrainerait un manque & gagner plus important pour 'exploitant. Un tel biais en
faveur des usagers associés aux stocks les plus importants pourrait 8tre atténué en
divisant les stocks par leur condition initiale chacun. Toutes ces modifications sont

réalisables en restant dans le cadre mathématique développé ici:

muin J(zo) = /ZT [t" Qz+u" Ru] dt + 2" (T)Mz(T) (3.101)

Sous la méme contrainte dynamique:

_'17.1 = —XT3
o = u
? ' (3.102)
T3 = Q%o+ Tg
5154 - 0, Tag = —b
avec
z; 2 0, (3.103)
et
7 — %30 ¥ %0 (3.104)

b

La solution a ce probléme a été donnée au Chapitre 2. On reportera donc la solution

ici:
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u*(t) = —K({)z(t);
@) = —K(0s() 105
K(t) = R'BTP{)
avec P(t) vérifiant 'équation différentielle de Riccati:
P = ATP+PA-PBR'BTP+Q
(3.106)
P(T) = M.

Des simulations ont été menées afin de voir le comportement des usagers. On

retiendra par ailleurs les pondérations mise en jeu qui sont:

n=@=¢g=107" R=1 (3.107)

Comme on peut le voir sur la figure 3.7, les paquets de données des deux usagers
se transmettent durant le temps optimal ainsi calculé, de deux conditions initiales

différentes.

Si on observe le débit de chaque usager sur la figure 3.8, on pourra constater que les
dérivées des stocks sont négatifs (débits positifs), ce qui montre bien que la station
de base transmet vers les usagers, sans gain de données. On pourra constater aussi
que les débits sont des fonctions non monotones, ce qui permet des échanges entre
les usagers dans le sens ot le maximum de débit chez I'un représente le minimum de
débit chez autre. Enfin on pourra noter que le premier usager voit son débit nul
au temps final ce qui n’est pas le cas de Uautre usager, et ceci peut étre expliqué par
la notion de commandabilité. En effet le sous-systeme que représente le premier
usager est commandable, tandis que le sous-systéme qui représente le second ne 'est

pas: son comportement est strictement une fonction de celui du premier usager.
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Figure 3.7 Stocks de données pour le cas de deux usagers
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Figure 3.8 débits de données pour le cas de deux usagers
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En conclusion, avec le critére quadratique (3.99) ou (3.101), nous sommes parvenus

3 exercer un controle plus étroit sur la dynamique des usagers individuels.

3.5 Synthése de la commande par Scheduling

La commande qui va é&tre mise en place réellement n’est certainement pas la com-
mande qu’on a calculée dans le paragraphe d’avant, mais si on se référe a la Propo-
sition 1, il s’agira d’une commande qui va osciller d’'un extréme (Riyq,) & un autre

(Romaz) (faute de quoi, les contraintes non linéaires sur les débits seraient violées).

L’idée est la suivante: étant donnée la courbe de débits pour les deux usagers,
nous allons extraire de cette courbe, une commande qui fonctionne de la maniére

suivante sur intervalle [tg, tg + Al:

331(2:') = _leaw to t0+D(t)
B() = 0 4D <t < fth

IA
(o 3
A

(3.108)

et le probléme, est de déterminer D(t) pour qu’en moyenne effectivement on ait le
débit qu’on voit sur la figure 3.8. C’est dire que nous allons reproduire le méme
controdle que si nous étions sur la droite de contrainte (3.4), mais en injectant effec-
tivement non pas la commande trouvée dans (3.105), mais la commande moyenne
(4.75) qui va d’un extréme & un autre, sans violer les contraintes. La figure 3.9
explique la technique adoptée pour une fonction quelconque z(t), qui donne une
fonction équivalente en moyenne, qu’on appelle fonction pulsée & largeur modulée,
ou la largeur en question D(t), varie d’un intervalle & un autre de maniére & con-

server la valeur moyenne, c¢’est 4 dire:



Bl
jf 2 dt = G D, (3.109)
i

avec:

G: module de la fonction a largeur modulée, (une quantité fixe),
[t;, t;v1]: Vintervalle de découpage de longueur h qu’on fixe
D;: intervalle de largeur variable, qui change d’un intervalle de découpage & un

autre.

Donc étant donnée

/ ) dt = S(a), (3.110)

il faudrait vérifier:

S(z) = 8(G, D;) (3.111)

on obtiendra alors:

D; = (3.112)
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Figure 3.9 Génération d’une fonction pulsée 4 largeur modulée
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Il est & noter ici que S(z) est I’aire sous la courbe durant un intervalle de longueur
h, et sa valeur change d’un intervalle & un autre; ¢’est pour cela que la fonction est

appelée, fonction pulsée 4 largeur modulée.

Si on applique ce qu’on vient de voir au cas de notre systéme & deux usagers, sur
la variable z2(t) qui représente le débit du premier usager, 4 un signe prés, et si le

pas est défini par:

T
h=— 3.113
—, (3.113)
en intégrant sur l'intervalle [t;, ¢;11], on aura:
tig1
/ T (t) dt = Tomax Dz (3114)
t

ici, on refait la méme procédure sur l'intervalle [¢;,¢;.1] de longueur £, — #; = h.
Le module de la commande pulsée sera la valeur maximale permise de la variable

To (t)

En observant bien le modéle d’état du systéme, on pourra conclure que:

frmd = - [0

(3.115)
= z1(t) — T1(tisr).

D’on finalement:

D — z1(t;) — 331(3'%1). (3.116)

Tomax
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D
[

On pourra facilement vérifier que l'accroissement de la variable z»(t) est conservé

sur 'intervalle total 7"

T n
jf Ta(t) dt =Y Tomas Di (3.117)
0 i=1

D’aprés la formule (3.116), qui est indépendante analytiquement de h, rien ne

garantit que le D; est plus petit que h. Montrons a présent la proposition suivante:

Proposition 3 pour tout pas de modulation h, nous avons toujours

D;<h (3.118)

Preuve: On utilisera le théoréme des accroissements finis pour démontrer (3.118).

Soit

D(tz) - _ z1(tig1)—z1(E:)

T2maz
__:El(ti-t-l)'—ml(ti) h (3119)

h T2mazx

Comme on sait que la fonction z;(¢) est dérivable et monotone (strictement décrois-
sante) sur tout intervalle J¢;,t;41], alors il existe forcément un temps t; €]t;, t;41[ tel

que:

_mltgp)-mll) s (F)
= —z(¢
’ 1) (3.120)

et sachant que:



Vit € [O,TL 172“) < Zomar

alors

Une démonstration plus rapide consistait & poser:

tit1
:Eg(t) < Tomar = IQ(t) dt < Tomach
b

et la conclusion est rapide & faire.

},.«..\
N
[N]

(3.121)

(3.122)

C.QFD

(3.123)

Nous avons effectué des simulations pour valider notre synthése sur la commande

discréte développée ci-haut.
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Figure 3.10 Courbes de stocks de données pour deux usagers avec commande pulsée
a largeur modulée.

On peut voir que la réponse donnée par la commande pulsée qui passe du point
de coordonnées (Tamae,0) vers le point (0, Zamaez) & une fréquence trés rapide est
sensiblement identique & la commande synthétisée dans le paragraphe précédent
ol nous étions sur la droite de contrainte qui relie les deux points (Zomas, 0) et

(0, ZTmmaz), S1 o1 observe les figures 3.10 et 3.7.

Il faudra noter que pour réaliser cette simulation, nous avons pris un pas de modula-
tion h = 50AT, avec AT, le pas d’intégration du systéme (3.102) sous la commande
(3.105). La commande pulsée obtenue, effectue des passages trés rapides. Clest
pour cela que nous n’allons pas donner son graphique, mais l'allure demeure la

méme que celle de la figure 3.10.
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Figure 3.11 Courbes des stocks de données avec 5 usagers et un fictif.

3.6 Conclusion

Ce qu’on retiendra en premier lieu de ce chapitre, c’est la flexibilité apportée par
le critére quadratique & horizon fini, car il permet, moyennant un choix judicieux
des pondérations, de privilégier un usager sur un autre d’un point de vue stock de
données initial ou condition de canal associé, tout en préservant tout de méme une
certaine équité. L’importance d’opérer par scheduling et a puissance maximale, est
le second point essentiel dans notre synthése, car cela nous a permis de transformer
un probléme de commande optimale avec temps final flottant et contraintes non
linéaires sur les états, en un probléme avec contraintes linéarisées et temps final fixe.
Les contraintes linéarisées sont alors intégrées a la dynamique qui demeure linéaire,
ceci permettant la synthése d’une commande & temps de transmission minimal, et

avec caractéristiques d’équité entre utilisateurs.



CHAPITRE 4

ALGORITHME DE CONTROLE CONJOINT PUISSANCE-DEBIT
EN LIEN DESCENDANT POUR LE CAS DE N USAGERS

Au Chapitre 3, nous avons traité le probléme de transmission de données sur le
lien descendant pour le cas de deux usagers seulement. Nous avons pu développer
un algorithme qui permet & deux usagers d’utiliser conjointement le maximum
de ressources, tout en tenant compte des contraintes physiques imposées par le
réseau. Des formulations successives de plus en plus simplifiées, nous ont permis
de ramener ce probléme de transmission de données au cadre de la théorie classique
du régulateur linéaire quadratique. La théorie en question, se généralise-t-elle au
cas de N usagers, et le cas échéant, est-il possible de maintenir sous contrdle la
complexité des calculs requis 7 Ce sont les questions auxquelles nous apporterons

réponse dans ce chapitre.

Nous verrons d’abord comment il est possible de généraliser le modéle dynamique de
transmission et les contraintes d’état associés. Par la suite, nous montrerons comme
pour le cas de deux usagers, que le probléme de transmission optimale de données
de la base vers les mobiles peut-étre ramené au cadre de la théorie du régulateur
linéaire quadratique. Cependant, il s’avérera utile d’introduire la notion d’usager
virtuel ou fictif, en vue de s’assurer plus aisément du maintien des contraintes de
positivité des débits. Enfin, nous développerons un concept d’agrégation & partir
duquel on montrera qu'un probléme de transmission & [V usagers, peut toujours se
ramener & ’étude d’un probléme connexe 4 trois usagers seulement. Cette fagon
de résoudre, permet d’optimiser le temps de calcul d’une maniére significative,

surtout quand on pense & la solution de I'équation différentielle de Riccati, qui



126

requiert de passer par la résolution d’un systéme Hamiltonien, qui, comme on sait,
est de dimension deux fois plus grande que la dimension du systéme de base. Nous
généraliserons le concept de scheduling utilisé au Chapitre 3, en vue de synthétiser

les commandes pour les N usagers, en passant par ie systéme agrégé.

4.1 Modélisation du systéme de lien descendant pour N usagers

Dans cette section, nous allons voir comment il est possible de généraliser le modéle
de transmission, ainsi que les contraintes obtenus pour le cas de deux usagers, au

cas de N usagers dans une cellule munie d’une station de base.

Comme pour le cas de deux usagers, le modéle de transmission de données sera un
modeéle d’état qui mettra en jeu, les quantités de données & transmettre et les débits

de transmission. Les commandes seront les dérivées des débits de transmission.

.7.5'1 = —XT9

i‘Q = U

i‘3 = —I4

T4 = Uz (4.1)
ToN-1 = —Tan

i‘gN = UnN-

Les contraintes de débit dans le cas de NV usagers, vont s’avérer plus complexes.
; p

Si on suppose que la station de base posséde une puissance maximale P, les

usagers doivent forcément vérifier:
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PI+P2+"‘+PNSPmam- (

N
| \]
A —a

On posera pour la suite:

Si nous reprenons expression du SIR (rapport signal / bruit) de chaque usager
(3.11), tout en négligeant effet de I'auto-interférence et en considérant que les
cellules adjacentes fonctionnent par scheduling et 4 puissance maximale, comme

expliqué au Chapitre 3, soit:

9: P
Z;'Vzl,j;ﬁi HzglPJ + L + n

SIR; = (4.4)

et aussi, ’expression du débit maximal associé pour un rapport minimal d’énergie

par bit sur densité spectrale d’interférence:

En injectant (4.4) dans (4.5), nous obtenons:

w 9.5

R, = —
v Zj\;l,j#i Hzgzpj +5L+n

(4.6)

On supposera gue les interférences provenant des autres cellules sont constantes
Ea bl

ainsi que le bruit de fond, c’est ainsi qu'on posera:
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>
=~J
p—

A partir de (4.6), on peut extraire P;:

N
9
P = ngRi(I+9igz- | E .Pj). (4.8)
J=1,j#i
On sait que:
N
> P=Pr-P (4.9)
j=15#
alors:
v
P, = R,(I +6,9;(Pr — P)). 4.1
Bl + 6.9{(Pr = P) (4.10)

On obtient alors la puissance de 'usager ¢ en fonction de son débit et de la puissance

totale des usagers:

e By (I +0;0:Pr)

P__ng
(. .
1+ %R

(4.11)

En opérant la somme des puissances sur tous les usagers, on trouve:

al Y B (I +0ig:Pr)

D (4.12)

i=1
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et en utilisant (4.3) dans (4.12), nous aurons:

Pr=) —%—4+Pry —V—— (4.13)
1+ 1% R 1+ FER

N VF[;I : N 1_0_1_R N V}I : N ,y_giR
9i w7 g w .
- T S +P )
LT R TTET B LT R LT R
(4.14)
et donc:
N 2L R, N p
PT < ngg. +Pmaz E W 5. : (415)
i—11+%RZ 1:11+WW1R1'

Nous avons obtenu dans (4.15) une borne supérieure de Pr et comme il faut toujours

vérifier la condition (4.2), alors il suffira de majorer la borne supérieure par Paz:

‘Y_ )
_w < Pras (4.16)

E
::g,
EU
Ile

z'

%I*

qui est la nouvelle contrainte sur les débits, et qui est de la forme:

Z "—‘-—ai RZ ] < Pmax- (417)

avec:
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&% = P+ Praatbigi
Wi v (4.18)
5 = B
Cette expression peut-&tre mise sous la forme suivante:
N
D Ry sy (L4 BiR:) < Prnaa 1L, (1 4+ BiR), (4.19)
J=1
qui elle méme donne:
Z CVRllllez e R]U\%V < Pma,:z:a (420)
viely
avec:
Iy={0,1,---,N}. (4.21)

qui est un polyndme multivariable d’ordre N.

On peut constater cependant d’aprés I'équation (4.17), qu’il s’agit d’une somme
de N formes hyperbolique de dimension 1, car si on fait la projection de cette
surface polyndmiale sur le plan (cas de deux usagers), nous obtenons bien une
forme hyperbolique a; R: /(1 + 1 Ry) + e Ry /(1 + 52 Ry), qui est bien la contrainte
qu’on avait trouvée au Chapitre 3. Donc ici aussi, nous n’allons pas travailler avec
la contrainte polynomiale (4.20), mais plutét, avec Uhyperplan (contrainte linéaire),

qui relie les points extrémes de ces polynémes; ce dernier sera déterminé comme

suit:
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Pour chaque usager individuel, la physique du processus suggére que le débit max-
imum possible est atteint lorsque tous les autres usagers ne regoivent aucun débit.

Dans ce cas (4.17) et (4.18) donnent:

Pmaz
'v%{ + W/Qipmam (gz - 3_147) ’

Rimam = 1= 1, n. (422)

La portion de I’hyperplan maximal admissible H 4p qui représente le lieu géométrique
des débits moyens maximaux, sera générée par commutation & haute fréquence en-

tre les vecteurs débits RY que nous appellerons vecteurs débits extrémes:

r

VT — 0---0 Rimaa: 0---0 ’L:ll,N (423)

ext—1 )
i—1

Il correspond & toutes les combinaisons convexes de ces vecteurs extrémes. Plus

précisément:

N
Hoap = {VERN tel que I, 0< pu; <1, i=1,--- N VZZMiVemt—i
=1

(4.

>
[\
W
p

On peut aisément vérifier que 'hyperplan complet satisfait:

=1. (4.25)

Puisque U'hyperplan en question est défini par le fait qu’il passe par les N points de

coordonnées définie, en (4.23), condition satisfaite par (4.25). Pour obtenir H 4p &
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partir de (4.25), il suffit d’ajouter les contraintes d’inégalité:

0 < R < Rimegg i=1,---,N—1. (4.26)
En effet, si Vp = ZZL tioVest, alors en définissant le point de coordonnées

T
{ MlOleaz; N20R2maz y T ,U'NORNma,a: ] ’
on voit qu’il satisfait (4.25) et (4.26).
Inversement, tout point de coordonnées
T
V= [ Ry, Rz , -+, Rno } )

satisfaisant (4.25) et (4.26) fournit des valeurs 0 < py = 1—%% < 1, telles que
S e =1et V=31 pioVears

On a donc:

Proposition 4 La portion de Uhyperplan de débits moyens mazimaux admissibles

pour le systéme de transitions & N usagers est définie par (4.25) et (4.26).

4.2 Formulation du probléme de transmission optimale des données

pour N usagers

En se fondant sur la théorie développée pour le cas de deux usagers au Chapitre 3,

ol I'on reconnait que le temps de transmission minimum est réalisé en travaillant

constamment sur 'nyperplan maximal admissible H 4p, et que d’autre part, ce
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temps minimum est donné par:

N
T = <__““Z—‘—(G)> , (4.27)
1 AL

le probléme de transmission optimale des données pour NV usagers s’exprime comme

suit:

muin {J(xo) = /QT [z"Qz +u"Ru] dt+ IT(T>MLC(T)} ) (4.28)

avec les contraintes dynamiques:

.’1'31 = —T9

Z'EQ = U

.Ci?g = —T4

Ty = U (429)
Ton-1 = Rymaz[l — Zf\;—ll ] 2 - vaz_ll <%ﬂﬁl> T2 + Tan

i‘z]\r = 0.

et les contraintes d’inégalité:

La solution & ce probléme est bien connue maintenant,



ok
(W8]
g

u'(t) = —K(t)z(t
= —K@a() oy
K(t) = R 'BYP(t)z(z)
avec P(t) vérifiant "équation différentielle de Riccati suivante:
P = ATP+PA-PBR'BTP+Q
(4.32)
P(Ty = M.

Nous présenterons des simulations pour le cas de 5 usagés avec les valeurs suivantes:

Usager | quantité de données | g;

1 10 0.2
2 20 0.35
3 30 0.8
4 40 0.55
5 50 0.69

Les pondérations qu’on a utilisées:

Q =10"* Ijox1o
I =1dB.

Le temps optimal, calculé & priori selon la formule (4.27) est de: 100.1827.
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Figure 4.1 Stock de données pour le cas de 5 usagers
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Figure 4.2 Débits de transmission pour le cas de 5 usagers
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Si on observe la figure 4.1, qui montre les quantités de données transmises de la
station de base vers les usagers, on constate que tous les mobiles ont transmis pen-
dant le méme intervalle de temps 7" calculé par (4.27), et ceci & partir de conditions
initiales différentes et des conditions de canaux différentes aussi. Cependant, on
pourra remarquer que tous les usagers se comportent de la méme maniére, sauf
le dernier usager qui débute a la condition initiale de 50 en suivant une courbe
possédant un point d’inflexion. On peut facilement interpréter ce comportement
marginal par le biais des débits qu’on peut voir sur la figure 4.2. On peut voir
initialement les débits des autres usager sont & 0 (on aurait pu leur attribuer un
débit initial dans ’ensemble des débits admissibles, mais le raisonnement ne change
pas), tandis que le dernier usager a un débit initial de —1.27. Ce qu’on observe sur
la courbe des stocks 4.1, est qu’initialement la tangente au point 0 pour les usagers
est nulle tandis que pour le dernier est non nulle. Ce dernier démarre donc plus vite
que tout le monde, mais un moment donné comme on le voit toujours sur la figure
des stocks, il a rattrapé un usager et il est en passe d’en rattraper un autre (tout
dépendra aussi du stock initial de chacun d’eux). A ce moment 13 la commande
optimale & tendance & modifier le débit de cet usager plus que les autres de maniére
a ralentir cette vitesse, d’ou le point d’inflexion (changement de courbure), et ceci
se voit facilement sur la courbe de débit. Il a atteint son maximum & un temps
proche de 55, (c’est le méme temps pour lequel 'inflexion a lieu), et & cet instant
presque tous les usagers sont a leur plus bas débit, car ne 'oublions pas, le débit
du dernier est une combinaison linéaire des débits des autres usagers. Aprés cela,
on on peut voir sur la courbe de stocks que le dernier usager s’attarde un peu (le
débit décroit) pour se retrouver le plus en retard dans la transmission. C’est ainsi
que les débits des autres usagers deviennent de plus en plus petits, ce qui s’explique
par la combinaison linéaire des débits du dernier devient de plus en plus grand; ce
qui lui permettra de rattraper les autres pour qu’enfin il se retrouve avec un débit

similaire au débit initial qui est égal 4 deb = —1.27 et les autres aussi & leur débit
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initial, & 'instant final 7.

On peut conclure a présent que le dernier usager semble tenir un réle important
dans le réseau. Comment ce dernier usager réagirait-il si, par le hasard des choses,
il possédait le stock de données le plus petit dans le réseau, (dans ce cas de figure
que nous venons d’étudier, il possédait le stock le plus gros). C’est le cas de figure
étudié dans la simulation Figure 4.3, olt on inverse les stocks entre le premier joueur

et le dernier, ce qui leur donne respectivement des stocks initiaux de 50 et 10.

50 — 1 . . : 4

T
usager 1 =50
usager 2 =20
45 usager 3 = 30 H
usager 4 =40
usager 5 =10

40 g

L

30 " =

o5+ ) .

données

i 1 TP
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temps (sec)

Figure 4.3 Stock de données pour le cas de 5 usagers
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Figure 4.4 Débits de transmission pour le cas de 5 usagers

On observera avant tout, que le temps de transmission & changé, di au fait qu’un
usager avec un g; = 0.2 pour le premier usager ne permet pas de transmettre la

méme quantité de données qu’un usager avec un g; = 0.69, dans un méme temps.

En second lieu, comme on s’attendait & le voir, le dernier usager présente un profil
similaire a la figure 4.1, sauf que, vu qu’a présent il posséde le stock de données
le plus petit dans le réseau, il n’est qu’a 10 unités de zéro. En quelque sorte il est
avantagé par rapport aux autres; il est donc obligé d’attendre les autres pour qu’ils
se vident tous en méme temps & l'instant 7', et donc & cause de la pénalisation
sur la variabilité de la commande, il aura tendance & aller remplir son stock pour
ensuite le vider, ce qui lui permettra de perdre du temps. Ce comportement n’a
pas lieu d’étre physiquement sachant que la station de base est entrain d’envoyer
seulement une guantité de données égale & 10 initialement, et il n’y a aucune arrivée
de données ultérieures. Le comportement du dernier usager peut donc violer des

contraintes physiques, si par le hasard des choses il est associé & un stock initial



petit et un débit initial relativement élevé.

L'observation de la figure 4.3 indique bien I'homogénéité des comportements de
tous les usagers, excepté le dit dernier usager qui semble devoir constamment com-
penser les écarts des autres usagers par rapport aux contraintes. De plus, dans une
situation réelle, nous avons aucun controle sur ses conditions initiales de stock et
de débit. Se pourrait-il alors qu’en introduisant un usager fictif que 'on pourrait
a volonté faire partir d’un stock nul, qui jouerait le réle joué par le dernier usager
dans le schéma précédant, mais dont on pénaliserait trés fortement tout écart d’état
par rapport a zéro, on puisse satisfaire les contraintes sans indiment pénaliser un

usager réel pour autant 7 c’est ce que nous explorons & la sous-section suivante.

4.2.1 La notion d’usager fictif

La notion d’usager fictif est introduite ici afin de résoudre le probléme de non
controllabilité du dernier usager, qui présente selon la quantité de données initiale,
un profil non désirable, et dont on ne veut pas qu’un usager quelconque en soit
victime, dans le sens ou tous les usagers sont sensé recevoir un service adéquat. Pour
ce faire, nous introduisons un usager additionnel fictif, associé & un stock de données
nul et un débit initial nul, qui, moyennant un choix pertinent des pondération sur
cet état et sur les débits des autres usagers, ferait en sorte de le maintenir & zéro sur
tout le long du temps 7'. La la raison pour laguelle, nous ne voulons pas qu’il y ait
des excursions indésirables dans la courbe de transmission pour le dernier usager,
méme s’il est fictif, est que ces excursions impliquent des pertes de puissance pour

les autres usagers, ce qui les priverait de ressources additionnelles.

L’usager fictif aura donc:
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(4.33)

Sachant que le débit de Yusager fictif dépend des débits des autres usagers, selon:

N-1
. . RNma.a:
IoN-1 = —

&maz > To; + TanN, (434)

i=1
alors, un moyen de vérifier la condition initiale sur le débit de P'usager fictif de

I'équation (4.33)est de poser:

RiNmaa: =

Toi(0) = —— 4.35

21( ) N . 1 ( )

Si on reprend le cas de 5 usagers, nous obtenons les simulations sur les figures
(4.5) et (4.6). Tel qu’espéré, 'usager ficitf part de zéro, et demeure & zéro, ce qui
garantit la satisfaction de la contrainte (4.34) sans pour autant pénaliser un usager

réel. L’usager fictif permet donc de rééquilibrer la dynamique.
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Figure 4.5 Stock de données pour le cas de 5 usagers avec un usager fictif
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Figure 4.6 Débits de transmission pour le cas de 5 usagers avec un usager fictif
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4.3 Modéle agrégé connexe

Nous allons introduire dans cette section, un concept d’agrégation directement utile
pour limiter la complexité des calculs lorsque V devient grand. Si on observe la ré-
solution qui a été mise en place pour la commande optimale & action terminale avec
pondération sur les état (LQR), celle-ci est obtenue en construisant une matrice
hamiltonienne, puis en résolvant un systéme différentiel linéaire (voir Chapitre 2).

Ainsi, si on reprend briévement la solution du probléme suivant:

min {J(mo) = A : 27 Qr + v Ru dt + xT(T)]V[x(T)} (4.36)

sous les contraintes du systéme dynamique

& = Az + Bu, z(0) = zo (4.37)

Ce probléme admet la solution suivante:

w(t) = —K@)x()

(4.38)
K(t) = R'BTP()

ou P(t) est solution de I"équation différentielle matricielle de Riccati suivante:

P = ATP+PA—-PBR'BTP+(Q

(4.39)
P(T) = M

On associe & chague équation de Riccati (4.39), la matrice Hamiltonienne suivante:
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A —BR'BT

H= . (4.40)

QAT

La résolution de I"équation de Riccati non linéaire (4.39), passe par la résolution

du systéme différentiel linéaire suivant:

avec:

pour donner enfin

X B

.| =H| (4.41)

Y RS

X)) =1, (4.42)

Y(T) = M '
Pt) =Y ()X (¢). (4.43)

C’est la procédure qui a été mise en place pour toutes nos solutions. Cependant,

si la dimension du systéme dynamique est n X n, il en découle que la matrice

hamiltonienne possédera une dimension de 'ordre de 2n X 2n, et donc pour résoudre

des équation de Riccati pour des systémes & 10 usagers, il faudra résoudre un

systéme différentiel de 20 x 20. On imagine alors les conséquences si on double ou

en triple le nombre d’usagers...

Pour cela, nous développerons la notion de systéme agrégé connexe. Ce dernier met

en jeu uniquement trois usagers. Il s’avére que la solution pour le systéme agrégé
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(dimension 6), permet de reconstruire la solution pour un systéme de dimension

2N arbitraire.

4.3.1 Systéme agrégé connexe pour le cas de N usagers ayant les mé&mes

Gi

Nous commencerons par le cas de IV usagers possédant le méme g;, c’est a dire
que les usagers se trouvent sur un cercle autour de la station de base. Si on
observe ’équation différentielle de Riccati (4.39), on peut constater que celle-ci est
indépendante des conditions initiales. Il en est de méme pour le gain K du retour
d’état. Imaginons donc le scénario suivant: tous les usagers ont le méme g; et la

méme condition initiale. Dans ces conditions, on a:

i‘l — —I9

:iig = Ui

Ltg = —T4

1134 = Uy (4.44)
ToN—1 = Zo+ T4+ -+ Toy-2 + Ton

3‘:2N - 0; 1'2]\](0) - _R1\7maz~

avec les conditions initiales:

A

T2-1(0) = 25-1(0) i#g ,7=1,---,N—1

x2N(0) — _Rl\'maa:-



et le critére d’optimisation (4.36) demeure le méme avec:

avec I matrice identité,

M=

dQ1
0P 6

L))

R=71 Iin_1x(n-1)

qr1

qdr2 0

0 g

gr2

(4.46)

(4.47)

(4.48)

On peut donc dire qu’il 0’y a aucune différence entre un usager et un autre parmi

tous les usagers qui possédent la mé&me structure, sauf le dernier bien stir qui posséde

une structure différente.

pouri=1,---, N —1:

Toi—1 = Ty

To; =  U;.

(4.49)
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Le dernier usager posséde la structure suivante:

Toy—1 = —Ton
(4.50)
CbQN = C’
Les lois de la commande optimale ont la forme suivante
uj = Kijz1+ -+ Kiav_eZon—2 + Kiov_1Taonv—1 + K1 onTon
u; = Kz + -+ Kz + - + Kigv-1%Zanv-1 + KionTan
uy_; = Ky_gzi+-+ Kyoiov—2Zav—2 + Kn_1ov—1Tanv—1 + Kn_1onTon.
(4.51)
et comme les états z1, 3, ' - -, Toy_3 sont identiques, de méme que les états z9, 24, - - -, Ton_o.
Alors on peut définir les coefficients d’influence ci-dessous, pour ¢ =1,---, N — 1:
e le coefficient de 1'état zo;_1 sur sa commande u; est K,
e le coefficient de 'état z9; sur sa commande u} est K,
e le coefficient des autres états zo;_1, J #4,7 =1,---, N — 2 sur la commande
u; est K,
e le coefficient des autres états zy;, 7 #¢,7 = 1,---, N — 2 sur la commande
u; est Ky,

e le coeflicient de I'état zoy_y sur la commande u} est Kj, et,

e le coeflicient de 1'état zon sur la commande u) est K.
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Il est alors intéressant, de poser la question suivante:

Est-ii possible de calculer les gains du systéme & N usagers, & partir d’un systéme

3 3 usagers seulement 7

Pour cela, nous avons le résultat suivant:

Théoréme 2 (Théoréme de [’agrégation) Soit la fonctionnelle suivante, asso-

ciée au systéme (4.44), dont la forme est:

T — — _
fo {fh (Zfillxgi—ﬁ + g2 (Zil\ill Toi) + Gs Toy_y + Qs Ton + 7 (Zf—ill U?)} di+

gr1 (va:? 25 1(T)) + qra (Zf:l 25;,(T)) + qrs x5 _1(T) + qra zon (T).
(4.52)

Alors, il est possible de calculer les gains du retour d’état du probléme de commande
optimale (4.44), (4.54), & partir du caleul de gains pour le probléeme de commande
optimale auziliaire suivant, sur un systéme d’ordre 6, dont la dynamique est la

sutvante:

21 = —2

2 = U1

v (4.53)
Zi = Vo

% = zm+ (VN =2z + 2

zg = G.

avec la fonction colt suivante:
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J, = fOT g1 (22 +22) +qo (22 +22) + g3 22 + g4 22 + 7 (V2 +03)] di+ (4.54)
gr1 (22(T) + (1)) + arz (5(T) + 25(T)) + ars 22(T) + ara 26(T).
Soit K;(t), 1=1,---,6, les gains du retour d’état pour le probléme de commande

optimale (4.53), (4.54), alors, les gains du retour d’état pour le probléme de com-
mande optimale (4.44), (4.54) sont donnés par:

Koic10i-1 = K

Ko 2 = K

Kisin = f5  i#46hi=1-N (455)
Ki g - JI\?—z

Kiono1t = K

Kion = Ks.

Preuve: Le théoréme veut tout simplement dire, qu’il est possible de faire une
correspondance entre un modeéle & N usagers et un modéle & 3 usagers. Si on
observe le modéle (4.44), on pourra constater qu’il existe trois sortes d’usagers
d'un point de vue structurel, & savoir: un usager quelconque ayant la structure

(4.49), un usager ayant la structure (4.50), et 'usager fictif.

Comme les conditions initiales peuvent étre supposées identiques sans pour autant
affecter les gains de la commande, et les pondérations sont identiques, alors il n’y a
aucune différence entre les usagers ayant la méme structure. On pourra donc écrire

pour le systéme (4.44):
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Iy = Ty = -+ = TaN-3

[l
Ty = Tg = -+ = TaN-2 (4.56)
U = Uy = - = UN-1-

Si nous voulons qu’il y ait une correspondance entre les deux problémes, il est
nécessaire de déterminer les nouvelles variables z; du probléme agrégé connexe,

afin qu’il y’ait conservation de la fonction cofit, c’est & dire:

J, =, (4.57)

et donc, ayant:

T _
J= [ Zi]\ill QT2 | + T3 + @Ton_1 +rul dit+

~ (4.58)
qr1 (Zz]i_ll x%i—l(T)) + gr2 (Zi]\;ll $%2<T)) + QFSx%N—l'

En injectant (4.56) dans (4.58), on trouvera:

J= [T qz?+ (N —-2)qad+ @zl + (N - 2)@ri + gszon—1 + rud + (N — 2)rud di+

qr172(T) + qp1 (N — 2)22(T) + gpazt + gra(N — 2)23(T).
(4.59)

Posons alors:



21
%)
<3
24
<5
28
U1

U2
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= I
= I

= N -2 z3

s v (4.60)
= T2N-1

= I2N

= u

= v N — Z’U,Q

En (4.44), il est important de noter que pour des conditions initiales identiques par

"type" d’état (pair ou impair), on aura, pour i =1,---, N — 1:

Toi—1 (t) = I (t)

To;

(4.61)
xz(t)

Les définitions (4.60), la dynamique (4.44) et les identités (4.61), nous permettent

d’écrire les équations d’état du systéme agrégé connexe comme suit:

2
2
23
2
%5

Zg

U1
—~2Z
* (4.62)
Vo
Zg—f-‘\/N— 2Z4+256

0.

Compte tenu de (4.60) et (4.59), on peut écrire:
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J = JfOT 17} + 125 + 23 + Q7] + Q325 + VT + g di+ (4.6
gr122(T) + qr125(T) + qra23 (T) + qra2i + qrazi(T).

Il ressort donc que:

Jy=J (4.64)

D’autre part, puisque les critéres de cofit sont identiques, et que (4.51) est la
commande optimale pour (4.44), la commande optimale en boucle fermée pour

(4.62) est la méme, & condition de pouvoir la synthétiser & partir des états de

(4.62).

En se rappelant de (4.56), on a donc:

vl £ul = Koy + Komp + K3(N — 2)zs + Ko(N — 2)z4 + Kszon -1 + Kszon
= K21 + Kozp + K3V N — 223 + K4V N — 224 + Kgzs + Kgzg
= KfZl -+ K;ZQ -+ K§23 + KZZ4 -+ K§Z5 -+ KgZG
(4.65)

Il s’ensuit que les gains Ky, Ko, K3, K4, K5, K peuvent étre obtenus directement a

partir de I'équation de Riccati associée au probléme agrégé (4.62)-(4.63), selon:



152

K = K

K = K

K = = (4.66)
K: :

Kisj = -5

Ks = K:

KG - Kg

C.QFD

Comme validation numérique, nous allons prendre le cas de 10 usagers dans une
cellule, et comparer les gains du systéme & 10 usagers et les gains obtenus a partir

du systéme agrégé.

Nous avons obtenu les gains du systéme agrégé (3 usagers) pour des conditions

initiales différentes ou égales.

—0.0300 0.6192 0.0102 0.028% 0.0105 0.0777
Kagreg = (467)
0.0102 0.0289 —0.0470 0.6907 0.0105 0.0777

Les gains du systéme & 10 usagers sont les suivants:

K=



Colonnes 1 & 8

—0.0300
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036

0.6192
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102

Colonnes 9 a 16

0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036

0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.6192
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102

0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036

0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036
0.0636

0.0162
0.6192
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102

0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.6192
0.0102
0.0102
0.0102

0.0036
0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036

0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036

0.0102
0.0102
0.6192
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102

0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.6192
0.0102
0.0102

0.0036
0.0036
0.0036
—0.0300
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036

0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
0.0036
-0.0300
0.0036

0.0102
0.0102
0.0102
0.6192
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102

0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.0102
0.6192
0.0102

1533



Colonnes 17 & 20
$.0036 0.0102 0.0105 08.0777

0.0036 0.0102 0.0105 0.0777
0.0036 0.0102 0.0105 0.0777
0.0036 0.01062 0.0105 0.0777
0.0036 0.01062 0.0105 0.0777
0.0036 0.0102 0.0105 0.0777
0.0036 0.0102 0.0105 0.0777
0.0036 0.0102 0.0105 0.0777
—-0.0300 0.6192 0.0105 0.0777

On peut voir sur la premiére ligne de la matrice K, la commande de 'usager 1.

Comme prévu, on voit bien les effets suivants:

e l'effet de 'usager 1 sur lui méme, & savoir —0.0300 sur son paquet de données,

0.6192 sur son propre débit

e Veffet des autre usagers qui possédent la méme structure sur I'usager 1 avec
0.0036 sur le stock de données et 0.0102 sur le débit, mais en plus, d’un usager

A lautre les effets sont les mémes.

e l'effet du dernier usager qui est de 0.0105 et 0.0777.

Donc sur la premiére ligne de la matrice K, nous avons les deux premiers éléments
pour le premier usager, les deux derniers éléments pour le dernier usager, et le
couple de valeurs qui se répéte tout au long du vecteur entre le premier et le

dernier usager; c’est Ueffet des autres usagers.

Voyons maintenant, comment & partir du systeme agrégé, nous pouvons obtenir les

gains K du systéme au complet. Si on se référe aux formules (4.55):
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K = K = —0.0300
Kz = K, = 0.6192
K = K = 0.0105
Kig = Kg = 0.0777
Kisin = K3/vV/8 = 0.0102/+/8=0.0036
Kia = K48 = 0.0289//8=0.0102.

Cela donne bien les gains du systéme complet.

On voit donc, que notre méthode de calcul du gain d’un systéme & N usagers
(N quelconque ), & partir des gains d’un systéme & 3 usagers seulement donne les

résultats exacts.

Nous considérons a présent une autre simulation avec cette fois-ci 15 usagers, pos-

sédant des stocks et des débits initiaux différents.



Usager | quantité de données | débit initial
20 0.1
2 30 0.5
3 50 1
4 40 1.5
5 60 0.2
6 70 0.3
7 80 0.4
8 10 0.6
9 45 0.7
10 35 1.7
11 75 2
12 25 0.1
13 15 0.1
14 55 0.8
15 0 0
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Figure 4.7 Stock de données pour le cas de 15 usagers, calculé & partir du systéme

agrégé.
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On pourra voir sur les figures 4.7 et 4.8, que la méthode de calcul du gain par
agrégation donne des résultats intéressants, du point de vue performance de calcul,
sachant qu’on & fait le calcul pour 15 usagers & partir de seulement 3 usagers. Il y
aurait donc la possibilité de faire pour un nombre d'usager 2 ou 3 fois plus grand

avec une rapidité de calcul presque similaire que dans le cas de 3 usagers !

4.3.2 Systéme agrégé connexe pour le cas de N usagers ayant des g;

différents

Pour le cas des usagers ayant des g; différents, 1a méthode & pu étre mise en place.

Ainsi, nous avons établi le théoréme de 'agrégation généralisée.

Théoréme 3 (Théoréme de I’agrégation généralisée) Soit la fonctionnelle suiv-

ante, associée au systéme (4.29), dont la forme est:

foT [ (Zf\;l G2i1 T5;_1) + (ZZZ\SI G2iT2i) + Gan—1 Ty 1 + N Ton + (Zfi?l rzuf)} dt+

(Zf\;l qdr2i—1 x%i——l(T)) - (Zi\:l qr2i x%z(T)) + gran-1 x%N—1<T) + gron 332N(T)-
(4.68)

Alors, il est possible de calculer les gains du retour d’état du probléme de commande
optimale (4.29), (4.70), & partir du calcul de gains pour le probléeme de commande
optimale auziliaire suwivant, sur un systéme d’ordre 6, dont la dynamique est la

suivante:
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2.51 = —Z2
Zp = U
Z3 = —z
’ ! (4.69)
Zyg = U
25 = ZQ+(\/N—2)Z4+ZS
2.:6 = O
avec la fonction cott suivante:
L= @ B+ + @ (B +2) + 6 B+ a2 +7 (v +3)] dit (4.70)
gm (22(T) + 23(T)) + Gra (25(T) + 2(T)) + dra 25(T) + Gra 2z(T).
Soit K;(t), i=1,---,6, les gains du retour d’état pour le probléme de commande

optimale (4.69), (4.70), alors, les gains du retour d’état pour le probléme de com-

mande optimale (4.29), (4.70) sont donnés par:

Koi 191
Ko; 9
K;oj1
K 95
Kiono1
K;on

Preyve:

Ky
K
Z2imaz Ks y P
: /I"_/éja Z:j"l:""7"7\7
L2jmaz N-2 (471)
Toimas _ K4
T2jmaz N-2
T2imaz K
Z2Nmaz 5
L2imax KS
Z2Nmaz ’

Le modéle des usagers ayant des g; distincts est le suivant:
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1 = —23

l"g = U

jﬁg = —T4

j74 = U2 (472)
: = 1 S S

Ton-1 = T2maz L2 + T4maz T4 + - T2N-2maz Tan-2 + Lan

jj?N - G

le changement de variable qui va nous permettre de se ramener au cas des usagers

ayant le méme g; (4.44) est le suivant:

&3
S
>

TN

2

[+

Jle

o

Q]
N

(4.73)
~ A u;
2 ()
T2imaz
et en choisissant les pondérations suivantes pour ¢ =1, N — 1:
A ~
d2i—1 = Z%mazdl
_A_ ~
gz = Z2%mazd2
A ~
gaN-1 = T2imazd3
. ~
gaN = Z2%mazd4
A -~
dr2i-1 = X2imaxdri (4-74)
A ~
qroi = Z2imazqF2

A ~
gr2N—-1 = T2%mazqF3

[l

graonN ToimazdF4

(1>

T ZoimaxT -

Ainsi, nous retombons dans le cas de 'agrégation pour un systeme & N usagers
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ayant les mémes g;, et la conclusion est facile & faire.

C.QFD

4.4 Commande par Scheduling pour N usagers

Dans cette section, nous allons reprendre le principe de la commande par schedul-
ing, comme pour le cas de 2 usagers ( Chapitre 3), pour P’étendre au cas de N
usagers. Les calculs demeurent les mémes. Nous reprendrons seulement les for-

mules qu’on a établies.

La commande qui sera mise en jeu, va faire fonctionner un usager & la fois avec son
débit maximal sur un intervalle de temps D,; pour l'usager ¢ dans un cycle j, ou
tous les usagers ont obtenu une fois le droit de recevoir. Les D;; sont calculés sur la
courbe de débit que l'usager aurait di avoir s’il était sur 'hyperplan de contrainte
(contrainte linéaire), du coup les D;; varient d’un cycle & un autre. La commande

ressemblera & celle de la figure 4.9 qu’on a appelé fonction pulsée & largeur modulée.

ui(t) = Z2i-mas tj <t < b+ Dy (4.75)
ul(t) = { tj + Dij S t S tj—;—l-
telle que h est la longueur (¢;41 —¢;) du cycle et
Dy = T2i-1(tj) — Tai-1(tj41) (4.76)

T2i—maz

341 = 5 = Toyel (4.77)
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Il est toutefois possible de donner plusieurs fois la possibilité & Pusager d’avoir la

bande passante dans un méme cycle.



Débit usager 1

Débit usager 2

Débit usager 3

| B i
cycle 1 cycle 2 cycle 3
¥\
D21
>
x4dmax =
e
cycle 1 cycle 2 cycle 3
b
D31
&>
x6max —

cycle 1

>

D41

X8max

Débit usager 4

cyclg

cycle 3

Figure 4.9 Commande par Scheduling, un usager & la fois

cycle 2

temps

temps

temps

femps
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Nous allons résumer les étapes de calcul de la commande par scheduling dans la

figure suivante

Systéme
agrégé a 3
usagers

Calcul des 6
gains
Kagreg

Systéme réel a

Transformation {N-1) usagers

Commande par

Scheduling
Les gains . s
A Systéeme & (N-1) A Pulseur a
COTS;ZZS% usagers plus un largeur

K 4 fictif v modulée

Débits des

usagers sur

I'hyperpian

Figure 4.10 Etapes de synthése de la commande par scheduling sur le systéme
d’usagers réels

Nous avons effectué des simulation pour 5 usagers, et avons obtenu 1a figure suivante



80 T T T T T T T T T 1
— usager1 =60
— usager2 =40
~—— uysager3 =10

701 — usager 4 =80 [

stocks de données

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps

Figure 4.11 Evolution pour 5 usagers avec commande par scheduling

On pourra observer, les temps morts sur les courbes, qui montrent bien que I'usager
n’est pas en train de recevoir de ressources, et donc pas de transmission sur un petit
laps de temps. Egalement sur l'intervalle ot un usager est en zone morte (stock
constant), un autre usager et un autre seulement dans la cellule voit son stock
de données se vider. On peut donc dire que le contréle ainsi synthétisé & partir
de 'hyperplan, qui utilise le maximum de débit (puissance) de chaque usager, un
4 la fois, permet de transmettre les données des usagers en utilisant toutes les

ressources, sans violer les contraintes du systéme.
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4.5 Algorithme de lien descendant modifié

Dans cette section, nous allons discuter tout d’abord de la performance de notre
algorithme, puis nous allons proposer une variante afin de pallier & certains défauts

de la commande.

Si on reprend les graphiques des réponses au systéme a N usagers, on s’apercoit tout
de méme que quelque soit le stock initial de chaque usager, il sera complétement
transmis seulement aprés un temps I'. C’est dire que si nous avons un petit usager
(on entend ici par petit usager, un usager qui a un petit stock de données) et
un autre qu’on appellera gros usager (5 fois le stock de données du petit), alors
selon notre algorithme, les deux usagers vont finir la transmission aprés un temps
T et pas avant. Ainsi, si on regarde sur la figure 4.12, on constatera que les
deux usagers ne sont vidés qu’aprés T = 13 secondes. Cependant, si on observe
a linstant ¢t = T/2 = 6.5, le gros usager a regu 60% de son stock & transmettre
(ce qui n’est pas négligeable), et le petit usager quant a lui, un peu plus de 50%
de son stock. On pourra donc conclure que bien que les usagers finissent en méme
temps, ils observent des débits différents, ce qui permet de soulager rapidement
en un certain sens le gros usager, qui représente un client qui rapporte un profit
important a la station de base et dont on veut éviter le découragement, alors que
le petit usager ne doit pas étre négligé simplement parce qu’il représente juste un
petit stock, sachant que plusieurs petits usagers représentent un gros usager. On
peut donc dire, que 'algorithme proposé donne une certaine justice dans la cellule
en permettant aux gros usagers comme aux petits de se débarrasser vite (moitié
du temps total) de plus de la moitié de leur stocks, tout en les laissant se vider

complétement au temps final.
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: : : : | —— usager ! =20
‘I — usager2 =80
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Stocks des usagers

20 R R L ]
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Figure 4.12 comparaison entre un gros usager et un petit usager

Si on désire maintenant vider les stocks de maniére plus efficace, en faisant vider
les plus petits avant les plus gros ce qui semble assez logique, il est indispensable

de modifier un peu lalgorithme.

4.5.1 Modification de Palgorithme de lien descendant par redistribu-

tion de puissance

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment on pourrait modifier Ualgorithme
de base pour permettre aux usager les plus petits de recevoir leurs données avant

les usagers les plus gros, sans défavoriser ces derniers.

L’idée consiste & offrir & chaque usager une puissance (débit) minimale. Une fois
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atteint ce débit minimal, ils verront leur stock de données suivre une trajectoire
raide, et arriver a zéro. Ils sont alors retirés du systéme, car les laisser donnerait des
stocks négatifs. Le débit qui leur aurait été alloué par 'algorithme sous contrainte
de débit minimal, est alors redistribué sur les usagers dont les stocks sont encore

non nuls.

Si on considére la puissance maximale, aprés une redéfinition des indices & un

instant donné, elle se décompose comme suit sur la trajectoire optimale:

Pmaa::P1+P2+"'+Pj0+Pjo+l+"‘+PN (478)

avec:
PiSPmm; 7;Sj()yetiDi>‘Pmim i>j0-
on définira 'ensemble des indices J = {1, -+, j0},

et P;n est définie par:

NPoin < Praa (4.79)

N étant le nombre d'usager dans la cellule, et représente la puissance minimale

attribuable en tout temps & un usager.

Sion redistribue la puissance, afin de permettre aux usagers d’atteindre la puissance

minimale, pour ¢ < jp, on aura:
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Pmax:(Pl+pl>+(P2+P2>+"'+<Pj0+})jo>+‘pjo+l+"":“PN—ZE (480)

on retranche la puissance P, = ) 72, P, sur les usagers ayant un excédent de puis-

sance (puissance au dessus de Fn)

Pour tout jo <+ < N, on a:

PNOUV — pANC _ P, 0<a; <1, (4.81)

avec y i 0 = 1,

ANC
B

et ol serait la valeur attribuée par la commande optimale & l'usager i, et

PNOUV 1a nouvelle valeur attribuée.

Il est impératif de vérifier la condition suivante, pour ne pas rendre les usagers dont

la puissance attribuée diminue, déficitaires:

P]c - CU]CPG Z Pmm (482)

pour tout k € {jo+1,---,N}.

ce qui aurait comme conséquence:
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et ainsi, si on veut vérifier la condition (4.83), il faudra que:

N N qu_szn
Ek:j—Hak < Zk:j-u 7,

N (N —A X
1 S Ek:j—i—l Pk'P<N 3)Prmin (484)
Pmaw+Pa_ijin_(N_j)Pmin
1 < yoA

pour avoir finalement:

Pmam

Pmin<
- N

(4.85)

qui est la condition sur la puissance minimale & donner pour chaque usager.
On suggére d’utiliser 'algorithme suivant:

étape 1: on compare entre P;(t) et P, ce qui nous donnerait 'ensemble J.
étape 2: si Pigps < Prin (1 € J)= Piopt(t) = Prn, on calcule P, =5, P,
étape 3: réaffectation des puissances, pour ¢ # J, P;(t) = Popt(t) — ;P

étape 4: vérification des stocks, si zo;_1 = 0 = faire sortir 'usager ¢ du programme
et redistribuer sa puissance sur les autres usagers au prorata des puissances dictées

par la trajectoire de commande optimale initiale.
étape B5: revenir & Pétape 1.

Il est & noter que le choix des pondérations ¢y, qui satisfassent (4.83), peut &tre

délicat et est réservé pour des recherches ultérieures.



171

4.6 Conclusion

L’étude du cas de deux usagers, nous a préparé a aborder de fagon plus éclairée le
probléme de NN usagers. Le modéle de transmission et celui des contraintes asso-
ciées, ont été généralisés de fagon naturelle, ce qui a permis de construire les solu-
tions d’une fagon similaire, tout en prenant conscience des problémes nouveaux qui
peuvent survenir pour le cas de /N usagers, N > 0. La notion d'usager fictif, a per-
mis de résoudre le probléme de positivité des variables d’une fagon indirecte en les
intégrant, puis en les pénalisant de fagon appropriée dans le modéle d’état. La no-
tion d’agrégation est vraisemblablement, celle qui permet d’envisager ’application
en temps réel de l'algorithme puisqu’elle permet de ramener les calculs des gains
de retour d’état pour un systéme avec un nombre N > 2 arbitraire d’usagers, & un

calcul de gains de retour d’état pour un systéme & trois usager seulement.
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CHAPITRE 5

TRANSMISSION DES DONNEES POUR UN NOMBRE
D’USAGERS VARIABLE DANS LE TEMPS

Dans ce chapitre, nous allons voir comment il est possible d’intégrer les algorithmes
que nous avons synthétisé lors des chapitres précédents dans un algorithme temps-
réel qui prend en charge un nombre d’usagers variable dans le temps, des gains g;

variables dans le temps, et des stocks de données variables dans le temps aussi.

La réalité implique le fait que les usagers sont libres. Partant de ce constat, ils peu-
“vent entrer dans la cellule & n’importe quel moment, se trouver dans une situation
plus ou moins adéquate pour la réception de données, demander 4 la station de base
de leur transmettre une quantité de données quelconque. Pour cela, le probléme
de gestion de ressources devient encore plus délicat, car nous n’avons plus affaire a
une situation statique, mais plutdt dynamique. Les paramétres qui vont influencer
ces changements sont: N le nombre d’usagers qui est variable selon le cas ol des
usagers vont entrer en jeu pendant que d’autre sont déja en train de recevoir des
données; les usagers en question possédent des g; différents et variables dans le
temps, car ne 'oublions pas ce sont des mobiles et par conséquent leur capacité
de recevoir et/ou transmettre se voit changer dans le temps; enfin la quantité de
données zq;—1(0) pour chaque usager "peut-étre vue" comme une variable, selon
les cas ot 'usager envoie plusieurs requétes simultanément & la station de base ou
encore dés réception de ses données, il envoie une nouvelle requéte & la station de

base.
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5.1 Algorithme adaptatif déterministe pour le contrdle temps-réel

Une approche plus & méme de maintenir 'optimalité des décisions consisterai

a traiter ce probléme dans le cadre de la théorie de la commande stochastique.
Cependant, pour les fins de ce mémoire, nous allons approcher le probléme comme
un probléme d’optimisation sur horizon glissant. Ce dernier se trouvera changé au
cours du temps par paliers, et & 'intérieur de chaque palier qu’on appellera désor-
mais situation, tous les paramétres sont fixes, & savoir: le nombre d’usagers, les g;
et les stocks initiaux. Au cours de la situation subséquente, le nombre d’usager est
mis & jour selon l'arrivée de nouveaux usagers dans la cellule ou la sortie d’usagers
ayant fini la transmission de leurs données, les g; des usagers ayant été modifiés.

La procédure se poursuit pour les situations qui viendront aprés.
L’algorithme adaptatif prendra la forme suivante:

Pouri=1:n

Situation i: sur Uintervalle [¢;_1, %]
étape 1: Initialisation des paramétres

Nombre d'usagers = N3
Les g; des usagers sont supposés fixes, j =1,---, V;

Les stocks des usagers & transmettre sont 2o = [ 2oy, --- ,Ton, )°
étape 2: Calcul des paramétres

Calcul des paramétres de 'hyperplan de contraintes:

e calcul de Tojmez = ijaa:, j = ji, see ,./Vi

e Calcul de I'horizon de transmission T; = SV, <”—°—“—1—(0—)>

Rimaz
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étape 3: Calcul de la commande optimale sur horizon fini par agrégation

e Détermination des 6 gains du retour d’état du systéme agrégé a trois usagers;

e Détermination des gains du systéme de V; usagers a partir des six gains du

systéme agrégé;

e Injecter la commande optimale dans le modéle avec contraintes linéaires

étape 4: Calcul de la commande pulsée & largeur modulée

e Détermination des gains maximum de débits & partir de Tojmaez J = 1,-- -, Vi3

e Détermination des largeurs modulées D;; & partir des débits obtenus lors de

I’étape 3.

¢tape 5: Injection de la commande pulsée & largeur modulée sur le systéme réel.

étape 6: 4t =1,

e 1=1+1

e Aller & Situation 1.

Nous pouvons voir sur la figure 5.1 le schéma conceptuel a4 partir duquel notre

algorithme temps réel & été implanté avec le logiciel Matlab.
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Bloc de la commande

Continue
(T T T T T T T T s T e e :
1
[
|
Bloc Matlab | Bloc
f
Sysiéme agrégé < d'ordonnancement
calcut des six asynchrone
gains
Bioc dela

commande pulsée v

Bloc Simulink S-Function

Bloc Simulink S-Function

commande optimale

; Commande Pulsée a Largeur
continue sur N

Modulée (Scheduling) sur N
usagers

!
i
i
i
{
|
|
i
1
l
i
l
!
|
|
|
I
|
t
|
|
1
|
|
|
i
I
I
|
1
1

usagers

Unité de Stockage de

données sur Matlab

Figure 5.1 Schéma conceptuel de 'algorithme temps-réel

Le bloc de la commande continue est un bloc qui a pour réle de calculer la com-
mande optimale continue sur Phyperplan de contrainte. II est constitué du bloc
du systéme agrégé qui a pour role de calculer les gains du retour d’état & partir
des six gains du systéme agrégé. Les gains du systéme ainsi calculés, permettent
de générer les trajectoires des variables d’états (stocks de données et débits des
usagers) qui sont sur I'hyperplan de contraintes. Les données sont ensuite trans-
mises au bloc de stockage de mémoire dans Matlab, qui transmet & son tour des
données pour le bloc de la commande pulsée. Les deux blocs, & savoir la commande

continue et celui de la commande pulsée sont en cours d’exécution non simultanée.
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Le bloc d’ordonnancement asynchrone permet de lancer le bloc continu sur un in-
tervalle de temps arbitraire 7,yq. (1 seconde par exemple), pour qu’ensuite le bloc
de la fonction pulsée soit exécuté sur un intervalle de méme longueur, car le bloc
de la commande pulsée utilise des données provenant du bloc continu. Durant
cet intervalle de longueur h, de nouveaux usagers peuvent entrer dans la station
de base et de nouvelles estimations sur ’état du canal sont fournis par ce bloc
d’ordonnancement, en vue de reconsidérer le calcul de la commande optimale sur

un intervalle de longueur 7.

Nous avons effectué des simulations avec initialement cing usagers dont un fictif

x§=[60 7 40 0 20 3 30 0 0 _10}.

On trouve que le temps minimal de transmission est 7" = 15. On décompose cet
horizon temporel en 15 situations de 1 seconde. Le bloc continu commence par
générer les trajectoires du systéme sur Uintervalle [0,1], & la fin de cet intervalle
il transmet les données au bloc de mémoire qui transmet & son tour au bloc de la
commande pulsée, qui sera exécuté durant un intervalle de une seconde également.
Ainsi il va générer les trajectoires pulsées, équivalentes aux trajectoires du bloc
continu. Si entre temps un usager arrive & a station de base, il sera traité comme
un usager supplémentaire pour U'intervalle de temps suivant [1, 2], et ainsi de suite, &
chaque intervalle, on fait un rafraichissement du nombre d’usagers, des paramétres

g; et des stocks de données & transmettre (nouvelles arrivées de stocks).
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Figure 5.2 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers avec le bloc
continu. Il n’y a aucune nouvelle arrivée sur 'horizon de commande.
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Figure 5.3 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers avec le bloc de la
commande pulsée.
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Figure 5.4 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers; superposition
des trajectoires continues provenant du bloc continu et pulsées provenant du bloc
de la commande pulsée.

On peut voir aux figures 5.2 et 5.3, que les usagers recoivent leur données de la
méme maniére en continu ou en fonction pulsée. On peut voir également & la
figure 5.4, que les trajectoires provenant de la commande pulsée épousent bien les

trajectoires provenant de la commande continue.

5.2 Influence d’un nouvel usager

Dans cette partie, nous allons voir Peffet d’un usager qui arrive dans la station de

base sur les autres usagers déja présents.

Nous reprenons la méme simulation que celle de la section précédente, mals cette
fois-ci, en supposant le scénario d’arrivées intermédiaires suivant: 4 U'instant t = 5,

arrivée d'un usager avec un stock de données & transmetire de 50, un débit aul;
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a4 Vinstant ¢ = 12, un autre usager entre dans la station de base avec un stock de

données & transmettre de 70 et un débit nul.

80 T T T T T

(5] o (4 (2}

(=3 (=] (=3 [=]
T

] ] i

Stocks de données des usagers

n
i=
1

0 5 10 15 20 25
Temps (sec)

Figure 5.5 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers avec le bloc
continu, avec arrivée d’'usager & l'instant ¢ = 5 et £ = 12.

On constatera avant tout le temps minimal de transmission, qui était au départ
T = 15, est passé a T = 20 en premier lieu suite a 'arrivée du premier usager
intermédiaire; il a été ensuite évalué & T' = 27 quand le deuxiéme usager est entré.
On peut voir sur la figure 5.5, que le nouvel usager & ¢ = 5 ne perturbe pas
le systéme. C’est 14 une conséquence de la pénalisation du terme u(t), dans la
fonction cofit du probléme de commande optimale. A ¢ = 12 un autre usager avec
un stock de données plus grand que tous les autres usagers entre dans la station
de base. On peut voir que l'usager fictif tente de rééquilibrer le systéme durant un

petit transitoire, pour voir enfin tout le monde finir & T = 27.
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Figure 5.6 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers avec le bloc de la
commande pulsée, avec arrivée d’usagers aux instants ¢ = 5, et ¢ = 12.

La commande pulsée présente des comportements similaires. La convergence de
I’algorithme est bien évidente ici aussi. Enfin, sur la figure 5.7, on pourra constater
encore une fois que les trajectoires continues et pulsées se superposent, ce qui justifie

bien l'utilisation de la commande par scheduling en temps réel.
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Figure 5.7 Transmission de données en temps-réel pour 5 usagers. Superposition
des trajectoires continues provenant du bloc continu et pulsées provenant du bloc
de la commande pulsée, avec arrivées d’usagers aux instants ¢t = 5, et ¢t = 12.

Si nous observons la trajectoire d’un seul usager, on pourra voir sur la figure 5.8,
que la trajectoire initiale, ( 8’il n’y avait aucune arrivée) se termine & 7' = 15. Dés
Parrivée d'un usager & t = 5, on constatera juste apres le changement de direction
de la trajectoire, mais tout de méme ce changement a lieu d’une fagon tangentielle.
Enfin Parrivée d’un second & ¢t = 12, détourne encore une fois la trajectoire de
Pusager de la trajectoire qu’il aurait dii avoir s’il n’y avait aucune arrivée, et celle
ci se produit encore d’une facon tangentielle. Donc on voit bien 'influence des
arrivées des usagers sur la trajectoire d’un usager déja présent, et ceci montre bien

que l'algorithme temps réel geére ces changements de fagon lisse.
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Figure 5.8 Influence des nouvelles arrivées sur la trajectoire d’un usager déja
présent.

5.3 Conclusion

L’algorithme temps-réel que nous avons proposé, permet de prendre en charge un
nombre quelconque d’usagers, avec des g; différents voire, qui varient lentement
dans le temps. Egalement, il permet des stocks de données admissibles qui peuvent
varier dans le temps. L’algorithme fonctionne par situations, pour chacune d’elles,
il réinitialise les paramétres sensés varier au cours de la transmission comme, le
nombre d’usagers actuels en transmission, 1’état du canal, et enfin, les niveaux de
stocks de données. On peut donc affirmer, qu’il est en mesure de gérer des arrivées
stochastiques, mais pas de fagon rigoureusement optimale. Enfin, 'intégration de
Pagrégation développée au Chapitre 4, permet a 'algorithme de traiter un nombre

trés grand d’usagers en temps réel en optimisant les calculs. II faut noter de

3

plus, d’aprés le paragraphe 4.5, qu’il est impératif de modifier Palgorithme afin
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de permettre aux usagers les plus petits (stocks) de finir la transmission avant les
plus gros (stocks), sans cela, algorithme & horizons fuyants, empécherait tout le
monde de finir sa transmission et ceci pour autant qu’il y ait de nouvelles arrivées

4 Pintérieur de horizon de commande.
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CONCLUSION

Le but de ce travail, était d’étudier le controle de puissance/débit dans les réseaux
cellulaires multimédias de troisiéme génération. Pour des raisons de simplification
de Panalyse, nous avons opté pour une modélisation déterministe du comportement
du systéme de transmission de données plutét qu'une modélisation stochastique, qui
aurait représenté de facon plus appropriée le contexte réel. Nous réussissons tout
de méme a démontrer le caractére utile des commandes dictées par nos algorithmes

dans un contexte aléatoire, temps réel.

Les contraintes de départ sur la puissance de transmission disponible, nous ont
mené directement & poser des contraintes sur les débits. De ce fait, une modélisation
par modéle d’état, guidée par la théorie du régulateur quadratique s’est avéré un
outil idéal pour I'étude de ce genre de problémes. Le traitement des contraintes
a constitué le noyau de notre étude, car & partir d'un probléme de commande
optimale avec contraintes non linéaires sur les états, il était difficile de dégager une
solution utile. Cependant, suite & des raisonnements basés sur la physique mise en
jeu par ces processus, 4 savoir I'intérét d’opérer par scheduling (un usager 4 la fois)
et & débit/(puissance) maximal(e), nous avons réussi & linéariser les contraintes et
ceci, sans perte d’optimalité. Egalement, les contraintes ont pu &tre intégrées & la

dynamique sans modifier le caractére linéaire de cette derniére.

L’étude faite sur deux usagers, nous a permis de développer un certain nombre
d’idées, en particulier celle de 'importance de travailler sur un horizon de temps
égal au temps minimal, puis de mettre en évidence, le role important du dernier
usager. Le cas de N usagers, quant & lui, comporte certainement une difficulté plus
grande. Toutefois, le modéle développé pour deux usagers, ainsi que la fonction

cofit associés, sont généralisables pour le cas de NV usagers. L’analyse du cas de N
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usagers nous conduit & introduction d’un usager dit fictif dont le role essentiel est
le maintien de la non négativité des débits de données, ainsi que la limitation des

débits maximaux des données par voie de pénalisation.

Le contrdle ainsi obtenu par scheduling, permet effectivement de donner aux usagers
le maximum de ressources avec un certain rapport signal/bruit (SIR) satisfaisant.
Le transfert des données se fait & temps minimal, mais en respectant une certaine
notion d’équité enfermée dans le choix des pondérations dans la formulation du

cott de régulation.

Enfin, quand le nombre d’usagers devient trop important, les calculs deviennent de
plus en plus lourd a faire. Cependant, la notion d’agrégation par le biais de deux
théorémes qu’on a introduits, permettent de faire le calcul du retour d’état de la
commande optimale du systéme & IV usagers, & partir du calcul de gains du retour
d’état pour seulement 3 usagers. Ce qui constitue un gain en calcul trés important,
surtout, quand on pense & 'implantation en ligne ou il est impératif d’effectuer les
calculs rapidement. Des simulations de la situation temps réel nous ont permis de
voir I'influence des paramétres du systéme, tels les stocks des usagers, le nombre
variable d’usagers, les g; associés (qui peuvent varier dans le temps). Il s’est avéré,
que notre algorithme, était en mesure de répondre & ces variations, en opérant par

tranches de temps, appelées situations.

Bien que l'on puisse penser qu'une modélisation stochastique des phénomeénes eit
pu mener & des solutions plus rigoureusement optimales, & cause de Panticipation
des demandes de transmission & venir, possible seulement dans un contexte stochas-
tique, nous croyons avoir obtenu des algorithmes de transmission utiles, avec un
potentiel d’application en ligne intéressant. Nous croyons également que le mémoire
aura jeté les bases pour des analyses plus poussées du probléme de transmission

optimale des données dans un contexte dynamique, par opposition aux analyses
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statiques existantes de ce probléme.
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ANNEXE I

PROPRIETES DE LA MATRICE HAMILTONIENNE

1.1 Propriétés

1. Si A€ o(H) alors —A € o(H)

Preuve: Soit la matrice

107

elle est évidement inversible et elle vérifie

[0 I A _BRBT
JUH =
10| | -g —ar
e g
BR-'BT A

= —HT.

(L1)

(1.2)

On peut donc voir que la matrice H et —H? sont semblables, donc elles ont

les mémes valeurs propres o(H) = o(—H7T), et comme o(—HT) = —c(H)

alors, H et —H ont les mémes valeurs propres.

C.QFD
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2. Si (A, B) est stabilisable et (A4, Q%) est détectable, alors la matrice Hamiltoni-
enne H n’admet pas de valeurs propres sur I’axe imaginaire et elle posséde n
valeurs propres dans le demi-plan gauche et n valeurs propres dans le demi-

plan droit.

Preuve: Supposons que la paire (A4, B) est stabilisable ! | et soit v un vecteur

propre, v # 0 tel que Hv = Av. Alors

A —BR'BT o V1
——Q —-AT Vg V9

A'Ul—BR_lBT’Ug = AUl

(L.4)
—Qu; — AT, = AUy

En réorganisant les termes on obtient

(A—Xv; = BR BTy
(1.5)
(AT + )\I)Ug = —Qvl

En pré-multipliant la premiére équation de (I.5)par vJ et la seconde équation

par vip et en prenant sa transposée nous obtenons

v Avy — Mwlv, = vIBR7BTy,
(1.6)

vl Avp + Mlv, = —vfQu

1La comandabilité est une propriété, que nous navons pas supposé pour donner ia solution de
la commande optimale & horizon finie, qui existe toujours malis ceci n'est plus vrai pour 'horizon
infini.
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En soustrayant les deux équations (1.6) nous obtenons

A+ Nvivy = oI Qu —vIBR'BTv, < 0.

car @ > 0et BR!BT > 0.

On peut conclure donc si A est sur I’axe imaginaire, c’est & dire que A+ = 0,

alors
vIBR'BTy;, =0= BR BTy, =0= (A— X)v; =0
et (L.7)

vlTQ01:0:>Q%:O

la premiére équation provient de (I.5). Donc si v; # 0, d’aprés le test de
PBH Popov-Belevitch-Hautus (A, Q%) n’est pas observable, ce qui contredit
I’hypothése de départ. Si vy = 0, alors vs # 0 et en faisant le méme argument
on arrive 4 la contradiction sur la commandabilité de (A, B). Donc H n’a pas
de valeurs propres sur ’axe imaginaire. Si on se référe & la premiére propriété
on conclu que la matrice H posséde autant de pole dans le demi-plan gauche
que dans le demi-plan droite et par conséquence elle admet n valeurs propres

4 partie réelle négative.

C.Q.F.D

3. Un résultat du point (2), on peut écrire
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]
4 -BrRET || m 7 |
| - A (1.8)
@ -4 T T, |

Ou A est une matrice n X n asymptotiquement stable et [TF 747 est la
matrice des vecteurs propres de H correspondants 4 A. Alors on peut montrer

que T} est non singuliére.



ANNEXE II
SOLUTION AU PROBLEME QUADRATIQUE A HORIZON INFINI

Le probléme de la commande optimale & horizon infini est le suivant

min J(zo, u) = j{+oo (=" (1)Qx(t) + v () RuT ()] dt (I1.1)

Sous la contrainte du systéme dynamique

z(t) = Az(t) + Bu(t) z(0) = zo (I1.2)
On supposera que

1. (A, B) est stabilisable,
2. (A, Q%) est détectable,
3. Q=Q" >0,

4. R=RT > 0.

Le probléme est de trouver (si possible) u*(t),t € [0, 00| telle que J(zg,u) est

minimisée pour toute condition initiale zg, i.e.

J(zo, u") < J(zo,u) (IL.3)
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pour tout u. Nous allons construire la solution optimale, en se basant sur des pro-
priétés de 'équation algébrique de Riccati. Commencons par énoncer la proposition

suivante qu’on & bien démontré.

Proposition 5 Soit P une matrice qu’on suppose momentannément symétrique

et définie positive P = PT > 0, alors

zt Py est le coit minimal de (I1.1) < P wvérifie l’équation algébrique de Riccati.

Preuwve: Montrons 'implication dans ce sens =

J(zo,u) — 2l Pry = [J° [z7Qx + uTRu + L(z" Px)] dt

= [ [#7Qzx + vTRu+ 2T Pz + 2T Pg] dt

= [ [¢7Qx + (Az + Bu)T Pz + 2T P(Az + Bu) + uT Ru] dt

= [ [#T(@+ ATP + PA)z + v"BT Pz + 2" PBu + u” Ru] dt
(I1.4)

Si on pose maintenant

1

I\
Il
& 8
| D |
TN
i
bt
[y
pa—

Nous obtenons alors
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J(zo,u) — 2§ Prg = [ 2TFzdt
T 1
o [ [Q+A P+PA PB ||z |
0 gl BTP R w |
J

On sait par supposition que z2 Pz est le colit minimal, donc Vu € U, J(zg,u) —
zl Pzy > 0, il s’agit bien d’une inégalité matricielle linéaire (LMI), on peut donc

utiliser le complément de Schiir qui dit que

Fu Fio 1T
F = >0« >0 et Fll'—FlgFQQ F2120
F?l F22

ce qui donne finalement

Q@+ ATP+ PA PB - -
F= >0<«—= R>0,PA+A"P+Q—PBR *B*P>0
BTP R

(IL7)

Le minimum se produit donc pour I’égalité, ce qui donne enfin [’équation algébrique

de Riccati

PA+ATP+Q-PBR'BTP=0 (IL.8)

Montrons maintenant 'inverse <«

Si P vérifie 'équation algébrique de Riccati alors si on reprend l'équation (I1.4)
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avec I’équation de Riccati (I1.8), nous aurons

L

J(zo,u) — 2§ Pz = [ [¢TPBR'BTPz+u'BTPz+zTPBu+ v Ru] dt

= [o (u+R'BTPz)TR(u+ R~ BT Pz)dt.
(11.9)

Si on pose &(t) = u(t) + R7*BTPz(t). Alors

J(zo, 1) — 12 Pzy = / " ¢T(¢t)RE(t)dt. (I1.10)

Puisque R = R” > 0, alors nous avons £7(£)RE(t) > 0 pour tout £(t), et donc

/oo P RE()dE > 0 (IL.11)

0

On voit donc que zf Pz est bien une borne inférieure de (I1.1), montrons & présent
qu’il s’agit bien du colGt minimal. On peut voir qu’il n’existe aucune commande
u € U telle que J(zg, u) < zl Pz, la seule commande qui atteint la borne inférieure

est £(t) = 0 et donc

u*(t) = —R'BT Px(t) (IL.12)

Il s’agit bien d’un retour d’état statique qui vérifie J(zg,u*) = zf Pz,

Montrons & présent que la commande optimale est bien stabilisante c’est & dire
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u*(t) € U. Puisque la commande optimale u*(t) = Kz(t) alors il suffit de montrer

que

Ay =A+BK=A—-BR'BTP

Posséde toutes ses valeurs propres dans le demi-plan gauche. Pour ce faire réor-

ganisons l’équation algébrique de Riccati (I1.9) comme suit

0 = ATP+PA—-PBR'B"P+Q
= (A-BR'BTP)TP+ P(A— BR'BTP)+ PBR'BTP +Q
= ALP+ PAx+PBR'BTP+Q.

Soit v un vecteur propre de Ag i.e., Axv = Av,v # 0. Pour montrer que \ €
C~, il suffit de montrer que A + A < 0. Si on post et pré multiplie par v et v

respectivement on aura

0 = vI[ALP+PAx +PBR'BTP+ Qv
K

= TPy A+ X))+ QTPBRleTPQ+ v Qu .
> 0 =2 0 > 0

Donc vu que c’est une forme quadratique, on aura soit A + A < 0 ou bien
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ce qui implique que

et

RIBTPy =0.

Mais, R~!BTPv = 0 => Agxv = Av = \v, donnera forcément,
Al — A
Q3

Cette derniére contredit Pobservabilité de (A, Qz). Ceci prouve que seulement le
cas A+ A < 0 est possbile, d’ott Ax est stable asymptotiquement, ce qui achéve la

démonstration.
C.QF.D

Un dernier point important, supposons que u ¢ U i.e. limy o z(t) # 0.

Ceci implique que

t

tlgg i 27 (D) z(r)dr = 0.

. : 1 ; .
Mais en plus, vu que la paire (4, Q?) est observable, nous avons aussi

t—o0

t
limj‘f " Qz(T)dr = 0.
0
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On conclue donc que si u ¢ U alors J(zg, u) est non bornée. Ainsi J(zg,u) atteint

son minimum dans Uensembie U.

Le théoréme suivant nous assure que P = PT > 0,

Théoréme 11.0.1 (Zhou) La solution de ’équation algébrique de Riccati P =

VX! est réelle, symétrique et positive définie

Preuve: Soient Y, X telles que définies dans le paragraphe (2.3.2). On va montrer

que

Xty (I11.13)

est symeétrique.

Pour monter cela, il existe une matrice stable qu’on notera H; € R™*" telle que

x| I'x
H =] . (T.14)
Y J L Y

(ici Hy est la projection de 'espace engendré par Im(H) sur le sous-espace invari-
ant des vecteurs propres correspondants aux valeurs propres stables, celle-ci existe

toujours, il suffit d’utiliser la décomposition de Schur.)

On prémultiplie (I1.14) par

S

J (IL.15)

h.<
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pour avoir

T H
X! X
[ JH
v

J

Puisque JH est symétrique, alors en opérant les produits dans (II.16), on trouve:

_ET
X | X
= J H,. (I1.16)
YJ { Y

i
L

fl

(-X7TY +YTX) H, HT (-XTY +YTx)"

(11.17)
= —HT (-XTY +YTX).

C’est une équation de Lyapunov. Puisque H; est une matrice stable, la solution

unique est

~-XTy +YTXx =0. (I1.18)

Ceci prouve bien (I1.13). Puisque X est nonsinguliére et P = (X~1)7 (XTY) X1,

alors P est symétrique.
Montrons & présent que P est définie positive

Reprenons l'équation algébrique de Riccati (I1.8)

PA+ATP+Q—-PBR'BTP=0

qu’on peut réecrire de la maniére suivante:
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(A— BRBTP)" P+ P(A- BR'BTP)+ PBR'BTP+ Q=0 (IL19)

On sait que (A — BR"lBTP) est stable (preuve dans la proposition) done la solu-
tion & I’équation de Riccati (I1.19) peut-étre vue comme solution de I’équation de
Lyapunov avec comme variable dépendante, et la solution est (voir section sur la

commande & action terminale):

P= / " (A-BRTBTRITS (PBR™'BTP + Q) eA-BRTEIP gy (11.20)
0
Comme PBR™BTP + @ > 0 donc P P’est aussi.

C.Q.F.D

Enfin, le corollaire suivant, nous assure de 'unicité de la solution stabilisante,

semie-définie positive de 'équation algébrique de Riccati.

Corollaire 3 (Zhou) Si la paire (A, B) est stabilisable et la paire (A,Q?) est

détectable. Alors I’équation de Riccati

ATP+PA—-PBR'BTP+Q =0

posséde une solution unique semie-définie positive. Mais en plus, cette solution est

stabilisante.

Preuve: Il est évident d’aprés les théorémes ci-dessous que ’équation de Riccati
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posséde une solution unique semie-définie positive et stabilisante. Il reste & montrer
que n’importe quelle solution semie-définie P > 0 doit étre stabilisante. Du fait
de Vunicité de la solution stabilisante, on peut conclure qu’il y’a juste une seule
solution semie-définie positive. Pour ce faire supposons qu’il existe une solution
P > 0 satisfaisant ’équation de Riccati mais non stabilisante. Il suffit de réecrire

I'équation de Riccati telle que dans (I1.19)

(A— BR'B"P)" P+ P(A-BR'BTP)+PBR'B"P+Q=0 (IL21)

et soient A et v, une valeur propore instable et le vecteur propre correspondant

pour la matrice A — BR™'BT P respectivement,i.e.,

(A— BR'BTP)u = \u. (11.22)

Maintenant, prémultiplions et postmultiplions I'équation (I1.21) par v et v, re-

spectivement, ce qui nous donnera:

A+ N Py + T (PBR'BTP +Q) =0. (11.23)

Ceci implique que:

BTPuv=0, Q3v=0 (I1.24)

puisque A+ A = Re(X) > 0 et P > 0. finalement en repensant & (I1.22), on trouve
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finalement

Av = v, Q%fu =0

ce que contredit la détectabilité de (4, Q%). Donc R(A) < 0, et done P > 0 est une

solution stabilisante.

C.QFED

Tout ceci nous permet de bien voir pourquoi dans le cas de la commande LQR
a horizon infini il est indispensable d’avoir les conditions de stabilisabilité et de
détectabilité telles qu’elles sont définies au début, afin de garantir I'existence et
I’'unicité de la solution contrairement au cas de la commande LQR & horizon finie

ol elle existe toujours.
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ANNEXE III

SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE DE LYAPUNOV
POUR LE CAS DE DEUX USAGERS PAR L’ALGEBRE DE
KRONECKER

Nous allons donner la solution de l'équation de Lyapunov pour le cas de deux

usagers.

Reprenons 'équation de Lyapunov (3.82)

S = SAT+AS-BR'BT
(ITL.1)
S(T) = 0l
D’aprés la solution de la méthode 2 section 2.3.3.2:
t
vec(S) = 4B Etolyec(Sy) —}-/ AT yec(N)dr (I11.2)
to

Sachant que la matrice A est nilpotente d’'indice 2, est-il possible de profiter de

cette caractéristique pour calculer la matrice e4®4 ?

La réponse & cette question se trouve dans le lemme qu’on a établi

Lemme 1 A est une matrice nilpotente d’indice r => A & A est une matrice

nilpotente d'indice 2r — 1.

Preuve: Soit A une matrice nilpotente d’indice r, alors A" = 0 et A”% #£ 0 pour
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tout 1 <1< 7.
Proposons-nous de calculer (A @ A)" pourunn > r

(A A" = (ART+I® A"
= S CiA® (I ® A

= Y o(AP® NI @ A™7F)

S o CE(AP @ A"P) + )~ CR(AP @ A™P)

p=r

=0

Nous avons utilisé la propriété du produit de Kronecker (A ® B).(C ® D) =
A.C®B.D.

Si on voit le terme Z;;é CP(AP @ A"%), pour qu'il soit nul, il suffit que 'une des
matrices composant le produit de Kronecker soit nulle, or les terme en AP pour
0 < p <r—1 ne seront jamais nul du fait de la nilpotence de A qui est d’indice r,
il resterait donc & avoir pour quelle condition les matrices A" Ppour 0 <p<r—1

sont nulles.

Si on voit maintenant ’ensemble des indices, on peut voir donc que:

0<p<r-l=n—-r+1<n-p<n. (I11.4)
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1l est donc évident de voir que si on choisi n —r + 1 > r, on est certain de vérifier

A™P = §, pour tout 0 < p <r — 1, il suffit donc de choisir:

n—r+il=r=—>n=27r—1. (I1L.5)
C.Q.F.D

On peut maintenant exploiter le résultat qu’on vient d’établir pour donner I'expression
de la solution de I’équation de Lyapunov (II1.2), sachant que l'indice de nilpotence

de A est r = 2, ce qui donne un indice de nilpotence de A & A égal & o = 3

vee(S) = [I(t —to) + (A® A)(t —to) + (A S A)*(t — to)*|vec(So)

+ it =T)+ (A A)(t—7) + HA S A)?(t — ) vec(N)dr.
(I11.6)

avec .

AP A = AQI+I®A
(I11.7)
(AdA)? = A’al+IaA’+2(A8A).

Le reste de la solution suit les mémes étapes de résolution que celles de la méthode

1, qu’on a utilisé dans le chapitre 3.



