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RESUME

Ce travail a été proposé par M. Yves Goussard, professeur a I'Ecole Polytechnique
de Montréal, M. Dominique Orban, professeur a I'Ecole Polytechnique de Mont-
réal et M. Gilles Soulez, radiologue & I'hépital Notre Dame de Montréal. Il s’inscrit
dans le cadre de la recherche en imagerie et intervention vasculaire menée au Centre
Hospitalier Universitaire de Montréal. Notre objectif est ici de réduire les artéfacts
métalliques pouvant affecter les reconstructions tomographiques. Cela facilitera no-
tamment le diagnostic de resténose chez les patients ayant subi une angioplastie et
la pose d’un stent.

Les faisceaux utilisés en tomographie & rayons X sont polyénergétiques. Lors de leur
propagation & travers les tissus, les photons de faible énergie sont plus fortement
atténués et I’énergie moyenne du faisceau augmente. Ce « durcissement » du fais-
ceau conduit & une diminution de I'atténuation tout au long de son parcours dans
le patient. Il peut donc étre différent selon les lignes de réponse enregistrées, ce qui
perturbe Palgorithme de reconstruction utilisé dans le milieu hospitalier, lequel est
basé sur I'hypothése d’'un rayon X incident monochromatigue. On observe alors la
présence d’artéfacts.

En intégrant le caractére polychromatique des rayons X, notre projet vise la ré-
duction de ces artéfacts métalliques. La conception de la nouvelle méthode de
reconstruction a nécessité deux étapes : la modélisation du probléme direct, puis

la reconstruction proprement dite.

Nous avons tout d’abord modélisé la source de rayons X, la propagation des rayons
dans le corps tomographié et la détection des photons par les capteurs. Nous te-
nons compte du caractére polychromatique de la source en discrétisant les énergies

des rayons émis. Les photons sont atténués d’une fagon propre a leur énergie et

au matériau traversé. Leur arrivée sur les détecteurs est modélisée par une loi de
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Poisson : nous adoptons une description statistique du phénomene physique. La
reconstruction d’image est ensuite posée comme un probléme inverse et 'image re-
construite est obtenue par minimisation d’un critéere composite formé par la somme
d’un terme de fidélité aux données et d’un terme de régularisation. Ce dernier in-
troduit une certaine information a priori sur la solution. Le critére a minimiser est
non quadratique et non convexe. La solution doit de plus vérifier une contrainte de

positivité.

La clé de reconstruction réside alors dans le choix de la méthode de minimisation
du critére. Deux possibilités s’offraient & nous : I'utilisation des méthodes a régions
de confiance ou 'utilisation des recherches linéaires. Les premieres se sont avérées
tres lentes ; tous nos efforts se sont done portés sur les secondes. Deux algorithmes
ont été efficaces : le gradient conjugué non linéaire utilisant la détermination du pas
de Moré et Thuente, qui converge de fagon monotone vers un point stationnaire, et
la méthode quasi-Newton L-BFGS pour laquelle aucune propriété de convergence
ne peut étre énoncée. Un changement de variable permet d’assurer la positivité de

la solution.

Les deux méthodes développées ont été évaluées sur des données 2D. Les résultats
obtenus en simulation montrent une réelle amélioration de la qualité des images : les
artéfacts métalliques sont réduits. Les temps de reconstruction, bien que supérieurs

& ceux obtenus par la méthode utilisée en milieu hospitalier, restent acceptables.

Des améliorations algorithmiques permettraient certainement d’accélérer la recons-
truction. Enfin, des tests sur des données réelles valideraient la méthode de fagon
plus compléte et constituerait un premier pas vers une reconstruction en trois di-

mMensions.



ABSTRACT

This work was proposed by Dr. Yves Goussard and Dr. Dominique Orban, at
Ecole Poytechnique de Montréal, and Dr. Gilles Soulez, radiologist at Notre-Dame
Hospital, in Montréal. It is part of the research carried out by the Centre Hospitalier
Universitaire de Montréal in the areas of imaging and vascular intervention. Our
objective is to reduce metal artifacts in CT images. This could help for the diagnosis
of restenosis for patients having undergone an angioplasty.

The beams used in tomography are polyenergetic and the X-ray attenuation pro-
cesses in matter are energy dependent. The lower energy X-rays in the beams are
more strongly absorbed than the higher energy X-rays such that the energy spec-
trum of the beam changes as it passes through the object. The outcoming beam
contains a higher proportion of high-energy X-rays, this phenomenon is referred to
as « beam-hardening ». Hence, for polychromatic radiation the attenuation of an
homogeneous object is not strictly proportionnal to its thickness and the standard
reconstruction techniques, which assume a monochromatic source, produce some
distortions. Our project aims to reduce these metal artifacts by accounting for the
polychromatic nature of the X-rays source. The design of the new reconstruction
method requires two stages : we first model the physical phenomenas of data for-

mation, next we reconstruct the image itself.

First of all, we model the X-ray source, the X-ray propagation through the scanned
body, and the photon detection. We take into account the polychromatic nature of
the source by discretizing the energies of the emitted rays. The photon attenuation
is energy dependent and it is characteristic of the scanned tissue. The photon de-
tection is modeled by a Poisson law : the physical phenomenas are described from
a statistical point of view. We then consider the image reconstruction as an inverse

problem and the solution is computed by minimizing a composite criterion which is
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the sum of a term of fidelity to the data and a regularization term. This last term
introduces an a priort information on the solution. This criterion is nonquadratic

and nonconvex. Moreover, the solution must be positive.

Then, the key to adequate reconstruction lies in the choice of the minimization me-
thod. We have two possibilities : we could use trust-region methods or line search
methods. The first ones turned out to be very slow, so we studied the line search
methods more in detail. Two algorithms were effective : the nonlinear conjugate gra-
dient method using the Moré and Thuente line search technique, which converges
monotonically to a stationary point, and the L-BFGS method, whose convergence

is not proved. A change of variable ensures that the solution is positive.

The two methods were evaluated on 2D data. The results obtained by simulations
show a real improvement in the images quality : the metal artifacts are reduced.
Our algorithms converge more slowly than the standard monochromatic ones, but

the time needed is still acceptable.

Algorithmic improvements would certainly accelerate the image reconstruction. In
addition, tests on real data would validate our method more completly and it would

be a first step towards a three dimensional reconstruction.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Naissance du projet

Un rapport du systéme canadien de surveillance des maladies cardio-vasculaires
(SCSMC) publié en ZOCO, révele que les maladies cardio-vasculaires comptent parmi
les principales causes de maladie, d'invalidité et de déces au Canada. Parmi les
causes des maladies cardio-vasculaires, la plus importante est I’athérosclérose, phé-
nomene dégénératif qui atteint les artéres en diminuant leur élasticité et en créant
une diminution, voire un arrét du flux artériel. Elle est due & un dépdot de lipides

et de calcaire sur la paroi de 'artere (Figure 1.1).

Figure 1.1 Athérosclérose : (a) coupe transversale d'une arteére normale, (b) lumiere
rétrécie par les dépdts sur la paroi artérielle (Versicherung, 2001)

Lorsque V'athérosclérose est trop importante, une intervention chirurgicale peut étre
nécessaire : angioplastie. Utilisée depuis 1977, Uangioplastie permet de rétablir un

flux sanguin normal dans les artéres rétrécies par une plaque d’athérosclérose. Elle
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consiste & insérer dans 'artére bouchée un fin cathéter terminé par un ballonnet
qui, une fois gonflé, dilate 'artere et permet un rétablissement du flux sanguin.
Mais dans les six mois suivant cette intervention, trois complications peuvent se
produire : un recul élastique de la paroi artérielle diminuant son diameétre, une
prolifération de cellules due & la cicatrisation des tissus et une vasoconstriction
chronique du vaisseau. C'est ce qu’on appelle la resténose post-angioplastie. On
peut déposer alors a U'intérieur un petit treillis métallique, le stent (Figure 1.2), qui
tel un ressort, maintient l'artére ouverte lorsque le ballonnet est retiré (Figure 1.3).
(1l existe également des stents ¢ mémoire de forme dont la mise en place ne nécessite
pas de ballonnet.) Le stent réduit le taux de resténose de 30% en limitant le recul

élastique et la vasoconstriction, mais il n’empéche pas la prolifération cellulaire.

Figure 1.2 Stent, The Heart Center of Lafourche (1998)

Dans ce contexte, un suivi médical s’avere indispensable pour le diagnostic pré-
coce de athérosclérose et la surveillance des resténoses apres une angioplastie. Les
médecins utilisent entre autres pour cela la tomographie a rayons X, technique

d’'imagerie rapide et moins invasive qu'une opération chirurgicale.



Figure 1.3 Mise en place du stent par gonflement du ballonnet, The Heart Center
of Spokane (2004)

1.2 La tomographie a rayons X

La tomographie X assistée par ordinateur, appelée également tomodensitométrie ou
computerized tomography (CT) en anglais, est apparue a la fin des années soixante.
L’idée initiale vient de deux médecins : le Dr Oldendorf et le Dr Ambrose, et le
premier prototype industriel fut réalisé en 1968 par G. N. Hounsfield, ingénieur de
la firme anglaise E.M.I. (Electronical Musical Instrumental) qui regut le prix Nobel
en 1979. C’est en 1972 que le premier tomographe a rayons X (du grec « tomos »

qui signifie « tranche ») apparait dans un environnement clinique.

Contrairement a la radiographie qui n’offre qu'une vue en projection du corps
irradié, la tomographie visualise des coupes transversales de ce corps. Elle présente
ainsi 'avantage de pouvoir imager chacun des organes sans les confondre. La Figure

1.4 présente schématiquement ces deux techniques d’'imagerie.

Le tomographe émet des rayons X coplanaires dans plusieurs directions et détecte

le nombre de photons ayant traversé le corps. Un algorithme de reconstruction



Figure 1.4 Comparaison des principes de la radiographie et de la tomographie

permet ensuite de visualiser le plan ainsi balayé par le faisceau X. Dans I'immense
majorité des tomographes commerciaux, 'algorithme de rétro-projection filtrée est

utilisé.

1.3 La rétro-projection filtrée

La reconstruction d’images par rétro-projection filtrée (FBP), originellement dé-
veloppée pour des applications astrophysiques, fut utilisée & des fins médicales
peu apres Uinvention du tomographe en 1972. Elle reconstruit successivement des
coupes transversales du corps irradié. Des opérations d’interpolation permettent
ensuite d’obtenir une reconstruction tridimensionnelle du corps. La reconstruction
i, . . . , .

d'un volume en tomographie axiale est donc appréhendé comme une succession de
problémes de reconstruction indépendants en 2D. C’est pour cela que notre étude

se limitera & des reconstructions d’images 4 deux dimensions.

Afin de réduire les temps de calcul et les colits de mise en ceuvre, la reconstruc-



tion FBP fait des hypotheses simplificatrices sur le processus de génération des
données. Elle suppose notamment que les rayons X émis sont monochromatiques.
Les erreurs de reconstruction dues a ces approximations sont généralement relati-
vement faibles. Mais les artéfacts (« phénomeénes parasites imputables & la tech-
nique utilisée, faussant Uinterprétation d’une observation, d'un examen ou d’une
expérience », Hamburger (1982)) peuvent devenir trés importants lorsque les condi-
tions sont défavorables, notamment en présence d’objets tres atténuants, comme

les pieces métalliques. Les Figures 1.5 et 1.6 présentent de tels artéfacts.

Figure 1.5 Scan transversal d’un stent avec extrémités en tantale (Létourneau-
Guillon et al., 2004)

Il est ici impossible de visualiser la lumiére du stent. Les calcifications et les sténoses

ne pourront, par exemple, pas étre détectées.

Des algorithmes ont été développés afin de réduire les artéfacts de reconstruction.
La qualité de 'image reconstruite est sensiblement améliorée, mais ces méthodes
nécessitent soit une forte dose de rayons X soit un long temps de calcul. Nous
proposons donc ici une nouvelle technique de reconstruction tomographique qui
tient compte du caractére polychromatique des rayons X. En décrivant le processus
de génération des données de fagon plus réaliste, nous espérons réduire les artéfacts.

Une mise en ceuvre adaptée conduira a des temps de calcul acceptables.



Figure 1.6 Scan longitudinal d’un stent (Létourneau-Guillon et al., 2004)
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1.4 Objectifs de notre travail

1

Ce travail a été proposé par M. Gilles Soulez, M.D. et M.Sc. radiologue a hopital
Notre Dame de Montréal et M. Yves Goussard, Ph.D. professeur a I'Ecole Polytech-
nique de Montréal. M. Dominique Orban, Ph.D. professeur a I'Ecole Polytechnique
de Montréal, a également participé activement a la détermination d’une technique

de minimisation efficace.

Notre objectif est de réduire les artéfacts métalliques en établissant un bon com-
promis entre la qualité de 'image, le temps de calcul et le colit de mise en ceuvre.
Comme nous nous intéressons aux applications vasculaires décrites plus haut, un
test de qualité des images reconstruites sera d’étre capables de visualiser la lumiere

d’une artére munie d’un stent.

Notre étude a nécessité trois grandes étapes. Nous nous sommes, dans un premier
temps, documentés sur les procédés techniques et les principes physiques régissant
la tomographie. Puis nous avons étudié les techniques de reconstruction existantes
et leurs limites. Enfin, nous avons proposé et testé une nouvelle méthode de recons-

truction.

Le présent rapport est structuré en six chapitres. Les cing premiers chapitres consti-
tuent un exposé des questions méthodologiques et pratiques associées a la recons-
truction en tomographie a rayons X. Nous présenterons une nouvelle méthode per-

mettant de réduire les artéfacts métalliques dans un dernier chapitre.

Le chapitre 2 présente le cadre de I'étude. Nous expliquons le principe de fonction-
nement d’'un tomographe a rayons X et les phénomenes physiques qui permettent
la formation des données brutes. Dans le chapitre 3, nous présentons les différentes

techniques de reconstruction basées sur 'hypothése que les rayons X émis sont



monochromatiques. Cette revue de littérature est prolongée au chapitre 4 par l'ex-
posé des méthodes de reconstruction existantes qui tiennent compte du caractére
polychromatigue des rayons X. Nous faisons au chapitre 5 un état des lieux des
techniques de minimisation. Finalement, nous proposons au chapitre 6 une nou-
velle méthode de reconstruction d’images et nous présentons les résultats obtenus
sur des images simulées. Nous esquisserons, pour terminer, les travaux qu’il reste a

effectuer pour valider complétement la méthode retenue.



CHAPITRE 2

LA TOMOGRAPHIE A RAYONS X : PRINCIPES PHYSIQUES

Afin de recueillir des informations sur le corps a imager, le tomographe émet un
faisceau de rayons X. Ces rayons se propagent suivant un angle d’incidence donné
dans le corps et interagissent avec la matiere. Le nombre de photons ayant traversé
le corps est alors détecté par des capteurs. A une fréquence donnée, chaque maté-
riau constitutif du corps atténue les rayons X de fagon caractéristique. C’est donc
I’atténuation subie par le rayon en chaque point du corps que le tomographe cherche
& reconstruire. Autrement dit, une image tomographique est une cartographie de

I'atténuation subie par les rayons X en chaque point du plan.

Avant de s’intéresser a la reconstruction d’images proprement dite, il est nécessaire
de connaitre les processus physiques de génération des données : génération des
rayons X, propagation dans le corps tomographié et détection du nombre de photons
ayant traversés le corps. Apres une bréve présentation des évolutions technologiques

du tomographe, nous nous attarderons sur ces mécanismes.

2.1 Présentation générale

Le premier tomographe fut réalisé par Hounsfield en 1968.

La chaine tomographique est schématisée par la Figure 2.1. Elle est constituée d’un
ensemble d’appareils comprenant :
e Un systeme de mesures constitué

— d’un tube générateur de rayons X. Le faisceau de rayvons X se propage selon
Y
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générateur de
rayons X

erdinateur

Figure 2.1 Schéma de fonctionnement du tomographe a rayons X (Dunkerque, 2003)

un axe dit « axe de détection ».

— d’un ensemble d’acquisition de mesures. Les détecteurs électroniques recueillent
le rayonnement résiduel apres traversée de 'organe tomographié. Ils mesurent
I'atténuation des rayons X dans 'axe du faisceau par comparaison avec un
rayonnement témoin.

e Un systéme de reconstruction de 'image. Les signaux sont numérisés puis
traités par un ordinateur. Celui-ci, apres avoir reconstruit la carte des coefficients
d’atténuation, traduit cette derniére en image & niveaux discrets.

e Un systéeme de visualisation de 'image. Chaque donnée numérique est
convertie sur un écran d’ordinateur (moniteur) en un point lumineux dont inten-
sité est proportionnelle aux niveaux discrets. Il est ensuite possible de reproduire
cette image sur film vidéo ou sur papier.

La réalisation la plus simple d’un scanner X nécessiste donc un émetteur de rayons

X et un récepteur solidaire. Le corps étudié est placé entre ces deux éléments.

Le couple émetteur/récepteur est alors successivement animé d’un mouvement de

translation et de rotation pour déterminer les coefficients d’absorption en chaque
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point du plan. Ce principe est illustré sur la Figure 2.2.
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Figure 2.2 Balayage des rayons X (Supelec, 2004)

Le systéme de reconstruction de l'image et le systeme de visualisation de l'image
permettent le traitement des données. Ils seront étudiés plus en détail dans les

chapitres suivants; nous nous concentrerons ici sur la génération des données.

2.2 Evolutions technologiques

Les systemes tomodensitométriques ont beaucoup évolué depuis le premier pro-

totype construit en 1971 et uniquement constitué d’un tube a rayons X et d'un
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détecteur entre lesquels était placé le patient. L'objectif poursuivi est double :

— tout d’abord, réduire la dose de rayons X administrée aux patients car ce sont
des rayonnements ionisants donc dangereux pour la santé,

— mais aussi fournir des données les plus fiables possibles pour éviter les artéfacts
lors de la reconstruction.

La premiére génération de scanners, apparue en 1972, (Figure 2.3-a) utilisait un

faisceau étroit de rayons X et un seul détecteur. L’ensemble pouvait translater en

plusieurs pas (environ 160) et ensuite tourner de 180° par pas de 1°, ce qui néces-

sitait un temps total de balayage assez long, compris entre trois et cing minutes.

Cependant, l'élimination du rayonnement diffusé y était meilleure que dans les

générations ultérieures grace a une bonne collimation de la source et du détecteur.

La deuziéme génération de scanners, commercialisée en 1974, (Figure 2.3-b) utilisait
un faisceau divergent étroit (de l'ordre de 10°) et un petit nombre de détecteurs.
L’ensemble pouvait également translater et tourner de 180° mais nécessitait moins

de pas angulaires, ce qui réduisait de temps de balayage a 20 secondes par coupe.

Figure 2.3 Générations successives de scanners a rayons X (Louvain, 2004)
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La troisiéme génération de scanners, mise au point en 1976, (Figure 2.3-¢), toujours
trés répandue aujourd’hui, utilise un faisceau divergent de plus grand angle (pour
couvrir toute la largeur du patient) et un grand nombre (plusieurs centaines) de
détecteurs. Il n’y a plus de mouvement de translation mais une simple rotation
de l'ensemble autour du patient, ce qui réduit le temps d’acquisition a 1 seconde.
Cependant, cette génération souffre d'un probléme important : la présence éven-
tuelle d’artéfacts en anneaux dus aux différences dans les réponses des détecteurs.
Chaque détecteur individuel est, en effet, responsable des données conduisant a un
anneau dans l'image. Il s’agit d'une approximation partiellement liée, de plus, a
Palgorithme de rétroprojection. Il faut cependant noter que, grace aux détecteurs

modernes et aux logiciels de calibration sophistiqués, les artéfacts en anneaux ont

pratiquement disparu dans les scanners de troisieme génération.

La quatriéme génération de scanners (Figure 2.3-d) a été construite pour résoudre
ce probleme. Ici, seul le tube a rayons X tourne autour du patient qui est placé
dans un anneau continu de plusieurs milliers de détecteurs stationnaires. Le temps
d’acquisition est de l'ordre de 1 seconde par coupe, autorisant les explorations du
thorax et de 'abdomen. Pendant la reconstruction, les données sont traitées en
considérant chacun des détecteurs comme le sommet d’'un faisceau divergent de
rayons issus des différentes positions de la source. De cette fagon, chaque détecteur

est son propre détecteur de référence et les artéfacts en anneaux sont éliminés.

Afin de réduire l'effet de pénombre par une meilleure focalisation et augmenter la
distance patient-tube, le scanner de cinguiéme génération (Figure 2.4) place le tube
arayons X en dehors de la couronne. Cette couronne est animé d’un mouvement de
nutation, les détecteurs proches du tube s’effagant pour laisser passer le rayonne-
ment incident. Ce type de scanner principalement utilisé pour acquérir des images

rapides en cardiologie, le temps d’acquisition étant de 'ordre de 50 millisecondes.
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Figure 2.4 Scanner de cinquieme génération (Imatron) (Louvain, 2004)

Les scanners de troisieme et quatrieme générations ont évolué, au début des années
90, grace a la technologie du « slip ring » ou les anciens contacts électriques par
cables entre les parties mobiles et fixes sont remplacés par des balais glissants sur un
anneau collecteur, ce qui permet une rotation continue. Cette technique a également
permis, en 1989, le développement des scanners hélicoidaux ( sizieme génération) ou
le lit se déplace pendant que le tube et les détecteurs décrivent plusieurs rotations
autour du patient. Le tube a rayons X réalise ainsi un déplacement en hélice, si

on se place dans un repere lié a la table (Figure 2.5). Il permet 'acquisition d’un

grand volume anatomique (50 & 60 cm de longueur) en moins d’une minute.

Figure 2.5 Principe d’'un scanner hélicoidal (Louvain, 2004)
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A la suite d’opérations d’interpolation, le processeur reconstruit une représentation
3D. En réduisant le temps d’aquisition des données, le scanner hélicoidal permet
d’imager des parties du corps qui sont en mouvement perpétuel, comme le coeur ou
la cage thoracique. Ceci est rarement possible sur un scanner planaire car les mou-
vements involontaires du patient introduisent du flou dans I'itnage. La diminution
du temps d’exposition entraine également une diminution de la dose de rayon-
nement ionisant. Le patient est donc moins exposé. Le milieu hospitalier utilise

actuellement cette génération de tomographes.

Pour utiliser les rayons X produits de facon plus efficace, les scanners de la septieme
génération contiennent plusieurs anneaux de détecteurs et ’épaisseur de tranche
imagée ne dépend plus de ouverture du collimatieur mais plutot de la taille des
détecteurs (Figure 2.6). Il en résulte une plus grande flexibilité dans le protocole
d’acquisition (on peut faire varier I’épaisseur des tranches en sommant des plans

adjacents) et une meilleure efficacité.

Les progres technologiques effectués sur les tomographes ont conduit a une amé-
lioration des performances, comme le montre le Tableau 2.1. Les valeurs indiquées

correspondent a des conditions d’acquisition standard.

Tableau 2.1 Evolution des performances des scanners au cours du temps

Année 1972 1980 1990 2000
Temps d’acquisition 300 2.5 1 0.5
(s)
Taille de 'image 80 * 80 256 * 256 512 * 512 1024*%1024
(pixels)
Résolution spatiale 3 15 15 15
(pixels/cm)
Résolution 5mm/5UH/ | 3mm/3UH/ | 3mm/3UH/ | 3 mm/3UH/
en contraste 50mGy 30mGy 30mGy 30mGy
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Figure 2.6 Représentation schématique des anneaux de détecteurs utilisés dans la
septieme génération de scanner (Louvain, 2004)

Au vu des deux objectifs poursuivis énoncés plus haut, nous pouvons remarquer

que :

— le temps d’acquisition a été considérablement amélioré : la dose de rayons X
administrée au patient a été réduite;

— les améliorations technologiques apportées au systeme de mesure ont permis
d’améliorer les caractéristiques de I'image (résolution spatiale et contraste) entre
les années 1972 et 1980. Mais aucune évolution n'est notée depuis 1980. Le sys-
téme de mesure semble donc étre suffisamment fiable et les efforts doivent main-
tenant étre portés sur les algorithmes de reconstruction d’image pour limiter les
artéfacts.

Afin de réduire les temps de calcul et les coflits de mise en ceuvre, les algorithmes

de reconstruction actuellement utilisés font des hypotheéses simplificatrices sur le

processus de génération des données. Ces approximations conduisent a des artéfacts

dans I'image. Décrire plus précisément les mécanismes physiques de formation des
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données (la génération des rayons X, leur intéraction avec la matiére et leur détec-

tion) permettrait alors d’améliorer la qualité des images. Nous les avons étudiés.

2.3 Les rayons X

Les rayons X sont des ondes électromagnétiques, constituées de photons. Chaque

photon possede une énergie F inversement proportionnelle a sa longueur d’onde :

E=—=h (2.1)

avec h = 6.6261 x 1073* Js, la constante de Planck; ¢ = 3 x 108 m/s, la vitesse
de la lumitre; A la longueur d’onde en m; et v la fréquence de 'onde en s~!. La
longueur d’onde des rayons X est comprise entre 107® m et 107'? m. Les photons
ont donc une énergie comprise entre 0.1 keV et 1000 keV. Dans les tomographes,

I'énergie des photons est comprise entre 30 et 140 keV.

2.3.1 Génération des rayons X

Générateur |+
(kV)

-
Alimentation ) électrons Cible )
du filament /]\

\ VAR

Filament Enveloppe

|

. Courant
(mA)

Figure 2.7 Schéma de principe de I'émission générale d’un rayon X (Barthez, 2002)

Un tube a rayons X, schématisé sur la Figure 2.7, est constitué de deux électrodes
placées sous vide dans une enveloppe en verre résistant a la chaleur. La cathode,

chauffée par passage d’'un courant électrique, émet des électrons qui sont accélérés
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vers I’anode par une différence de potentiel pouvant aller de 20 a 150 kV. Les élec-
trons interagissent avec le matériau de 'anode et finissent par s’arréter. L’énergie
absorbée apparait en grande partie sous forme de chaleur (99%), mais une petite

fraction (1%) est émise sous forme de rayons X.

Deux mécanismes sont a l'origine de la formation des rayons X dans un tube radio-
géne : 'émission générale (ou bremsstrahlung) et I'émission caractéristique. Dans
les deux cas, les rayons X sont le fruit de linteraction entre un flux d’électrons

lancés a grande vitesse et une cible matérielle.

L’émission générale est le mode principal de formation des rayons X en tomographie
(> 80%). Elle se produit lorsque ’électron passe a proximité du noyau et se trouve
attiré par sa charge. L’électron est alors dévié, ralenti, et ’énergie perdue est émise
sous forme de photons X. L’énergie des rayons X produits de cette maniere est
variable. Elle dépend de trois parametres : de I’énergie cinétique de 'électron, de
I'attraction du noyau (c’est-a-dire de sa charge) et de la distance entre 1'électron
et le noyau, qui est aléatoire. Les rayons X ainsi produits peuvent avoir toutes les
énergies possibles entre zéro et 1'énergie cinétique des électrons. La probabilité de
produire un rayon X de forte énergie étant plus faible que la probabilité de produire
un rayon X de faible énergie, le spectre d’émission est décroissant avec l'énergie.

Le faisceau X émis est polychromatique.

L’émission caractéristique est un phénomeéne mineur dans la production des rayons
X. L’électron incident vient percuter un électron d’une couche profonde et parvient
a l'éjecter. La vacance laissée dans cette couche est alors comblée par un électron
d’une couche plus externe, ce qui libére une énergie égale a la différence des énergies
de liaison des deux couches sous forme de rayons X caractéristiques. L’énergie de
liaison des électrons étant unique pour chaque couche et chaque atome, le spectre

d’énergie des rayons X émis est caractéristique de 'atome en question. Il s’agit
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Electron

Figure 2.8 Schéma de principe de I’émission générale d'un rayon X (Barthez, 2002)

d’une émission dont I'énergie ne dépend que de I’atome constituant la cible.

..

i

Figure 2.9 Schéma de principe de I’émission caractéristique d’un rayon X (Barthez,
2002)

La Figure 2.10 présente un spectre d’émission de rayons X : a I’émission générale,

viennent s’ajouter les raies correspondant & 'émission caractéristique du tungstene.

La méthode de reconstruction utilisée en milieu hospitalier suppose que les rayons
X sont monochromatiques et que le nombre de photons émis par rayon est connu
et égal & Ny. Afin de décrire plus fidelement la réalité, nous pouvons considérer que
les rayons X sont polychromatiques et que le nombre de photons émis par rayon

suit une loi de Poisson de parameétre Ny. Cette description statistique permet de
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Figure 2.10 Spectre d’émission des rayons X (Barthez, 2002)

tenir compte du caractere aléatoire de 'émission générale.

2.3.2 Atténuation des rayons X

L’atténuation est en fait une série d’intéractions entre les photons et les atomes du
matériau. L'algorithme de rétro-projection filtrée (FBP) se contente d'une descrip-
tion macroscopique de ces phénomeénes. Nous ferons également une étude micro-

scopique qui sera utilisée dans la méthode de reconstruction que nous proposerons

plus loin.

2.3.2.1 Description macroscopique

Considérons un faisceau de rayons X comptant Ny photons et traversant le corps a
imager le long d'un segment [a. b]. Soit Xy une variable aléatoire égale au nombre
de photons ayant effectivement traversé le corps. Soit u le coefficient d’atténuation

linéique du corps, exprimé en cm™L.
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Nous supposerons que chaque photon est indépendant des autres particules émises.
Lambert (1760) a alors montré que la transmission d'un photon a travers une
tranche du corps d’épaisseur infinitésimale As, est une variable aléatoire de Ber-
noulli. Tout photon incident au point s présente ainsi une probabilité (1 — u(s)As)

d’étre transimnis et une probabilité u(s)As d’étre absorbé.

Subdivisons le segment [a,b] en m intervalles disjoints que nous supposerons indé-

pendants. Définissons pour k, entier variant entre 1 et m :

I = @+(k—137§b—a)7a+k(67;a) (2.2)

Pour qu’un photon incident au point a émerge au point b, il doit traverser cha-
cun de ces sous-intervalles. La probabilité pour qu’une particule traverse Ji est

approximativement égale a :

k(b — a)) b—a 23)

m

m

Il s’agit d’une approximation car les sous-intervalles Ji ne sont pas d’épaisseur infi-
nitésimale. Mais puisqu’ils sont indépendants, la probabilité qu'un photon incident

en a émerge en b est égal a :

pab,m ~ Hpk,m (24)
k=1

Tn prenant le logarithme de cette expression, on obtient :
D )

lnpabtmziln (1—u<a+k(67;; a)) bq;a) (2.5)
pu

Le développement de Taylor du logarithme donne :

= k(b—a)\ b—a
1 Dabm = — ‘ oA -+ 1) 2.
= =3 (1 (a+ 22 ) 2]+ O (26)
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Lorsque m tend vers l'infini, le membre de droite de l'équation converge vers
b cte 2 s . . . . .

— fa p(s)ds. La probabilité pour qu'une particule incidente au point ¢ émerge au

point b est donc :

pu = e~ Ja H) (27)

Soient Ny particules incidentes en a, de méme énergie. En supposant que chaque
photon émis est indépendant des autres particules émises, la probabilité que k

particules émergent en b est égale a :
P(k,N) = N ek J; u(s)ds (1 — e I u(S)ds>N_k (2.8)

Le nombre moyen de photons émergents N = E[X)/| est alors égal a :
N = Noe~ Ja s)ds (2.9)

Cette équation due a Beer-Lambert est a la base de nombreuses méthodes de re-
construction. Elle signifie que le nombre moyen de photons X traversant la matiere

suit une loi exponentielle.

La méthode de reconstruction actuellement utilisée dans le milieu médical sup-
pose que le nombre effectif de photons émergents est égal au nombre moyen de
photons émergents donné par I’équation de Beer-Lambert. Il s’agit d’une approche

déterministe.

Dans une approche statistique, ia production de rayons X est modélisée par un pro-
cessus de Poisson de parametre Ny et I'atténuation des photons dans le matériau
est de Bernoulli de parametre p,. La combinaison de la production et de 'atténua-
tion des rayons X est donc modélisée par un processus de Poisson (Epstein, 2003).

Démontrons ce résultat. La probabilité pour que k photons traversent le matériau
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sachant que /N photons sont émis est égale & :

N
k(1 Nek . _ r
¥y (lwp> }”_G//A
T (2.10)
0 k>N
De plus, la source est décrite par :
) .NNe_NO
Rw=wpr%ﬁ— (2.11)

La probabilité pour que k& photons traversent le matériau , Py(d = k) est alors :
P

=
Q

I
=z

I
[

HN&kM

- NNe—No
N-Ek-'0
( Pt =) N

=
i
>

NE

N=k
= e k:NW—:k—)(Aopu) F(No(1 = pu))VF
_ (Nc;f?'u) o~No G No(1-p,)
:Q%ﬁwm (2.12)

La combinaison de la génération des rayons X (modélisée par une loi de Poisson
de parametre Ny) et de leur atténuation (modélisée par une loi de Bernoulli de
paramétre p,) peut donc étre décrite par une loi de Poisson de paramétre Nyp,,.
Pour des photons incidents de méme énergie, p, est donné par 'équation (2.7). La

génération et 'atténuation des rayons X suit donc une loi de Poisson de parametre

Noe™ f: wu(s)ds

La méthode que nous avons développée s’appuie également sur une description

microscopique de atténuation des rayons X. Nous allons la présenter.
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2.3.2.2 Description microscopique

Lorsqu'un faisceau de rayons X traverse I'objet & radiographier, trois types d'évé-

nements peuvent se produire (Barthez, 2002) :

e Certains photons X traversent la matiere sans interaction. Ils forment, par conven-
tion, les parties sombres de 'image tomographique.

e Certains photons X sont compléetement absorbés dans la matiere par un effet
photoélectrique. Ainsi sont formées les parties claires de l'image radiographique.

e Certains photons X sont déviés. Ces rayons X forment le rayonnement secondaire
(ou diffusé), rayonnement ionisant contre lequel il faut se protéger.

Les deux derniers événements atténuent lintensité du faisceau en diminuant le

nombre de photons et en diminuant I’énergie de ces photons. Ils sont de nature

statistique.
L’effet photoélectrique

C’est le phénomene physique le plus intéressant pour la formation de 'image ra-
diologique. 1l s’agit de "émission d’un électron par un atome lorsque celui-ci est
frappé par un photon d’énergie hv, supérieure a l'énergie de liaison. L’électron re-
goit une énergie £ = hv — W, ot W est I'énergie de liaison de I'électron au noyau.
W représente donc 'énergie nécessaire pour arracher I'électron du nuage électro-
nique et E I’énergie cinétique reque par 'électron (Figure 2.11). Le photon incident,
ayant cédé toute son énergie, disparaitra. L’électron, maintenant libre, est appelé

photo-€électron. 1l sera rapidement absorbé par le matériau.

L’atome se retrouve alors en déficit d’un électron d’une couche interne, ce qui est
un état instable. Un électron de la couche externe, moins fortement lié, changera
de niveau pour occuper la couche interne. Cette transition se fera en émettant un

photon d’énergie égale a la différence entre les énergies de liaison des deux niveaux.
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Photon hv

Atome

Figure 2.11 Représentation schématique de l'effet photoélectrique (Hustache, 2001)

L’émission de ce photon est appelé rayonnement caractéristique. Cependant, dans
les milieux biologiques ol ces interactions se produisent, le rayonnement caracté-
ristique est de trés faible énergie (quelques électron-volts) et sera réabsorbé sur

place.

Dans les tissus biologiques, 1'énergie de liaison est faible comparativement aux
énergies des rayons X utilisés en tomographie. Par exemple, le calcium, qui est un
des éléments ayant le numéro atomique le plus élevé du corps humain et qu'on
retrouve en quantité raisonnable, présente une énergie de liaison de 4 keV pour la
couche la plus interne. Les autres éléments des tissus ont des énergies plus faibles
encore. On voit donc que les rayonnements caractéristiques émis sont de faible
énergie et conséquemment ils sont absorbés dans le matériau. L’effet photoélectrique
est donc un type d’interaction conduisant a ’absorption totale des énergies des

photons X ayant subi cette interaction.

L’effet photoélectrique se produit principalement lorsque 'énergie des rayons X est
faible (50—80 keV). La probabilité qu'un rayon X d’énergie donnée produise un effet
photoélectrique lorsqu’il traverse la partie & radiographier dépend de la densité des
tissus et également du numéro atomique de atome cible. Plus le numéro atomique

de l'atome est élevé, plus les rayons X sont arrétés facilement. Par exemple, pour un
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rayon X d’énergie donnée, la probabilité d’interaction par un effet photoélectrique
est (82/16)% = 135 fois plus grande pour un atome de plomb que pour un atome

d’oxygene.
L’effet Compton

Le photon interagit dans ce cas avec un électron dit libre c’est-a-dire tres péri-

phérique dans le cortége électronique. Le photon incident disparait et il en résulte

(Figure 2.12) :

— lapparition d'un rayonnement dit diffusé partant avec un certain angle © par
rapport a la trajectoire du photon incident.

— Pélectron quant a lui recoit une partie de 1’énergie du photon incident et est

éjecté avec un angle @.

Photon hv

Photon h v,

Figure 2.12 Représentation schématique de I'effet Compton (Hustache, 2001)

L’effet Compton a donc pour résultat une déviation et une réduction de I'énergie
du rayon X incident. Il se produit principalement lorsque ’énergie des rayons X est
élevée. C’est a dire lorsque la tension d’alimentation (kV) est élevée. La probabilité
qu'un rayon X d’énergie donnée produise un effet Compton lorsqu’il traverse la
partie a radiographier dépend uniquement de la densité des tissus (et non du numéro
atomique). Ce dernier élément constitue une différence majeure entre les deux effets
dont la conséquence sur la formation de I'image est tres importante : effet Compton

est responsable d’'un contraste moins marqué que 'effet photoélectrique.
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Importance relative de effet photoélectrique et de 'effet Compton

Pour résumer les deux paragraphes précédents : & milieu donné, 1'effet photoélec-
trique est prépondérant sur l'effet Compton lorsque 'énergie des rayons X est faible
(< 50 keV) et l'effet Compton prépondérant sur 'effet photoélectrique lorsque leur
énergie est élevée (> 100 keV). Pour un rayonnement d’énergie donnée, l'effet
photoélectrique est prépondérant lorsque le numéro atomique est élevé et Veffet

Compton domine lorsque le numéro atomique est faible (Figure 2.13).

O PRI A R R ERCA A R R A A R R b
120+ -

< = -
3 g ) (
2 100k photoélectrique Production
s " ; - . . e
% 80 dominant de ?ﬁ!%"é _
_g = dorminante
S 0
o 40k
N 20 - e R S ¢ xi

e AN TR ERIHIER R P
Q.01 0.1 i 18 100

hv (MeV)

Figure 2.13 Importance relative des trois types majeurs d’interactions photon-
matiere (établie & partir des tables de coefficients d’atténuation) (Hubbel et Seltzer,
1995)

Autres interactions rayonnement-matiere

Outre leffet Compton et U'effet photo-électrique, il existe trois autres types d’in-

teraction rayonnement-matiere, mais ceux-ci ont un role négligeable.
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1. Diffusion cohérente : elle se produit lorsqu'un photon de faible énergie
est absorbé par un atome et est immédiatement réémis a la méme énergie
mais dans une direction différente. Moins de 5% des photons subissent une

intéraction de ce type aux énergies utilisées en tomographie.

[S™)

. Production de paires : lorsqu'un photon de haute énergie entre en interac-
tion avec le noyau d’un atome, le photon est entiérement converti en matiere
sous la forme d’une paire de particules, a savoir un électron et un positron

(anti-électron).

3. Photo-désintégration : cet effet se produit lorsqu'un photon de tres haute
énergie fragmente une partie du noyau. Les parties fragmentées peuvent étre

un proton, un neutron, une particule alpha ou un ensemble de particules.

La production de paires exige des photons d’au moins 1.02 MeV (deux photons
d’au moins 511 keV) et au moins 7 MeV sont nécessaires pour que la photo-
désintégration se manifeste. Ces interactions ayant cours a des énergies bien au-dela

de celles utilisées en tomographie, nous ne les discuterons pas davantage.

2.3.3 Détecteurs

Trois types de détecteurs a rayons X sont utilisés en tomographie.

Les premiers tomographes utilisaient des cristaux scintillateurs couplés & un tube
photo-multiplicateur. Les scintillateurs convertissent les rayons X en lumiere visible,
dirigée vers le tube photo-multiplicateur qui produit alors un signal électrique. Ces
récepteurs détectent les rayons X de facon rapide et efficace, mais leur taille limitait
la résclution spatiale. Ces détecteurs ont alors été remplacés par des détecteurs

d’ionisation a gaz au xénon.



Les détecteurs d’ionisation a gaz sont constitués d'une chambre & gaz pressurisée
et de deux ou trois électrodes. Certains rayons X incidents sont absorbés par effet
photoélectrique. Les électrons restants et les ions migrent vers 'anode et la cathode
respectivement, donnant naissance a un courant électrique mesurable. La réponse
de ces détecteurs est lente (environ 700 us) mais, contrairement aux tubes photo-

multiplicateurs, leur taille permet une meilleure résolution spatiale.

Les tomographes modernes utilisent des scintillateurs et des photodiodes. Ces der-
niers convertissent les scintillations en courant électrique mesurable. Ces capteurs
sont efficaces et rapides, ils présentent une bonne stabilité dans le temps, une bonne
résolution spatiale. Il parait done raisonnable de supposer les détecteurs parfaits,

en premiere approximation.

Pour plus d’informations sur les détecteurs, le lecteur pourra se reporter a l'article

de Newton et Pots (1981).

2.4 Conclusion

Nous avons ici présenté la tomographie a rayons X en mettant 'accent sur le proces-

sus d’acquisition des données et les principes physiques conduisant a la formation

de I'image. Différentes modélisations peuvent ensuite étre adoptées. La plus simple

adopte un point de vue déterministe et suppose que :

e les rayons X émis sont infiniment fins et monochromatiques;

e le nombre de photons émis par la source pour un rayon est déterminé et égal &
No;

e le nombre effectif de photons émergents est égal au nombre moyen de photons
émergents donné par 'équation de Beer-Lambert ;

e les détecteurs sont parfaits et détectent tout photon les atteignant.
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Une modélisation plus réaliste adopterait un point de vue statistique et supposerait

que :

e les rayons X émis sont infiniment fins et polychromatiques;

e le nombre de photons émis par la source pour un rayon est une variable aléatoire
de distribution de Poisson de parametre Ny ;

e le processus d’atténuation est de Bernoulli. Le nombre moyen de photons émer-
gents est donné par l'équation de Beer-Lambert. Au niveau microscopique, les
rayons X sont atténués sous leffet combiné de la diffraction (effet Compton)
et de Pabsorption (effet photoélectrique). Ces deux phénomenes sont de nature
statistique;

e les détecteurs sont parfaits.

Le systeme complet de production de rayons X, d’atténuation et de détection est

donc modélisé par une variable aléatoire de Poisson.

Nous allons maintenant voir les différentes techniques de reconstruction qui ont été
développées. Nous mettrons 'accent sur les hypotheses qu’elles ont adoptées et sur

leurs conséquences lors de la reconstruction d’'image.
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CHAPITRE 3

RECONSTRUCTION AXIALE 2D SOUS HYPOTHESE
MONOCHROMATIQUE

3.1 Introduction

L’immense majorité des algorithmes de reconstruction d’images utilisés en milieu
hospitalier reposent sur ’hypothese d'un rayon X incident monochromatique. Nous
avons vu en introduction que ces méthodes conduisent a des artéfacts. Nous consa-
crerons cependant ce chapitre a leur étude afin de mettre en évidence les simplifica-
tions qui conduisent aux erreurs de reconstruction et les difficultés méthodologiques

auxquelles nous seront confrontés pour les éviter.

Connaissant le nombre de photons émis par la source, le mode de propagation des
rayons X dans la matiere et le nombre de photons détectés par les capteurs, la
reconstruction tomographique consiste a estimer le corps scanné. Deux approches
sont alors possibles :

e la premieére s’appuie sur une expression analytique de 'estimée du corps scanné.
Cette démarche a conduit aux algorithmes mis en ceuvre dans les tomographes
médicaux : les algorithmes de type rétro-projection filtrée ;

e la seconde approche s’appuie sur une décomposition préalable du corps a imager
sur une base finie de fonctions appropriées (une base indicatrice de pixels par
exemple). L'inversion numérique a ensuite lieu pour reconstruire « au mieux »
cette approximation. Cette démarche conduit aux algorithmes dits algébrigues.

La majorité de ces méthodes supposent que :

e les rayons X émis sont infiniment fins et monochromatiques;
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e le nombre de photons émis par la source pour un rayon est déterminé;

e le nombre effectif de photons émergeants est égal au nombre moyen de photons
émergeants donné par 'équation de Beer-Lambert ;

e les détecteurs sont parfaits et détectent tout photon les atteignant.

Ces hypotheses seront adoptées tout au long de ce chapitre, sauf mention explicite.

3.2 Transformée de Radon

Considérons la géométrie de la Figure 3.1. Chaque rayon X fait un angle 8 avec
I'axe des y et est a une distance r de lorigine. Sous les hypotheses précédemment

énoncées, nous pouvons écrire :

— s)ds
Yo(1) = bororaa () x € Jrs.0 (3.1)

N

ol :

e yp(r) est le nombre de photons émis dans la direction définie par 6 et r, et
atteignant le capteur.

e bgiotar () est le nombre de photons émis par la source dans la direction définie
par § et r. Il dépend de la durée du scan et des dimensions de la source.

e Lgp est la ligne définie par la source S et le détecteur D.

e 1 désigne le coefficient d’atténuation linéique exprimé en cm ™.

En utilisant le systéme de coordonnées polaires (s, ), on obtient :

- w(r cos 6—ssind,rsin+scos 6)ds
Les,r)

yg(T) = 5(977-)6 (32)
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& i pixy)

Figure 3.1 Scanner & faisceaux paralleles et systeémes de coordonnées (Suetens,
2002).



Définissons py(r), projection de la fonction u(z,y) suivant l'angle 6.

yo(r)
bom

po(r) = —In

= f p(rcosf — ssinf, rsinf + scosd)ds (3.3)
Lo

L’ensemble des projections py(r) est appelé sinogramme. En mathématique, la
transformation qui & toute fonction f(z,y) associe son sinogramme est appelée

transformée de Radon.

p(r,0) = R[f(z,y)]
= / f(rcos@ — ssinf, rsinf + scosf)ds (3.4)

La transformée de Radon possede les propriétés suivantes :

e p(r,0) est périodique par rapport a @, de période 27
p(r,0) = p(r, 0+ 2) (3.5)
e p(r,6) est symétrique en 6, avec une période 7

p(r,8) =p(-r,0 £ 7) (3.6)

3.3 Algorithme de rétroprojection

Etant donné un sinogramme p(r, ), Uobjectif est de reconstruire la distribution
p(z,y). Une premiére idée, trés intuitive, consiste & assigner la valeur de p(r,6) a
tous les points (z,y) d’une méme ligne de projection définie par r et § constants.

L’opération est répétée pour # variant de 0 a 7. Ce procédé est appelé rétro-
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projection (« Back-Projection » en anglais) et est donné par :

blz,y) = Bip(r,8)]
= ji,p(xcosﬁersm@,@)dQ (3.7)

Son principe est illustré sur la Figure 3.2. (Seules deux projections sont schématisées

sur cette figure, mais un grand nombre est utilisé en pratique).

51

Figure 3.2 Rétro-projection. (a) On réalise deux projections d’un objet rectan-
gulaire, (b) ces projections sont rétroprojetées et superposées pour former une
approximation de l'objet original (Brooks et Chiro, 1976).

Cette technique a été utilisée pour la premiere fois par Oldendorf en 1961. Les
résultats obtenus ne sont pas toujours satisfaisants (notamment en présence de
petits objets de forte densité ou de projections non-uniformément réparties) car les
parties de I'image traversées par un meéme rayon incident regoivent toutes la méme

valeur (Figure 3.3).

Une écriture plus rigoureuse de l'inverse de la transformée de Radon permettrait

certainement d’obtenir de meilleures reconstructions.



Figure 3.3 Rétro-projection. (a) On réalise quatre projections d’un objet. La cel-
lule située a l'extérieur de 'objet apporte sa contribution aux projections A et B.
L’artéfact prend souvent la forme d’une étoile comme sur la photo (b) (Brooks et
Chiro, 1976)

3.4 Approches analytiques

Les approches analytiques reposent sur l'inversion de la transformée de Radon.
Nous présenterons ces méthodes de fagon qualitative, notre objectif étant d’avoir
une vue d’ensemble des méthodes de reconstruction existantes. On pourra se re-
porter a l'article de Brooks et Chiro (1976) et & la these de Allain (2002) pour les

développements mathématiques.

3.4.1 Reconstruction de Fourier

Nous savons que p(r,6) = R[f(z,y)]. Radon a montré en 1917 que la transformée
de Radon avait une inverse explicite. La reconstruction de Fourier utilise alors

Pexpression mathématique de R~ [p(r, §)].

Théoréme 1 (Tranche centrale de Fourier) Soit F(u,v), la transformée de

Fourier 2D de f(z,y) et Pp(k) la transformée de Fourier 1D de py(r). Par dé-
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finition :

Fluv) = / i[ flz,y)e e dady (3.8)

Pk) = / pe(r)e™ ™) g (3.9)

Si 0 est variable, alors Py(k) devient une fonction o deux variables P(k,6) et

P(k,0) = F(kcos§,ksin).

En utilisant le résultat du théoreme de la tranche centrale de Fourier, un chan-
gement de variable et la transformée de Fourier inverse, il est possible de calculer
f(z,y) pour chaque point (z,y) & partir des projections pg(r), pour § variant entre

Oetm.

Le principe de la reconstruction de Fourier est le suivant :

1. On calcule tout d’abord la transformée de Fourier 1D de toutes les projections

discretes pg(r), pour 8 variant de 0 & 2.

Filpe(r)] = Po(k) (3.10)

D’apres le théoréme de la tranche centrale de Fourier, P(k,8) = F(kcos8, ksin8).
On obtient donc un ensemble de valeurs qui échantillonnent radialement la

domaine de Fourler.

2. Le changement de variable :

u = kcos8

v =ksinég

permet d’obtenir F'(u,v) (Figure 3.4).

Une interpolation est ici nécessaire pour des questions algorithmiques, cette
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Figure 3.4 (a) Les valeurs de P(k,#) sont placées sur une grille en coordonnées

polaires (b) puis passées en coordonnées cartésiennes pour donner F(u,v) (Suetens,
2002)

méthode utilise en effet 'algorithme FFT de calcul de transformée de Fou-
rier rapide. L’interpolation consiste a ramener 1’ensemble des points fréquen-
tiels P(k,8) répartis radialement & un ensemble de valeurs F(u,v) sur une
grille cartésienne. Remarquons que les données sur les basses fréquences sont
plus nombreuses que celles sur les hautes fréquences. Le choix de la méthode
d’interpolation affectera donc plus particulierement les hautes fréquences de
I'image.

3. On calcule enfin la transformée de Fourier inverse 2D de F(u,v).

Fy [F(u,v)] = f(z,y) (3.12)

L’intérét majeur de cet algorithme est son faible colit de mise en ceuvre. Il n’est
cependant pas utilisé en pratique car, méme dans un contexte normalement favo-
rable, il se révele particulierement instable. Cette instabilité est causée par 'étape
d’interpolation. L’algorithme de rétro-projection filtrée présenté ci-dessous permet

d’éviter cet inconvénient majeur.
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3.4.2 Algorithme de rétro-projection filtrée

L’écriture polaire de U'inverse de la transformée de Fourier 2D évite I'interpolation

dans le domaine fréquentiel :

flz,y) = F5HF(u,v)]
= / / v) 2Tt gy oy (3.13)

Passons en coordonnées polaires en posant :

u = kcosf
(3.14)
v=~Fsind
Le Jacobien de ce changement de variable est égal a :
cosf —ksinf
=k (3.15)

sinf  kcos#

L’équation 3.13 devient alors :
27w .
flz,y) = / / kF(kcos®, ksin)e™ ™ dkdf, avec r = xcosf + ysind (3.16)
o Jo

Le théoréme de la tranche centrale de Fourier permet d’écrire :

27 o0
flz,y) = / / kP(k,8)e™ " dkdf
0 Jo
/ / \k|P(k,0)e™ ™ dkdb
0 —00
= )f Iif P*(k,0)e*™ " dkdf
6 J-oo

_ J;f p*(r, 6)do (3.17)
0
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Par définition :

p'(r.6) = j/ P*(k, )™ dg (3.18)

et
P(k,0) = P(k.6)|k| (3.19)

La fonction f{x,y) peut donc étre reconstruite en rétro-projetant p*(r, 4), 'inverse
de la transformée de Fourier 1D de P*(k,6) par rapport a k. La fonction P*(k,6)
est obtenue en multipliant P(k,#) par le filtre rampe |k|, d'ott le nom de rétro-
projection filtrée. Une multiplication dans le domaine de Fourier correspond a un

produit de convolution dans le domaine spatial. p*(r, 8) peut donc s’écrire :

pi(r.0) = px*g (3.20)
= /_ p(r',8)q(r — r")dr' (3.21)

avec

a(r) = F kil

= / |k|e™ ™ dE; (3.22)
Cela conduit a 'algorithme suivant :
1. Filtrer le sinogramme p(r, §), V0 :
pe(r) = q(r) * po(r) ot Fy(k) = [k|Fy(k) (3.23)

2. Rétro-projeter le sinogramme filtré p*(r, 8)

flz,y) = };p*(r cosf + ysinb, §)db (3.24)
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Les tomographes implantés en milieu hospitalier utilisent presque tous la rétro-

projection filtrée. Les artéfacts sont encore trop importants (Figure 3.5).

Boow % 3 X A et & W

s 0mm 20935 wan

Figure 3.5 Un exemple d’artéfact métallique sur une image tomographique, recons-
truction par rétro-projection filtrée & partir de données obtenues sur un scanner
Siemens Somatom Plus 4 (Williamson et al, 2002)

La présence de ces artéfacts peut s’expliquer par les erreurs induites par les ap-
proximations analytiques. Ces méthodes supposent en effet que la fonction inverse
recherchée est continue et définie sur 'ensemble des nombres réels. Or la taille des
détecteurs est en réalité finie et le corps & imager est discrétisé. De plus, le filtre
continu |k| permettant de traiter le sinogramme est de nature divergente. Il ne
peut donc pas étre utilisé en pratique et doit étre approximé. Pour des projections
discretes séparées de Ar, la transformée de Fourier ne peut contenir des fréquences
supérieures & Kmax = 1/(2Ar). Le filtre |k| peut donc étre limité & ces fréquences
(Figure 3.6). Ce filtre est appelé filtre Ram-Lak, du nom de ses inventeurs Rama-

chandran et Lakshiminarayanan. Il peut s’écrire comme la différence entre un filtre
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rectangle et un filtre triangle. En pratique, on constate que les fréquences proches
de Kmax sont trés bruitées. L’application d’un filtre de Hanning, de SheppLogan ou
de Butterworth permet de supprimer les hautes fréquences spatiales et de réduire

les artéfacts.

— Kimax

+ Kmax - Kmax + Kmax — Kmax

T
'
'
'
|
'
i
I
v
'
'
'
'
'
)
|
'
i
s

Figure 3.6 (a) Filtre Ram-Lak (b) filtre rectangle (c) filtre triangle (Suetens, 2002)

Cette différence entre le modele mathématique et la réalité entraine des artéfacts.
Ils sont généralement relativement faibles mais ils peuvent devenir tres importants
lorsque les conditions sont défavorables, notamment en présence d'objets tres at-
ténuants, comme les pieces métalliques, lorsque les projections ne sont pas unifor-

mément réparties ou qu'un détecteur est défectueux.

Nous allons maintenant voir une alternative aux approches analytiques : les algo-
rithmes dits algébrigues qui tiennent directement compte de la nature discrete du
probléme. Le nombre de projections est fini et I'objet scanné est caractérisé par
une distribution g des coefficients d’atténuation linéiques. Cette distribution est
décomposée sur une base finie de fonctions appropriées (typiquement une base d’in-
dicatrices de pixels). Nous recherchons alors le vecteur g donnant les coefficients
d’atténuation p; en chaque pixel 7 du corps scanné. L’inversion numérique a lieu

pour reconstruire « au mieux » cette approximation.
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3.5 Approches algébriques

3.5.1 Discrétisation de la scéne : notations et définitions

Dans ce qui suit, les lettres italiques grasses sont des vecteurs dont les composantes
seront indiquées en italique, p. ex.: v = (vy, ..., v,). Les scalaires sont notés par des
minuscules italiques, p. ex. : s. Les matrices seront notées en majuscules grasses :

A.

Soient J « images de base » {Bjy,..., B;}. On suppose que toute image I & recons-
truire est une combinaison linéaire de ces « images de base ». Nous avons ici choisi
une décomposition de P'image en pixels. Chaque pixel est indexé par un indice j

variant de 1 & L2. On aici J = L?. Les « images de base » s'écrivent :

1 si(x,y) est sur le pixel j

0 sinon

En coordonnées cartésiennes, l'image estimée s’écrit alors :

I(Sl",y) = ZUij(xay) (325)

oll u; est la valeur du coefficient d’atténuation du pixel j. Ainsi, 'image a estimer

sera représentée par une matrice de taille L x L.

M1 Mri4r o HL(L-1)41

Mo MPrez - UL(L-1)+2

“r  Hop o 25 %
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Afin de simplifier les équations formelles, 'image I sera par la suite écrite sous la
forme d’un vecteur u :

M1
(3.26)

Hr2
Il est possible de choisir d’autres fonctions pour la discrétisation de la scéne. Hanson
et Wechsung (1985) puis Lewitt (1992) ont notamment étudié 'influence de ce choix

sur la reconstruction.

Décrivons maintenant la projection des rayons X sous forme discrete. Soit N le
nombre total de rayons X émis. En supposant le faisceau de rayons X infiniment

fin, atténuation subie par le rayon ¢ avec i =1, ..., N, est décrite par :

y; = bye” Lom bmim g, (3.27)

ol :

e y; est le nombre de photons regus par le capteur ¢ et ayant été émis dans la
direction 7. La diffraction du rayon causée par l'effet Compton n’est ici pas prise
en compte;

e b; est le nombre de photons émis dans la direction ¢

e I;, est la distance parcourue par le rayon X ¢ dans le pixel m;

e (i, est le coefficient d’atténuation du pixel m;

e 7; est le nombre de photons-bruit captés dans la direction 1.

Formons la matrice A = {a;;), de taille N x L?, ol a;; est la distance parcourue par

le rayon X de la projection ¢ dans le pixel 5 de 'objet étudié. Pour chaque rayon 1,

on peut écrire :

[Api = i (3.28)

olt [Ap); représente le ¢*™ élément du produit Ap.
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Remarque : La largeur du faisceau incident est ici négligée. Elle peut &tre prise en
compte en prenant g;; égal a la surface de recouvrement entre le faisceau ¢ et le

pixel j. Les pixels peuvent aussi étre choisis « circulaires » (Figure 3.7).

* - o
xﬂ‘ ‘\ @ ) A
3 NS N
\\ N X X0
\‘ \\ '\\ 5 . »:\A\Jk ] : X e
\ P 1 ) NN
5 S DYy 8 8
5 Y A lx A, A
D VI N DO X )
SN SR SN0 000
\ i Axh e INe8 0000
My

Figure 3.7 Calcul des éléments de A dans le cas d'un faisceau sans épaisseur avec
des pixels « carrés » (& gauche), dans le cas d’un faisceau plus large (au centre),
dans le cas d’'un faisceau large avec des pixels « circulaires » (& droite) (Allain,
2002)

On obtient alors :

y = b. x e AH] (3.29)

ol e"[AN] est un vecteur dont les composantes sont égales a 'exponentielle des
composantes du produit A et oll .x désigne le produit terme & terme de deux

vecteurs. L'équation 3.29 s’écrit aussi :

b
1n<§>==Au (3.30)

b

ol 7] est un vecteur de méme dimension que b égal & la division terme a terme du
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vecteur b par le vecteur y. In <@) signifie qu’on calcule le logarithme de chacun

des termes du vecteur ,% En posant z =1In (%), on obtient :

z=Ap (3.31)

Etant donné le vecteur x, il faut estimer le vecteur p. Deux approches différentes

ont été développées : les approches déterministes et les approches statistiques.

3.5.2 Approches déterministes
3.5.2.1 Inversion au sens des moindres carrés et inverse généralisé

Le probléme consistant a trouver w tel que @ = Ap n’a pas toujours de solution
(notamment lorsque A n'est pas inversible ou que x n’appartient pas & ’espace-
image de A). Seule une solution approchée peut alors étre déterminée. La méthode
des moindres carrés choisit de chercher une solution g appartenant a 'ensemble S
défini par :

S={peRY min|z - Au|?}

Pour les probléemes en dimension finie, comme c’est ici notre cas, S n’est jamais
vide. ||z — Aps||? est une forme quadratique positive semi-définie. On montre alors

que les éléments de & correspondent aux solutions de I'équation :
ATx — ATAp =0 (3.32)

Si Ker(A) n'est pas trivial, ATA € RE*L* n'est pas de rang plein et il n'y a pas

unicité de la solution. On montre cependant l'existence et 'unicité d’une solution
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dans S de norme minimale p! définie par

L
|

— are mi 2
73 —aro;}gégl);ﬁil

La solution u! est appelée inverse généralisé. Réaliser une inversion au sens des
moindres carrés consiste donc & chercher 1'ensemble des g qui minimise ||z — Ap||?

et & choisir celui qui a la plus petite norme.

En pratique, il semble qu’aucune approche cherchant explicitement & calculer pf
n’ait été retenue pour étre implantée dans les tomographes médicaux. Cette pré-
sentation de I'inverse généralisée ! reste cependant fondamentale pour analyser le
comportement des méthodes algébriques usuelles que nous décrivons dans le para-
graphe suivant. Enfin, on notera que les résultats exposés ci-dessus s’étendent sans
aucune difficulté aux solutions de I'ensemble des moindres carrés pondérés défini
par :

Sw={peRY : min|W"(x — Ap)|]} (3.33)

ott W2 est la racine carrée d’une matrice W définie non négative, c’est-a-dire la

seule matrice de RM*M telle que W = W2W2 (Golub et Loan, 1996).

3.5.2.2 Méthodes de minimisation usuelles

Lorsqu’on adopte un point de vue déterministe, les méthodes de minimisation stan-
dards utilisées en imagerie médicale sont de type POCS (Projection Onto Conveze
Sets). On présente ici les plus connus de ces algorithmes appliqués au systéme

d’équations linéaires, d’inconnue g4 :

x— Ap=0, AeM¥ (3.34)
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e L’algorithme BICAV (Block Iterative Component AVeraging) a été mis au point
par Censor et al. (2001). De nombreux algorithmes algébriques se déduisent de

sa formulation. Considérons J ensembles ordonnés d’indices B, tels que :

1<j<J B C{l,... M} (3.35)

Chaque ensemble B; compte M; éléments. Les B; sont choisis de facon a ce que

chaque indice {1, ..., M} apparaissent au moins une fois dans B = U; B;. On pose
M; . o 1

A;‘.F = (ajl...la;’), la matrice N x M; constitué par les colonnes de AT dont

les indices dons Bj. Si ,, désigne la K'°™€ jtération d’un algorithme initialisé

par p,, l'algorithme procede alors a la mise a jour complete des inconnues en

utilisant de maniere cyclique des J « blocs » de données (Censor et al., 2001).

VEeN, ppo= He-1)
LGS, pyy = Bggjon T oxM] W5 (a5 — Ajpgson); - (3.36)

L’itération complete £ — &k + 1 est obtenue apres les J derniéres mises a jour :

By = B (3.37)

Dans la relation (3.36), ax > 0 est le paramétre de relazation, x; € R est le
vecteur colonne composé des éléments de z indicés par B;, et W; € RM>M; egt

une matrice diagonale positive telle que :

5 3

. 2 702
W, = diag (|52, |I". ... 18" %ab|") (3.38)

S/2 est la racine carrée de matrice diagonale S dont I'élément s,, 1 < n < N,
représente le nombre d’éléments non nuls dans la ligne n de A;T

e L’algorithme ART (Algebraic Reconstruction Technique) a été le premier algo-
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rithme de reconstruction tomographique mis en ceuvre. Dans sa formulation ini-
tiale introduite par Gordon et al. (1970), cet algorithme se déduit de la formula-
tion BICAV en posant § = I et en considérant autant de blocs que de mesures
(J = AM). Dans ce cas, B; = j et on écrit pour 1 <m < M :

Bkm) = Bim—1) T Ok (@m— < @m, Bggem) >) (3.39)

e’

ol @, est la mi®™Me colonne de A7
e L’algorithme CAV (Component AVeraging) correspond a l'algorithme BICAV
lorsque celui-ci n’utilise qu'un seul bloc (J = 1) (Censor et al., 2001). Dans ce

cas, la remise a jour des inconnues devient simultanée et s'écrit :
Tyrr—1
B = Mgy T o AW (@ — Apy ) (3.40)

Il est aisé de vérifier que cette itération correspond a l'algorithme du gradient a
pas oy appliqué au critere J(z) = %HW‘UQ(QE — Ap)|?, ot A7Y2 est la racine
carrée de la matrice (diagonale) W' ; cet algorithme calcule donc une solution
de type moindre carrés pondérés.

e L’algorithme SIRT a été introduit par Gilbert (1972). Il utilise 'algorithme CAV
avec W = diag{ai,...,an} avec a, I'aire de I'ensemble des pixels impliqués dans
tous les rayons contenant le pixel n. Les itérés de cet algorithme sont donc ceux
d’un algorithme du gradient appliqué a un critére des moindres carrés pondérés.

S'il existe g satisfaisant (3.34), les algorithmes BICAV, ART, CAV et SIRT convergent

vers la solution de norme minimale p' si l'initialisation est telle que p, appartienne

a l'espace vectoriel orthogonal au noyau de A, condition vérifiée par les images

uniformes souvent utilisées en pratique comme point initial (Censor et al., 2001;

Herman, 1980).
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S’il n’existe pas un p satisfaisant (3.34), le probléme est plus délicat. On constate
que lalgorithme ART a un comportement asymptotique cyclique autour de la so-
lution de norme minimale g7 (Censor et al., 2001). Les propriétés de convergence
des algorithmes BICAV restent encore peu étudiées dans ce cas. Les algorithmes
SIRT et CAV ne présentent pas de comportement asymptotique cyclique, mais leur

convergence vers la solution de norme minimale peut étre tres lente.

Les propriétés de convergence de ces algorithmes ne sont donc pas optimales. Qu’en
est-il de la qualité des reconstruction produites par ces algorithmes? Un premier
élément de réponse est apporté par I'étude de la robustesse de la solution ',
indépendante de l'algorithme utilisé. Il est bien établi que la stabilité de cette

solution dépend du nombre de condition de A défini par :
Cond(A) = || Al||| A" (3.41)

ott AT est défini par ut = ATz, c'est linverse généralisée de A. |l A|| est une norme
matricielle induite par une norme, par exemple la norme euclidienne. Dans ce cas,

on a :

S

max

Cond(A) =

>1

Amin

avec Amar €0 Amin, respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs sin-
gulieres de A. Pour la reconstruction tomographique, Cond(A) > 1. Le probleme
inverse numérique est mal conditionné et la robustesse de p' est mauvaise. L'image
reconstruite est bruitée. La qualité des images fournies par ces algorithmes est en
pratique & peu pres comparable a celle des images obtenues par 'algorithme de
rétro-projection filtrée. Compte tenu de leur colit d’implantation plus élevé, ces

algorithmes algébriques ne sont pas utilisés dans les tomographes commerciaux.

Il est cependant possible d’obtenir des reconstructions de meilleure qualité en amé-

liorant le conditionnement du probléeme. Plusieurs équipes y ont travaillé. Citons
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par exemple Bouman et Sauer (1993); Green (1990); Herman et Lent (1976); Allain

(2002) et présentons leur démarche.

3.5.2.3 Fonction de pénalisation

Afin d’améliorer le conditionnement du probleme, une information a prior: sur la

solution peut étre ajoutée.

Cela peut étre principalement réalisé de deux facons :

e en réduisant l'espace des solutions : c’est la méthode utilisée par P. Hansen
(Hansen, 1990; Hansen et al., 2000) pour la TSVD (Décomposition en Valeurs
Singulieres Tronquée). Le temps de calcul nécessaire est trés important et les
hautes fréquences spatiales de 'image ne peuvent pas étre restituées. Cette mé-
thode parait donc peu adaptée a la reconstruction tomographique qui doit étre
précise et rapide.

en minimisant un certain objectif (régularisation de Tikhonov généralisée). L'in-
formation a prior: est ajoutée directement dans le critere a minimiser, qui de-

vient :

C(u) = |z — Ap|® + BR(p) (3.42)

ol [ est un scalaire permettant de fixer 'importance relative entre les mesures
et la connaissance a priori sur p. Plus ( est grand, moins 'image sera bruitée,
mais plus la solution dépendra de l'information a priori. Ce parametre sera ajusté
de fagon & réaliser un bon compromis. Si la fonction R(p) est quadratique, la
solution sera formellement simple et la mise en ceuvre rapide. Cependant, les so-
lutions obtenues ont un comportement comparable a celles obtenues par controle
de dimension : la réduction du bruit se fait au prix du lissage des contours. Les
articles de Hunt (1973) et de Herman et Lent (1976) présentent cette méthode.

Des fonctions non quadratiques peuvent étre utilisées, moyennant une mise en
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ceuvre plus délicate : Geman et Geman (1984qa), Green (1990), Bouman et Sauer

(1993), Charbonnier (1994).

On en distingue essentiellement trois familles (Idier, 2000), représentées sur la

Figure 3.8 :

— LoL; : fonctions non constantes, paires, C* et C? en 0, convexes, continiment
différentiables, de comportement quadratique a l'origine et asymptotiquement
linéaires.

— LyLy : fonctions non constantes, paires, C? en 0, croissantes sur R", de com-
portement quadratique a 'origine et tendant vers une constante a U'infini. Elles
ne sont pas convexes.

~ L, : R(u) = |ulP avec 1 < p < 2. Cette fonction n'est pas C? en 0 et non

différentiable pour p = 1.

Figure 3.8 Allure des différentes fonctions de pénalisation (trait plein) comparées
3 la fonction quadratique (pointillés) - (a) branche d’hyperbole pour § = 1, (b)
fonction de Huber pour 7' = 0.5, (¢) pénalisation LP pour p = 1.4

Les fonctions LoLg permettent d’obtenir des frontieres franches mais elles sont
non convexes. Cela complique la minimisation du critere : le colt des calculs
pour éviter les minima locaux peuvent étre importants. Les fonctions L, per-
mettent d’obtenir des résultats qualitativement proches des ceux obtenus avec
les fonctions Ly L;. Les fonctions de régularisation L, L, réalisent un bon com-
promis entre le colit de calcul et la préservation des frontieres. Voici celles qui

sont le plus souvent citées dans la littérature :
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1. la branche d’hyperbole (Charbonnier et al., 1997) :

Rw) =vVE+w2—-6, 6>0 (3.43)

2. la fonction de Huber (Hubert, 1981) :

R(u) = u? O0<ful<T

(3.44)
R(u) =2T|u| - T? |u|>T

Allain (2002) a utilisé les fonctions de régularisation LoL; en reconstruction
tomographique. Les résultats obtenus sont de meilleure qualité que ceux obtenus
par Ualgorithme de rétro-projection filtrée. Cette méthode pourrait cependant
étre améliorée.
Puisque 'approche déterministe ne permet pas de réaliser un compromis acceptable
entre la qualité de la reconstruction et la colit de mise en ceuvre, nous nous sommes
intéressés a une autre facon de décrire les phénomenes physiques : 'approche sta-
tistique, moyen commode et cohérent de décrire une situation d’information incom-

plete.

3.5.3 Approche statistique

Nous supposerons ici que :

e les rayons X émis sont infiniment fins et monochromatiques;

e le nombre de photons émis par la source pour un rayon ¢ est une variable aléatoire
de distribution de Poisson de parametre b; ;

e le processus d’atténuation est de Bernoulli. Le nombre moyen de photons émer-
geants est donné par I'équation de Beer-Lambert;

e les détecteurs sont parfaits.
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Le systeme complet de production de rayons X, d’atténuation et de détection sera

donc modélisé par une variable aléatoire de Poisson de parameétre \; défini par :
N = bie AR (3.45)

r; correspond au nombre de photons-bruit. L’objet recherché (décrit par la matrice
u des coefficients d’atténuation) doit maximiser la probabilité d’obtenir les projec-
tions mesurées. L’objectif est alors de trouver la matrice p telle que les fonctions de
vraisemblance FV(A) soient maximales. Sous les hypotheses formulées ci-dessus,

la fonction de vraisemblance FV () est définie par :

N
FV(A) = J]Prob(X =w)
=1
N .
NS
= He )\Z—T
i=1 Yi:

N )\_yz'd
LX) = zln (e_’\f‘—z_—g—>

i=1 Yid
N

= Z (yzd ln()‘z) "' )\z - ln(yzdi))
1=1

En remplacant \; par son expression {3.43), on obtient :
\ Js

]\T
L(p) = Z {yzd In (51'6_%”]1 + 72-) ~ bie—{A‘uL + 7 — hl()\if)} (3.46)
i=1
Nous recherchons alors g qui maximise la fonction L (ou qui minimise la fonction

—L). Afin d’améliorer la qualité de Vimage, il est possible d’aiouter de Uinformation
N lodad] g
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a priori, comme nous 'avions fait dans 'approche déterministe. Nous introduisons
alors un terme de pénalisation R(u).

Nous recherchons ui minimise la fonction C{wx) définie par :
L

C(p) = —L(p) + BR(p) (3.47)

oll (3 est le coefficient de régularisation. Sous les hypotheses citées précédemment,
Lange et Carson (1984) a montré que —L(u) est convexe. Si de plus R(p) est

convexe, C(pt) sera convexe et possedera un minimum unique.

3.5.4 Techniques de minimisation

Pour déterminer le minimum de la fonction C(p), plusieurs algorithmes peuvent

étre utilisés. Soulignons simplement leur diversité et de la difficulté du choix d’une

méthode. Lefficacité d’un algorithme n’est en effet pas intrinséque, mais dépend

en grande partie du probleme auquel il s’applique.

Les méthodes d’inversion directes calculent le minimum & partir de son expression.

Mais une telle formulation n’est pas toujours disponible. Une démarche itérative

permettrait de contourner cette difficulté. L’algorithme itératif idéal possede les

caractéristiques suivantes :

e il converge de fagon monotone (C(y,,) décroit & chaque itération),

e il est peu sensible aux erreurs numériques,

e 1l réalise un bon compromis entre le nombre d’itérations nécessaires a la conver-
gence et le temps de calcul par itérations.

L’algorithme de minimisation proposé par Lange et Carson (1984) est le plus lar-

gement utilisé, pour une description statistique sous hypothese monochromatique.

Elle permet de maximiser la fonction L(g) (i.e. de minimiser —L{u)). Donnons ici

les grandes lignes de la méthode.
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En supposant que r; = 0 pour ¢ = 1... N, la fonction de vraisemblance logarith-

mique peut s'écrire :
L= Z(y2 Int; —t; — In(y,))), avec t; = besliski (3.48)

L possede un maximum unique.

Un algorithme itératif de la forme u( ) = uj )4 A/Lj avec Ap,; de méme signe
que 'a— |Ap;| suffisamment petit et |Ap;| > 0 si (‘;)TLJ > 0, accroit L a chaque

itération. Estimons le nouveau pas Apu; au voisinage du maximum g,. En utilisant

un développement de Taylor du second ordre et en posant p+Ap = ), on obtient :

oL )
5/;(# +Ap) = Auz , Vj (3.49)

8

—(u+Ap)=0 (3.50)

Ap doit donc vérifier :

oL 0*L
= + ——Au; 1 =0 3.51
> (3004 3 5o 351)

Dlou : _@A( )
(e+l) _ ) _opy \H

e e (3.52)
Cet algorithme peut étre adapté sans difficulté & la fonction C(u). Il convergera
vers le maximum unique si R{g) est concave. Sinon, la convergence se fera vers un
minimum local. La convergence peut étre accélérée en introduisant un parametre
de relaxation a > 0, tel que :

ug- = M§~ ) 4 aA;é ) (3.53)



Cet algorithme a été utilisé en imagerie médicale par Man et al. (1998). Elle semble
réaliser un bon compromis entre qualité de la reconstruction et vitesse de calcul.

Les artéfacts métalliques sont cependant toujours présents.

3.6 Conclusion sur les différentes approches

Rappelons ici trés brievement les caractéristiques des différentes méthodes étudiées.
Les approches analytiques présentent ’avantage d’une mise en ceuvre rapide, mais
la qualité des résultats n’est pas toujours acceptable. Les approches algébriques,
elles, adoptent une modélisation du probléme direct plus fidele a la réalité (la na-
ture discrete du probléme et le bruit de mesure sont notamment pris en compte),
ce qui permet de réduire les artéfacts au prix d’une mise en ceuvre plus complexe.
Que 'approche choisie soit déterministe ou statistique, le mauvais conditionnement
du probléme impose une régularisation du critere a minimiser. Une information a
priori est alors ajoutée a I'image pour stabiliser la solution. Différentes techniques
de minimisation ont ensuite été développées pour déterminer une solution accep-
table du probleme. Méme si les résultats obtenus sont de meilleure qualité, aucune
des méthodes présentées n’est exempte d’artéfacts. Une remise en question des hy-
potheses adoptées doit alors étre faite. Quelles sont les causes des artéfacts observés

avec les méthodes de reconstruction que nous venons d’étudier ?

En guise de bilan sur les méthodes de reconstruction reposant sur 'hypothese
monochromatique des rayons X et de point de départ pour l'élaboration d'une
nouvelle méthode de reconstruction, nous décrirons ici les différents artéfacts qui

détériorent les images reconstruites sous hypotheése monochromatique.
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3.7 Artéfacts

Divers artéfacts peuvent dégrader la qualité de 'image. Il peuvent avoir deux
causes : des limites techniques, indépendantes de la méthode de reconstruction
adoptée, et/ou des hypotheses de reconstruction qui ne refletent plus la réalité

physique.

3.7.1 Artéfacts dus aux limites techniques

Ces artéfacts peuvent étre causés par :

e une petite différence de sensibilité pour les détecteurs (surtout pour la troisieme
génération de scanners). Elle peut produire des artéfacts en forme d’anneau, ce
qui rend indispensable une fréquente calibration des détecteurs. La Figure 3.9

présente ces artéfacts pour un fantome uniformément dense.

Figure 3.9 Artéfacts en anneau pour un fantome uniformément dense (Barrett et
Keat, 2003)

e les mouvements du patient. Le corps en mouvement occupe différents voxels
(volumes élémentaires du corps scanné) au cours de 'acquisition et engendre des
artéfacts en forme de stries, comme sur la Figure 3.10 qui présente le scan d’un
crane.

e leffet de volume partiel. L'intensité de chaque pixel de I'image reconstruite est
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Figure 3.10 Artéfacts de mouvement (Barrett et Keat, 2003)

proportionnelle au coefficient d’atténuation p moyen du voxel correspondant. Si
le voxel ne contient qu’un seul type de tissu, u est représentatif de ce tissu.
Par contre, si le voxel contient un mélange de tissus (par exemple os et tissu
mou), p n'est représentatif d’aucun des deux types de tissu mais correspond a
une valeur moyenne pondérée des deux valeurs de p. L'effet de volume partiel
est plus important pour des structures qui sont presque paralleles a la coupe et
peut conduire a des erreurs de diagnhostic quand on ne s’attend pas a la pré-
sence de structures anatomiques adjacentes. Il peut-étre réduit en considérant

des épaisseurs de coupe plus fines (Figure 3.11).

Figure 3.11 Artéfacts de de volume partiel : a gauche, une tranche épaisse; a droite,
une tranche fine (Barrett et Keat, 2003)

D’autre part, la divergence du faisceau de rayons X peut conduire & des petites
différences dans les projections mesurées dans différentes directions et donc & des
artéfacts dus au volume partiel. Ces incohérences peuvent étre compensées par la

combinaison des données mesurées dans des directions opposées, ce qui explique
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P'utilisation d'une rotation de 360°.
Ces artéfacts peuvent difficilement étre supprimés par un traitement informatique.
Par contre, ceux causés par les approximations adoptées pour la reconstruction

pourraient étre éliminés.

3.7.2 Artéfacts dus aux hypothéses de reconstruction

On distingue :

e Les effets du durcissement du faisceau. Comme dans toute imagerie a rayons
X, les faisceaux utilisés en tomographie sont polyénergétiques, avec les énergies
allant de 25 a 125 keV. Lors de leur propagation a travers les tissus, les photons
de faible énergie sont plus fortement atténués et I’énergie moyenne du faisceau
angmente. Ce « durcissement » du faisceau conduit a une diminution de 'atté-
nuation tout au long du parcours dans le patient. Il peut donc étre différent selon
les lignes de réponse enregistrées, ce qui perturbe l'algorithme de reconstruction
basée sur 'hypothése d’un rayon X incident monochromatique et conduit a des
artéfacts. Supposons que 'objet scanné soit un cylindre métallique uniforme. Les
rayons X passant par le centre sont davantage « durcis » que ceux passant par
une région plus périphérique. Les premiers génerent un signal plus important que
celui obtenu sans durcissement de rayon. Le profil d’atténuation recueilli differe
donc du profil théorique, comme le montre la Figure 3.12. On parle d’artéfact
en forme de cuvette. La Figure 3.13 présente le profil d’atténuation obtenu par
reconstruction avec une ligne continue. En I'absence d’artéfact, le profil devrait
étre horizontal car le fantéme est homogene.

Supposons maintenant que l'objet soit trés hétérogene. Des étoiles ou des bandes
noires peuvent apparaitre entre deux parties denses. Ces artéfacts sont dus au
fait que les rayons passant par une seule partie dense sont moins « durcis » que

ceux qui passent par deux parties denses (Figure 3.14).
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Cylindre homogéne

Auénuation — Projection idéale

4 ) --- Projection avec
/ \ durcissement de rayon

Chaine de détecteurs

Figure 3.12 Artéfact di au durcissement de rayon

Figure 3.13 Reconstruction tomographique d’un cylindre en plexiglas homogene :
artéfact di au durcissement de rayon (Barrett et Keat, 2003)

Figure 3.14 Scan transversal d’un stent avec extrémités en tantale (Létourneau-
Guillon et al., 2004)
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Le travail que nous avons effectué permet de réduire ces artéfacts.

e les artéfacts du bruit. Les projections recueiilies sont bruitées et brouillent la re-
construction. Une bonne modélisation du bruit permet de limiter ces artéfacts ef-
ficacement. Nous tiendrons compte du bruit dans les développements théoriques,
mais les simulations seront réalisées sans bruit (le bruit n’a pas été modélisé).

e les artéfacts causés par la déviation des photons X par effet Compton. Certains
photons sont déviés par effet Compton et peuvent contaminer les mesures. Une
modélisation réaliste permettra d’en limiter des effets.

Certaines reconstructions monochromatiques proposent une modélisation du bruit

et de la déviation Compton. La meilleure facon d’améliorer encore la qualité des

images reconstruites en présence d’objets fortement atténuants est alors de modé-

liser le caractere polychromatique de la source.

3.8 Conclusion

Nous avouns ici exposé les méthodes de reconstruction basées sur 'hypothese d'un
faisceau X incident monochromatique. L’étude des artéfacts qui affectent les images
obtenues a souligné 'importance du polychromatisme de la source. Quelles sont les
méthodes qui ont été développées sous cette hypothese et quelles sont les amélio-

rations que nous pourrions y apporter 7 Tel est I'objet du chapitre suivant.

Rappelons ici I'objectif que nous nous sommes fixés : nous souhaitons réduire les
artéfacts métalliques en établissant un bon compromis entre la qualité de 'image,
le temps de calcul et le colit de mise en ceuvre. Nous serions alors par exemple

capables de visualiser la lumiere d’'une artére munie d’un stent.
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CHAPITRE 4

RECONSTRUCTION AXIALE 2D SOUS HYPOTHESE
POLYCHROMATIQUE

Dans ce chapitre, nous ferons 'hypothese que les rayons X émis sont polychroma-
tiques. Les coefficients d’atténuation linéiques dépendront non seulement du ma-
tériau traversé m mais aussi du niveau d’énergie considéré E. Nous pouvons donc

écrire : p(m, E).

Une premiére idée pour réduire les artéfacts métalliques serait de filtrer le rayon-
nement polychromatique de la source pour ne garder qu’'un seul niveau d’énergie.
Cependant, le rapport signal sur bruit serait alors trop petit et les reconstruc-
tions trop bruitées pour permettre un diagnostic fiable. Il est donc nécessaire de

développer des méthodes spécifiques pour réduire ces artéfacts.

4.1 Utilisation de deux faisceaux d’énergies distinctes

Cette méthode est considérée par Kak et Slaney (1988) comme la plus élégante
dans Iélimination des artéfacts métalliques. Elle a été proposée par Alvarez et
Macovski (1976) (Duerinckx et Macovlski, 1978). 1ls décrivent le processus physique

de formation des données de fagon déterministe.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que les photons sont essentiellement soumis a
deux phénomenes lors de la traversée de la matiere : U'effet Compton et Ueffet pho-

toélectrique. D'ou l'idée de décomposer le coefficient d’atténuation d’'un matériau



m donné de la fagon suivante :
p(m. E) = ar(m)g(E) + az(m) fxn(E) (4.1)

L’expression ai(m)g(E) décrit Uatténuation du rayon X par effet photoélectrique
par le matériau m et I'expression as(m) fxny(E) décrit sa diffusion par effet Comp-
ton. Les fonctions a;(m) et as(m) dépendent des propriétés du matériau m tandis
que les fonctions g et fxn dépendent uniquement de I'énergie du rayon X. Alvarez
et Macovski (1976) ont proposé une expression analytique pour ces deux derniéres
fonctions, elles sont donc connues.

L’équation de propagation s’écrit :
y = /SO(E)G—Axg(EHAszN(E)dE (4.2)

avec !

A = fLs,D a;(s)ds

(4.3)
Ay = fLS"D ay(s)ds

y [em™!] est le nombre de photons ayant traversé le corps; s [cm] est le chemin
parcouru par le rayon X dans le corps; E [keV] est I'énergie des photons incident
et So(E) [keV] est la distribution du nombre de photons X émis en fonction de
Iénergie. L'objectif de l'algorithme est de déterminer g, soit A; et A,. Afin de
calculer A; et A;, deux mesures y; et yo sont effectuées, pour deux distributions

d’énergie distinctes. On a donc :

yl(Alz Az) _ jr S, (E)e-—Axg(E)-%-AszN(E)dE
ya(Ay, Ay) = f SQ(E)e—Alg(E)‘}’AQfKN(E)dE

ce qui donne deux équations & deux inconnues.

Les deux émissions S; et Sy peuvent étre obtenues simplement en changeant la ten-
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sion d’alimentation du tube de la source de rayons X ou par filtrage. L'inconvénient
majeur de cette méthode tient dans 'exposition deux fois plus longue du patient a
des rayons ionisants. Elle reste utilisée pour imager de petits animaux comme les

souris (Gleason et al., 1998).

4.2 Les prétraitements

Nous adopterons ici une description déterministe du processus de formation des
données. Supposons que le faisceau incident soit monochromatique et qu’il traverse

un milieu homogene de longueur I. La relation (3.1) nous donne alors :

ul=—1In ( Y > (4.5)
btotal

Cette relation signifie que, sous ’hypothese monochromatique, In (f—’;) est pro-

portionnel & I. Van de Casteele et al. (2002) ont montré expérimentalement que

cela n’est pas vrai pour les rayons polychromatiques (Figure 4.1).

EBeam harening anefact

s

Ateaustinn-In ko

[} SPRRER N
EY

Thickness & tam;

btotu
I'épaisseur du milieu (ici du plexiglas) n'est pas linéaire (Van de Casteele et al.
(2002))

Figure 4.1 Pour un faisceau polychromatique, la relation entre —In (%) et
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Donnons une explication mathématique a la courbe de la Figure 4.1. Considérons
pour cela un faisceau composé de by photons d’énergie F; et de by photons d’énergie
Es,, avec By < Ejy. Ce faisceau traverse un matériau d’épaisseur d, dont le coefficien
d’atténuation est égal & u; a I'énergie E) et us a I'énergie E5. Le nombre total y

de photons atteignant le capteur s'écrit alors :
y = ble_‘“d -+ b26_’u2d (46)

En posant by: = by + by, on obtient :

v bre 1 | pyeH2d
Dior btot
y = btot
—1In (Z):;) = fod+1In (ble—(ﬂl—uz)d + b2> (47)
En posant o = ’;—;, on a:
. g;); = fadrin 1 4+ e~ (mi—p2)d ( . )

Remarquons ici que pour E; = E5 nous retrouvons l’'équation de Beer-Lambert.

Supposons que 'épaisseur d du matériau traversé soit grande. L’équation (4.8
o

devient :

btot

—lIn <i> A pod + 1In (1 + ) (4.9)

L’équation (4.9) est linéaire en d, ce qui est en accord avec le comportement de la

courbe de la Figure 4.1.

Supposons maintenant que ['épaisseur d du matériau traversé soit petite. En utili-

sant un développement de Taylor du second ordre autour du point d = 0, on obtient
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(de Casteele et al., 2002) :

' b
—lIn (i> ~ o pod + !

btot btot(ﬂl - F’Q)d
~ <—@—'-+@—')d (410)
brot . brot = '

Pour d petit, I’équation (4.10) est linéaire en d avec une pente égale a gl:%:,ul + %ug.
Cette pente est plus raide que celle de 'équation (4.9) car p; > ug, conséquence de

E, < E,. Cela est également visible sur la Figure 4.1.

Nous avons ici considéré deux niveaux d’énergie mais le raisonnement pourrait étre
étendu & K niveaux d’énergie. La conclusion serait identique : pour un faisceau
Y

polychromatique, la relation entre —In (m) et I'épaisseur du milieu n’est pas

linéaire.

Si on connait la nature du milieu traversé et sa longueur, il est possible de corriger
les données brutes des projections pour se ramener au cas monochromatique en
utilisant la courbe de la Figure 4.1. De nombreux algorithmes prennent pegy comme
référence. Cette méthode présente I'avantage d’étre facile & mettre en ceuvre et
donne de bons résultats pour les tissus mous. En effet, les différences de corﬂposition
entre les différents tissus mous sont minimes et ils se comportent comme l'eau. Mais
le résultat est moins bon pour les milieux ayant un grand numéro atomique Z,
comme les os ou les pieces métalliques. Le prétraitement est souvent une premiere

étape dans les algorithmes de réduction des artéfacts métalliques.

4.3 Les post-traitements

Ces traitements requiérent une reconstruction préalable et utilisent le filtrage et

Uinterpolation des données. L’image préalable est ainsi seuillée pour repérer les
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projections correspondant aux rayons ayant été treés atténués. Ces dounées sont
ensuite soit ignorées (Wang et al., 1996), soit remplacées par une valeur calculée par
interpolation. Une interpolation polynomiale a été développée par Lewitt et Bates
(1978). Kalender et al. (1987) réalisent une interpolation linéaire en utilisant les
projections qui correspondent aux parties non-métalliques de I'objet scanné. Cette
méthode empirique ne parvient pas toujours a distinguer deux objets atténuants

de nature différente.

Joseph et Spital (1978) proposent une méthode qui segmente 'image obtenue par
rétro-projection filtrée en deux classes : la premiere atténue les rayons X de fagon
analogue a l'eau, la seconde de facon comparable a 'os. Les images segmentées
sont ensuite rétro-projetées. La projection de la classe « os » donne alors une es-
timation des distorsions dues au polychromatisme des faisceaux. Les données sont
ainsi corrigées et une nouvelle image est reconstruite. Les résultats peuvent étre
encore améliorés en itérant cette démarche. Cependant, 'hypothese de I'existence
de deux classes n'est souvent que partiellement vérifiée, ce qui conduit a des correc-
tions imparfaites. Cet algorithme a été généralisé afin de pouvoir étre utilisé pour
des objets contenant trois substances (os, tissus mous et iode) (Joseph et Ruth,
1997). Les résultats ne sont cependant pas totalement satisfaisants. De plus, cette

méthode converge en pratique, mais aucun résultat théorique n’a pu étre établi.

Une approche plus générale prenant explicitement en compte le caractére polychro-

matique de la source de rayons X serait sirement plus efficace. Telle est la démarche

1

de De Man et d’Elbakri, que nous allons maintenant exposer.



4.4 Algorithmes de De Man et Elbakri

Le caractere polychromatique des rayons X fait ici partie intégrante du critere.
Nous décrirons brievement les algorithmes développés par les équipes de De Man

et Elbakri.

Les deux équipes ont choisi une description statistique du probléme direct analogue
a celle décrite au chapitre précédent. L’équation de propagation sera cependant

polychromatique. L'équation (3.46) s’écrit alors :

N K K
L) = Z [y" In (Z (bke—[A“k T k>) Z (bke ¢+ m) — hl(/\i!):l
=1 k=1 k=1
(4.11)
olt K le nombre de niveaux d’énergie considérés. Un terme de régularisation R(u)

est ajouté a L(p) pour améliorer le conditionnement du probleme. De Man et

Elbakri ont choisi une fonction pénalisant les différences entre pixels voisins.

Ry =2 D0 > W (ks — po) (4.12)

ou ¥ est une fonction potentiel et N; un voisinage du pixel j. De Man et Elbakri

ont choisi le potentiel de Hubert qui conserve les frontieres :

Clp) = —L(p) + BR(p) (4.13)
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ol [ est un scalaire permettant de fixer I'importance relative entre les mesures et
la connaissance a prior: sur g. Plus [ est grand, moins 'image sera bruitée, mais
plus la résolution spatiale sera faible. Ce parametre sera ajusté de fagon a réaliser

un bon compromis.

L’objectif est alors de trouver p qui minimise C(g). Puisque les rayons X émis
sont polychromatiques, la valeur des coefficients linéiques d’atténuation dépend non
seulement de la position du pixel considéré, mais aussi de I’énergie du faisceau. La
premiére étape du travail consiste & se rapporter & une seule variable (simplification

du probléme). La deuxiéme étape consiste & minimiser ce critére simplifié.

Mettons maintenant en évidence les hypotheses et les simplifications utilisées dans

chacun des algorithmes de De Man et Elbakri.

4.4.1 Algorithme de De Man

De Man utilise un modele d’acquisition tres poussé et adapté aux données physiques
du tomographe utilisé. Ce modele a été validé par comparaison avec des données
réelles. Il permet de tenir compte des effets du bruit, du volume partiel, de la
déviation des photons, du mouvement du patient, etc. L'objectif est de trouver
qui minimise C'(¢). Le nombre d’inconnues est donc L? x K, ot L? est le nombre de
pixels de I'image et K le nombre de niveaux d’énergie considérés. En tomographie,
le probleme est donc de tres grande taille. De Man réduit tout d’abord le nombre

d’inconnues afin de limiter les temps de calcul et 'encombrement de la mémoire.

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, les photons sont essentiellement soumis
a deux phénomenes lors de la traversée de la matiere : 'effet Compton et Ueffet
photoélectrique. Dol l'idée de décomposer les coefficients d’atténuation pj. en

deux termes : le premier, ¢;(ft7) X @y, décrit U'effet photoélectrique et le second,
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6;(pi70) X Ok, décrit I'effet Compton.

ik = D X ¢ (7g) + O X 0;(1irg) (4.14)

Lino désigne le vecteur des coeflicients d’atténuation a 70 keV, énergie moyenne d’un
photon X émis par la source. @ et Oy sont des scalaires connus pour tout niveau

d’énergie k.

D’apreés Herman (1979) et Avrin et al. (1978), @, est donné par :

o, = <_g_i>3 (4.15)

ol Eq est I'énergie de référence (par exemple, Ey = 70 keV) et Ej est I'énergie k

considérée, en kel ;

et ©, est donné par :
o, — frn(Ex)
= BN TR

= 4.16
frn(Eo) (4.16)
olt fxn est la fonction de Klein-Nishina donnée par :
l+a /2(1+a) In(l+2a) In(1 + 2¢) 1+ 3
Ey) = - - - 417
Jren(Ei) o? < 1+ 2¢ o T 200 (1+2a)? ( )

avec a = 5% keV.

Connaissant y;; pour une substance donnée (disponible sur le site http ://phy-
sics.nist.gov), ¢; et §; sont calculés en utilisant un ajustement par moindres carrés
et les expressions analytiques de @y (4.15) et © (4.16). Le Tableau 4.1 regroupe

quelques résultats.

1l est ensuite possible de tracer les courbes § = f(¢) et u = f(¢) (Figure 4.2)

pour les substances de base suivantes : air, eau, os, Ti, Fe. La plupart des autres
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Tableau 4.1 Coefficient photoélectrique ¢, coefficient Compton 8, et coefficient d’at-
ténuation a 70 keV u, pour différentes substances

Substance | § (1/cm) | ¢ (1/em) | pro (1/cm)
air 0.0002 | 1.7 x 167° 0.002

tissu mou 0.177 0.0148 0.1935
0S 0.3109 0.1757 0.4974
Al 0.4274 0.2125 0.6523
Ti 0.7189 1.8201 2.6530
Fe 1.3904 5.32734 7.0748

substances sont situées au voisinage de ces fonctions linéaires définies par mor-
ceaux. Par la suite, De Man supposera que toutes les substances sont situées sur
cette courbe. Cette hypothese signifie que tout coefficient d’atténuation est une

combinaison linéaire des deux coefficients de base adjacents.

Theta en fonction de Phi mu en fonfﬂon de phi

=]

Fe

mu (1/cm)

g
[}
T

Theta (1/cm)

Phi (1/cm) phi (1/cm)

Figure 4.2 Coefficient de Compton 6 et coefficient d’atténuation u en fonction du
coefficient photoélectrique ¢.

Les variables u;, sont donc completement déterminées par les variables p;_7orev.
Le probléme initial avec L? x K inconnues est donc équivalent & un probléme & L2

inconnues : les j;_7okev que nous noterons fi;.
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De Man souhaite alors minimiser la fonction C(f). Il utilise pour cela une fonction-
substitut qui lul est supérieure en tout point. Cela ne garantit pas la convergence
lorsque le premier itéré est loin de la solution. Afin de déterminer la fonction-
substitut utilisée, De Man approxime tout d’abord la fonction €' a minimiser par

son développement de Taylor du second ordre :

) L 8C
Clbn) = Cli +Z g = Fin+1) )a~ ()
7=1
I? 1?2 92C
+ nj = Hnt1)5) nk — B(n —a, 4.18
;; (ing = ftns1)s) (fonh = fiinan) )8unmnh(” ) (4.18)
Il définit ensuite :
- oC
S(IJ’TL+1) = l’l"n, +Z lln] n+1 )5~_(un>
Henj
L2 12
1 9?C
o \Hn, (n A~ ~ Nn 4.1
z::hg 5 N i +1)J) a#nj#nh(” ) ( 9)
Diou :
C(ﬂ’n—}—l) S S(ﬁn+1) (420>

L’inégalité (4.20) n’'est valable que si C(fi) est convexe. De Man et son équipe
proposent alors une méthode minimisant S(fz). Mais cela n’assure pas de trouver le
minimum global de C'(f1) lorsque C n’est pas convexe. En pratique, on constate que
cette technique converge et donne de bons résultats, mais aucun résultat théorique

ne permet de s’en assurer.

Le minimum de la fonction S(fi) est atteint lorsque sa dérivée par rapport a p

s’annule (condition nécessaire). De Man établit donc la relation de récurrence sui-
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vante : 50/~
i 3 or; ()
Hint1)j = Mnj = 77 20 ~
h=1 Fn,0m, ()

La Figure 4.3 présente les résultats obtenus et les compare a la méthode de rétro-
projection filtrée. On constate que la qualité de U'image est améliorée, méme si le

temps de calcul est plus important.

Figure 4.3 Comparaison entre les résultats obtenus par De Man (b) et la méthode
FBP(a). La figure (c) est la différence entre les images (a) et (b) (Man et al., 2001)

Cet algorithme tient ainsi compte du caractere polychromatique des rayons X inci-
dents. Il suppose que le coeflicient d’atténuation a 70 keV de toute substance peut
s’écrire comme la combinaison linéaire de deux substances de base : 'air, 'eau, l'os
et le fer. Ceci est une approximation. Il serait possible de considérer un plus grand
nombre de substances sans complexifier exagérément les calculs. La convergence

globale de cette méthode n’est pas prouvée théoriquement.
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4.4.2 Algorithme d’Elbakri

La démarche de Elbakri est analogue a celle de De Man. Il procede lui aussi en
deux étapes : la premiere consiste a réduire le nombre d'inconnues, la seconde a

minimiser le critére C.

Afin de réduire la taille du probleme, Elbakri suppose que l'objet a imager est
constitué de M matériaux (tissus) et que chaque pixel contient un mélange de
ces matériaux. Elbakri exprime le coefficient d’atténuation de chaque matériau
comme le produit d’'un coefficient d’atténuation massique et de la densité (Alvarez

et Macovski, 1976). Pour le pixel 7, on a donc :

p(3,€) = m(&)p;

M
= > m()fyps (4.22)

ol :
e p; [g/cm?] est la densité du pixel j,
e {m:(E)}, [em?/g] sont les coefficients d’atténuation massique des M matériaux
qui composent I'objet. Ils sont connus.
e et fi; (sans unité) décrit la contribution du matériau ¢ & 'atténuation subie dans
le pixel j.
Elbakri modélise alors fi; par une fonction prédéterminée de la densité du pixel :
fij{p;). 11 écrit alors :
M
pe(, €)= Y mu(€)pifeies) (4.23)
t=1
Dans leur étude, Elbakri et son équipe ont considéré deux matériaux : 'eau et 1'os.
Dot :

m(€) = meaufeau + Mos fos (4.24)
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avec feau + fos = 1. Connaissant m(€) pour une substance donnée (disponible sur
le site http ://physics.nist.gov), feau est calculé en utilisant un ajustement par les

moindres carrés. Le tableau 4.2 regroupe quelgues résultats.

Tableau 4.2 Densité et fraction de l'eau pour différentes substances (Elbakri et
Fessler, 2003)

Tissu densité [g/cm 3] | fea
gras 0.95 1.0
eau 1.6 1.0

cerveau 1.04 (.99
0s cortical 1.92 0.0

Elbakri propose ensuite une modélisation pour les fonctions fi;(p;) (Figure 4.4).
Cette modélisation est de classe C2, contrairement aux courbes utilisées par De Man
qui sont linéaires par morceaux. Le calcul des dérivées sera donc facilité. Elbakri
souligne tout de méme la nécessité d’affiner cette modélisation en fonction du corps

a imager.

)
R e e I o ad
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&.8p femrt et S
S :
S04 veater fraction
0.5 . 7 o bone fraction
i . fwﬁf‘)
PN A 1)
) ;x b{)‘} ‘
&4 b !J \_\ : o
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. / !
0.2 '
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Densité

Figure 4.4 Modele pour feau(p) etfos(p) (Elbakri et Fessler, 2003)

Les seules inconnues du probléme sont maintenant les p;. Elbakri a donc ramené

le probleéme initial avec L2 x M inconnues & un probléme & L? inconnues : les p;.



Afin de minimiser le critere C(p), Elbakri utilise le méme algorithme que De Man.
Il définit une fonction-substitut. La convergence globale de I'algorithme n’est donc

pas prouvée.

Les résultats obtenus ont été comparés avec ceux d’autres méthodes de reconstruc-

tion (Tableau 4.3). Les améliorations apportées sont nettes.

Tableau 4.3 Comparaison entre différentes méthodes de reconstruction (Elbakri et
Fessler, 2002)

Méthode de reconstruction erreur moyenne de
reconstruction
FBP 8.2%
méthode utilisant un pré-traitement (soft-tissue) 171%
méthode utilisant un post-traitement (Joseph et Spital) 6.1%
itération sous hyp. monoénergétique 6.8%
itération sous hyp. polyénergétique 2.5%

Cet algorithme tient ainsi compte du caractere polychromatique des rayons X in-
cidents. Mais aucun test n’a été fait pour des images comportant des pieces métal-

liques. La convergence de 'algorithme n’est pas prouvée.
q

Les algorithmes de De Man et d’Elbakri sont robustes et permettent de réduire les
artéfacts de fagon efficace méme si des améliorations supplémentaires peuvent étre
apportées. Leur principal handicap réside dans le temps de calcul trop important
pour une utilisation de routine. De plus, aucune de ces méthodes ne converge de

facon certaine.

4.5 Conclusion

Plusieurs méthodes ont été proposées afin de réduire les artéfacts métalliques. L'uti-

lisation de deux faisceaux d’énergie distinctes nécessite une dose de rayons X trop
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importante, nuisible a la santé du patient. Les algorithmes de pré-traitement et de
post-traitement ne parviennent pas élimminer convenablement les artéfacts métal-
liques. Enfin, les algorithmes de De Man et Elbakri, dont la convergence n’est pas
prouvée, nécessitent un temps de calcul trop important. Nous avons donc travaillé
a l'élaboration d'une autre méthode de reconstruction. Celle-ci sera présentée et

évaluée dans les sections suivantes.

Notre objectif est alors de trouver un algorithme de minimisation de C rapide et

fiable.
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CHAPITRE 5

TECHNIQUES DE MINIMISATION

5.1 Imtroduction

Soit G une fonction réelle définie sur RY.

L’objectif est ici de résoudre ’équation :
a = arg mqibn G(o) (5.1)

Plusieurs méthodes permettent de minimiser la fonction G. Dans le cas ou ce pro-
bléme possede une solution explicite, une résolution directe est théoriquement pos-
sible. Cependant la grande taille des problemes numériques d'imagerie médicale en
rend la mise en ceuvre tres difficile. Le calcul du minimum passe alors par une mise
en ceuvre itérative. Succinctement, on construit une application M : RY* — R
appelé algorithme ou schéma itératif qui, a partir de ¢, donné initialement, génere

une suite d’itérés {¢,},_o, suivant @y = M(¢,).

Dans le cas ol nous disposons de peu d’informations sur la fonction G, les al-
gorithmes génétiques (Haupt, 1995) ou la méthode du recuit simulé (Geman et
Geman, 19845) peuvent étre utilisés. Leur avantage est de ne poser aucune hy-
pothese sur la continuité ou la convexité du critere. Cependant, les algorithmes
génétiques ne donnent pas précisément une solution du probléme mais des posi-
tions proches de Uoptimum. Lorsqu’on utilise un tel algorithme pour minimiser un
critére, il convient de prolonger cette procédure par un algorithme d’optimisation

a convergence monotone, afin d’augmenter la précision de la recherche et d’obtenir



80

le (ou les) minimum (minima) de maniére précise (Goffe et al., 1994; Dorsey et
Mayer, 1995). La mise en ceuvre peut étre tres coiiteuse. Les algorithmes de re-
cuit simulé assurent de trouver le minimum global d’'une fonction (Jeng et Woods,
1990). Bien que le recuit simulé soit souvent présenté comme une méthode d’opti-
misation réservée aux fonctions a variables discretes, il peut également fournir de
bons résultats dans le cas d’une fonction a variables continues comme la fonction

G. Le temps de calcul peut cependant étre tres important.

Certaines méthodes ne présentent pas cet inconvénient, notamment celles qui frag-
mentent le probleme de minimisation initial suivant ses variables en une série de
sous-problémes qui sont plus faciles a résoudre. Ces méthodes sont généralement
appelées méthodes de relazation par blocs. L'algorithme est initialisé avec une valeur

arbitraire ¢, et la minimisation de G est effectuée composante par composante.

L’intérét principal de ce type de méthodes est leur facilité de mise en ceuvre, pro-
priété appréciée pour l'optimisation des tres grands systemes. Cependant, les mé-

thodes de relaxation convergent lentement (Bertsekas, 1999).

Dans l'objectif de trouver une méthode de minimisation capable de minimiser un
critére non convexe et convergeant rapidement, nous nous sommes intéressés aux
algorithmes d’optimisation & convergence monotone. Ils utilisent un point initial

@, & partir duquel est construite la suite d’itérés {¢, }ren telle que :

G(@y) < G(Pp_1) — 7 avec v > 0, Vk (5.2)

Cette condition permet de s’assurer que la suite est décroissante et converge éven-
tuellement vers un minimum de G, s’il en existe un. Deux stratégies sont possibles
pour calculer @, a partir de ¢,_; : la premiere utilise une recherche linéaire, et

la seconde définit des régions de confiance. Toutes deux assurent une convergence
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globale, c’est-a-dire que :

Jm [[VG(g )l = 0. (5.3)

Les méthodes basées sur une recherche linéaire utilisent une formule de mise a jour

de la forme :

Gpr1 = P + di (5.4)

ou ay est la longueur du pas a l'itération k, et dj, une direction de descente pour
Gen ¢, € RF ie:
VG(g,) d <0 (5.5)

Le couple (ag, dy) est choisi de fagon a faire décroitre le critére. La mise a jour de
ce couple peut-étre effectué de différentes manieres, mais le but est d’obtenir un
compromis entre simplicité de mise en ceuvre et assurance de convergence. Nous

présentons par la suite quelques choix classiques.

Les méthodes utilisant les régions de confiance utilisent une fonction-modele My
dont le comportement autour du point courant ¢, est similaire & celui du critere
G lorsque ¢ est proche de ¢,. La recherche est donc restreinte a une zone autour
de ¢p,. Autrement dit, nous recherchons le pas p qui minimise approximativement

la fonction M suivante :
Py~ arg min My(¢y + p) (5.6)

avec ¢, + p appartenant a la région de conflance Bj définie par |[plla < Ay, ou
Ay est un réel positif appelé rayon de la région de confiance. Le modele My le
plus couramment utilisé est une approximation quadratique du second ordre de G

autour de ¢, définie par :

i
.Mrk((ﬁk + p) =G+ pTVGk + —z-pTﬂkp (5'7)
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ot G}, est la valeur de la fonction G au point ¢, VG, est égal au gradient de G en
¢, et Hy est la matrice symétrique égale au Hessien de G calculé en ¢, (ou une

approximation de cette matrice).

Etudions maintenant pius en détail les méthodes de recherche linéaire et de régions
fe)

de confiance.

5.2 Méthodes utilisant une recherche linéaire

5.2.1 Principe

Toutes les méthodes utilisant une recherche linéaire possedent la méme structure,

présentée dans le Tableau 5.1.

Tableau 5.1 Méthode utilisant une recherche linéaire

Initialisation :
¢, donné
Itérations :
Calcul de d,
Calcul du pas ax > 0 le long de dy,
de maniere a faire décroitre G sufisamment.

Pri1 = Py + rdy

Les itérations sont stoppées lorsque le gradient de G est suffisamment proche de
zéro. Il s’agit ici de trouver le couple (v, dy) permettant de faire décroitre G(¢,,)
avec un bon compromis entre simplicité de mise en ceuvre et assurance de conver-
gence. En pratique, on détermine d’abord la direction de descente puis on calcule
la longueur du pas connaissant la direction de descente. Nous présenterons chacune

de ces étapes dans les deux sections suivantes en énoncant les conditions a vérifier
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pour assurer une convergence rapide de l'algorithme, puis nous présenterons plus

en détail quelques algorithmes fréquemment cités dans la littérature.

5.2.2 Calcul de la direction de descente

5.2.2.1 Conditions de convergence

Nous étudierons ici les conditions que doit remplir d; pour assurer la convergence
globale de l'algorithme. Nous supposerons pour cela que la longueur du pas a été
« bien » choisie, notion que nous préciserons dans le paragraphe suivant ol nous
énoncerons les conditions de Wolfe. Enong,ons tout d’abord le théoréeme de Zouten-

dijk.

Théoreéme de Zoutendijk :

Considérons une itération de la forme x,.; = @y + ardy ou dji est une direction
de descente et oy satisfait les conditions de Wolfe. Supposons que G possede une
borne inférieure sur RZ et soit continfiment dérivable sur un ouvert A" contenant
I'ensemble L défini par L = {@& : G(z) < G(zq)}, oll &g est le point de départ des
itérations. Supposons de plus que le gradient VG soit continiment Lipschitzien sur

N, c’est-a-dire qu’il existe un réel C strictement positif tel que, V &1, o € N :

IVG(@1) = VG(2s)l| < Cllzy — 2o (5.8)
Alors :
Z cos® O | VG|* < (5.9)
k>0

olt 8y est 'angle formé par di et la direction de la plus forte pente —V G, défini
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K]
o
ot

~VGTd,

IVGllld:ll (5.10)

cos by, =
Notons que les hypothéses posées par Zoutendijk ne sont pas trés contraignantes et
sont souvent vérifiées en pratique. L'inégalité (5.9), dite condition de Zoutendigk,
implique que :

kli&n cos® 0| VGe|* = 0 (5.11)

Cette limite peut étre utilisée pour déterminer la convergence globale des algo-
rithmes utilisant une recherche linéaire. En effet, si la méthode choisit une direction
de descente dy telle que |cosfi| > € > 0, alors :
lim [[VGi] =0 (5.12)
k—+o0
Cela signifie que la norme du gradient ||VGy|| converge vers zéro lorsque les di-
rections de descente ne sont pas orthogonales au gradient. Nous ne pouvons pas

garantir en général que la méthode converge vers un minimum, mais seulement vers

un point stationnaire.

Le théoreme de Zoutendijk permet de montrer que 'algorithme de la plus forte
pente pour laquelle d, = —V G}, est globalement convergent (sous réserve que le
critere vérifie les hypotheses de Zoutendijk). La non convexité du critére n’altere

pas les propriétés de convergence.

Les méthodes quasi-Newton définissent la direction de descente par :
g b
dy = —M;'VGy, (5.13)

ou M est une approximation du Hessien du critére. Si le critere est convexe, M

est une matrice symétrique et définie positive.
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De plus, s'il existe une constante B telle que, Vk || M||||M ]| < B. On montre
alors qu’il existe € > 0 tel que cos(6x) > e (Gilbert, 2000). D’ot :
im [|[VGi|| =0 (5.14)
k400
Nous venons donc de montrer que 'algorithme de Newton et les méthodes quasi-
Newton sont globalement convergentes si le pas choisi vérifie les conditions de

Wolfe et si les matrices M, sont définies positives et uniformément bornées. Nous

ne disposons d’aucun résultat de convergence pour les critéres non convexes.

La condition de Zoutendijk permet également de montrer la convergence globale
de la méthode du gradient conjugué pour des criteres quadratiques. Cette méthode

sera étudiée plus en détail dans les paragraphes suivants.

5.2.2.2 Quelques choix classiques pour le calcul de d

11 existe de nombreuses méthodes permettant le calcul d’une direction de descente.
Nous présenterons ici ceux qui sont le plus souvent cités dans la littérature :

e L’algorithme de la plus profonde descente utilise :
dy = ~VG(d,) (5.15)

Ils convergent de fagon globale. La convergence est cependant lente, ce qui rend
leur utilisation sur des problémes grande taille peu fréquente.

e Supposons que V2G(¢,) soit défini positif. L'algorithme de Newton utilise :

d, = =V?G(¢,) ' VG(¢y) (5.16)
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e Les algorithmes quasi-Newton utilisent :
dy = —M;'VG(¢y) (5.17)

ou M est une matrice symétrique définie positive, générée par des formules de
mise & jour. C’est une approximation du Hessien de G. Le paragraphe 5.2.4.1 est
consacré & 1’étude de ces méthodes.
e Les algorithmes du gradient conjugué utilisent :
—VG(¢ si k=0
dy = o) (5.18)
—VG(¢y) + Brdi—1 st k>1
Le scalaire 8, peut prendre différentes valeurs, ce qui donne a l'algorithme des

propriétés différentes. Ces algorithmes seront présentés un peu plus loin.

5.2.3 Calcul de la longueur du pas

Nous allons ici décrire les différentes facons de déterminer un pas ap > 0 le long
d'une direction de descente dj assurant la convergence de I'algorithme. Il s’agit de
réaliser deux objectifs.

Le premier consiste a faire décroitre suffisamment G. Cela se traduit le plus souvent

en forgant la réalisation d’'une inégalité de la forme :
G(¢;, + arndy) < G(¢,,) + « un terme négatif » (5.19)

Ce premier objectif n’est cependant pas suffisant car 'inégalité {5.19) est en général
satisfaite par des pas o > 0 arbitrairement petits. Si tel est le cas, la vitesse de
convergence devient tres faible. L'algorithme paralt « converger » vers un point qui

n'est pas forcément stationnaire. Le second objectif de la recherche linéaire est donc
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d’empécher le pas ai > 0 d’étre trop proche de zéro.

On peut distinguer deux cas pour la recherche du pas : la recherche d’un pas optimal

et la recherche d’un pas non optimal.

e Recherche du pas optimal

Le cas optimal se présente lorsque :
ar = argmin G(¢, + ady) (5.20)
63

Il est bien entendu possible de calculer le pas optimal dans le cas quadratique.
Pour les critéres non quadratiques, le pas optimal est rarement atteint. Il peut
étre inexistant, ou bien la détermination de ce pas demande en général un temps
de calcul trop important.
Au lieu de rechercher le pas o) qui minimise G(xy + ady), on préfere alors
imposer des conditions moins restrictives, qui permettent toutefois d’assurer la
convergence des algorithmes. En particulier, il n’y aura plus un pas unique (ou
quelques pas) vérifiant ces conditions mais tout un intervalle de pas (ou plusieurs
intervalles), ce qui rendra leur recherche plus aisée. On parle alors de recherche
de pas non optimal.

e Recherche d’un pas non optimal
Cette recherche comporte deux étapes :
— la génération d’une suite de candidats potentiels pour le pas,
— et la sélection d’un pas.
Le pas sélectionné doit assurer une décroissance suffisante du critére, mais il doit
également étre suffisamment grand pour que l'algorithme conserve une bonne

vitesse de convergence. Ces deux exigences ont été formulées par Wolfe de la
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fagon suivante :

Gl +ardi) < Glopy) + aan(VG(d,)) dy
(VG(¢y, + andi))Tdr > (VG(9,)) dy

(5.21)

On peut montrer que le pas optimal vérifie les conditions (5.21). La premiére
inégalité, appelée condition d’Armijo, indique que le pas retenu doit entrainer
une décroissance suffisante du critére. Le parametre ¢; > 0 est usuellement pris
relativement petit, égal & 10~ par exemple. Cette seule relation n’est pas suffi-
sante pour sélectionner un pas assurant une bonne vitesse de convergence.

La seconde inégalité permet d’éviter la sélection de pas trop petits. Elle est ap-

3G(QP, +ody)
2010sredi ()

pelée condition de courbure. Le terme de gauche est égal a et

I'égalité n’est pas vérifiée si cette pente est trop négative. Cependant, cette in-

8G(P, +ady)
oo

égalité est toujours vérifiée lorsque (ag) > 0, avec des directions de

descente. On définit alors le critere d’arrét de Wolfe renforcé par :

Gl + ardr) < Gloy) + acn(VG($)) di
(VG(¢y + cudi))Tdi| < |2 VG(y)) e

(5.22)
avec 0 < ¢; < ¢y < 1. En pratique, on choisit ¢o de l'ordre de 0.1.
La recherche du pas peut étre faite a partir de ces inégalités pour la majorité des

critéres. Remarquons que le pas optimal vérifie le critére de Wolfe renforcé.

11 existe d’autres conditions permettant de sélectionner un pas. Citons le critere

d’arrét de Goldstein définit par :

G(oy) + (1 — 0)oa(VG(9p)) di < Gy, + ardy) < G(y) + can(VG(y)) dy
(5.23)

avec 0 < ¢ < %
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L’utilisation de la premiere inégalité n'est cependant pas sans risque : il est possible

qu’aucun des pas ne la satisfasse.

5.2.4 Quelques algorithmes
5.2.4.1 Les méthodes QQuasi-Newton

Hypothese : le critere est convexe

Nous supposerons ici que le critére a minimiser est convexe. Les méthodes Quasi-

Newton permettent d’éviter le calcul coliteux du Hessien du critére en l'estimant

grace a U'information contenue dans le gradient et les directions de descente. Cette

estimation du Hessien est calculée en utilisant une formule de mise a jour. Voici
quelques propriétés générales de ces algorithmes :

e Proche d’une solution, les algorithmes quasi-Newton convergent moins rapide-
ment que 'algorithme de Newton.

e Dans leur version standard, ces algorithmes peuvent étre utilisés pour un nombre
de variables n qui n’est pas trop grand. Le coup d’une itération est en effet de
I'ordre de O(n?). Notons qu’il existe des adaptations de ces algorithmes quasi-
Newtoniens pouvant étre utilisées pour résoudre des probléemes de tres grande
taille. Ces méthodes sont dites a mémotre limitée car le Hessien du critere n'est
approché que par quelques équations sécantes dans certaines directions.

L’algorithme quasi-Newton le plus célebre est la méthode BFGS, du nom de ses

inventeurs : Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno. L’algorithme est décrit dans

le Tableau 5.2. La mise & jour se fait sur l'inverse de 'approximation du Hessien :

W . L’avant derniere ligne du Tableau 5.2 nous permet d’écrire :

k T
. 88!
Wi = E/i{_mk_;.Lkwk—m—f—lVk—mk+1,k + z Vitig Sépyrvi—:—i,k (5.24)

i=k—myp—+1 E




avec my, = min{k + 1,m} et

Tableau 5.2 Algorithme BFGS avec recherche linéaire (Gilbert, 2000)

Initialisation : démarrage a froid
ro donné
ivlziI
do = —g,

Itérations :

Pr1= Pp + rdi

Sk= ¢k+1 - ¢k
Ok = Gry1 — Gk
si k=2:

sinon,

di1=—Wii1Gp

recherche du pas ay par recherche linéaire

. _ Skél\T 5?81 _
Wg——(I 58k> 5f511 I

& Sk

0,87 8,87
> k + k

8, S,

T
0 8k S

T

T
d, 8

T
I (Sk Sk

(5.25)

La suite {Wy} est trés stable... parfois un peu trop! Si l'initialisation n’est pas

satisfaisante et que les itérés progressent rapidement, on aimerait que les matrices

évoluent plus vite pour s’adapter au Hessien courant. Il peut donc étre intéressant

de catalyser la mise & jour en multipliant W par un facteur scalaire. On prend

donc Wy, = BFGS{0yWy, 6y, si), avec :

5%8k

Op = 07
" STW by
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Le calcul de W présenté dans 'avant derniere ligne du Tableau 5.2 devient :

Ské? ékST SkST
W, .—_;/z— k) W(I— kol 2Tk (5.27
BT T T, ) R 675, ) 6lsy (5:27)

Nous avons indiqué précédemment que, pour des critéres convexes et une recherche
linéaire satisfaisant les conditions de Wolfe, 'algorithme BFGS converge globale-
ment. Cependant, le temps de convergence est important pour des problemes de
grande dimension comme la reconstruction tomographique. Nous avons alors étudié

une variante de la méthode BFGS : la méthode BFGS a mémoire limitée, appelée

L-BFGS (Limited memory BFGS).

Etant donnée Papproximation de Uinverse du Hessien W, on calcule une nouvelle
approximation W, grace a la différence des approximations successives de la
solution ¢ et du gradient g. En reprenant les méme définitions que précédemment
pour s et 6, on a pour k=0,1,... :

8

k T
Wit = Vi aWoViemeata + > Vs Vg (5.28)
i=k—my+1 5 Yi

7

avec my = min{k + 1, m} et

k T
Vie=]] (I - gf—) (5.29)
i S Y
Il s’agit de l"équation (5.24) dans laquelle la matrice Wj_,,11 a été remplacée
par Wy qui est une matrice positive définie positive qui nécessite peu de place
en mémoire, comme par exemple la matrice identité (Nocedal et Wright, 1999).
Cette méthode est dite « a mémoire limitée » car seules les m dernieres paires de
vecteurs {(Sk, 0x), -, (Sk—my1, Ok_m<1) } sont stockées et utilisées pour le calcul de
Wi1. Le choix de m est déterminant pour la qualité de la reconstruction. Si m

est choisi nul, l'algerithme devient alors celui de la plus profonde descente. Plus m
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est grand, meilleure est 'approximation du Hessien. Le calcul de W est alors plus
leng, mais un plus petit nombre d’itérations est nécessaire. L'algorithme est alors
globalement plus efficace. Cependaut, si m est trop grand (de Uordre de la taille du
vrai Hesslen), des instabilités apparaissent pour les problémes mal conditionnés. La
vitesse de convergence de la méthode du L-BFGS peut étre améliorée en choisissant

W le plus proche possible de U'inverse du vrai Hessien.
Hypothese : critere non convexe

Méme si l'algorithme BFGS est trés robuste en pratique, nous ne disposons d’aucun
résultat de convergence globale pour des critéres non convexes. La convergence des
itérés générés par les méthodes quasi-Newton vers un point stationnaire n’est pas

prouvée.

5.2.4.2 Le gradient conjugué

Les algorithmes quasi-Newton nécessitent une grande place en mémoire pour le
stockage de la matrice W. Nous nous sommes donc intéressés aux algorithmes de
gradient conjugué pour lesquels seul le gradient est utilisé. Nous présenterons tout
d’abord la méthode du gradient conjugué pour des critéres quadratiques, puis nous

montrerons comment 'adapter aux critéres non quadratiques.
Gradient conjugué linéaire

Cette méthode itérative a été développée dans les années 1950 par Hestenes et

Stiefel. Elle permet de résoudre les problemes linéaires de la forme :

Az =b (5.30)

oll A est une matrice symétrique de taille n x n, définie positive. Ce probleme est
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équivalent a minimiser la fonction quadratique f, définie par :

flx)=b"z+ %Q:TAw (5.31)

Meéthodes o directions conjuguées

La méthode du gradient conjugué est un cas particulier de la famille des méthodes
a directions conjuguées qui permet de générer un ensemble de vecteurs ayant pour

propriété la conjugaison. Qu’est-ce que la conjugaison?

Soit une matrice de taille n x n symétrique définie positive. La famille de vecteurs

(do,dy, ..., dn_1) est dite A-conjuguée si :
diAd; =0 i#j (5.32)

Les vecteurs de cette famille sont linéairement indépendants.
Présentons maintenant le théoreme fondamental des méthodes a directions conju-

guées.

Théoreme 2 Pour tout o € R™ et pour tout ensemble de directions conjuguées
(do,dy,...,dn_1), la suite xy définie par xxi1 = T + ordy, oU oy minimise la
fonction f(-) selon la direction xy + ady, converge vers une solution z* du systéme

linéaire (5.30) en au plus n itérations.

La fonction f(-) étant quadratique, oy s'écrit :

_ rid,
d, Ad, (5.33)
= Vi(z) = Az — b

Sans en faire la démonstration, donnons simplement une interprétation de ce ré-
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sultat :

e Si A est diagonale, une minimisation successive selon les vecteurs de la base
canonique conduira & la solution en au plus n itérations (par exemple, si les
équipotentielles de f(-) sont des cercles).

e Si A n’est pas diagonale, le changement de base :

z = Sl»

(5.34)
S = [d():dlw“adn—l]

o~

ol les d; sont A-conjugués, permet d’associer au critere f(-), le critere f(-) sui-
vant :

fl@)= 33" (s748) 2 - (57b)" @ (5.35)

La matrice STAS est alors diagonale et il est possible de minimiser f en au plus
n itérations.
La conjugaison présente donc un intérét certain. Mais comment générer ces direc-

tions conjuguées ?

Les vecteurs propres de A possédent la propriété de A-conjuguaison. Mais leur
calcul est cofliteux et ils ne sont donc pas retenus en pratique.

Le théoréme de Gram-Schmidt permet alors de construire une famille de directions
(dg, ..., dn—1) A-conjuguée a partir d’une famille de vecteurs linéairement indépen-
dants (ug, ..., Un—1), de telle sorte que l'espace vectoriel généré par (dg, ..., dp—1)
soit identique & l'espace vectoriel généré par (ug,...,u,—1). Les vecteurs d; sont

successivement calculés de la fagon suivante :

do = ug
di-H = Uiy T Z;:O c(i—f—l)kdk {536)
ul  Ad,

Chi+e = —m :ZL'_—‘G,Z
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d; est construit & partir de u;, en soustrayant toutes ses composantes qui ne sont
pas A-conjuguées aux vecteurs d précédents. Ceci est illustré sur la Figure 5.1 on
ug et wy sont deux vecteurs linéairement indépendants. Le vecteur %, se décompose
en deux composantes : u*, qui est A-orthogonal (cu conjugué) a dgy, et u™, qui est

parallele a dy. Apres conjugaison, seule reste la partie A-conjuguée, et d; = u™.

dl=u* 4 _______ ul

- B
u+ d0=u0

Figure 5.1 Génération de directions conjugués par la méthode de Gram-Schmidt

Le calcul d’une nouvelle direction conjuguée nécessite de garder en mémoire toutes
les directions précédentes, ce qui constitue un inconvénient majeur pour les pro-
blémes de grandes dimensions. L’algorithme des gradients conjugués linéaires per-

met de palier cet inconvénient.
Algorithme des gradients conjugués linéaires

Cette méthode permet le calcul de la direction di a partir de la seule direction
dj_;. Elle ne nécessite pas la sauvegarde des dgy, d1, ..., dp_o.
Posons g = u et appliquons le théoréme de Gram-Schmidt au cas up = Vf(zg).

Les dj, s’écrivent alors :

i1 = —Gpr1 + Ol
3, = _gr, Adi (5.37)

di Ady,
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En pratique, on utilise plutét Ualgorithme présenté dans le Tableau 5.3 car il éco-

nomise un produit matriciel.

Tableau 5.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Initialisation :
xg donné
go = Vf(zo)
do = —g,

Itérations :

9.9k

LAd,
ZTpy1=— Tk + Oékdk
k1= Gr + i Adyg
/{3,‘ — g%‘—}—%gk«)—l

gkgk

di 1= —Gp1 + Okdi

Qp =

La méthode du gradient conjugué linéaire converge de facon certaine et converge

en au plus n itérations, ou n est le nombre d’inconnues.
Redémarrage du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode dans laquelle les erreurs d’ar-
rondi peuvent étre amplifiées au cours des itérations si le conditionnement de A est
tres supérieur a 1. Peu a peu les relations de conjugaison de dj avec les premieres
directions sont perdues parce qu’en présence d’erreurs d’arrondi les relations d’or-
thogonalité des gradients ne sont pas vérifiées exactement.

Notons que les erreurs d’arrondi sont mieux controlées si on remplace la formule
de (i précédente, dite de Fletcher-Reeves (1964), par la formule équivalente, dite

de Polak-Ribiere (1969) :
B, = Gir1(Grs1 — )

5.38
gggk ( )




97
On peut détecter la présence d’erreurs d’arrondi en regardant si :

9% 91| = vllgil?

(5.39)

avec v =~ 0.2 (le membre de gauche devrait étre nul normalement). Ce critére
est connu sous le nom de critére de redémarrage de Powell. 5’1l est vérifié pour
kE = r, il est sain de redémarrer la méthode du gradient conjugué en =z, dans la
direction opposée au gradient en ce point. La méthode du gradient conjugué avec

redémarrage périodique est convergente.
Gradient conjugué non linéaire

Supposons maintenant que le critere G que nous souhaitons minimiser ne soit pas
quadratique. Nous devons alors utiliser une version adaptée de l'algorithme pré-
senté ci-dessus. Puisqu’il est ici impossible de trouver une formule générale du pas,
ce dernier sera déterminé par recherche linéaire. La structure générale de l'algo-
rithme mis en ceuvre est présentée dans le Tableau 5.4. On remarque qu’elle est
trés similaire & celle du gradient conjugué linéaire présentée dans le Tableau 5.3.

Seules les expressions du pas «; et de 0, ne sont pas explicites.

Tableau 5.4 Algorithme du gradient conjugué non linéaire (Gilbert, 2000)

Initialisation :
xg donné
9o = V[ (x0)
dy = —g
Qg = g%g
Itérations :
calcul du pas a; par recherche linéaire
Tpi1 = T + opdy
calcul de f (cf. § 5.2.4.2)
i1 =V/f (®ks1)
diii = - gpoq + Bedy
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Fletcher et Reeves ont été les premiers a proposer une méthode du gradient conju-

gué non linéaire. Le coeflicient §; est défini par :

T
9118
Brrk) = ——*—k;;giﬂ (5.40)

Cette expression permet de retrouver la formulation de l'algorithme du gradient
conjugué linéaire lorsque G est quadratique et que le pas oy, est optimal (formulation
donnée dans le Tableau 5.3). Al-Baali (1985) a montré qu'une recherche linéaire
utilisant les conditions de Wolfe fortes génere toujours une direction de descente.
Cependant Powell (1977) prouva que cette méthode pouvait conduire a de treés
petits déplacements : la performance numérique de la formule de Fletcher-Reeves

n’est pas optimale.

Dans le but d’accélérer la convergence, Polak et Ribiere ont alors proposé une

nouvelle formulation pour 3 :

T
919

Lorsque G est quadratique, les gradients sont deux a deux orthogonaux et on
retrouve bien 'algorithme des gradients conjugués linéaires. Powell (1984) a montré
que la méthode de Polak-Ribiére utilisée avec une recherche linéaire exacte peut
tourner indéfiniment autour de la solution sans jamais l'atteindre. Cet algorithme
est en effet tres sensible au choix de la méthode de recherche de pas. En multipliant

'expression de mise & jour de dy4; par gj_,, on obtient :

9f+1dk+1 = "Hgk:+1H2 + IBPR(k)ggﬂdk (5'42>

Si la recherche du pas est optimale, g,&ldkﬂ =0 et gfﬂdk < 0. dgyy est donc

bien une direction de descente. Par contre, si la recherche du pas est non optimale,
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le deuxiéme terme peut dominer le premier et di.; n'est plus une direction de

descente, méme si Gi1 < Gg. Un redémarrage de la méthode est alors nécessaire.

Afin d’allier les propriétés de convergence de la formule de Flecher-Reeves a la
performance numérique de la méthode de Polak-Ribiere, Gilbert et Nocedal (1992)

proposent une nouvelle formulation de 3 :

Brrty = max (0, Bpr)) (5.43)

Cette formulation peut étre interprétée comme un redémarrage automatique lorsque
Bprx) < 0. La condition Sprx) > 0 est équivalente a 9rge_1 <|lgll*. On retrouve
une écriture semblable a celle du critere de redémarrage de Powell. Le pas, déter-
miné par la méthode de Moré et Thuente (1994), satisfait les conditions de Wolfe

fortes. La convergence globale de I'algorithme est prouvée pour des fonctions C!.

5.2.5 Conclusion

Nous avons ici présenté les méthodes utilisant une recherche linéaire. Apres une
présentation générale de leur principe et des conditions de convergence, nous avons
vu deux méthodes en particulier : la méthode L-BFGS, dont la convergence n’est
pas assurée pour des criteres non quadratiques mais qui nécessite peu de place en
mémoire; et la méthode du gradient conjugué non linéaire, qui converge de facon
certaine a condition d’utiliser la formule de Fletcher-Reeves ou de Polak-Ribiere

positivé pour G et de choisir un pas «y satisfaisant les conditions de Wolfe fortes.

1l existe une autre famille de fonctions permettant de minimiser un critere : les
méthodes & régions de confiance. Un peu plus difficiles & mettre en ceuvre que les
méthodes utilisant une recherche linéaire, elles ont cependant la réputation d’étre

plus robustes, c’est-a-dire de pouvoir résoudre des problemes plus difficiles, moins
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bien conditionnés. C’est pour cette raison que nous les avons étudiées.

5.3 Meéthodes par régions de confiance

5.3.1 Présentation générale

Les méthodes de type région de confiance cherchent a réduire le critere G en consi-
dérant d’une part, un modele M, de G autour du point ¢, et d’autre part, un
voisinage dans lequel nous espérons que notre modele est une bonne représentation
de G. Ce voisinage de ¢, est appelé la région de confiance. En chaque itéré ¢,
un modele approchant le critere dans une région centrée sur ¢, est donc construit.

Cette région est définie par :
By ={¢, +p € R"|llp| < Ax} (5.44)

ot Ay est appelé le rayon de la région de confiance. Ces méthodes calculent un
pas candidat p, qui fournit une réduction suffisante de la valeur du modele et tel
que ¢, + p;, appartienne a By. La direction et la longueur du pas sont ici choisies
simultanément, contrairement aux méthodes utilisant une recherche linéaire.

Il faut ensuite décider si le point candidat est acceptable ou pas. Cela est réalisé
en comparant la réduction prédite par le modele, My (@) — Mp(P, + pi), et la

réduction réelle Gy (@) — Gr(@, + B;,)- Si le quotient :

_ Gr(dy) — Gl +py)
Mi(@y) — My(¢y + py)

Pk (5.45)

est proche de un, cela signifie que les progres obtenus pour le modele se répercutent
sur le critere. Si ce quotient est suffisamment positif, le nouvel itéré ¢, ; est le point

candidat ¢, + p,. et le rayon de la région de confiance est agrandi. Sinon, le modele
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n’est pas une bonne représentation de G dans la région de confiance actuelle. Le
point candidat est rejeté et le rayon de la région de confiance réduit dans l'espoir
que le modeéle fournira une meilleure approximation de G dans cette région réduite.
Comme les méthodes utilisant une recherche linéaire, les méthodes par région de
confiance produisent des solutions locales, ¢’est-a-dire qu’elles assurent la relation

(5.3).

Le modele le plus utilisé est le modele quadratique. Au point courant ¢, G(¢,+p)

est approché par :

G(§+ ) = G(¢) +glp+ 30" Hip (5.4

ou g, est le gradient du critere G' au point ¢,. H, est une matrice symétrique qui

peut étre le Hessien de G en ¢, ou une approximation de celui-ci. Posons :

, 1
vk(p) = gip+ 5p" Hip (5.47)
Le sous-probleme & résoudre s’écrit alors :
min ¥y
i (p) (5.48)
Pl < A

Pour résumer ce qui précede, nous avons décrit de maniere précise une itération de

la méthode & régions de confiance (Tableau 5.5).

Nous étudions maintenant les conditions que doit vérifier p, pour &tre solution du
sous-probleme (5.48) et les propriétés de convergence des algorithmes a régions de

confiance.
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Tableau 5.5 Algorithme utilisant les régions de confiance

Test de convergence :
si VG(¢,) = 0, arrét de V'algorithme.

Calcul du déplacement p,, :
1- On calcule une solution approchée p, du sous-probleme.
2- On calcule le rapport entre la décroissance réelle du critére G et

la décroissance prédite par le modele : gy = G(¢“‘)__Ui($)’°+p i)

3- Si pp < wq, avec 0 < w; < 1 la concordance locale entre le modele
et le critére est considérée non satisfaisante. On retourne alors a I’étape 2
apres avoir réduit Ay.

Itéré swvant :
Prs1 = GPp + Py

Mise a jour de Ay :
Si pr < wy, avec 0 < wy < wy < 1, on choisit Ay tel que Apig < Ap.
Sinon on choisit Agy 1 > Ag.

Mise a jour du modéle :
calcul de g, et Hyq.
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5.3.2 Tests d’arrét pour le sous-probleme

La fonction ¢y présente un minimum global (ou point de Newton) dans By seule-

ment si Hj, est définie positive. Le point de Newton est alors défini par :
p =—H'g, (5.49)

Pour étre solution du sous-probleme (5.48), il doit de plus se situer dans la région
de confiance. Ceci est rarement le cas. Examinons donc plus en détail les conditions

d’arrét pour le sous-probleme (5.48). Nous présenterons ici deux d’entre elles.

On appelle point de Cauchy du sous-probleme (5.48), le point p¢ solution de :

min (ng + %pTHp)
Pl < Ay (5.50)

D = —agyg, OZZG

C’est donc le point minimisant ¥ dans la région de confiance, le long de la droite
de plus forte pente de ¢;. Pour ¥, quadratique, le point de Cauchy est unique et

est donné par (Gilbert, 2000) :

0 si g,=0

~Tg,19% si g #0 et gfHpg, <0 (5.51)
Dy 1912

_m2n<|igk”/ m} g SInoil

Le point de Cauchy p{ vérifie la condition de Powell suivante avec p, = p{ et

C =

1.
3

u(py) < ~Cllgl x min (e, 1) (5.52)
A

Celle-ci joue le méme role que la condition de Zoutendijk pour les méthodes a



direction de descente : elle résume la contribution de la méthode de détermination

du pas a la convergence de 'algorithme.

La premiére condition d’arrét est la suivante. Solent [3; et (5 deux constantes posi-
tives. On dit que (5.48) est résolu en p,, avec une condition de décroissance suffisante
sic:

Ur(py) < B (pf)

(5.53)
IPl] < B2l

Un point p,, vérifiant la condition de décroissance suffisante (5.53) vérifie également
la condition de Powell avec C' = (;/2. Comme nous le verrons dans le paragraphe
suivant, la condition de décroissance suffisante permet d’avoir la convergence de

I’algorithme.

La seconde condition d’arrét est la suivante. Soient (; et (8, deux constantes véri-
flant 0 < 01 < 1 et 0 < f. On dit que (5.48) est résolu en p, avec une condition

de décroissance forte si :
Uk(pr) < Bitr

(5.54)
Dell < B2l

——

olt ¥ = min{yp(p) : [|p|| < Ax}. Cette condition est plus forte que la condition
de décroissance suffisante. En particulier, elle implique également la condition de

Powell.

5.3.3 Propriétés de convergence

Etudions les propriétés de convergence des méthodes a régions de confiance. Rap-

pelons approximation adoptée pour G en ¢y, :

G(+) = G(¢) + gl + 50" Hi (5.55)
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Dans un premier temps, nous considérerons le cas ot le modele est du premier ordre.
La seule contrainte imposée a Hj est de former une suite bornée. Nous étudierons

ensuite les modeles du second ordre dans lesquels H, est égal au Hessien de G en

Py

5.3.3.1 Convergence avec modéle du premier ordre

On note :

N = {¢ e R"G(¢) < G(¢)} (5.56)

ou ¢, est le premier itéré.

Théoréme 3 (Gilbert (2000)) Supposons que G soit bornée inférieurement et
de classe C' sur un ouvert contenant Ny. Si dans la méthode a régions de confiance,
{H,} est bornée et la solution approchée p, du sous-probléme (5.48) vérifie les
conditions de décroissance suffisante (5.53), alors :

e soit il y a échec d’une itération ko en un point ¢, ot VG(¢y,) = 0,

e sout

li;n inf||g,|| =0 (5.57)

Dans la premiere situation, ['algorithme boucle en un point ot le gradient est nul,
ce qui ne correspond pas forcément a un minimum. On ne peut pas obtenir de

meilleur résultat avec un modele du premier ordre.

Remarque :
Comparons les conditions de convergence entre les méthodes a directions de des-
cente et les méthodes a régions de confiance. Pour obtenir la convergence des pre-

mieres, on est toujours amené 4 montrer que les suites {H} et {H '} sont bornées.
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Pour les méthodes & régions de confiance, aucune hypothese sur H; ! n'est néces-
3 ) k
saire, seul le comportement de H importe. En particulier, Hj peut étre singuliere

ou nulie. Cette propriété contribue a leur robustesse.

5.3.3.2 Convergence avec modele du second ordre

On suppose que le critere G est deux fois contintiment dérivable et que son Hessien
est calculé.

On suppose également que le modele ¥ est du second ordre, c’est-a-dire que :
Hy = V*G(¢y) (5.58)

Théoréme 4 (Gilbert (2000)) Supposons que G soit bornée inférieurement, de
classe C? sur un ouvert contenant N, et que son Hessien soit borné sur Ni. On
suppose que Hy = V2G(¢,) pour la méthode o régions de confiance et que la
solution approchée p, du sous-probléme (5.48) vérifie la condition de décroissance
forte (5.54). Alors il y a soit échec d’'une itération ko en un point ¢, vérifiant les
conditions nécessaires d’optimalité du second ordre (VG(¢y,) =0 et VEG(¢y,) est
semi-définie positive), soit une suite {¢,} est générée et :

e ona:

Jim gy =0

e si{¢,} est bornée, alors {d,} a au moins un point d’adhérence @ tel que VG(g)
soit semi-définie positive.
o si ¢ est un point d’adhérence isolé de {®,}, alors V2G(}) est semi-définie posi-

tive.

On montre aussi (Gilbert, 2000) que si {¢,} a un point d’adhérence ou le Hessien

est défini positif alors toute la suite converge vers ce point.
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Remarque :

Ces bons résultats sont a comparer avec ceux des méthodes & directions de descente
qui, sans 'utilisation de directions a courbure négative, ne peuvent trouver que des
points stationnaires. Que le modele soit du premier ou du second ordre et que le
critére soit convexe ou non, la convergence d’un algorithme avec régions de confiance

vers un point stationnaire est assurée au sens de la relation (5.57).

5.3.4 Calcul du déplacement

L’efficacité globale de la méthode dépend en pratique de la méthode locale utilisée
pour calculer un pas p,, satisfaisant (Orban, 2004). Les deux méthodes les plus cou-
ramment utilisées sont la méthode du gradient conjugué et la méthode de Lanczos
(Conn et al., 2000; Nocedal et Wright, 1999). Ces deux méthodes effectuent une
recherche dans des sous-espaces emboités de dimension strictement croissante et
se terminent en un nombre fini d’itérations. L’algorithme s’arréte soit en une so-
lution, soit a un stade ou l'on peut décider que la méthode ne peut pas trouver
de solution. La méthode du gradient conjugué, congue pour chercher un minimum
local d’'une quadratique semi-définie positive, commence sa recherche au point de
Cauchy mentionné plus haut et poursuit le long de directions conjuguées jusqu'a

ce que :

1. la frontiere de la région de confiance soit rencontrée. On arréte alors la re-
cherche et on parle de gradient conjugué tronqué ; le point ainsi trouvé porte

le nom de point de Steihaug-Toint ;

2. une direction de courbure négative soit rencontrée, auquel cas la méthode du
gradient conjuguée échoue. Un point situé sur la frontiere et la droite définie
par le point courant et la direction de descente, pourrait cependant constituer

une solution ;
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3. la méthode se termine avec succes avant d’avoir rencontré la frontiere de s

région de confiance.

Le cas 2 est éliminé de maniére naturelle dans la méthode de Lanczos qui procede
de maniére similaire tout en étant capable de manipuler des directions de courbure

négatives.

Ces méthodes présentent de treés bonnes qualités de convergence, cependant les
temps de calculs peuvent étre tres importants pour les problemes denses. Les ma-
trices H; utilisent trop de place en mémoire et ralentissent les calculs. Le lecteur
intéressé trouvera les développements mathématiques dans les ouvrages de Conn

et al. (2000) et Nocedal et Wright (1999).

5.4 Conclusion

Nous venons de voir qu’il existe de nombreuses méthodes de minimisation. De facon
générale, 'utilisation des régions de confiance est assez lente pour les problemes
denses. Les algorithmes du gradient conjugué avec recherche linéaire et L-BFGS
pourraient étre plus rapides.

La convergence de la méthode L-BFGS n’est cependant pas démontrée dans le cas
ol le critére est non convexe, et l'algorithme du gradient conjugué non linéaire
converge vers un point ol le gradient s’annule (qui peut étre un minimum, un

maximum, ou aucun des deux).

De plus, le probléeme de reconstruction tomographique auquel nous sommes confron-
tés est contraint. Toutes les composantes de ¢ recherchées doivent étre positives.
Une composante négative n'aurait en effet aucun sens physique puisqu’il corres-
pond & un coefficient d’atténuation. Nous devons alors intégrer la contrainte ¢ > 0

4 la minimisation du critére.



1l s’agit alors de déterminer ¢,,;,, solution du probleme (P) suivant :

G ((f)min) = nﬁn(ﬁ G (¢)
¢ >0

(P):

5.5 Minimisation sous contrainte

5.5.1 Algorithme L-BFGS-B

L’objectif de lalgorithme L-BFGS-B est de résoudre des problemes de la forme :

[<d<u

(5.60)

ou GG est une fonction non linéaire & n variables, et les vecteurs { et w représentent
les bornes inférieures et supérieures des variables. Cet algorithme est une extension
de la méthode L-BFGS. Il est décrit en détail dans Uarticle de Byrd et al. (1995).

Nous ne présenterons ici que les traits caractéristiques de la méthode.

A chaque itération, une approximation L-BFGS du Hessien de G est calculé. Cette
matrice est ensuite utilisée pour définir une approximation quadratique de G. Deux
étapes sont nécessaires pour déterminer la direction de descente : la méthode de
projection du gradient (Bertsekas, 1982; Levintin et Poliak, 1966) permet tout
d’abord de sélectionner les variables qui n’atteindront pas leurs bornes, le modele
quadratique est ensuite minimisé par rapport a ces variables. Une recherche linéaire
de Moré et Thuente (1994) permet enfin de calculer la longueur du pas le long de

cette direction de recherche.

Cette méthode présente les avantages suivants :
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e la matrice du Hessien n’est pas calculée, ce qui permet de diminuer le temps de
reconstruction,

e la place mémoire nécessaire est modeste et peut étre contrdlée par utilisateur,

e le cout d'une itération est faible et indépendant des caractéristiques de la fonction
G.

L’algorithme L-BFGS-B est donc recommandé pour les problémes de grande taille

pour lesquels le Hessien est difficile a calculer ou a factoriser. Cependant :

e la convergence est lente,

e la solution obtenue pour des problémes mal conditionnés, comme c’est ici notre
cas, n’est pas toujours de bonne qualité.

Afin d’assurer une reconstruction rapide et de bonne qualité, nous nous sommes

intéressés a des méthodes n’utilisant pas de projection du gradient pour le calcul

de la direction de descente.

5.5.2 Pénalisation logarithmique

Cette méthode est notamment présentée par Gilbert (2000); Bertsekas (1999) et
Nocedal et Wright (1999). Afin de garder toutes les composantes de ¢ positives,
nous pouvons ajouter une fonction de pénalisation au critére que nous voulons
minimiser. On appelle potentiel logarithmique la fonction strictement convexe II

. . 2
définie sur RY par :

L2
(g) = =) log(e) (5.61)
i=1
Nous recherchons alors ¢, minimum du nouveau critere G, définit par :
L2
Greu(®) = G(d) — ) log(¢) (5.62)

i=1
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Le potentiel logarithmique agit comme une « barriere », empéchant les composantes
de ¢ d’étre négatives. Une fois le minimum de G, déterminé, la valeur du scalaire
¢ est diminuée, puis 'opération de minimisation réitérée. ¢ est ainsi décrémenté
jusqu’a atteindre la valeur 0, pour laquelle on obtiendra le minimum de G. Cette

méthode permet de transformer le probleme en un probléme sans contrainte.

Il présente cependant 'inconvénient suivant : si le minimum ¢,,,, est situé trop
pres de la barriere, ¢ prend des valeurs négatives lorsque la valeur de ¢ devient

trop faible. Nous nous sommes tournés vers un changement de variable.

5.5.3 Changement de variable

Une autre méthode permettant de s’assurer de la positivité de ¢ est d’effectuer un

changement de variable. Pour tout i appartenant & [|1 : L?]], on pose :

¥i = f(¢s) (5.63)
ou f est une fonction C* définie de R dans R, inversible et convexe.

Nous recherchons alors ¢, qui minimise le critere G. La valeur du gradient du

critére par rapport a ¢, s’écrit :

G /5y G /3 61/
: - : . X : (5.64)

5‘@/3@12 ’Q,b 8G/8¢L2 ¢ 5@/L2/8¢L2 ’l,b

olt opérateur « .x » désigne le produit terme a terme de deux vecteurs.
Dennis et Schnabel (1996) ont montré que les changements de variable ainsi définis

n’affectaient pas les propriétés de convergence des algorithmes.
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Afin de ne pas introduire d’information a priori sur 'image, nous recherchons une
fonction f qui pénalise autant les petites que les grandes valeurs de @. Nous nous
sommes intéressés aux fonctions LyL; (Idier, 2000) qui réalisent un bon compromis
entre le colt des calculs et les différences de pénalisation entre faibles et fortes
valeurs, comme nous ’avons vu au chapitre 3. Une fonction souvent utilisée est la
branche d’hyperbole :

flu)=vur+46 -4, §>0 (5.65)

Pour ¥ petit, f(u) ~ %.
Pour % grand, f(u) ~ %.

L’idéal serait de choisir ¢ treés petit pour que f ait un comportement linéaire presque
partout. Elle serait alors comparable a la fonction valeur absolue. Cependant, la
solution du probleme d’inversion devient alors instable numériquement car f doit
rester dérivable en 0. § sera donc choisi de fagon a réaliser un bon compromis entre

linéarisation uniforme et stabilité numérique.
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CHAPITRE 6

METHODE PROPOSEE ET RESULTATS OBTENUS

6.1 Introduction - Rappel des objectifs

Notre objectif est de réaliser un bon compromis entre la qualité des reconstructions
tomographiques (qui facilitera le diagnostic médical) et les temps de reconstruc-
tion. L’amélioration de la qualité des images permettra, par exemple, a un médecin
de suivre I'évolution des calcifications et des sténoses dans les arteres. Nous nous
sommes particulierement attachés a la réduction des artéfacts métalliques, ce qui
améliorera le suivi médical des patients ayant subi la pose d’un stent. Un temps de
calcul faible rendra le diagnostic plus rapide.

Dans les chapitres précédents, nous avons modélisé le processus de formation des
données puis présenté différents algorithmes de reconstruction. Nous en avons
conclu que la réduction des artéfacts métalliques passait par la prise en compte
du caractere polychromatique des rayons X. L’approche statistique adoptée par De
Man et Elbakri parait la plus efficace (cf. chapitre 4). Ce point de vue conduit
& la formulation d'un critére qu’il faut minimiser, nous avons donc fait un tour
d’horizon des méthodes de minimisation. Nous allons maintenant présenter deux

méthodes de reconstruction originales et les tester.



114

8.2 Méthode proposée

6.2.1 Modéle de formation des données

Le chapitre 2 était en partie consacré a I'étude des phénomenes physiques jouant un

role dans la formation des données. Différentes hypothéses simplificatrices peuvent

alors étre adoptées. Leurs effets ont été étudiés dans les chapitres 3 et 4. Afin de

réaliser un bon compromis entre la qualité de la reconstruction et la simplicité de

mise en ceuvre, nous adopterons les hypothéses suivantes :

les rayons X émis sont infiniment fins et polychromatiques. En effet, I'hypothese
d’une source monochromatique ne permet pas de réduire les artéfacts métalliques
(cf. chapitre 3);

le nombre de photons émis par la source pour un rayon est une variable aléatoire
de distribution de Poisson de parametre Ny. L'approche déterministe ne permet
pas de tenir compte du bruit et la solution peut étre non robuste (cf. chapitre
4);

le processus d’atténuation est de Bernoulli. Le nombre moyen de photons émer-
geants est donné par I"équation de Beer-Lambert. Au niveau microscopique, les
rayons X sont atténués sous l'effet combiné de la diffraction (effet Compton)
et de I'absorption (effet photoélectrique). Ces deux phénomenes sont de nature
statistique. Cette hypothese, adoptée par De Man et Elbakri, a permis d’obtenir
des reconstruction de bonne qualité (cf. chapitre 4);

les détecteurs sont parfaits. Ils sont tous identiques et leur efficacité est de 100%.
Cette hypothese est suggérée par la tres bonne efficacité des détecteurs actuelle-

ment utilisés (cf. chapitre 1).

Le systeme complet de production de rayons X, d’atténuation et de détection sera

donc modélisé par une variable aléatoire de Poisson. Nous adoptons ici une des-

cription statistique des phénomenes physiques.
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6.2.2 Formulation mathématique de la mise a jour de 'image recons-

truite

En adoptant les mémes notations que dans les chapitres précédents, les hypotheses
ci-dessus nous permettent d’exprimer la fonction de vraisemblance logarithmique

sous la forme (cf. paragraphe 4.4) :

L(p) = Z [yi In (i (bke_[A'u"]i + Tik)) — i (bke—[A”k}i + Tik) - 111(/\1‘!)}

=1 k=1 k=1

Reconstruire 'image tomographique, c’est trouver les K x L? coefficients linéiques
d’atténuation py qui maximisent L. Nous adoptons pour cela la méme démarche
que De Man et Elbakri : apres avoir réduit le nombre d’inconnues du probleme,

nous minimiserons le critére nouvellement défini.

Comumencgons par réduire le nombre d’inconnues. Nous utilisons pour cela la méme
modélisation que De Man, celle de Elbakri n’ayant pas été testée pour des objets
métalliques. Les coefficients d’atténuation i, sont la somme de deux termes : le
premier, ¢;(ty) X P, décrit I'effet photoélectrique et le second, 8;(teo) X ©y, déerit
I'effet Compton.

tie = @i X &;(po) + Op X 3 (pq0) (6.1)

pqo désigne le vecteur des coefficients d’atténuation & 70 keV. @, et ©j sont des
scalaires connus pour tout niveau d’énergie k : équations (4.15) et (4.16). De Man
a exprimé les variables ¢; et §; en fonction de 7. Nous préférons exprimer la
variable 6; en fonction de ¢, qui est relié a I'effet photoélectrique, seul phénomene
d’intérét lors de la formation de I'image tomographique. D’apres les recherches de
De Man, il existe a; € R et §; € R tels que, pour tout j, entier appartenant a
Vintervalle [1, L?] :

9]' = aj¢>j + ﬁj (6°2)
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Les coefficients o; et[3; sont déterminés en utilisant la courbe 4.2, définie au chapitre

4. Les nouvelles inconnues du probleme sont donc les ¢;.
j

Le critére L s’écrit alors :

@) = 3 |- 3 (e AGI-o A D, )
i=0 k=1
K 1
+ yzln Z(bﬂce_@k{Atb]’—ek[A(a(ﬁ_*—ﬁ)L+r1k> _ln()\zi)J (63)
k=1

Reconstruire 'objet scanné revient a chercher ¢ qui maximise le critere L. Nous
souhaitons maximiser directement L, sans utiliser de fonction-substitut, afin de

conserver de bonnes propriétés de convergence.

6.2.3 KEtude de la convexité du critére -L

Afin de mettre en ceuvre un algorithme efficace pour minimiser —L, nous devons
caractériser le critere. Possede-t-il des minima locaux? Le minimum global est-il
encaissé dans une vallée? Pour répondre a cette question, nous avons calculé le
Hessien du critéere —L (cf. annexe I). Nous ne sommes pas parvenus & dégager les
caractéristiques du critere de fagon analytique (la matrice est-elle définie positive 7).
Nous utilisons done la simulation. Nous avons simulé la tomographie d’un objet
constitué d’un noyau en Nitinol entouré de tissu mou, de taille 15 pixels x 15
pixels (Figure 6.1). Il est caractérisé par le vecteur des coefficients d’atténuation

- .
@ yre;- L bruit est supposé nul.

Le vecteur ¢ est de dimension 15 X 15 = 225. Le critére L est donc une application
de R?? dans R. Il est alors impossible de visualiser toutes les valeurs de L sur
un graphe en deux dimensions. Nous n’affichons donc que les valeurs du critere

calculées le long de droites définies par deux points ¢, et ¢.
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Figure 6.1 Simulation : objet scanné constitué de fer entouré de tissu mou

La direction D; est définie par ¢, = @,.o; €t @, = 1; la direction Dy par ¢, = @y,q;
et ¢, = 0; la direction D3 par @; = @4 €t @y = Stigsu-mounl €t 1a direction Dy
par ¢1 = ¢'urai et ¢2 = ¢n1t1n011 (ﬁg 62)

Le critere L(¢) parait le présenter qu'un seul minimum (il est dit unimodal) mais
le minimum est situé dans une vallée. La convexité du critere n’est pas prouvée. La

minimisation s’annonce donc difficile.

6.2.4 Régularisation

Afin d’améliorer le conditionnement du probleme, nous adoptons la méme démarche

que De Man et Elbakri en régularisant le critere. Ce dernier s’écrit alors :

G(¢) = —L(¢) +1R(¢) (6.4)

ou R(¢) est la fonction de régularisation représentant les connaissances sur les

différents parametres a intégrer, pondérée par un scalaire ~.



X 16 x1g”
—4.07 E
/
/
-4.08 /4 ~3v5.
i
1
37
-4.08 J \
-3.8} |
\ H
4.1 \
\ \
\ -39r
441 \
\ . \ A
412 it \ e
—4.13 2
~600 400 200 [) 200 400 600 800 500 o 500 1000
x10" x10"
-2 37
875
25} ) 38 l
| i -85} |
{ i
ok /
'\\ | -39
i / -a.85
-351 |
| /
\ / -
\ _—
-4.05
-4
4.1 \-*—‘_—-/”
45 ~4.45
800 [ 500 1000 1500 2000 500 0 500 1000

Figure 6.2 Simulations :

(de haut en bas et de gauche & droite) valeurs du

sur les directions Dy, Dsy, D3 et Dy.

118

critere



119

Dans notre probléeme, nous supposons a priori que les valeurs voisines de 'image re-
construite sont soit égales, soit tres différentes. Pour les raisons énoncées au chapitre
2, nous utilisons une fonction Ly L4, et plus précisément la branche d’hyperbole car
elle présente 'avantage d’étre continiment dérivable, contrairement a la fonction
de Hubert choisie par De Man et Elbakri. Les calculs et la mise en ceuvre seront

ainsi facilités. La fonction R(¢) est alors définie par :

R(¢) = % Z z UJJUR(@J - @v)

JET veV;

avec R(u) = /&24+u*-4,, & >0 (6.5)

Avec :

1 pour les voisins situés sur 'horizontale et la verticale

Wjy = (6.6)
73 bour les voisins situés sur les diagonales

¢, représente la composante j du vecteur ¢, pour tout réel j appartenant a I'image
T. T est égal & lintervalle [1; L?], ot L est la longueur du coté de Uimage. @,
représente la composante v du vecteur ¢, pour tout réel v appartenant a V; qui re-
présente le voisinage du pixel j. Les voisinages les plus souvent utilisés sont ceux du
premier ordre et du second ordre. Dans le premier cas, le voisinage ne contient que
les quatre pixels adjacents alors que dans le second cas, il contient les huit pixels les
plus proches. Nous utilisons un voisinage du second ordre. La valeur du coefficient
de régularisation v, et celle du parametre d’échelle ¢, seront fixées empiriquement

de fagon a minimiser 'erreur quadratique moyenne sur 'image reconstruite.
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6.2.5 Contrainte de positivité

Nous devons également assurer la positivité de chacune des composantes de la

solution. Pour les raisons développées au chapitre 5, nous effectuons le changement

flo)=1/02+¢* -5, §>0 (6.7)

¢* signifie que chaque terme de ¢ est élevé au carré. De méme, /v signifie que

de variable suivant :

Pon calcule la racine de chaque terme de v, pour tout vecteur v.

6.2.6 Techniques de minimisation mises en ceuvre

Décrivons ici les algorithmes que nous avons utilisés pour minimiser la fonction G
définie par :

G(¢) = —L(¢) +vR(9) (6.8)

Deux techniques ont été mises en ceuvre : la méthode du gradient conjugué non
linéaire et la méthode BFGS & mémoire limitée (L-BFGS). Les développements
mathématiques ayant été abordés au chapitre 5, nous rappelons ici simplement

leur structure.

Gradient conjugué non linéaire : sa structure est présentée dans le Tableau
6.1
Le calcul du gradient VG (¢) est donné en annexe I. Nous prendrons pour

expression de [ :

ﬁk' = max (G (gk‘—}-l - gk‘)Tgk‘-Fl) (69)
/ G191

Nous avons en effet vu au chapitre 5 que cette formulation conserve a la fois



e
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Tableau 6.1 Algorithme du gradient conjugué non linéaire (Gilbert, 2000)

Initialisation :
x donné
9o = VG (z0)
dy = —g,
Po= g—%fg

Itérations :
calcul du pas py par recherche linéaire
T+l = T + prdy
calcul de 3
Gir1 = VG (Tr11)
dit1 = - o1 + Brdi

de bonnes propriétés de convergence et une bonne stabilité numérique. Afin
de déterminer un pas p, qui satisfasse les conditions de Wolfe fortes, nous
utilisons I'algorithme de Moré et Thuente (1994) pour la recherche linéaire
car il est robuste et fournit une réponse rapide. L’algorithme de minimisation

est alors globalement convergent.

Méthode L-BFGS : la structure de l'algorithme L-BFGS est rappelée dans le
Tableau 6.2.
Seules les P derniéres paires de vecteurs {(sk, k), ..., (Sk—p+1,0k—_p+1)} sont
stockées et utilisées pour le calcul de Wy, 1. Nous retiendrons P = 15 pour des
images de taille 63 x 63 pixels. Cette valeur permet un bon compromis entre
Vefficacité de l'algorithme et la stabilité de la solution. La recherche linéaire
utilisée pour le calcul du pas py est celle proposée par Moré et Thuente (1994).
Puisque le critere G n’est pas convexe, la convergence des itérés vers un point
stationnaire n’est pas prouvée. On observe cependant de bons résultats en

pratique.

Il est possible de pré-conditionner ces méthodes afin d’accélérer leur vitesse de

convergence. Comme nous ne sommes pas parvenus a trouver une matrice de condi-



Tableau 6.2 Algorithme L-BFGS (Gilbert, 2000)

Initialisation : démarrage a froid
xg donné
W1 = I
do = —gq

Itérations :
recherche du pas oy par recherche linéaire

¢k+1= ¢k + prdi

Sk= Ppi1 — Py
Ok = Grt1 — Gi
si k=2 :
T T T -

W — — Skék 51 $1 _ 6ksk SkSk
. ? (I 5ZSk> 6?51I I 5f8k + ézsk
SInon,

= — skéz E _ 5k82‘ SkS,{

di1=— W19
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tionnement efficace, nous utilisons la matrice identité. En pratique, nous n’utilisons

donc pas de pré-conditionnement.

6.3 Simulations et discussion

Notre principal objectif dans la reconstruction d’images tomographiques est d’amé-
liorer le compromis entre le temps de reconstruction et la qualité de I'image obte-
nue. Nous avons donc comparé les temps de calcul et la qualité des reconstructions
obtenues par les méthodes présentées ci-dessus, avec les résultats obtenus par la
méthode FBP de reconstruction classique que 'on trouve mise en ceuvre commer-
cialement dans les tomographes. Nous avons pour cela utilisé des données simulées,
I'objectif étant dans un premier temps de valider la méthodologie adoptée. Les tests
sur des données réelles sortent ici du cadre de notre travail mais seront effectués
ultérieurement pour compléter les résultats des simulations. Nous présentons tout

d’abord le simulateur que nous avons utilisé, puis les tests que nous avons réalisés.

6.3.1 Simulateur

Le simulateur a été mis en ceuvre sur un ordinateur possédant 4 Go de mémoire
vive, un processeur Intel, Pentium IV de 3 GHz. Il a été codé en langage Matlab,
avec des fichiers de type mex-files, permettant de diminuer en partie les temps de

calcul. Nous allons maintenant décrire chacun des modules du simulateusr.

6.3.1.1 Simulation de 'objet scanné

L'objet simulé est discrétisé. La matrice @,,,, le définissant est de taille L x L, L

vrad

pouvant varier entre 31 et 255. L’objet est défini comme une superposition d’objets



124

ou calques. Le premier calque constitue 'arriere-plan, les suivants définissent les
objets de base composant le corps & imager. Chaque calque est dessiné a l'aide
du logiciel « Icon Editor » et est enregistré au format Bitmap. Ce procédé est tres
souple d’utilisation : le dessin est aisé et les images peuvent étre modifiées sans une
redéfinition complete. Chaque objet est une cartographie des coefficients d’atténua-

tion pour chacun des niveaux d’énergie considérés. Les coefficients d’atténuation

des différents tissus utilisés sont consignés en annexe II.

6.3.1.2 Simulation de la source de rayons X

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, la source de rayons X est polychromatique.
Elle est discrétisée en K niveaux d’énergie. De Man et al. (1998) ont montré par
comparaison avec des données réelles que la valeur K' = 5 constituait un bon
compromis entre le volume de calcul et la précision de la modélisation de la source.
Nous adoptons donc cette valeur (Figure 6.3). Les niveaux d’énergie considérés

sont : 40 keV, 60 keV, 70 keV, 80 keV et 110 keV.
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Figure 6.3 Mesures du spectre du faisceau de rayons X incident (en trait plein) et
simulation (fleches) (Man et al., 1998)
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Le faisceau de rayons X émis est composé de rayons paralléles infiniment fins,

comme présenté sur la Figure 6.4.
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Figure 6.4 Simulation du faisceau de rayons X a géométrie parallele

Nous simulons la tomographie en deux dimensions. La troisieme dimension, per-
pendiculaire a la tranche scannée, n’est pas prise en compte. Il est possible de faire
varier le nombre de photons émis b;, pour chaque rayon a chaque niveau d’éner-
gie, le nombre de projections N, et le nombre de rayons X par projection N,
afin d’en mesurer les effets sur la reconstruction d’image. Par défaut, nous pren-
drons b, = 12—7 photons (Guan et Gordon, 1996), N, = round (71' X %) +1, et
N, =2 X ceil (—\%—) + 1. Le nombre total de rayons X émis sera noté N. Il est égal

AN =N, x N,.



126

6.3.1.3 Calcul du sinogramme

Pour calculer le nombre de photons atteignant les détecteurs pour chaque rayon
incident, nous calculons tout d’abord le parametre de la loi de Poisson associé a
chacun des N rayons X émis. Le vecteur P regroupant ces parametres est de taille

N x 1, il est donné par :

P= i b x e[ AH] (6.10)

k=1
Le nombre de photons y; atteignant le détecteur ¢ est alors une réalisation de la
loi de Poisson de parametre P;. Le vecteur y est calculé grace a la fonction Matlab
« poisstnd ». La matrice A = (ay;) est de taille N x L? ou ay; est la distance

parcourue par le rayon X de la projection ¢ dans le pixel j de l'objet étudié.

6.3.1.4 Visualisation des images reconstruites

Toute reconstruction sera notée ¢,. Chaque matériau est caractérisé par un coeffi-
cient d’atténuation des rayons X pu, exprimé en em™!. Cette atténuation peut aussi

étre formulé en Unités Hounsfield en utilisant le nombre CT défini par :

M — Heau
Heau

nombreCT = x 1000 (6.11)

L’annexe III présente ’échelle Hounsfield. Les images tomodensitométriques sont
affichées par l'ordinateur en utilisant une fenétre et un niveau permettant de mon-
trer une partie seulement des informations recueillies. La fenétre correspond a !'in-
tervalle d'unité Hounsfield qui va étre affichée a ’écran ; tout pixel ayant une valeur
plus grande que la limite supérieure de la fenétre est affichée en blanc et tout pixel
ayant une valeur plus petite que la limite inférieure de la fenétre est affichée noir.

Le niveau correspond au milieu de Pintervalle d’unité Hounsfield. Nous spécifierons
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donc pour chaque simulation la fenétre et le niveau utilisés.

6.3.1.5 Valeurs numériques des parameétres des conditions d’arrét des

méthodes de minimisation

Donnous ici les valeurs numériques utilisées pour déterminer les conditions d’ar-
rét des méthodes L-BFGS et du gradient conjugué non linéaire : Table 6.3. Nous

utilisons les mémes notations que celles introduites dans les chapitres précédents.

Tableau 6.3 Valeurs numériques des parameétres des conditions d’arrét des méthodes
de minimisation

Parametre Valeur numérique
Premier parametre de Wolfe (c¢;) 0.1
Deuxiéme parameétre de Wolfe (c2) 0.5
Nbre max. d’itérations pour la recherche linéaire 100
Valeur minimale du pas 0
Valeur maximale du pas 1
Tolérance d’arrét pour le pas 10716
Tolérance d’arrét pour le gradient 10716
Nbre max. d’itération de la méthode 50
Parametre d’échelle de positivité (¢) 10
Parametre d’échelle de régularisation (6, ) 10

La tolérance d’arrét pour le pas est notée t, et la tolérance d’arrét pour le gradient

est notée ty. Le pas calculé lors de la recherche linéaire est noté p et le gradient du

llge
lor—1ll

lipe |l
lpe—1ll

critére g. Si pour une itération k > 1, < t, ou < tp, alors 'algorithme
s’arréte. Le point de convergence est atteint. Ces tolérances ont été fixées tres
b fin d’avoir Ssul : écis. Le ¢ d Ieul” i
petites alin d’avoir un résultat tres précis. Le temps de calcul peut cependant
étre important. Un troisieme critére d’arrét sera alors utilisé : le nombre maximal
d’itérations de la méthode de minimisation. Nous 'avons fixé & 50, qui est un bon

compromis entre la qualité de la reconstruction et le temps de calcul.

Le point de pénalisation v sera fixé de fagon & minimiser l'erreur quadratique finale.
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Sa valeur varie entre § et 0.1,

Pour la méthode L-BFGS, nous stockons 15 vecteurs de gradient successifs pour le
calcul approché du Hessien. Cette valeur réalise un bon compromis entre la stabilité

de la solution et une bonne vitesse de convergence.

6.3.2 Résultats : validation des méthodes proposées

Le simulateur ayant été présenté, nous allons pouvoir effectuer une série de tests
pour valider les méthodes présentées plus haut. Nous comparons les résultats ob-
tenus par la méthode de rétro-projection filtrée (FBP) habituellement utilisée en
milieu hospitalier avec ceux de la méthode du gradient conjugué non linéaire (GC),
et de la méthode L-BFGS. Nous évaluons la qualité de 'image reconstruite et le
temps de calcul. La qualité de 'image reconstruite sera d’abord évaluée empiri-
quement avec l'affichage des différentes reconstructions. Elle sera ensuite évaluée
qualitativement en calculant :

e le critere G, défini par 'équation (6.8);

e l'erreur quadratique moyenne, définie par :

H¢vrai _ ¢r”2
H(»bv'rai HZ

Puisque l'une des applications médicales de nos algorithmes serait le suivi des

Erreur = (6.12)

resténoses pour les patients ayant subi la pose d'un stent, nous utilisons deux
fantémes numériques : celui d’une arteére calcifiée et celul d’une artére calcifiée
munie d'un stent. Les premiers résultats visent simplement a valider les méthodes
proposées. Nous nous plagons donc dans des conditions idéales : le nombre de
photons incidents et de projections seront relativement grands. Nous étudierons

Vinfluence de ces parametres dans un deuxieme temps.
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6.3.2.1 Premieére série de tests : fantdme numérique d’une athéroscié-

rose

L’athérosclérose est un dépot de lipides et de calcaire sur la paroi de Uartére qui
entraine un rétrécissement progressif du diametre de 'artere, rendant la circulation
sanguine toujours plus difficile. L’artere perd également de son élasticité et ne peut

plus s’élargir au besoin.

Le premier objet simulé représente donc la coupe transversale d’une artere emplie
d'un agent de contraste d’atténuation 207 UH. La calcification d’atténuation 440
UH est concentrique a 'artere, elle-méme entourée de tissu mou d’atténuation 50
UH. La Figure 6.5 représente la cartographie des coefficients d’atténuation ¢ropey
de cette artére pour une fenétre de [50;400] UH, et un niveau de 175 UH. La taille
réelle des stents est de 5 & 8 mm. Compte tenu de la résolution des tomographes
couramment utilisée, nous avons choisi une taille de 63 x 63 pixel pour I'objet

simulé.

10 20 T 40 50 60

Figure 6.5 Simulation 1 : coupe transversale d'une arteére calcifiée, coefficients d’at-
ténuation a 70 keV

Le second objet simulé est la coupe longitudinale de cette méme artere (Figure 6.6).
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Nous utilisons la méme fenétre et le méme niveau que précédemment. L'image est

50 100 150

Figure 6.6 Simulation 2 : coupe longitudinale d'une artere calcifiée, coefficients
d’atténuation a 70 keV

de taille 199 x 199 pixels.

Les résultats obtenus sont présentés pour une fenétre de [50;400] UH, ce qui cor-
respond & prorey = [0.204;0.272] cm~t. Les images cartographient les coefficients
d’atténuation ¢ de l'effet Compton. La fenétre choisie pour prorey correspond a
Grokev € [0.02;0.06). Les résultats de la reconstruction sont consignés sur la Figure
6.7. La premiére colonne présente les images a reconstruire, la deuxieme colonne les
reconstructions FBP, la troisieme colonne montre les reconstructions obtenues par
la méthode L-BFGS, et la derniere colonne offre les reconstructions produites par
les gradients conjugués non linéaire. Les calcifications représentent respectivement

10% et 85% du diametre de artére.

La Figure 6.8 montre 'évolution de la valeur du critére en fonction du nombre
d’itérations et du temps, pour la méthode L-BFGS et celle du gradient conjugué
non linéaire (PR)+. L’objet simulé est la coupe transversale d’une artére affectée

d’'une calcification occupant 10% de son diameétre. La Figure 6.9 montre 'évolu-
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Figure 6.7 Tomographie d'une artere calcifiée. De gauche & droite : les images a
reconstruire, les reconstructions obtenues par FBP, celles données par L-BFGS, et
celles produites par le gradient conjugué non linéaire. De haut en bas, la coupe
transversale d’une artére avec une calcification occupant respectivement 10% et
85% du diametre de 'artére, puis coupe longitudinale avec une calcification occu-
pant 15%, 70% et des proportions variables du diametre de l'artére.
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tion du méme parametre. Mais l'objet simulé est ici la coupe longitudinale d’une
artere affectée d’une calcification occupant 15% de son diamétre. On constate que

-3 Critere en fonction du temps

x 10 x10

——L-BFGS| — L—BFGSE
- - - (PR)+ - -~ {PR}+ |

-2 Critere en fonction du nombre d'iterations

Figure 6.8 Evolution du critere en fonction du nombre d’itérations et du temps
pour la simulation d’une coupe transversale d’une artere calcifiée.

x10”  Critere en fonction du nombre d'iterations x107° Critere en fonction du temps
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Figure 6.9 Evolution du critere en fonction du nombre d’itérations et du temps
pour la simulation d’une coupe longitudinale d'une artere calcifiée.

la valeur du critére converge vers un minimum pour les deux méthodes. Nous re-
marquons que la méthode L-BFGS et la méthode (PR)+ converge & une vitesse

sensiblement égale.

Le Tableau 6.4 compare les erreurs quadratiques obtenues pour les différentes re-

constructions.
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Tableau 6.4 Fantome numérique d’une athérosclérose : comparaison des différentes
méthodes de reconstruction.

Coupe transversale
Méthode utilisée | calcification 10% | calcification 85%
tps (s) | EQ (%) | tps (s) | EQ (%)
FBP 0.2 0.8 0.2 0.4
L-BFGS 5.2 0.2 4.9 0.5
GC 6.3 0.1 6.1 0.5

Coupe longitudinale

Méthode utilisée | occlusion 15% occlusion 70% | occlusion variable
tps (s) | EQ (%) | tps (s) | EQ (%) | tps (s) | EQ (%)
FBP 6.5 5.1 6.7 4 6.3 4.9
L-BFGS 182 0.1 186 0.3 181 0.2
GC 223 0.1 223 0.2 227 0.2

Les méthodes L-BFGS et GC se sont arrétées car le nombre maximal d’itérations
(50) était atteint. On constate que les trois méthodes donnent ici des résultats ac-
ceptables : la lumiere de I'arteére est bien visible. Notons cependant que les méthodes
L-BFGS et celle du gradient conjugué fournissent des images de meilleure qualité.
On remarque cependant une exception lors de la simulation d’une coupe transver-
sale d'une artére avec une calcification de 85% du diameétre ou la méthode FBP
donne de meilleurs résultats. Ce résultat reste marginal et 'erreur de reconstruc-
tion est tres proche de celle obtenue par les méthodes L-BFGS et celle du gradient
conjugué. Ces dernieres semblent donc faciliter la détection de I'athérosclérose. Les

temps de calcul de ces méthodes sont plus importants, mais toutefois acceptables.

6.3.2.2 Seconde série de tests : fantéme numérique d’une artére calcifiée

et munie d’un stent

La seconde série de simulations concerne les patients équipés d'un stent et dont

on souhaite surveiller la resténose. Un stent est une endoprotheése généralement en
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nitinol, mélange de nickel et de titane.

Nous simulons donc la coupe transversale d'une artére munie d’un stent en Nitinol
(2400 UH) et remplie d'un agent de contraste (207 UH). L’arriére-plan est du tissu-
mou (50 UH)( Figure 6.10). Nous visualisons la reconstruction avec une fenétre de

[100; 800] UH, et un niveau de 350 UH. L’image est de taille 63 x 63 pixels.

Figure 6.10 Simulation 3 : coupe transversale d’une artere calcifiée munie d’un
stent, coefficients d’atténuation & 70 keV. Utilisation d’une fenétre de [100; 800]
UH.

Nous simulons enfin la coupe longitudinale de cette méme artere : Figure 6.11.

L’image est de taille 199 x 199 pixels.
Les résultats de la reconstruction sont présentés sur la Figure 6.12.

La Figure 6.13 montre 'évolution de la valeur du critére en fonction du nombre
d’itérations et du temps, pour la méthode L-BFGS et celle du gradient conjugué
non linéaire (PR)+. L’objet simulé est la coupe transversale d’une artére affectée
d’une calcification occupant 25% de son diameétre et munie d’un stent. La Figure
6.14 montre 'évolution du méme parametre. Mais 'objet simulé est ici la coupe
longitudinale d’une artére affectée d’une calcification occupant 15% de son diameétre

et munie d'un stent. Comme pour la premiere série de tests, on constate que
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Figure 6.11 Simulation 4 : coupe longitudinale d’une artere calcifiée munie d'un
stent, coefficients d’atténuation & 70 keV. Utilisation d'une fenétre de [100;800]
UH.

la valeur du critére converge vers un minimum pour les deux méthodes. Nous
remarquons que la méthode L-BFGS converge un peu plus vite que la méthode

(PR)+, méme si la différence est faible.

Le Tableau 6.5 compare les erreurs quadratiques et les temps de reconstruction

obtenus pour les différentes reconstructions.

Les méthodes L-BFGS et GC se sont arrétées car le nombre maximal d’itérations
(50) était atteint. En présence du stent, on constate que les méthodes L-BFGS
et du gradient conjugué fournissent de meilleurs résultats que la méthode de re-
construction traditionnelle. Le temps de calcul reste cependant plus important.
De facon générale, les méthodes des GC et L-BFGS convergent sensiblement a
la méme vitesse. La méthode GC présente des images de meilleure qualité. Nous
gardons & l'esprit que la convergence de 'algorithme L-BFGS n'est pas prouvée,

contrairement a la technique des GC.
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Figure 6.12 Tomographie d’une artere calcifiée munie d’un stent. De gauche a
droite : les images & reconstruire, les reconstructions obtenues par FBP, celles don-
nées par L-BFGS, et celles produites par le gradient conjugué non linéaire. De
haut en bas, la coupe transversale avec une calcification occupant respectivement
25% et 85% du diametre de arteére, puis coupe longitudinale avec une calcification
occupant 15%, 70% et des proportions variables du diametre de Partére.
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Figure 6.13 Evolution du critere en fonction du nombre d’itérations et du temps
pour la simulation d’une coupe transversale d’une artere calcifiée.
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Figure 6.14 Evolution du critere en fonction du nombre d’itérations et du temps
pour la simulation d’une coupe longitudinale d'une artere calcifiée.
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Tableau 6.5 Simulation numérique d’une artére calcifiée munie d’un stent : compa-
raison des différentes méthodes de reconstruction.

Coupe transversale
Méthode utilisée | calcification 10% | calcification 85%
tps (s) | EQ (%) | tps (s) | EQ (%)
FBP 0.2 5.5 0.2 3.2
L-BFGS 2.5 2.7 1.52 3
GC 2.78 2.6 2.06 2.7
Coupe longitudinale
Méthode utilisée | occlusion 15% occlusion 70% | occlusion variable
s () | BQ (%) | 05 () | B (%) | b5 () | BQ (%)
FBP 6 100.1 6 99.1 6 100.1
L-BFGS 187 0.6 187 0.8 184 0.6
GC 232 0.6 230 0.9 231 0.6

6.3.3 Etude de la robustesse des méthodes proposées et de I'influence

de différents parametres physiques

L’efficacité des méthodes proposées a été démontrée précédemment. Mais comment
se comportent-elles lorsque le nombre de données brutes diminue? C’est ce que

nous étudions dans les prochains paragraphes.

6.3.3.1 Effets du nombre de photons émis

Nous avons choisi de simuler la coupe transversale d’une artere munie d’'un stent
et calcifiée. Le nombre de projections est égal a % Les différentes valeurs du
nombre de photons émis pour chaque rayon X sont : a0 = 30, gt = 100,
biotaro = 1000, et b3 = 5000, Nous étudions donc les effets d'une réduction de
la dose de rayons X. Une reconstruction correcte pour une dose faible permettrait

de limiter 'exposition du patient.
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D’aprés Guan et Gordon (1996), le nombre de photons émis par les tomographes

cliniques est de 'ordre de 107, La dose nécessaire pour nos simulations est cependant

beaucoup plus faible car les objets simulés sont de petite taille.

Figure 6.15 Etude de l'influence du nombre de photons incidents sur la reconstruc-
tion. De gauche & droite : btotal.O = 30, btotal.l = 100, btotal.? = 1000/ et btotal.S = 5000.
De haut en bas : méthode FBP, méthode LBFGS, méthode du GC non linéaire.

Tableau 6.6 Etude de l'influence du nombre de photons émis : comparaison des
erreurs quadratiques obtenues avec les différentes méthodes de reconstruction.

Méthode utilisée Erreurs quadratiques (%)

btotal.() = 30 btotal,l = 100 btotal.Z = 1000 btotal.b’ = 5000
FBP 34.5 6.5 5.6 3.2
L-BFGS 6.6 4.3 2.7 3
GC 6.9 4.4 2.7 2.7

On constate que plus le nombre de photons incidents est important, meilleure est
la reconstruction. Les résultats obtenus par L-BFGS et GC sont moins bruités que

ceux de la méthode FBP, ce qui permettra au patient d’étre moins exposé.
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6.3.3.2 Effets du nombre de projections

Le nombre de photons émis par projection est égal a 5000. Nous déterminons le
nombre de projections nécessaires en adoptant le raisonnement de Guan et Gordon
(1996). Pour un objet de diametre D centimetres, la fréquence d’échantillonnage
dans le domaine de Fourier est au moins Af = %, La plus grande fréquence spatiale
est égale a e = 2%,/, ou d est la taille du détecteur en centimetres. Afin d’échan-
tillonner 'ensemble de 'espace de Fourier, 'angle A® entre deux projections doit
étre :

Af 2

= fmam - 5 (613)

Le nombre de projections N, est donc :

AD

T ax D 7L
N=o= i = — 14
PAD 2d 2 (6.14)

avec L le diametre de l'objet en pixels.

Adoptons maintenant un autre point de vue : celui de la reconstruction mathéma-

tique. Il s’agit de résoudre un probleme dont le nombre d’inconnues n; est :

mx D?* wxIL?

XL

Sachant que L mesures sont réalisées a chaque projection, 5= projections suffisent

pour que le probleme soit déterminé. Si le nombre de projections est choisi plus

XL

T le

grand, le probléme sera sur-déterminé. Si ce nombre est choisi inférieur a
probléme sera sous-déterminé. Nous obtenons ici un nombre de projections deux
fois plus petit que celui déterminé précédemment. L’échantillonnage spatial est en
effet non uniforme. Les zones de 'objet situées a la périphérie du cercle doivent

étre échantillonnées de facon a satisfaire le critere de Nyquist. Le centre du cercle

est alors inévitablement sur-déterminé. Rappelons le théoreme d’échantillonnage
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de Shannon-Nyquist.

Théoréme 5 (Shannon-Nyquist) Soit s(z) un signal dont la bande passante est
incluse dans lintervalle [—B, B]. s(x) peut-étre reconstruit sans erreur & partir de
la suite de ses échantillons prélevés aux emplacements nX, n € Z avec X = 1/(2B)

(critere de Nyquist).

Dans les tomographes utilisés dans les hopitaux, le nombre de projections est voisin

de 7—'5’1 Le systéme est alors sur-déterminé. Afin d’étudier 'influence du nombre de

projections sur la reconstruction, nous utilisons successivement N, = WQ—L, N, = %
7 — L
et N, = &=,

Nous simulons la coupe transversale d’une artere calcifiée, munie d’un stent.

Figure 6.16 Etude de l'influence du nombre de projections sur la reconstruction.
De gauche & droite : N, = Z&, N, = ZL et N, = %2 . De haut en bas : méthode

FBP, méthode LBFGS, méthode du GC non linéaire.

On constate que plus le nombre de projections est faible, plus la qualité de la re-
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Tableau 6.7 Etude de U'influence du nombre de projections : comparaison des erreurs
quadratiques obtenues avec les différentes méthodes de reconstruction.

Méthode utilisée | Erreurs quadratiques (%) pour différents N,
Ny = ﬂg—b N, = % Np:%
FBP 7.8 5.9 3.2
L-BFGS 4.3 2.8 3
GC 3.4 2.7 2.7

construction est affectée. Cela était bien str prévisible, mais on constate que la
reconstruction obtenue par FBP devient tres vite inutilisable tandis que les mé-
thodes L-BFGS et GC donnent restent correctes. La dose de rayons X administrée

pourra donc étre plus faible.

6.3.3.3 Effets du nombre de rayons X par projection

Soit d(rayons) la distance séparant deux rayons X consécutifs, et L le diametre de

I'objet & reconstruire. Le nombre de rayons par projection est alors égal a n, = %.
Nous simulons la tomographie de la coupe transversale d'une artere munie d’un
stent pour différentes valeurs de d(rayons) : d(rayons) = 0.25 mm et d(rayons) =
0.125 mm. Les images ont alors respectivement une taille de 31 x 31 et 63 X 63

pixels. Les résultats sont présentés sur la Figure 6.17 et le Tableau 6.8.

Tableau 6.8 Etude de 'influence du nombre de projections : comparaison des erreurs
quadratiques obtenues avec les différentes méthodes de reconstruction.

Méthode utilisée | Erreurs quadratiques (%) pour différents N,

d(rayons) = 0.25 mm | d(rayons) = 0.125 mm
FBP 32.1 10.5
L-BFGS 6.2 3
GC 5.7 2.9

Comme lors de 'étude de 'influence du nombre de prejections, on constate que
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Figure 6.17 Etude de l'influence du nombre de rayons X par projection sur la
reconstruction. De gauche a droite : d(rayons) = 0.25 mm et d(rayons) = 0.125
mm. De haut en bas : méthode FBP, méthode LBFGS, méthode du GC non linéaire.

les méthodes L-BFGS et GC donnent de meilleurs résultats que la méthode FBP,
lorsque le nombre de données est faible. Les méthodes L-BFGS et GC conduisent
4 une erreur quadratique plus importante lorsque d diminue (lorsque la taille de

I'image augmente)

6.3.3.4 Comparaison avec les méthodes de De Man et d’Elbakri

La comparaison des résultats que nous avons obtenus avec ceux des méthodes
développées par De Man et Elbakri n’est pas aisée. Nous ne disposons pas, en effet,
des objets simulés que ces chercheurs et leurs équipes ont utilisés. Nous avons tenté
de reproduire les simulations parues dans les publications (Man et al., 2001; Elbakri

et Fessler, 2002), sans pour autant parvenir & en réaliser une copie conforme. Nous

présentons donc les images obtenues par ces deux équipes, puis nos résultats. La
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comparaison sera qualitative.

Le fantome simulé par Elbakri est de taille 41 x 41 em, soit 256 x 256 pixels. Il est
constitué de quatre cylindres en os de diameétre 6 cm, plongés dans de l'eau. Les
images seront visualisées avec une fenétre de 200 UH et un niveau de 0 UH. On
a alors p € [0.175;0.215] cm™!. Aprés avoir construit une réplique de ce fantome,
nous avons simulé et reconstruit les images. La Figure 6.18 présente les résultats.
On constate que les résultats obtenus avec notre méthode sont visuellement tres
comparables a ceux de Elbakri. L’erreur quadratique finale sur I'image reconstruite
avec L-BFGS est de 0.3%. Notre reconstruction nécessite 7 min 30 s. Elbakri n’a
pas publié les temps de reconstruction, ni de résultats pour des corps comportant
des pieces métalliques. Nous ne pourrons donc pas établir de comparaison sur ces

points.

Le fantome simulé par De Man est de taille 20 x 20 cm, soit 256 x 256 pixels. 1l
est constitué de quatre cylindres plongés dans de 'eau. Les cylindres en os ont un
diametre de 3 cm, ceux en fer ont un diametre de 1 cm. Les images seront visualisées
avec une fenétre de 200 UH et un niveau de 0 UH. On a alors p € [0.175;0.215] em ™.
Apres avoir construit une réplique de ce fantdome, nous avons simulé et reconstruit
les images. La Figure 6.19 présente les résultats. On constate que la reconstruction
FBP que nous obtenons est plus bruitée que celle obtenue par De Man. De Man
utilise en effet un filtre de Hamming avec une fréquence de coupure égale a la moitié
de la fréquence maximale. Elle entraine un lissage de I'image. Nous utilisons un filtre
de Ram-Lak qui est une meilleure approximation du filtre rampe théorique (cf.
§3.4.2). De Man utilise également un post-traitement sur les images reconstruites
par itérations : les discontinuités sont lissées. Nous n’avons pas réalisé de post-
traitement car nous recherchons Uimage la plus précise possible. On constate tout
de méme que 'amélioration apportée entre notre méthode FBP et notre méthode L-

BEFGS est comparable a amélioration apportée entre la méthode FBP de De Man
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Figure 6.18 Premiere ligne : réplique du fantome utilisé par Elbakri; Deuxieme
ligne : reconstructions obtenues par nos simulations (FBP & gauche et L-BFGS

& droite); Troisitme ligne : reconstructions obtenus par simulation par Elbakri
(Elbakri et Fessler, 2002) (FBP & gauche et sa méthode a droite).
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et sa méthode de reconstruction. Aussi dirons-nous que nous sommes parvenus a
réduire les artéfacts métalliques dans une mesure comparable a celle de De Man.
L’erreur quadratique finale sur Vimage reconstruite avec L-BFGS est de 0.3%. Notre
reconstruction nécessite 13 min. Aucune indication de temps n’a été publiée par

De Man. Nous ne pourrons donc pas établir de comparaison sur ce point.

6.3.4 Comparaison expérimentale des vitesses de convergence

Parmi les trois algorithmes mis en ceuvre (rétro-projection filtrée, L-BFGS, et gra-
dient conjugué non linéaire), nous cherchons celle qui donne le meilleur compromis
volume de calcul - qualité de 'image. Comme le volume de calcul et la vitesse de
convergence sont intrinsequement liés, nous avons comparé expérimentalement les
vitesses de convergence des différents algorithmes, a la fois en fonction du nombre

d’itérations, et en fonction du temps de calcul, pour un bruit nul.

Nous avons simulé le scan transversal d’une artere calcifiée. I’image a reconstruire
est de taille 63 x 63, elle a été présentée dans les paragraphes précédents. Assurons-
nous tout d’abord de la convergence des algorithmes en visualisant I'évolution de la

norme du gradient du critere G en fonction du nombre d’itérations (Figure 6.20).

On constate que la norme du gradient du critére G calculé par 'algorithme du
gradient conjugué non linéaire converge de fagon monotone, comme prouvé dans
le chapitre précédent. Par contre, la norme du gradient du critere calculée par
la méthode L-BFGS converge de fagcon non monctone. L’évolution du critére et de
Verreur quadratique en fonction du nombre d’itérations et du temps sont représentés

sur les Figures 6.21 et 6.22.

On constate que les méthodes GC et L-BFGS convergent sensiblement a la méme

vitesse. Des simulations effectuées sur d’autres objets ont révélé les mémes résultats.
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Figure 6.19 Premiére ligne : réplique du fantome utilisé par De Man; Deuxieme
ligne : reconstructions obtenues par nos simulations (FBP & gauche et L-BFGS &
droite) ; Troisiéme ligne : reconstructions obtenus par simulation par De Man (Man
et al., 2001) (FBP a gauche et sa méthode a droite).
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Figure 6.20 Evolution de la norme du gradient du critére G en fonction du nombre
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Figure 6.21 Simulation 1 : comparaison de l'évolution du critere en fonction du

nombre d’itérations et du temps, pour les méthodes GC et L-BFGS.
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Figure 6.22 Simulation 1 : comparaison de 1'évolution de l'erreur quadratique en
fonction du nombre d’itérations et du temps, pour les méthodes GC et L-BFGS.

6.3.5 Reconstruction d’images tomographiques de grande taille

Les images que nous reconstruisons sous hypotheése polychromatique sont de taille
199 x 199 pixels. Or les images tomographiques médicales sont de taille 1024 x 1024
pixels. Il serait possible de traiter des images de grande taille avec les algorithmes
que nous proposons, mais la place nécessaire en mémoire serait pour l'instant trop
importante. Nous avons donc pensé a une méthode tres intuitive de reconstruction.
Voici comment nous avons procédé :

e nous faisons tout d’abord une premiere reconstruction sous hypothese monochro-

matique en utilisant la méthode de rétro-projection filtrée;

e puis nous sélectionnons la zone bruitée par des artéfacts;

e nous recoustruisons enfin cette zone sous hypothese polychromatique par la mé-
thode L-BFGS, en supposant la reconstruction du reste de 'image sans erreur.
Par soucis de simplification et de clarté, nous appelons par la suite cette démarche
« reconstruction double ». Elle utilise en effet successivement les hypotheses mono-
chromatique et polychromatique. Afin de tester cette démarche, nous avons simulé

le scan d'une artere calcifiée munie d'un stent dans du tissu mou. L'image d’origine
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est de taille 255 x 255 pixels (Figure 6.23). La figure 6.24 présente la reconstruc-

50 100 150 200 250

Figure 6.23 Simulation : artere calcifiée munie d’un stent dans du tissu mou.

tion monochromatique initiale et la sélection de la zone bruitée puis la reconstruc-
tion finale utilisant hypothese polychromatique. Cette derniére reconstruction est
comparée a la reconstruction de I'image entiere sous hypothese polychromatique.
Le Tableau 6.9 présente les erreurs quadratiques de reconstruction des différentes

méthodes.

Tableau 6.9 Reconstruction d'images tomographiques de grande taille : comparaison
des erreurs quadratiques obtenues avec différentes méthodes

FBP | FBP puis L-BFGS | L-BFGS
| Erreur quadratique (%) | 1.52 27.4 0.27

On constate que 'image obtenue en utilisant la reconstruction double est de moins
bonne qualité que celle obtenue par FBP. Cela est certainement da au fait que la
zone sélectionnée n’est pas suffisamment grande pour contenir tous les artéfacts.
Cette méthode de reconstruction repose en effet sur I'hypothése que la partie de
I'image non sélectionnée a été reconstruite par FBP avec une trés bonne précision.
Si elle n’est pas vérifiée, des erreurs se propagent dans 'image finale. Les temps de
calculs nécessaires pour cette méthode sont de plus relativement importants. Les

résultats ici obtenus ne sont pas satisfaisants. La reconstruction d’images de grande
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50 100 150 200 250

50 100 150 200 250

Figure 6.24 De haut en bas et de gauche & droite : reconstruction en utilisant la
méthode FBP et sélection de la zone bruitée; reconstruction de la zone bruitée
sous hypothese polychromatique; reconstruction de 'image entiére sous hypothese
polychromatique.



dimension passera donc par une meilleure gestion de la mémoire par les méthodes
du gradient conjugué non linéaire ou du L-BFGS. Une écriture des algorithmes en

langage C devrait permettre d’y parvenir.

6.3.6 Conclusion - Discussion

Au cours de ce chapitre, nous avons comparé les méthodes de reconstruction sui-

vantes : L-BFGS, GC et FBP.

Pour les méthodes GC et L-BFGS, on note que :

e les temps de calcul restent importants, lors de I’évaluation des méthodes. Contrai-
rement a la méthode FBP, il est de plus nécessaire d’attendre la fin de 'acquisi-
tion de I'ensemble des projections pour commencer la reconstruction ;

e notre mise en ceuvre nécessite une place mémoire importante. Nous utilisons en
effet la matrice de projection A de taille n, x L* ol n, est le nombre de rayons
X émis. 1l serait possible de réduire cet espace en utilisant une paramétrisation ;

e la reconstruction ne pourra jamais étre parfaite, car le modele adopté n’est pas
parfait. Les coefficients d’atténuation sont notamment décomposés en tenant
seulement compte de l'effet Compton et de Ueffet photoélectrique. Certains phé-
nomenes ont ici été négligés, comme nous 'avons vu dans le chapitre 2. La relation
entre les coefficients d’atténuation d’un matériau a une énergie quelconque et son
coefficient d’atténuation a 70 keV pourrait également étre décrite plus finement.
De plus, les détecteurs mesurent en réalité une variation d’énergie, et le nombre
de photons captés ne suit pas une loi de Poisson. Un modeéle statistique plus
fidele au phénomene physique améliorerait la qualité de la reconstruction. Nous
pourrions par exemple considérer le signal total comme la somme pondérée (par
I'énergie) de distributions de Poisson. Ce modele serait potentiellement plus pré-

cis car il tiendrait compte de la nature polychromatique du rayon X incident lors
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du processus de détection;
e enfin, les valeurs des parametres d’optimisation sont ici fixées empiriquement,
par essais et erreurs. La mise en place d’'une méthode systématique permettrait

un gain de temps et d’efficacité.

Les résultats présentés restent tout de méme satisfaisants :

e la qualité de 'image est améliorée de maniére sensible. Les artéfacts métalliques
sont notablement réduits, sans pour autant lisser les discontinuités;

e il serait envisageable de diminuer la dose administrée au patient ;

e il est également possible d’accélérer les algorithmes GC et L-BFGS proposés en
utilisant un pré-conditionnement ;

La technique L-BFGS et 'algorithme du gradient conjugué non linéaire convergent

sensiblement a la méme vitesse. Aucune propriété de convergence ne peut étre énon-

cée pour la méthode L-BFGS, contrairement aux GC qui convergent uniformément.

Les GC fournissent généralement des images de meilleure qualité.

Tous les résultats ont ici été présentés pour des rayons X incidents paralleles. Un
simulateur utilisant une géométrie en éventail a également été mis en ceuvre. Les

résultats obtenus sont tout a fait comparables a ceux que nous venons de présenter.
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CONCLUSION

L'objectif de ce travail était de réaliser un bon compromis entre la qualité des re-
constructions tomographiques et les temps de calculs nécessaires, notamment en
présence de pieces métalliques. Nous avons pour cela tenu compte du caractere
polychromatique des rayons X émis et adopté une approche de reconstruction algé-
brique. La premiere partie du travail fut consacrée a la description des phénomenes
physiques de génération des données brutes : émission des rayons X, propagation
dans le milieu et détection. Cela nous a permis de comprendre les limites des mé-
thodes de reconstruction actuellement utilisées et de proposer une modélisation du
probleme direct plus réaliste. Notre démarche a été décrite dans le chapitre 6 ou
nous établissons une relation entre les données mesurées et une estimation de la
reconstruction parfaite. Cette estimation minimise un critere composé de la somme
d'un terme de fidélité aux données et d’'un terme de régularisation. Le seconde
partie du travail, exposée dans le chapitre 5, a consisté a choisir une technique de
minimisation efficace pour un critére non convexe et non quadratique, soumis a une
contrainte de positivité. La méthode du gradient conjugué non linéaire utilisant la
recherche du pas de Moré et Thuente et la méthode quasi-Newton L-BFGS se sont

révélées particulierement efficaces.

La principale originalité de notre travail repose sur la prise en compte du caractere
polychromatique des rayons X, et sur l'utilisation d'un changement de variable
permettant d’assurer la positivité de la solution. Nous avons également pris soin
de spécifier les propriétés de convergence des algorithmes utilisés. La méthode du
gradient conjugué converge de fagon monotone vers un point stationnaire mais
aucune propriété de convergence ne peut &tre énoncée pour la technique L-BFGS.
Les résultats obtenus avec des données simulées, présentés au chapitre 6, montrent

une nette amélioration de la qualité de la reconstruction. Les artéfacts métalliques
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sont trés atténués. Finalement, méme s’il nous est impossible de rivaliser avec la
méthode de reconstruction classique, le conmpromis entre le temps d’exécution et la

qualité des images est assez encourageant.

Un prolongement de ce travail consisterait dans un premier temps a diminuer les
temps de calcul en utilisant un pré-conditionnement. Une approximation du Hessien
du critere suffisamment fine mais rapidement calculable doit pour cela étre évaluée.
Il faudrait ensuite améliorer le modele d’acquisition pour le rendre plus fidele a la
réalité et améliorer ainsi le calcul du sinogramme a partir de 'image reconstruite a
chaque itération. Enfin, des tests sur des données réelles permettraient de valider
Vefficacité des méthodes ici proposées. Cela constituerait un premier pas vers une
reconstruction 3D. Des essais sur des données réelles permettraient également de
mieux quantifier I'effet de la tension et du courant appliqués au tube de génération

des rayons X, sur la qualité de la reconstruction.
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ANNEXE I

FORMULATION DE L’APPROXIMATION QUADRATIQUE DU
CRITERE

Nous allons ici présenter plus en détail les développements mathématiques qui ont

permis de construire "approximation quadratique du critere.

Les vecteurs seront écrits en caractere gras (par exemple v), et ses composantes en

lettre minuscule indexée (v; désigne la 1™ composante du vecteur v). Le produit

matriciel entre deux matrices (ou une matrice et un vecteur) sera noté AB (ou
u

Aw). La division terme & terme de deux vecteurs est notée 7.

Rappelons la signification des variables utilisées :

e N est le nombre de rayons X émis

e L est la longueur du c6té de I'image a recounstruire (en pixels)

e A = (a;;) est la matrice de taille N x L? telle que a;; est la distance parcourue
par le rayon X de la projection ¢ dans le pixel j de 'objet scanné.

e 1y représente le nombre de photons-bruit regu par le récepteur ¢ pour le niveau
d’énergie k

e y; est le nombre de photons ayant traversé le corps et recu par le récepteur ¢

e by est réel. Ils représentent le nombre de photons incidents ayant le niveau d’éner-
gie k

e @ est le vecteur des coefficients linéiques d’atténuation du corps scanné, de taille
L? x1

e ®,u-+0,v représente I'atténuation du faisceau pour chaque rayon. @, et G, sont

réels, u et v sont de taille N x 1.
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Rappelons Vexpression du critére — L :
D 70

N /K
—L(hqy) = Z (Z (bke—(¢>ku+ew)i =)

i=0 \k=1
o
¥ In z (bke—(q’ku+9k®)i + nk)) —In Aﬁ) (1.1)
k=1
Avec :
K .
Ai = Z (bke_(q)kusol_ek’vsol)i -+ T’ik) (12)
k=1

A\; est correspond au nombre de photons détectés par le tomographe. Il est donc

connu. Nous avons :

u=A¢
v=A0

(L3)

ol ¢ et @ sont deux vecteurs fonction d’'une méme variable p-,. Elles sont donc

lies. Ce lien est exprimé par une relation linéaire :
6=a¢p+p (1.4)

oll & et 3 sont connus et sont de la forme :

Le développement de Taylor du second ordre au voisinage du point courant @,

donne :

~Ligo +5) = ~L(gg) +g's +  5Hs (L6)



I.1 Calculdeg:

Le gradient g de —L est défini par :

On obtient :

g=dlA+dl Aa

ol les vecteurs d, et d, sont définis comme suit :

'—8L/au1 —8L/dvl
d, = : d, = :
—8L/8UN (2o, Vo) —8L/5"UN (o, Vo)
(1.8)
avec .
L K ”
o = ) beBre PO <—1 + J) (19)
8ui 1 /\1

oL - 7 —®pu;—Ory; Yi
5o ZDk@ke RUTERN L 1 + X (1.10)
! k=1 E
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1.2 Calculde H :

Le Hessien H de —L est défini par :

~Q?L/3D?  —0°L/0®,0%, ... —8°L/9%,0%;2
—?L)03,0D,  —02L/0®?

H= _ | (L11)

~8?L /01209, —02L /092,

H=ATCiA+a"ATCyA + ATCyAa + aTATC3Aa

Les matrices Cy, C,, C3 sont définies comme suit :

- - 2
= 2 -9, Up—OrVo _ 2 Zk‘ bkcbke @, Uo—O,Vo

“ ;b&k ) (1=%)+v ( A (1.12)
~®Uo - Y
C, = Zbk®k6k6 25Uo—OxVo (1 _ 2
k (1-3)

by, Qe Prtho—Ox Lo b, O, e~ ErUo—Ox Vo
+ y(Zk k Pk . )(Zk Ok - ) (L.13)

b O e Erto—6xVo 2
Cg — Zbk@k e—QkuO—@k'Uo (1 _ %) + Yy (Zk‘ k kzeA ) (E14)
k



ANNEXE II

COEFFICIENTS D’ATTENUATION DES DIFFERENTS
MATERIAUX UTILISES LORS DES SIMULATIONS

coefficient d’atténuation en cm ™! & différentes énergies
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matériau
40keV | 60keV | 7T0keV | 80 keV 110 keV
agent de contraste | 0.323838 | 0.248521 | 0.234882 | 0.221726 | 0.20519
tissu mou 0.281178 | 0.215783 | 0.203941 | 0.192518 | 0.17816
calcification 0.35292 | 0.29801 0.28 0.2737 0.255
NiTi 1.53438 | 0.749782 | 0.6523 | 0.544658 | 0.45883

Ces valeurs ont été calculées grace aux données fournies par le site Internet :

http :/,'physics.nist.gov

Le Nitinol (NiTi) est constitué a 50% de Nickel et & 50% de Titane.
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ANNEXE III

ECHELLE HOUNSFIELD
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