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Analyse des signaux
David Legault

INTRODUCTION

Ce document se veut une introduction aux concepts
théoriques relíes à l’échantillonnage des signaux.
L’ échantillonnage permets de représenter un signal analogique
en une śerie de valeurs prises̀a des intervalles réguliers. Le
but de ce pŕesent document est de vous exposer la théorie
reliée au th́eor̀eme d’́echantillonnage et quelques exemples
concrets de son utilisation. Ensuite, il sera question d’analyse
de Fourier en traitement se signal. Certains sujets comme
l’effet de la largeur de la fen̂etre d’́echantillonnage, la FFT1

et la DFT2 stationnaire et temporelle seront abordés.

THÉORIE DE L’ ÉCHANTILLONNAGE

L’ échantillonnage peut se voir comme une opération
math́ematique consistant̀a multiplier le signal par un peigne
d’impulsions de Dirac3. L’opération consistèa prendre des
valeurs du signal̀a des intervalles constants (échantillonnage)
qui sont des multiples de la période d’́echantillonnageTe.

Sur la Fig. 1 nous pouvons observer un signal aléatoire
f(t) sur lequel nous appliquons uńechantillonnagèa tous les
instantsTe repŕesent́e par la Fig. 3.

Fig. 1. Fonction quelqueconque f(t)

Fig. 2. Spectre fŕequentiel de f(t)

1Fast Fourier Transform
2Discrete Fourier Transform
3On se rappel que l’impulsion de Dirac est un artefact mathématique

permettant de représenter une impulsion de durée źero

Fig. 3. Valeurséchantillonńees de f(t)

Fig. 4. Spectre fŕequentiel defe(t)

Nous voulons représenter la fonctionf(t) par seśechantillons
f(nTe) qui sont des pointśequidistants. Nous pouvons définir
la fonction échantillonńeefe(t) comme suit:

fe(t) =
∞∑

n=−∞
Tef(nTe)δ(t− nTe) (1)

L’ échantillonnage d’un signal provoque une réṕetition de sa
transforḿee de Fourier̀a des intervalles deσ comme illustŕe
à la Fig. 4. D’apr̀es la propríet́e de la transforḿee de Fourier
de la fonction delta de Dirac:

δ(t− a) ↔ e−jaω ejat ↔ 2πδ(ω − a) (2)

Nous avons une représentation de la transformée de Fourier
de fe(t) qui est la suivante:

Fe(ω) =
∞∑

n=−∞
Tef(nTe)e−jnTeω =

∞∑
n=−∞

F (ω− 2nσ) (3)

où σ =
π

Te
.

Donc la fonctionFe(ω) n’est autre que la réṕetition du
spectre deF (ω) à tous les intervalles±2σ.
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Théor̀eme d’́echantillonnage

Supposons que la fonction f(t) soit d’énergie finie et limit́ee
en fŕequence (signal Bande Limitée):

F (ω) = 0 pour |ω| > σ (4)

Alors on peutécrire la fonctionF (ω) commeétant:

F (ω) = Fe(ω)pσ(ω) (5)

où la fonction pσ(ω) est illustŕee à la Fig. 5 ci-dessous.
Cette fonction est un filtre unitaire pour ne conserver que la
bande d’int́er̂et du signalFe(ω), soit l’intervalle [−σ, σ].

Fig. 5. Fonction de filtre unitairepσ(ω)

En appliquant la transforḿee de Fourier inversèa l’équation
(5), nous obtenons:

f(t) =
∞∑

n=−∞
f(nTe)

sin σ(t− nTe)
σ(t− nTe)

(6)

Sachant que la transformée de Fourier inverse depσ(ω) est:

F−1[pσ(ω)] =
sin σt

σt
(7)

Ce ŕesultat est appelé le th́eor̀eme d’́echantillonnage, affir-
mant que l’on peut représenter un signalf(t) en termes d’une
séquence d’́echantillonsf(nTe) équidistants. La fŕequence
d’échantillonnagéetant donńe par letaux de Nyquist:

1
Te

=
π

σ
(8)

Ce th́eor̀eme indique donc qu’il faut́echantillonner un signal
dont la fŕequence maximale estfmax avec une fŕequence
fe > 2fmax pour conserver l’information du signal pour sa
reconstruction.

EFFETS DE LA FŔEQUENCE D’ ÉCHANTILLONNAGE

Mais qu’arrive-t-il si l’on échantillonneà des fŕequences
inférieures ou suṕerieuresà la fŕequence maximal de notre
signal?

A. Le sous-́echantillonnage

Le sous-́echantillonnage consistèa échantillonner un signal
avec une fŕequence sous le taux de Nyquist (fe < 2fmax). Le
spectre du signal n’étant plus compris entre[−σ, σ] comme
illustré à la Fig. 2, lors de la reconstruction il y aura perte
de l’information contenue dans les fréquences plus grandes

que la bande2σ. Un autre ph́enom̀ene qui pourra se produire
est l’ajout de composantes en fréquence qui n’́etaient pas
présentes initialement dans le signal. Ces composantes peu-
vent provenir du repliement spectral de certaines fréquences
du spectreFe(ω) comme à la Fig. 4. Donc, il aura une
déformation qui est connue sous le nom dealiasing.

Pour éliminer cet effet, il suffit de filtrer, avec un filtre
passe-bas, le signal que l’on veutéchantillonner pouŕeliminer

les fŕequences supérieuresà
fe

2
. Un exemple de ceci est le

téléphone que nous utilisons̀a la maison. La voix est filtrée
pour ramener le contenu en fréquences entre 300 Hz et 3.8
KHz (l’humain moyen entends les fréquences entre 200 Hz et
20 KHz). Le signal de la voix est ensuiteéchantillonńee avec
une fŕequence de 8 KHz. C’est une des raisons pourquoi, il
nous semble que, la voix de l’interlocuteur est différente au
téléphone que lorsqu’il est devant nous. Il manque en effet
une partie des hautes fréquences de la voix.

B. Le sur-́echantillonnage

Le sur-́echantillonnage n’apporte en soit rien de plus sur
l’information du signal, mais peut parfoiŝetre utile lors
de la reconstruction pour apporter plus de précision sur le
signal reconstruit. Il y a donc moins de trous vides entre
deux échantillons pris̀a exactementfe = 2fmax. La th́eorie
nous indique qu’́echantillonner au taux de Nyquist suffit pour
repŕesenter le signal, mais il n’est pas mentionné que la phase
du signal peut jouer dans l’allure du signal reconstruit.

Une façon de ŕeduire ces effets (surtout si on ignore la
phase du signal̀a échantillonner) est de sur-échantillonner
lég̀erement le signal pouŕeviter de tomber dans ce piège.
Mais n’oublions pas qu’un taux d’échantillonnage supérieur
implique une largeur de bande supérieure.

RECONSTRUCTION DU SIGNALÉCHANTILLONNÉ

En pratique, on ne peut prendre une infinité d’échantillons
pour repŕesenter le signal. Nous nous retrouvons donc limités
à N échantillons pour reconstituer le signal. L’équation (6)
devient alors:

fN (t) =
N∑

n=−N

f(nTe)
sin σ(t− nTe)

σ(t− nTe)
(9)

La reconstruction du signal subit alors une lég̀ere
déformation aux extŕemit́es d̂u au manque d’échantillons hors
de la fen̂etre temporelle sur lequel le signal estéchantillonńe.

Voici un exemple d’́echantillonnage d’un signal composé de
sinusöıdes de 50, 150 et 250 Hz. Le signal sur la Fig. 6 aét́e
échantillonńe à fe = 600Hz (2fmax = 500Hz).
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Fig. 6. Signal compośe de 3 sinusôıdes de 50, 150 et 250 Hz

Fig. 7. Spectréechantillonńe à fe = 600 Hz

Fig. 8. Signal reconstruit

On peut voir la d́eformation du signal sur les bords de la
reconstitution sur la Fig. 8. Sur la Fig. 7, la représentation du
spectre nous montre bien le contenu en fréquences du signal,
soit 50, 150 et 250 Hz.

Mais qu’arrive-t-il lorsque nouséchantillonnonsà une
fréquence plus basse que le taux de Nyquist? Les Figs. 9,
10 et 11 nous montrent l’effet sur le spectre ainsi que sur
la reconstruction du m̂eme signal qu’auparavant avec une
fréquence d’́echantillonnagefe de 450 Hz (2fmax = 500Hz).

Fig. 9. Signal compośe de 3 sinusôıdes de 50, 150 et 250 Hz

Fig. 10. Spectréechantillonńe à fe = 450 Hz

Fig. 11. Signal reconstruit

Nous voyons dans cet exemple qu’il y a repliement spectral
comme illustŕe à la Fig. 4. Il y a maintenant une composante
à 200 Hz qui n’́etait pas pŕesente auparavant. Nous pouvons
observer sur la Fig. 11 une déformation marqúee du signal
reconstruit.

Maintenant voyons l’effet de la phase sur l’échantillonnage
d’un signal inconnu. Comme illustré à la Fig. 12, il se
pourrait que nous tombions sur cette situation lorsque nous
échantillonnons un signal périodique. Le spectre de ce signal
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échantillonńe est nul ainsi que sa reconstruction car nous
n’avons pas obtenu d’informations de l’échantillonnage.

Fig. 12. Mauvaiśechantillonnage dùa la phase inconnue du signal

Une façon de se prémunir contre ce ph́enom̀ene lorsque
nous ignorons tout du signal̀a échantillonner est de sur-
échantillonner ĺeg̀erement le signal pour ne pas que tous
les échantillons tombent sur des valeurs nulles ainsi que
d’appliquer un filtre passe-bas pour limiter le contenu en
fréquences de celui-ci.

ANALYSE DE FOURIER

Dans cette partie nous verrons les effets de la largeur
de la fen̂etre d’́echantillonnage sur la transformée discr̀ete
de Fourier (DFT), un outil d́evelopṕe pour faire l’analyse
discr̀ete des signaux continuséchantillonńes. Il existe plusieurs
versions d’algorithmes de calcul de DFT que l’on nomme par
FFT (la fonction fft de Matlab par exemple).

C. Śeries Discr̀etes de Fourier

Il est bien connu que nous pouvons exprimer une fonction
périodique de ṕeriodeT comme une somme d’exponentielles
complexes

f(t) =
∞∑

n=−∞
anejnω0t ω0 =

2π

T
(10)

Où les coefficientsan sont d́efinis comme suit

an =
1
T

∫ T/2

−T/2

f(t)e−jnω0tdt (11)

La formule de la Somme de PoissonCette identit́e tr̀es
importante est̀a la base de la DFT et de ses dérivées. Elle
démontre que nous pouvons illustrer une fonction périodique
en fonction de la somme des coefficients de sa transformée de
Fourier.

f(t) =
1
T

∞∑
n=−∞

F (nω0)ejnω0t ω0 =
2π

T
(12)

PreuveSoit la fonction f(t) qui est une réṕetition ṕeriodique
de f0(t) comme illustŕe aux Fig. 13 et 14. On peutécrire la
fonction f(t) commeétant

f(t) =
∞∑

n=−∞
f0(t + nT ) = δ(t) ∗ f0(t) (13)

Fig. 13. Fonction ṕeriodique f(t)

Fig. 14. Fonctionf0(t)

Si on veutécrire f(t) en fonction des coefficientsan selon
l’ équation (10), on a donc que les coefficientsan sont donńes
par

an =
1
T

F0(nω0) (14)

Nous savons que la transformée de Fourier de f(t) est donné
par

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(t) e−jωtdt (15)

Avec les propríet́es de la transforḿee de Fourier en
remplaçant dans l’équation pŕećedente la valeur de f(t) avec
celle de l’́equation (13) nous obtenons

F0(nω0) =
∫ T/2

−T/2

f0(t) e−jnω0tdt (16)

La fonctionf0(t) étant non-nulle seulement dans l’intervalle
[-T/2,T/2].

En appliquant le m̂eme raisonnement pour une fonction
périodique en fŕequence, nous arrivonsà une formule similaire
pour F (ω)
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F (ω) =
2π

ω1

∞∑
n=−∞

f(nT1)e−jnT1ω T1 =
2π

ω1
(17)

En discŕetisant ces deux formules pour des séquences de
duŕee finies, nous en arrivons̀a une repŕesentation en série
discr̀etes de Fourier que nous verrons dans la prochaine
section.

D. DFT - Transforḿee Discr̀ete de Fourier

La transforḿee discr̀ete de Fourier est une représentation
de Fourier pour les séquences de durées finies. Elle est elle-
même une śequence plut̂ot qu’une fonction continue. On s’en
sert dans beaucoup d’algorithmes de calcul (algorithmes FFT)
pour le traitement nuḿerique des signaux.

Les śeries discr̀etes de Fourier sont une représentation
discr̀ete d’une śequence ṕeriodique de longueur infinie.
Comme les coefficients de cette séquence sont aussi
périodiques en N, la DFT est alors la représentation de ces
coefficients sur une seule période de longueur N.

Les équations de la DFT sontécrites comme suit:

X[k] =
N−1∑
n=0

x[n]W kn
N (18)

x[n] =
1
N

N−1∑
k=0

X[k]W−kn
N (19)

où WN = e−j2π/N

En discŕetisant l’́equation 17 avecT1 devenant un facteur
unitaire, nous obtenons la représentation discrète suivante

X(ω) =
∞∑

n=−∞
x[n]e−jnω (20)

De l’équation pŕećedente on constate que les coefficients
X[k] sont

X[k] = X(ejω)|ω=2πk/N (21)

La DFT n’étant rien d’autre que l’échantillonnage du spectre
continu à des intervalles réguliers d́ependant de la valeur de
N.

E. Calcul de la DFT: Consid́erations pratiques

Comme vu pŕećedemment, les coefficients de la DFT ne
sont nul autre qu’uńechantillonnage du spectre de la fonc-
tion échantillonńee. Et la DFT est une représentation sur
une ṕeriode d’un signal ṕeriodique. Maintenant voyons les
influences de quelques facteurs entrant en ligne de compte
dans le calcul de la DFT.

1) La fen̂etre d’́echantillonnage: Lorsque l’on
échantillonne, il est bien entendu impossible de prendre
une infinit́e d’échantillons en śerie. Quel est l’effet de cette
fenêtre d’́echantillonnage sur la DFT?

La transforḿee de Fourierétant une oṕeration dual, la
transforḿee inverse de Fourier d’une fonction rectangulaire
donne une fonctionsinc (voir l’ équation (7)) et inversement la
transforḿee d’une fen̂etre rectangulaire donneraégalement un
sinc également. Sur la Fig. 15, nous illustrons la transformée
de Fourier d’une fen̂etre d’une longueur de 20́echantillons.

Supposons un signal continu constitué de la somme de deux
composantes sinusoı̂dales:

x(t) = cos(ω1t + θ1) + cos(ω0t + θ0)

−∞ < t < ∞
(22)

On peut repŕesenter ce signal limité dans le temps comme
suit:

xc(t) = w(t)cos(ω1t + θ1) + w(t)cos(ω0t + θ0)

−t1 < t < t2

(23)

Où w(t) est la fonction de fen̂etre qui n’est rien d’autre
qu’une fonction rectangulaire d’amplitude unitaire (comme
la Fig. 5 mais dans le temps). Ci-dessous nous pouvons
apercevoir un exemple de transformée de Fourier d’une fenêtre
rectangulaire.

Fig. 15. Transforḿee de Fourier d’une fenêtre L=20 òu fe = 200 Hz

La transforḿee de Fourier dexc(t) en exploitant les pro-
priét́es de la transforḿee de Fourier:

Xc(ω) = W (ω) ∗ (δ(ω − ω1) + δ(ω + ω1))

+ W (ω) ∗ (δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0))
(24)

Ce qui donne finalement le résultat suivant:

Xc(ω) = W (ω − ω1) + W (ω + ω1)

+ W (ω − ω0) + W (ω + ω0)
(25)
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Pour des signaux périodiques, le spectre de la fenêtre est
tout simplement ŕeṕet́e aux fŕequences du signal.

Ceci peut poser des problèmes si les fŕequences des com-
posantes sinusoı̈dales sont trop rapprochées. Il sera en effet
difficile de d́epartager les fréquences présentent dans le spectre
si elles sont trop pr̀es avec une fen̂etre de type rectangulaire
car les composantes de chacune des fréquences influeront sur
celle des autres. Il existe d’autres types de fenêtres qui peuvent
réduire cet effet et augmenter la résolution du spectre comme
les fen̂etres Kaiser [1] qui arrondissent les coins de la fenêtre
carŕee ce qui ŕeduit le ph́enom̀ene de Gibbs4.

2) Effet de l’́echantillonnage spectral:Lorsque l’on calcul
la DFT d’une śequence, il faut̂etre prudent dans son analyse
car il y a quelques situations qui pourraient menerà de fausses
interpŕetations. Supposons que nous avons le signal suivant

v[n] = cos(
2π

16
n) + 0.75 cos(

2π

8
n) 0 ≤ t ≤ 63 (26)

Une fen̂etre rectangulaireL = N = 64 est utiliśe pour
calculer la DFT. Ici, les fŕequencesω1 = 2π/8 = 2π8/64
correspond̀a l’échantillonk = 8 et ω2 = 2π/16 = 2π4/64
corresponds̀a l’échantillonk = 4. Comme on peut observer
sur la Fig. 16, la DFT n’est pas très repŕesentative du con-
tenu en fŕequence du signal initial parce que le choix du
pas d’́echantillonnage (N = 64) coı̈ncide avec les fŕequences
contenues dans le signal initial.

Fig. 16. DFT de v[n] pour L = N = 64

Cette repŕesentation est bien différente du spectre continue
de la Fig. 17 ci-dessous. Le mauvais choix de longueur de
fenêtre a masqúe beaucoup d’information que nous aurions
obtenu avec un autre choix.

4Une coupure de pente infinie entraı̂ne un effet d’oscillation

Fig. 17. Amplitude de la DFT (|V (ejω)|)

3) Le Zero-padding:Cette technique consisteà rajouter une
série de źerosà la fin de la śerie d’́echantillons pour augmenter
le nombre de points dans le calcul de la DFT, ce qui a pour
effet de diminuer l’intervalle d’́echantillonnage en fréquence.
Mais cette technique n’augmente pas la résolution spectrale
deséchantillons et deux fréquences très rapproch́ees ne seront
pas plus d́ecelables. Reprenons le cas de la Fig. 16 où N =
64, et comparons avec les Figs. 18 et 19 où N = 128 et N =
512 respectivement.

Fig. 18. DFT de v[n] pour L = 64 et N = 128

Fig. 19. DFT de v[n] pour L = 64 et N = 512
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