Analyse des signaux
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INTRODUCTION A

Ce document se veut une introduction aux concepts
theoriques rekBs a [I'échantillonnage des signaux.
L’ échantillonnage permets de répenter un signal analogique
en une érie de valeurs prisead des intervalleséguliers. Le
but de ce pesent document est de vous exposer kotle T
reliee au tkoeme déchantillonnage et quelques exemples 4 -

concrets de son utilisation. Ensuite, il sera question d’analyse 0

de Fourier en traitement se signal. Certains sujets comme
I'effet de la largeur de la fegtre déchantillonnage, la FPT
et la DFT? stationnaire et temporelle seront abesd

THEORIE DE I ECHANTILLONNAGE 4
L’ échantillonnage peut se voir comme uneé@ion

Fig. 3. Valeurséchantillon@es de f(t)

Fe(w)

mathtematique consistarét multiplier le signal par un peigne
d'impulsions de Dirat Lopération consisted prendre des

valeurs du signaa des intervalles constantschantillonnage)
qui sont des multiples de laépgode déchantillonnagd..
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Sur la Fig. 1 nous pouvons observer un sign@atdire
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f(t) sur lequel nous appliqguons wthantillonnage tous les Fig. 4. Spectre Equentiel def.(t)

instantsT, repieseng par la Fig. 3.

Nous voulons ref@senter la fonctiof(t) par se€chantillons
t i f(nTe) qui sont des pointéquidistants. Nous pouvongfihir
la fonction échantillontge f.(t) comme suit:

oo

n=—oo

1
0 T, t
a la Fig. 4. D’'apes la prop@te

Fig. 1. Fonction quelqueconque f(t) ] |
de la fonction delta de Dirac:

A F(w) 5(15 — a) o e dw

de f.(t) qui est la suivante:
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Fig. 2. Spectre fquentiel de f(t) . s
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1Fast Fourier Transform

2Discrete Fourier Transform
30n se rappel que l'impulsion de Dirac est un artefact @athtique

Fe(w) = fj Tof(nTe)e e =

fet)= > T.f(nT.)s(t — nT.)

> L’ échantillonnage d’un signal provoque uiggatition de sa
transfornée de Fouriea des intervalles de comme illusté
de la transfor@e de Fourier

e 216 (w — a)

Nous avons une repsentation de la transfoéa de Fourier

Y F(w—2n0) (3)

n=—oo

Donc la fonction F.(w) n'est autre que laépetition du

permettant de repsenter une impulsion de der £ro spectre deF'(w) & tous les intervalles2o.



Théoreme déchantillonnage que la band@cs. Un autre penomene qui pourra se produire
Supposons que la fonction f(t) soitéiergie finie et limige €St 'ajout de composantes erefuence qui ®taient pas

en frequence (signal Bande Lirgit): présentes initialement dans le signal. Ces composantes peu-
vent provenir du repliement spectral de certainésjfiences
F(w)=0 pour |w| > o (4) du spectref(w) commea la Fig. 4. Donc, il aura une

_ _ déformation qui est connue sous le nomal&asing.
Alors on peutécrire la fonctionF'(w) commeétant:

Pour éliminer cet effet, il suffit de filtrer, avec un filtre
F(w) = Fe(w)pos (w) (3)  passe-bas, le signal que I'on véaghantillonner pouéliminer

ou la fonction p,(w) est illustée a la Fig. 5 ci-dessous. les frequences sumieuresa E Un exemple de ceci est le

Cette fonction est un filtre unitaire pour ne conserver que Ial, h ilisori | . L . filtre
bande d'inérét du signalF. (w), soit lintervalle [~a, o] telephone que nous utilisors |a maison. La voix est fi
exTh o pour ramener le contenu eréfluences entre 300 Hz et 3.8
KHz ('humain moyen entends les&fquences entre 200 Hz et

+ Po=) 20 KHz). Le signal de la voix est ensuiéehantillonige avec
une fiequence de 8 KHz. C’est une des raisons pourquoi, il
1 nous semble que, la voix de l'interlocuteur est &liffnte au

télephone que lorsqu'il est devant nous. Il manque en effet
une partie des hautesefjuences de la voix.
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B. Le suréchantillonnage
Fig. 5. Fonction de filtre unitairg, (w)
Le suréchantillonnage n'apporte en soit rien de plus sur

En appliquant la transforée de Fourier inversi I'équation !'Information du signal, mais peut parfoigtre utile lors

(5), nous obtenons: de la reconstruction pour apporter plus dé&gision sur le
signal reconstruit. Il y a donc moins de trous vides entre
s sino(t —nT,) deux échantillons prisa exactemenyf. = 2f,,... La theorie
ft) = Z f(nTe) o(t —nT,) ®)  nous indique quwéchantillonner au taux de Nyquist suffit pour
n=—oo

repiesenter le signal, mais il n'est pas mentierque la phase
Sachant que la transfoéa de Fourier inverse dg (w) est:  du signal peut jouer dans I'allure du signal reconstruit.

Flpy(w)] = sin ot @) Une facon de &duire ces effets (surtout si on ignore la

) ) R ot . ~ phase du signah échantillonner) est de s@echantillonner

mant que I'on peut regsenter un signd(t) en termes d'une wMajs n'oublions pas qu'un taux @chantillonnage sipieur
sequence déchantillons f(nT.) équidistants. La &quence jmplique une largeur de bande gujeure.

d’échantillonnageétant doné par letaux de Nyquist

1 s

? = ; (8) RECONSTRUCTION DU SIGNALECHANTILLONNE
€

Ce tteoreme indique donc qu'il faugchantillonner un signal
dont la fiequence maximale est,.. avec une fequence
fe > 2fmaz pour conserver l'information du signal pour s
reconstruction.

En pratique, on ne peut prendre une inénitéchantillons
£our repésenter le signal. Nous nous retrouvons donc &mit
a N échantillons pour reconstituer le signal.&fjuation (6)
devient alors:

EFFETS DE LA FREQUENCE D ECHANTILLONNAGE

N .
Mais qu’arrive-t-il si I'on échantillonnea des fequences Fa(t) = Z f(nT: )sm o(t —nT) )
inféerieures ou surieuresa la frequence maximal de notre Sy “ ot —nT)
signal?

La reconstruction du signal subit alors unégdre
A. Le souschantillonnage déformation aux exémites di au manque @chantillons hors
Le souséchantillonnage consisteéchantillonner un signal de 1a ferétre temporelle sur lequel le signal éshantillone.
avec une fequence sous le taux de Nyquigt € 2f,qz). L€
spectre du signal Btant plus compris entre-o,c] comme  Voici un exemple déchantillonnage d’un signal compode
illustré a la Fig. 2, lors de la reconstruction il y aura pertsinusaddes de 50, 150 et 250 Hz. Le signal sur la Fig. ét&a
de linformation contenue dans leséffuences plus grandeséchantillone a f, = 600Hz @ f,,.. = 500HZ).
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On peut voir la éformation du signal sur les bords de la Nous voyons dans cet exemple qu'il y a repliement spectral
reconstitution sur la Fig. 8. Sur la Fig. 7, la répentation du comme illusté a la Fig. 4. Il y a maintenant une composante
spectre nous montre bien le contenu eggfrences du signal,a 200 Hz qui nétait pas pesente auparavant. Nous pouvons
soit 50, 150 et 250 Hz. observer sur la Fig. 11 uneéfbrmation margée du signal

reconstruit.

Mais qu’arrive-t-il lorsque nouséchantillonnonsa une
frequence plus basse que le taux de Nyquist? Les Figs. 9vaintenant voyons l'effet de la phase suedhantillonnage
10 et 11 nous montrent I'effet sur le spectre ainsi que sdiun signal inconnu. Comme illugira la Fig. 12, il se
la reconstruction du Bme signal qu’auparavant avec un@ourrait que nous tombions sur cette situation lorsque nous
frequence dchantillonnagef, de 450 Hz 2f,,.. = 500Hz). échantillonnons un signalépiodique. Le spectre de ce signal



échantillone est nul ainsi que sa reconstruction car nous PreuveSoit la fonction f(t) qui est uneepétition periodique
n'avons pas obtenu d'informations dé&d¢hantillonnage. de fo(t) comme illusté aux Fig. 13 et 14. On pedécrire la
fonction f(t) commeétant

1
F&)y =Y folt+nT)=05(t)x folt) (13)

n=—oo

05
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Fig. 12. Mauvaistchantillonnage da la phase inconnue du signal
Fig. 13. Fonction priodique f(t)

Une facon de se pmunir contre ce gmonene lorsque
nous ignorons tout du signa échantillonner est de sur-
échantillonner égerement le signal pour ne pas que tous
les échantillons tombent sur des valeurs nulles ainsi que T 0
d’appliquer un filtre passe-bas pour limiter le contenu en
frequences de celui-ci.

ANALYSE DE FOURIER

Dans cette partie nous verrons les effets de la largeur L . . L1 >
de la feretre déchantillonnage sur la transfoem discete . 72 ¢
de Fourier (DFT), un outil @velop@ pour faire I'analyse
discete des signaux continéghantillons. Il existe plusieurs Fig. 14. Fonctionfo(t)

versions d’'algorithmes de calcul de DFT que I'on nomme par

FFT (la fonction fit de Matlab par exemple). Si on veutécrire f(t) en fonction des coefficients, selon

I'équation (10), on a donc que les coefficiemissont donés

par
C. Sries Discktes de Fourier
Il est bien connu que nous pouvons exprimer une fonction an = 7 Fo(nwo) (14)
périodique de priodeT comme une somme d’exponentielles 3 , ;
comol Nous savons que la transfoee de Fourier de f(t) est do@an
plexes
par
> 2w
_ jnwot _ o oo .
SO = 3, ™ w7 (10) Fo)= [ syt (15)
Ou les coefficients:, sont cfinis comme suit Avec les propietes de la transforée de Fourier en
T2 remplacant dans &quation pecedente la valeur de f(t) avec
1 ) v :
Gy = 7/ F(t)einwot g 1) celle de Iéquation (13) nous obtenons
T)_
T/2 /2
La formule de la Somme de PoissoBette identié tres Foy(nwo) :/ fo(t)e=/motat (16)
importante est la base de la DFT et de seéridées. Elle —T/2

demontre que nous pouvons illustrer une foncti@nipdique  La fonction fy(¢) étant non-nulle seulement dans l'intervalle
en fonction de la somme des coefficients de sa tran&erde [-T/2,T/2].
Fourier.

| 5 En appliquant le dme raisonnement pour une fonction
f(t) == Z F (nwg) el ™ot wo = il (12) periodique en fequence, nous arrivorgsune formule similaire
T pour F(w)

n=—oo



1) La feretre d%echantillonnage: Lorsque I'on
9r 2 9 échantillonne, il est bien entendu impossible de prendre
F(w) = il Z f(nTy)e= T T = il (17) une infinie d'échantillons en &rie. Quel est I'effet de cette
w1, w1 fenétre déchantillonnage sur la DFT?

En discétisant ces deux formules pour desgsences de
durée finies, nous en arrivorss une repegsentation ené&sie
discretes de Fourier que nous verrons dans la procha

La transfornke de Fourierétant une ofration dual, la
ipignsfornée inverse de Fourier d'une fonction rectangulaire
donne une fonctiosinc (voir I' équation (7)) et inversement la

section. , N ) .
transfornée d’'une fedtre rectangulaire donneégalement un
sinc également. Sur la Fig. 15, nous illustrons la transfeem
D. DFT - Transfornge Discete de Fourier de Fourier d’'une feétre d’'une longueur de 28chantillons.

La transfornée discete de Fourier est une r&sentation
de Fourier pour leségjuences de dées finies. Elle est elle-  Supposons un signal continu conséitie la somme de deux
méme une &quence pldtt qu'une fonction continue. On s’enComposantes sinukiales:
sert dans beaucoup d’algorithmes de calcul (algorithmes FFT)

pour le traitement nu@rique des signaux. z(t) = cos(wit + 1) + cos(wot + 0o)

(22)

L, . L . , . —o0 <t < oo
Les <ries disoetes de Fourier sont une repentatlon

discete d'une &quence @riodique de longueur infinie. On peut repgsenter ce signal linétdans le temps comme
Comme les coefficients de cetteégeience sont aussisuit:
périodiques en N, la DFT est alors la répentation de ces

coefficients sur une seuléepode de longueur N. 2o(t) = w(t)cos(wit + 61) + w(t)cos(wot + 0)
(23)
Les équations de la DFT sordcrites comme suit: —t <t <ty
N-1 Ou w(t) est la fonction de fetre qui n'est rien d'autre
X[k] = Z x[n]WE" (18) qu'une fonction rectangulaire d’amplitude unitaire (comme

n=0 la Fig. 5 mais dans le temps). Ci-dessous nous pouvons
apercevoir un exemple de transf@ende Fourier d’'une fétre

rectangulaire.
o) = = 7 X[EWR (19) J

0B+
ou Wn = BijQW/N
0.4a¢
En discétisant léequation 17 aved; devenant un facteur 0.4t

unitaire, nous obtenons la r&sentation diséte suivante
0.3r

X(w) = Z x[n]eij"‘” (20) 02t

R 01t

De I'équation pecddente on constate que les coefficients
X[k] sont

EI 1
-100 -a0 ] a0 100
X[k;} = X(ejw)|w:2wk/N (21) Fig. 15. Transforrae de Fourier d’'une fétre L=20 a1 f. = 200 Hz

La DFT n'étant rien d’autre quedchantillonnage du spectre | 4 transfornee de Fourier de: (t)
continu a des intervalleséguliers @pendant de la valeur de .
N.

en exploitant les pro-
prietes de la transforée de Fourier:

Xe(w) =W(Ww)*(0(w—w1)+ dw+ wr))
E. Calcul de la DFT: Consiérations pratiques (24)
Comme vu pecddemment, les coefficients de la DFT ne + W(w) * (6(w = wo) + d(w +wo))
sont nul autre qu'urechantillonnage du spectre de la fonc- ce qui donne finalement l&sultat suivant:
tion échantillon@e. Et la DFT est une repsentation sur
une geriode d'un signal @riodique. Maintenant voyons les Xe(w) =W(w—wi)+W(w+w)
influences de quelques facteurs entrant en ligne de compte (25)
dans le calcul de la DFT. + W(w — wp) + W(w + wp)



Pour des signauxériodiques, le spectre de la fdne est
tout simplementé&pete aux feéquences du signal.

Ceci peut poser des prahes si les fquences des com-
posantes sinu$dales sont trop rapproéhs. Il sera en effet
difficile de departager les éguences g@sentent dans le spectre
si elles sont trop s avec une fé@re de type rectangulaire
car les composantes de chacune déeguences influeront sur
celle des autres. Il existe d'autres types deéfess qui peuvent

réduire cet effet et augmenter lasolution du spectre comme | |
les ferétres Kaiser [1] qui arrondissent les coins de leétem
caree ce qui éduit le plenonmene de Gibls . ' .

2) Effet de léchantillonnage spectralLorsque I'on calcul
la DFT d’'une €quence, il fauttre prudent dans son analyse

car il y a quelques situations qui pourraient meaele fausses 3) Le 7 ddinaC hni istera
interpietations. Supposons que nous avons le signal suivant, _) € £ero-padding: et,te_tecvnlque_con& ajouter une
série de £rosa la fin de la érie déchantillons pour augmenter

le nombre de points dans le calcul de la DFT, ce qui a pour
effet de diminuer I'intervalle dchantillonnage en &quence.
2t or Mais cette technique n'augmente pas &salution spectrale
vln] = cos({n) +0.75cos(—on)  0<t<63 (26) deséchantillons et deux &quences &s rapprockes ne seront
pas plus écelables. Reprenons le cas de la Fig. i6No=
64, et comparons avec les Figs. 18 et 10N = 128 et N =
Une ferétre rectangulaired, = N = 64 est utili® pour 512 respectivement.
calculer la DFT. Ici, les fquencesv; = 27/8 = 278/64
corresponda I'échantillonk = 8 et wy = 27/16 = 274/64 3r - - - - - .
correspondsa I'echantillonk = 4. Comme on peut observer
sur la Fig. 16, la DFT n’est pasés repesentative du con-
tenu en fequence du signal initial parce que le choix du
pas déchantillonnage (N = 64) ¢ocide avec les &quences
contenues dans le signal initial.

Fig. 17. Amplitude de la DFT|{ (e?w)])
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Fig. 16. DFT de v[n] pour L = N = 64

Cette repesentation est bien défente du spectre continue
de la Fig. 17 ci-dessous. Le mauvais choix de longueur de 0.4
fenétre a masqa beaucoup d’'information que nous aurions

h 0.2t
obtenu avec un autre choix.
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4Une coupure de pente infinie erila un effet d’oscillation Fig. 19. DFT de v[n] pour L = 64 et N = 512
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