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RESUME

La tarification optimale des biens et services se modélise naturellement & l’aide
de la programmation biniveau. En effet, la programmation biniveau est un outil
classique pour modéliser des situations ol un sous-ensemble des variables de déci-
sions est contrdlé non pas par le meneur, mais plutdt par un suiveur qui optimise
sa propre fonction d’utilité par rapport aux variables de décisions qui lui sont at-
tibuées. Ce mémoire de maitrise s’attaque & un probléme de tarification dans les
réseaux de transport avec congestion et segmentation de la demande. Au premier
niveau, une firme (meneur) impose des tarifs sur un sous-ensemble d’arcs fixé &
I'avance en tentant de maximiser ses revenus. Au deuxiéme niveau, chaque usager
essaie minimiser ses propres coflits de transports, ceux-ci étant une combinaison
linéaire du temps de transport et du tarif total déboursé. On suppose qu’il existe
une fonction de densité qui décrit la répartition des usagers selon la valeur (moné-
taire) qu'ils accordent au temps ("value of time"’ ou VOT). Nous sommes donc en
présence d’un probléme biniveau & fonction objectif bilinéaire au premier niveau
et & fonction objectif convexe au second niveau. Puisque nous supposons une ré-
partition continue des usagers selon la VOT, les variables de décision au second
niveau sont des densités de flot et il s’agit donc d’un probléme en dimension infinie.
Nous introduison un algorithme & deux phases pour résoudre ce probléme. La pre-

miére phase consiste & obtenir une solution optimale pour le probléme discrétiseé.
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La deuxiéme phase consiste en une descente de gradient, en utilisant la solution de

la premiére phase comme point de départ.
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ABSTRACT

The optimal setting of prices, taxes or subsidies on goods and services can be
naturally modeled as a bilevel program. Indeed, bilevel programming is an adequate
framework for modeling optimization situations where a subset of decision variables
is not controlled by the main optimizer (the leader), but rather by a second agent
(the follower) who optimizes its own objective function with respect to this subset
of variables. This master’s thesis addresses the problem of setting profit-maximizing
tolls on a congested transportation network involving several user classes. At the
upper level, the firm (leader) sets tolls on a subset of arcs and strives to maximize
its revenue. At the lower level, each user minimizes its generalized travel cost,
expressed as a linear combination of travel time and out-of-pocket travel cost. We
assume the existence of a probability density function that describes the repa,ftition
of the value of time (VOT) parameter throughout the population. This yields a
bilevel optimization problem involving a bilinear objective at the upper level and a
convex objective at the lower level. Since, in this formulation, lower level variables
are flow deunsities, it follows that the lower level problem is infinite-dimensional. We
devise a two-phase algorithm to solve this nonconvex problem. The first phase aims
at finding a good initial solution by solving for its global optimum a discretized
version of the model. The second phase implements a gradient method, starting

from the initial point obtained in the initial phase.
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INTRODUCTION

Le sujet de ce mémoire est la tarification dans les réseaux ("network pricing").
De quel réseaux parle-t-on ici? En général, les réseaux de transports (routiers, aé-
riens) ou les réseaux de communications (téléphonie, internet). Lorsque vient le
temps de formuler mathématiquement de tels systémes, on sépare le meneur, qui
décide des tarifs 4 imposer, des suiveurs, qui utilisent le réseau, et on suppose que
ces derniers se soumettent & un processus de décisions hiérarchiques : le meneur fixe
d’abord les tarifs et les suiveurs réagissent. La réaction de ceux-ci vise & minimiser
une fonction de cofits en respectant leur (unique) objectif : se rendre d’un point A
& un point B du réseau. Cette fonction de cotits dépend évidemment du tarif total
imposé sur le chemin emprunté, mais aussi de la qualité de ce chemin telle que
percue par les usagers. La qualité d’un chemin peut dépendre de plusieurs critéres,
les plus communs étant le temps pour les réseaux de transport (aussi la qualité de
service, c.f. le transport aérien) et la qualité ou vitesse de connexion pour les ré-
seaux de communication. Dans le cas ot il y a segmentation de la demande, chaque
usager peut avoir sa propre fonction de cotts. Il y a (au moins) deux autres points
& considérer concernant les usagers. Le premier est leur interaction avec le réseau,
ot 'on cherche la plupart du temps & modéliser des phénomeénes de congestion.
Le second concerne la coopération avec le suiveur : on admet généralement que les

suiveurs choisissent la meilleure solution, parmi I’ensemble des solutions optimales,



du point de vue du meneur. L’objectif du meneur est de maximiser une fonction
d’utilité. On retrouve surtout deux approches dans la littérature : la maximisation
du profit résultant de la collecte des tarifs (taxes, péages) et la maximisation de

'utilité sociale d’un point de vue global par rapport au systéme.

Le but de ce travail est de modéliser un probléme de maximisation du profit en
considérant & la fois la segmentation continue de la demande et la congestion. Sans
congestion et avec segmentation discréte, on peut modéliser probléme & 'aide de
la programmation mathématique & deux niveaux, voir Labbé, Marcotte et Savard
(2], Ce modéle a été repris par Schoeb et al.l?Z, qui y a intégré la segmentation de
la demande continue. Il caractérise & I’aide d’un gradient (ou sous-gradient dans
certains cas) la variation du trafic sur chaque arc par rapport & une variation des
taxes imposées. Il en découle un algorithme de descente classique ou1 on essaie d’ob-
tenir un bon point de départ en résolvant le probléme discrétisé de facon exacte.
L’approche utilisée dans ce travail est exactement la méme, mais nous ajoutons de
la congestion sur les arcs. Le calcul de la solution au deuxiéme niveau est moins
direct : il s’agira de résoudre une inéquation variationnelle de dimension infinie.
Nous obtenons encore une fois un gradient (ou sous-gradient) pour caractériser
I’évolution de la solution d’équilibre sous une pertrurbation des taxes et proposons
donc un algorithme de descente pour résoudre le probléme. La flexibilité d’un tel

algorithme nous permettra également de résoudre un probléme plus "noble" que



'on retrouve surtout dans les réseaux de transport : imposer des tarifs de sorte que
le délai total associé & la solution d’équilibre soit minimal. Cette approche différe
de ce que 'on retrouve dans la littérature a ce propos, car les arcs tarifables consti-
tuent un sous-ensemble (fixé a priori) strict des arcs du réseau. On parle alors de

"second best pricing".

Le travail est organisé comme suit : le chapitre 1 présente les programmes ma-
thématiques avec contraintes d’équilibre et introduit également le lecteur au modéle
de Labbé, Marcotte, Savard. Le chapitre 2 présente les problémes de gestion de tra-
fic et introduit notamment le principe d’équilibre de Wardrop (61, Le chapitre 3
définit notre modéle de facon formelle. Quelques résultats théoriques sont obtenus
et on présente l’algorithme de résolution. On obtient au chapitre 4 une discrétisa-
tion du probléme, dont la solution sera utilisée comme point de départ de notre
algorithme. Enfin, le chapitre 5 présente les performances de notre algorithme sur

un ensemble de problémes tests.



CHAPITRE 1

PROGRAMMES MATHEMATIQUES AVEC CONTRAINTES

D’EQUILIBRE

Ce chapitre a pour but d’introduire quelques concepts fondamentaux reliés aux
programmes mathématiques avec contraintes d’équilibre ("Mathematical Program-
ming with Equilibrium Constraints" ou MPEC). Ces programmes sont également
connus dans la littérature sous le nom de problémes biniveaux généralisés. Un
MPEC est un probléme d’optimisation hiérarchique (biniveau dans la plupart des
cas) incluant au deuxiéme niveau une inéquation variationnelle ou des contraintes
de complémentarité paramétrées par les variables de décision du premier niveau.
On parle de contraintes d’équilibre puisqu’en ingénierie et en économie, 1'inéquation
variationnelle ou les contraintes de complémentarité du deuxiéme niveau référent
souvent & des phénoménes d’équilibre. On trouve des applications des MPEC dans
plusieurs domaines tels que le design de réseaux, le transport (d’ou I'intérét dans le
cadre du présent ouvrage), la finance et la théorie des jeux. Le terme "Mathema-
tical Programming with Equilibrium Constraints" serait apparu pour la premiére
fois dans la littérature en 1988 dans un article de Harker et Pang [°l. La section
1.1 présente le probléme de Stackelberg, exemple classique d’'un MPEC, que l'on

retrouve & maintes reprises dans la littérature. On introduit & la section 1.2 les
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inéquations variationnelles dans le contexte de la formulation des MPEC. Enfin, la

section 1.3 présente un modéle de tarification général.

1.1 Equilibre de Stackelberg

Les MPEC forment une large classe de problémes d’optimisation & laquelle se
sont intéressés des mathématiciens, ingénieurs et économistes au début des années
50. Ceux-ci se sont avérés utiles dans la modélisation de processus de décisions
hiérarchiques, d’ol leur relation avec le probléme de Stackelberg. Les jeux de Sta-
ckelberg sont pour ainsi dire la premiére forme de MPEC étudiée dans la littérature.
Ce sont des jeux séquentiels oii le premier joueur - le meneur - prend une décision

optimale & son égard en considérant la réaction du second joueur - le suiveur.

1.1.1 Exemple typique d’un jeu de Stackelberg

Supposons que deux entreprises produisent un bien homogéne en quantités y; et
y2 (o y; € Q; = [0, 00) par exemple). La quantité totale de biens produits est donc
Y = y; + 9. La firme i a un colt de production ¢;(y;). Supposons également que
I'on connaisse le prix & fixer pour que le marché écoule cette production (p(Y) =
fonction de demande inverse). Le probléme de maximisation du profit de I’entreprise

2 est donc le suivant :

II%EXﬂ'z(yl, 2/2) = p(yl + y2)y2 - Cz(yz)- (1-1)



Il est évident que le profit de l’entreprise 2 dépend de la quantité de biens produits
par Uentreprise 1. Si les fonctions 7; sont dérivables, strictement concaves et satis-
font certaines conditions frontiéres, on peut alors résoudre le probléme en utilisant
les conditions d’optimalité de premier ordre. On obtient ainsi deux fonctions de
réactions propres & chaque entreprise.

Supposons que les 2 entreprises ont un colit marginal fixe, respectivement c; et

Co, avec ¢; > cy. Supposons également que la demande en fonction du prix s’écrit :
Y(p)=1l-p=p=1-Y=1-y—un
Le probléme de maximisation devient :

maxy, T2(y1,¥2) = (1 — y1 — ¥2)¥2 — C2¥2.

Et alors,
3 _ __ l—eg—
se=1l-c—y-2p=0=y =52
Connaissant la fonction de réaction de l'entreprise 2 (yi = %ﬂl), on en

vient au probléme de maximisation suivant pour ’entreprise 1 considérée comme

meneur :
maxy, T1(y1,y2) = (1 —y1 — 1:‘9‘22;11‘)91 — C1Y1.

Ce qui donne :

Omy __ 1-2yi1+ca _ * __ 1=2c1+co



La figure 1.1.1 montre qu’en fait Péquilibre de Stackelberg se situe au point de
tangence entre la courbe d’isoprofits de la firme 1 et la courbe de réaction de la

firme 2.

Exemple avec c1 =0.2 et c2 =0.1
0.8 T T T T T T T T

07F .
y2 Réaction de la firme 1
061 .

Equilibre de Cournot
0.5F 9

Equilibre de Stackelberg

0.3r / -

Réaction de ia firme 2

0.1 4

Isoprofits de la figme 1

0 Il L _h L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

yi

Figure 1.1 Equilibre de Stackelberg

1.1.2 Définition formelle d’un jeu de Stackelberg

Le meneur choisit une stratégie x dans un ensemble X C R" et le suiveur
choisira une stratégie y dans l’ensemble Y (z) € R™. L'ensemble Y (z) est supposé
convexe et fermé. Le suiveur a une fonction de coit 6(z,-) : R™ — R. La réaction
optimale du suiveur sera donc y*(z) € argmin{f(z,y) : y € Y(z)}. Soit f(-,y) :

R" — R la fonction de colit du meneur; le jeu de Stackelberg se formule donc



ainsi :

min f (z,v)

sc. y€argmin{f(z,y):y €Y(z)}.

Dans le cas ot la fonction 6 est strictement convexe pour un z fixé, y* est déterminé
de fagon unique. Dans le cas ol la réaction optimale n’est pas unique, le probléme
pourrait étre mal posé si aucune régle ne spécifie complétement la réaction. A un
extréme, un suiveur de "mauvaise foi" pourrait, & = fixé, étre tenté de choisir la
pire solution y¢ ("Worst Case Scenario") du point de vue du meneur. A 'autre, on
suppose généralement que le meneur impose au suiveur sa réaction, ce qui est trés
réaliste la plupart du temps. Il faudrait alors lire le prdbléme de la fagon suivante,
en remarquant que y est maintenant une variable de décision au premier niveau :

Jnin flz,y)

s.c. y€argmin{f(z,y):y €Y (z)}.

Le modéle de Stackelberg, dans sa forme dite statique, a d’abord été introduit
par von Stackelberg %3 en 1952. Des efforts de recherche ont porté sur le modéle

déterministe statique avec contraintes couplantes. Par abus de langage, on retrouve



souvent ce probléme sous la forme dite verticale suivante :

max  fi(z,y)
T,y

s.c. iz, y) <0
max, fo(z,y)

92(:177 y) S 0.

Ce type de probléme est généralement non-convexe et non-différentiable, ce qui
rend sa résolution difficile. En particulier, Jeroslow ' a montré que la programma-
tion mathématique linéaire & deux niveaux (ol toutes les fonctions sont linéaires)
- trés semblable au probléme de Stackelberg présenté ci-haut - est un probléme
NP-difficile, et Vicente, Savard et Jadice 24 ont méme montré que I'obtention d’un

simple certificat d’optimalité locale était fortement NP-Difficile.

1.2 Inéquations variationnelles

Si I’exemple précédent de jeu de Stackelberg a permis d’introduire les concepts
de jeux séquentiels (ou de processus de décisions hiérarchiques), il ne présente
toutefois pas un élément essentiel des MPEC, les contraintes d’équilibre. Dans le
cadre de cet ouvrage, nous utiliserons des contraintes d’équilibre de trafic, que
nous présenterons plus en détail au chapitre 2. La représentation mathématique

de phénoménes d’équilibres dans un MPEC fait souvent appel aux inéquations
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variationnelles.
Soit F': R™ — R™ une fonction et X C R" un ensemble convexe. Un vecteur z* est

dit solution de I'inéquation variationnelle IV (F, X) ¢’il satisfait :

(F(z*),z—2") 2 0,Vz € X, (1.2)

ou (-, -) représente le produit scalaire usuel. On a de fagon équivalente :

—F(z*) € Nx(z*), (1.3)

ou

Nx(z*)={deR": (d,y—z) <0,Vy € X}

est le cone normal & X en z € X.

Dans le cas particulier ot F' est le gradient d’une fonction f, ’équation 1.3 devient
tout simplement la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre impliquant
qu’il n’existe pas de direction de descente admissible en z*.

Le lecteur intéressé par les inéquations vatiationnelles pourra se référer aux travaux
de Harker et Pang 8 et Patriksson [, Les notes de cours de Marcotte [8 sont

également une excellente introduction aux inéquations variationnelles.
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1.2.1 Formulation des MPEC

Pour une fonction f : R*™ — R, la forme générale d'un MPEC est la suivante :

min  f(z,y) (1.4)
s.c. (z,y)eZ (1.5)
y € S(x) (1.6)

o Z € ™™ est un ensemble fermé non-vide (ensemble réalisable) et out S(z) C R™
est ’ensemble des solutions d’une inéquation variationnelle paramétrée en z C R".

Plus précisément, soit X la projection de Z sur R", i.e.,

X={zeR":3yec R tq. (z,y) € Z}

et soit C : R — R™ une transformation qui 4 chaque z € R" associe un ensemble
(possiblement vide) fermé et convexe C(z) de ®™. Donc, pour chaque valeur z € X
admissible, l'inéquation variationnelle est IV (F(z,-),C(z)), ou F : R — R™

est appelée fonction d’équilibre. Par définition,

ye Sz)eyellz)et (Flz,y),v—y) >0, Yve C(z). (1.7)
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Examinons le cas ot la transformation F'(z,-) est le gradient partiel d’une fonction

dérivable § : R*™™ — R, i.e.
Flz.y) = V,6(z,y).

Dans ce cas, pour z fixé, les solutions de 'inéquation variationnelle IV (F(z, -), C(z))
sont données par l’ensemble qui satisfait les conditions de stationarité du premier

ordre du probléme (2e niveau)

min 6(z, y)
v

s.c. y € C(z).

Ce cas particulier correspond au probléme de programmation biniveau. On pou-
rait alors croire que les MPEC sont donc une généralisation de la programmation
biniveau. Mais remarquons que les MPEC peuvent également &tre ramenés sous
la forme d’un programme biniveau faisant appel a une fonction de gap (Marcotte
et Zhu [14]). En effet, associons a l'inéquation variationnelle du deuxiéme niveau
IV(F(z,-),C(x)) la fonction de gap suivante :

Golz,y) = Do, (z,y, z)
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ou

8(z,9.2) = (Fl@v),y—2) — gy - 2|

et o est un nombre positif. La fonction ¢ est concave et G, est positive ou nulle
sur C(z). De plus, G,(z,y) = 0 si et seulement si y est solution de l'inéquation

variationnelle. Ainsi, IV (F(z,-),C(x)) peut se réécrire
Ga(z,y) =0,

d’ol la reformulation du MPEC initial en :

min /() 18)
sc. z€X,yeClx) (1.9)
Galz,y) = 0. (1.10)

Marcotte et Zhu ont proposé de résoudre ce probléme en imposant une pénalité
sur la fonction objectif (f(z,y) + uGal(z,y), 4 > 0). Pour un apergu plus détaillé
des méthodes et algorithmes proposés pour résoudre les MPEC, le lecteur est référé

3 la these de doctorat de Benoit Colson !4,
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1.3 Modéle de tarification général

Le sujet principal de cet ouvrage étant la tarification dans les réseaux de trans-
port (avec congestion et segmentation de la demande), il va de mise de présenter

12]

le modéle de tarification général de Labbé, Marcotte, Savard [!2, I s’agit d’un

probléme linéaire biniveau :

max Tz,
z,T

min (c; + T)z1 + cox2
21,22

S.C. AlfL'l + AQSL’Q =b

Z1,T2 2 Oa

ot T représente le vecteur de taxes (ou'de prix), z; et zp les vecteurs associés
aux produits taxables et non-taxables respectivement. Ce probléme a été montré
fortement NP difficile par Roch . En utilisant une approche combinatoire, ce
dernier réduit le probléme 3-SAT [l en une instance du probléme de tarification.
Le probléme 3-SAT consiste & déterminer si I’expression suivante, constituée de

m clauses & trois litéraux (choisis parmi n variables binaires zi,...,z, et leurs
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négations) peut étre valide :

F= /\?il(lil \% liz \ l23)

Roch fournit ensuite un algorithme d’approximation en temps polynomial avec
une précision dans le pire des cas de %log mr + 1. Il montre ensuite que cette re-
laxation est serrée par rapport a la relaxation linéaire en construisant des instances

pour lesquelles le saut d’intégralité est atteint.

1.3.1 Modéle de tarification dans les réseaux de transport

Une application intéressante du précédent modéle apparait dans les réseaux de
transport. On introduira d’abord la notation présentée au tableau 1.3.1 :

Le probléme consiste 4 maximiser les revenus du meneur sachant que les usagers
(suiveurs) vont se répartir de fagon & minimiser leur cofit de transport, que toute
la demande doit étre satisfaite et que les contraintes de conservation de flot sont

respectées. Le probléme général est le suivant :
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Tableau 1.1 Notation pour le probléme de tarification

N: Noeuds du réseau
Q: Ensemble des noeuds origines du réseau
A Ensemble des noeuds destinations du réseau
A Ensemble des arcs du réseau
a=(i,j): Elément de A
A Ensemble des arcs taxables
Ay Ensemble des arcs non taxables
i Ensemble des noeuds précédant i
it Ensemble des noeuds suivant 4
Cq Cotit fixe de transport sur a
T, Taxe sur a € A;
lg : Borne inférieure sur T,
drt Demande de flot entre l'origine k et la destination [
okt Flot de l'origine k & la destination [ passant par a
Tq Flot total sur a
%iX%ZAI ToZa, (1.11)

nréin Z (co + Ty)zg + Z CaZas (1.12)

a€Ai, a€As
kl kl
E e — E zr (1.13)
a€it a€i™
{
1 sii=k,

=9 -1 sii=[ VLkIENXQxA

0 sinon,
\
zo =Y d"zl, Vaec A (1.14)
k.l
2 >0, Va, k1€ AxQxA (1.15)

T, >1l,, Va€ A (1.16)
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Les fonctions objectifs du meneur et des suiveurs sont représentées par les équa-
tions 1.11 et 1.12. Les contraintes 1.13 et 1.15 sont des contraintes classiques de
conservation de flots positifs. La contrainte 1.14 assure la satisfaction de la demande
et enfin, la contrainte 1.16 assure le respect des bornes inférieures sur les taxes. Ce
probléme peut étre transformé en un probléme linéaire en nombres entiers en se
basant sur le fait que les chemins transportent soit tout le flot associé & une ori-
gine/destination, soit rien du tout. Comme on le verra dans les chapitres suivants,
ce cas ne se présente pas lorsqu’on ajoute une segmentation de la demande et/ou

de la congestion au probléme.
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CHAPITRE 2

MODELE DE TARIFICATION AVEC CONGESTION

Ce chapitre a pour but d’introduire le lecteur & 'utilisation des MPEC dans les
problémes de gestion de trafic. On abordera un point de vue légérement différent de
celui présenté a la fin du chapitre 1, car il s’agit ici de diminuer le temps de transport
total des usagers (pour diminuer la pollution et le stress des automobilistes!) et non
pas de maximiser les profits d’une firme quelconque. Le lecteur est référé & un article
de Bergendorff, Hearn et Ramana [, dont I’auteur s’est inspiré. La section 2.1
présente 1’équilibre de Wardrop ainsi qu’un exemple bien connu dans la littérature
qui permet de différencier 'optimalité du point de vue des usagers et I’optimalité
du systéme : le réseau de Braess 3], On présente ensuite un lemme utilisé pour
définir une technique simple pour atteindre 'optimalité du systéme : la tarification
au colt social marginal (section 2.2). Cette derniére technique ne garantit toutefois
pas 'obtention de I'optimalité & un cofit minimum pour les usagers. On présentera
donc une approche qui va dans ce sens a la section 2.3.

A noter que contrairement au chapitre précédent, nous supposons ici qu’il est
possible d’imposer un tarif sur tous les arcs pour réconcilier équilibre de trafic
(solution optimale du point de vue de chaque usager) et équilibre social (solution

optimale du point de vue du systéme). Ceci est peu pratique dans la vraie vie;
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on voit mal comment il serait possible d’imposer aux automobilistes un péage a
chaque coin de rue! Dans les chapitres suivants, notre approche consistera, comme
dans le cas de la maximisation du profit, & se restreindre & des arcs dits tarifables
déterminés & ’avance. Le but de ce chapitre n’est donc pas d’établir les bases d’une
technique de tarification qui sera utilisée ultérieurement, mais plutét d’introduire

de facon générale les problémes de gestion de trafic.

2.1 Equilibre de Wardrop

Soit un réseau composé de m chemins différents (mais pouvant emprunter des
arcs communs) reliant une origine O & une destination D, et la demande d en
nombre d’utilisateurs souhaitant aller de O vers D, c’est-a-dire souhaitant emprun-
ter un des chemins disponibles. On notera v = (vy, v, ..., Uy, ) un état du réseau, tel
que v; représente le nombre d’utilisateurs empruntant le chemin 7. On supposera
que le temps de parcours associé au chemin ;7 est fonction de ’état du réseau et
est donné par la fonction de délai D;(v). Un équilibre de trafic, ou équilibre de
Wardrop, est atteint lorsque les temps de parcours sur les chemins utilisés sont

tous égaux et inférieurs aux temps de parcours sur les chemins non utilisés. Ceci
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se traduit de la fagon suivante :

D;(v*) >u* Vj

Zm:v;=d

j=1

*
ijO.

La premiére équation garantit que les chemins utilisés ont le méme délai u*, tandis
que la deuxiéme impose que ce délai u* soit minimal sur tous les chemins. La troi-
siéme équation garantit que la demande est satisfaite et enfin, la quatriéme interdit
un nombre négatif d’usagers sur un chemin. En supposant que le réseau de transport
est composé de n arcs, on notera z; ,¢ = 1,...,n le nombre d’usagers empruntant
larc ¢ et Z la matrice d’incidence arcs-chemins. De plus, la fonction de délai est
donnée pour chaque arc et est notée D;(x). Soit A la matrice d’incidence origine-
destination / chemin et b le vecteur de demande par paire origine-destination.

L’ensemble des flots admissibles devra satisfaire :
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On définira les ensembles :

Ensemble réalisable arcs/chemins F' = {(z,v)|z = Zv, Av = b,v > 0};

Ensemble réalisable arcs X = {z] il existe v t.q. (z,v) € F}.

Bref, un flot z* est & ’équilibre selon le principe de Wardrop 128 si et seulement

si il est solution de I'inéquation variationnelle IV (D, X), c’est-a-dire

(D(z*),z —z*) > 0,Vz € X.

2.1.1 Paradoxe de Braess

Un exemple bien connu de ce modéle d’affectation du traffic est illustré a la
figure 2.1. Ce réseau, dit de Braess, est formé de trois chemins ACD, ABD et
ABCD reliant l'origine A et la destination D et ol la demande est fixée & 6 unités.
L’équilibre est atteint en affectant 2 unités & chaque chemin, résultant en un délai
de 92 par chemin et en un cofit total pour le systéme de 6 x 92 = 552. Or, on
constate qu’il aurait été plus efficace d’affecter 3 unités aux chemins ACD et ABD,
résultant en un délai de 83 par chemin et en un cott total de 6 x 83 = 498. Mais
cette solution est instable, car dans cet état, le délai du chemin ABCD est de 70.
La solution optimale du systéme ne pourra étre atteinte qu’avec une coopération
entre les usagers ou & ’aide d’un planificateur qui interdirait ’accés & ’arc BC,

d’ot le paradoxe de Braess. On verra plus loin comment il est possible d’atteindre
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I'optimalité du systéme en formulant un MPEC approprié.

D 10x C

6 @-

50 +x 50 +x
10 +x

@- 6
B 10x A

Figure 2.1 Réseau du paradoxe de Braess

2.2 Optimalité du systéme

Du point de vue d’un planificateur, 'objectif est de minimiser le temps total de
transport des usagers. Comme nous ’avons montré & la section 2.1.1, I’affectation
naturelle & I’équilibre n’est pas nécessairement optimale du point de vue du systéme.
On étudiera alors les situations d’équilibre résultant de la perturbation du vecteur
de délais D (vecteur cotits) & I’aide d’une taxe T, tel que le colt pour les usagers

est désormais de
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Remarquons qu’ici, la fonction D exprime le délai en unité monétaire. Introdui-
sons d’abord le lemme suivant qui sera utilisé lors de la définition de la tarification

au colt social marginal.

Lemme 1. (Bergendorff, Hearn, Ramana/¥!) Soit z* € X. Les affirmations sui-

vantes sont équivalentes :
1. z* est un équilibre de trafic, i.e., x* est solution de IV (D, X).
2. z* € argmin{D(z*)"z | z € X}, i.e., min{D(z*)Tz | 2 € X} = D(z*)Tz".

3. Il existe u tel que :

Démonstration. En utilisant la définition de IV(D, X), I’équivalence entre 1 et 2

suit immédiatement. Sachant que z* € X, on peut réécrire 2 de la facon suivante :
min{D(z*)T Zv |Av = b,v > 0} > D(z*)Tz*.
Par dualité, on obtient :

‘max{bTu|ATy < ZTD(z*)} > D(z*)T 2"
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Il existe donc u tel que

AT < Z7D(z),

vy > D(x*) Tz,

Soit v* > 0 tel que =* = Zv*, Av* = b, on voit que

b7 > (z*)"D(z") = (v)T(Z27D(a")) 2 (v*) ATp = b7 p

On peut remonter les arguments précédents dans le sens inverse pour en déduire

I’équivalence entre 2 et 3. D’oul la conclusion du lemme. O

Dans le cas ou la fonction D est strictement monotone, 'unicité de la solution
d’équilibre est garantie. Notons que la troisiéme affirmation du lemme précédent
est la plus intéressante d’un point de vue d’optimisation, car elle caractérise un
équilibre de trafic sous forme de contraintes paramétrisées par la variable p qui
représente en fait la durée associée aux chemins utilisés.

Examinons maintenant le probléme du planificateur qui consiste & minimiser le
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temps total de transport :

min (D(z), z)

z,v

En reformulant ce probléme en la variable v seulement et en laissant de coté la
contrainte couplante x = Zv, le lagrangien et la condition nécessaire d’optimalité

de Karush-Kuhn-Tucker s’écrivent :

L(v;u;0) = D(Zv)T Zv + T (b — Av) — 67w

VL =27"D(Zv)+ Z*VD(Zv)Zv— ATy~ 6=0

En remplagant les Zv par z, on remarque qu’il existe un minimum local (z*, v*)
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seulement s’il existe u tel que :

ZT(D(z*) + VD(z*)z*) > AT

z*(D(z*) + VD(z*)z*) = b'p.

Le lecteur remarquera la ressemblance entre les contraintes précédentes et la

troisiéme affirmation du lemme 1.

2.2.1 Conit social marginal

On remarque ainsi qu’en posant T = V.D(z*)z*, la solution (z*,v*) est & I’équi-
libre du point de vue des usagers (il s’agit d’appliquer le lemme 1). La stricte
monotonicité nous assure qu’il s’agit de l'unique solution d’équilibre. On dit de
cette méthode de tarification qu’elle se base sur les colit sociaux marginaux. Ce
principe stipule que pour atteindre l’optimalité du point de vue du systéme, on
doit faire payer & un usager additionnel le colit associé & sa route additionné du

colit total imposé aux autres usagers par sa décision d’utiliser le réseau

Bref, dans le contexte de la tarification marginale, on fait en réalité payer seule-

ment le colit marginal T, 'autre composante étant I’équivalent cotit de la conges-
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tion. On reprendra ici 'exemple du réseau de Braess présenté a la section 2.1.1
en indexant les arcs dans 'ordre AB, AC, BC, BD, CD. Ainsi, z* = (3,3,0,3,3)
et VD(z*)z" = (30,3,0,3,30). En imposant une taxe T = (30, 3,0, 3, 30), on re-
marque que =™ est & I'équilibre, le coiit sur les chemins utilisés étant de 116 (pour
un cofit total de 6 x 116 = 696) et sur le chemin non utilisé étant de 130. Par
contre, I’équilibre aurait pu étre atteint autrement, en imposant par exemple une

taxe de 13 sur 'arc BC et nulle sur les autres arcs, pour un cofit total de 498.

2.3 Tarification optimale

Comme nous l’avons montré avec l'exemple précédent, on peut faire mieux
qu’utiliser les colits marginaux pour induire un équilibre de trafic. En effet, il est
possible d’imposer moins de taxes aux usagers tout en obtenant une solution opti-
male du point de vue du systéme. L’approche présentée dans cette section va dans
ce sens. Soit (z*,v*) une solution optimale du point de vue du systéme, mais qui
n’est pas a I’équilibre. Il s’agira de trouver un vecteur de taxes 3 qui rend cette
solution & l’équilibre en imposant aux usagers un coiit total minimum. Ce coft
total s’écrit (Dg(z*), z*) = (D(z*), z*) + (B, z*). On ne conservera que le deuxiéme
terme, le premier étant constant. Mais ce vecteur de taxes doit faire en sorte que

(z*, v*) est une solution d’équilibre, c’est-a-dire que 3 doit satisfaire les contraintes :

ZTD/J'»(Q:'*) > AT,O,
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Bref, le probléme s’écrit ainsi :

min (3, z*) (2.1)
B,p
s.C. (2.2)
ZT3 - ATp > —ZT D(z*) (2.3)
()78 = bTp = ~(¢*)"D(z"). (2.4)
Si on se raméne a l'exemple précédent, on a z* = (3,3,0,3,3)7,

D(z*) = (30,53,10,53,30)7, A = (1,1,1), b = 6 et la matrice d'incidence arcs-

chemins est donnée par
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Le programme linéaire & résoudre est donc :

I%igl 301+ 3082+ 384 + 3055
Br+ By o 83
B2+ B | h |27 8 (2:3)
Br+ Bs+ Bs p 70
361 + 302 + 304 + 305 — 6p = —498. (2.6)

La solution optimale est 3* = [0 0 13 0 0] et p = 83. Son cofit est de 0. Il s’agit
bien de la solution mentionnée précédemment. Bref, pour trouver le vecteur de
taxes qui permettra d’atteindre I'optimalité du systéme & un cofit minimum, il
s’agit premiérement de déterminer la répartition optimale des usagers et ensuite
de résoudre le systéme 2.1 - 2.4. Comme nous ’avons mentionné précédemment,
on pourra étre amené & tarifer tous les arcs, ce qui peut ne pas étre pratiquable
dans la vraie vie. Cette approche ne sera pas utilisée lors de cette étude, car il nous
semble difficile d’y intégrer la segmentation de la demande. Nous allons toutefois
essayer de minimiser le temps total des usagers de la méme facon que nous allons

maximiser les revenus associés aux arcs taxables.
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CHAPITRE 3

MODELE DE TARIFICATION AVEC SEGMENTATION DE LA

DEMANDE ET CONGESTION

Dans ce chapitre, on laisse de coté le bien commun et la poursuite d’une so-
lution systéme-optimale pour revenir & la maximisation du profit, avec un ajout
par rapport & ce qui fut présenté au chapitre 2 : la segmentation de la demande.
Il s’agira ici de définir le probléme de fagon formelle, car c’est sur cette base que
nous dériverons des résultats théoriques, ainsi qu’un algorithme de résolution. La
section 3.1 présente la formulation du modéle dans les cas multi-classes discret et
continu. La section 3.2 présente quelques résultats théoriques intéressants desquels

découle un algorithme de résolution (section 3.3).

3.1 Formulation du modéle

On considére un modéle biniveau de tarification dans un réseau (de transport,
de communication, etc.). Au premier niveau, une firme - leader - fixe un prix (taxe,
droit de passage, etc.) sur un sous-ensemble d’arcs lui appartenant dans le but de
maximiser ses revenus. Au deuxiéme niveau, des clients - suiveurs - cherchent &
minimiser leurs cotlits en supposant qu’ils agissent de fagon rationnelle. On suppo-

sera que la firme a au moins un compétiteur, ce qui assure que les revenus sont
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bornés supérieurement. On supposera enfin que les clients sont caractérisés par
une valeur qu’ils accordent au temps (value of time ou VOT), qui suit une loi de
densité (continue ou discréte) dans la population. Le probléme résultant est un
probléme d’optimisation biniveau aux fonctions objectifs bilinéaires (on cherche &
maximiser la somme des produits ¢,z, au premier niveau et & minimiser la somme
des produits mpv, au deuxiéme niveau) et o le probléme du deuxiéme niveau fait
appel & une inéquation variationnelle de dimension finie ou, dans le cas ot il y a
segmentation continue de la demande, de dimension infinie. Toutefois, nous verrons
plus loin que méme dans ce cas (segmentation continue de la demande), on peut
ramener le probléme en un nombre fini de variables.

On se donne un réseau formé d’arcs appartenant a la concurrence et d’arcs
appartenant & la firme maximisant ses profits. On suppose que chaque arc est ca-
ractérisé par un coflt fixe. Sur chaque arc lui appartenant, la firme peut collecter
une taxe (ou encore un péage) qui, du point de vue des consommateurs, viendra
s’ajouter au coft fixe. On suppose également qu’il existe des demandes connues
pour voyager entre certaines paires d’origine/destination. Ce probléme tel qu’il
est présenté jusqu’a maintenant est équivalent au probléme de tarification dans
les réseaux de transport de la section 1.3.1. Un premier ajout & ce probléme, la
congestion, a été présenté au chapitre 2. On en fera ici un deuxiéme : on caracté-
risera les consommateurs par la valeur qu’ils accordent au temps (segmentation de

la demande).
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Plus formellement, soit G = (N, AU A’, K) un réseau de transport formé d’un
ensemble de sommets N, d’un ensemble d’arcs A U A’ et d’un ensemble de paires
origine/destination K C N x N. Les arcs de A sont ceux de la concurrence et ceux
de A’ les arcs taxables de la firme. On notera dy, la demande associée & la paire
O-D k € K, P, I'ensemble des chemins reliant cette paire O-D et P = UkeK P,
’ensemble de tous les chemins. A chaque arc a € AUA’, on associera le nombre total
d’utilisateurs voyageant sur cet arc, un délai et un cofit fixe notés respectivement
Ta, da(2s) €t c,. On supposera que les fonctions d, sont croissantes. A chaque arc
a € A’, on associe également la taxe t, et on définit le vecteur de taxes ¢t = {ta}acar
On notera A(p) 'ensemble des arcs faisant partie du chemin p. Le délai et le coiit

fixe sur le chemin p est donc donné par :

Dy(z) = Z do(zs) , Cp = Z Cas (3.1)
)

acA(p a€A(p)

ot = = {z,}acaua est le vecteur de flot sur les arcs.

On supposera que les consommateurs ont leur propre valeur monétaire d’une
unité de temps, qui s’exprime par le paramétre «, celui-ci étant distribué de fagon
discréte ou continue dans la population. Ainsi le colt (en unités de temps) pergu

sur le chemin p par un consommateur de paramétre « est le suivant :

T, 3,t) = Dplz) +a | Co+ ) 1 (3.2)
)

acA’(p
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ot A'(p) = A(p)N A" et t = {t,}aca est le vecteur de taxe sur les arcs appartenant

a la firme.

3.1.1 Cas discret

On suppose ici que la population est répartie en L classes, chaque classe [ étant
caractérisée par sa valeur o; et que, par souci de simplicité, cette répartition est
la méme pour toutes les O-D. Une affectation d’équilibre est obtenue lorsque pour
chaque classe d’utilisateurs et chaque paire origine-destination, les cofits percus sur
les chemins utilisés sont égaux et inférieurs aux cofits percus sur les chemins non
utilisés. On retrouve le principe d’équilibre de Wardrop décrit au chapitre 2.

On notera vf, le débit de consommateurs de classe ! sur le chemin p et ¢v* =
{v}}pep le vecteur débit par chemin associé & cette classe. Ainsi, on définit len-

semble des vecteurs débit réalisable

Y= {vl >0: ) vl =hld Vke K} =Y (3.3)
PEP;
avec Y = {6 >0:> epTp=dr VkEK }, un polyédre compact de dimension
finie 1] et ot (A!); est une densité discréte, i.e un vecteur de nombres positifs et
de somme égale a 1.
Ainsi, dans le cas sans congestion on obtient le modéle de décision biniveau

suivant :
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mvinz Z pr(al,m,t)vf) (3.5)

keK I=1,...,.L pEP;

Ty = Z Z vf, ,Vae A (3.6)
L

plagA(p) I=1,...,

vt e Yl (3.7)

Dans le cas avec congestion, on se raméne au principe de Wardrop qui se formule
ainsi : le vecteur multi-classe v = (v'); admissible est une solution d’équilibre si et
lement si toute classe il n’exist de vect '€ Y! de cotit inféri
seulement si pour toute classe il n’existe pas de vecteurs 3 € e colit inférieur

par rapport au vecteur de coiits pergus 7 = (7,), sur chaque chemin.

veYl, Vi=1,.,L (3.8)
v=> o (3.9)
{=1
<7r(o/,x,t),vl - yl> <0, YeY!, Vi=1,..,L (3.10)

On reconnaitra tout de suite qu’il s’agit ici d’une inéquation variationnelle de di-

mension finie.
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3.1.2 Cas continu

On s’intéressera maintenant au cas ou la distribution du parameétre a est conti-
nue, positive sur I'intervalle ouvert (0, amax), nulle aux frontiéres et intégrable sur
Vintervalle fermé [0, tupax). En reprenant une notation semblable au cas continu mais
en remplagant les UII, par des vy(a) (il s’agit maintenant d’une densité de clients),

on définit 'ensemble des flots-chemins admissibles v(a) = {v,(@)},p par :

Y(a)= {v(a) : Z vp(a) = dph(a), Vk € K et v(a) > 0} . (3.11)

PEF;

On se limitera ici aux fonctions bornées continues presque partout. En inté-
grant le vecteur v(«) sur le domaine de définition de o ([0, max] par exemple), on
obtiendra le vecteur de flot total 7 = {i;'p}pE p» qui, il est facile de le vérifier, se

retrouve dans le polyédre de dimension finie

?:{5:2@,:% VkeKewzo}. (3.12)

PEF;

Ainsi, dans le cas sans congestion on obtient le modéle de décision biniveau
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suivant :

max Y t,x, (3.13)
t,u(a) ca
Cmax
minz Z / (e, t)v,(a)da (3.14)
V@) ek pep, VO
Ty = Z / vp(a)da, Vac€ A (3.15)
placa(p) *°
v(a) € Y(a). (3.16)

Le lecteur intéressé par ce probléme est référé & un article d’Alexandre Schoeb et
al. 12?2l qui en présente les propriétés théoriques. Les principaux résultats concernent
P'unicité, la continuité et I'obtention d'un gradient du vecteur d’affectation z(t)
exprimé en fonction du vecteur de taxes dans le probléme du deuxiéme niveau.

Dans le cas avec congestion, on se raméne encore au principe de Wardrop. Un

vecteur de fonctions v(a) est en équilibre s'il est solution du systéme infini suivant :

v(a) € Y(a) = h(a)Y (3.17)

7= /Oamax v(a)da (3.18)

(m(a,7,t),v(a) —y(a)) 0 Vy(a) e Y(a), Va € [0, amax - (3.19)

Si I'on recherche une condition d’équilibre presque partout, on obtient en intégrant
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(3.19) :

ve? = {ve {£0am)}" i v(a) €Y(a) Vo [0, aml}

(D@ +aCv-y)<0 WyeV (3.20)

avec C = {Cp + 3 ca(p) ta}pep €t o1 (-,-) représente le produit scalaire dans
{220, aman) Y7, 1ee -

(®, ) = /0 " @(a), U(a) de

On reconnait ici une équation variationnelle de dimension infinie. Ce probléme a
été étudié en profondeur par Marcotte et Zhu [*°l. Dans le cas ot D = (D,),ep est
le gradient d’une fonction d, on peut montrer que v est une solution d’équilibre si
et seulement si il satisfait les conditions d’optimalité du premier ordre associées au

programme mathématique en dimension infinie

min d(7) + / ™ 2 (C,v(a) do
veEY 0
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Le modéle de tarification se reformule donc en le programme biniveau suivant :

BP: max taZa (3.21)
t,z,v(a) eyt
/ a)do,Va € A (3.22)
placA(p)
min d(T / () da (3.23)
z,v(a)
v(a) €Y(a), VYa € [0, ey - (3.24)

3.2 Reésultats théoriques

Le but de cette section est de présenter, comme [’a fait Schoeb et al.?2 dans
le cas sans congestion, des résultats concernant l'unicité de la solution d’équilibre,
la continuité de cette solution par rapport & une variation du vecteur de taxes et
enfin 'obtention d'un gradient (ou sur-gradient) local pour la fonction objectif de

maximisation du profit. On s’inspire d’abord des deux théorémes suivants :

Théoréme 1. (Marcotte et Zhu %) Si les fonctions C et D sont continues, et
I’ensemble Y est compact, alors ’ensemble des solutions de Iinégalité variationnelle

de dimension infinie (3.20) est non vide.

Notons que dans notre cas, la fonction C est constante sur Y. Avant de pré-
senter le prochain théoréme, nous introduisons une condition impliquant les points

extrémes Y de Y et le vecteur de cotit C qui assurera l'unicité presque partout
q
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de la solution d’équilibre v dans ¥. Soit Y% ¢=1,..,N les points extrémes du

polyédre compact Y, et posons :

D7) = (D(®),Y*) i€l N]

C'=(C,Y") i€[1,N]

Condition A : C" # C7 pour tout couple de points extrémaux distincts Y et Y7
du polyédre compact Y.

Ceci nous méne au théoréme suivant :

Théoréme 2. (Marcotte et Zhu [*9) §i D est monotone surY et si la condition A

est satisfaite, alors la solution d’équilibre est unique.

Nous allons maintenant introduire la fonction de gap :

g(v) = mex (H(v),v—y) (3.25)

ot H(v) = D(¥) + aC. La fonction g est continue et positive sur ¥ et on voit que
z est solution de I'inégalité variationnelle (3.20) si et seulement si g(v) = 0, i.esiv

est un optimum global du programme mathématique :

min g(v) (3.26)

veY
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Marcotte et Zhu 3 ont présenté un algorithme de linéarisation, qui se veut une
extension de l’algorithme de Frank et Wolfe, ainsi que I’analyse de convergence pour
résoudre ce programme mathématique. L’algorithme est le suivant :
ALGORITHME DE LINEARISATION
e : facteur de tolérance
{tx} : longueur de pas
initialisation : Soit v® € ¥
Poser £ =0
tant que g(v®) > € faire
o® = [ ) () da
y® ¢ arg max .o (D(T®) + oC, v® —y)
d®) = y®) — y®
p**) = y®) 4 ¢, 4*)
Poser k =k +1
fin tant que
L’algorithme nécessite de résoudre, & T fixé, le programme linéaire suivant pour
chaque valeur de « :

LP(a): y(ar)réi}g(a) (D@) + aC, y(a)) . (3.27)

La solution de ce probléme est unique presque partout (Marcotte et Zhu [19]),
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On cherchera ensuite & caractériser les solutions d’équilibre en introduisant les
définitions suivantes ot 'on considére lintervalle [0, oumay), illustrées & la figure

3.1:

Définition 1. Un point extréme Y* de Y est dominé en T si

D'(T) + aC* > {D/ (%) + aC?}
i=1,. ,N,] %

pour tout « dans [0, Oumax)-

Définition 2. Un point extréme Y de Y est fortement non-dominé en ¥ si

DY) + aC' = m1]51 {D (@) + aC7}
J=1,.. N j#i

pour un intervalle [oy-1,05] dans [0, omay], tel que ci_; < o.

Définition 3. Un point extréme Y de Y est faiblement non-dominé en T si

D'®)+aC'= min {D¥(7)+aC’}
J=1,...,N; j#i

pour un unigue o dans [0, Qpax].

Sans trop entrer dans les détails, on remarquera qu'’il est possible de partitionner

’ —
Pespace [0, max] €0 Ujeq . pren [0 @iypn ] 8V6C 0= oy < oy < . < iy < Gy,
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de telle sorte que Y est fortement non-dominé sur lintervalle [o;,_,, c;,] avec :

(o798

D,(v) + oT,, p1 dominé

|
|
|
i
!
{
I
I
I
I
|
|
I
i
{
|
I
L

_ D+ (7) — D% (%)

Chi — i+

Do
ps faiblement non-dominé

4 .
ps non-dominé

631

%]

' o
amax

Figure 3.1 Chemins dominés et non dominés

La solution unique (presque partout) de LP est donc (voir figure 3.1) :

y(T,a) = Y*h(a) pour a€ [aik_l,aik] .

3.2.1 Continuité de la solution d’équilibre

(3.28)

On s’intéresse ici & montrer que dans le cas ol la solution d’équilibre existe et

est unique (D monotone, C constante et respect de la Condition A), celle-ci est
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continue en le vecteur de taxe ¢t. On notera ’unique solution d’équilibre v(t) et le

gap sera noté g(v,t) avec évidemment g(v(t),t) = 0.

Lemme 2. §i l'espérance de o est finie et que la Condition A est respectée, alors

la fonction g(v,t) est continue en t.

Démonstration. Soit Z la matrice d’incidence chemin-arc taxable, alors on a

g(v,t+e)=r;1§;c(D('6)+a(C+Z(t+e)),v—y)

< max(D(@) + o (C + Zt) ,v — y) + max (aZe, v — y)
yeY yeyY

g(v,t) +maxz [/amax aZye (vp(a) — yp(a)) do

< 9(v,) + |Plldlo B [of Je],

et donc g(v,t+¢) — g(v,t) quand € — 0. O

Lemme 3. Si la Condition A est respectée, alors la fonction g(v,t) est continue

. s P
en v, ot I’on considére la convergence dans {£2(0, cumax St
)

Démonstration.

gv+et)=max(Dv+e)+a(C+2Zt),v+e—1y)
yey

Sma};c(D(v———i—_E)—%—a(C—i-Zt),v—y}—%(D(T—F?)—%—oz(C%—Zt),e).
ye
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Le premier terme converge vers g(v,t) du fait de la continuité de D et le deuxiéme

terme converge vers 0 car

(DETEO +a(C+2t),¢) < e, 3 \//Oam DETE) +a(C + Zt) do.

peEP
Bref, on a g(v +¢€,t) — g(v,t) quand € — 0. O

Théoreme 3. Si D monotone, C est constante, la condition A est respectée et

Pespérance de o est finie, alors la fonction U est continue en t.

Démonstration. Supposons par contradiction que ¥ n’est pas continue en t. Ceci
implique qu’il existe une suite {ex} ,e, — 0 telle que B(t + ex) — U # B(t).
Les solutions d’équilibre faisant appel aux points extrémes de Y(a) pour tout
a € [0, omax), on en déduit qu'il existe au moins un intervalle ouvert (61, B2) associé

a deux chemins p; et p, reliant une paire O-D k € K tels que dans lintervalle

(81, Ba)

ﬂpz = dkh(a)
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Or, on a en utilisant la définition du gap et les lemmes 2 et 3 que

gt +e)t+e)=0 Vk=1,..,0
v(t+ex) = u= gu(t+ex) t+e) — glu,t)

= g(u,t) =0

I s’agit d’une contradiction envers 'unicité de la solution d’équilibre. O

3.2.2 Différentiabilité de la fonction objectif

Tel que mentionné précédemment, notre objectif consiste 4 maximiser les profits
de la firme en jouant sur les taxes associées aux arcs lui appartenant. Soit Z la

matrice d’incidence chemins-arcs taxables, le probléme est donc le suivant :

max R(t) = Z toZo = (Zt, D) (3.29)
! acA’
v solution de (3.20) (3.30)

T = /amax v(a)da. (3.31)

Nous nous intéresserons a la trajectoire de la solution d’équilibre en fonction du

vecteur de taxes, notée v(t).

Lemme 4. Soitt ett’ deuz vecteurs de tazes. Notons (SU, WU, D) et (SU',WU', D)

les ensembles de points extrémes respectivement fortement non-dominés, faiblement
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non-dominés et dominés par rapport 4 t et t'. Alors, il existe & > 0 tel que

lt—¢||<é6=SUCSU,DCD. (3.32)

Démonstration. Par contradiction, supposons que pour tout § > 0, il existe un
point extréme Y (6) € SU tel que Y(§) ¢ SU'. Ceci implique que pour tout § > 0,
lv(t) = v(#)|]* > minyiesy o (K| h(e))* do. La partie de droite de l'inégalité
étant une constante positive, ceci contredit la continuité de T(¢). Le méme raison-

nement s’applique pour D. O

Bref, lorsque pour ¢ donné l'ensemble WU est vide, on sait que dans un voi-
sinage de ¢, la solution v(¢ + €) fait appel aux mémes points extrémes de Y et
'on s’intéressera donc au changement des ¢; en fonction de ¢, en supposant que la
fonction D est dérivable. Pour simplifier, on sépare le probléme selon les différentes
paires origine-destination. Ainsi, un point extrémal correspondra & un unique che-
min. Pour chaque paire O-D k € K, on notera ces chemins optimaux p%, ...,p’fwk

k ok

avec comme points d’intersection 0 = of, of,...a%, , af; .1 = Gmax. En supposant

qu’en un vecteur de taxes ¢ donné ’ensemble WU est vide, on obtient & partir de



47

I'équation (3.28) :

80&1& _ 1 6 (Dllc-{-l - Dzk) i DH—l Dik a (Ck Cz-l-l) (3 33)
Ck—CF, ( 2 Ot, '

Ota Ota Cik - Cik+l)
aCk .
Btz =1{ac A(p})}, (3.39)
c’)D’c
= Y d ﬁ (3.35)
acA(pf)
3:ca Oa; ook
= 1{a € A( h —d*h(af )—==L ). (3.36
N1 pz(<>8ta EREY NS
keK i=1
On peut écrire ce systéme sous forme matricielle, on notera :
I S
Btay Dtay Bt
ool sak . oal
Ota, Ota, Bta| 4|
— 8oy, 41 Bagy, 41 By, 41
Oa = 3ta11+ Btal: o Talﬁ (3.37)
8a? da? L 8a3
Ota, Otay 8ta| 4/)
Pohipg i Ohigr | Bgn
Otay Otay 8ta! A /

o =1{ac AP})} VacAVkeK,i=1,.,Mx+1 (3.38)
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(3.39)

(3.40)
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0 0 0
1 1 1
CI=C3 CI-C1 CI=ci
1 1 1
CMl ‘C}wl +1 CMl _Ozlvfl+1 C}ul "Cz%/fl +1
0 0 0
(3.41)
0 0 0
1 1 1
Cl —C22 Cl _02 C’1 —C%
1 1 1
KT _AI1K] Rl _AIK] oKl _ AR
CM|K| OM1K|+1 Mk CM1K|+1 OMik| CM|K|+1
0 0 0 )
d= d. (z.,) (3.42)
ag
o= (3.43)
|K]

aM1K|+1
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dth(a})

—d'h(al) dih(ed)

—d! h(oe}w1 Yy dt h(a}vIl_H)

~d¥lneysl ) dKil L)
(3.44)
Le systéme (3.33-3.36) devient donc :
da=DI[(§' — ) déHOa + a (8 —§)]. (3.45)

11 suffira de le résoudre pour Oa pour calculer la variation du nombre d’usagers
par arc en fonction d’une perturbation du vecteur de taxes (équation 3.36). Ainsi
la fonction de profit R est différentiable en ¢ et sa dérivée partielle par rapport &

tqe, a € A’ est donnée par

: a,
6;( ) b+ 8:” (3.46)
a’'cA'— {a}

3.3 Algorithme de résolution

On propose un algorithme simple pour maximiser la fonction objectif. Comme
on vient de le voir, on réussit & obtenir un gradient lorsque I'ensemble des chemins
faiblement non-dominés est vide. Pour un vecteur de taxes donné, il s’agira donc

de calculer ce gradient en résolvant d’abord le systéme (3.36) et ensuite d’effectuer
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une recherche linéaire (en utilisant la régle d’Armijo par exemple) pour déterminer
un vecteur de taxes qui améliore la solution actuelle. Dans le cas ol ’ensemble
des chemins faiblement non-dominés est non vide ou dans le cas oii la fonction est
différentiable dans un voisinage du point courant, on effectuera un pas harmonique
dans la direction du gradient calculé (qui doit plutdt étre considéré comme un

sur-gradient dans ce cas).

ALGORITHME Toller

Phase 1 Etape 0 : trouver un point initial ¢, et poser k = 0;

Phase 2 Etape 1 : calculer g, = VR(t); si |lgk|| < € alors arrét ;
Etape 2 : la recherche linéaire est-elle un succes?
Oui: M\ € arg max Rty + Agx);
Non: \y=1/(k+1);
Etape 3 : poser ty41 = t; + \xgi, Templacer k par k + 1 et

retourner & ’étape 1.

Remarquons que le gradient est d’abord obtenu en analysant la réaction des

usagers face & un changement du vecteur de taxes. On incorpore ensuite ces 8%?;(—0
a

dans la dérivée partielle de la fonction objectif par rapport & la taxe ¢,. La mé-
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thode proposée est donc bien adaptée pour d’autres fonctions objectifs dérivables,
notamment la fonction qui cherche & minimiser le temps total de transport des

usagers :

® = Z Dy(zy)z, (3.47)

acANA!
Nous présenterons donc au chapitre 5 des résultats numériques pour les deux
types d’approche, soit la maximisation du profit et la minimisation du temps total

de parcours.
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CHAPITRE 4

DISCRETISATION DU PROBLEME

Puisque le probléme de maximisation est généralement non convexe, la perfor-
mance de ’algorithme TOLLER est dépendante du point initial. Il apparait souhai-
table d’utiliser un point de départ prés de la solution optimale. Il nous est possible
de résoudre exactement une discrétisation du probléme qui pourrait fournir un tel
point de départ. Dans ce chapitre, nous considérons le probléme en discrétisant & la
fois les classes d’usagers (section 4.1) et la fonction de congestion associée & chaque
arc (section 4.2). Les différentes étapes menant & la discrétisation du probléme sont
présentées a la section 4.3. Enfin, on présente le probléme discrétisé sous sa forme

finale & la section 4.4

4.1 Discrétisation de la segmentation de la demande

Considérons d’abord que les usagers sont répartis en n classes et que pour
chaque classe 7 une valeur ¢; et un vecteur de poids A; lui est attribuée (Z?=1 h; =1,
hi >0 Vi=1,..,n). On choisira les o; de fagcon a séparer la fonction de densité
h{a) en n + 1 région d’aires égales en leur attribuant un poids constant h; = ;11-

Pour une densité triangulaire sur 'intervalle [0, 1], la figure 4.1 montre le résultat

d’une telle discrétisation.



A=1/4

A=1/4

54

A=1/4

A=1/4

0.353 0.5

0.647 1

Figure 4.1 Discrétisation de la segmentation de la demande

4.2 Discrétisation de la fonction de congestion

Soit z, le nombre total d’usagers empruntant 'arc a. On discrétisera la fonction

de congestion D,(xz,) de la facon suivante, en supposant, par souci de simplicité,

que la discrétisation de l'espace [0, co] est la méme pour tous les arcs :

Dy (z,) = <

\

Dlsis® <z, <t

D?sist <z, <s?
(4.1)

DEsi st <z, < st

avec {O=s°<sl<...<sL‘l<sL=oo}.
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Nous illustrons deux types de discrétisation en considérant la fonction de conges-

tion continue D,(z,) = D,exp(A\z,). La premiére consiste & séparer 'espace des

z, par des longueurs de pas constantes. Soit A la longueur de pas, on posera donc

5% =0,
st = A,
s% = 2A,

On veillera & ce que LA soit du méme ordre de grandeur que le nombre maxi-
mum d’utilisateurs pouvant emprunter I'arc a.

La deuxiéme discrétisation consiste & prendre des longueurs de pas telles que
la hauteur de saut d’un palier & un autre soit constante. En supposant que nos

plateaux soient ainsi répartis de 0 & z**, on remarque que la hauteur de saut est
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égale & D,(exp(AzP**) — 1)/L. Ainsi, on obtient la discrétisation suivante :

=0,
ot = d1n (14 2Rz
By L ’

2 __ 1 2(exp(Azp®*)—1)
8" =3 In (1 + = 7 ) s

L—-1 _ 1 (L=1)(exp(Az®*)—1)

S —Xln(l_l_ exme ),
st = .

La figure 4.2 donne un apercu de ce que peut donner la discrétisation dans les

2 cas présentés précédemment.

4.3 Discrétisation du probléme

Nous considérons dans un premier temps le probléme résultant de la discréti-

sation de la segmentation de la demande. Nous incorporerons, a la section 4.3.3, la
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Figure 4.2 Discrétisation de la fonction de congestion

discrétisation de la fonction de congestion. Le probléme discrétisé est le suivant :

rtr’la%: Z taZa (4.2)
acA’

ZpGPk Up; = dph;, Vig [1, n], Yke K (43)

vpi >0, Yie[l,n], YpeP (4.4)

Lo = Zp]aEA(p) iiVps Va€ A (4.5)

Dy(z) + ;(Cp+Tp) > Giky Vk€K,Vpe P, Vie[l,n] (4.6

(Dp(z) + 05 (Cp + Tp) = Girkes Upyi>k =0, VkeK,Viel[l,n]. (4.7)
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ot (,-), représente le produit scalaire usuel sur les chemins appartenant a P(k).
Les contraintes 4.6 et 4.7 doivent étre percgus de la fagon suivante : pour chaque
paire O-D k € K et chaque classe ¢, le chemin le moins coliteux pour un usager de
paramétre «; reliant 1'origine et la destination de k a pour cofit ¢; 5. Un chemin de
colit strictement plus élevé que (;, ne sera pas utilisé et inversement, un chemin
utilisé a forcément un colt égal & ;. On reconnait ici le principe d’équilibre de
Wardrop.

Sans méme considérer le fait que les D, sont fonctions de z, on remarque que
cette formulation n’est pas linéaire du fait de la fonction objectif et de la contrainte

de complémentarité 4.7.

4.3.1 Linéarisation de la fonction objectif

On peut réécrire la contrainte 4.7 comme suit :
1 1 .
(TpyVpi)y = <Zci,k — ED;,(:L‘) - Cy, vp7¢> Vk e K,Vi e [1,n]. (4.8)
1 i k

Or, on remarque que :

3 tata= 3> {Tp vpal (4.9)

a€A’ i=1 k€K

S taza = ZZZ( G — é;Dp( Jups — c%,). (4.10)

acA’ i=1 ke K pePy
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En utilisant la contrainte 4.3, on voit que :

ZZ Z Cz kUpi = ZZ Cz kdih; (4.11)

i=1 IcGKpEP;c i=1 keK

On apportera ensuite une légére modification au probléme. Nous remplacerons
les variable z, (nombre d’usagers empruntant l'arc a) par les variable z,; qui
représenteront le nombre d’usagers de la classe ¢ empruntant I’arc a. La contrainte

4.5 devient donc tout simplement

> vy Va€AVie(ln] (4.12)

placA(p)

On pourra donc en venir & réécrire

Z Z Z _D vp:i = ZZ &Da(w)xa,iy (4.13)

i=1 icereP,c i=1 a€A *

Z Z Z Cpp,i = Z Z Colayi- (4.14)

i=1 k€K peP i=1 acA

Bref la fonction objectif linéarisé (si on considére les D, constants) s’écrit

Z Z o Cuadihi = Z > —D 2)2ai — 3 > Colag (4.15)

i=1 kEK =1 aeA i=1 a€A

Les valeurs O% permettant de transformer une unité de temps en unité monétaire,
T
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on remarque que ’équation 4.11 représente la désutilité totale percue en valeur
monétaire, que 1’équation 4.13 représente la désutilité totale en temps de transport
ramenée en valeur monétaire et que I’équation 4.14 représente la désutilité totale
en cofts fixes. La fonction objectif correspond donc a I’équation qualitative "‘Taxes

percues = Coft total - Colts de durée de transport - Cofits fixes".

4.3.2 Linéarisation de la contrainte de complémentarité

Les contraintes 4.6 et 4.7 seront reformulées pour obtenir une formulation en
nombres entiers. D’abord introduisons des variables u,; > 0 telles que la contrainte

4.6 devient

Dy(z) + ui(Cp+Tp) — Gk = thp:  Vk € K,¥p € P, Vi € [1,n), (4.16)

tpi >0 VYpe PVYie[l,n (4.17)

La contrainte 4.7 peut alors s’exprimer de la fagon suivante

tpi > 0= vp; =0,

VUpi > 0= Upi = 0.
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On utilisera donc une variable binaire y,; € {0,1} et un grand M pour réécrire la

contrainte de complémentarité 4.7 de la fagon suivante

Hpi < Mypg, (4.18)
Up,i S M(]. — yp,i), (419)
Yp,i € {0,1}. (4.20)

Bref, sans congestion sur les arcs (i.e. & D, constants), on obtient une formu-
lation MIP de notre probléme discrétisé, ou 'on a remplacé D,(z), Cp et T, par

leurs équivalents sur les arcs :

maxz Z 'C%Ci,kdkhi — Z Z éDa(m)xa,i - Z Z CaZas (4.21)

i=1 keK ° i=1a€A * i=1 €A
> vpi=dihs VEEK,Vie[l,n] (422
pE Py

vpi =0 VYpeP Vie[l,n] (4.23)

Tai= Y Upi Va€AVie[ln (4.24)
pla€A(p)

S Da@)+ail Y. Ca+ D To)—Cik=ppi VkEK,VpeP,Vic(l,n] (4.25)
a€A(p) a€A(p) a€A’(p)

ppi =0 VpePVie[l,n] (4.26)

bpi < Myp: VYpePVie(l,n] (4.27)

vps SM(Q —ypi) VpePVie[l,n] (4.28)

ypi € {0,1} VpePVie[l,n] (4.29)
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4.3.3 Congestion par plateau

Notre objectif est maintenant de préserver cette formulation linéaire en nombres
entiers tout en y incorporant la congestion par plateau telle que présentée a la
section 4.2. On remarque que les fonctions de congestion D,(x) apparaissent dans
I’objectif et dans la contrainte 4.25.

Une premiére modification & la formulation précédente sera ’ajout de variable
indicatrices de la zone de discrétisation dans laquelle se trouve le nombre total
d’usagers empruntant l'arc a. On définit ainsi les variables binaires z,;, a €
A, 1 €[l, L] telles que

lsid <z, <s

)

0 sinon

avec bien entendu z, = Y | Zq;.
Pour s’assurer que les z,; possédent cette propriété, il faudra ajouter I’ensemble

de contraintes suivantes, utilisant encore une fois un grand M :

2, > 8 = M(1—2,) VYa€A Vie[l, L] (4.31)
T, <8+ M(1—2z,,) Va€A, VI€[l,L] (4.32)

L
d zy=1 YacA (4.33)

=1
zq1 €{0,1} Vae€ A, Vle[l,L]. (4.34)
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De cette fagon, les fonctions D,(z), s’écrivent simplement

L
Du(z) =) Diz,,. (4.35)
=1

On remarque qu’en substituant ces D, dans la contrainte 4.25, celle-ci demeure
linéaire.

Le cas de la fonction objectif est plus compliqué puisqu’on y retrouve les termes
D,(z)z,; non linéaires méme une fois la substitution précédente effectuée. Pour
parvenir a nos fins, nous allons une fois de plus rajouter un indice aux variables z.
Nous allons désormais utiliser des variables z,;; telles que

Tgi Sl 20 =1
Tail = (436)

0 sinon

Il suffira donc de remplacer z,; par Z{;l T4, dans la fonction objectif et dans

toutes les contraintes précédentes et d’ajouter la contrainte suivante :
Toi < Mz, VYa€ A, Vie[ln], Vie[l,L]. (4.37)

Cette nouvelle formulation permet de remplacer les termes D,(z)z,; par

L !
Zl:l Daxa,ial °



64

4.4 Probléme discrétisé

On obtient finalement le probléme MIP suivant :

n n L n L
max} " 3O al—ig,kdkhi ~ TS Dk~ 3 Carer (438)

i=1 ke K i=1a€Al=1 ° i=1a€A =1
> vpi=dphi Vk €K, Vi€ [l,n] (4.39)
pE Py
vpi 20 VYp€P Vie[l,n] (4.40)

L
Szapi= Y v Va€AVie(ln] (441)
=1 ple€A(p)

L
> > Dhzap+ai Y, Cat Y. Tu)—Cik=tps VkEK\Vpe P, Vic[l,n] (4.42)

a€A(p) I=1 a€A(p) a€A’(p)
Upsi >0 Ype PViell,n] (443)

ppi < Myp; VYpePVie[l,n] (4.44)
Ups S M1 —yp:) VpePVie[l,n] (445)
Yps € {0,1} Vpe PVie[l,n] (4.46)
n L
D @aip 28T =M1 —z0) Ya€A, Vie[l,L] (447)
=1 l=1
n
S e <8+ M1 —z) YacA, Vie[l,L] (448)
=1 [=1

2

L
Y zi=1 VaeA (4.49)
I=1

ze1 €{0,1} Vae€ A, Vi€ ([l,L] (4.50)

Zail S Mz,1 Va€ A, Vie[l,n], Vle[l,L] (4.51)

Il s’agit d’un probléme linéaire mixte avec (L x |A])+(n x| P|) variables binaires.
A l'aide de logiciels comme CPLEX, on peut résoudre ce genre de probléme (de

taille réduite) de fagon exacte ("Branch and Cut") et ainsi espérer obtenir un bon
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point de départ pour I'algorithme de descente de gradient présenté au chapitre 3.
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CHAPITRE 5

RESULTATS NUMERIQUES

Ce chapitre a pour but de tester les performances de notre algorithme. On
présentera d’abord & la section 5.1 des tests sur un probléme de petite taille déja
étudié par Schoeb 1?2 dans le cas sans congestion. Ensuite, la section 5.2 présente
les résultats obtenus pour des insances plus importantes oll nous avons essayé de
résoudre & la fois les problémes de maximisation du profit et de minimisation du

temps total de parcours.

5.1 Exemple sur un petit probléme

5.1.1 Cas sans congestion

Nous reprenons ici un probléme présenté par Alexandre Schoeb [22 dont le
réseau est présenté a la figure 5.1. La firme leader controle les taxes sur les arcs
(1,2) et (3,4), notées respectivement u et v. La demande est fixée & 10 unités entre

les noeuds 1 et 4. Chaque utilisateur choisira donc un des chemins suivants :

Tableau 5.1 Petit exemple
Chemin Arcs Délai Coit fixe Taxe leader Coft pergu

A 1-2-3-4 15 52 U+v 15a+52+u+v
B 1-2-4 16 45 U 16+ 45+ u

C 1-3-4 17 62 v 170+ 62+v

D 1-4 20 25 20 + 25
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13

Figure 5.1 Petit exemple

En supposant que la densité du paramétre o est triangulaire sur l'intervalle

[0, 10], alors le maximum global est

u* = 20/3,

ce qui méne & la valeur optimale de 15.615 (ou 1.5615 par usager) pour la fonction
revenu. La figure 5.2 représente la fonction revenu en fontion de u et v. On re-
marque la présence de plusieurs optima locaux. Ceci met en évidence 'importance
du vecteur de taxes initial. Par exemple, nous avons utilisé notre algorithme avec
deux vecteurs de taxes différents. D’abord un vecteur de taxes prés de 'optimum

global (u = 5,v = 0.8) et ensuite un vecteur de taxes nul (v = 0,v = 0). Les ré-



68

Tableau 5.2 Itérations - Petit probléme sans congestion 1
Itération u v Revenu

0 5.00 0.80 14.837
1 6.88 1.33 15.547
2 6.77 1.00 15.612
3 6.67 1.00 15.615
4 6.67 1.00 15.615

Tableau 5.3 Itérations - Petit probléme sans congestion 2
Itération w v Revenu
0 0.00 0.00 0.000
1 10.0 3.60 12.500
2 5.00 3.60 14.063
3 6.88 3.60 14.804
4
5

6.67 3.60 14.815
6.67 3.60 14.815

sultats sont présentés dans les tableaux 5.2 et 5.3. Dans le premier cas seulement,

I’algorithme converge vers 'optimum global.

5.1.2 Cas avec congestion

La congestion, telle que présentée précédemment, est définie sur chaque arc. On

s’intéressera ici & deux types de congestion, linéaire et exponentielle définies ainsi :

Définition 4. Congestion
linéaire : dy(Ty) = do + 640,

exponentielle : dy(T,) = dg exp(AgTy).

Supposons que chaque arc est soumis & une congestion exponentionnelle de
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Figure 5.2 Petit exemple sans congestion - Revenu par usager
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Tableau 5.4 Itérations - Petit probléme avec congestion
Itération u v Revenu
0.000 0.000 0.00
88.90 62.97 274.69
90.12 87.82 296.87
121.54 92.69 304.80
111.70 110.87 313.18
122.33 106.66 314.49
120.27 111.09 316.31
129.62 120.51 317.91
129.74 120.46 317.91

0 ~J O Utk WO

paramétre A = 0.1. La nouvelle fonction revenu est présentée a la figure 5.3. Re-
marquez la discontinuité qui apparait lorsque v — v = 17. Il s’agit en fait d’un non
respect de la Condition A , car dans ce cas les chemins B et C ont des coiits égaux
(cofits fixes + taxes = 62). Cette fois-ci, notre algorithme avec comme vecteur de

taxes initial nul converge vers I'optimum global (voir tableau 5.4).

5.1.3 Tests sur la discrétisation

On reprend ici I’exemple avec congestion présenté précédemment. Les tableaux
5.5 et 5.6 et les figures 5.4 et 5.5 présentent les résultats obtenus pour les discéti-
sations uniforme et & hauteur de saut constante. On notera Revenus disc. la valeur
optimale du probléme discrétisé et Revenus cont. le revenu obtenu pour le pro-
bléme continu en utilisant le vecteur de taxes optimal du probléme discrétisé. On

remarque que régle générale, Revenus disc. > Solution optimale > Revenus cont.,
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Tableau 5.5 Discrétisation uniforme

n L Revenus disc. Revenus cont. temps (s)
2 5  358.037404 295.2386 0.56
4 5  349.808122 295.8025 0.54
8 5  340.144248 299.7381 3.32
16 5  338.284565 290.6781 17.52
32 5 344.514306 298.1114 473.03
2 10 328.111404 312.9638 1.04
4 10 330.034194 317.4376 2.18
8 10  329.289436 313.6397 21.37
16 10  346.028285 315.9313 788.87
2 20 312.223847 309.8694 1.94
4 20 353.207373 313.0096 6.38
8 20 343.417882 315.9307 208.16
16 20 338.190032 316.2156 7352.31

mais qu’a partir d’une discrétisation ot n > 4 et L > 10, on se retrouve trés prés
de la solution optimale de 317.91. Evidemment, les temps de calcul augmentent de

facon importante lorsque la discrétisation se raffine.

5.2 Résolution sur des instances plus grandes

5.2.1 Génération de problémes tests

Nous avons utilisé pour nos tests des réseaux générés aléatoirement de 30
noeuds, 200 arcs, 20 arcs appartenant au leader et 10 paires origine-destination. La

demande associée & chaque paire OD est fixée & 1. Le délai et le colit fixe associé &
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Tableau 5.6 Discrétisation hauteur de saut constante

pt b O W =
Oy 00 B0 G 00 ko R G 00k o

390

380

370

360

Revenus
[o] W
N o
o (w)

W
[&]
o

320

310

300

L Revenus disc. Revenus cont. temps (s)
5 366.357140 312.1638 0.70
) 370.851245 311.5363 1.53
5 366.357140 312.1638 3.83
5 384.129640 313.3236 13.51
) 380.477043 313.5220 31.47
5 384.977703 313.3461 976.60
10 335.894752 312.1584 1.49
10 349.055242 311.5363 3.45
10 339.000219 302.0036 20.09
10 354.708669 312.8691 184.14
20 316.079793 300.3467 5.91
20 354.392669 310.5249 14.75
20  343.887337 311.8717 704.71

20  338.743576 312.0718 2032.32

-B+ 5 classes - Rev disc

{3 5classes - Rev cont

-~ 10 classes - Rev disc
B O 10 classes - Rev cont -
A 20 classes - Rev disc
- 20 classes - Rev cont
= - — - Revenu optimal -

Nombre de classes

Figure 5.4 Discrétisation uniforme - évolution des vecteurs de taxes initial
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- 10 classes - Rev cont
- 20 classes - Rev disc
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- —+ Revenu optimal

0

25
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Figure 5.5 Discrétisation hauteur de saut constante - évolution des vecteurs de

taxes initial



Tableau 5.7 Statistiques des problémes tests
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Arcs actifs Nombre de chemins
Pb | Total Leader | od! od2 o0d® od* o0d® od® od” od® o0d® o0d®© Total
1 58 5 2 3 2 3 3 3 6 10 2 2 41
2 58 4 2 3 2 4 3 3 3 3 9 3 39
3 54 7 4 3 3 2 2 3 7 2 3 2 38
4 51 6 2 6 2 2 3 5 2 4 2 4 38
5 58 9 2 4 6 4 2 3 3 5 2 3 43
6 56 6 3 4 2 2 2 5 2 5 4 2 37
7 59 7 3 3 3 2 6 3 4 3 4 3 41
8 56 3 4 5 2 2 2 4 3 2 4 6 37
9 52 5 3 3 2 2 4 5 2 4 2 3 35
10 64 8 2 8 6 2 5 2 2 7 4 3 49

chaque arc sont distribués uniformément sur Uintervalle {20, 50] et [15, 35] respecti-
vement. Parmi les arcs du réseau, on retrouve 10 arcs appartenant & la concurrence
reliant chaque paire OD, pour s’assurer que le revenu optimal est borné. Le délai
associé A ces arcs a été multiplié par 30 et le coit fixe associé aux arcs du leader
divisé par 2. Nous avons généré dix problémes pour notre étude et avons utilisé un
algorithme de k plus courts chemins (en négligeant la congestion) pour identifier
les chemins entre les différentes OD. Un arc est dit actif s’il fait partie d’au moins
un chemin. Les statistiques de nos problémes se retrouvent au tableau 5.7 et le
probléme 1 est présenté a la figure 5.8. Nous avons également effectué des tests sur
les problémes de Schoeb 4 (voir tableau 5.8). Nous avons utilisé une segmentation
de la demande triangulaire sur l'intervalle [0, 10] et une congestion exponentielle
de paramétre A = 0.1.

La premiére phase de notre algorithme consistant & déterminer un point de
départ & partir de la solution optimale du probléme discrétisé, nous présentons au

tableau 5.9 les différents scénarios utilisés.
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Tableau 5.8 Statistiques des problémes de Schoeb

Arcs actifs Nombre de chemins
Pb | Total Leader | od! od? o0d® od* od od® od" od® od® od'® Total
1 55 11 2 4 13 3 2 2 2 4 4 4 40
2 45 12 4 2 2 2 2 2 6 6 4 5 35
3 52 10 12 2 2 2 2 2 2 3 2 2 31
4 60 15 6 16 6 2 3 3 2 4 2 2 46
5 45 7 3 2 2 2 2 2 3 4 4 3 27

Tableau 5.9 Différents choix de vecteurs de taxes initiales
Scénario Discrétisation

Taxes initiales nulles

2 classes, 2 plateaux de congestion
3 classes, 2 plateaux de congestion
4 classes, 2 plateaux de congestion
2 classes, 4 plateaux de congestion
4 classes, 4 plateaux de congestion

e e s I e

5.2.2 Maximisation du profit

Nous avons introduit cette étude dans un contexte de management de revenus
(ou "Yield Management") et nous présentons donc ici les résultats obtenus par
notre algorithme en ce qui concerne la maximisation des profits de la firme leader
(voir tableaux 5.10 et 5.11). Remarquons d’abord que pour les problémes tests 1, 3,
4, 8 et 9 et le probléme de Schoeb 5, le scénario a converge vers la solution optimale
et la discrétisation n’apporte rien. Par contre, pour les problémes tests 5 et 6 et les
problémes de Schoeb 3 et 4, la meilleure discrétisation améliore de plus de 10% la
solution obtenue avec le scénario a (28% dans le cas du probléme 4 de Schoeb).
Les temps de résolution moyens sont également présentés dans les tableaux 5.12 et
5.13. A noter que nous avons utilisé le logiciel C-PLEX avec un ordinateur Linux

3 2 processeurs Pentium III 1 GHz. Il est intéressant de constater que les meilleurs



Tableau 5.10 Profits pour les problémes tests
Stratégie - vecteur de taxes initiales
a b c d e f

o

449.7 446.9 444.2 4440 4441 4439

223.4 233.2 233.5 233.5 233.3 233.0

619.3 620.6 620.8 619.4 619.3 619.5

337.5 339.3 339.3 338.7 339.2 338.6

371.6 407.1 3924 383.3 407.0 383.3

390.2 406.5 408.0 407.8 459.7 461.9

632.3 640.4 640.6 640.6 640.4 640.6

124.8 125.0 1249 125.0 125.0 125.0

0| oo| 1| o | s wof o] =] g

159.3 160.2 160.0 159.8 161.2 161.3

10 450.0 455.9 455.7 456.0 455.9 456.0

Amélioration moyenne | - 21% 1.7% 1.4% 3.5% 2.9%
Ecart type - 29% 22% 1.9% 56% 5.4%

Tableau 5.11 Profits pour les problémes de Schoeb

Stratégie - vecteur de taxes initiales
Pb a b c d e
1 1110.8 1117.5 1116.0 11174 1120.9
2 1510.3 1523.3 1532.2 1535.0 1442.
3 659.4 739.2 739.2 739.8 737.1
4 737.5  909.6 928.0 877.8 942.2
5 368.7 369.6 3705 368.8 360.5
Ameélioration moyenne - 7.4%  81% 6.7%  6.8%
Ecart type - 9.1% 9.9% 76% 11.9%
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Tableau 5.12 Temps moyens de résolution (en secondes) pour les problémes tests

Scénario | Phase Discrétisation FEcart Type | Phase Descente Ecart Type
a - - 121 82
b 0.04 0.02 225 374
c 0.12 0.06 112 82
d 0.22 0.13 88 58
e 1.7 0.8 106 46
f 58 151 105 86

Tableau 5.13 Temps moyens de résolution (en secondes) pour les problémes de
Schoeb

Scénario | Phase Discrétisation Ecart Type | Phase Descente Ecart Type
a - - 58 34
b 0.4 0.2 79 81
¢ 0.9 1.0 58 40
d 53 64 69 44
e 173 288 85 67

scénarios (e pour les problémes tests et ¢ pour les problémes de Schoeb) ne sont
pas ceux dont la discrétisation est la plus fine et donc ne nécessitent pas un temps
de calcul important lors de la premiére phase. La figure 5.6 montre les itérations
de la phase descente pour les scénarios a - triangles - et f - cercles. On voit que

dans ce cas, la premiére phase de discrétisation a un réel apport.

5.2.3 Minimisation du temps total de parcours

Comme nous l’avons mentionné 4 la fin du chapitre 3, notre algorithme est aussi
adapté pour minimiser le temps total de transport des usagers. Nous reprenons ici
exactement les mémes problémes avec les mémes arcs taxables, segmentation de

la demande et fonction de congestion. Par contre, le scénario de référence change,
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Tableau 5.14 Temps totaux pour les problémes tests
Stratégie - vecteur de taxes initiales
T=0 a b c d e f

d
o

7163.4 7009.1 7009.1 7009.1 7009.1 7090.9 7115.5

7519.8 7446.6 7467.8 7457.6 7T465.5 7467.9 7522.5

6829.0 6484.8 6457.5 6457.5 6454.8 6481.9 6457.8

7474.1 73429 73429 7342.9 73429 7316.9 72794

8512.9 8421.7 8421.1 8422.5 8422.8 8463.9 84229

8179.9 7926.5 8350.3 8531.4 8513.6 7957.2 7921.5

6862.0 6722.6 6722.6 6722.6 6722.6 6648.2 6646.2

Co| =3 O] U] | L] DO =

9393.1 9364.9 9364.9 9364.9 9364.9 9364.9 9364.9

©

7387.5 T181.4 7211.0 7176.0 7210.1 7184.7 7215.2

10 7291.3 70754 7075.4 7132.0 7082.5 7T083.0 7082.5

Ameélioration moyenne - 22%  1.7% 14% 15%  2.1%  2.2%
Ecart type - 1.3%  1.8% 23% 23% 1.4% 1.6%

c’est-a-dire que 'on mesure maintenant 1’amélioration de la solution optimale par
rapport & une non intervention au niveau du vecteur de taxes(T = 0). On remarque
(voir tableaux 5.14 et 5.15) que 'on réussit & ameéliorer la solution d’environ 2%
dans le cas des problémes tests et d’environ 3% dans le cas des problémes de Schoeb.
Par contre, il est encofe une fois difficile de déterminer si une discrétisation plus fine
entrainera en moyenne de meilleurs résultats. Le probléme 4 de Schoeb pourrait
nous laisser croire que oui (voir figure 5.7 o I’on retrouve les itérations de la phase

descente pour les scénarios b - triangles - et e - cercles).
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Tableau 5.15 Temps totaux pour les problémes de Schoeb

Stratégie - vecteur de taxes initiales
Pb T=0 a b c d e
1 7633.1 7360.7 7379.1 7360.7 7360.7 7353.3
2 9645.2  9005.1 9005.6 9005.1 9005.1  9004.2
3 10292.6 10145.5 10167.0 10145.5 10145.5 10167.03
4 9165.4 8884.0 8891.0 8884.0 8884.0  8803.2
5 8563.7 8423.0 8424.1 8423.0 8423.0 8423.1
Amélioration moyenne - 3.3% 3.2% 3.3% 3.3% 3.4%
Ecart type - 1.9% 1.9% 1.9% 1.9% 1.9%
10000 T T T T T
©
98001 .
9600 - -
9400 - -
o)
9200 _A .' .
e
9000 A Og .
8800+ T O ................. O ........... N
8600 1<|>o 260 3(30 400 560 600

Figure 5.7 Itérations de l’algorithme pour le probléme 4 de Schoeb - minimisation
du temps total






83

CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce travail un modéle de tarification dans les réseaux
de transport avec segmentation continue de la demande et congestion. L’obtention
d’un gradient (ou sous-gradient) caractérisant 1’évolution de l'affectation des flots
a I’équilibre par rapport & une perturbation du vecteur de taxes est la contribution
la plus importante de ce mémoire. Il en découle un algorithme hybride (optimi-
sation du probléme discrétisé et phase de descente) flexible permettant a la fois
de maximiser les revenus ou de minimiser le délai total pour un ensemble d’arcs
tarifables fixé. Des tests numériques ont été effectués sur des instances de tests gé-
nérées aléatoirement et il semble que la phase discrétisation permette d’améliorer
la solution obtenue par rapport & l'utilisation d’un point de départ trivial (taxes
nulles). Toutefois, il n'est pas clair qu’une discrétisation beaucoup plus fine entraine
de meilleurs résultats, alors que le temps de résolution de cette phase augmente

trés rapidement. Bref, un modéle discrétisé différent serait peut-étre approprié.
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