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RESUME

Ce mémoire de maitrise présente une formulation générale de la méthode des sensi-
bilités continues appliquée & des écoulements compressibles subsoniques. Les sensi-
bilités traduisent l'effet d'un parametre de design sur 1'écoulement. On les obtient
en différentiant les équations continues de Navier-Stokes puis en discrétisant le
résultat obtenu pour une résolution numérique. Nous traitons ici les calculs bidi-
mensionnels effectués en coordonnées cartésiennes et axisymétriques.

Nous utilisons dans notre résolution numérique une méthode d’éléments finis adap-
tative. On la présente en précisant la formulation variationnelle employée et la
maniere dont le code est structuré. On vérifie ensuite la bonne implémentation du
code a l'aide de solutions analytiques suffisamment complexes : c’est la méthode
des solutions manufacturées. Nous considérons tout d’abord un exemple de couche
limite bidimensionnelle en cartésien, puis un jet impactant sur une plaque plane en
axisymétrique. Dans les deux cas, nous effectuons une analyse de convergence afin
de tester la qualité de la solution, la bonne adaptation du maillage et la précision
de l'estimateur d’erreur qui est utilisé dans le raffinement du maillage, tout ceci
aussi bien pour I'écoulement que pour les sensibilités.

Une fois cette étape effectuée, on utilise le code en toute confiance dans 'étude d’un
écoulement subsonique autour d'un profil NACAGC12. Les parameétres considérés
sont 'angle d’attaque, le nombre de Mach de référence et le nombre de Reynolds.
On effectue des analyses de sensibilités et des calculs de solutions voisines pour de
faibles variations de 'angle d’attaque et du nombre de Mach.

Enfin, on s’intéresse & un jet axisymétrique impactant sur un mur. Les parametres
d’étude sont des exposants apparaissant dans I'expression des propriétés physiques
variables du fiuide, et le nombre de Mach de référence. On effectue des analyses de
sensibilités, on identifie les parametres dominants et on fait également une analyse

d’incertitude. Enfin, on calcule les solutions d’écoulements voisins pour des valeurs



des exposants proches de celles de départ et pour des nombres de Mach voisins de

celui de la solution d’origine.
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ABSTRACT

This thesis presents a general formulation of the continuous sensitivity equation
method for subsonic compressible flows. Sensitivities characterize the effect of a de-
sign parameter on the flow. They are obtained by differentiation of the continuous
Navier-Stokes equations followed by discretization of the result for a numerical
resolution. Two-dimensional calculations are done in cartesian and axisymetric
coordinates.

An adaptive finite element method is used for the numerical sclution. We present
the weak form used and the structure of the CFD code. The implementation is
verified on analytic solutions of sufficient complexity using the method of manufac-
tured solutions. First we consider a two-dimensional boundary layer in cartesian
coordinates and then a jet impinging on a flat plate in axisymetric coordinates. In
both case, a grid convergence study is performed to test the quality of the solution,
the good adaptation of the mesh and the accuracy of the error estimator used for
the mesh refinement. All this is done for the flow as well for the sensitivities.

The code is then applied to the study of subsonic flow over an NACA0012 airfoil.
The parameters of interest are the angle of attack, the reference Mach number and
the Reynolds munber. We perform sensitivity analyses and nearby flows computa-
tions for small variations of the angle of attack and of the Mach number.

We then study a round jet impinging on a wall. The parameters of interest are
exponents present in the expression of the variable physical properties, and the
reference Mach number. Sensitivity analyses, identification of key parameters and
uncertainty analysis are performed. We finally use the sensitivities for fast esti-
mation of nearby flows, whith the values of the parameters close to those of the

original solution.
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INTRODUCTION

Un écoulement compressible est un écoulement dont la masse volumique varie en
fonction de la pression et de la température. 11 faut néanmoins faire la différence
entre un écoulement compressible et un fluide compressible. On peut trés bien
étudier I’écoulement incompressible d’un fluide compressible. En réalité, tous les
fluides sont, dans une certaine mesure, compressibles. Cependant, une forte pres-
sion exercée sur un liquide ne modifiera que trés légérement son volume. Par
exemple, une pression de 200.10°Pa appliquée sur de l'eau n’entrainera qu’un
changement de 1% dans la densité du fluide. De méme, les gaz peuvent sou-
vent étre considérés comme incompressibles. En fait, les variations de masse volu-
mique peuvent provenir des phénomenes de compressibilité, qui sont mobilisés en
aérodynamique lorsque 'ordre de grandeur du nombre de Mach est non négligeable.
Ce dernier est défini comme étant le rapport de la vitesse du fluide sur la vitesse

du son :

ol ¢ est donc la célérité du son.

Ce nombre de Mach est un indicateur de la compressibilité du fluide. En effet,

lf - . .
t ‘»34}, que les variations relatives de masse

on peut montrer, tel que 'indique Violle
volumique sont de I'ordre de grandeur des variations relatives de vitesse multipliées
par le carré du nombre de Mach. On peut donc classifier les différents régimes

d’écoulement de la facon suivante :



— A > 0.3 : 'écoulement est compressible, les variations de vitesse induisent des
variations de masse volumique qui dont il faut tenir compte.

— A < 0.3 : les variations de vitesse induisent des variations de masse volumique
qui sont négligeables. La masse volumique peut néanmoins varier de maniére
significative s'il y a des sources ou des transferts de chaleur (on parle alors de

fluide anélastique ou d’écoulement dilatable).

Les situations ol le nombre de Mach est proche de I'unité sont nombreuses. On
peut bien évidemment penser & 1'écoulement autour d’une aile d’avion, ou bien
également, de maniére moins évidente, & l'utilisation d’appareils pour explorer la
surface de plandtes extraterrestres telles Mars ou Vénus 33, En effet, la densité
atmosphérique sur Mars est faible, ce qui implique que le nombre de Reynolds est
tres petit. Ainsi, afin de maintenir une portance suffisante sur 'appareil, la vitesse
de vol doit étre suffisamment importante. Le nombre de Mach est alors tel que I'on

se trouve dans le régime compressible.

Notons que le nombre de Mach est une variable locale. Ceci signifie qu’il n’a pas la
méme valeur dans tout le domaine. On peut donc trouver dans le méme domaine
de calcul des régions ot les effets de compressibilité ne se font pas sentir (M faible)
et d’autres ou ils sont importants (A élevé). Dans ces cas, il convient d’utiliser
une formulation unifiée permettant de gérer la présence simultanée de ces différents

régimes dans le domaine.

D’autre part, il peut étre intéressant de caractériser les changements survenus
dans la solution a la suite d'une modification du nombre de Mach & I'infini. Deux
approches s’offrent & nous : recommencer les calculs en modifiant le parametre
(nombre de Mach), ou utiliser la méthode de I'équation des sensibilités (MES).
Les sensibilités désignent le taux de variation de la solution par rapport & un pa-

rameétre de design ou d'intérét. L'information obtenue & partir de ces gradients



est trés précieuse. Elle peut servir entre autre pour le design optimal, le calcul
rapide de solutions voisines, I'analyse de sensibilités ou encore 'analyse d’'incerti-
tude. Les équations des sensibilités sont obteniles en différentiant les équations de

Iécoulement par rapport au parametre d’intérét.

Dans ce mémoire, nous avons comme objectif de proposer une formulation permet-

tant de traiter les différents régimes suivants :

— p = constante : écoulement incompressible
— p=p(T) : écoulement anélastique

~ p = p(p,T) : écoulement compressible

Nous nous intéresserons également a la MES pour ces trois régimes d’écoulements.

Nous en verrons des applications sur plusieurs cas.

Les équations que l'on résoud numériquement sont celles de Navier-Stokes, que
l'on retrouve dans de nombreux ouvrages. Cependant, 'approche que nous em-
ployons est moins répandue. Nous proposons une écriture unique valable pour des
eéoulements compressibles et incompressibles (sous forme dimensionnelle ou bien
adimensionnelle). On retrouve une telle unification dans les travaux de Turgeon et
al. B et de Ilinca et Pelletier M. L’avantage d’une telle formulation permet de
résoudre de maniere efficace des écoulements présentant simultanément différents

régimes (compressible, anélastique, incompressible).

On résoud le systeme d’équations avec une méthode d’éléments finis, technique
générale de résolution de systemes d’équations aux dérivées partielles. On trouvera
des réffences bibliographiques dans les ouvrages de Reddy 24, Szabo et Basugka 27
ou bien encore dans celui de Cuvelier et al. [l I est cependant nécessaire de

stabiliser les calculs numériques. Nous avons donc recourt & une autre méthode

numérique : la méthode GLS (Galerkin Least Squares) 1%, qui ajoute des termes



N

supplémentaires de stabilisation & la formulation variationnelle issue de la méthode
d’éléments finis. On trouvera la description complete des termes de la méthode GLS

CIl alnexe.

L’une des particularités du code de calcul utilisé est sa stratégie adaptative Elle
permet d’obtenir un bon maillage pour une solution précise. Hétu et Pelletier ont
fait de nombreuses études en utilisant cette méthode pour des écoulements lami-

8, 9, 14]

naires incompressibles . On peut également citer les travaux de Pelletier et

B8 ou encore pour les transferts thermiques pour

N . [
al. pour des problémes thermiques
des fluides & propriétés variables 6. Finalement, Turgeon et Pelletier ont utilisé
cette stratégie pour démontrer le niveau de précision des simulateurs numériques

pour une vaste gamme de problemes [31: 201,

En ce qui concerne I'étude des sensibilités, mentionnons la thése de Doctorat de
Borggaard 1 pour sa contribution dans ce domaine. Borggaard et Pelletier ont
ensuite présenté leurs travaux du coté de la mécanique des fluides . Ils utilisent
I'adaptation du maillage pour 'écoulement et les sensibilités, tout comme 'a fait
Stewart 1l Les travaux de Turgeon 2 dans ce domaine sont également précieux.
Enfin, en ce qui concerne les écoulements compressibles, on peut se référer aux

études menées par Godfrey et CLff 1.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante. Dans les deux premiers chapitres,
nous présentons les équations des écoulements compressibles de méme que les
équations des sensibilités. Nous v voyons aussi la formulation employée qui pro-
. . Yo el ‘ . ) 1t 1
pose une unification de 'écriture des équations, rendant possible les calculs en tout
régime d’écoulement (incompressible, compressible) et sous forme dimensionnelle
ou adimensionnelle. Le troisieme chapitre est dédié & la méthodologie numérique.
On y présente la méthode des éléments finis. Nous décrivons les formes faibles des

équations, leur discrétisation de méme que la stratégie d’adaptativité que nous
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employons afin d’obtenir un maillage optimal. Le chapitre 4 est consacré a la
vérification de la méthodologie de résolution. Nous utilisons pour cela la méthode
des solutions manufacturées. Nous présentons un exemple en 2-D cartésien et un
autre en axisymétrique. Enfin, les deux derniers chapitres feront Pobjet d’appli-
cations en régime compressible. Nous y verrons 'écoulement autour d’un profil
d’aile NACAQC12 et également application & un jet axisymétrique. Dans les deux
cas, une analyse de sensibilité est effectuée. Ce mémoire se termine enfin par la

conclusion.



CHAPITRE 1

EQUATIONS DES ECOULEMENTS COMPRESSIBLES

Dans ce chapitre, nous passons en revue les équations régissant les écoulements
tant compressibles gu’incompressibles. Nous présentons également une forme adi-

mensionnelle ainsi qu'une écriture unifiant les différents régimes.

1.1 Les équations de Navier-Stokes

Nous utilisons les équations de Navier-Stokes : c’est-a-dire la conservation de la

masse, du mouvement et de I'énergie. Dans le cas général, elles s’écrivent :

dp
STV pu=0 (1.1)
du
p<§+(u~V)u>:~—Vp+V-T+f (1.2)
oT ‘
PCp E-F(u.V)T =u-Vp+V.-(AVT)+g¢g (1.3)

ol les variables d’écoulements sont la vitesse u, la pression p et la température
T. p est la masse volumique, 7 le tenseur des contraintes visqueuses, ¢, la chaleur
massique et A la conductivité thermique. f et ¢ représentent des champs de forces

volumiques et des sources thermiques.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux écoulements bidimensionnels station-
naires de gaz parfaits. Les dérivées temporelles dans les équations précédentes vont

donc disparaitre et nous écrirons u = (u,v). De plus, le tenseur des contraintes



visqueuses est de la forme :

T=U (Vu—I—VuT) —g,uiv-u

Nous avons un systeme de quatre équations (I’équation du mouvement en donne
deux) a cing inconnues (u, v, p, T, p). Nous utilisons I'équation d’état des gaz
parfaits comme cinquieme équation. Le systéme peut alors s’écrire sous la forme

suivante en régime stationnaire :

V-pu=0 (1.4)
plu-Viu=-Vp+ V- /L(Vu+VuT)—§uIV~u +f (1.5)
pu- VT =u -Vp+V - (AVT) +g¢ (1.6)

b (L.7)

i est la viscosité du fluide et R, est la constante du gaz considéré.

Nos inconnues principales pour ces équations sont les variables (u, v, T, p). Lorsque
nous aurons besoin de la masse volumique, celle-ci sera évaluée par I'équation (1.7).
Un réarrangement de I'équation de continuité (1.4) fait disparaitre les dérivées

spatiales de p. Nous I'écrivons alors sous la forme :

)
-V .u= ;u -Vo(p,T) (1.8)

La masse volumique p dépend de maniere générale de p et 7. En développant le

terme Vp(p,T') dans 'équation précédente, on obtient :

1 op Jdp .
V-ou= pu Lapr—% QTVT} (1.9)



Introduisons le ceefficient de compressibilité isotherme « ainsi que le ceeflicient de

dilatation thermique 3 définis par :

10
a= -2 (1.10)
p Opir
1 dp
B=—= == 1.11
S o, (111)
Pour un gaz parfait, on montre aisément que l'on a :
1
a=- (1.12)
p
3= ! (1.13)
Mo T .
De sorte que I'équation de continuité devient :
—-V.u=ou -Vp—-p5u-VT (1.14)
1 1
=-u-Vp—=u VT 1.15
pu VP U (1.15)

En remplacant dans le systéme (1.4)-(1.7), nous avons les équations suivantes :

-—V"UZ%U~V]D—%’U;'VT (1.16)

2 ]
plu-Vu=-Vp+V-|u (Vu+VuT)—§uIV-uJ +f (1.17)
pou VI =u-Vp+ V- (AVT) +¢g (1.18)
p=-L (1.19)

R,T



1.2 Forme adimensionnelle

11 existe plusieurs manigres d’adimensionnaliser les équations. Une simple adimen-
sionnalisation par rapport a des valeurs de référence (qui peuvent étre par exemple
une vitesse & U'infini, une longueur caractéristique du probleme) fournit les résultats

sulvants :

g ~ T
= — T j=L i=4
‘!JT' 77!’ p'f‘ )LL'I'
. u° . p . Cp ~ A
U, P Ps Cp Cp, Ar

Il peut arriver que plusieurs fluides soient présents dans différentes zones du do-
maine. Pour cela, nous introduisons également R, , constante évaluée a Iétat de

y . e : ) B Ry
référence du gaz pris comme référence. Nous aurons ainsi Ry = £%.
¢ o

Dans 'adimensionnalisation précédente, p, = p,U? représente une échelle de pres-
sion. Cette valeur provient de I’équation de mouvement (p(u - Viu = —-Vp+...)

qui montre que la pression y joue un role mécanique.

L’adimensionnalisation de I’équation d’état fait apparaitre une pression de référence,

indiquant que dans cette équation, la pression joue un role thermodynamique :

Dr = ergr T;

Nous pouvons donc des & présent voir que la pression joue un role double dans les
écoulements compressibles : a la fois un role mécanique et un rdle thermodyna-
mique. Nous verrons plus loin quelle particularité cela peut amener sur Uadimen-

sionnalisation de la pression.



Dans cette adimensionnalisation, d’autres grandeurs apparaissent naturellement

(dont le nombre de Macl: & I'état de référence) :

U,
M, =
W/TRQTYT’
VR
— Irdlgy
CPT Y — 1

. 1 . .
Vd=a V- =a- VT
p T
. N 1 - . - .
pi- Vi = =Vp+ =V [p VfﬂrV'&T)——ﬁIV-ﬂ}%h
- . 1 - -
~ o~ . _ 2-. ~
pépt - VT = (v, 1)~j\1,,u Vp+RePrv (AVT) + ¢
5= v M2
v

avec la définition des nombres de Reynolds Re et de Prandtl Pr :

rU’rLr
Re = Prirtr
Hor
/"LT'CPT
pr =t
r N

(1.20)
(1.21)

(1.22)

(1.23)

Ces équations permettent de traiter les écoulements compressibles, mais ne convien-

nent pas dans le cas limite d’un trés faible nombre de Mach. En effet, en regardant

Péquation d’état (1.23), on peut croire que la masse volumique diminue jusqu’a

atteindre zéro a mesure que le nombre de Mach tend vers zéro. En fait, la bonne

interprétation de ce résultat est gque la pression se comporte comme l'inverse du

carré du nombre de Mach de fagon & ce que l'on récupeére un état incompressible

lorsque le nombre de Mach tend vers zéro.



[
Pk

1.2.1 Adimensionnalisation de la pression

Ce probléme peut-étre résolu en fournissant une bonne adimensionnalisation de la
pression. Il faut, comme dit plus haut, tenir compte du double rdle de la pression.

Pour voir cela, considérons 1'échelle de pression :
— 2 _ 72
ps = pr Uy = yepr M)

qui est représentative des différences de pression induites par P'écoulement. Nous

avons donc :

A,
2P a2
pr

Ainsi, dans le cas de tres faibles nombres de Mach, ces différences de pression sont

beaucoup plus petites que la pression thermodynamique p,.

Ceci illustre le fait que la pression joue a la fois un role mécanique dans I'équation
de mouvement, et un role thermodynamique dans 1'équation d’état. Seuls les gra-
dients de pression apparaissent dans I'équation de mouvement, et eux seuls ont
une influence directe sur 'écoulement. Cependant, le niveau absolu de pression

intervient dans 'équation d’état.

La premisre forme adimensionnelle proposée pour la pression fournit des différences
de pression de P'ordre de un, mais la pression absolue augmente & mesure que
le nombre de Mach se rapproche de zéro. II faut donc revoir notre adimension-
nalisation afin d’obtenir & la fois des différences de pression (dans l'équation de
mouvement) et une pression thermodynamique (dans 'équation d’état) ayant une

amplitude de 'ordre de un.
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Nous arrivons donc a la forme suivante :

P—D :p—pr

Ds p U2

D=

Les équations (1.16)-(1.19) deviennent alors :

. M2 S
Y M2p+1 T
e S B 2 2
pi- Vi = =Vp+ =V | Vu+vUT) — ATV @+ f (1.25)
. - - S 1l & 1es -
pept - VT = (v, — 1)M?% - Vp + RePrv ( Y+q (1.26)
~eM2p + 1
p= AP Y (1.27)

On peut donc voir que ce systeme est bien posé dans la limite ol le nombre de Mach
tend vers zéro. On obtient alors les équations pour les écoulements ahélastiques,

qui sont appropriées pour les écoulements fortement chauffés.

. 1. -
L v TR v (1.28)
T
bt Vi = —Vi+ -V ~(<7a+mf)_3gw@ +F (1.29)
Re 3 ’
PR 1 & rem -
pept - VT = Reprv (A\VT) + ¢ (1.30)
o]

Il reste cependant & examiner un autre cas Hmite : celui d'un écoulement incom-

pressible dont les propriétés sont constantes.

Ceci se produit lorsque les différences de température sont petites et lorsque le



i3

nombre de Mach est tres faible. Dans ce cas la, Péquation d’état (1.27) ne se réduit

pas & p = 1 (cas incompressible), comme on s’y attendrait. Il est donc nécessaire

de bien adimensionnaliser la température.

1.2.2 Adimensionnalisation de la température

La situation est semblable & celle rencontrée plus haut pour I'adimensionnalisa-

tion de la pression. Les différences de température sont petites comparées a la

température absolue.

L’adimensionnalisation suivante (& I'aide d'un état de référence 7} et d’une échelle

de température 7Ty, représentant les différences de température) permet de récupérer

des amplitudes de variation de U'ordre de un tant pour les différences de température

que pour la température absolue :

Nous obtenons alors le systeme :

v M?
—_—_—_——.u .
’"y’rﬂv‘[ 72]3 -+ 1

p6a - VT = FEcin - Vp+
1y M2p+1

p—RQ%T+1

RePr

-~ T-T
T = .
T
Ts
Vp— =4 VT
P LT +1



ou F¢ est le nombre de Eckert :

Ainsi, on peut retrouver les équations des écoulements incompressibles en impo-
sant M, = 0 et T,/T, = 0 dans les équations précédentes. On peut montrer que
I'indétermination apparaissant alors sur la valeur de Ec¢ peut étre levée et qu'il

convient d’imposer Ec =0 1330

1.3 Unification des écritures

Dans cette section, nous allons voir I'écriture des équations correspondant aux
écoulements compressibles et incompressibles, sous leur forme dimensionnelle et
adimensionnelle. Nous serons ainsi en mesure de fournir une écriture unique valable

pour les deux régimes et les deux écritures dimensionnelle et adimensionnelle.

Notons que pour les calculs dimensionnels, nous introduisons également un état
de référence (p,,7,) afin de transcrire le double réle joué par la pression et la

température.

Les paragraphes suivants donnent l'écriture des équations dans les différents cas,

ceci afin d’en sortir les similitudes pour une écriture unique.

Pour plus de clarté, nous avons omis les tildes (7) sur les variables adimensionnelles.



1.3.1 Ecoulement compressible, écriture dimensionnelle

Nous reprenons ici les équations (1.16)-(1.19). La pression et la température sont
différentes d'une constante par rapport au systeéme précédent, puisque 'on intro-

duit 1'état de référence (p,,T).

1
©® = u-Vp

- - -VT 1.36
p+pr T+, (1.36)
2
pu-Vu=-Vp+ V- u(Vu+VuT)—§uIV-u +f (1.37)
pepu - VI =u-Vp+ V- (AVT) +¢q (1.38)
_Llptp
R, THT, (1.39)

1.3.2 Ecoulement incompressible, écriture dimensionnelle

La masse volumique p est ici constante. Le terme de droite de I"équation (1.36)
correspondant au terme %u -V p va donc étre nul. Nous vovons donc sur 'équation
(1.40) que la divergence de u est nulle. Ainsi le dernier terme entre parentheses de
Péquation de mouvement (1.37) disparait. Enfin, le travail de compressibilité est
nul dans le cas d'un écoulement incompressible, d’ou 'absence du terme w - Vp

dans I'équation d’énergie (1.42).
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—Vou=0 (1.40)
pu-Vu=-Vp+V- [u (Vu-kVuT)] + 7 (1.41)
pepe - VT =V - (AVT) + ¢ (1.42)
p=po (1.43)

1.3.3 Ecoulement compressible, écriture adimensionnelle

Nous utilisons ici le systéme (1.32)-(1.35). Par rapport & l'écriture dimensionelle,
nous voyons apparaitre les valeurs de référence, ainsi que les nombres sans dimen-

sions (Re, Pr, Ec).

~ M2 L
Vou= """ o Up— r VT 1.44
RN VR G LT+ 1 4)
1 2
pu - Vu = —VP+R;V' u(Vu+VuT) —guIV-u +f (1.45)
N 1 L Bl
pcpu'VT:Ecu-Vp+§é—ﬁ;V-(/\VI)+q (1.46)

Ry v M?p+1

_ 1.47
"7 R, LT+l (147)

1.3.4 Ecoulement incompressible, écriture adimensionnelle

Les équations (1.48)-(1.51) peuvent étre obtenues ou bien en adimensionnalisant
Pécriture dimensionnielle des écoulements incompressibles (1.40)-(1.43), ou bien en
faisant disparaitre les termes des équations (1.44)-(1.47) qui correspondent & une

masse volumique variable, comme cela a déja été fait plus haut.



-V-u=90 (1.48)
1
pu - Vu=—-Vp+ EV~ [,u (Vu—FVuT)} +f (1.49)
1 .
p=1 (1.51)

1.3.5 Ecriture unique

A la vue de ces systemes d’équations, nous voyons que nous pouvons tous les

représenter par 1'écriture générale suivante :

Q 3,

-V u = VD — — T VT 15
V-u arrp+1u Vp STT+1u \Y (1.52)
2
pu-Vu=-Vp+V. u(Vu+VuT)—§pIV-u +f (1.53)
peyte - VT =10 - Vp+ V- (AVT) + ¢ (1.54)
_app+1
p=rrT (1.55)

Les valeurs que l'on va ensuite donner aux différents ccefficients et propriétés

détermineront le type de régime dans lequel on se trouve.

Notons que dans le cas incompressible, le terme —%,uf V - 2 n’apparait pas. Ce-
pendant, Péquation de continuité va forcer le terme V - u a étre petit. Il s'en suit
que le terme supplémentaire ~§ uIV - u dans I'équation de mouvement disparait

de lui méme.

Le tableau 1.1 résume les différentes valeurs a fournir pour les différents régimes.



TaB. 1.1 Ceefficients et propriétés pour les différents régimes

Dimensionnel Adimensionnel
Compr. | Incompr. Compr. | Incompr.
r T T:
viscosité U 1 ﬁ ‘fi ﬁ ﬁ
chaleur spécifique ¢ Cp = =
Teow E,.= % 0
, Tr
conductivité A A R;PT % RelPr :\*7
Pr R,Z;TTr Po % 1

18
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©w

Remarquons que nous avons préféré écrire au final U'équation d’'état sous la forme

. app+1l 1A R TI .. R ) S e
p = propog plutdt que d’utiliser explicitement la constante R,. L'écriture est alors

plus agréable, mais reste identigue.
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CHAPITRE 2

METHODE DE L’EQUATION DES SENSIBILITES

Dans ce chapitre, nous verrons la méthode de I'équation des sensibilités. Nous com-
mencerons par définir le terme sensibilité, tout en voyant quels sont les domaines
d’application des sensibilités. Nous regarderons ensuite en détail les équations a

résoudre dans la MES.

2.1 Les sensibilités

2.1.1 Définition

On désigne par sensibilité le taux de variation d’une variable par rapport a un
parametre décrivant le systeme. La sensibilité correspond donc au gradient de la
variable par rapport au parametre. Elle indique le comportement de cette variable

face & une petite variation du parametre choisi.

Afin de bien comprendre cette notion, prenons par exemple le cas simple d’un
probléme de conduction de chaleur unidimensionnel dans une tige composée de
deux matériaux comme celui présenté sur la figure 2.1. La température, linéaire
par morceaux, est non simplement fonction de 'abscisse z, elle dépend également
de toute une série de parametres, & savoir la température & gauche et a droite, la

longueur des matériaux, la conductivité de chaque matériau. On écrit donc :

T= T((l Tl: TE: }\17 /\\27 Ty, Ty, TZ)
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7

\

)\1 )\2 §T2

x; T2

Fi1a. 2.1 Matériau composite

Par définition, la sensibilité de la température par rapport & I'un de ces parametres
a s'écrit :

oT

oa

a e {le TQa )‘17 >‘2: Ty, T4, 12}

;a p—
ST —

La sensibilité de la température par rapport & ce parametre va donc décrire la
maniere dont réagit le systéme & une perturbation du paramétre e autour de sa
valeur nominale ay. La sensibilité est une grande source d’information qui permet

s

une connaissance encore plus précise du systéme considéré.
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2.1.2 Utilité des sensibilités

Les sensibilités apportent une information trés précieuse qui peut étre utilisée pour

de nombreuses applications. Nous allons passer quelques unes en revue.

2.1.2.1 Design optimal

On cherche ici & minimiser une fonctionnelle J définie par :

J (u(a),p(a), T(a),a)

ot u est le champ de vitesse, p le champ de pression, T le champ de température
et a est le parametre de design. Notons que J dépend de a, de méme que toutes

les autres variables. En différentiant J par rapport a a, on obtient :

dj d0J du o0J op oJ o dJ

—— = ot o o o
de Ou Oa, Op Oa, IT Oa, Ja

Sy Sp sT

On voit donc apparaitre les sensibilités des variables (u, p, T'). Le calcul des coef-
ficients par la méthode des sensibilités donne directement des évaluations du gra-

dient de J.

2.1.2.2 Calcul rapide de solutions voisines

Prenons le cas d’une aile d’avion. Nous effectuons des calculs pour une certaine
valeur d'un parametre (le nombre de Mach & Uinfini M, par exemple). On cherche

& savolr par exemple comment va varier le ccefficient de pression au niveau de l'aile
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st on modifie A7,. Celui-ci est donné par la formule :

— D= Dr
3p-U?

(2.1)

‘P

Au lieu de relancer tous les calculs pour une nouvelle valeur de M,, on peut ap-

proximer la solution en utilisant un développement en série de Taylor :

Cplz, M, + 6M,) =~ Cy(z, M,) + 9C, §M, (2.2)
OM, |y,

Il suffit donc d’évaluer la sensibilité de C}, (a 'aide de la sensibilité de la pression)
pour avoir une approximation bon marché des solutions proches (pour de petites

valeurs de §M,.).

2.1.2.3 Analyse de sensibilités

La MES fournit les sensibilités dans tout le domaine de calcul. On peut ainsi
identifier les zones les plus sensibles aux parametres de design. Par exemple, autour
d'un profil d’aile NACA0012, une variation de 'angle d’attaque va engendrer une
dépression d'un c6té du profil et une surpression de 'autre coté. Par contre, la
sensibilité de la pression est quasi nulle dans tout le reste du domaine. La vitesse
horizontale, quant a elle, va plutot étre affectée dans la zone arriere du profil et
dans le sillage de l'aile. D’'un coté, elle va étre accélérée, et de l'autre, ralentie.
Cette sensibilité est pratiquement nulle ailleurs. L’analyse de sensibilités permet
donc d’identifier les différentes zones sensibles suivant les différentes variables : &

l'avant du profil pour la pression, a l'arriére et dans son sillage pour la vitesse.
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2.1.2.4 Identification des paramétres dominants

11 est parfois important de connalitre les parameétres d’étude ayant les effets les plus
importants (design expérimental). Ceci est possible en comparant les ceefficients de
sensibilités. Ceux-ci ont en général des ordres de grandeur et des unités différents.
Si 'on étudie deux parametres a et b et que 'on veut comparer leur influence sur
I’écoulement, il est alors utile et nécessaire de normaliser les résultats. On définit

la sensibilité normalisée de u par rapport a un parametre a de la fagon suivante :

_8_1{
da

P —
S, = do

ol ag est la valeur nominale de a.

De cette maniére, 8¢ et 5% ont toutes deux les mémes unités de vitesse. La compa-

raison des sensibilités est donc effectuée sur une base rigoureuse.

En comparant les effets de plusieurs sensibilités normalisées, on peut ainsi déterminer

le ou les parametres dominants.

2.1.2.5 Analyse d’incertitude

Le principe de 'analyse d’incertitude est de déterminer l'incertitude d'une va-
riable de réponse d’un systéme causée par les incertitudes des inputs. Dans toute
expérience, il existe une certaine plage d’incertitude sur les parametres d’entrée du
systeme. La figure 2.2 montre la cascade d’incertitude sur les parametres d’'input
se répercutant sur la réponse de I'écoulement au travers du code de simulation. La

MES donne un estimé de la plage de variation de la réponse.

On peut par exemple considérer une approche statistique comme celie présentée



ay  —— — R

Aa —>  —> AF?

F1G. 2.2 Calcul de Vincertitude

par Putko et al. %, Les parametres d’étude sont @ = (ay, ..., a,), statistiquement
indépendants, et ayant une distribution normale aléatoire autour d'une valeur no-
minale ou moyenne @ = (ay,...,d,). Soit o4 = (Tay, - - ., 04, ) V'écart type associé
A a, et soit F la variable de réponse. On peut alors écrire les valeur moyenne F et

variance associée o :

F = F(a)
", OF
O‘% = (aa O(Lz)r)
i=1 :
s§

Qg

Les sensibilités (s%) relient I'incertitude des parametres d’entrée (o,,) & l'incerti-

tude de la réponse (o).

2.1.3 Calcul des sensibilités

11 existe plusieurs méthodes pour calculer les sensibilités. On peut les classer en
deux catégories. La différence se situe dans 'ordre des opérations de discrétisation

et de différentiation. Il est en effet possible de discrétiser les équations continues
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de I'écoulement puis ensuite de différentier les équations discrétes obtenues. On
parle alors de la méthode des sensibilités discretes. L'autre méthode consiste a
différentier les équations continues pour l'écoulement en premier lieu pour obtenir
des équations pour les sensibilités, puis de discrétiser ces équations continues obte-
nues. On parle alors de la méthode de I'équation des sensibilités. Le résultat final

est dans tous les cas un systéme d’équations discretes.

Les deux méthodes sont différentes, puisque les opérations de discrétisation et
de différentiation ne commutent pas. Elles ont chacune leurs avantages et leurs
inconvénients. La premiere approche donne des gradients qui correspondent exac-
tement aux dérivées de la solution discréte obtenue pour ’écoulement. Elle est
également plus facile a implanter numériquement. La deuxiéme approche est, quant
a elle, mathématiquement plus simple. On évite la différentiation de termes non

différentiables tels les termes de stabilisation et les limiteurs.

Cependant, les deux approches, continue et discréte, donnent en principe asymp-

totiquement la méme solution.

Le code employé utilise ici la méthode de I’équation des sensibilités (discrétisation
des sensibilités continues). Les équations des sensibilités seront donc obtenues en

différentiant de maniere implicite les équations pour 1’écoulement.

2.2 Les éguations des sensibilités

Pour l'analyse de sensibilités, chaque variable est considérée comme étant & Ia
fois dépendante des coordonnées d’espace et du parameétre a. On écrit donc par

exemple ¥ = u(z;a).



Les sensibiiités des différentes variables par rapport au parametre ¢ s’écrivent :

o _ u
* 7 da

. Op or

* da

] S

Les sensibilités des propriétés du fluide et des autres parameétres d’écoulement

s'écrivent avec un (') pour les différencier des variables d’écoulement. Par exemple :

d dA
I:i )\l_

Ha ™= Gg " da
(N’oublions pas que d’une maniére générale, on va avoir u = p(u(a),p(a), T'(a), a).
On doit donc considérer la dérivée totale ou matérielle.)

Dans la suite, lorsqu’il sera évident que 'on parle du parameétre a, nous aliégerons

les écritures et nous utiliserons simplement s, pour la sensibilité de u par exemple.

Nous partons donc du systéme (1.52)-(1.55), que nous allons différentier pour ob-

tenir les équations pour les sensibilités.

2.2.1 Equation de continuité

La différentiation de 'équation (1.52) donne :

~V-sy=0a'u-Vp+a(s, Vp+u Vs,)
— 3w VT — 3(8y VI +u-Vsr) (2.3)
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ou

— a’r
= a,p+1
, B
g= 3T+ 1
o = o, _ o (arp + onsp)
) arp+1 (O"rp + 1>2
g B B3+

8T +1 (3T + 1)?
2.2.2 Equation de mouvement

L’équation de mouvement (1.53) devient, apres différentiation :

Pu-Vu+p(sy Vu+u-Vs,)=—Vs,
+ V- [ (Vu+ Vu')
+ u(Vsu+ Vs, ")

2 2
—g/l,'IV~u——§uIV~su +fF (2.4)
2.2.3 Equation d’énergie

L’équation d’énergie pour les sensibilités est la suivante :

(pep+ pey)u - VT + pey(se VI + - Vsy) =rpu-Vp
+ Tew(8e - Vp+u - Vs,)
+ V- (NVT+XVsr)+4  (2.5)
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2.2.4 Equation d’état

Enfin, '"équation d’état des gaz parfaits pour les sensibilités est :

/ / 4
, pr D+ ops, BT+ Best
= = — 2.6
P p(pT+ a.p+1 G50+ 1 (2:6)

2.3 Conditions aux limites

Comme pour I'écoulement, on ne peut résoudre le systeme d'équations précédent
qu’en spécifiant des conditions aux limites adéquates que 'on obtient en différentiant

les conditions aux limites de I'écoulement par rapport au parametre a.

Les conditions de Dirichlet et de Neumann pour écoulement s’écrivent :

u(x;a) = (xp; a) sur Iy (2.7)

t=0 -n=F" sur 'y, (2.8)

avec le tenseur des contraintes o = [—pI + U (Vu + Vul — %IV . u)}

Les frontieres I'; et I',, peuvent dépendre de a (parametre de forme) ou non (pa-
rametre de valeur). La figure 2.3 montre cette dépendance : un changement de a

peut amener une partie de la frontiere du domaine 90 & bouger.

2.3.1 Conditions de Dirichlet
Nous écrivons dans le cas général :

u(z(a),y(a); a) = a(zy(a), ypla); a) sur Iy (2.9)
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Fi1G. 2.3 Conditions aux limites pour un parametre de forme

En différentiant par rapport a a :

du _Ou  Oudm  Dudy did
do  Oa, Or 8a Oy da  da

Sy

sur Iy (2.10)

La condition aux limites pour la sensibilité s’écrit donc :

_dd Oudr, Ouoy, .
8y = T 5; e sur I'y (2.11)

Notons que I'expression (2.11) est valable aussi bien pour les parametres de forme
que de valeur. En effet, dans le cas d’un parametre de valeur, la frontiere ne dépend
pas de a, donc %2 et 2 sont nuls et (2.11) se réduit a :

’ da Oa

o

=5 sur I'y (2.12)

Su
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Pour illustrer ceci, prencns le cas d'un tuyau de hauteur a connecté a un réservoir

tel que représenté sur la figure 2.4.

)
¥y

F1G. 2.4 Géométrie du tuyau débouchant sur un réservoir

On considére que le débit dans le tuyau est constant et indépendant de a. Nous

avons alors :

.I’bZO

yp = ar r € [0,1]
dr(l —r

(-1

a

r permettant une paramétrisation de la frontiere.
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Nous voulons connaitre la sensibilité de w par rapport a a. Il faut donc calculer la

condition aux limites pour s, dans le tuyau.

. . S _ di .
Ici, les ceeflicients %‘l, 2 et Z—Z sont les suivants :

&Eb

Ba

By
da
di 4r(l —r)
da a?

Ainsi, la condition aux limites en entrée pour s, est :
4r(l—r) Ou

P 8_yT

Sy = —

2.3.2 Conditions de Neumann

Reprenons 'expression (2.8), indiquant une condition de Neumann :

o-f=F" sur Iy, (2.13)

Les sensibilités des forces de surface sont :

Puisque o = o(z(a); a), en différentiant par rapport & a nous avons :

do dzy,  do O dFY
sa-@Jr(ﬁ—b 7 yb)-ﬁ+a-ﬁ’= sur T, (2.15)

dx Ja 5&;55 da
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d’otx Ia condition aux limites suivante :

(2.16)

Y or de O
8: = d - <6a- il Uﬂ]—) -1 sur I',

da dz da (nyGa

La encore, le terme entre parenthese disparait dans le cas d'un parametre de valeur.



CHAPITRE 3

RESOLUTION DES EQUATIONS

Une fois le probléme correctement modélisé par Uintermédiaire des équations ob-
tenues dans les chapitres précédents, il reste encore & les résoudre. Dans la plupart
des cas, il n’existe pas de solutions analytiques. Nous avons donc recours & un code

de calcul numérique utilisant un algorithme d’éléments finis.

Dans ce chapitre, nous présenterons la méthode des éléments finis. Ainsi, nous
décrirons les étapes pour arriver a une formulation variationnelle, la maniére dont le
domaine est discrétisé pour transformer le probléme initial continu en un probléme
discret rendant la résolution possible. Nous verrons également comment sont traitées
les sensibilités. Enfin, nous examinerons plus en détails Pestimateur d’erreur, un

des éléments clés de notre stratégie adaptative.

3.1 Mdéthode des éléments finis

3.1.1 Formulation variationnelle

Le but de cette manipulation est de réduire 'ordre des dérivées présentes dans
les équations a résoudre. Le principe est de multiplier les équations (1.52), (1.53)
et (1.54) par des fonctions test (respectivement dp, du et 6T), puis d’intégrer par
partie certains termes des équations. On obtient alors la formulation variationnelle

de notre systéme pour 'écoulement :
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— équation de continuité

ji;(—v-u) dpdQ = _/{7 (aw - Vp) 5pdﬂ—/[z(ﬁu-VT) op d$2 (3.1)

¢

— équation de mouvement

/ (pu - Vu) - dudQ =/pV - (6u) dQ
0 Q

_[2 {2M"/(u) - ;uIV-uJ : 4(6) dQ

-I-/ (Uoﬁ)-éudaQ—i—/fﬁudQ (3.2)
89 )
— équation d’énergie

/ (peye - VT) 6T dQ = | (reyu - Vp) T dQ — / AVT -V (6T) dS)
JQ Q Q

+ / (AVT - 72) 6T doS? + / gdéT dQ (3.3)
a0 o)
ou le tenseur des déformations 4(u) est défini par :

F(u) = = (Vu -+ Vu')

bO |

Les intégrales de bord apparaissent suite & I'intégration par parties des équations

de mouvement et d’énergie. En pratique, les fonctions tests (du et 67) sont choisies
[=] s

de telle manitre a ce qu'elles s'annulent sur les frontieres du domaine 1a ol des

conditions de Dirichlet ont été imposées :
ST eHyjg={0€ Hy|¢=0su ']}

Il suffit alors de conserver uniquement intégrale sur la partie ', de 9Q. Les

conditions aux frontieres de la vitesse et de la température n’ont pas a observer la
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meéme géométrie. Ainsi on a :

YUl =90 et rnrey=49
rZur? = o0 et r’nrli=g¢

On peut donc imposer une vitesse nulle (condition de Dirichlet sur la vitesse)
sur une frontiere ol le flux de chaleur est nul (condition de Neumann sur la

température). C'est par exemple le cas sur une paroi adiabatique.

Il est & noter également que I'on peut ajouter des termes de stabilisation dans les
formes obtenues plus haut. Ils permettent, comme leur nom I'indique, de stabiliser
les calculs numériques et ainsi donnent une convergence plus aisée et une meilleure
solution. Le lecteur curieux trouvera en annexe les formulations Galerkin Least

Square (GLS) pour les équations de I'écoulement.

3.1.2 Discrétisation

Une fois la forme faible obtenue, il faut ensuite la discrétiser, ceci afin d’obtenir
un systeéme matriciel plus facile a résoudre. Pour cela, nous découpons le domaine

en éléments. Les calculs seront effectués par la suite sur chacun de ces éléments.

Nous utilisons ici I'élément de Taylor-Hood. La figure 3.1 présente la disposition des
neeuds de calcul. On approche la pression a I'aide d’interpolants linéaires (conti-
nus), et la vitesse et la température & Uaide d’interpolants quadratiques. Il y a
donc 12 degrés de liberté en vitesse, 6 en température et 3 en pression sur chaque

élément. L'ordre de convergence de cet élément est O(h?).

Une fois le domaine discrétisé, il reste & interpoler la solution. On remplace dans la
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) N
o/ N
Vitesse Pression Température

A interpolant linéaire

O interpolant quadratique

FI1G. 3.1 Elément de Taylor-Hood

formulation variationnelle obtenue précédemment les différentes variables d’écoule-

ment par des sommes pondérées de fonctions d’interpolation :
Ny N,
—_ AU o — 0 NV
Up = g u; N vy, = g UJAJ-
j=1 J=1

Np Nr
o= pN! Th=Y T;NT
j=1 =1

oll, par exemple, uj, est la solution approximée, N, le nombre de nceuds de calcul,

u; les valeurs nodales et N les fonctions d’interpolation.

La méthode de Galerkin consiste & choisir les fonctions d'interpolation comme
fonctions test. Cela revient & choisir :

— NU \— ATU
(S’U/i = N, . 5’(/2' = *7\'7'

I3

§p; = NP 5T = NT

(3
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3.1.3 Résolution

En remplacant dans les équations (3.1),(3.2) et (3.3) les variables par leurs ap-

proximations discretes, on obtient un systeme a résoudre de la forme suivante :

x x x 0 U fu
X X x 0 v fo
X X X X » - 0
i 0 0 x x ] _T_ q

que l'on peut écrire sous la forme

AX =S

Cependant, ce systéme est non-linéaire, puisque la vitesse est présente a l'intérieur
de la matrice 4. Cela nécessite donc une résclution itérative. Nous choisissons la
méthode de Newton. Nous nous fixons les criteres d’arrét ex sur X et e sur R.

Le systeme a résoudre est donc :

R(X)=AX-5=0
En se fixant une approximation initiale X° de la solution, on cherche & résoudre &
chaque étape le systeme linéaire suivant :

Jr(X™86X = —R(X™)
et X"l = X"4+6X
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ol J g est la matrice jacobienne :

La convergence est atteinte si, apres 'étape n :

[loX1]
X7

n-1
ex et ||[RX"T)| <¢r
Enfin, précisons que les ceeflicients de la matrice jacobienne sont évalués par

différences finies.

3.2 Traitement des sensibilités

Le calcul des sensibilités se fait indépendamment de celui de 1'écoulement. Une
fois toutes les grandeurs pour l'écoulement obtenues, elies sont utilisées dans la

résolution des équations (2.3), (2.4), (2.5) et (2.6).

i

Comme ces équations sont linéaires, elles sont plutdt faciles & résoudre. Dans le
code utilisé, la structure de résolution pour les sensibilités est quasiment identique
a celle utilisée pour I'écoulement. La méthode de Newton peut alors sembler de
trop. Cependant, elle a été conservée a cause de la simplicité de son implantation
et du fait que 'usage de techniques de stabilisation peut résulter en un systéme
non linéaire méme si I'équation aux dérivées partielles est linéaire. Elle permet

également une grande souplesse quant & la construction des matrices élémentaires.
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3.3 Estimation d’erreur
Un des éléments clés dans notre processus de maillage adaptatif est Pestimation
d'erreur, qui identifie les régions ot le maillage doit étre ajusté.

Le code utilisé approche la différence entre la solution numérique et la solution

exacte généralement inconnue.

Introduisons avant tout les normes (ou plus exactement semi-normes) utilisées pour
les calculs (celles-ci sont différentes d'une variable & une autre, cependant, nous
garderons la méme notation par simplicité d’écriture) :

— pour la pression :

Il = [ Vp-Vpig (3.4)

— pour la vitesse :

]|u]}2=[)e:edﬂ (3.5)

ote=Vu+Vul —2IV.u

— pour la température :

TP = J{) VT VT dQ (3.6)

L’erreur sur les différentes variables est :

Hegzal{ - Hpera - ph”
Hegza" = “ue:ca - uh”
lleeaall = 1Teza — Thl]



s
ot

ol le suffixe exa représente la solution exacte et le suffixe h la solution éléments

finis calculée.

L'erreur fait donc intervenir le gradient des variables. Pour une variable @, le
gradient de la solution éléments finis V@ est connu alors que celui de la solution
exacte Ve, ne lest pas. De plus, le gradient de la solution éléments finis est
discontinu. L’idée, proposée par Zienkiewicz et Zhu %, est donc de projeter ces

gradients discontinus sur une base polynémiale d'un ordre supérieur.

Pour chaque sommet P, on définit un sous-domaine {)p regroupant tous les éléments
touchant ce sommet. On construit sur ce domaine un polynome @ de degré supérieur

au degré d’interpolation de la solution éléments finis @) et minimisant U'intégrale :
1 A 2
5 (Q — Qn)°dQ2p
Qp

Une fois ce polynéme construit, erreur estimée sur les différentes variables est

donc :

eIl = 11p = pall
He¥|l = [1% — wual|
el =T — Tl

c'est-a-dire :
— pression :

1

e?]] = [ [ 95 -p)- (V5 -y do| (3.7)
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— vitesse :

el = | [ @ €= dﬂ} (38)

ol

— température :

(M

leT]) = M(vf ~VT},) - (VT = VT) dﬂ} (3.9)

On sait que la norme de Uerreur ||e|| est proportionnelle & une puissance o de la

taille h des éléments :

lel] = che

En utilisant 1'élément de Taylor-Hood, la vitesse et la température sont quadra-
tiques et la pression linéaire. Avec notre choix de norme pour chaque variable,
nous allons donc observer une convergence quadratique (« = 2) pour la vitesse et

la température, et une convergence linéaire (o = 1) pour la pression.

3.4 Adaptation

Nous avons maintenant une estimation de 'erreur partout dans le domaine. Notre
prochaine étape est, a 'aide de cet estimé, de construire un maillage amélioré. ceci

afin de réduire erreur globale.

Commencons par ne considérer qu’'une seule variable, par exemple la vitesse. L’er-

reur globale |[|e|q est reliée & Uerreur élémentaire ||e||x par la relation :

Nelem

lello® = > llellx? (3.10)
K=1
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OU Melem est le nombre d’éléments du maillage courant.

On se fixe comme objectif de réduire U'erreur dun facteur £, ¢'est-a-dire :

o (3.11)

lecaello” = €] le]

Par soucis d’optimalité, nous voulons également répartir l'errenr de maniere équita-

ble entre les éléments. L'erreur élémentaire cible est done :

_ lleciniello

il = 3.12
HerlCHA M ( )

La relation reliant l'erreur élémentaire a la taille de 'élément a été écrite dans la
section précédente. Ainsi, sur le maillage courant, nous avons :
lleflx = chx® (3.13)
Et nous voulons sur le maillage cible :
||€cibiel | = cOx® (3.14)

ol §x est la taille que devront avoir les éléments situés dans la zone de 1’élément
courant K. En combinant les équations (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) et (3.14), on

obtient 'expression suivante pour dg :

_ Ellelle \V® o 1x
5}\’— <—————————-——HeilK o hK (31&)

Le travail effectué ci-dessus ne concerne gi'une seule norme de 'erreur. Or plusieurs

variables sont importantes pour la résolution d’'un écoulement et éventuellement
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de ses sensibilités. Il faut donc adapter le maillage en utilisant plusieurs normes (et
donc plusieurs variables). En effet, un maillage bien adapté au champ de vitesse
ne Test pas forcément pour le champ de pression par exemple. On désire donc

controler la précision numérique de plusieurs variables simultanément.

Nous avous choisi de calculer séparément les tailles élémentaires pour chaque va-
riable incluse dans les calculs. Ainsi sur I'élément K| nous allons récupérer plusieurs

tailles élémentaires, chacune correspondant & une variable : 0%, 65, 6% ainsi que

3

S e1e, s sl o8b st . ,
toutes celles correspondant aux sensibilités : 0,,0,7,6,7, avec i = 1,...,n, n étant

le nombre de sensibilités considérées.

Parmi toutes ces tailles élémentaires, on choisit celle qui est la plus restrictive :

Sk = min(6%, 6%, 6%, .. 5% &% 8. (3.16)

Le maillage ainsi obtenu résulte donc d'une combinaison des exigences des différen-
tes variables d’écoulement et des sensibilités. Le principe d’équirépartition de 'er-
reur se trouve affecté par Papplication du minimum sur plusieurs distributions,
mais il est impossible d’équirépartir 'erreur selon chacune des variables. Le plus
important est que, par ce principe, on arrive a controler la qualité de la solution

pour toutes les variables.



CHAPITRE 4

VERIFICATION

Dans ce chapitre, nous allons vérifier la bonne implémentation de la formula-
tion proposée dans les chapitres précédents. Nous allons tout d’abord décrire la
méthode employée, dite des solutions manufacturées. Ensuite, nous utiliserons

cette méthode dans deux exemples : I'un en 2D cartésien, 'autre en axisymétrique.

4.1 Méthode des solutions manufacturées

La méthode des solutions manufacturées consiste a comparer une solution analy-
tique d’'un probleme que l'on connait a la solution numérique calculée par le code
de calcul. Elle permet ainsi de vérifier la formulation des équations discrétisées et

la précision de la procédure de résolution.

On s’attend tout d’abord a ce que la solution numérique se rapproche de la solution
analytique. De plus, afin de vérifier notre estimation d’erreur, il est important de
comparer I'erreur exacte (écart entre la solution exacte et la solution calculée) et
I'erreur estimée (dont la description est donnée a la fin du chapitre précédent). Ces
deux erreurs sont supposées tendre 'une vers Pautre a mesure que le nombre de
nceuds augmente. Enfin, il convient de vérifier que ces erreurs convergent avec des

taux proches de ceux prédits par les considérations théorigues.

Le principe de la méthode des solutions manufacturées est le suivant. On choisit
tout d’abord une solution analytique. Ensuite, on rajoute des termes sources dans

les équations afin que la solution satisfasse ce systéme d’équations. Enfin, on fait
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une étude de raffinement de maillage afin d’analyser la convergence des calculs.

Dans notre code, nous pouvons rajouter des termes sources dans les équations
de mouvement et d'énergie. Il convient donc de prendre une solution analytique
satisfaisant I'équation de continuité (V - pu = 0). Les termes sources nécessaires

pour que cette solution satisfasse les équations restantes sont ensuite rajoutés.

Ajoutons enfin que cette méthode, initialement proposée par Steinberg et Roache %5
et développée par Pelletier et Roache U bien que trés simple, reste cependant trés

précise.

4.2 Couche limite bidimensionnelle compressible

11]

Cet exemple a été étudié par Ilinca et Pelletier M. I1 présente les caractéristiques

d’un écoulement de couche limite autour d’une plagque plane isotherme.

4.2.1 Description du probléme

La solution sous forme adimensionnellle est définie par les expressions suivantes :

p=0
; Y1, —(y/8))?
T:TMT [1—(1—e W"))}
!
P =T
1_8_(9/6)
[
0
s T —(y/6 :
APy

P
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Les calculs sont effectués avec de Uair (3, = 1.4) pour un nombre de Reynolds

Re = 1000, un nombre de Prandtl Pr = 0.7, un nombre de Mach A, = 0.7. Le

bl

domaine de calcul est le rectangle [0.2;1.0] x [0.0; 1.0].

Les termes sources ajoutés dans ’équation de mouvement sont :
T 2
f=pu-V)u+Vp-V- ;L(VU%-Vu)—-é/zIV'u (4.1)
et dans ["équation d’énergie :
g = pcu- VI —reu-Vp =V - (AVT) (4.2)

On pourra trouver en annexe la description exacte de ses termes en coordonnées

cartésiennes.

La géométrie et les conditions aux limites sont résumées sur la figure 4.1. Pour
fixer la pression, on applique une condition de Neumann sur la frontiere droite du

domaine.

On calcule également les sensibilités par rapport au nombre de Mach M,. Ceci
o
permet de traiter un cas assez général ou les sensibilités de vitesse, température et

masse volumique sont non nulles. Celles-ci sont :

524’ =0
S = (= )M, [1— (1= e @)"]

M,

Pas, = T+1)
pl
st = (1 — e—(y/&)%

/
S;}‘I/r — _i [}_ _ e—(y/é) (1 + g):l P,
2z —p
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0.2, u,v,T Dirichlet 1,5

u.v Neumann
u,v,T Dirichlet
T Dirichlet

0.2,0) u,v,T Dirichlet (1,0) x

Fic. 4.1 Géométrie et conditions aux limites

Les termes sources ajoutés dans l'équation de mouvement des sensibilités sont

obtenus par différentiation de I'expression (4.1) :

S =pu -Vu+p(s, - Vu+u-Vs,)+ Vs,

2 2
-V [,u' (Vu+Vu) + p (Vsy + Vsl) — gg'fv cu - §,uIV 8| (4.3)
et pour I'équation d’énergie, apreés différentiation de 'expression (4.2), on obtient :

sq= (Pl + pcy) w- VT + pey (84 VT + a0 Vsr)
- T/cwu VD =T (8- Vp+u-Vs,) =V (XVT + AVs7) (4.4)

Le lecteur trouvera en annexe le détail de chaque terme.



4.2.2 Etude de la convergence de la solution

Fic. 4.2 Maillage final pour la couche limite

La figure 4.2 montre le maillage final comportant 44228 nceuds, obtenu apres 8
cycles d’adaptation. L'adaptation au cours des cycles se fait sur 'écoulement et les
sensibilités. Afin de tester notre code, nous allons vérifier les trois points suivants
lors de notre analyse de convergence :

— la précision de la solution éléments finis,

— la bonne adaptation du maillage,

— la précision de l'estimateur d’erreur.



4.2.2.1 Ecoulement

Intéressons nous d’abord a l'écoulement, avant de passer aux sensibilités. L'évolution
des erreurs exactes et estimées est présentée sur le tableau 4.1 et graphiquement

sur la figure 4.3.

TAB. 4.1 Erreurs exacte et estimée pour "écoulement

Nodes || % ||eza. || 2 |]est. U T |leza. T lest. || P llesa. P lest.
58 4.385FE-03 6.972E-04 2.883E-04 9.753E-05 3.260E-01 1.057E-01
123 2.948E-03 7.969E-04 1.968E-04 9.220E-05 1.804E-01 6.044E-02
254  1.276E-03 6.559E-04 1.525E-04 8.705E-05 6.390E-02 1.814E-02
506  3.851E-04 3.263E-04 7.798E-05 5.119E-05 2.056E-02 7.875E-03
1087 1.231E-04 1.214E-04 3.160E-05 2.487E-05 4.345E-03 1.678E-03
2690 4.093E-05 4.352E-05 9.749E-06 8.938E-06 1.624E-03 7.403E-04

6914 1.512E-05 1.542E-05 3.053E-06 2.931E-06 9.353E-04 4.949E-04

17476 5.878E-06 5.979E-06 1.159E-06 1.150E-06 5.112E-04 2.861E-04

44228 2.246F-06 2.283E-06 4.424E-07 4.423E-07 2.775E-04 1.620E-04

1 T T T =
Erreur exacte - vitesse —+—

.. " "
3 N Erreur estimes - vitesse ------
01 ¢ N Erreur exacte - temperature ---%--- o
e “-\_\ Erreur estimiee - temperature 8-
\g\ “m  Erreur exacte - pression —-&-—
0.01 g “-Erreur estimee - pression ---@---
o
=
Z 0.001 F .
Z
=
=
5 o001 E ]
5 <
le-05 & B
Te-06 J
1e-07 L 1 1

10 100 1000 10060 100000
nombre de nocuds

F1G. 4.3 Courbe de convergence pour 'écoulement

Toutes les erreurs (vitesse, pression et température) décroissent de fagon réguliere

pour atteindre des valeurs trés faibles (autour de 107° pour la vitesse et la température).



La diminution de 'erreur exacte vers ces faibles valeurs démontre la bonne conver-

gence de la solution numérique vers la solution exacte.

La courbe d’estimation d’erreur se rapproche de plus en plus de la courbe d’erreur
exacte a mesure que le nombre de neeuds augmente, prouvant ainsi Uexactitude
asymptotique de lestimateur. On peut néanmoins remarquer un écart entre les
deux courbes d’erreur pour la pression. Ceci peut s’expliquer par le fait que la
pression exacte est nulle dans tout le domaine. La pression trouvée numériquement
correspond donc & l'erreur par rapport a la solution exacte. En projetant la solution
numérique sur une autre base, un certain décalage apparait donc dans le calcul de

Verreur.

La pente des droites correspond a l'ordre de convergence de chaque variable,
puisque la figure est tracée en variables logarithmiques. Cette pente correspond
a la moitié du ceeflicient de convergence o utilisé dans le chapitre précédent. En
effet, la courbe est tracée en fonction du nombre de nceuds, et on peut montrer
que celui-ci se comporte comme le carré de l'inverse de la taille des éléments. On

a donc :

[

| 1 \° 1
= Clha = CZ (ﬁ) = CQW (45)

Ainsi, nous nous attendons a avoir une pente de 1 pour la vitesse et la température
(puisque pour ces variables @ = 2), et une pente de 0.5 pour la pression. L’infor-
mation du tableau 4.1 permet de calculer des pentes de 1.05, 1.10 et 0.63 respec-
tivement pour la vitesse, la température et la pression. On observe donc asympto-
tiquement les taux de convergence prédits par la théorie : O(h?) pour la vitesse et

la température, et O(h) pour la pression.

Ces résultats permettent donc de vérifier le bon comportement du code dans la
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résolution des éguations pour Pécoulement. Il reste encore a faire la méme chose

pour les sensibilités.

4.2.2.2 Sensibilités

Les résultats de convergence pour les sensibilités sont rassemblés sur le tableau 4.2

et sont représentés graphiquement sur la figure 4.4

Il nous faut vérifier les mémes points que pour I'écoulement, & savoir la bonne
convergence de la solution numérique vers la solution exacte, le bon comportement

de I'estimateur et des taux de convergence asymptotiques en accord avec la théorie.

Chacune des erreurs descend vers des valeurs faibles. De plus, les courbes d’erreur
exacte et estimée se rapprochent au cours des cycles, jusqu'a étre pratiquement
confondues (sauf pour la pression, mais ceci s'explique encore par le fait que la
sensibilité en pression est nulle). Enfin, les pentes des différentes droites sont envi-
ron 1.01, 1.06 et 0.71 pour la vitesse, la température et la pression respectivement.
Ceci correspond bien aux taux de convergence attendus : quadratique pour la vi-

tesse et la pression (o = 2) et linéaire pour la pression (a = 1).

Ceci conclue donc notre vérification sur des écoulements bidimensionnels cartésiens.

Il reste cependant a vérifier le code pour des écoulements axisymétrigues.

4.3 Jet axisymétrigue impactant sur une plague plane

30l La solution représen-

Nous reprenons ici un probleme présenté par Turgeon et al |
te un jet compressible impactant sur une plaque plane. La géométrie du probléeme

est présentée sur la figure 4.5.



TAB. 4.2 Erreurs exacte et estimée pour les sensibilités par rapport & M,

NOd@S H Su He:z:a. “ Sy Hest. H ST Hexa‘ H S Hest, H Sp Hexa‘ H Sp Hest.
58 1.870E-03 3.455E-04 9.573E-04 1.811E-04 3.618E-01 1.0605E-01
123 1.692E-03 2.017E-04 6.651E-04 1.303E-04 2.545E-01 6.817E-02
254 8.691E-04 3.030E-04 4.196E-04 1.378E-04 8.562E-02 1.833E-02
506  2.044E-04 1.810E-04 2.160E-04 1.331E-04 1.406E-02 4.923E-03
1087 5.370E-05 5.993E-05 8.460E-05 6.40iE-05 3.107E-03 1.241E-03
2690 1.913E-05 1.971E-05 2524E-05 2.336E-05 1.373E-03 6.647E-04
6914 8.013E-06 7.898E-06 7.750E-06 7.568E-06 7.994E-04 3.866E-04

17476 3.063E-06 3.049E-06 3.055E-06 3.080E-06 3.758E-04 1.844E-04

44228 1.165E-06 1.1539E-06 1.207E-06 1.218E-06 1.848E-04 95.013E-05

1 T T T
Erreur exacte - vitesse —+—
l"‘*-l\ Erreur estimee - vitesse ===X-=-
01 F oy R Eumeur evimee lemperature 8- 1
. \‘\\ Erreur exacte - pression —-@---
"a g Erreur estimee - pression -9+~ {
. 0.01 £ h .f
% 0.001 &
: 0.0001 B
fe-05 b
le-06

100 1000
nombre de noeuds

10000

100000

F1a. 4.4 Courbe de convergence pour la sensibilité par rapport a M,

4.3.1 Description du probléme

La solution adimensionalisée utilisée est la suivante :



(-0.1,1) (0,1)
(-1,0.1) f
10] 00 X

F1G. 4.5 Géométrie du jet axisymétrique

— E—Ap(;z?—é—r?)

p
Arx
T = ei+ar?
. W M2p+1
I
7T +1
2( ,—x%r2 _ _—0.01
U = AuI (e ¢ )
P
e —A IT(e_IZTz 8_0'01)
P

Dans ce probléme, les propriétés physiques dépendent de la température et sont
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’ . . ., .1 1 4 e
données par les expressions suivantes tirées de Aihara et al. ! pour de lair
0.68
T, ?
p=i—=7T+1
T,

/
0.05
Cp = ( T+ 1)

T
T,
0.76
A= (T_
T,

On emploie les valeurs numériques suivantes :

T+1

A, =400 Ar = 200 A, = 100
Re = 100 Pr=07 M, =07
T,
=14 1
Y T

Nous utilisons des conditions de Dirichlet sur toutes les frontieres sauf en entrée et
sur la partie supérieure du domaine ol des conditions de Neumann sont utilisées

pour la vitesse, ceci afin de fixer la pression.

Les termes sources dans les équations de mouvement et d’énergie sont également
données par les expressions (4.1) et (4.2). Le détail des termes en coordonnées

axisymétriques se situe en annexe.

Nous avons décidé ici de nous intéresser aux sensibilités par rapport aux parametres
Ay, Ar, et Ay Ceci permet en effet de couvrir plusieurs cas. En effet, dans un
cas, seule la vitesse est affectée par les sensibilités, et dans les autres, c'est la
pression ou la température qui sont affectées, mais cela se transmet a la vitesse

par U'intermédiaire de p.

Les expressions des sensibilités sont les suivantes :



— Sensibilités par rapport a 4,

— Sensibilités par rapport & Ar
Ar _
sy =

Ar
St

/
Par =

5,7 =

— Sensibilités par rapport & A,

/
Pa, =

- 1+4r2€

—Aua;z(e“l'%’z _ 6—0.01)6;2

’
—z2p2 - Pa
SAT = A ar(e7® " — e 0O LEL

’
2/ —g2p2 - Pa
_Aux.d(e =t _ g 0.01) P

sir = A zr(e”®

0

T Arz
1+4r’2

(W M2p+ 1) JesgT

2
Tq
(ﬁT+1)

p2

pz

j') Ap

v 1M sp

T,
#7+1

’
2.2 _ Pa
”_ e G.Ol) [p



Notons que les sensibilités des propriétés physiques de Pécoulement peuvent étre

non nulles et s’éerivent dans tous les cas :

T T (0.68—1)
u = 0.68=sr (——fT + 1)

T, T,

T T (6.05-1)
! = 0.05= 2741
Cp T ST (TT + )

T T (0.76—1)
XN =076 “T4+1

T ST <Tr + )

On pourra trouver en annexe 'expression exacte des termes sources (4.3) et (4.4)

pour les sensibilités en coordonnées axisymétriques.

4.3.2 Etude de la convergence de la solution

Ici encore, nous allons étudier la convergence de la solution afin de vérifier, tout
comme pour la solution manufacturée précédente, que le code se comporte norma-

lement.

Le maillage final est celui de la figure 4.6. Il comprend 78833 nceuds, et a été obtenu
apres 5 cycles d’adaptation. Notons que nous utilisons une norme cartésienne pour

Perreur, et non une norme axisymétrique. Pour des problemes axisymétriques, la

jif-rdrda:

Comme précisé par Turgeon et Pelletier #%, la présence du r dans I'intégrale tend

norme usuelle employée est :

& réduire le poids de I'erreur pres de 'axe. Afin de garder une bonne répartition de
lerreur de maniere uniforme partout dans le domaine, nous utilisons une norme

cartésienne (sans le r).



o
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F1G. 4.6 Maillage final pour le jet impactant

4.3.2.1 Ecoulement

Les erreurs exactes et estimées pour l'écoulement sont répertoriées sur le tableau

4.3 et la figure 4.7.

Les erreurs diminuent progressivement avec le raffinement du maillage. Pour les
trois variables, les courbes d’erreurs exactes et estimées sont pratiquement super-
posées au bout de nos 5 cycles d’adaptation (on peut remarquer que Pécart entre

certaines courbes observé précédemment a disparu, puisqu’aucune variable n'a de
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champ exact nul). Enfin, les taux de convergence sont bien ceux attendus par la

théorie : O(h) pour la pression et O(h?) pour la température et la vitesse.

erreur absolue

01k
0.01 p

0.001 ¢

0.0001

ax

om wx

r s
Erreur exacte - vitesse —+——
Erreur estimee - vitesse --
Erreur exacie - lemperature ---%---
Erreur estimee - temperature ~—8--
Erreur exacte - pression -2~
Erreur estimee - pression ---0---

X

100

1000

10000

nombre de noeuds

100000

FiG. 4.7 Courbe de convergence pour I'écoulement

TAB. 4.3 Erreurs exacte et estimée pour 1'écoulement

Nodes || ¢ ||eza. || @ [lest. | T lleza. T ]est. 11 P lleza. I P [lest.
696  5.905E-02 4.333E-02 3.550E+00 1.701E4+00 5.346E-01 2.331E-01
1467 2.878E-02 2.315E-02 1.5398E+00 9.914E-01 1.922E-01 1.355E-01
3493 1.124E-02 9.709E-03 4.127E-01  3.241E-01 7.412E-02 6.721E-02
9207 3.911E-03 3.708E-03 1.058E-01 1.075E-01 3.677E-02 3.533E-02

26510 1.395E-03 1.369E-03 3.306E-02 3.419E-02 2.063E-02 2.008E-02

78833 4.652E-04 4.620E-04 1.119E-02 1.152E-92 1.157E-02 1.138E-02

4.3.2.2 Sensibilités

On peut observer les résultats des calculs des sensibilités par rapport & A4,, A4, et

A7 sur les tableaux 4.4, 4.5 et 4.6 et sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10.

On peut voir que toutes les erreurs diminuent correctement. Mis & part

les champs



de sensibilités qui sont nuls (s

A

puf SAT 3

Ay

60

A A o . . N
sy’ et 577), les courbes d'estimation d’er-

reur rejoignent les courbes d’erreur exacte. Les pentes des droites sont également

proches de I'étude théorique et confirment le fait qu’avec notre élément de Taylor-

Hound, la vitesse et la température convergent quadratiquement et la pression

linéairement.

erreur absolue
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FIG. 4.8 Courbe de convergence pour la sensibilité par rapport a A,

TAB. 4.4 Erreurs exacte et estimée pour les sensibilités par rapport a 4,

Nodes H Sﬁu Hea:w H sﬁu Hest H SAU Hexa. H S?u Hest, H Sﬁu |[61L’G‘ H S;;lu Hest.
696 6.404E-04 3.839E-04 2.195E-04 3.5397E-05 1.272E-04 5.505E-05
1467  2.841E-04 2.284E-04 2.895E-05 1.815E-05 7.648E-05 2.935E-05
3493 1.122E-04 9.605E-05 4.081E-06 3.209E-06 5.134E-05 1.933E-05
9207 3.8976E-05 3.665E-05 1.362E-06 1.006E-06 2.345E-05 8.690E-06

26510 1.421E-05 1.351E-05 3.754E-07 2.921E-07 1.182E-05 4.546E-06

78833 4.660E-06 4.583E-06 1.134E-07 6.791E-08 5.723E-06 2.286E-06




erreur absolue
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0.0001 +

le-10
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F1G. 4.9 Courbe de convergence pour la sensibilité par rapport & A4,

TAB. 4.5 Erreurs exacte et estimée pour les sensibilités par rapport a 4,

Nodes || 5u” lleza || 86 lest. 11507 llewa. || 557 lest. 1 507 lleza. | 597 |lest
696 7.052E-06 5.571E-06 1.706E-06 7.000E-07 7.827E-04 5.506E-04
1467 2.059E-06 1.613E-06 1.565E-07 4.197E-08 4.458FE-04 3.301E-04
3493 8.306E-07 6.741E-07 5.953E-08 1.530E-08 1.876E-04 1.717E-04
9207 3.543E-07 3.067E-07 1.390E-08 4.273E-09 9.276E-05 &.987E-05
26510 1.748E-07 1.608E-07 2.833E-09 1458E-09 5.254E-05 5.131E-05
78833 &.000E-08 7.628E-08 6.834E-10 4.932E-10 2.940E-05 2.899E-05

4.4 Conclusion

Ces deux solutions manufacturées nous ont permis de montrer que le code de

calcul utilisé produit des solutions numériques dont la précision est conforme a la

théorie. Nous avons aussi pu voir que 'adaptation du maillage se faisait de maniere

correcte : elle réduit Uerreur et produit des estimés asymptotiquement exacts.

Nous pouvons donc nous intéresser & des cas d’application, tout en sachant que



erreur absolue

Erreur exacte - vitesse

Errcur estimee - vitesse -
Frreur exucte - temperature --
Erreur estimee - temperature 8-
Frreur exucte - pression —-—&-—
BITeur esimee - pTCSSIUH -

PRI
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O m
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FiG. 4.10 Courbe de convergence pour la sensibilité par rapport & Ar

TAB. 4.6 Erreurs exacte et estimée pour les sensibilités par rapport a Ar

Nodes || Sﬁt |leza. || Sﬁt llest. ] S?t Heza. | S?t est. | 5;1? lleza. |l Sﬁt [[est.
696  2.534E-04 1.209E-04 2.345E-02 7.746E-03 5.632E-05 1.570E-05
1467  9.879E-05 5.191E-05 1.473E-02 7.442E-03 4.207E-05 1.364E-05
3493  3.595E-05 2.403E-05 4.768E-03 3.325E-03 2.403E-05 8.712E-06
9207  1.105E-05 9.960E-06 1.121E-03 1.003E-03 1.134E-05 4.483E-06
26510 3.585E-06 3.399E-06 3.080E-04 3.076E-04 6.810E-06 2.658E-06
78833 1.090E-06 1.055E-06 1.049E-04 1.067E-04 3.653E-06 1.449E-06

notre solveur est fiable et précis.
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CHAPITRE 5

APPLICATION AU NACAQ0Q12

Dans ce chapitre, nous appliquerons notre méthodologie & I’écoulement autour d’'un
profil d’aile NACAO012. Nous allons tout d’abord valider le code de calcul. Pour
cela, nous nous appuierons sur des données expérimentales que nous disposons :
la distribution du ceefficient de pression le long du profil. Ensuite, nous pourrons

enfin mettre en application différentes utilisations des sensibilités.

5.1 Description du probléme

Notre probleme est formulé de maniere adimensionnelle. On prend la corde du
profil NACA0012 comme longueur de référence et elle est donc unitaire dans nos
calculs. Le domaine de calcul considéré est le rectangle [—4;4] x [=5;5]. L'origine
du systéme de coordonnées est prise sur le bord d’a.ttéque. Les variations de 'angle
d’attaque o sont obtenues en modifiant Pangle de 'écoulement incident. De cette
maniere, le repére et le profil sont fixes et I'angle o peut étre considéré comme

parametre de valeur.

La vitesse en amont est done choisie de maniére suivante :

u =U, cosa

v =U,sina

avec U, = 1.
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La vitesse est spécifiée en entrée et sur le bord inférieur du domaine (conditions
de Dirichlet) et laissée libre en sortie et sur le bord supérieur (contraintes nulles).
Le long du profil, on impose des conditions d’adhérence dans le cas visqueux, ou
bien des conditions de non pénétration dans le cas non visqueux (on aura alors
un nombre de Reynolds de l'ordre de 10f). Par la suite, nous nous intéresserons
plus particulierement a des cas ol le nombre de Reynolds est proche de 2000 (cas

visqueux).

La température est imposée nulle sur les bords du domaine (le fluide est alors a
température ambiante), alors qu’on spécifie un transfert de chaleur nul le long du

profil (conditions de Neumann pour une paroi adiabatique).

Le fluide considéré est de l'air (v, = 1.4). Les autres valeurs numériques nécessaires
pour les calculs sont le nombre de Mach & l'infini M,., le nombre de Reynolds Re,
le nombre de Prandtl Pr et le coefficient 3., que U'on établit & partir des relations
isentropiques. Elles donnent le lien entre la température totale, la température au

point courant et le nombre de Mach :

TTot Yr — 1 9
=14+ —M
T o

, on utilise cette formule en prenant pour 7, la valeur de la

Ainsi pour 3, = %
T

température totale calculée & I'entrée du domaine de calcul, a aide des valeurs de

référence. Cn a donce :

T, =1
8, = f =1+ 7TM3

Dans tous les calculs qui suivent, on prendra Pr = 0.7.



5.2 Validation

Cette étape est différente de la vérification effectuée dans le chapitre précédent. La
vérification permet de mettre en avant un probleme dans la résolution numérique
des équations. On peut ainsi s’assurer que le code de calcul résout de maniere
convenable le systeme d’équations qui a été implanté. Par contre, rien lors de
cette étape ne permet d’affirmer que, pour un probléme donné, le code trouve
des solutions physiquement acceptables, c’est-a-dire que le modele implanté est

physiquement réaliste.

C’est donc le role d'une deuxiéme étape, dite de validation. Nous allons ainsi

comparer nos prédicti ériques a d ol tales 2. Les donné
p prédictions numériques & des mesures expérimentales <. Les données

expérimentales dont nous disposons sont la distribution du ceefficient de pression

le long du profil.

Dans ce paragraphe, nous utilisons deux calculs. Le premier correspond & un
nombre de Mach de 0.703, un angle d’attaque de -0.08 et un nombre de Reynolds
de 3.79 x 10°. Le deuxiéme calcul est effectué pour un nombre de Mach de 0.6, un
angle d’attaque de 3.35 et un nombre de Reynolds de 4.65 x 10°. La condition de

non pénétration fait que nos calculs simulent un écoulement non-visqueux.

L’équation (2.1) donne le ccefficient de pression, qui s’écrit a 'aide des variables

adimensionnées :
Cp=2p (5.1)
Les figures 5.1 et 5.2 montrent la convergence du €, au cours des cycles adapta-

tifs. On voit ainsi Iz convergence des calculs par rapport au maillage. On remarque

qu’elle est plus rapide dans le cas oli Pangle d’attague est plus faible (-0.08 sur



la figure 5.1 par rapport a 3.35 sur la figure 5.2), puisque les gradients sont pius
importants dans le deuxigme cas. Des le troisieme cycle, sur la figure 5.1. la conver-
gence semble atteinte, vu les faibles écarts entre deux cycles successifs. Sur la figure

5.2, il faut plus d’itérations (5 cycles) avant que les résultats ne soient convergés.

Cp
=)
in

F1G. 5.1 Convergence du C,, au cours des cycles, M, = 0.703, o = —0.08

Les figures 5.3 et 5.4 représentent les comparaisons avec les données expérimentales.

Les mesures expérimentales sont obtenues pour des angles d’attaque légerement
différents de ceux de nos calculs (-0.05 pour le premier cas et 3.94 pour le deuxieme).
Cette différence entre la valeur de 'angle expérimental et numérique s’explique par
I'utilisation de corrections pour Pinterférence dues aux parois de la soufflerie. Elles

fournissent la valeur corrigée de o & utiliser pour les calculs.

On remarque quelques tres légeres différences entre le numérique et I'expérimental,
qui pourraient s’expliquer par une certaine incertitude expérimentale, inhérente

3 toute manipulation humaine. Ces écarts sont minimes et correspondent a une

différence inférieure & 5% sur les deux figures 5.3 et 5.4. On remarque aussi que les



Cp

T T
donnees experimentales
calcul numerique

F1G. 5.3 Distribution du €, pour a =-0.08, M, = 0.703, Re = 3.76 x 10°

0.2

0.4

0.6 0.8
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extrema se situent au méme endroit, comme en témoigne le pic de dépression sur

Uintrados de la figure 5.4.
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-1.5 T T T T
b donnees experimentales  +
7‘ 3 calcul numerique -------
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/
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Fi1G. 5.4 Distribution du C, pour a = 3.35, M, = 0.6, Re = 4.65 x 10°

Pour finir cette validation, nous allons utiliser des résultats du régime incompres-

. =17 s 7 . 5 y .
sible, validé précédemment de nombreuses fois 1517 1819 que nous allons relier
& nos résultats numeériques & laide d’une méthode de correction de compressibi-

lité. On utilise généralement la formule de Prandtl-Gauert suivante, valide pour de

petites valeurs du nombre de Mach :
. CIL)'VLC (

O = P
P /1= M2

C;)”"' et Cg sont les ccefficients de pression des écoulements incompressible et com-

ot

2)

pressible respectivement.

La figure 5.5 présente les résultats compressibles (M, = 0.3) en ligne pleine, ainsi
que ceux extrapolés de I'incompressible & partir de la relation (5.2), en pointillé.
L’agrandissement de la zone z € [0;0.3] sur la figure 5.6 permet de bien voir la
superposition des deux courbes. Le léger écart que 'on remarque entre l'intrados

et I'extrados d’une méme courbe (malgré le fait que P'angle d’attaque soit nul)
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provient du fait que le maillage n'est pas parfaitement symétrique. Ces écarts sont

néanmoeins minimes.

-0.6 T T T T T T

i T
compressible
04 incompressible --------
' formule de Prandtl-Gauert -~ -

02

Cp

0.4

0.6 -

F1G. 5.5 Comparaison du C}, a 'aide de résultats incompressibles

-0.5 T T T T —T
compressible
incompressible --------
formule de Prandtl-Gauert ----~-~
-045 b
04 .
& 035 F
03 F
-0.25 +
-0.2
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

F1G. 5.6 Comparaison du C, & I'aide de résultats incompressibles (agrandissement)

La validation du code ayant été correctement effectuée, nous alions considérer,
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dans la suite de ce chapitre, trois parametres pour notre étude de sensibilités :
- Tlangle d'attaque o,

to] )
— le nombre de Mach a 'infini A,

- le nombre de Reynolds Re.

5.3 Analyse de sensibilités

Les calculs suivants ont été effectués pour un angle d'attaque de 3 degrés, un
nombre de Mach de 0.4 et un nombre de Reynolds de 2000. Les calculs tels que
ceux-ci, a faible nombre de Reynolds, trouvent leurs applications dans 'exploration
de planetes voisines (telles Mars), ol la densité atmosphérique est tres faible, ou

encore dans la reconnaissance militaire, olt des appareils de petites dimensions sont

utilisés. Dans ces deux cas, le nombre de Reynolds est trés faible.

Le maillage final type obtenu pour ce genre de calcul est représenté sur la figure

5.7 et comporte entre 90000 et 95000 nceuds, obtenu apres 5 cycles d’adaptation.

5.3.1 Ecoulement

-

La figure 5.8 montre les isovaleurs de la vitesse horizontale u. On peut distinguer les
différentes zones caractéristiques, & savoir la couche limite autour du profil (ol les
gradients sont les plus importants), et aussi la zone de recirculation sur U'extrados,
du ¢6té du bord de fuite. Le fluide est ralenti & approche du profil, et la vitesse

est la plus faible dans la couche limite et dans le sillage de Paile.

Les isobares sont tracées sur la figure 5.5, Celles-ci sont normales au profil. En
effet, dans la couche limite, la pression est pratiquement constante dans la direction

perpendiculaire au profil. Sur la majeure partie de celui-ci, la pression est négative,



71

F1G. 5.7 Maillage final pour oo = 3, M, = 0.4 et Re = 2000
comme nous avons pu le voir sur les courbes de distribution du C, (figures 5.3
et 5.4). Elle est cependant importante autour du point de stagnation, ol elle est
maximale. On remarque également une dissymétrie dans [’écoulement, qui provient

du fait que 'angle d’attaque est non nul.

Dans la suite, les sensibilités vont nous permettre d’analyser le comportement du

fluide face aux différents parametres.

5.3.2 Sensibilités par rapport a o

L’angle d’attaque a est le premier parametre que nous allons étudier. Il correspond

plus exactement a Pangle d’incidence de Iécoulement.



(a) Isovaleurs positives de u (b) Isovaleurs négatives de u

FiG. 5.8 Distribution de u pour M, = 0.4, a = 3, Re = 2000

g

(a) Isovaleurs positives de p (b) Isovaleurs négatives de p

F1G. 5.9 Distribution de p pour M, = 0.4, a = 3, Re = 2000

72
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La ficure 5.10 montre les sensibilités de la vitesse w par rapport & o : s Une
o u

augmentation de « induit une accélération de I'écoulement sur lintrados (s po-

[e%

& négatif). Ceci provoquera donc un

sitif) et un ralentissement sur lextrados (s
déplacement du point de décollement vers I'amont. Le point de stagnation, du c¢6té
du bord d’attaque, va étre décalé vers le bas. En effet, sur le bord d’attaque, les
sensibilités sont positives en haut, et négatives en bas, indiquant que, pour un
angle o plus important, le fluide sera accéléré au niveau et au-dessus du point de

stagnation, et ralenti en dessous, indiquant qu’il va effectivement étre déplacé sur

Vintrados.

(a) Isovaleurs positives de s3 (b} Isovaleurs négatives de s3

F1G. 5.10 Distribution de s& pour M, = 0.4, o = 3, Re = 2000

Ce résultat se retrouve également dans la sensibilité de la pression illustrée & la
figure 5.11, puisqu’une augmentation de 'angle d’attaque va provoquer une hausse
de la pression sur 'intrados (sg positif), et une baisse sur l'extrados (53 négatif), et
ce proche du bord d’attaque, déplagant le maximum de pression (et donc le point

de stagnation) vers le bas.



=/

(a) Isovaleurs positives de s (b) Isovaleurs négatives de s

F1G. 5.11 Distribution de s pour A, = 0.4, o =3, Re = 2000

74



5.3.3 Sensibilités par rapport & M,

La figure 5.12 montre qu'une augmentation du nombre de Mach a U'infini M, induit
un ralentissement de I'écoulement en avant du bord d’attaque et dans la région
adjacente au profil, en direction du bord de fuite. En dehors de ces zones, le fluide
sera globalement accéléré. On observera ainsi une augmentation de la zone de

recirculation avec le nombre de Mach.

(a) Isovaleurs positives de s (b) Isovaleurs négatives de s~

F1G. 5.12 Distribution de s} pour M, = 0.4, o = 3, Re = 2000

La figure 5.13 montre le comportement de la pression face & une variation du
nombre de Mach. On remarque gu'une augmentation de A, va induire une aug-
mentation de p au bord d’attague, ainsi qu'une diminution sur Uintrados et sur

Pextrados. Ce résultat peut se retrouver a partir de la formule de Prandtl-Gauert

My

(5.2). La sensibilité de C;“C par rapport a M, est nulle (s/,. = 0), et on peut alors
P
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écrire
Cinc

Me _ pg G
%% ‘1"”(1 — M2)3 (53]

Ainsi. sMr et la sensibilité de la pression sont du méme signe que e La formule
3 C,p o D

(5.2) nous indique alors que Cf et donc p seront aussi de ce signe. On peut vérifier
ceci en comparant les signes de p et de 32'1" autour du profil sur les figures 5.9 et

5.13.

(a) Isovaleurs positives de sh”" (b) Isovaleurs négatives de s,

FiG. 5.13 Distribution de s;}“ pour M, = 0.4, a =3, Re= 2000

5.3.4 Sensibilités par rapport & Re

En faisant varier le nombre de Reynolds, ¢’est également les sensibilités de la visco-
sité gue on étudie. Ainsi, en augmentant Re (et donc en diminuant la viscosité),
on réduit la taille de la couche limite. A Vextérieur de la couche limite, on observera

un ralentissement général de 'écoulement (afin de retrouver plus rapidement les
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caractéristiques de I'écoulement a l'infini). Dans la couche limite, la vitesse aug-
mentera globalement (figure 5.14), alors que la zone de recirculation sur l'extrados

sera réduite.

(a) Isovaleurs positives de st (b) Tsovaleurs négatives de s

F1¢. 5.14 Distribution de 355 pour M, =04, a = 3, Re = 2000

On retrouve sur la figure 5.15 le fait que les isobares (et donc les isovaleurs de
sfe) sont perpendiculaires au profil. On remarque également la forme spéciale des
isovaleurs sur 'extrados, vers le bord d’attaque, et sur l'intrados. Ceci s’explique
par le fait que 'épaisseur de la couche limite varie avec le nombre de Reynolds. La
pression posséde des formes différentes que 'on soit & Uintérieur ou a I'extérieur
de la couche limite (elle est constante dans la couche limite dans la direction
perpendiculaire au profil). Les sensibilités de p proche du profil de la figure 5.15
traduisent le changement survenu sur p avec une modification de I'épaisseur de la
couche limite. Enfin, suite & 'augmentation de pression sur I'extrados et la baisse
sur l'intrados, on peut prévoir que la portance sera plus faible avec un nombre de

Reynolds plus important.
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(a) Isovaleurs positives de sfe (b) Isovaleurs négatives de sg'e

FiG. 5.15 Distribution de 55"’ pour M, =04, a = 3, Re = 2000
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Pour la suite de notre étude, nous allons garder comme parameétre l'angle d’inci-
dence o ainsi que le nombre de Mach a U'infini A/,. Le nombre de Reynolds Re sera

fixé & 2000 jusqu’a la fin de ce chapitre.

5.4 Calculs de soclutions voisines

La courbe de distribution du ceefficient de pression varie avec une modification de
I'angle d’attaque ou du nombre de Mach. Les sensibilités permettent de prédire le
comportement de la solution dans une petite plage de perturbations de ces deux
parametres, sans avoir a relancer les calculs. On écrira I'approximation suivante

issue du développement en série de Taylor :

Cyle.yi -+ 80) = Cyla,y: ) + 2 (2, y; )60 (5.4)
Cplx,y; M, + 5M,) >~ Cp(x,y; M) + 3]?:; (z,y; M,)0M, (5.5)

Cette section est consacrée a 'étude de solutions voisines obtenues a 'aide des

sensibilités.

Nous allons tout d’abord regarder la précision de Pextrapolation en faisant varier
I'angle d’attaque. Pour cela, nous examinerons la distribution du ccefficient de
pression autour du profil. Nous nous pencherons ensuite sur le cas oll le nombre

de Mach & linfini est notre parametre d’étude.

5.4.1 Solutions voisines pour o proche de 3 degrés

On part de la solution présentée dans la section précédente. L'angle d’attaque est

donc de 3 degrés et le nombre de Mach est de 0.4.
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Les figures 5.16 & 5.21 présentent la distribution de C,, le long du profil. Les figures
5.16 et 5.17 correspondent & des angles cibles de 2 et 4 degrés (une variation de 1
degré sur o). Les figures 5.18 et 5.19 représentent une variation de 2 degrés de o
(les angles cibles sont 1 degré et 5 degrés). Enfin, les figures 5.20 et 5.21 montrent
les extrapolations pour des angles cibles de O et 6 degrés (3 degrés de variation
sur «). Sur chaque figure, le trait pointillé correspond a la solution de base & 3
degrés. Le trait tireté représente 'extrapolation a partir de 3 degrés. La ligne pleine
correspond a la solution a I'angle perturbé (la solution numérique obtenue pour
I'angle voulu). L'extrapolation est obtenue a aide de la formule (5.4) :

»

0
Cola,yia+6a) = Cyle,y;0) + 2z, :a)d

T
2 deg. —
3deg. -
ler ordre de 3 deg. -———

Cp

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.18 Solution extrapolée & o = 2 a partirde o = 3

On eut ainsi voir la grande précision de extrapolation our de faibles variations
=]
de x, lors ue 5& vaut un deﬂ'ré har exemple our les angles Cib}es de 2 de réS
: St© k

sur la figure 5.16 et 4 degrés sur la figure 5.17). Pour une variation de deux degrés
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3
4 deg. ——
3deg. oo
05 HS terordre de 3 deg. ————

Cp

FI1G. 5.17 Solution extrapolée a o = 4 & partir de o = 3

T
1 deg. ——
3deg. -
05 el ler ordre de 3 deg. ——-—

F1G. 5.18 Solution extrapolée 2 o =1 & partir de o = 3

(angles cibles : 1 degré sur la figure 5.18 et 5 degrés sur la figure 5.19), l'extrapo-
lation reste précise, mails on remarque que Yon commence a apercevoir de légers

écarts entre les deux courbes. Lorsque |da| = 3 degrés (figures 5.20 et 5.21), les



T
S deg.
3deg. -
er ordre de 3 deg. -~ B

Cp

F1G. 5.19 Solution extrapolée & a =5 a partirde a = 3

T
Odeg. —
3deg. --------
05 R/ Ter ordre de 3 deg. ~——— 4

Cp

F1G. 5.20 Solution extrapolée & o = § a partir de o = 3

différences sont plus marquées dans la zone ol les gradients varient beaucoup (le

pic de dépression sur U'extrados).
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1
AN 6 deg. —
~. 3deg. oo
e N ler ordre de 3 deg. ————

Cp

F1G. 5.21 Solution extrapolée a a = 6 a partirde a = 3

On peut donc affirmer que la distribution du ceefficient de pression le long du profil
ne varie pas linéairement avec I'angle d’attaque. En effet, la formule (5.4) est une
approximation, et on néglige les termes d’ordre supérieur dans cette écriture. Si
la dépendance de C), par rapport & a avait été linéaire, I'équation (5.4) serait une
égalité. Cela se traduirait par une trés bonne précision des extrapolations sur les

figures 5.16 & 5.21, méme pour de grandes valeurs de |dc.

Pour illustrer ces propos, intéressons nous a la figure 5.22. Elle présente le ccefficient
de portance en fonction de 'angle d’attaque (on remarque encore qu’a 0 degré, le
ceefficient est non nul, mais trés petit, & cause de l'absence de symétrie dans le
maillage). La dépendance est quasi-linéaire pour des valeurs de a faibles (courbe
quasiment droite). Elle s'incline ensuite aprés 3 degrés. On peut ainsi voir que la
courbe d’extrapolation & partir de G degrés est trés précise dans la premiere zone
(0 & 2 degrés). Celle obtenue & partir de o = 3 est précise pour des angles proches

de 3 degrés (2 & 4 degrés).



T T T
coefficient de portance ———
extrapolation de O deg. --------

03 extrapolation de 3 deg. ————

Cl
o
G

-0.05 4 .

o

F1G. 5.22 Ceefficient de portance en fonction de I'angle d’attaque
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Dans toutes ces extrapolations, Uajout de termes supplémentaires d’ordre supérieur

dans la série de Taylor (5.4) devrait en principe améliorer la qualité des résultats.

5.4.2 Solutions veisines pour M, proche de (.4

Nous allons maintenant faire varier le nombre de Mach. Nous reprenons la méme
approche qu'a la section précédente. La solution de base (notre référence) est

I'écoulement o angle d’attaque est de 3 degrés et le nombre de Mach de 0.4,

Les extrapolations pour des nombres de Mach différents de 0.4 sont présentées sur
les figures 5.23 & 5.28. Les valeurs cibles sont dans 'ordre des figures : M, = 0.3,
M, =05, M, = 0.2, M, = 0.6, M, = 0.1, M, = 0.7 et M, = 0. On utilise la

formule (5.5) pour approcher la solution voisine :

’

Co(z,y; My + 0M,) = Cplz, y; M) + w2 (x, y: M,)6 M,

OM,

On peut encore voir la qualité de la méthode et des résultats. Pour |6M,| = 0.2
(M, = 0.2 et M, = 0.6 sur les figures 5.25 et 5.26), les courbes sont pratiquement
superposées. La solution pour dM, = —0.3 (M, = 0.1, figure 5.27) est encore tres
précise. Une valeur de 0.2 pour |§M,| correspond & un tres grand écart. En effet,

on a .

SM,| 0.2 .
M, 04 50%

On peut donc penser que la dépendance de C, par rapport a A, est quasi-linéaire,

au moins autour de M, = 0.4,

Pour appuyer ces propos, la figure 5.30 présente ia courbe obtenue en utilisant la



Nir:b.3
Mr=0.4 oo
05 ler ordre de Mi=0.4 -~~~

0
e
]
0.5
1 _
1 1 L )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

F1G. 5.23 Solution extrapolée a M, = 0.3 & partir de M, = 0.4

Mr=i0.5
Mi=0.4 -eenen
-0.5 ler ordre de Mr=0.4 ———-

0
&
0.5
¥ i
[} 1 L i
0 0.2 0.4 0.6 08 1

X

Fig. 5.24 Solution extrapolée a M, = 0.5 a partir de A, =04

formule de Prandtl-Gauert (5.2) :

inc

O Y S
Poo/1—M2
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Mr=0.2

M=04 --------
Ter ordre de Mr=0.4 ---—

Cp

F1G. 5.25 Solution extrapolée a M, = 0.2 a partir de M, = 0.4

Me=0.6 ——
----- — Mi=0.d -
-0.5 | ler ordre de Mr=0.4 ——~-—

Cp

F1G. 5.26 Solution extrapolée a M, = 0.6 & partir de M, = 0.4

Sur la figure, les valeurs de Af, sont comprises entre O et 0.7 et nous utilisons
(=) i iy
C;”c = 1 pour simplifier. La figure comporte aussi en pointillé I'approximation

linéaire issue de M, = 0.4.
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3
Mi=0.1
Me=0.4 --------
ler ordre de Mr=0.4 —---— 4

Cp

F1a. 5.27 Solution extrapolée a M, = 0.1 a partir de M, = 0.4

T
Mr=0.7
Mr=0.4
ler ordre de Mr=0.4 ———-

Cp

F1¢. 5.28 Solution extrapolée & A, = 0.7 a partir de A/, = 0.4

Ainsi, malgré la perturbation importante pour |6M,| = 0.2, les écarts entre la
courbe et la droite sont inférieurs & 5% (moins de 3.5% en M, = 0.2 et moins de

4.5% en M, = 0.6), montrant ainsi que Papproximation linéaire est précise.



39

Cp

F1G. 5.29 Solution extrapolée & M, = 0 a partir de M, = 0.4

T
formule de Pranéthauen I
14 L approximation lineaire de Mr=0.4 --------

Fi1G. 5.30 Ceefficient de pression selon la formule de Prandtl-Gauert

5.4.3 Solutions voisines pour des valeurs de o proches de 3 degrés et

des valeurs de 4, proches de 0.4

Dans cette partie, nous nous intéresserons aux calculs de solutions veisines lorsque

« et M, varient simultanément. Nous utilisons donc la formule suivante (5.6) pour
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approcher la solution cible :

aC, oC
(T, ML+ SM) ~ Ly o, M)+ =2 P
Cp(z,y; o0+ 0cx, My + 60, = Oy, y: e, M) + Tn da + o3l

§M,  (5.6)

Seuls le termes de premier ordre sont conservés.

La figure 5.31 récapitule les cas que nous avons observés précédemment. Les croix
correspondent aux extrapolations que nous avons étudiées dans les paragraphes
précédents. Le carré délimité par le trait gras indique la zone ol les résultats
précédents étaient tres précis. Nous allons donc essayer d’obtenir les solutions ex-
trapolées pour le reste de la zone, représentées par les numéros 1 a 4, pour voir la

qualité de ces résultats.

ClC

Cl®
CllC

SO CIC
ClC |
O®
O©

F1G. 5.31 Récapitulatif des cas déja étudiés

Les figures 5.32 & 5.35 montrent les solutions correspondant aux quatre conditions



des zones 1 de la figure 5.31, c'est-a-dire olt |da| = 2 et |6M,| = 0.2 :

~a=1, M =02

-~ a=1 M, =06

- a=5 M, =02

- a=5 M, =06

La encore, le trait plein représente la solution numérique cible, le trait pointilié
correspond & la solution de laquelle nous partons pour l'extrapolation et le trait
tireté est la solution extrapolée. On peut voir que les résultats ne sont pas parfaits
et on remarque un léger décalage , comme on pourrait s’y attendre puisque, comme
observé dans les paragraphes précédents, nous sommes en présence de valeurs de
|6c| et de |67, | relativement grandes pour notre extrapolation. Nous commengons

4 sortir de la zone ou l'extrapolation linéaire pour « et M, est précise.

T
Mr=0.2. | deg.
Mr=0.4, 3 deg. --------
05+ ler ordre de Mr=0.4, 3 deg. -——~ ]

Cp

F1a. 5.32 Solution extrapolée & (o = 1, Af, = 0.2) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

Sur les figures 5.36 & 5.39, on a gardé la méme valeur de |do, mais on a diminué

§M,| & 0.1. Ceci correspond aux zones 2 sur la figure 5.31 :

a=1,M =03
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' ' M=0.6. | deg. ——
Mr=0.4, 3 deg. -+------
05 b Ier ordre de Mi=0.4. 3 deg. -~~~
0 -/ -
o
0.5 E
1 F o
] H i 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 5.33 Solution extrapolée a (a = 1, M, = 0.6) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

T T 1

P Mi=0.2. 5 deg.
: M:r=0.4, 3 deg. --------
-0.5 ler ordre de Mr=0.4, 3 deg. ~—-— 4
j=3
o
1 1 1 i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F'1G. 5.34 Solution extrapolée a (o = 5, M, = 0.2) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

—a=1,M =05
—a=5 M, =03
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t
Mr=0.6, 5 deg.
M=0.4,3 deg. --------
ler ordre de Mi=0.4, 3 deg. -~ _

Cp

F1G. 5.35 Solution extrapolée a (a = 5, M, = 0.6) a partir de (a = 3, M, = 0.4)

- a=25 M =05

Les résultats sont plus précis que dans le cas précédents, puisque la solution cible
est plus proche. Les écarts visibles sont minimes. L’extrapolation linéaire pour M,
est précise, mais on commence a sortir de l'exactitude de 'extrapolation linéaire

pour «.

Pour les courbes correspondant & la zone 3 de la figure 5.31, on a procédé au

OM,| = 0.2. Les

changement inverse, & savoir qu’on regarde les cas ou [da| =1 et
résultats sont visibles sur les figures 5.40 & 5.43. Les cas traités sont les suivants :

—a=2 M, =02

—a=2 M =06
—a=4, M =02
—a=4 M, =08

Les différences entre la solution exacte et l'extrapolation sont encore plus petites

que précédemment et sont presque imperceptibles. En effet, nous avons vu dans les



T
Mr=0.3, 1 deg. ———
Mr=0.4. 3 deg, --------
05 ler ordre de Mr=0.4, 3 deg. -——— ]

Cp

F1G. 5.36 Solution extrapolée a (o = 1, M, = 0.3) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

1 H T

T
Me=0.5. | deg.

Mi=04. 3 deg, -+
05+ ler ordre de Mi=0.4, 3 deg. -~~~ 4

Cp

F1G. 5.37 Solution extrapolée & (o = 1, M, = 0.5) a partir de (o = 3, M, = 0.4)

paragraphes précédents que l'extrapolation linéaire pour Af, semblait plus précise

que celle pour o {pour les variations que nous considérons). Ainsi, les résuitats pour



Cp

Mi=0.3.5 dxeg.
Mi=0.4. 3 deg.

ler ordre de M=0.4, 3 deg. ———— 4

0.2 0.4 0.6

0.8
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F1G. 5.38 Solution extrapolée & (a = 5, M, = 0.3) & partir de (a = 3, M, = 0.4)

Mr=0.5. 5 dleg
M=0.4. 3 deg.

ler ordre de Mr=0.4, 3 deg. -~ .

0.2 0.4 0.6

0.8

FiG. 5.39 Solution extrapolée a (o = 5, M, = 0.5) & partir de (o = 3,3, = 0.4)

les extrapolations de la zone 3 de la figure 5.31 sont plus proches de la solution

numérique recalculée que ceux de la zone 2 de la figure 5.31.
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0.5
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T
Mr=0.2. 2 deg.
Mi=0.4, 3 deg.
ler ordre de Mr=0.4. 3 deg.

0.2

0.4

0.6 0.8

F1G. 5.40 Solution extrapolée a (o = 2, M, = 0.2) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

Cp

T
M:=0.6. 2 deg.
Mr=0.4, 3 deg.
ler ordre de Mr=0.4. 3 deg.

0.2

0.4

0.6 0.8

F1G. 5.41 Solution extrapolée a (o = 2, M, = 0.6) & partir de (¢ = 3, M, = 0.4)

Enfin, les figures 5.40 & 5.47, représentant les quatres cas situés dans la zone 4 de

la figure 5.31. montrent le cas ol les variations sur « et sur M, sont les plus faibles,



-0.5

Cp

-0.5

Cp

4 T
l ‘ Mr=0.2. 4 deg.
Mr=0.4.3 deg. --------
ler ordre de Mr=0.4. 3 deg. ———~— B
R S
§ 1 { ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8

X

T T T T
M=0.6. 4 deg. ——
M=0.4,3 deg. --------
ler ordre de Mr=0.4. 3 deg. ———— a
r B
1 { L .
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
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F1G. 5.43 Solution extrapolée & (o = 4, M, = 0.6) a partir de (o = 3, M, = 0.4)

A savoir [do =1 et

- a=2,M =03

oM, =0.1:



g8

- a=2,M =05
- a=4,M =03
-a=4, M. =05
L'extrapolation est pratiquement exacte et les courbes se superposent de maniere
quasi-parfaite. Nous sommes situés dans une zone ou les résultats pour Uextrapo-

lation linéaire, & la fois pour « et pour M,, sont tres précis.

T
Mr=0.3, 2 deg.
Mi=04, 3 deg. --------
ler ordre de Mi=0.4. 3 deg. -——— .

Cp

0.5

F1G. 5.44 Solution extrapolée a (o = 2, M, = 0.3) a partir de (o = 3, M, = 0.4)

5.5 Conclusion

A travers I’étude du profil d’aile NACA0012, nous avons pu voir quelques uti-
lisations des sensibilités. Ainsi, & Uaide des champs des sensibilités, nous avons
pu expliquer et prévoir certains comportements des variables d’écoulement face a
divers parametres. Nous avons également pu vérifier la méthode de calcul des solu-
tions voisines, qui permet, avec un seul calcul, de connaltre une plage de solutions

N

proches. Cette méthode permet ainsi de gagner du temps en utilisant le calcul déja



Mi=0.5. 2 deg.
Mr=0.4, 3 deg.
{er ordre de Mr=0.4, 3 deg.

0.5

1F -
0 0.2 0.4 0.6 08
X
FIG. 5.45 Solution extrapolée & (a = 2. M, = 0.5) a partir de (o

T
Mr=0.3. 4 deg.
Mr=0.4. 3 deg.
ler ordre de Mi=0.4, 3 deg.

Cp

0.5

0.8

0.3) & partir de (a = 3, M,

89

Il

3, M, = 0.4)

0.4)

effectué, au lieu de relancer une autre simulation. Nous avons pu voir aussi gu’elle

était tres précise et permettait de trés bonnes prévisions, a condition de considérer



Mr:().5.4dleg. _—
Mi=0.4.3 deg. --------

ler ordre de Mi=0.4. 3 deg. ———— 4

Cp

X

0.6

0.8

100

F1G. 5.47 Solution extrapolée a (o = 4, M, = 0.5) & partir de (o = 3, M, = 0.4)

des variations faibles pour les parametres.
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CHAPITRE 6

APPLICATION A UN JET AXISYMETRIQUE

Dans ce chapitre, nous appliquerons notre méthode adaptative & la solution d'un
jet impactant réel. Aprés avoir décrit la solution de Vécoulement pour différentes
conditions (différents gaz, différentes conditions aux limites), nous utiliserons la

:

MES pour compléter notre étude.

6.1 Description du probléme

Cette géométrie a déja été étudiée par Turgeon et al . Le probleme se compose
d’un tube, duquel émane le jet qui impacte sur le mur, tel que représenté sur la
figure 6.1. Notre longueur de référence est le diametre d du tube, qui a une longueur
de 6d. La distance entre les levres du tube et le mur est de 2d. Le domaine de calcul
s'étend jusqu'a 15 d au-dessus de 'axe de symétrie. Enfin, 'épaisseur du tube est

considérée petite et vaut 0.02 d.

La vitesse de référence est la vitesse moyenne du fluide a U'entrée du tube. Le profil
de vitesse est parabolique. La température de référence 7, correspond également a
la température du finide a 'entrée, mais que 'on choisit identique a la température
ambiante. Notons que la seule valeur connue pour la pression est la valeur de la
pression ambiante. C'est donc celle-ci que 'on choisit comme pression de référence
pr, en imposant une traction normale nulle aux frontieres extérieures du domaine.
Donc les valeurs ambiantes de la pression et de la température sont choisies pour

les valeurs de référence, méme si ce choix semble peu intuitif au premier abord. Le
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(2,15)

(~4,0.52)
2 (0,0.5)

=

(—6»0)

F1G. 6.1 Géométrie du jet impactant

nombre de Mach de référence est établi a 'aide de la vitesse et de la température du

fAuide en entrée (qui vaut 7, ) et est donc bien représentatif des conditions d’entrée.

Nous étudierons plusieurs cas, en considérant que l'on injecte du fluide froid sur
un mur chaud, du fluide chaud sur un mur froid, et en utilisant de l'air ou du
dioxyde de carbone. Pour le jet froid sur un mur chaud, on prendra comme valeur
numérique pour la température du fluide 7, = 300°K et T}, = 600° K pour celle du
mur. Le ceeflicient 3,, représentatif des différences de température du probieme,

T“’Tf I — 1. Dans le cas du jet chaud impactant sur le
-

aura donc comme expression

mur froid, nous aurons 7, = 600°K, T, = 300°K, et donc 3, = T"T—_TTT = —0.5.
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Les propriétés du fluide ¢, p et A sont variables et leurs expressions sont fournies
D

par Aihara et al . Ainsi, pour air on a :

¢p = (8T + )"
p=(3T+1)"%

A= (3T +1)°7
et pour le CO; :

Cp _ (BTT + 1)0.34
1+230/T,
(3.T + 1) + 230/T,
1+ (1440/T,)?
(8T + 1)? + (1440/T,)

p=(3T+1)""

A= (5T +1)"

Dans tous les calculs, on prendra un nombre de Reynolds égal a 500.

Les applications d'un tel jet ont été de grand intérét au monde de lingénierie
depuis de nombreuses années, car elles sont multiples. On peut ainsi penser au
refroidissement d’équipement électronique ou des ailettes d’une turbine, le séchage
de textile ou de papier, ou bien encore & l'étude de transferts de chaleur pour
les métaux ou les verres. Les ceefficients de transfert de chaleur générés dans ces
cas-la sont trés iinportants, ce qui a motivé la recherche dans ce domaine. Notre
approche est numérique et permet de comprendre, d’analyser et d’optimiser le

systéme présenté.

La plupart des résultats obtenus pour l'écoulement ont déja été présentés par

Turgeon et al. ¥,
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6.2 Etude de Convergence

Nous allons considérer plusieurs parametres dans notre étude des sensibilités. On

peut écrire les propriétés du fiuide de la maniere suivante :

cp = (BT +1)%
p= (8T +1)™
A= (3T +1)™

Yt
pour lair, et

¢p = (8,7 + 1)"
1+ 230/7,
(BT + 1) + 230/T,
1+ (1440/T;)2
(8T + 1) + (1440/T,)

w=(5T+ 1>A#

A= (3T +1)*

pour le CO,.

Nous prendrons donc ces exposants (A.,, A4, et Ay) ainsi que le nombre de Mach
M, comme parametres d’étude. Le choix des exposants permettra de faire une

comparaison entre P'air et le COs.

La figure 6.2 représente le maillage final obtenu dans le cas du jet d’air froid sur
le mur chaud. On adapte ce maillage en utilisant les erreurs pour l'écoulement et
les sensibilités. Il comporte 93729 nceuds et a nécessité 5 cycies d'adaptation. La
figure 6.3 est un agrandissement de la zone du point de stagnation afin de voir plus
précisément les zones caractéristiques. En effet, sur la figure 6.2, on pourrait penser
que le maillage est aussi raffiné a l'intérieur du tube que le long du mur, alors que

ce n'est pas le cas. Le raffinement & l'intérieur du tube est dii aux sensibilités
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par rapport & Af,.. Un maillage adapté uniquement pour I'écoulement n’aurait pas
présenté le raffinement & cet endroit. En effet, les maillages peuvent différer si l'on
adapte selon 'écoulement seul ou avec les sensibilités. Un exemple trés prononcé
de ces différences a été montré par Pelletier et al ?2. On peut donc voir sur la
figure 6.3 les zones caractéristiques du probléeme, a savoir la zone ot le jet impacte
sur le mur, la couche cisaillée émanant des levres du tube et également la couche

limite le long du mur.

WAVAYAYAYAW,
4'.viu¢n¢‘1}:‘b
A taa

X

)
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AVNTAY S K]
TATAVAV Y OT S ATANL v
0 %Av.gﬁ.&'g? 50 _‘ RS

AV
LK)
O

N

AT
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AEVAVE%Y%"
\ 7RO

F1G. 6.2 Maillage final

La figure 6.4 montrent les contours des différentes variables (u, v, p, 7). Le jet

frappe le mur (ol la pression est maximale) et est dévié dans la direction radiale,
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F1G. 6.3 Maillage final (agrandissement)

puis ralentit & mesure que 'on s’éloigne de I'axe. La couche limite qui se développe
est visible sur la courbe de contours de la vitesse radiale, o on observe un maxi-
mum proche du mur, non loin de 'axe, et de forts gradients dans cette zone. Notons
également la 1égere hausse de température en amont du point de stagnation. Cette

hausse provient des effets de compressibilité.

La figure 6.5 présente la distribution du nombre de Nusselt le long du mur au cours

des différents cycles. Le nombre de Nusselt s’écrit :

Nu= Xy, <%§>u (6.1)

Dés le troisieme cvcle, on commence & apercevoir la forme finale et par la suite, les

-ariations du nombre de Nusselt sont faibles (moins de 0.1% au point de stagnation
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F1G. 6.4 Contours des variables d’écoulement (mur chaud)
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entre les cycles 3 et 4), indiquant ainsi que la solution est précise et le maillage

bien adapté.

50 T T T T T
cycle 0
45 b cycle I =--mr
™ cycle 2
cycle3 ———— .

cycle §

Nu

F1G. 6.5 Convergence du nombre de Nusselt au cours des cycles (mur chaud)

La distribution du ceefficient de friction le long du mur est représentée sur la figure

6.6. Son expression est la suivante :

_ gk (DU >
ke (2) 62

Celui-ci est nul sur 'axe, par symétrie, puis augmente jusqu’a une valeur maximale,
correspondant & peu prés au maximum de vitesse radiale v. Il diminue par la suite.

Ici encore, au bout du troisiéme cycie, la solution semble convergée et précise.

6.3 Comparaison tube long - tube court

Le lecteur aura certainement remarqué que la longueur de notre tube est beaucoup

plus importante que celle de la configuration de Turgeon et al. B%. Ces derniers
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cycle 5

F1G. 6.6 Convergence du ceefficient de friction au cours des cycles (mur chaud)

effectuaient une comparaison entre les résultats incompressibles et compressibles et
utilisaient un tube court de 0.2d de longueur afin d’éviter les chutes de température
dues a la friction pour des écoulements compressibles. Dans notre cas, nous nous
intéressons plus particulierement aux calculs de sensibilités, et il est plus difficile
d’imposer de bonnes conditions aux limites pour les sensibilités dans le cas du tube
court. Les différences entre les deux configurations sont visibles sur les figures 6.7
et 6.8 ol sont représentés le nombre de Nusselt Nu et le ccefficient de friction C}

le long du mur.

Les figures 6.7 et 6.8 ont été obtenues dans le cas du jet d’air froid sur le mur
chaud. Le nombre de Nusselt (sur la figure 6.7) est légerement plus élevé dans le
cas du tube long (courbe pleine sur la figure) que dans celui du tube court (courbe
en tireté). En effet, I'étude d’un écoulement de Fanno [ nous apprend que pour
un écoulement subsonique (ce qui est notre cas), le fluide se refroidit en s’écoulant

vers l'aval. Dans le cas du tube long, la température de 'air a la sortie du tube



i T
tube long (6d)
tube court (0.2d) -------

Nu

F1G. 6.7 Comparaison du nombre de Nusselt pour un tube long et un tube court

T
tulbe long (6d) ———
tube court (0.2d) ----—--—-

Ct

FiG. 6.8 Comparaison du ccefficient de friction pour un tube long et un tube court

est donc un peu plus éloignée de celle du mur chaud. Les gradients de température
sont donc plus importants que dans le cas du tube court, proche du mur (puisque

le mur a2 méme température dans les deux cas). Puisque la température du mur
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est la méme dans les deux configurations, A, est le méme. Le nombre de Nusselt
est donc supérieur dans le cas ot le tube a une longueur de 6d que dans celui oll

il fait 0.2d de long, au moins dans la région proche de l'axe.

Sur la figure 6.8, on présente le ceefficient de friction. La courbe pleine correspond
au tube long et la courbe en tireté au tube court. Ce ceefficient est plus important
dans le cas du tube long. La encore, 'écoulement de Fanno nous donne l'explica-
tion. Dans notre cas oll les conditions en entrée correspondent a un écoulement
subsonique, le fluide est accéléré le long du tube. L’air arrive done plus vite lorsqu’il
rencontre le mur, ol sa vitesse est nulle. Les gradients de vitesse au voisinage du
mur apparaissant dans le ceefficient de friction augmentent donc avec la longueur
du tube. La encore, la viscosité au mur a la méme valeur quelle que soit la longueur
du tube. Le ccefficient de friction est alors plus important pour un tube long. On
peut voir sur la figure 6.9 la forme de la vitesse horizontale a différentes positions
le long du tube. Le profil, développé, a bien une forme parabolique et la vitesse

augmente jusqu’aux levres.

0.5 T T T T

* x=0 ——
X=-3 ---e---- -
X=-6 — -

0.45

=]
o
in
—
n
[
[
wn

F1a. 6.9 Distribution de u le long du tube aux positions r =0, x = -3 etz = —6



6.4 Comparaison mur chaud - mur froid

Dauns cette section, nous allons comparer les résultats entre un jet chaud impactant
sur un mur froid et un jet froid impactant sur un mur chaud. Les calculs sont tous

effectués ici avec de air.

Le cas du mur chaud propose donc un jet a 7, = 300°K impactant sur un mur
a T, = 600°K. Dans la configuration inverse, on a T, = 600°K pour le jet, et
T, = 300°K pour le mur. Le nombre de Mach de référence vaut 0.4 dans les deux

cas.

La figure 6.10 montre les isovaleurs pour la vitesse, la pression et la température
(u, v, p, T') dans le cas du jet chaud sur le mur froid. Cette figure est a rapprocher
de la figure 6.4, ou il était question du jet froid impactant sur le mur chaud.
Les différents contours sont trés similaires dans leur comportement. On remarque
néanmoins que le fluide s’éloigne plus rapidement du mur apres 'impact dans le
cas ol lair est froid et le mur chaud (figure 6.4). On peut noter aussi que, dans
les deux calculs, la compressibilité provoque une hausse de température en amont

du point de stagnation, méme dans le cas ou le mur est plus froid que le fluide.

La figure 6.11 présente la distribution radiale de Nu pour des murs chaud et froid.
Le nombre de Nusselt au point de stagnation est plus important dans le cas du
mur froid, mais diminue plus vite & mesure que I'on s’éloigne de Paxe de symétrie.

30]

Comme indiqué par Turgeon et al % la compressibilité provoque une hausse de

Nu dans les deux cas (jet froid et jet chaud).

La figure 6.12 présente la distribution du ccefficient de friction Cy le long du mur,
dans les deux cas. A cause de augmentation de la viscosité avec la température,

Cy est plus important dans le cas du jet froid impactant sur le mur chaud.
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F1G. 6.10 Contours des variables d’écoulement (mur froid)
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50 T T T T

mur chaud
45 r mur froid ------- -

Nu

F1G. 6.11 Comparaison du nombre de Nusselt pour le mur froid et le mur chaud

T T
mur chand —
mur froid --------

Cf

F16. 6.12 Comparaison du ceefficient de friction pour le mur froid et le mur chaud

6.5 Comparaison air - CO,

Nous voyons ici le cas du dioxyde de carbone (v, = 1.288). Les figures 6.13 et

6.14 montrent les distributions de Nu et de C; dans le cas du mur froid et du
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mur chaud. Les comportements de I'air et du CO, sont différents dans le cas du
nombre de Nusselt (figure 6.13). En effet, ici, Nu est plus important dans le cas du
jet froid impactant sur le mur chaud. Le comportement du ceefficient de friction
Cy, visible sur la figure 6.14, est par contre similaire pour les deux gaz. Une fois

encore, le maximum est plus élevé lorsque le mur est chaud.

50 T T T T

H
mur chaud
N mur froid -------- i

40 F

35 L -

Nu
(5]
(923

T

Fic. 6.13 Comparaison du nombre de Nusselt pour le mur froid et le mur chaud
(CO2)

6.6 Sensibilités

Nous allons tout d’abord nous intéresser aux exposants A.,, A, et A, comme
parametres d’étude. La figure 6.15 indique les variations de ¢, 4 et X en fonction
de T pour les deux gaz considérés (air et CO;). Nous avons pris le cas du jet froid
(T, = 300°K), ainsi la plage de variation de T présentée sur la figure va de 300°K

a 600° K.

Nous allons donc étudier Ueffet d'une modification de P'un des exposants sur le com-
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T T
mur chaud
0.4 r mur iroid ------- -

Cr

F1G. 6.14 Comparaison du ceefficient de friction pour le mur froid et le mur chaud

(COy)

0 50 100 150 200 250 300
T-Tr

FiG. 6.15 Dépendance des propriétés vis-2-vis de la température

portement de Pécoulement. Nous partons de la solution présentée précédemment,

a savoir le jet de gaz froid impactant sur le mur chaud.
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6.6.1 Sensibilités par rapport & 4.,

Une grande difficulté quant a I'explication physique des sensibilités par rapport 2
A, vient du fait que ¢, dépend alafoisde A, et de T': ¢, = ¢,(T'(4,); A, ). Pour

Pair :
¢y = (3,1 + 1) (6.3)
Ainsi, le calcul de la sensibilité de ¢, par rapport a A, fait apparaitre, deux termes :

¢, = Ae,Brsr(B8,T + 1) + (3,T + 1) log(5,T + 1) (6.4)

olt st est la sensibilité de T" par rapport a A, : s7 = 8‘9A—T.
<p

La présence de sy peut compliquer l'interprétation de c,. Néanmoins, le raisonne-
ment tenu par la suite peut donner une idée du comportement du fluide soumis a

une modification de A,.

Les figures 6.16 et 6.17 montrent l'allure de ¢, pour deux valeurs différentes de
Ac,, tant pour I'air que pour le CO,. La courbe pleine représente les valeurs de A,
correspondant aux expressions présentées plus tot et la courbe en tireté correspond
4 une augmentation de 10% de cet exposant. On peut donc voir que lorsque A,
augmente, ¢, augmente également. Ce coefficient indique la quantité de chaleur a
fournir au fluide pour que sa température s’éleve. Ainsi, lorsque A, est plus impor-
tant (et donc ¢, aussi), on devrait avoir plus de mal & augmenter la température du
fluide en le chauffant par U'intermédiaire du mur chaud. La température proche du
mur devrait donc étre plus faible. Il s’en suit que la sensibilité de T" par rapport a
A, devrait étre négative (puisqu'une augmentation de A, induit une diminution

de T).
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1.05 T T T T T
air. Ao=0.05
air. Au=0.035 -eee-
1.04 - -
103 b .
s
Loz F 4
101 .
1 i 1 | 11 !
0 50 100 150 200 250 300
T-Tr
F1G. 6.16 Effet d’une variation de A, sur ¢, (air)
1.4 T T T T T
CO2, Au=0.34
CO= AG=0.374 ===
135 | .
13 b 4
125 _
& 12t .
115 + 4
IR .
105 + .
1 ] i L 1 i
0 50 100 150 200 250 300

T-Tr

F1G. 6.17 Effet d'une variation de A, sur ¢, (COy)

Ce résultat est confirmé & la figure 6.18 (pour l'air et le CO;). La forme de la

sensibilité de T est bien celle attendue. La sensibilité est nulle sur le mur (puisque
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la température est constante), puis diminue & mesure gue 'on s'en éloigne. Elle
b s =)

atteint un minimum puis remonte vers zéro, en s'écartant du mur.

! T T \\xr

(a) air (b) COy

Lo Ac
F1G. 6.18 Isovaleurs (négatives) de s

Tel qu’indiqué sur la figure 6.19, une augmentation de A, va accélérer le fluide a
. . . . Ac ..
la sortie du tube, juste avant le mur. Trés proche de ce dernier, s, est négatif ( la

? va étre négatif

R . . A
zone est trés petite sur la figure 6.19). Dans un méme temps, sy
dans pratiquement tout le domaine, tel qu'indiqué sur la figure 6.20, sauf dans une
région proche du mur (encore une fois, cette région est particulierement mince, et

4

N A Lo
correspond 4 la zone ol s, est négatif).

A . f e o
La figure 6.21 montre que s, est principalement négatif autour du point de stag-
nation. La sensibilité est néanmoins positive dans une trés petite zone proche du

mur. La zone est trop réduite pour étre visible sur la figure. On peut néanmoins
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(a) air (valeurs positives) (b) CO;z (valeurs posi-
tives)

o2 =

\ I

(¢} air (valeurs négatives) (d) COs {valeurs
négatives)

Ac
FiG. 6.19 Isovaleurs de s, ”



(a) air (valeurs positives) (b) COy (valeurs posi-
tives)

(c) air (valeurs négatives) (d) CO4 {(valeurs
négatives)

A
F1a. 6.20 Isovaleurs de s, 7
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. , A . . o
voir sur la figure 6.22 s, changer de signe le long de 'axe de symétrie entre les

levres et le mur.

(a) air (b) CO.

FIG. 6.21 Isovaleurs (négatives) de spACp

On peut remarquer que tous les contours sont tres semblables pour 1'air et le COs.
Ceci est compréhensible puisque les formes des expressions de ¢, sont tres proches

pour les deux types de gaz.

6.6.2 Sensibilités par rapport & 4,

Une augmentation de A, provogue une hausse de la viscosité. Ceci est visible sur
les figures 6.23 et 6.24. Les deux courbes présentes sur chagque figure sont tracées

pour des valeurs de A, distantes de 10% (la courbe pleine est la valeur initiale et
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0.006 Y ¥ T

0.004

0.002 -

Acp
P

-0.002 | _

0.004 .

-0.006 b

-0.008 4 L L

x/d

F1G. 6.22 Valeur de sfc” le long de 'axe de symeétrie

celle en tireté correspond a une hausse de 10% de A,).

T T
air, Ap=0.68
air, Au=0.748 --------

13+ i

"o 50 100 150 200 250 300
T-Tr

F1G. 6.23 Effet d'une variation de A, sur u (air)

La figure 6.25 montre les contours de s?“ dans le domaine. Ils sont semblables
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17 . i : , |
CO:. Au=1.5
COs. Ap=1.65 ~-+-----
1.6 |
15 r |
1.4 - )
=5
13 + |
12 |
1.1 F |
1 i , . ‘ J
0 50 100 150 200 250 300

T-Tr

F1G. 6.24 Effet d’une variation de A, sur u (CO,)

N . Ac .

A ceux observés dans le paragraphe 6.6.1 pour S;¥. Seul le signe change. Les
sensibilités sont ici positives. La ligne d’extremum (dans ce cas maximum) se situe
au méme endroit que précédemment. La sensibilité de T augmente en s'éloignant

du mur, atteint ensuite son maximum puis diminue pour s’annuler loin du mur.

u

. A A . N
Ici encore, les contours de s,” et de s, " sont semblables, au signe pres, a ceux

présentés pour le parameétre A, . Cependant, on peut maintenant apercevoir plus

L

facilement sur les figures 6.26 et 6.27 la zone ol st et spt changent de signe, a
savoir la ligne oblique proche du mur. Lorsque A, augmente, le fluide sera ralenti
avant d’arriver sur le mur (sf“ négatif en amont du point de stagnation). Il sera
ensuite dévié vers le haut plus doucement {sf“ négatif proche du mur).

Globalement, ie comportement de la pression est identique, au signe pres, au cas
précédent du paragraphe 6.6.1. La figure 6.28 nous indique que p augmentera en
amont du point de stagnation. L& encore, il existe une zone (trés petite), proche

; . . A Lo L. ;
de l'axe juste avant le mur, ot sp* est négatif. Cette zone est visible sur la figure



(a) air (b) CO2

F1G. 6.25 Isovaleurs (positives) de s?“
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(a) air (valeurs positives) (b) COy (valeurs posi-
tives)

r‘\\
(c) air (valeurs négatives) d) COy (valeurs
négatives)

Fi1G. 6.26 Isovaleurs de sf‘“
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— !

(a) air (valeurs positives) (b) COz (valeurs posi-
tives)

B S v 1

(¢) air (valeurs négatives) (d) CO, (valeurs
négatives)

F1G. 6.27 Isovaleurs de sf“
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5.29.

(a) air (b) CO.

F1G. 6.28 Isovaleurs (positives) de sf“

Remarquons encore une fois la trés grande similitude entre les contours pour l'air
et le CO,, méme si les expressions de la viscosité pour les deux fluides (et donc le

role a priori des exposants A,,) semblent différentes.

6.6.3 Sensibilités par rapport & A,

Les figures 6.30 et 6.31 montrent le comportement de la conductivité de l'air et du
CO,, pour deux valeurs différentes de Ay. Comme précédemment, les deux courbes
sont & chaque fois distantes de 10%. On note donc que la conductivité augmente

avec une hausse de 'exposant. Elle représente la quantité de chaleur transférée par
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6.035 T T T

x/d

F1G. 6.29 Valeur de sf“ le long de 'axe de symétrie

le fluide. Plus elle est élevée, plus il est facile de réchauffer le fluide (ou refroidir
le mur). On s’attend donc a ce que la température du fluide augmente lorsque A,

est plus important.

La figure 6.32 confirme notre raisonnement. Encore une fois, la forme de la sensi-
bilité de T est tres semblable & celles observées pour les autres parametres. Elle
est nulle sur le mur, puis présente un extremum (ici maximum) en s’éloignant un
peu du mur. Puis elle retrouve une valeur nulle par la suite. Ainsi, comme prévu

ci-dessus, une hausse de A, provoque une augmentation de T dans le domaine.

Les contours des sensibilités des composantes de la vitesse u (sur la figure 6.33) et v
(sur la figure 6.34) sont quasiment identiques & ceux observés précédemment. Seuls
les signes different entre les trois parametres. Ainsi, dans le cas du parametre A4,,
lorsque celui-ci est plus élevé, le fluide est ralenti avant d’arriver sur le mur (s
négatif). Dans la région proche du mur, il est dévié plus lentement (s#* négatif),

alors qu'un peu plus loin du mur, v sera plus important (s2* positif).
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19 ¥ T H + B T
air, Aw=0.76 ——
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17k J
16 F 1
15+ _
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F1G. 6.30 Effet d'une variation de Ay sur A (air)
1 1 1 1 1
28 CO:, As=1.5 o
€Oz, As=1.65 -
26 F ]
<

0 50 100 150 200 250 300
T-Tr

F1G. 6.31 Effet d’une variation de A, sur A (COy)

La sensibilité de la pression, visible sur la figure 6.35, se présente encore de la

méme maniere. Tout comme pour le parametre A,, une hausse de A, va induire
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(a) air {b) COq

F1G. 6.32 Isovaleurs (positives) de s/
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-

(a) air (valeurs positives) (b) COy (valeurs posi-
tives)

(¢) air (valeurs négatives) (d) COs (valeurs
négatives)

Ay

F1G. 6.33 Isovaleurs de s
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(a) air (valeurs positives) (b) CO; (valeurs posi-
tives)

3| !

(c) air (valeurs négatives) (d) CG, (valeurs
négatives)

FIG. 6.34 Isovaleurs de s
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une augmentation de pression en amont du point de stagnation. La encore, il existe

une région ol sz‘?* est négatif. Elle est tres réduite, comme 'indique la figure 6.36.

4 y

(a) air (b) CO2

FIG. 6.35 Isovaleurs (positives) de s/

Les différentes courbes des deux gaz sont encore une fois tres similaires. Ceci justifie

a posteriori le choix de nos paramétres d’étude entre I'air et le COs.

6.6.4 Conclusion

Nous avons vu que le fluide présentait des comportements similaires (au signe pres)
face au trois parametres d’étude (A4, 4, et Ay). Nous allons voir maintenant, a

Paide des sensibilités normalisées, si I'écoulement est plus sensible & T'un ou a

Iautre de ces parameétres.
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0.015 ~ -

-0.005

-0.01 | 1 i

x/d

Fi1G. 6.36 Valeur de 5;;,4* le long de 'axe de symétrie

6.7 Sensibilités normalisées

Les sensibilités normalisées permettent de comparer plusieurs sensibilités entre
elles afin de déterminer le ou les parameétres dominants dans une simulation. Une
comparaison est possible et rigoureuse car ces sensibilités normalisées ont toutes

les mémes unités.

Ainsi, la sensibité normalisée du nombre de Nusselt Nu par rapport & un parametre

a s’écrit :

ONu
da

(6.5)

o —
SNU — a()

ag est la valeur nominale du parametre. Le tilde dénote une quantité normalisée.
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Ainsi, en utilisant nos trois parametres d’étude précédents A, , A, et A :

_Ae INu

8]\7‘15) = Af'po aACp (66)
LA ONu .

- 817\"’(1'

Sﬁ% = 14)\05;4—/\— (68)

Les résultats sont présentés sur les figures 6.37 & 6.40, avec dans l'ordre des figures :

— le jet d’air froid sur le mur chaud

I

le jet d’air chaud sur le mur froid
— le jet de CO; froid sur le mur chaud
~ le jet de CO, chaud sur le mur froid

Pour pouvoir comparer, on a tracé la valeur absolue de chaque sensibilité.

9 T T T T T
Acr
Lo~ Ap morerer -
8 AN Ay -
N
7rF ‘\ 4
N
Y
6 F ‘\. _
\.
\,
5k N .

Sensibilites normalisees de Nu

FIG. 6.37 Sensibilité normalisée de Nu pour un jet d’air froid sur mur chaud

On peut voir que dans tous les cas, le parametre A, est celui qui a le moins d’effet

sur Nu. A, est de loin le parametre dominant dans tous les cas. D’une maniere
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FIG. 6.39 Sensibilité normalisée de Nu pour un jet de CO; froid sur mur chaud

générale, les différents parametres ont un effet plus important dans le cas du CO,
e dans le cas de Uair (les sensibilités normalisées sont pratiquement trois fois

supérieures). En comparant les cas du mur chaud et du mur froid pour chaque gaz
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Sensibilites normalisees de Nu
—
o
T
”
P
1

F1G. 6.40 Sensibilité normalisée de Nu pour un jet de CO, chaud sur mur froid

(figures 6.37 et 6.38 pour l'air et figures 6.39 et 6.40 pour le CO,), on remarque
que A, a un effet plus important dans le cas du jet froid sur le mur chaud. Pour
le parametre A,, on observe le comportement inverse : éﬁf; est plus faible dans le
cas du jet froid sur le mur chaud. Enfin, A., a un effet trés faible sur le nombre de

Nusselt.

On peut expliquer le fait que le parametre A, soit celui qui a la plus d'influence

sur le nombre de Nusselt. En effet, on écrit :

oT
Nu=X, | =
= (3),

et nous avous vu que nous avons également :
A= AT Ay

La conductivité ne dépend pas directement des autres parametres A, et 4, (ce



qui est quand meéme le cas indirectement, par le biais de T'). Ainsi, Ay, comprend

un terme supplémentaire que X, et X, ne possedent pas:
b 4 A
£ Aep Ap

N )\
)\A)\ = STA T + 29—;1—/\_

C’est ce deuxieme terme qui provoque le grand écart visible sur les figures 6.37 &

6.40 entre les effets de A, et ceux de A, et A,.

Nous reprenons ensuite la méme démarche pour le ceefficient de friction Cy. Les
courbes 6.41 a 6.44 montrent les résultats obtenus. L'ordre des cas est le méme

que le précédent, a savoir :

le jet d’air froid sur le mur chaud

— le jet d’air chaud sur le mur froid

le jet de CO; froid sur le mur chaud

— le jet de CO, chaud sur le mur froid

0.07 T T T T T
A
Ap -
006 F /% Ai —em .
) ', ‘-
&) ! \
2 005F .
8 "‘ N
= 004 b
g / '
8 003 -
£ 002 +! _
o r \
2 ; ;
001 | .
I -7 1 o B ST L ST 3
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

F1G. 6.41 Sensibilité normalisée de C; pour un jet d’air froid sur mur chaud

On constate (sans trop d’étonnement) que le parametre A, est celul qui a le plus
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F1G. 6.42 Sensibilité normalisée de C; pour un jet d’air chaud sur mur froid
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FIG. 6.43 Sensibilité normalisée de C; pour un jet de CO, froid sur mur chaud

grand effet sur C. Ici aussi, les sensibilités sont plus importantes pour le CO; que

pour l'air (environ deux fois plus importantes). Le coefficient A, n’a pratiquement
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F1G. 6.44 Sensibilité normalisée de C; pour un jet de CO, chaud sur mur froid

pas d’effet par rapport aux autres parametres. L'effet de A, est trés légérement
supérieur dans le cas du jet froid sur le mur chaud, pour lair et le CO,. Eé; est
plus important d’environ 50% lorsque le mur est chaud, par rapport au mur froid.

Cette fois encore, 'explication sur l'ordre des courbes est la méme. En effet, Cy

s’écrit :

Iy OV
Cr=-2—|—
7 Re \8x>w
p dépend 2 la fois de T et de A,. La sensibilité de la viscosité par rapport & 4,

présentera donc un terme supplémentaire que les sensibilités par rapport & A, et

A)\Z

Sp

79T " 04,

Ici aussi, ce deuxieme terme fait que A, a une plus grande influence sur C que les



autres parametres.

6.8 Analyse d’incertitude

Il existe dans toute expérience une incertitude correspondant a une manipulation
humaine ou bien encore relative a la précision des appareils de mesure utilisés. On
peut ainsi se demander dans quelle mesure les valeurs des exposants A, A, et
Ay donnés dans les expressions de ¢,, 1 et A sont exactes, et quelle en est alors la

répercussion sur le nombre de Nusselt et le ceefficient de friction.

Nous nous baserons sur les calculs effectués pour le jet froid impactant sur le mur

chaud. Nous traiterons le cas de l'air et du CO,.

6.8.1 Jet d’air froid impactant sur un mur chaud

Les figures 6.45, 6.46 et 6.47 présentent le nombre de Nusselt (courbe pleine) ainsi
que incertitude sur Nu (courbes en tireté) résultant d’une incertitude de 20% sur
les valeurs nominales des différents parametres (A, sur la figure 6.45, A, sur la

figure 6.46 et A, sur la figure 6.47).

Nous ne considérons pour l'instant qu'un seul parametre a la fois, et I'incertitude
de 20% sur ces parametres (notés ici de maniere générale A) s’écrit donc en fonction

de la valeur nominale 4, :

(514 — 0.2440

5. - - T o AT 7
L'incertitude sur Nu est délimitée par les courbes Nu £+ éNu avec §Nu = a&“ 0A.

Comme on pourrait s’y attendre, au vue des remarques faites dans la section



Nu

F1G. 6.45 Incertitude sur Nu (air, parametre A,,)

Nu

F1G. 6.46 Incertitude sur Nu (air, parametre 4,,)

précédente, l'incertitude est la plus grande pour le parametre A,. Elle est beaucoup

N

plus faible pour A4, et quasiment nulle pour A, . Enfin. remarquons qu'elle est
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FIG. 6.47 Incertitude sur Nu (air, parametre A))

maximale au point de stagnation, et qu’elle diminue rapidement avec la distance

radiale.

Les courbes des figures 6.48, 6.49 et 6.50 montrent 'incertitude sur le ccefficient de
friction pour une méme incertitude de 20% sur les parametres A, , A, et A,. Les
courbes en tireté représentent donc Cy £ 0CY, avec 6Cy = %—31614. L'incertitude de

20% sur un paramétre A s'écrit encore 64 = 0.2 4,.

Cette fois, I'incertitude provenant de A, est la plus importante (pour les mémes
raisons évoquées précédemment, & savoir que Cy est plus sensible a A, qu’aux
autres parametres). L'incertitude face aux parametres A, (figure 6.48) et A, (fi-
gure 6.50) n’est presque pas visible. On note enfin qu’elle est la plus importante

au maximum de la courbe.
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Fi1G. 6.49 Incertitude sur C; (air, parametre A,
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6.8.2 Jet de CO, froid impactant sur un mur chaud

On procede ici & la méme démarche que pour Pair. On étudie donc I'incertitude du

nombre de Nusselt et du coefficient de friction résultant d’une incertitude de 20%
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F1G. 6.50 Incertitude sur C (air, parametre A))

sur les valeurs nominales des parametres A.,. A, et Ax.

Les figures 6.51, 6.52 et 6.53 montrent les résultats pour le nombre de Nusselt.
Encore une fois, elle est maximale pour le paramétre A,. Cependant, puisque les
sensibilités sont globalement plus importantes pour le COy que pour 'air, on peut

cette fois observer I'incertitude pour A, et méme légerement pour A.,.

Le comportement est identique & celui observé pour l'air. L'incertitude est maxi-

male au point de stagnation, et diminue par la suite.

Les figures 6.54, 6.55 et 6.56 présentent les résultats pour le coefficient de friction

du COs.

On retrouve ce que 'on avait observé pour le jet d’air. A, est le parametre induisant
la plus grande incertitude. Les incertitudes produites par A, et A sont faibles
et sont presque invisibles sur les courbes. Le maximum d’incertitude est présent &

Pendroit ol les sensibilités étaient maximales, & savoir au maximum du ceeflicient



de friction.
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6.52 Incertitude sur Nu (CO,, parametre A,,)
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F1G. 6.54 Incertitude sur Cy (CO,, parametre A.))

6.8.3 Analyse d’incertitude sur A, 4, et A, simultanément

Jusqu’a maintenant, nous avons pris les parametres les uns apres les autres pour

notre analyse d’incertitude. Nous avons également pris une incertitude sur ces
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F1G. 6.56 Incertitude sur Cf (CO,, parametre A))

parametres importante (20%). Ceci nous a permis de voir le comportement des

ceeflicients Nu et C; par rapport a chacun des parametres. Cependant, d'un point
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de vue statistique, la variance doit étre petite devant la valeur moyenne (on doit
ainsi avoir 04 < A pour un parameétre A donné). 20% est une valeur importante,
c’est pourquoi nous prenons ici une variation de 10% sur chacun des parametres

qui sont traités de maniere simultanée.

Nous écrivons donc Pincertitude sur Nu suivante :

] ONu 2 /ONu 2 /ONu
SNu = (()A SA, ) +<8A,16A“> +(8AA64A> (6.9)

ol l'incertitude sur les parametres d'étude (0A.,, 64, et JA,) est fixée & 10%.

De la méme maniere, on écrit I'incertitude sur Cy :
aC; 2oy e
0Cs = (dA 0A, ) + <8A;,54 ) + aA/\(iA,\ (6.10)

La forme employée pour décrire l'incertitude trouve ses origines dans 'approche

statistique telle que présentée par Putko et al. 3.

Les résultats sont visibles sur les figures 6.57 et 6.58 pour le nombre de Nusselt et

le ceefficient de friction de lair, et sur les figures 6.59 et 6.60 pour le CO,.

Les courbes d'incertitude (en tireté) enveloppant la courbe d’origine sont bien
évidemment plus proches que lorsque nous considérions une incertitude plus im-
portante sur les inputs. On peut également penser, aux vues de Uinfluence indivi-
duelle de chague parametre, que c¢’est I'incertitude sur A, qui prédomine sur Nu
et celle de A, sur Cy. En effet, puisque U'influence des autres parametres était déja

faible & 20%, elle 'est encore plus ici & 10%.
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F1G. 6.58 Incertitude sur Cy

8.9 Calculs de solutions voisines

Dans cette section, nous regardons les solutions voisines obtenues & I'aide des sensi-

bilités et du développement en série de Taylor. Nous prendrons tout d’abord comme
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F1G. 6.59 Incertitude sur Nu (CO,)
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F1G. 6.60 Incertitude sur Cy (COy)

parametre les ccefficients A, ., A, et Ay simultanément, puis ensuite le nombre de

Mach de référence A,.. Nous nous limiterons ici au jet d’air froid impactant sur le



153

mur chaud.

6.9.1 Parametres A, A, et A,

Nous partons de la solution d’origine ol il est question du jet d’air froid impactant
sur un mur chaud. Le nombre de Mach de référence est 0.4. Nous visons la solution
voisine ot les ccefficients A.,, A, et A\ ont une valeur supérieure de 10% & leur
valeur d’origine. On cherche donc a approcher la solution ot M, = 0.4, A., = 0.055,
A, = 0.748 et Ay = 0.836. Le développement en série de Taylor pour les trois

parametres est le suivant :

Nu(Ae, + 64c,, Ay +6A,, Ay + 04A3) = Nu(A,,, Ay, Ay)
ONu ONu ONu

A+ 54, 4 Y50
aAcp5 "’“LaAué” o4

* OAy

pour le nombre de Nusselt, et

Cr(Acy + 6Ac,, Ay + 54, Ay + 54A3) = Cr(Agy, Ay, A))
ac, 8c; aC;

DA JA, N

+

A, + = L5A, +

Cp

pour le ceefficient de friction.

Les résultats sont visibles sur les figures 6.61 et 6.62. La courbe extrapolée (en
tireté) est confondue avec la courbe recalculée (trait plein) malgré la grande valeur
des variations (10%). Ceci laisse donc penser une dépendance linéaire de Nu et de
Cf par rapport aux parametres A, A, et Ay, au moins dans la plage de variation
considérée. Notons enfin gui'une hausse simultanée de ces parametres augmentent
le nombre de Nusselt au point de stagnation ainsi que le maximum du ccefficient

de friction.
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6.9.2 Parametre i,

Dans cette sous-section, nous allons nous intéresser a un parameétre que 10Us avons
laissé de cOté jusqu’a présent, & savoir le nombre de Mach de référence AM,. Nous
allons ainsi étudier quelques solutions voisines, et en faire ressortir une des limita-

tions actuelles du code de calcul.

Nous allons commencer par vérifier 'approximation linéaire pour de faibles valeurs
du nombre de Mach, puis ensuite nous essaierons de pousser le code en s’éloignant

du régime subsonique et en se rapprochant du régime transsonique.

Nous partons donc tout d’abord de notre solution de base & M, = 0.4. Les figures
6.63, 6.64 et 6.65 montrent les distributions radiales du nombre de Nusselt le long
du mur, du ceefficient de friction, de méme que la distribution du nombre de Mach

le long de 'axe. On utilise le développement de Taylor afin d’approcher la solution

numérique a M, = 0.45. Chaque figure est composée de la solution de base a
M, = 0.4 (trait pointillé), de la solution numérique visée & M, = 0.45 (ligne

pleine) et de l'extrapolation linéaire & partir de M, = 0.4 (trait tireté).

On peut voir que le nombre de Mach M est de 'ordre de 0.8 lorsque le nombre de
Mach de référence est de 0.4. M. est une valeur de référence établie a partir des
conditions de référence (c’est-a-dire les conditions d’entrée). M, est donc calculé a
laide de U, et T,.. La vitesse a un profil parabolique en entrée et U, correspond a la
valeur moyenne. Ainsi en entrée, le nombre de Mach local M varie de 0 (sur la paroi
intérieure du tube) a 0.8 (sur 'axe). Comme le fluide est accéléré en s’écoulant vers

Iaval, A est légerement au-dessus de 0.8 au niveau des levres du tube.

L’approximation linéaire sur le nombre de Nusselt visible sur la figure 6.63 est trés
précise et I'écart entre la série de Taylor et le calcul & M, = 0.45 est minime. 1 y a

une différence de moins de 0.3% entre les deux courbes sur la valeur du nombre de
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F1G. 6.64 Cy extrapolé a M, = 0.45 2 partir de M, = 0.4

Nusselt au point de stagnation. On peut voir ici quune augmentation du nombre

de Mach de référence provoquera une hausse de Nu.
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F1G. 6.65 Distribution de Mach extrapolée a M, = 0.45 a partir de M, = 0.4

L’extrapolation de C; de la figure 6.64 est elle-aussi trés proche de la solution
recalculée. Les deux courbes se superposent de maniére quasi-parfaite. Une aug-

mentation de A, induit une hausse du maximum du ceefficient de friction.

La figure 6.65 présente le nombre de Mach A le long de 'axe; depuis la sortie
du tube jusqu'au mur. Les résultats sont tres satisfaisants (moins de 0.3% d’écart
entre la courbe extrapolée de M, = 0.4 et celle recalculée a M, = 0.45 sur la valeur

en z = 0).

Comme précisé plus t6t, nous allons maintenant augmenter le nombre de Mach de
référence afin de s’éloigner progressivement du régime subsonique. Nous partons

donc d’une solution ou M, = 0.5, et nous visons la solution voisine & A, = 0.55.

La figure 6.66 montre Uextrapolation effectuée sur Nu. Les observations sont iden-
tiques au cas précédents. L’approximation linéaire est précise et seulement 0.01%

d’écart sont visibles entre les courbes.
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F1G. 6.66 Nu extrapolé a M, = 0.55 & partir de M, = 0.5

Le ceefficient de friction est indiqué sur la figure 6.67. On y wvoit la solution
numérique a 31, = 0.55 ainsi que la solution extrapolée de A, = 0.5. Les résultats
sont 1a aussi tres satisfaisants, et le comportement ne semble pas différer de celui

observé pour un nombre de Mach de référence plus faible.

De grandes différences par rapport au cas précédent apparaissent sur la figure 6.68;
ol est tracé le nombre de Mach A sur I'axe. En effet, on commence & observer
un choc (une discontinuité) & M, = 0.55. Comme on I'a précisé au début de cette
section, bien que A, = 0.55 semble étre une valeur éloignée de 1, le nombre de
Mach local sur I'axe est de 'ordre de 1.2, ce qui explique la présence du choc.
La solution & M, = 0.5 est lisse et il semble donc normal que les sensibilités
(phénomene linéaire issu d’une solution continue) n’arrivent pas 3 capter cette

discontinuité.

On peut regarder les résultats en retournant le probleme : nous partons des calculs

obtenus pour M, = 0.55 (cas avec choc) et nous visons & approcher la solution
I I
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F1G. 6.68 Distribution de Mach extrapolée a A, = 0.55 & partir de A/, = 0.5

voisine & M, = 0.5 (cas sans choc). On voit sur la figure 6.69 que la courbe

extrapolée présente deux pics au niveau du choc. Ces deux pics correspondent aux
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fontions 4, apparaissant dans la différentiation d’un phénomeéne discontinu . Rien
n'a encore été implémenté dans le code de calcul pour capturer les discontinuités

provenant de phénomeénes tels les chocs.
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F1G. 6.69 Distribution de Mach extrapolée a M, = 0.5 & partir de M, = 0.55

Sur la figure 6.70, nous essayons d’élever encore un peu le nombre de Mach M,
afin de passer d’'une solution avec choc (M, = 0.55) & une autre solution avec
choc (M, = 0.57). Les pics au niveau du choc sont encore visibles, mais on peut
néanmoins remarquer la grande robustesse du code quant aux résultats obtenus

sans aucune méthode de capture de choc.

Afin de terminer cette partie, nous allons essayer de situer plus précisément 'appa-
rition du choc. Apres quelques calculs, nous observons que celui-ci apparait autour
de M, = 0.52. Nous allons donc essaver d’approcher la solution & Af, = 0.53 &
partir de celle & A4, = 0.51 qui ne présente pas de choc. La figure 6.71 présente
les résultats obtenus. La zone du choc est plus visible sur 'aggrandissement de

la figure 6.72. On peut voir que la solution extrapolée a partir de Af, = 0.51 ne
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F1G. 6.70 Distribution de Mach extrapolée a M, = 0.57 a partir de M, = 0.55

semble pas capturer le début de discontinuité. Cependant, on peut s’intéresser a la
forme des sensibilités du nombre de Mach sur la figure 6.73. L’éllure des sensibilités
semble indiquer que la solution prévoit 'apparition du choc. On ne retrouve pas ce
comportement sur la figure 6.72 car ces variations sont faibles devant la solution.
Il faut néanmoins émettre quelques réserves. Méme si, & partir d'une solution qui
semble lisse (A, = 0.51), les sensibilités prévoient le choc prochain (figure 6.73), il
ne faut pas oublier qu’elles sont un prolongement de la solution de base. Il pourrait
donc treés bien y avoir une tres légére inflexion pour la solution & M, = 0.51 que
Fon n’apercoit pas & I'échelle utilisée, mais qui est amplifiée pour les sensibilités

(figure 6.73).

Ces observations sont néanmoins encourageantes et il pourrait étre intéressant
d’approfondir cette étude pour la suite du développement du code de calcul et de

ses possibilités.
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F1G. 6.71 Distribution de Mach extrapolée & M, = 0.53 a partir de A, = 0.51
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Sensibilites du nombre de Mach

FiG. 6.73 Distribution des sensibilités du nombre de Mach a M, = 0.51 (agrandis-
serment)



164

CONCLUSION

Le but de ce mémoire était d’étendre le doinaine d’application du code de cal-
cul aux sensibilités pour des régimes compressibles subsoniques. Pour cela, nous
avons tout d’abord développé les équations des régimes compressibles et proposé
une formulation permettant de lancer de manieére simple des calculs compressibles
ou incompressibles, sous forme dimensionnelle ou adimensionnelle. Nous avons
ensuite présenté les sensibilités, décrit la méthode de I'équation des sensibilités
(MES) et indiqué quelles en pouvaient étre les applications. La MES est obtenue
en différentiant les équations continues de Navier-Stokes. Son domaine d’applica-
tion est trés vaste : design optimal, calcul rapide de solutions voisines, analyse
de sensibilités, identification de parametres dominants et analyse d’incertitude en

sont des exemples.

Par la suite, nous avons présenté le code de calcul et la maniere dont il résolvait les
équations, d'un point de vue numérique, avec la méthode des éléments finis. Nous
avons également vu comment le code estimait 1'erreur numérique afin d’adapter le

maillage pour controler et réduire celle-ci d'un cycle a 'autre.

Une fois toute la théorie mise en place, il fallait encore vérifier sa bonne implémenta-
tion du code. Cela a été fait sur deux solutions analytiques en utilisant la méthode
des solutions manufacturées. Nous avons utilisé deux solutions analytiques, I'une
étant en coordonnées cartésiennes, 'autre en coordonnées axisymétriques. Cette
vérification a permis de démontrer le bon fonctionnement du résoluteur et de V'es-

timateur d’erreur pour I'écoulement et les sensibilités.

Par la suite nous nous sommes intéressés a des exemples concrets. Nous avons

commencé par un écoulement autour d’un profil NACAQ012. Nous avons d’abord



fait une étude de sensibilités pour expliquer les comportements observés en pre-
nant pour parametre l'angle d’incidence de écoulement, le nombre de Mach de
référence et le nombre de Reynolds. Ensuite, nous avons mis en application un
des avantages des sensibilités en effectuant des calculs pour des solutions voisines,
d’abord en ne considérant qu'un seul parametre (o« ou M,), puis en faisant varier
ces deux parametres simultanément. Nous avons pu noté la qualité et la précision

des résultats obtenus.

Enfin, nous avons recommencé une étude en appliquant le code a un exemple
concret de jet axisymétrique aux propriétés physiques variables. Apres différents
commentaires sur 'écoulement lui-méme, nous avons regardé les sensibilités par
rapport aux exposants présents dans l'expression des propriétés du fluide. Nous
avons ainsi pu comparer leur influence a l'aide des sensibilités normalisées et en
faire ressortir les parametres dominants. Nous avons aussi effectué une analyse
d’incertitude afin de voir la cascade d’incertitude répercutée de I'input a I'output.
Nous avons ensuite étudié la précision obtenue lors du calcul d'une solution voisine
en faisant varier les trois parametres précédents. Finalement, nous avons regardé
des solutions voisines pour des nombres de Mach de référence proches, et nous
avons fini sur le cas d'un choc, ot les sensibilités pourraient fournir une information

importante.

Une des suites & ce projet pourrait étre d’élargir le domaine d’action du code
numérique a des écoulement ol le nombre de Mach serait plus éleve, pour rentrer
dans le régime transsonique, afin d’utiliser les sensibilités pour prévoir et étudier

des phénomenes plus complexes tels les chocs.
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ANNEXE 1

METHODE DE STABILISATION

Les ceefficients utilisés dans notre méthode de stabilisation sont :

o - duh ~_h o — orh
“T U %= au TT v
ol :
0y = coth(Pe) ! 0r = coth(Per) !
y = C - 5 = Cot € 5
Pe T T Perp
avec :
Pe — phlU Per — pephlU

2 T o
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1.1 Equation de continuité

/(V-u)5p51§2+ /(au-Vp)éde—/(ﬁu-VT)éde

Q Ja )

+/ozu {pu-Vu+Vp—V- 'VQ/L;)/(’U,) - gyIV‘u} —f} -V{ép)dQ
0

+/ap(V-u+au-Vp—ﬁu‘VT)au'V(ép)dQ
0

/ arlpe,u - VT —reyu - Vp =V - AVT)]re,u - V(dp) dQ
¢

2

=0 (L1)

I.2 Equation de mouvement

/Q(,ou -Vu) - dud) — /JJV - (6u)dQ +j{2 {Qu"/(u) - %uIV . u} DA (o) dQ
+ [z {pu Vu+Vp—V- [ZM(U) - -?;MIV : U} - f} Aayfu - V(6u)]} dO
+j()(v-u+au-Vp—3u~VT)-[apV-(5u)}dﬂ

:/ (U-ﬁ)-éud8§2+/f~5udﬂ 1.2)
o0 9]



173

1.3 Equation d'énergie

/ (pepu - VI') 6T dQY — / (rewt - Vp) 0T dQ + / AVT -V (6T) d2
Q 0 Q
+ / [peyu - VT —regu-Vp =V - (AVT) — glaru - V(6T) dQ2
Q
- / ap(V-u+ou-Vp— SBu-VT)ju - V(0T)dQ
0

= / (AVT - ) 6T do) -+ / 0T d) (1.3)
o0 Q



ANNEXE 11

TERMES SOURCES POUR LES SOLUTIONS MANUFACTUREES

Nous partons des équations de mouvement et d’énergie pour l'écoulement :

2
f=ple-V)u+Vp-V- ;L(Vu+VuT)—§/LI\7~u (IL.1)

g =pcyu - VT — 1o, -Vp—V - (AVT) (1I1.2)
et pour les sensibilités :

sg=pu-Vu+p(s, Vu+u-Vs,)+ Vs,
— VW (Vu+Vu") + 1 (Vsy, + Vsl) — %u’IV cu— %pIV - 8y
(I1.3)
sq=(p'cy + pcy) w- VT + pc, (8- VT + u - Vsr)
— T VP — Ty (80 Vp+ 1 - Vsp) = V- (VT + AVsp) (I1.4)

Nous allons voir Pexpression des termes en coordonnées cartésiennes et axisymétriques.
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1.1 Coordonnées cartésiennes

1.1.1  Equation de mouvement pour ’écoulement

TP\ Y5z U@y oz 3022 0y  30xzdy

o (aou 2o\ o (ou oo s
or \38z 39y oy \Jy Oz ~

f—— UQEHFQ@ _;_@_ 382u+%+%&
¢ TP\ Yar 30xdy  0x?  30y*

op ((Ou  Ov o 20u  40v
o (ay * %) "3y (‘5% * 3@) (1L6)

11.1.2 Equation d’énergie pour I'écoulement

oT . oT dp . Jp
= 0C —_— ) — —_ - -
I=P \ U T° dy Few U5z T Oy

8T 8T aNdT  o\XOT
- (m é@?) - (%% * a*@) (L7)
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11.1.3  Equation de mouvement pour les sensibilités

) ', ou N bau n Ju s du o 08, e dsu N Js,
N P s, T W/
=P\ Yy Oy P oz Jy Ox dy or

,(40%u  Pu 1 6w 49%s, Ps, 1 %s,
T (55}9* 0y *357) —# ('3' 52 o2 *5@.@)
o' (40u  20v Ou [40s, 20s,
o (5075 “§ay> o (3% ‘537)
G/L ou  ov (7;L ds, 0Os,
ay (531 N %> By (59 " 333) (Le)
. @ , ov ov v 95, s, %
fo p(u‘a +Lay)+p< ug +sbay+td +v 8y>+8y
, (l u N v N %_8_2) B (l Ps, s, N 4825v>
30z0y 0x? 39y 30xdy  Or® 3 Jy?

8u 8u+@ O (s, +8sv
8z \dy = Ox oz \ oy ' Oz

— op’ _2% + %QE _ % 285“ 4 éaS“ (H 9)
dy 30r 30y dy \ 3dr 30y ’

11.1.4 Equation d’énergie pour les sensibilités

5o =0+ 00} (v 402 1 gy (5,25 45, 2L 40250 4 05T
1T\ T PG\ Ve t@y P \ S By "“a Ox U@y

, Op Op ?p Op 8sp Bep
rcu,(d ()y) rcw< T +SL6y+ a7 +v By

L (OT T d)\’dT+dA’BT
92 | Oy? or dz = By By

HQST 8253“ A 881“ IA 85T
- A — =+ —— .
<8I2 - Jy? > <8z ox * oy Oy > (IL.10)
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11.2  Coordonnées axisymétriques

I1.2.1 E’]qua‘(ion de mouvement pour 'écoulement

B ou /Bu Op
fomp (ugt 405t ) + 2

(48°u+82u+1 v +E?_1_L+_1_@_>
302 or:  30x0r rodr 3rox
_Op (40u 20v 2w
oz <38$ 30r 37“)

Gu ou v
2 (E+%) (L)

ov v op
Ju p(ud—+ 87‘)+5;
Lot o 4% 4o v
30xdr 0z 309r2 3ror 3r?
Ou (Ou  Ov
T o (ar“L%)

Su 20u 40v 20
- |t — == I.12
( 38x+38r 3r aL.12)

7™

11.2.2 Equation d’énergie pour I'écoulement

e (WO 00N, (9, 0P
g =pcp u8 v Tew | Uz Ué‘r

B <82T 8T 16T>

+
or? or:  ror

ONOT  daaT
- I1.13
or oz By Oy ( )



11.2.3 Equation de mouvement pour les sensibilités

[y

,{ Ou Ju ou ou s, 5y, dsp
Sp, =p <u5:;+05~>+p(su() +s ”d +u o7 +var>+g
4Py Pu 18P 10u 1 ov
Tk (30— o " 3507 Trar T é‘a_>
49%s, 0%s, 18&%s, 10s, 1 s,
- (3 dz?  Or? +§6$87"+;E+§;8$>
o (4du  20v 2w Ou (40s, 20s, 28,
_8_’<§8J: 35_§7> 8x(§8x—§8r 37)
8,u ou v 8u 0s, 0Os,
or (87" %) or (87“ 61) (IL.14)
( Qv +v6> < dt%-‘sar%—u%Jrv&S”)vL%
Yor % ‘o Y or oz or or
1 8u % 4(32’0 40v 4w
(3 dxor 6‘3:2 30r2 " 3ror gr_2>
1 5)25u 51 49%s, 4 0s, 4s,
(3 zor © 3ar2 " 3ror é'ﬁ)
ou' [Ou v Ou (Osy | 0O,
T (E E) A ( or  Jz >
Bu 20u 49v 2w o 20s, 40s, 28, .
ar <_§% T35 37“) ar ( 30r  3ar 3?) (IL15)
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i1.z24 Equa‘rion d’énergie pour les sensibilités

—(pc, + (a SREI AR L
pey+pcy) ar ) TP\ Par TVer TV TV ar

¥ E)p dp op dp N E?sp Dsp
Tew (“aa N Uar) Few (5”8 * “or "o M or
82T+82T+18T 3 %3T+iX8£
\dz?  Or? ror dr dr Oy Oy
— X __82'5T+____6(25T+E§_§.T; _ Q@+@QE_T_
ox? or® r or dx 0r Oy Oy

=X

(11.16)



