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Résumé

Une nouvelle méthode de calcul de fonctions de Green d’hétérostructures a une (un
fil) et & zéro (un boite) dimension a été développée. Cette méthode est basée sur la mé-
thode plus générale d’accord des fonctions de Green aux interfaces ou SGFM (“surface
Green’s function matching™) pour les systeémes discrets. Les équations de SGFM ont
été dérivées pour une structure supra-périodique dans deux ou trois dimensions conte-
nant des domaines de connectivités différentes, soient les domaines internes disjoints
(les fils ou les boites) et un domaine externe unique. Pour effectuer un calcul SGFM,
deux fonctions de Green différentes sont nécessaires pour ces deux types de domaines ;
deux méthodes différentes ont donc été développées pour le calcul de ces fonctions. La
fonction de Green du domaine externe est obtenue par une transformée de Fourier dis-
créte “partielle” de la fonction de Green du matériau infini représentée dans une base
associée au motif du réseau de Bravais du cristal. Le résultat de cette transformation est
une représentation de cette fonction de Green dans une base supra-périodique, ¢’est-a-
dire associée & une “super-cellule” périodique. Quant aux domaines internes, un seul doit
étre considéré et sa fonction de Green est celle d’un agrégat isolé de chalnes atomiques
(fil) ou d’atomes (boite) de la méme taille que ce domaine. Cette fonction de Green est
obtenue en appliquant directement la relation générale entre la fonction de Green et I’Ha-
miltonien d’un systéme. La méthode a été utilisée pour calculer la structure €lectronique
d’un réseau périodique de fils quantiques de GaAs dans une matrice de AlAs en utilisant

un Hamiltonien de liaisons fortes sp®s* avec couplage spin-orbite.
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Abstract

A new meth’od for the calculation of the Green’s function of one-dimensional (wire-
like) and zero-dimensional (box-like) heterostructures is developed. The method is based
on the more general method of surface Green’s function matching (SGFM) for discrete
media. The matching formulae are derived for a structure super-periodic in two or three
dimensions containing differently connected domains, namely disconnected internal do-
mains (the wires or the boxes) and one external domain. Two different Green’s functions
are required for these two different types of domains to apply the SGFM. Therefqré, two
different methods are developped to compute the Green’s functions of these domains.
The external domain Green’s function is obtained by applying a discrete “partial” Fou-
rier transform to the unit cell representation of the bulk’s Green’s function. The result
of this transformation is a representation of the crystal’s Green’s function in a super-
periodic basis, namely a periodic “supercell” representation of this function. For the
internal domains, only one of them has to be considered for which the Green’s function
of an atomic chain cluster (wire) or an atomic cluster (box) of the size of this domain is
used. This Green’s function is obtained by a straightforward application of the general
relation between a system’s Green’s function and its Hamiltonian. The method is used to
calculate the electronic structure of a periodic array of GaAs quantum wires with AIAs as

the barrier material using an sp3s* tight-binding Hamiltonian with spin-orbit coupling.
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Chapitre 1

Introduction

Les matériaux cristallins hétérogénes, qu’on appelle des hétérostructures, présentent
un trés grand intérét autant d’un point de vue théorique que technologique. Cet inté-
rét réside dans la grande variété de propriétés physiques que ces matériaux possedent
selon leurs caractéristiques structurelles, c’est-a-dire la nature et I’arrangement spatial
des atomes qui les composent, et selon leurs propriétés de symétrie. Le calcul de ces
propriétés physiques représente un défi théorique énorme, méme avec les ordinateurs
trés puissants dont on dispose aujourd’hui. Dans la plupart des cas, un calcul quantitatif
précis est impossible et on se contente de calculs approximatifs susceptibles de prédire

qualitativement les bons comportements.

Les hétérostructures les plus étudiées a ce jour ont été les structures planes, ¢’est-a-
dire composées de couches superposées de différents matériaux. On les nomme aussi des
structures bidimensionnelles car la périodicité, et ainsi la liberté de mouvement des exci-
tations du cristal, sont préservés dans deux dimensions. A I’heure actuelle, les structures
les plus étudiées pour leur potentiel technologique sont des agrégats d’atomes d’un cer-
tain semi-conducteur enfouis dans un autre semi-conducteur, ce qu’on appelle les “boites

quantiques” ot les “points quantiques”. Ces structures sont appelées généralement des



systtmes & zéro dimension car on y observe un confinement des excitations du cristal
dans les trois dimensions, ces excitations n’ont donc de liberté de mouvement dans au-
cune dimension. Ces systemes sont étudiés principalement a des fins d’applications en
opto-électronique, soit pour fabriquer des photo-détecteurs et des lasers, en €lectroni-
que, pour fabriquer des transistors, et en informatique quantique ol ils seraient utilisés

comme bits quantiques, ou qubits.

Sauf pour des formes particuliéres (prisme rectangulaire, spheére et cylindre tronqué)
et un modele trés simple (fonction enveloppe a une bande), il n’existe pas de méthodes
analytiques pour obtenir les états propres des systémes a zéro dimension. Les méthodes
numériques existantes nécessitent 'utilisation de treés grands ordinateurs afin d’étudier
des systemes de dimensions comparables aux structures fabriquées en laboratoire, qui
contiennent généralement plusieurs millions d’atomes et souvent des dizaines de mil-
lions d’atomes. Ces méthodes ont une approche commune qui consiste a diagonaliser
I’Hamiltonien d’un systéme contenant un trés grand nombre d’atomes afin d’obtenir les
états propres de ce dernier. Généralement, on considére un systéme avec des conditions
aux frontiéres périodiques, ce qui revient a diagonaliser I’'Hamiltonien d’une seule tres
grande cellule périodique. C’est pourquoi ces méthodes sont appelées des méthodes de
“super-cellule” (“supercell methods”). Notons que certaines méthodes considérent plu-
tOt un systéme fini, c’est-a-dire un agrégat d’atomes dans le vide, mais comme la diffé-
rence entre cette approche et I’approche périodique réside seulement dans les conditions
aux frontieres imposées au systéme, nous utiliserons 1’expression “méthodes de super-

cellule” pour désigner toutes ces méthodes.

Puisque 1'utilisation d’une méthode de super-cellule implique la modélisation d’un
systéme contenant un trés grand nombre d’atomes, cela nécessite de conserver en mé-
moire de trés grandes matrices et nécessite donc de trés grands besoins en mémoire. De
plus, la diagonalisation directe d’un Hamiltonien associé a une super-cellule de seule-

ment quelques dizaines de milliers d’atomes est impossible avec les moyens d’aujour-



d’hui. Les méthodes de diagonalisation utilisées, dont certaines seront présentées som-
mairement dans le chapitre suivant, sont des méthodes itératives qui permettent une dia-
gonalisation partielle de trés grands Hamiltoniens. Ces méthodes ne permettent toutefois

d’étudier que le spectre discret d’un systéme.

L’ objectif de ce projet est de développer une méthode de calcul des états propres de
systémes a une et a zero dimension, c’est-a-dire ayant la forme de fils ou de boites, qui
soit moins sensible aux dimensions du systéme, cela afin de pouvoir étudier une plus
grande variété de ces types de systémes, en particulier des structures de plus grandes

tailles, avec des ressources informatiques relativement modestes.

Pour ce faire, une approche par fonction de Green, basée sur la théorie de la diffusion,
est parfaitement appropriée. Dans une telle approche, on modélise les interfaces comme
des perturbations localisées dans des régions finies du cristal, qui constituent des régions
de diffusion pour les excitations du systéme. Le calcul des états propres est alors restreint
a ces régions, beaucoup plus petites que le systeme entier, ce qui a pour conséquence de
réduire de beaucoup la taille des matrices impliquées dans le calcul et donc les besoins
en mémoire. De plus, I’approche par fonctions de Green a I’avantage, comparativement a
une approche par fonctions d’ondes, d’éviter d’avoir & diagonaliser I’'Hamiltonien du sys-
téme. Cette diagonalisation, dans un systéme composé d’un trés grand nombre d’atomes
(en supposant un modele avec résolution atomique), n’est possible qu’avec de trés puis-
sants ordinateurs et ne peut qu’étre partielle, c’est-a-dire que 1’on n’obtient qu’une partie
du spectre discret de 1’excitation étudiée. Par contre, en calculant la fonction de Green,
on obtient tout le spectre, autant dans sa région continue que discréte. Enfin, la fonction
de Green permet d’obtenir n’importe quelle propriété dépendante du type d’excitation
étudié du systeéme. Par exemple, dans le cas ol on étudie les propriétés électroniques,
elle permet de calculer la structure de bandes du systeme, les propriétés de transport et

les propriétés optiques.

Dans ce projet nous avons développé une méthode de calcul de la fonction de Green



d’une hétérostructure a une ou a zéro dimension. Cette méthode est bas€e sur la mé-
thode plus générale d’accord des fonctions de Green aux interfaces, ou SGFM (“surface
Green’s function matching”), développée par Federico Garcia-Moliner et Victor R. Ve-
lasco [1]. Il s’agit d’un formalisme qui permet d’obtenir lJa fonction de Green d’une
hétérostructure 2 partir des fonctions de Green de ses constituants. Sa force réside dans
le fait que la partie principale du calcul est limitée a une région finie autour de I’interface
et de dimension beaucoup plus petite que le systeme entier. Cette méthode se démarque
ainsi par rapport aux autres méthodes, toutes des méthodes dites de “super-cellule”, qui
incluent dans le calcul une cellule composée d’un grand nombre d’atomes. La méthode
SGFM nécessite donc des ressources informatiques moins importantes et permet ainsi

d’étudier des systémes qu’il serait impossible d’étudier avec les autres méthodes.

Il est essentiel de parler ici du champs d’utilisation de la méthode SGFM. L approxi-
mation a la base de cette méthode est que les interactions directes du systeme sont a
courte portée. C’est-a-dire que les éléments de I’Hamiltonien entre deux points sont nuls
a partir d’une certaine distance. Les modeles qui satisfont ce critere sont les modeles avec
interactions entre proches voisins (1¢" voisins, 2¢, ...), comme il en existe, par exemple,
pour le traitement des phonons, des magnons ou des électrons. Ce type de modele sera

donc sous-entendu dans les explications et développements présentés dans ce mémoire.

Le chapitre suivant sera consacré a une courte revue de la littérature sur les méthodes
de calcul des états propres d’hétérostructures a deux, a une et a z€ro dimensions. Nous y
présentons aussi une revue des résultats publiés sur la structure €électronique de fils quan-
tiques semi-conducteurs, le type de structure auquel nous nous sommes intéressé pour
I’exemple d’application de notre méthode, présenté au chapitre 6. Le chapitre 3 présen-
tera les aspects méthodologiques du projet, dont les grandes lignes de la méthode, les
différentes étapes de son développement et les aspects principaux de sa mise en applica-
tion. Le chapitre 4 présente les notions théoriques de base utilisées dans la méthode de

calcul, soit les notions de base sur les fonctions de Green indépendantes du temps ainsi



que le formalisme général du “surface Green’s functions matching”. Le chapitre 5 pré-
sente les nouveaux développements théoriques qui ont été faits pour constituer chaque
étape entrant dans le calcul de la fonction de Green du systéme ; c’est donc le chapitre
central de ce mémoire. Le chapitre 6 présente un exemple de résultats obtenus de 1’ap-
plication de la méthode pour le calcul des états électroniques de fils quantiques de GaAs
dans du AlAs. Un chapitre de discussion suivra ensuite et nous terminerons avec un

chapitre de conclusion.



Chapitre 2

Revue de la littérature

La premigre section de ce chapitre résume bri¢vement les différentes méthodes uti-
lisées a ce jour pour le calcul de structure €lectronique d’hétérostructures bidimension-
nelles (2D), unidimensionnelles (1D) et & zéro dimension (0D). Ensuite, la section 2.2
résume les publications importantes sur la méthode SGFM et ses différentes formes.
Les publications sur le calcul des projections dans 1’espace réel de fonctions de Green,
utilisées dans la méthode SGFM, sont présentées a la section 2.3. Finalement, puisque
les exemples d’applications présentés au chapitre 6 portent sur des fils quantiques semi-
conducteurs, il est pertinent de présenter quelques résultats théoriques importants sur la
structure électronique de ces systémes, calculés par les méthodes mentionnées dans la

section 2.1, ce que nous faisons dans la section 2.4.



2.1 Meéthodes de calcul de structure électronique d’hété-

rostructures bi-, uni- et zéro-dimensionnelles

La méthode la plus utilisée pour calculer la structure électronique d’hétérostructures
planes (2D) est la méthode de la fonction enveloppe avec un formalisme k- P'[2]. Larai-
son de ce succes est qu’on obtient généralement un trés bon accord entre les prédictions
faites par cette méthode et les résultats expérimentaux, par exemple en ce qui concerne
les propriétés optiques de ces structures. Toutefois, pour les puits quantiques trés minces
et les structures 2 plus faible dimensionnalité, cette méthode ne donne pas de bons résul-
tats, entre autre parce que des couplages entre différents points de la zone de Brillouin
apparaissent dans ces structures [3] [4] [5]. Pour étudier ces derni¢res, des modeles avec
résolution spatiale a I’échelle atomique sont largement préférables, les plus utilisés sont
le modele des liaisons fortes [6] et le modele des pseudo-potentiels ([7] : modele empi-
rique). L’application de ces modeles pour construire I’'Hamiltonien du systeme peut se
faire de maniére ab initio ou empirique. Nous ne discuterons toutefois pas de ce sujet, le
formalisme de résolution du probléme étant le méme a partir de I’Hamiltonien. Ces deux
modeles utilisent des bases de fonctions trés différentes : le premier utilise des fonctions
de type “orbitale atomique” alors que plusieurs types de fonctions, dont des ondes planes
et des Gaussiennes, peuvent étre utilisées avec le second modele. Ces modeles requierent

des méthodes de diagonalisation de I’Hamiltonien aussi trés différentes.

Les méthodes les plus utilisées pour la diagonalisation de trés grands Hamiltoniens
de liaisons fortes, tels que ceux qu’on retrouve dans les calculs de structure €lectro-
nique d’hétérostructures 1D et OD par super-cellule, sont celles basées sur 1’algorithme
de Lanczos [8]. Il s’agit d’un algorithme itératif permettant d’obtenir les plus faibles
valeurs propres d’un opérateur. Les méthodes basées sur cet algorithme permettent tou-
tefois d’obtenir les premiéres valeurs propres au voisinage d’une énergie quelconque [9].

Certaines de ces méthodes permettent d’obtenir ces valeurs propres en un temps de calcul



proportionnel au nombre d’atomes dans la super-cellule ; on dit alors que ces méthodes
sont d’ordre N. C’est ce qui permet de les utiliser pour étudier des systemes avec de
grandes super-cellules. Par exemple, quelques valeurs propres de I’Hamiltonien d’une
super-cellule de plusieurs milliers d’atomes peuvent étre obtenues en quelques heures
avec les ordinateurs dédiés aux calculs numériques qu’on trouve couramment dans les
centres de recherche. La diagonalisation directe de I’Hamiltonien de super-cellules de
cette taille est impossible en un temps raisonnable. Par exemple, pour une super-cellule
de N atomes et en utilisant une base de b fonctions par atome, il faudrait déterminer
les racines d’un polynéme de degré bV égal a plusieurs dizaines de milliers, alors que
seulement calculer les coefficients de ce polyndme est une tache d’ordre (bN)?, donc
une tiche gigantesque. Les méthodes qui utilisent I’algorithme de Lanczos permettent
de déterminer le spectre discret de la structure, donc d’étudier ses états confinés, mais
ne renseignent pas sur les états délocalisés. Toutefois, il existe une méthode qui utilise
I’algorithme de Lanczos pour calculer, non pas les valeurs propres discretes d’un Ha-
miltonien, mais plutdt une approximation de la densité d’états locale, ¢’est-a-dire autour
d’un atome du cristal. I s’agit de la méthode de récursivité (“recursion method”) [10].
Cette méthode calcule un élément diagonal de la fonction de Green, dont la partie imagi-
naire donne la densité d’états (2 un facteur —1/7 prés), en exprimant ce dernier comme
une fraction continue, fonction de ’énergie et des coefficients générés par 1’algorithme
de Lanczos. La méthode de récursivité est basée sur I’approximation du cristal par un
paquet d’atomes autour du point ou on veut connaitre la densité d’états, elle est donc
surtout appropriée pour le calcul de changements dans la densité d’états dues a la pré-
sence de perturbations locales dans le cristal [11], par exemple une impureté, et non pour

obtenir les densités d’états locales dans des hétérostructures en général.

A I’aide d’ordinateurs puissants, composés de plusieurs dizaines de processeurs ou
plus, il est possible de calculer, par une méthode de diagonalisation basée sur I’algo-

rithme de Lanczos, les valeurs propres discrétes de I’Hamiltonien d’une super-cellule



contenant des millions d’atomes. Les auteurs de la référence [12] ont réalisé un logiciel
pouvant effectuer un tel calcul a ’aide de 64 processeurs Pentium I1I 933 MHz fonction-
nant en paralléle. Ils montrent qu’ils peuvent calculer, par exemple, les €tats propres de

boites quantiques composées de millions d’atomes.

Quant 2 la diagonalisation d’un Hamiltonien dans le modele des pseudo-potentiels
empiriques, elle se fait par une méthode variationnelle. Il s’agit donc de déterminer la
fonction d’onde |¢) qui minimise la différence entre son énergie (| H |¢)/ (¥ |¢) et une
énergie de référence au voisinage de laquelle on veut obtenir une valeur propre de I’Ha-
miltonien [13]. On utilise souvent une base d’ondes planes pour représenter |¢), mais
d’autres types de fonctions sont aussi utilisées. Cette méthode de diagonalisation est

aussi une méthode d’ordre N.

Il existe quelques autres méthodes d’ordre NV de calcul de structure électronique. Ces
méthodes exploitent en général la dépendance sur I’environnement local des proprié-
tés électroniques afin de pouvoir calculer ces derniéres en considérant le systeme comme
composé d’un ensemble de domaines plus ou moins grands qui peuvent étre traitées indi-
viduellement (avec certains critéres de cohérence entre eux). Ainsi, lorsque /N augmente,
seul le nombre de domaines augmente, la taille et le temps de traitement de chacun de-
meurent constant, et le temps de traitement du systéme entier est alors proportionnel a
N. Afin de pouvoir exploiter le caractére local des propriétés, ces méthodes sont toutes
basées sur une représentation de I’Hamiltonien dans une base de fonctions localisées,
donc sur un formalisme de liaisons fortes. On peut trouver une revue de ces méthodes

dans la référence {14].

Pour terminer avec les méthodes de calcul, on peut déterminer les états propres élec-
troniques (ou autres) d’une hétérostructure en calculant sa fonction de Green. La fonction
de Green contient la méme information sur un systeéme que 1’ensemble de tous les vec-
teurs et valeurs propres du systéme. Le calcul exact de cette derniere sur toute la plage

d’énergie du systeme est donc équivalent & diagonaliser complétement 1’Hamiltonien.
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Dans le cadre d’un formalisme de liaisons fortes, le calcul de la fonction de Green peut
étre fait par la méthode de “surface Green’s function matching”. Avec cette méthode, on
peut obtenir la fonction de Green a n’importe quelle énergie avec une précision arbitraire
(dans les limites de la machine) et ainsi obtenir le spectre €lectronique, par le calcul de
la densité d’états, sur la plage d’intérét. Pour obtenir la fonction de Green du systeme, le
calcul SGFM utilise les projections dans I’espace réel des fonctions de Green des maté-
riaux qui le constituent. Jusqu’a récemment, la méthode SGFM n’avait ét€ utilisée que
pour des structures planes, cela parce qu’il n’existait jusqu’ici que des algorithmes de
calcul de ces projections sur des couches planes. Toutefois, dans la référence [15], les
auteurs montrent qu’on peut, en combinant une méthode super-cellule en une dimension
et la méthode SGFM pour les structures planes obtenir la fonction de Green d’une hété-
rostructure unidimensionnelle. L’ étude présentée dans cette publication est la premiere
application, pour un systéme discret, de la méthode SGFM pour des hétérostructures
non planes. Dans cette méthode, la super-cellule ne doit toutefois pas contenir plus de

quelques dizaines de couches atomiques afin que le temps de calcul demeure raisonnable.

2.2 Méthode de “‘surface Green’s function matching”,

ou SGFM

Comme mentionné rapidement précédemment, la méthode de “surface Green’s func-
tion matching” calcule la fonction de Green associée a I’Hamiltonien d’un systéme hé-
térogéne, appelons cette derniere Gg, en utilisant les fonctions de Green des matériaux
dont il est constitué. Plus précisément, si le systeme est composé de domaines distincts
desquels on peut calculer les fonctions de Green respectives dans 1’espace réel, la fonc-
tion de Green du systéme entier est calculée a partir de ces dernieres. Il s’agit en fait
d’une méthode de résolution de 1’équation de Dyson dans le cas ou le potentiel perturba-

teur est une interface. Cette équation exprime de maniere implicite la fonction de Green
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d’un systéme perturbé par un potentiel V' a partir de la fonction de Green du systeme
non perturbé. En général, elle peut se résoudre de fagon exacte seulement lorsque V' oc-
cupe une région finie du systéme, c’est pourquoi la méthode SGFM s’applique de fagon
exacte pour des modeles avec interactions a portée finie. D’ailleurs ces modeles peuvent
concerner n’importe quel type d’excitation dés que ce critére est respecté. La méthode
comprend un formalisme différentiel pour les systemes continus et un formalisme matri-
ciel pour les systémes discrets. Dans un cas comme dans I’ autre, elle donne des équations
analytiques exactes des éléments de G5 entre les différents domaines du systéme - dans
I’espace réel, un élément d’une fonction de Green dépend de deux positions - a partir
des fonctions de Green de ces domaines. Toutefois, dans le cas discret, les fonctions de
Green des domaines présentes dans ces équations sont sous forme matricielle, le calcul

des éléments de G5 est alors, a partir de ces équations, un calcul matriciel numérique.

La méthode SGFM a d’abord été développée pour I’application a des systemes conti-
nus [16]; le formalisme discret a été présenté pour la premiere fois en 1984 avec une
application aux phonons et une premiere application avec un modele de liaisons fortes
pour les électrons [17]. On peut trouver une description détaillée de la méthode dans les
cas continu et discret dans le livre “Theory of single and multiple interfaces™ [1] écrit par
Federico Garcia-Moliner et Victor R. Velasco. On y présente, en plus de la formulation
de la méthode pour un systéme avec une seule interface, la formulation pour les super-
réseaux plans, les systeémes a deux interfaces ainsi que le début de la dérivation pour les
structures supra-périodiques dans deux ou trois dimensions, que nous présentons de fa-
con compléte dans la section 5.1. Par “supra-périodique”, nous entendons que la période
de la structure est composée d’un nombre d’atomes qui est plusieurs fois celui d’une
maille primitive du réseau de Bravais de ses matériaux constituants. Une généralisation

de la méthode pour les systemes discrets a NV interfaces a été€ dérivée par la suite [18].

Pour le calcul des fonctions de Green de domaines, nécessaires au calcul SGFM, on

ne disposait jusqu’ici de méthodes que pour les fonctions de Green entre couches planes
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(méthodes qui seront abordées dans la section suivante), les systémes étudiés a ce jour par
la méthode SGFM sont donc tous des hétérostructures planes, a I’exception du systeme
unidimensionnel étudié dans la référence [15], qui est toutefois traité avec le formalisme
plan. Les structures les plus étudiées par la méthode SGFM sont les hétéro-jonctions

simples, les puits quantiques et les super-réseaux [19].

2.3 Meéthodes de calcul de fonctions de Green de domaines

Comme mentionné dans la section précédente, afin d’appliquer la méthode SGFM, on
doit disposer de méthodes de calcul des fonctions de Green des domaines qui composent
une hétérostructure. Nous résumons ici les quelques méthodes utilisées jusqu’ici pour

ces calculs.

Un algorithme itératif trés performant pour le calcul de fonctions de Green planes
localisées prés d’une surface est présenté dans la référence [20]. En fait, 1’algorithme
calcule ce qu’on appelle les matrices de transfert, qui permettent d’obtenir la fonction de
Green 2 la surface et ensuite les éléments de la fonction de Green entre n’importe quelles
couches du systéme par de simples multiplications matricielles. L’algorithme est ensuite
appliqué au calcul des densités d’états des premieres couches atomiques d’une surface de
molybdéne. Une variante de cet algorithme [21] permet d’obtenir la fonction de Green du
matériau infini. La puissance de cet algorithme réside dans sa convergence trés rapide.
En effet, alors que ce dernier converge aprés un maximum de 15 itérations, pour une
énergie autour d’une singularité de la fonction de Green, la méme convergence serait
obtenue avec 215 = 32768 itérations avec 1’algorithme qui était utilisé auparavant [22].
Ainsi, en utilisant cet algorithme pour le calcul des fonctions de Green des différents
domaines d’une hétérostructure, la méthode SGFM est devenue un outils trés puissant
pour le calcul des propriétés associées a divers types d’excitations (électrons, phonons,

...) dans les hétérostructures planes.
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Deux autres algorithmes inspirés de celui de la référence [21] ont ensuite été€ dé-
veloppés. Le premier sert a calculer la fonction de Green d’un domaine inhomogene
ou dans lequel un champ électrique est appliqué dans la direction perpendiculaire aux
couches [23]. Ces deux cas peuvent &tre traités avec un méme formalisme puisqu’ils cor-
respondent tous deux a une situation ou les éléments de I’Hamiltonien entre les couches
dépendent de la position absolue de ces dernieres et non seulement de leurs positions
relatives, comme c’est le cas pour un matériau homogene dans un potentiel constant. La
méme publication présente aussi un algorithme d’inversion d’une matrice tridiagonale
par blocs, la forme de matrice que prend 1’Hamiltonien pour une structure composée
d’un nombre fini de couches (qui peuvent contenir plusieurs couches atomiques) n’inter-
agissant qu’entre couches voisines, ce qu’on définira plus loin comme des couches prin-
cipales. Cet algorithme permet un calcul efficace des éléments de la fonction de Green
d’un domaine fini de composition variable. Ces deux algorithmes sont appliqués au cal-
cul des états électroniques des bandes de valence et de conduction d’un puits quantique
de AlGaAs dans AlAs dont la composition en Al de la région du puits varie linéairement
entre les deux interfaces. La différence entre les résultats produits par les deux algo-
rithmes est trés faible, toutefois, les auteurs constatent que 1’algorithme d’inversion est

plus rapide.

Le second algorithme basé sur celui de la référence [21] sert a calculer la fonction
de Green d’un super-réseau dans une forme différente que celle obtenue par la mé-
thode SGFM [1]. Cette derniere forme est appelée la forme structurelle de la fonction de
Green ; elle dépend a la fois d’un vecteur d’onde et des positions des couches a I’intérieur
d’une période. Par contre 1’algorithme décrit dans la référence [24] permet d’obtenir les
projections de la fonction de Green du super-réseau sur une base complétement localisée,
I’équivalent de ce qu’on obtiendrait en faisant la transformée de Fourier (vers I’espace
réel) de la fonction de Green structurelle dans la direction de supra-périodicité, cela sans

avoir 2 effectuer de transformée de Fourier. Cet algorithme peut étre tres utile non seule-
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ment pour obtenir la fonction de Green d’un super-réseau infini, mais par exemple pour
calculer, a I’aide de la méthode SGFM, la fonction de Green de super-réseaux tronqués,

ou d’une structure composée de plusieurs super-réseaux tronqués.

2.4 Résultats sur les fils quantiques

Les études que nous résumons dans cette section portent toutes, sauf une, sur des
structures composées de GaAs et de AlAs ou d’alliages entre ces deux matériaux. La
majorité des systemes 1D et OD étudiés théoriquement dans la littérature sont d’ailleurs
composés de ces matériaux. La raison de cela est que GaAs et AlAs ont des parametres
de maille presque identiques (0.2% de différences), les contraintes sont donc tres faibles

dans ces hétérostructures, ce qui permet de les négliger dans les calculs.

La référence [25] présente une étude de structures de bandes de fils quantiques pa-
ralleles a la direction [110] de GaAs dans AlGaAs par la méthode des liaisons fortes. La
méthode utilisée est la diagonalisation de 1'Hamiltonien, dans la base sp®s* avec spin,
d’une super-cellule périodique dans le plan perpendiculaire au fil. Les auteurs effectuent
leurs calculs pour des super-cellules carrées de 90 A et 62 A, ce qui correspond respec-
tivement 2 32 et 22 couches cation-anion dans la direction [001]. En comparant avec la
structure de bandes d’un puits quantique plan, ils trouvent que le confinement en deux
dimensions induit un couplage entre les états de trous lourds et légers, de sorte qu’on
ne puisse plus faire cette distinction pour les états de valence des fils. Ils notent aussi
d’importantes différences entre les masses effectives des €lectrons et des trous d’un fil
par rapport a un puits. Les auteurs ne mentionnent pas la méthode de diagonalisation

employée.

La référence [5] présente une étude de la transition du type I' au type X de I’état

fondamental de la bande de conduction induit par le confinement dans des puits, des
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fils et des boites quantiques de GaAs dans AlGaAs. Etant donné I’alignement de bandes
de type I des points I" et de type II des points X de ces deux matériaux, les auteurs
montrent que lorsque les dimensions de la région du GaAs diminuent et que le niveau
fondamental de la bande de conduction augmente et atteint le minimum du AlAs a X,
le caractere de 1’état fondamental de cette bande passe du type I" localisé dans le GaAs
au type X localisé dans le AlAs. De plus, ils déterminent la dimension critique, pour
chacun des trois types de structures, a laquelle cette transition a lieu. Les méthodes de
calcul qu’ils utilisent sont, pour les puits et les fils, une méthode de pseudo-potentiel et,
pour les boites quantiques, une méthode analytique de masse effective a une bande. La
raison de I'utilisation de cette derniére méthode étant que la taille maximale de super-
cellule pouvant étre alors traitée par la méthode de pseudo-potentiel, est inférieure a celle

nécessaire pour effectuer cette étude dans le cas des boites quantiques.

Les références [3] et [26] présentent des études de structures de bandes de fils quan-
tiques de sections transversales en forme de T et de V de GaAs dans AlGaAs. Leurs
calculs sont effectués a 1’aide d’un Hamiltonien de liaisons fortes dans la base sp3s* et
de la méthode de diagonalisation de Lanczos. Leur principale conclusion est qu’il y a, a
I’interface des structures 1D, un couplage entre les points I' et X de sorte que la hauteur
de la barriére pour les électrons au point I de la bande de conduction n’est pas unique-
ment déterminée par le minimum du AlGaAs a I', mais est influencée par le minimum
a X. La conséquence est que, méme si le minimum a I" est plus élevé pour le AlAs que
pour le AlGaAs, la barriere effective la plus élevée se trouve pour une concentration en
Al de 70% environ et non de 100%. Les auteurs font remarquer que les résultats qui
meénent a ces conclusions ne peuvent pas €tre obtenus par une méthode de masse effec-
tive conventionnelle, puisque la barriére ne peut pas étre décrite simplement par le profil
de bande a I". Toutefois, ils montrent dans [3] que 1’on peut observer cet effet en utilisant
une méthode de fonction enveloppe, appelée “multivalley enveloppe function” (MVEF),

qui prend en compte plusieurs minima de la zone de Brillouin [27].
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Enfin, 1'étude faite dans la référence [15], par la méthode combinant la méthode
super-cellule et la méthode SGFM, est I’effet, sur les états électroniques, de la présence
d’une marche d’une épaisseur d’une couche et de largeur variable a une interface d’un
puits quantique plan de deux couches de InAs dans du InP, deux semi-conducteurs a
bande interdite directe. Cette marche crée une région linéaire (un fil) de trois couches
d’épaisseur dans le puits, donc une région de confinement dans deux dimensions dans
une structure avec confinement dans une dimension. L’étude est faites pour deux orien-
tations du fil, soit [010] et [110]. Les résuitats montrent d’abord que la présence de la
marche crée des états localisés (en deux dimensions) dont les énergies de confinement
sont plus faibles que celles du puits, ce qui résulte en une diminution de la bande interdite
du systeme. La marche crée aussi des états résonants dans le continuum d’états du puits.
Ensuite on peut constater, d’aprés les résultats sur les contributions des différentes orbi-
tales aux états localisés et résonants, que ces dernieres sont différentes de celles du puits,
ce qui a pour conséquence de modifier les propriétés optiques du systéme en relaxant les
régles de sélection et en augmentant les forces d’oscillateurs des transitions inter-bandes
et inter-sous-bandes. Ces résultats montrent aussi qu’un important couplage a lieu entre
les états associés aux trous lourds et aux trous légers lorsque le fil est orienté dans la di-
rection [110] de sorte qu’aucun état pur de trous léger ne puisse étre observé, alors qu’un

tel couplage n’apparait pas lorsque le fil est orienté dans la direction [010].

2.5 Notre contribution

Les méthodes décrites dans la section 2.1 nécessitent d’importantes ressources infor-
matiques pour étudier des systeémes 1D ou 0D comptant des dizaines ou des centaines
de milliers de chaines atomiques (1D) ou d’atomes (0OD). Or, de telles ressources ne
sont pas facilement accessibles en général, ce qui a certainement limité la recherche sur

ces systémes jusqu’a maintenant. L’un de nos objectifs en développant la méthode que
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nous présentons ici est de pouvoir étudier des syst¢émes composés d’un grand nombre
d’atomes (ou de chaines atomiques) avec des ressources plus modestes que ce que re-
quierent les autres méthodes. Nous verrons dans la discussion que nous atteignons en
grande partie cet objectif, quoique notre méthode comporte aussi certaines limitations
qui y seront aussi abordées. Malgré ces limitations, cette méthode permettra d’étudier
une grande variété de structures beaucoup plus facilement qu’auparavant ainsi que cer-

taines qu’il était impossible d’étudier avec les autres méthodes.

Notre méthode s’inscrit parmi les méthodes de calcul de structure €lectronique d’hé-
térostructures 1D et 0D, mais n’est pas limitée aux électrons et peut s’appliquer au calcul
de spectres d’autres excitations élémentaires pouvant étre traitées dans un modele avec
interactions a courte portée. Notre méthode permet d’étudier aussi bien le spectre discret
que continu d’un systéme, ce qui est un avantage par rapport aux méthodes de super-
cellule mentionnées a la section 2.1. Elle est basée sur la méthode SGFM, mais dans
un formalisme bidimensionnel ou tridimensionnel qui nous permet d’obtenir la fonction
de Green d’hétérostructures 1D ou OD, respectivement, ce qui constitue une nouvelle
utilisation de la méthode SGFM dans un contexte discret. Pour ce faire, nous avons di
compléter la dérivation des équations SGFM pour des hétérostructures avec conditions
aux frontiéres périodiques, dérivation faite en partie seulement dans la référence [1], et
développer une nouvelle méthode de calcul de fonctions de Green avec dépendance a la
fois sur I’espace réel et I’espace réciproque dans une, deux ou trois dimensions. Enfin,
nous appliquons notre méthode au calcul de la structure électronique d’un réseau de fils

quantiques de section rectangulaire de GaAs dans du AlAs.
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Chapitre 3

Méthodologie

3.1 Contexte de départ

Nous avons déja mentionné que la méthode de “surface Green’s function matching”
peut s’ appliquer a des systémes continus ou discrets. Pour utiliser cette méthode dans un
cas continu, on doit toutefois disposer d’expressions analytiques des fonctions de Green,
ce qui est rarement le cas en pratique. Nous nous intéressons donc ici a cette méthode
dans un contexte discret, qui implique un formalisme matriciel et des calculs faits numé-

riquement.

Comme mentionné précédemment, les éléments de la fonction de Green G'g du sys-
t&me sont exprimés a partir des fonctions de Green des différents domaines du systeme,
ces fonctions de Green doivent donc étre calculées avant de calculer les éléments de G5
désirés. La méthode SGFM comporte ainsi deux étapes principales : en premier lieu, le
calcul des projections des fonctions de Green des domaines sur I’espace réel et ensuite,
le calcul SGFM lui-méme, duquel on obtient les éléments de G's entre les points vou-
lus de I’hétérostructure. Ces deux parties du calcul doivent étre abordées comme deux

problemes différents a résoudre. Les deux sous-sections suivantes résument les aspects
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importants de ces deux problemes.

3.1.1 Fonctions de Green des domaines

La fagon de calculer les fonctions de Green des domaines dépend de la géométrie
du systeme. La dépendance sur ’espace réel des fonctions de Green nécessaire pour
résoudre un probléme peut étre de trois types, selon la dimensionnalité du systeme. Si
ce dernier est plan (2D), c’est-a-dire composé de couches homogenes, le probleme a
résoudre est mathématiquement en une dimension et on doit disposer de fonctions de
Green qui dépendent, dans la direction perpendiculaire aux couches, de 1’espace réel et,
dans le plan de ces dernieres, de 1’espace réciproque. Pour un systéme unidimension-
nel (1D), ¢’est-a-dire composé de chaines homogenes, les interfaces sont décrites par un
profil en deux dimensions et les fonctions de Green doivent par conséquent avoir une
dépendance, dans le plan perpendiculaire aux interfaces, sur I’espace réel et, dans la di-
rection parallgle a ces derniéres, sur 1’espace réciproque. Finalement, pour les structures

a zéro dimensions (0D), la dépendance sur 1’espace réel doit étre dans trois dimensions.

Il n’existe pas de méthode générale efficace pour le calcul de ces trois formes de
fonctions de Green. Jusqu’ici, on ne disposait d’algorithmes efficaces que pour le calcul
des fonctions de Green entre couches planes [21], ¢’est pourquoi la méthode SGFM a €té
trés utilisée pour étudier les hétérostructures planes. Pour les deux autres formes, aucune
méthode de calcul efficace n’existait jusqu’a présent. En général, il est beaucoup plus
facile d’obtenir une représentation de la fonction de Green d’un solide homogene dans
I’espace réciproque que dans 1’espace réel, du simple fait de sa périodicité. Pour obtenir
une représentation de la fonction de Green dans I’espace réel, on pourrait penser a une
transformée de Fourier continue approximée par une transformée de Fourier discrete (on
ne connait la fonction de Green que numériquement). Les deux formes de fonction de

Green dont on parle nécessiteraient alors le calcul d’une transformée de Fourier bidi-
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mensionnelle (2D) ou tridimensionnelle (3D) pour chaque élément, qui est associ€ a un
vecteur du réseau, de la fonction de Green désirée. Toutefois, les transformées de Fourier
numériques en 2D ou 3D sont trés longues a calculer car elles impliquent en général de
sommer la fonction sur un grand nombre de points de la zone de Brillouin. L’exception
serait le cas ol la fonction varie peu, mais les fonctions de Green varient trés rapidement
avec le changement de vecteur d’onde. En effet, lorsque la combinaison d’un vecteur
d’onde et d’une énergie ne correspond pas a un état propre du systeme, la partie ima-
ginaire de la trace de la fonction de Green (la densité d’états) est nulle, et lorsque I’on
change le vecteur d’onde pour se trouver sur un état propre, cette quantité devient in-
finie ! L’utilisation de ce type de transformée de Fourier comme méthode de calcul des

fonctions de Green des domaines n’est donc pas du tout appropriée.

3.1.2 Formalisme SGFM

Le formalisme SGFM est général, ¢’est-a-dire qu’il s’applique a un systeme dont les
interfaces sont de formes arbitraires. Cela signifie que les équations qui donnent les €l¢-
ments de G5 ont toujours la méme forme et ce sont les fonctions de Green des domaines,
les objets qui composent ces équations, qui changent de forme d’aprés les caractéris-
tiques géométriques du systéme. Par exemple, on verra, aux sections 4.2 et 5.1, que les
formes des fonctions de Green des domaines nécessaires pour appliquer les équations de
SGFM générales ne sont pas les mémes pour un systeme a une seule interface, a deux

interfaces ou pour un systéme supra-périodique.

3.2 Objectif

Notre objectif général est de développer une méthode rapide et versatile de calcul

de la fonction de Green de systemes 1D ou OD en utilisant le formalisme SGFM en
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deux ou trois dimensions. D’apres les conclusions de la sous-section 3.1.1, il est clair
que ce dont on a besoin pour atteindre cet objectif est une méthode efficace de calcul
des projections dans ’espace réel 2D et 3D, respectivement, des fonctions de Green des
domaines. Par “une méthode efficace”, on entend que cette derni¢re doit permettre de
calculer la fonction de Green du systéme sur une plage d’énergie intéressante (quelques
électrons-volts) d’un systeme de dimension intéressante (de quelques dizaines de milliers
a quelques millions d’atomes) dans un temps raisonnable (qui se compte en heures ou
en jours) - avec des ressources informatiques raisonnables (une dizaine de processeurs,
4 giga-octets de mémoire vive par processeur). Certains de ces critéres sont bien sr
imprécis, mais ces derniers servent surtout & indiquer dans quelle direction nos efforts

sont orientés.

3.3 La méthode

3.3.1 Principe

Supposons un solide infini d’un matériau A dans lequel une région de la forme d’un
fil infini de section constante est occupée par un matériau B. Pour obtenir la fonction
de Green de ce systéme, on doit calculer les fonctions de Green des matériaux A et B
dans I’espace réel dans le plan perpendiculaire a la direction du fil, disons le plan xy, et
ensuite, utiliser les équations de SGFM. Maintenant, considérons un systéme similaire,
mais qui serait périodique dans le plan zy, ¢’est-a-dire un réseau supra-périodique 2D de
fils, de périodes P, et P,. Dans la limite ol P, et P, sont infini, ce systéme est équivalent
au premier, toutefois, nous démontrerons a la section 5.1 que, si on dispose de la forme
structurelle de la fonction de Green du matériau A, le calcul SGFM s’applique alors
a intérieur d’une seule période du systeme. La forme structurelle est, a un facteur de

phase prés, la projection de la fonction de Green sur une base de fonctions qui satisfont
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le théoréme de Bloch pour un réseau supra-périodique. Or, il s’avere que cette forme
de fonction de Green peut étre calculée dans un temps trés raisonnable et en utilisant
trés peu de mémoire. Quant a la fonction de Green du matériau B, il peut s’agir de la
projection dans 1’espace réel 2D de la fonction de Green du matériau infini ou de la
fonction de Green d’un domaine tronqué (dans ce cas-ci un fil infini dans le vide) de
la taille de la région occupée par ce matériau dans la structure. On a déja mentionné,
dans la section 3.1.1, qu’il n’y a pas de méthode efficace pour obtenir la premicre de
ces deux fonctions de Green. Par contre la fonction de Green du domaine tronqué peut
étre obtenue de fagon particulierement simple, pour une taille de fil pas trop grande (un
section transversale de quelques centaines d’atomes), aussi dans un temps raisonnable et
avec des ressources matérielles modestes. Ces conclusions sont aussi valides dans le cas
ol le systéme serait un réseau périodique 3D de boites du matériau B dans le matériau
A. L’approche par un systeme périodique nous permet ainsi de développer des méthodes
de calcul efficaces pour les fonctions de Green des domaines et d’appliquer la méthode
SGFM aux systémes 1D et OD. Dorénavant, on appellera les régions a I’intérieur des
fils ou des boites, les domaines internes, et la région externe aux fils ou aux boites, le
domaine externe. Notons que, quoique le systeéme 1D ou OD qu’on considere est en fait
un réseau supra-périodique, il est toujours possible, pour une taille de domaine interne
donnée, de choisir la période assez grande pour éliminer 1’effet de la périodicité sur les
états localisés du systéme. De plus, nous verrons dans la discussion que la principale

limite de notre méthode n’est pas la taille de la période, mais celle du domaine interne.

Avant de présenter les nouveaux développements réalisés dans ce projet, nous pré-
sentons, au chapitre 4, les notions théoriques dont nous nous servons dans ces dévelop-

pements, ces derniers sont ensuite présentés au chapitre 5.
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3.3.2 Etapes de développement

La premiere étape du développement de notre méthode de calcul est la dérivation
des équations de SGFM pour les structures supra-périodiques en deux ou trois dimen-
sions. Cette dérivation définit la forme des fonctions de Green des domaines dont nous
avons besoin. Comme mentionné dans la section précédente, pour le domaine externe,
il s’agit de la forme structurelle, qui est la projection de la fonction de Green sur une
base de fonctions reflétant la supra-périodicité du systeme, mais aussi localisées sur les
atomes (ou chaines atomiques dans le cas des fils) & I’intérieur d’une période. Notons
que I’on utilisera plutdt I’expression “super-cellule” lorsque 1’on parlera d’une période
du systéme. Pour le domaine interne il s’agit de la méme fonction de Green que si on ap-
pliquait le calcul SGFM a un systéme non périodique, c’est-a-dire une fonction de Green
dans une base complétement localisée. Cette partie du développement est présentée a la

section 5.1.

La seconde étape est le développement des méthodes de calcul des fonctions de
Green des domaines. Le calcul de la fonction de Green du domaine externe est fait a
partir de la fonction de Green du matériau dans I’espace réciproque, que 1’on peut no-

-

ter G(k). On montrera, a la section 5.2, que cette fonction de Green est obtenue par
une transformée de Fourier “partielle” de G(E), qui est la transformée de Fourier de
cette derniére multipliée par un réseau de deltas de Dirac décrivant le réseau réciproque
associ€ a la super-cellule. Cette transformation est en fait une transformée de Fourier
discrete, toutefois, cette derniére est faite sur un nombre fini de points bien définis de
I’espace réciproque ; on ne rencontre donc aucunement les difficultés li€es aux singu-
larités de la fonction de Green que 1’on rencontrerait dans le cas d’une transformée de
Fourier continue approximée par une transformée de Fourier discréte. Quant au calcul
de la fonction de Green du domaine interne, présenté dans la section 5.3, il consiste sim-

plement & écrire I’'Hamiltonien pour un domaine isolé de la taille du domaine interne et

a appliquer directement 1’équation reliant la fonction de Green et I’Hamiltonien, ce qui
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implique seulement une inversion de matrice.

3.4 Application

Nous avons utilisé notre méthode pour le calcul de fonctions de Green d’un réseau
périodique de fils semi-conducteurs de GaAs dans du AlAs afin d’obtenir la structure
électronique de ce systéme. Ce calcul a été fait avec un hamiltonien de liaisons fortes
dans une base sp®s* avec couplage spin-orbite, c’est-a-dire une base comptant dix or-
bitales pour chacun des deux atomes du motif du réseau de Bravais du cristal, donc
vingt orbitales en tout. Une description détaillée du modele et des Hamiltoniens utilisés
est présentée dans ’annexe A. Un logiciel écrit en langage C++ a ét€ congu pour ef-
fectuer ces calculs. Ce dernier permet de calculer la fonction de Green d’un réseau de
fils dont la section est de forme presque complétement arbitraire. Cette forme n’est pas
complétement arbitraire car le fil est composé de chaines de couples cation-anion et non
de chaines atomiques, et c’est la forme de ’ensemble de ces chaines constituant le fil
qui est arbitraire. Le GaAs et le AlAs ont été choisis pour ces calculs parce qu’ils ont
des parametres de maille presque identiques, ce qui nous évite d’avoir a tenir compte
des contraintes et simplifie de beaucoup notre tiche. En effet, déterminer la position des
atomes pres des interfaces en présence de contraintes n’est pas une tiche facile dans un
tel systéme. Il faut mentionner toutefois que 1’inclusion des contraintes dans le calcul est
tout-a-fait possible avec la méthode que nous présentons ici. De plus, comme le AlAs
est un semi-conducteur 4 bande interdite indirecte et que, pour les dimensions de fil que
nous avons choisi, on n’obtient aucun niveau discret dans la bande de conduction, nous
nous sommes surtout intéressé a la bande de valence et a ses états localisés. Pour termi-
ner, ces calculs on été effectués sur deux noeuds, a deux processeurs chacun, d’un Apple
XServe G4 comptant deux giga-octets de mémoire vive par noeud. Quoique certaines

parties du calcul pourraient &tre parallélisées, le calcul complet a €t€ séparé en plusieurs
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parties correspondant a des plages d’énergie différentes et ces parties ont €t€ exécutées
de facon indépendante sur les différents processeurs. Les résultats de ces calculs sont

présentés au chapitre 6.
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Chapitre 4

Notions théoriques de base

Ce chapitre présente les outils théoriques de base dont nous nous servons : la section
4.1 effectue un rappel sur les fonctions de Green indépendantes du temps et la section 4.2
présente les concepts et équations essentiels de la méthode de “surface Green’s function
matching” (SGFM) [1], a la base de notre méthode de calcul. Cette dernicre section pré-
sente d’abord les concepts de “couche principale” et de “projecteur”, qui seront utilisés
couramment dans tous les développements théoriques, et présente ensuite le formalisme

de la méthode SGFM pour un systéme a une seule interface puis, a deux interfaces.

4.1 La fonction de Green

Sont présentées ici seulement les notions de base sur les fonctions de Green indé-
pendantes du temps en mécanique quantique, ainsi que leur utilisation pour calculer des
densités d’états. Il s’ agit des notions nécessaires a la compréhension des développements
ultérieurs, une description détaillée des fonctions de Green et de leur utilisation en mé-

canique quantique peut étre trouvée dans la référence [28].

La fonction de Green G associée a un Hamiltonien /7 indépendant du temps est
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définie par

(E-H)G =1, 4.1.1)

ol E est I’énergie et I est I’opérateur identité. Dans la représentation spatiale, 1’équation
(4.1.1) s’écrit
(E-H()GF,7)=6F-7"). (4.1.2)

Si on projette (4.1.1) sur une base discrete orthonormale, on obtient
(E1-H)G =1, 4.1.3)

ou I est 1a matrice identité de la dimension de la base et H et G sont les représentations
matricielles des opérateurs H et G. La définition explicite de la fonction de Green est
donc

G=(EI-H)™.

Toutefois, lorsque E est une énergie propre de H, G n’est pas définie car ET — H est

singuliére. Afin que G existe quelque soit £, on défini

E* = E +ie 4.1.4)
et on redéfinit G comme
G = lim (ET1-H)™ (4.1.5)

11 est possible, lorsque I’on posséde une expression analytique de la fonction de Green,
de rigoureusement prendre la limite dans 1’équation (4.1.5). Toutefois dans un calcul
numérique, on utilise une partie imaginaire € petite — on verra plus bas comment choisir
¢ — de sorte que E71 — H soit toujours inversible. Dorénavent, sauf lorsque nécessaire,
on écrira E en sous-entendant E™ et on laissera tomber le symbole de limite, aussi sous-

entendu.
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La fonction de Green peut aussi étre définie en fonction des vecteurs propres de I’Ha-
miltonien. Soit {|¢,)}, ’ensemble des états propres de H, ol y représente I’ensemble

des nombres quantiques qui définissent un état propre, la fonction de Green peut s’écrire
Z |¢“ gb“ (4.1.6)

ou, dans la représentation spatiale,

4.1.7)

On appelle (4.1.6) et (4.1.7) des représentations spectrales de la fonction de Green. La
forme de ces expressions montre de fagon évidente que la fonction de Green a des sin-

gularités aux points £ = E,,.

Supposons un systéme ayant un Hamiltonien Hy(7), pour lequel on connait les fonc-
tions propres vo(7), auquel on ajoute un potentiel perturbatif V(). On peut montrer
a partir de (4.1.2) que les fonctions propres de ce systéme et solutions de I’équation

{Ho(7) + V(7) }u(F) = Ev(7) sont données par
vl = ol + [ & GEFIVI () (4.1.8)

ot G(7,7') est la fonction de Green du systeme perturbé. Cette équation nous permet
d’interpréter physiquement la fonction de Green. En effet, elle montre que cette derniere
a pour fonction d’ajouter a la valeur de la fonction d’onde non perturbée, a une position
7 du systeme, la somme des effets du potentiel perturbateur en tous ses points. Son rdle
est donc de propager ’effet du potentiel jusqu’au point 7, pour cette raison, on dit que
la fonction de Green est un propagateur. L'équation (4.1.8) est la version projetée dans

I’espace réel de

1) = |[¢)o + GV |h)o . (4.1.9)
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Si on note Gy le propagateur du systéme non perturbé, on peut montrer que les états

propres s’expriment aussi comme

W) = |¢)o + GoV|Y) (4.1.10)

ol le second terme de droite est en fonction de Gy et |[¢b) plutdt que G et |¢)o. En
résolvant cette équation par itérations (par exemple, la premigre itération est [1/) = |¢)o+

GoV|1)0), on obtient 1’équation
1) = [)g + (Go + GoVGo + GoVGoVGo + .. ) VW), (4.1.11)
ol on identifie G d’apres (4.1.9) :

G =Go+ GoVGo + GoVGVGo + . ...
(4.1.12)
= Go+ GoV(Go+ GoVGo+ ...

et on obtient

G=Go+GVG (4.1.13)

qu’on appelle 1’équation de Dyson. En résolvant a nouveau de fagon itérative, on obtient

G =Gy + GoTGy
avec 4.1.14)

T=V+VGV+VG VGV +...

Cette équation ne peut pas étre résolue simplement puisque 1’objet 7" est une somme infi-
nie, mais elle est le point de départ de la méthode de “surface Green’s function matching”
(SGFM) qui sera présentée a la section 4.2. Cette équation, schématisée a la figure 4.1,
nous dit que, dans un syst®me perturbé par un potentiel V, le propagateur d’un point 7’

vers un point 7 est composé du propagateur non perturbé G entre ces points et d’un
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terme contenant une propagation de 7’ vers ce potentiel, une interaction avec ce dernier

représentée par T, et finalement une nouvelle propagation vers 7. Les interfaces dans une

Figure 4.1 — Contributions au propagateur en présence d’un potentiel perturbateur

hétérostructure agissent comme des potentiels perturbateurs. On verra que, dans le cas
d’un modele discret avec interactions a courte portée, on peut trouver une solution exacte

pour 7" et obtenir ainsi la fonction de Green de I’hétérostructure.

La fonction de Green contient toute I’information sur les €tats quantiques du systéme
et peut étre utilisée pour calculer n’importe quelle quantité d’intérét. Une de ces quantités

est la densité d’états dont la définition générale est
N(E)=) §(E-E,). (4.1.15)
b
En utilisant la définition suivante d’un delta de Dirac :

5(x) = ——1—111% Im {(z +1ie)7'}, (4.1.16)

T €—
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on peut écrire

E):—%thlm{E E, +ie)” 1}

e—0

=-——Zl{£% Im{ Eu)—l}
(4.1.17)
=——Z£1_£111m{ Gul(E 1’¢u>}
N(E)=—-= ImTr lim (ETI-H)™?
T e—0
et on obtient, d’apres 1’équation (4.1.5),
1
N(E) = —;T—ImTrG(E), (4.1.18)
ou Tr signifie la trace. On définit aussi la densité d’états locale :
Zm )[?6(E — E,,), (4.1.19)

dont I’expression en fonction de G s’obtient de facon similaire a (4.1.18) et est

N E) = —% Im G(F, 7, E) , (4.1.20)

ol G(7, 7, E) est la projection dans 1’espace réel de la fonction de Green. Dans un modele
discret, tel e modele des liaisons fortes, oit chaque élément de la fonction de Green entre

deux positions est une matrice, la densité d’états locale est
1
T

ol j est I'indice d’un point du systtme. D’aprés la premiere ligne de (4.1.17), la contri-
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bution d’une valeur propre a la densité d’états est

1. 1
e

~ Ly Bl
R (E—E,)?*+¢€
1
N,(E) = = lim ‘

Toutefois, dans un calcul numérique, ol € est fini, on utilise plut6t

€
(E—E)?+¢e’

N.(E) = % (4.1.22)
Donc, lorsque ¢ est fini, la contribution de chaque valeur propre a la densité d’état est
une lorentzienne centrée sur E, et dont la largeur & mi-hauteur est 2¢. Le spectre entier
est donc la somme des fonctions de la forme (4.1.22) associées a chaque valeur propre.
Chaque calcul de densité d’états est fait a une valeur d’énergie E donnée. Pour connaitre
le spectre de I’excitation étudiée, on calcule donc les densités d’états pour une série de
valeurs de E séparées par un pas AFE tel que AE < 2¢, de sorte que tous les pics de la

densité d’états soient visibles sur ce spectre.

4.2 Méthode SGFM

Les développements de cette section présentent le formalisme de la méthode de “sur-
face Green'’s function matching” pour des systémes a une et a deux interfaces. Comme
nous le verrons a la section 4.2.3, le grand avantage de la méthode SGFM est de res-
treindre la principale partie du calcul de la fonction de Green a ce qu’on appelle le
domaine de I’interface, qui est composé d’un nombre fini d’atomes situés prés de I'in-
terface. Cette partie du calcul est suffisante pour connaitre le spectre du systéme. Ainsi,

pour une interface de N7 atomes et une base de b fonctions par atome, la dimension des
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matrices impliquées dans ce calcul ne dépasse pas Nzb x Nzb, ce qui est beaucoup plus
petit que la dimension de ’Hamiltonien du systéme entier. On peut trouver les dévelop-
pements de cette section, ainsi que la formulation SGFM pour plusieurs autres types de

systemes dans la référence [1].

4.2.1 Couche principale

Avant de présenter le formalisme de la SGFM, on doit définir un concept fonda-
mental de la méthode, le concept de couche principale. Il s’agit d’une couche composée
d’une ou plusieurs couches atomiques, qui ne sont pas planes dans le cas général, de
sorte que les seuls éléments non nuls de 1’Hamiltonien sont ceux entre des fonctions
localisées sur les atomes de couches principales adjacentes ou, bien siir, d’'une méme
couche principale. Ce qui définit une couche principale est donc la portée des interac-
0//0/; ® '\Q\\‘SQ

N\
Ve

Figure 4.2 — Couches principales en deux dimensions. Cet exemple est donné pour un
modele avec interactions entre premiers et seconds voisins. On peut remarquer que les
premiers voisins (de couleur différente) et les seconds voisins (de méme couleur) d’un
atome sont toujours situés dans la méme couche ou dans une couche adjacente.

tions dans le modele utilisé ainsi que le profil de cette couche principale. La figure 4.2
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illustre un exemple de définition de couches principales dans un modele avec interaction
entre premiers et seconds voisins. La possibilité de définir des couches principales est
essentielle au développement de la méthode SGFM, c’est pourquoi cette méthode s’ ap-
plique uniquement aux modeles avec interactions a portée finie. Dans le développement,
on utilisera régulierement le terme “domaine” pour désigner un ensemble d’atomes ou
de couches principales. Par exemple, on parlera souvent du domaine de I’interface, qui
est composé des atomes situés de part et d’autre de I’interface et qui interagissent di-
rectement avec au moins un atome situé de 1’autre cdté de cette derniere. Ce domaine
est donc formé de deux couches principales, soit une de chaque c6té de I’interface. Pour
la suite, sauf lorsque mentionné autrement, le terme “couche” sera utilis€ pour désigner

une couche principale.

4.2.2 Projecteur

Une autre définition importante est celle de 1’opérateur de projection sur un domaine,
ou projecteur. Soit une matrice M, la représentation d’un opérateur dans une base de
fonctions localisées sur les atomes d’un systeéme composé de deux matériaux 1 et 2
formant une interface. Certains indices de M sont donc associés aux atomes du matériau
1 et les autres indices, aux atomes du matériau 2. Le projecteur F,, ou = 1, 2 est un
opérateur qui, appliqué par la gauche a M produit une matrice de méme dimension dans
laquelle les seuls éléments non nuls sont les lignes de M dont les indices sont associ€és au
matériau p. Si P, est appliqué par la droite a M, ce sont alors les colonnes de M ayant ces
indices qui demeurent dans la matrice résultante. Par exemple, si on associe les indices

< 0 aux atomes du matériau 1 et les indices > 0 aux atomes du matériau 2, les matrices
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M, P,M et M P, auront la forme

Meo-2 M_g_-1 M_2p M_21
cee Moy Mo -1 Moo Meo11 ---
M= (4.2.1a)
. Mo-2 Mg-1 Noo Mol

mi,—2 myi,—1 Mo M1

M_2_2 M_g-1 M_20 M-21

m_1,—2 M_1-1 M-10 M-11

PM=| o (4.2.1b)
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 m_gg m_21
0 0 m_ m_
MP, = Lo L (4.2.1¢)
0 0 mMo,0 mMo,1
0 0 mig mi;

Avec cette définition, le projecteur sur le systéme total, équivalent a 1’opérateur identité,
est P = P, + P,. Notons qu’on parlera parfois de P, comme du projecteur sur un
point quelconque du domaine p plutdt que le projecteur sur le domaine entier, ces deux
définitions étant équivalentes. D’ autres projecteurs qui reviendront constamment dans les
développements sont les projecteurs sur les parties du domaine de I’interface appartenant

a chacun des matériaux 1 et 2. On notera Z,, le projecteur sur la partie u de I’interface.
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D’apres la définition du domaine de I’interface donnée dans la section 4.2.1, le projecteur

sur le domaine de I’interface complet est donc défini comme Z = 7; + I,.

4.2.3 Une seule interface

Le développement détaillé de la méthode SGFM pour les systémes continus et dis-
crets est fait dans la référence [1]. Cette section présente le développement dans le cas
particulier d’un systéme discret ayant une seule interface. Il s’agit ici de montrer le prin-
cipe de la méthode SGFM pour un systéme discret simple. La dérivation dans le cas des
structures périodiques en deux ou trois dimensions auxquelles nous nous intéressons sera

présentée a la section 5.1 et est trés similaire a celle présentée ici.

Notons que, & partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce mémoire, nous n’indique-
rons pas explicitement la dépendance sur I’énergie de la fonction de Green, mais il faut
conserver 1’idée que les fonctions de Green que nous manipulons sont toujours évaluées
a une énergie particuliere et que les calculs sont faits, en pratique, pour une série de va-
leurs discretes d’énergie dans une plage d’intérét, chaque calcul & une énergie donnée

étant completement indépendant.

Dans un probléme discret qu’on résout dans I’espace réel, les fonctions de Green
et I’Hamiltonien sont représentés par des ‘“‘super-matrices”, qu’on peut voir comme des
matrices dont les éléments sont eux-mémes des matrices, qu’on peut appeler des sous-
matrices. Ces derniéres sont des matrices carrées de la dimension de la base dans laquelle
est exprimé 1’Hamiltonien. Donc a une sous-matrice d’une fonction de Green sont asso-
ciés des indices de positions dans le cristal et a un élément de cette sous-matrice sont
associés des indices correspondant aux fonctions de la base. Toutefois, ces considéra-
tions servent surtout en pratique lors de la création d’un programme de calcul; pour
comprendre la dérivation des équations de la SGFM dans un cas discret, il suffit de gar-

der en téte que les objets qu’on manipule sont des matrices dont les indices réferent a
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des points de I’espace. Pour marquer la différence avec un opérateur fonction de Green
qu’on notait G, on notera la matrice fonction de Green G et de méme pour I’Hamiltonien.
Pour alléger le texte, on désignera simplement ces objets comme “la fonction de Green”
ou “I'Hamiltonien”, sans mentionner explicitement qu’il s’agit de représentations matri-

cielles de ces opérateurs.

Supposons un systeme composé des matériaux 1 et 2 formant une seule interface de
forme quelconque. Nous supposerons ici que nous connaissons les projections dans 1’es-
pace réel des fonctions de Green G; et G des matériaux 1 et 2, des méthodes de calcul
de ces fonctions de Green seront présentées aux sections 5.2 et 5.3. On a vu, avec I’équa-
tion (4.1.14), qu’en présence d’un potentiel perturbateur, la fonction de Green contient
un terme de propagation directe, avec le propagateur du matériau non perturb€, et un
terme d’interaction avec le potentiel. Or, dans une hétérostructure, chaque domaine d’un
matériau est, pour le domaine adjacent de nature différente, un potentiel perturbateur, la
fonction de Green entre deux points d’un méme domaine aura donc la méme forme que

(4.1.14).

P,

Figure 4.3 — Propagateurs en présence d’une interface. Sont représentés les propagateurs
entre des points (a) d’'un méme c6té et (b) de part et d’autre de I’interface.
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Si on note G, la fonction de Green du matériau 1 homogene, en utilisant la notation

avec les projecteurs, le propagateur entre deux points du méme coté de I’interface s’écrit
PuGsP,i = PuGuP;i +P,G,IR,IG,F,, (4.2.2)

ol on a choisi le symbole R, pour représenter I’interaction du matériau p avec 1’autre
matériau, pour indiquer qu’il s’agit d’une réflexion. On appelle d’ailleurs R, la matrice
de réflexion. On a noté Gg la fonction de Green du systeme total. Puisqu’on suppose un
modele avec interactions a portée finie, ’interaction entre les deux matériaux se limite
au domaine de ’interface, R, n’est donc défini que dans ce domaine. Les projecteurs 7
de chaque coté de R, ne servent qu’a montrer explicitement ce fait et leur présence n’est
pas nécessaire puisque la projection sur un domaine est implicite lorsqu’on multiplie par
un objet strictement défini dans ce domaine. Le propagateur (4.2.2) est schématis€ a la

figure 4.3(a) ainsi que le domaine d’interface entre traits discontinus.

Si on note G = ZGZ, la projection sur ’interface d’une quelconque fonction de
Green, en projetant sur I’interface (en multipliant par Z par la gauche et par la droite)

I’équation 4.2.2, on obtient

gS = gu + gu RN g/,L s (4'23)

la matrice de réflexion est donc
R.=G,"(Gs—G.) G, " (4.2.4)

Il est important de noter que G ! n’est pas la projection sur I’interface de G !, mais est

défini de sorte que GG, = Z,..

On peut utiliser un raisonnement similaire a 1’explication de (4.2.2) pour écrire le
propagateur entre deux points situés de part et d’autre de I’interface. Si le point de départ

est dans le matériau v, il comprend une propagation jusqu’a I’interface avec G, une
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interaction avec I’interface, qu’on note 7, , et qu’on appelle la matrice de transmission,

et une propagation dans le matériau i avec G, ce qui s’écrit
P,GsP,=P,G,IT,,IG,P,, v#pu. (4.2.5)

Ce propagateur est schématisé a la figure 4.3(b). En projetant cette équation sur I’inter-

face, on obtient une expression pour la matrice de transmission :
—1 .
Tow=0,'GsG,". (4.2.6)

Notons que G, = ZG,Z est égal 24 7,G,,7,,, 1a projection sur la partie u de I'interface de

G, car cette derniere n’est définie que dans le domaine p.

Si on remplace (4.2.6) et (4.2.4) dans (4.2.5) et (4.2.2), on obtient

PG,P +P,G, G (Gs—G,)G 'GP, v=
P,GsF, = p Tty u Ty (s u) p ety H @2.7)

P,G.G. GsG G P, v

La fonction de Green du systéme total ne dépend donc que des fonctions de Green des
constituants du systéme et de sa propre projection sur le domaine de I’interface. Il s’agit
d’un résultat trés important de la méthode SGFM puisqu’il signifie que la résolution
du probleéme revient essentiellement a déterminer cette projection sur I'interface, ce que

nous allons faire dans les quelques lignes suivantes.
En multipliant par Z par la droite I’équation (4.2.7) dans le cas v = p, on obtient
P.GsI, = PG, I, + PG, 9;71 (Gs — Gu) 9;1 GuZy

= P,GI, + PuGu gljl (Gs — gu) g,fl gu )
P,GsI, = P,G,I, + P.G, G,  GsI, — P,G,T,,
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P,GsI, = P,G, G,  GsT,, (4.2.8)

oll on a utilisé le fait que P,Z = T, et G;' = Z,G,'T,. Ensuite, en faisant de méme

avec le cas u # v de (4.2.7), on obtient
P,GsI, = P,G,G,'GsT,, pw#v. (4.2.9)

Notons que Gg (ou Q;l) est défini dans le domaine 7 = 7, + Z,,. Ainsi, en sommant les

équations (4.2.8) et (4.2.9) et en multipliant le résultat par le par la droite, on obtient
P,GsG3' = P,G.G, " (4.2.10)

Cette identité sera utile un peu plus loin.

Si Hg est ’'Hamiltonien du systeme et £ est I’énergie, I’équation de la fonction de

Green du systeme s’écrit
(E—-Hs)(PL+ P)Gs =P + P,. 4.2.11)

ol P, + P, = P est, comme mentionné précédemment, 1’opérateur identité pour le

cristal. En projetant cette équation sur le domaine de I’interface, on obtient
EGs—IHs P, GsI —IHs P, GsI =1. (4.2.12)
Maintenant, en multipliant cette équation par G5' par la droite, on obtient
ET —THs P, GsGg' — IHs P, GsGg' = Gg*. (4.2.13)
Finalement, en utilisant I’identité (4.2.10), on obtient

Gs'=FEI-TIHgP G Gi'~THs PGy Gyt (4.2.14)
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qui est la solution a notre probléme. En effet, on exprime la projection sur 1’interface
de la fonction de Green du systéme en fonction de quantités que I’on connait, soit I’Ha-
miltonien du systéme et les fonctions de Green des constituants. On peut calculer tous
les éléments de la fonction de Green du systéme Gg en utilisant les équations (4.2.7)
et (4.2.14). En effet, si on connait Gg, la premiere équation de (4.2.7) nous donne les
éléments de Gg entre tous les couples de points situés du méme c6té de 1’interface alors
le seconde équation de (4.2.7) donne les éléments de G entre tous les couples de points

situés de part et d’autre de I’interface.

En utilisant le fait que les interactions sont a courte portée, on peut développer I’équa-
tion (4.2.14) pour la rendre plus facile a utiliser en pratique. On doit définir pour ce dé-
veloppement les projecteurs sur les couches adjacentes a Z, soient Dy = (I, — 1), la
couche adjacente a Z; dans le domaine 1, et D, = (Z; + 1), la couche adjacente a Z,
dans le domaine 2. Avec Z = I; + I, le second terme de droite de 1’équation (4.2.14)
s’écrit

THsP, GGt = TIHg PG G + TLHs PG Gt (4.2.15)
Par définition d’une couche principale, Hg est tridiagonal, donc le premier terme de

droite de cette équation se réécrit
T\Hs(Zy + D1)GiGr ! = ThHsT: + T Hs D1 G161 (4.2.16)
et le second terme,
T,HgPG.G7! = TLHsTG1Gy = T,HsT: . (4.2.17)
(4.2.15) se réécrit donc

THsPG:G ! = THST; + TiHsD1G1 G (4.2.18)
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De méme, le troisieme terme de (4.2.14) s’écrit
THgP,GoGy 't = THsT, + ToHgDoGoGs (4.2.19)
Finalement, en notant ZTH¢Z = Hg, I’équation (4.2.14) se réécrit
Gsl = ET — Hs — TiHsD1G1G; ' — ToHs Do GaGs (4.2.20)

Cette équation définit la projection a I'interface de Gg en fonction de projections de Gy,
G, et Hg sur des domaines de une ou deux couches principales seulement. On a ainsi
restreint toutes les projections sur des petits domaines finis alors que 1’équation (4.2.14)
contient des projections sur les domaines P; et P, qui sont infinis. Finalement, puisque
la connaissance de G est suffisante pour obtenir les états propres du systéme, 1’équation
(4.2.20) montre que lorsque les interactions sont a courte portée, un calcul restreint au
domaine de I’interface et & son domaine adjacent est suffisant pour obtenir le spectre du

systéme.

4.2.4 Deux interfaces couplées

Le développement suivant est fait pour une hétérostructure plane pour des raisons
de simplicité (il s’agit d’un traitement en une dimension), mais le formalisme nous sera

utile plus tard pour des structures non planes.

Pour une hétérostructure plane a deux interfaces (figure 4.4), c’est-a-dire composé€e
de deux régions 1 et 3 semi-infinies dans la direction perpendiculaire aux interfaces et
d’une région 2 de largeur finie, on définit, & partir des projecteurs sur les domaines 1, 2

et 3, les projecteurs sur les domaines externe et interne :

P.=P+PFP, PF=DPh. (4.2.21)
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Figure 4.4 — Systéme plan a deux interfaces

Les projections sur ces deux domaines des fonctions de Green des trois régions sont alors
G; = PGP = P,GyP}, G.= P.G.P, = PGP, + P;G3P;. (4.2.22)

On définit ensuite les projecteurs sur les deux domaines d’interfaces :
Li=h+b I =mrn+mn, (4.2.23)

ou [, et r, sont les projecteurs sur les domaines apartenant aux régions u et v des inter-
faces [ et 7. On peut ensuite définir des projecteurs sur les domaines d’interfaces externes
et internes :

Ie = ll -+ 13, Iz = lg -+ 1y (4224)

et enfin, le projecteur sur tout le domaine des interfaces :

I=ll+l2+7’2+7“3. (4225)
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Puisque le domaine de I’interface entier Z contient quatre couches principales, les ma-
trices de réflexion et de transmission totales seront des super-matrices 4 x 4. On utilisera
’ordre des projecteurs de I’équation (4.2.25) pour construire les super-matrices impli-
quées dans le calcul. La projection sur le domaine de I’interface de I’'Hamiltonien du

systeme Hg s’écrit

- T,Hs1, 0
Hs = IHsI = (4.2.263)
0 I,.HsZ,
avec
L (Hy + AL LAHxh
IZHSII _ 1( 1 1) 1 1 X2
ZQAHxll ZQ(HQ —+ AHQ)ZQ
- ) (4.2.26b)
I,’,,HSIT _ T’Q(HQ -+ AHQ)’/’Q TQAHXT’;), ’
TgAHXrg 7“3(H3 + AH3)7‘3

ot AH,, est la perturbation a I'Hamiltonien H,, due a la présence de I’interface et AH x
est ’'Hamiltonien d’interaction entre les deux cOtés d’une interface. On suppose que
le nombre de couches principales du domaine interne est plus grand que deux, c’est

pourquoi on a pos€ 7;HsZ, = Z,HsZ; = 0.

Les projections des fonctions de Green G, G; ainsi que les définitions de leurs in-

verses s’écrivent

- - — -

Gy 0 0 O L 0 0 O

N 0 00 O =~ =1 0 00 O

G, = Ge G = =T, (4.2.27)
0O 00 O 0 00 O
0 0 0 Gs 0 00 n




0 0 0 0 0 0 0O
. 0 ¢ LhGory 0O . 0 L 0 0
G = 21 PACOID! ’ G, - Gi—l _ 2

0 TQGQZQ QQT 0 0 0 T 0

0 0 0 0 00 0 O
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=7,, (4.2.28)

ou [, et 7, sont en fait des matrices identité définies seulement dans leurs domaines

respectifs. Avec ces définitions, I’équation qui donne les éléments de la fonction de Green

entre les points du domaine interne est alors
P,GsP! = P,GyP) + P,GoyRiGo P,

ol

Le propagateur d’un point interne vers point externe s’écrit
PeGSPi/ = PeGej;,iGiPi,a

ou

T =G 'GsGi.

tandis que celui d’un point externe vers un point interne est

P,GgP = P,GT;.G;P.,

T, = GGG

Finalement, le propagateur entre deux points du domaine externe est

P.GgP. = P,G.P. + P.G/R.G.P.,

(4.2.29)

(4.2.30)

(4.2.31)

(4.2.32)

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)
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Re. = G7Y(Gs — G)GL. (4.2.36)

Ainsi, grice a la définition des domaines interne et externe et des fonctions de Green
correspondantes, les équations ont exactement la méme forme que pour un systeme a
une seule interface, la solution aura donc aussi la méme forme. La projection sur le

domaine des interfaces de la fonction de Green du systéme est alors donnée par
G5! = FT - THP.G.G;! — THsR,G;G; ! (4.2.37)

Comme on a fait dans la section 4.2.3 pour obtenir I’équation (4.2.20), on peut définir les
domaines adjacents a Z, et Z;, soient D, et D; respectivement, et réécrire (4.2.37) dans
une forme plus pratique. Aprés un développement identique, on obtient une équation de

la méme forme que (4.2.20), soit

G3' = ET — Hs — T.HsD.G.G' — THsD,G,G ! (4.2.38)

Ceci termine la présentation des notions théoriques qui seront utilisées dans les nou-
veaux développements présentés au chapitre suivant. On a vu dans la derniere section de
ce chapitre qu’il est possible, par une définition appropriée de projections des fonctions
de Green des différents domaines du systéme, de retrouver la méme forme des équations
de SGFM pour un systéme a deux interfaces que pour un systéme & une seule interface.
On verra dans la premiére section du chapitre suivant qu’il est aussi possible de retrouver
cette forme pour des systeémes comportant une infinité d’interfaces si ces derniers sont

périodiques.
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Chapitre 5

Nouveaux développements théoriques

Ce chapitre présente la partie la plus importante du projet. Il s’agit des développe-
ments théoriques a la base de notre méthode de calcul de fonctions de Green de systemes
1D et OD. D’abord, la premiére section présente le formalisme de la méthode SGFM
dans le cas d’une structure supra-périodique dans deux ou trois dimensions. La section
5.2 présente ensuite la dérivation des équations servant au calcul de la représentation de
la fonction de Green d’un matériau donné dans une base supra-périodique. Cette section
présente aussi comment obtenir la forme structurelle de la fonction de Green a partir de
la représentation dans une base supra-périodique. La forme structurelle est celle que doit
avoir la fonction de Green du domaine externe pour appliquer la méthode SGFM aux
structures supra-périodiques. La méthode de calcul de la fonction de Green du domaine
interne est ensuite présentée 2 la section 5.3 et enfin, la méthode de calcul de la fonction

de Green du systéme entier est résumée a la section 5.4.
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5.1 SGFM pour une structure supra-périodique dans

deux ou trois dimensions

Les développements de cette section sont inspirés d’une dérivation faite dans la réfé-
rence [1]. Quoique ce que nous présentons soit différent de cette dérivation, les conclu-
sions que nous tirons sont les mémes. Mentionnons que ces auteurs ne présentent que
le début de la démonstration qui meéne a ces conclusions. De plus, nous avons dénoté
certaines hypothéses injustifiées dans leur dérivation. En effet, des matrices de réfiexion
sur le domaine de V'interface du systéme et de transmission a travers ce dernier y sont
posées comme diagonales et nous verrons que ces matrices ne peuvent pas étre de cette
forme. Nous présentons donc ici la dérivation compléte qui permet, heureusement, de
tirer les mémes conclusions que ces auteurs sans faire ces hypotheses. Nous expliquons,

bien sfir, pourquoi ces derniéres sont injustifiées.

Avant de présenter le formalisme de la méthode SGFM pour les structures périodi-
ques, revenons au formalisme pour deux interfaces présenté a la section 4.2.4. On peut

écrire le second terme de droite de (4.2.29) comme

PyGoR;Ga Pl = Go(P, g)RyGa(g, P') + Ga(P, 9)RyaGa(d, P')
+ Go(P, d)Rdng(g, P/) + Go(P, d)RaaGo(d, Pl) (5.1.1)

ol g et d sont les positions (ou projecteurs) des interfaces de gauche et de droite respec-
tivement. Les figures 5.1(a) et 5.1(b) illustrent ce que représentent les matrices Ry, et
R 44 Lélément R, représente la somme infinie de toute les combinaisons de réflexions
commengant et se terminant sur I'interface de gauche alors que R 44 est la somme des
combinaisons de réflexions commengant sur I’interface de gauche et se terminant sur
celle de droite. On dira que les matrices R ;; sont des matrices de réflexions “totales” sur

les interfaces. La figure 5.1(c) illustre tous les termes du propagateur total du point P’ &
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P, soit les quatres termes de I’équation (5.1.1), auxquels on ajoute la propagation directe

de PPaP.

Rdd

Figure 5.1 — Matrices de réflexions totales. (a) Contributions a un élément diagonal de
la matrice de réflexion, (b) contributions a un élément hors diagonale de la matrice de la
matrice de réflexion et (¢) représentation des termes du propagateur total dans un systéme
plan & deux interfaces

Dans la dérivation qui suit, nous considérons le cas d’une structure supra-périodique
dans deux dimensions, mais cette dérivation est tout aussi valide pour une structure

supra-périodique dans trois dimensions.

Supposons une structure composée de fils d’un matériau 1 disposés dans un matériau

2 en un réseau périodique dans le plan perpendiculaire aux fils. La figure 5.2 illustre une
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partie de cette structure vue de la direction paralléle aux fils. Nous appellerons la région
entre les fils le domaine externe et celle a I’intérieur d’un fil un domaine interne. Sur
cette figure, le propagateur du systéme entre deux points P, et P, du domaine externe
est la somme de tous les termes représentés par les chemins composés de deux fieches
pleines (propagateurs non perturbés) touchant la méme interface ou reliées par un seul
passage entre deux interfaces (fleches tiretées : réflexions totales associées aux couples

d’interfaces différentes) et du terme de propagation directe entre P, et F,.

Figure 5.2 — Propagateur dans un réseau supra-périodique. Cette figure montre les termes
du propagateur entre deux points du domaine externe d’un réseau supra-périodique dans
deux dimensions. Les lignes pleines représentent des propagateurs non perturbés et les
lignes discontinues, les réflexions totales associées aux couples d’interfaces différentes.

Pour ce systéme, on définit le domaine de I’interface comme étant composé de toutes
les interfaces créées par les fils. Pour le domaine externe, on peut définir une matrice de
réflexion R, sur le domaine de I’interface (R, est donc de dimension infinie). Les élé-

ments de 7R, sont des matrices de réflexions totales Kf; associ€es & tous les couples d’in-
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terfaces possibles. Dans chaque combinaison de réflexions qui compose une réflexion
totale, [ et j sont les indices des interfaces sur lesquelles ont lieu la premiére réflexion et

la derniere réflexion respectivement.

D’aprés ces définitions, le propagateur entre deux points externe 7 et 7 s’écrit
Gs(F,7") = Go(F,7") + Go(7, T)R.G(T, 7") . (5.12)

Puisque le domaine de ’interface est infini et donc que R. est une matrice infinie, il
est impossible de résoudre le probléme directement a partir de cette équation de fagon
similaire a ce qui a été présenté dans les sections 4.2.3 et 4.2.4. Ecrivons plutot 1’équation

(5.1.2) en notant le produit matriciel sous forme de sommes :

Gs(7, ") = Geo(F,7") + Y Ge(F, L) R Ge(Ti, ") (5.1.3)
4l

Dans un modele discret, G.(7,Z;) est un vecteur ligne dont chaque composante est le

propagateur d’un point de I’interface j vers le point 7.

On peut maintenant simplifier I’expression (5.1.3) en utilisant ce qu’on appelle les
formes structurelles de 1a fonction de Green et de la matrice de réflexion. Si on note ]-?l le
vecteur position (perpendiculaire aux fils) d’une période, que nous désignerons comme

la super-cellule [, 1a forme structurelle de la fonction de Green est définie comme

Gr(F ) = M RG(F 7 + By = 3 e FRG(T + By, 7). (5.1.4)

l {

Ryp=Y eFfRg =Y e *ARe . (5.1.5)
l

Notons que la fonction de Green ainsi que la matrice de réflexion sont invariants par
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rapport & une translation d’un vecteur du réseau supra-périodique. C’est de ce fait que

découle I’égalité des deux formes de (5.1.4) et (5.1.5).

Dans I’équation (5.1.3), on peut exprimer le vecteur 7" comme
7" =7+ Rp, (5.1.6)

ol 7 est situé dans la méme super-cellule que 7, super-cellule placée a I’origine, et R
est la position de la super-cellule dans laquelle se trouve 7”. Donc, d’apres (5.1.4), en

multipliant (5.1.3) par eiF-Fm et en sommant sur I’indice m, on obtient

Gail7.7) = Gz (F.7") + 3 Gel7 I)RG X FrGo(Th. 7' + Brn) |

ilm

7, 7'¢ P, (5.1.7)

P, représentant le domaine externe de la super-cellule a I’origine (super-cellule 0). No-
tons que 1’interface Z; peut s’écrire comme Zg + ]?ij. Maintenant, en multipliant chaque

terme de la somme de (5.1.7) par e?* o=tk R gtk Rig=ik-Fr = 1 on obtient

+ 6”2 ﬁ]e—zE 3611_5 Rle_iEAR'lGe(T,IJ)R;l ezk R Ge(Ila ’F/ + Rm) 7
Flm
Gaa(7.7) = G (R ) + 3 eFBG (7 To + By) Y eFR-RRe,
J {
S” e EnmRIG (T, 7 + B — By) |
m

ou on a utilisé le fait que

Go(To+ R, @ + Rp) = Go(Zo, 7' + Ry, — R) (5.1.9)
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puisque le systéme est invariant sous une translation d’un vecteur R,. Pour cette méme
raison, la somme sur m dans 1’équation (5.1.8) ne dépend pas de I’indice [. Or, d’apres
(5.1.4), cette somme est égale a G _z(Zo. 7'). De méme, la somme sur [ ne dépend pas
de j et cette derniere est égale a R_; d’aprés (5.1.5). Enfin, la somme sur j est égale a

G.;(7,Iy) et on obtient

GSE(F .,,) = GeE<F’ 77/) -+ Geg(’ﬁ IO)ReEGeE(IO’ 77/) , F, e P.. (5.1.10)

ol P, désigne le domaine externe. Notons que, d’apres (5.1.4), les points 7et 7+ R} sont
des points équivalents pour la forme structurelle de la fonction de Green. Tous les points
non équivalents sont donc situés dans une seule super-cellule. Pour la suite, on déno-
tera P,y et Py les projecteurs sur les domaines externe et interne, respectivement, d’une

super-cellule. Ainsi, dans la notation avec les projecteurs, I’équation (5.1.10) s’écrit
P.oGgp Py = PG g Poy + PeoG iR G i Pl » (5.1.11)

ou les G sont des matrices définies dans une seule période (ou super-cellule) du sys-

teéme.

L’équation (5.1.11) a la méme forme que (4.2.2), donc, d’apres (4.2.4), la forme

structurelle de la matrice de réflexion s’écrit
Ri=0 05— G)93 (5.1.12)

ou gu,; = ZoG ;2o est la projection de G L5 surle domaine de I’interface de la super-
cellule (Zy est donc le projecteur sur ce domaine). On peut maintenant réécrire (5.1.11)

comme

P.oGgp Py = PaoG Pl + PaoG,; Q;EI(QS,; - Qe,;)ge_]-él G zFl - (5.1.13)
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Les auteurs de la référence [1] obtiennent un résultat similaire a (5.1.11). Toutefois,
dans leur dérivation, ils ne considérent aucune réflexion totale commencant par une ré-
flexion sur une interface et se terminant sur autre. Ce qu’ils font est donc équivalent a
poser une matrice de réflexion 7~€e (voir (5.1.2)) qui est diagonale. Or nous avons montré
au début de cette section que cette matrice n’est pas diagonale. D’ailleurs, si ¢’était le
cas, comme toutes les interfaces sont équivalentes, on ne définirait alors qu’une seule
matrice de réflexion totale et on ne pourrait donc pas définir de forme structurelle de la
matrice de réflexion. Dans ce cas, on obtiendrait que I’'unique matrice de réflexion totale
est égale 2 la partie de droite de 1’équation (5.1.12), ce qui n’est pas cohérent comme
résultat puisque cette derniére expression dépend d’un vecteur d’onde k alors qu’une

matrice de réflexion totale ne dépend pas d’un vecteur d’onde.

Considérons maintenant le propagateur d’un point interne vers un point externe. Soit
7" un point du domaine interne de la super-cellule O et 7 + R, un point du domaine
externe de la super-cellule [ (donc 7 est point du domaine externe de la super-cellule 0).

Le propagateur entre ces deux points est donné par
Gs(F+ By, 7') = Ge(F+ By, T) T Gi(Zo, ) , (5.1.14)

olt 7, ; est un vecteur de transmission du c6té interne de I'interface 0 vers le cOt€ externe
du domaine de I’interface total (7 ; est un vecteur colonne infini). Cette équation peut se
réécrire

Gs(F+ Ry, 7) =Y G(F+ R, T) T3 Gi(Zo, ™), (5.1.15)
j

ou ]%’1 est une matrice de transmission totale commencant par une transmission a travers
I’interface O et se terminant par une réflexion sur Iinterface j (sauf un seul terme de 7"

qui ne comporte pas de réflexion sur une autre interface).

On peut mentionner ici que nous appelons “matrice de transmission” et notons 7

toute matrice contenue dans un propagateur entre deux points qui ne sont pas tous deux
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internes ou tous deux externes, méme si cette matrice représente en fait une transmission
suivie d’une somme infinie de combinaisons de réflexions. D’autre part, nous utiliserons
aussi plus loin I’expression “matrice de réflexion” et noterons R des matrices contenues
dans des propagateurs entre des points de domaines internes disjoints, donc des matrices
qui représentent en fait une transmission d’un domaine interne vers le domaine externe
suivie d’une somme infini de combinaisons de réflexions et finalement, d’une transmis-

sion du domaine externe vers un autre domaine interne.

Maintenant, en multipliant (5.1.15) par e"*"Ft et en sommant sur [ ainsi qu’en mul-

tipliant chaque terme par e?* fie=% % = 1, on obtient

GSE(_; 77,) = GeE(F’IO)IZ—eiE Gi(Io,’f-"/), 3 PeO et F/EPZ'(), (5116)

oll on a utilisé la définition (5.1.4) de la forme structurelle d’une fonction de Green (en
notant que la somme sur [ ne dépend pas de j en raison de I’invariance de translation du

systéme) et T_ ¢ est la forme structurelle du vecteur de transmission, donnée par
7;iE = Z eiE’ﬁj%ej’i = Z e—iE'Rﬂ"]}eo’i . (51.17)
J J
Dans la notation avec les projecteurs, (5.1.16) s’écrit
PQQGSEPZ‘O = PeOGeEY;iE GzRO (5118)
Cette équation a la méme forme que (4.2.5), donc, d’apres (4.2.6),

Ti=9;99" (5.1.19)
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et on obtient

Py G Pyo = PG ge_,;lgs,ggi—l Gi Py - (5.1.20)

Les auteurs de la référence [1] arrétent leur dérivation en donnant une équation si-
milaire 4 (5.1.16), mais encore une fois avec une incohérence puisqu’ils ne considérent
qu’une seule matrice de transmission totale (alors qu’il y en a une infinit€), ce qui résulte
en une équation de la forme de (5.1.19) avec la partie de gauche définie comme indépen-
dante de k. Les autres développements de cette section n’ont pas été abordés dans cette
référence (ni ailleurs), mais ils sont nécessaires pour compléter la dérivation du SGFM

pour les structures supra-périodiques dans deux ou trois dimensions.

Maintenant, revenons a 1’équation (5.1.13) et multiplions cette derniére par la droite
par le projecteur sur le domaine de I’interface. On obtient alors un résultat similaire a

I’équation (4.2.8) dans le cas d’une seule interface, c’est-a-dire
PeoGgiZeo = PuoG oz G GsiZeo - (5.1.21)
D’autre part, en multipliant ’équation (5.1.20) par la droite par Zy, on obtient
PeoGgilio = Peo G ge_,—c'lgs,gfio. (5.1.22)

Ggr (ou g;}%) étant défini dans le domaine Zy = Z;0+Z.0, en sommant (5.1.21) et (5.1.22)

et en multipliant le résultat par g;}% par la droite, on obtient ’identité
PuGg;Ggi = PG G (5.1.23)

dont nous nous servirons pour déterminer G .

Considérons maintenant les propagateurs de points externes et internes vers des points

internes. D’abord, on peut écrire directement le propagateur du domaine externe vers le
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domaine interne puisqu’il s’obtient de fagon similaire & (5.1.20), celui du domaine in-

terne vers le domaine externe :

PG gpPao = PGi G ' G559 G i Peo. (5.1.24)

Pour obtenir le propagateur entre deux points internes, on considére d’abord deux
cas distincts pour lesquels la fonction de Green n’a pas la méme forme : la propagation
entre des points situés dans des super-cellules différentes et celle entre des points d’une

méme super-cellule.

Soit un point interne 7 situé dans la super-cellule d’indice 0 et un point interne 7’ +ﬁj
situé dans la super-cellule j. En notant Z; = I + ﬁj I’interface de la super-cellule j, le
propagateur entre des points internes de super-cellules différentes s’écrit

Gs(7, 7' + R;)ju0 = Gi(F, To)Rb,Gi(Z;, 7 + ;). (5.1.25)
Quoique Rf]j représente une transmission de la partie interne de I’interface j vers la partie
interne de I’interface O (incluant a I’ordre infini toutes les combinaisons de réflexions sur
les interfaces en passant dans le domaine externe), on note cette derniere comme une
matrice de réflexion totale puisque les points de départ et d’arrivée de cette transmission
sont tous deux internes. Dans le cas j = 0, la fonction de Green contient un terme de
propagation directe dans le domaine interne O et un terme de réflexion sur I’interface 0.

On écrit alors

Gs(7,7') = Gi(F, 7') + Gi(F, To) R Gi(Zo, 7') (5.1.26)

ot R, est la matrice de réflexion sur I’interface interne de la super-cellule 0. Notons que

I’ensemble des Rf)j forme un vecteur R; infini. La fonction de Green structurelle entre
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deux points internes s’écrit donc

j70 (5.1.27)

+ etk o [Gi(ﬁ 7Y 4+ Gi(7, To) Ry Gs (To, f")]
et puisque Ro = 0et Gi(Z;, 7 + R;) = Gi(Zo,7"), on obtient
GolF,7") = G 7") + Gi(F.To) 3 €V Ry, Gi(To, 7). (5.1.28)
J
En notant R, la forme structurelle du vecteur de réflexion, cette équation s’écrit
7 7)) = Gi(F, 7)) + Gi(F, o) R;zGi(Zo, T') 7, 7'ePy (5.1.29)
ou, dans la notation avec les projecteurs,
PoGgip Py = PuGiPy + PoGiRzGi Py . (5.1.30)
En projetant cette équation sur I'interface et en isolant la matrice de réflexion on obtient
Ry = gi_l(gsg — GGt (5.1.31)
et on peut écrire

Pz'oGSI;P,-/o = PGPy + PoGi gfl(gs;g - gi)gi_l GiPj. (5.1.32)
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Maintenant, comme on a fait pour obtenir (5.1.23), si on multiplie (5.1.24) et (5.1.32)
par la droite par Z,, on somme les deux équations résultantes et on multiplie le résultat

par la droite par G+, on trouve
PoGgiGyr = PoGiGi ", (5.1.33)

I’autre identité qui, avec (5.1.23), nous servira & obtenir ’expression de G Sk

Ainsi, si on connait la fonction de Green G; du domaine interne, la fonction de Green
structurelle G_; du domaine externe et la projection sur le domaine de I’interface Ggj
de la fonction de Green du systtme Gz, on peut calculer la fonction de Green entre
n’importe quels points du systeme. Les méthodes de calcul des fonctions de Green des
domaines interne et externe seront présentées aux sections 5.2 et 5.3, on suppose donc ici
que I’on connait ces fonctions de Green. Il reste maintenant a obtenir I’expression de Gy
en fonction des quantités que 1’on connait, soit G;, G_;; et ’hamiltonien du systéme Hg.
On obtiendra cette expression par un développement similaire & celui de la section 4.2.3
dans le cas d’une interface unique, a la différence qu’ici, on doit tenir compte de toutes
les interfaces et obtenir une expression de la forme structurelle G¢;; de la projection de la
fonction de Green sur le domaine de I’interface (composé de toutes les interfaces) et non

de la forme ordinaire Gg de cette projection.

La fonction de Green du systeme est définie par 1’équation
(E-Hg)(P.+ P,)Gs=F. + B, (5.1.34)

ol P, est le projecteur sur le domaine externe, P; est celui sur le domaine interne com-
posé de tous les domaines internes disjoints et P, + P, est donc I'opérateur identité du
systeéme. Avec Z; le projecteur sur le domaine d’interface de la super-cellule [/, en pro-

jetant 1’équation (5.1.34) par la gauche sur le domaine d’interface de la super-cellule
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d’indice 0 et par la droite sur celui de la super-cellule [, on obtient
ToI, = EToGsI, — ToHs P.GsI;, — ToHs P,GsI; . (5.1.35)

L’hypothese de départ de la méthode SGFM est que Hg ne posseéde d’€léments non nuls
qu’entre une couche principale et elle-méme et entre couches principales adjacentes.
Or, dans le cas d’une structure formée de domaines disjoints, comme celle schématisée
dans la figure 5.2, donc dans laquelle les interfaces sont des surfaces fermées, ZoHs ne
posséde d’éléments non nuls qu’avec le domaine Z; ainsi que les couches principales
adjacentes, qui suivent aussi des surfaces fermées, et situ€es dans la super-cellule O.
Dongc, si P,y et Py sont les projecteurs sur les domaines externe et interne de cette super-

cellule, I’équation (5.1.35) peut s’écrire

ToT, = EZyGsI; — IoHs PoGsZ) — ToHs PioGsIy - (5.1.36)

Dans la notation avec les projecteurs, la forme structurelle (5.1.4) d’une fonction de
Green s’écrit

PGPy =Y e* R RGP, (5.1.37)
J

ol P; le projecteur sur un certain domaine (par exemple Z;) de la super-cellule 5. Notons
que, pour que la définition (5.1.37) soit juste, P; est défini de facon 1égérement différente
de P, et P, qui sont des projecteurs tels que définis dans la section 4.2.2. Cette différence
est que la dimension de la matrice résultante apres la projection par P; est celle d’une
seule super-cellule, de sorte que les éléments des matrices etk Fs PyGPj pour les diffé-
rents j s’additionnent, alors que, par exemple, aprés une projection par Fe, la matrice

résultante a la dimension du systéme entier, dans ce cas-ci infini.
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Maintenant, puisque les domaines Z; sont tous disjoints, on a que

Ty, 1=0,
T =4 " (5.1.38)

0, 1#0.

Ayant posé ﬁo = (, en multipliant (5.1.36) par e Bl et en sommant sur [, on obtient

donc, d’apres (5.1.37),

Ty = ELyGg;Zo — ToHs PG gpZo — ZoHs PinG gz Lo (5.1.39)
et, en multipliant cette équation par la droite par gs_ﬁl’

Gop = ETy — ToHs PG G — ToHs PG Gy - (5.1.40) |

Dans cette derniére équation, on a laissé tomber le second projecteur Zy dans les deux
derniers termes de droite puisque ce dernier est compris implicitement dans la matrice
Q;El Les projecteurs P.q et Py sont les mémes que ceux des équations (5.1.13), (5.1.20),
(5.1.24) et (5.1.32) puisqu’ils projettent sur Jes domaines externe et interne d’une seule

super-cellule. Donc, en utilisant les identités (5.1.23) et (5.1.33), on obtient finalement
Gof = EZo — ToHsPeG ;G — ToHsPuGi 67" (5.1.41)

I’équation recherchée.

Le calcul de 1a fonction de Green d’une structure supra-périodique dans deux ou trois
dimensions, qui contient une infinité d’interfaces, prend ainsi la forme d’un probleme a
une seule interface, en supposant qu’on puisse calculer les fonctions de Green G, et
G;. Or c’est justement parce que nous disposons d’une méthode efficace de calcul de

la fonction de Green structurelle G_; que nous avons choisi de résoudre le probleme
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supra-périodique plutdt que le probléme non périodique, la méthode de calcul de G;

étant relativement simple comme on le verra a la section 3.3.

Comme on a fait 2 la section 4.2.3 pour G, on peut transformer 1’équation de g;};
pour la rendre plus facile a utiliser en pratique. Dorénavant, on laissera tomber les in-
dices 0 des projecteurs en assumant qu’ils sont tous associés a une seule super-cellule.
Rappelons que le projecteur sur le domaine de interface est 7 = Z; + Z.. On définit
maintenant D; le projecteur sur la couche principale interne adjacente a Z; et D, le pro-
jecteur sur la couche principale externe adjacente a Z,. L'équation (5.1.41) a la méme
forme que I’équation (4.2.14), donc, en associant les domaines interne et externe aux do-
maines 1 et 2 de la section 4.2.3, le développement qui mene a (4.2.20) est aussi valide
ici. On peut ainsi écrire directement la version plus pratique de (5.1.41). En utilisant la
notation ZHsZ = Hgs, on obtient

G = ET — Hs — I.HsD.G ;G — THsDiGiG; " . (5.1.42)

Nous avons dérivé les équations de la méthode SGFM pour les structures supra-pério-

diques dans deux ou trois dimensions. Il nous manque maintenant, pour pouvoir utiliser

ces équations, les méthodes de calcul des fonctions de Green des domaines externe et

interne. Ces méthodes sont présentées dans les sections 5.2 et 5.3, respectivement.

5.2 Fonction de Green dans une base supra-périodique

Cette section présente les développements qui ménent a 1’équation de la fonction de
Green du domaine externe sous la forme appropriée pour appliquer les équations de la
section 5.1. Il s’agit donc du calcul de la forme structurelle, c’est-a-dire celle de 1’équa-
tion (5.1.4), de la fonction de Green d’un matériau homogene infini. La section 5.2.1

présente le formalisme avec lequel on exprime la fonction de Green dans une base dis-
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créte associée aux atomes du motif du réseau de Bravais du cristal. Les sections 5.2.2 et
5.2.3 présentent ensuite les développements des équations de fonctions de Green dans
des bases supra-périodiques dans une dimension et dans trois dimensions, respective-
ment. Enfin, la section 5.2.4 montre comment obtenir la forme structurelle a partir de ces

fonctions de Green.

Dans les prochaines sections, nous utiliserons le terme maille pour dénoter une maille
primitive du réseau de Bravais du cristal et le terme motif pour dénoter le groupe d’atomes

associé i un neced de ce réseau.

5.2.1 Fonction de Green dans une base irréductible

Supposons un modele dans lequel on utilise des fonctions localisées (ou “orbitales™)
orthogonales pour construire la base discréte avec laquelle on exprime la fonction de
Green. Pour construire, a partir de ces fonctions, une base de fonctions satisfaisant le
théoréme de Bloch, on peut poser une somme de Bloch. avec conditions aux frontiéres

de Born-von Karman, pour chaque atome du motif du réseau de Bravais :

1 o ir
} TZ: k"’w|¢w (5.2.1)

ol N est le nombre de mailles du cristal et

(Flpus) = Gu(T — To5) (5.2.2)

est une “orbitale” située sur le j*™¢ site d’atome de type p du motif. En fait, Y5 et
¢,, sont en général des vecteurs puisqu’on suppose que la base contient plusieurs fonc-
tions, ou types d’orbitales (nous utiliserons le mot “orbitale” par la suite pour dénoter
une fonction de la base). Les éléments de matrice d’un opérateur entre deux sommes

de Bloch telles (5.2.1) sont donc eux-mémes des matrices. On peut toutefois simplifier
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considérablement le formalisme en regroupant dans un méme vecteur les sommes de
Bloch associées aux différentes orbitales de tous les atomes du motif. Pour sa simplicité,
la notation de Dirac sera utilisée pour désigner ces vecteurs, méme s’il ne s’agit pas de
vecteurs d’états. Posons d’abord un vecteur ligne contenant les fonctions associées aux

atomes de la maille d’indice j :

03 = [l6w) 165} - 1oms)] (523

m étant le nombre d’atomes dans le motif. Dans une base a b orbitales par atome, les

vecteurs |¢,,;) sont eux-mémes des vecteurs lignes :

|Gus) = [!cblm | o) - \¢W>], (5.2.4)

oll les |¢;,;) sont les différentes orbitales, centrées sur 1’atome pj, qui servent a cons-
truire la base de sommes de Bloch. On suppose que les fonctions |¢;,;) sont normalisées

et orthogonales, ¢’est-a-dire que (@i Pwp) = 00w dp -

En utilisant cette notation, le vecteur qui contient toutes les sommes de Bloch de la

base s’écrit alors

N
> et [|¢1J e T gy;) ... eiE'F’”|¢>my‘>j|’ (5.2.5)

Jj=1

%IH

ou ﬁj est la position de la maille j, qui coincide avec la position de I’atome d’indice

w = 1, et les 7; sont les positions des atomes de la maille par rapport a ce dernier.
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Maintenant, définissons ce qu’on appellera une matrice de phase comme

1] o 0 |
p®=?FM}: ; . (5.2.6)
0 0 [eF])

Cette matrice est une “super-matrice”, ¢’est-a-dire que ses éléments sont eux-mémes des
matrices de dimension b X b (b : nombre de fonctions par atome). Si I, est une matrice
identité de dimension b b, I'élément |77 est ¢gal a e/¥7i1,. Avec la définition (5.2.6).

I’expression (5.2.5) peut se réécrire

N —
Zk%j) (5.27)

W

La raison pour laquelle on dit que la base représentée par | est irréductible est que
I’ensemble de fonctions {{¢;,;)} avec lequel elle est construite est associ€ a une seule
maille primitive du réseau de Bravais du cristal. On définiera, aux sections 5.2.2 et 5.2.3,
des bases 2 partir d’ensembles de fonctions associées plutot a des super-cellules, c’est-
a-dire a des groupes de mailles primitives, ces bases sont donc réductibles puisqu’elles

utilisent plusieurs fois le méme ensemble de fonctions.

On peut maintenant exprimer la fonction de Green dans la base (5.2.7) :

N N
1 . ,L'-'/. o3 —3
WelGlup) = = DD eF Be P RP(R)(9lGlo)P(R),  (528)
j=1 1=1
ol (¢ est un vecteur colonne de mb éléments qui sont les m vecteurs colonnes (¢,|
contenant les b (¢;.]. (¢:1/G|¢;) est donc une matrice mb x mb qui contient tous les
éléments de G entre toutes les fonctions des mailles [ et j. On montre dans I’annexe B

que G est diagonal par rapport a ket que 'une des deux sommes ajoute simplement un
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facteur NV, on obtient donc
J\ —t - —
(UplGlug) = o G(k =6,;,;Z =R p(E)(60|Gl ;) P(E). (5.2.9)

La barre sur le symbole G(E) sert a différencier cette représentation de la fonction de

Green de celles que 1’on obtiendra dans d’autres bases dans les prochaines sections.

Par exemple si le motif contient deux atomes et qu’on utilise deux orbitales pour

chaque atome, la fonction de Green s’écrit, dans cette base,

10 0 o | [l
G(:'):iei’;(ﬁa—ﬁo) 01 0-'_. 0 (@210 .
=1 0 0 e 0 (@120
00 0 ] [{om]
10 0 0]
01 0O 0
[low) e o) temd] | g |
00 0 eFr
10 0o o0 |
G(E)=iefﬁ-<ﬁrﬁo> o0l
j=1 0 0 e*™2 ¢
00 0 en
<¢110\G’¢1ly> (01101G0215)  (P110/Gld125) (qﬁuo{Glcbzg]) 10 o0 0 |
(0910|G|115)  (D210|Gl@215)  (P210|Gld125) (P210Glazs)| |0 1T O 0
<¢120|G‘¢113> <¢120|G’¢21y> <¢120‘G‘¢123> <¢120|G\¢223> 00 6“3’3 0
| (0220lG115)  (D220]Gld1s)  (D220|Gl12;)  (220]Gldooy) | [0 O O 61133_
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N
— E ezk (R;—
i=1

r~ -

(6110|Gld115) (6110/Goa;) 61";"?2(@110\(;’%23‘) 6iE‘F2<¢110\G1¢22j>
(9210|Glo115) (@210|G|Pa15) €iE'FQ<¢210‘G\¢12j> 6iE'E2(¢2105G\¢22j>
R (0100|Glon1;) e F (0120 Gldars)  (D120|Glbnay) (6120 G b22y)
_e—ik'T2<¢2201G1¢11j> 6_ik'T2<¢220{G\¢21j> (¢220|G|D125) (G2201G | Pa25)
_<¢11‘G¢‘11> <1//11’GW21> Wu,GWlQ} < 111GW22>-
_ (Va1 |GlY1)  (Wa1|Glar) (¥ |Glre)  (¥a1|Glwag) . (52.100)
(Wl|Glvn) (W|Glva) (Y12|Glie) (Y12 Glib)
_(7/122’GW11> (V22| Gltha1)  (¥22|Glo12) <1D22\G|?J22>
ou
1 & o _
i) = Z Wi |bi) s Ty = By + 7, (5.2.10b)

est la 7™ fonction de la base associée a I’atome L.

Maintenant, revenons a ’équation (5.2.9) et multiplions G(k) a droite par P(k)eta

—ik-(Ri=Fo)P([) et intégrons la matrice résultante sur une zone de Brillouin :

/ d3k e—iE-(él—ﬁo)P(
ZB

= / ke FE-RIP(R) Yy F R RIP(E)! (60]Glo; P(R)P(R)
ZB

gauche par e

-

)G(k)P(k)!

By

(5.2.11)

D’apres (5.2.6), P(F)P(k)! = P(k)TP(k) = Iy (Ims est la matrice identité de dimension
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mb x mb), donc, puisque (¢|G|¢;) ne dépend pas de k, (5.2.11) devient

(5.2.12)

= 20 oicion

Q) étant le volume d’une maille primitive du réseau de Bravais. Ainsi, on obtient la ma-
trice de G entre deux mailles du cristal & partir de la représentation de la fonction de

Green dans la base irréductible par

Q
(27)?

(¢olGlor) = / ke FEIPERGEPE)'. (5.2.13)
ZB

ce qui est tout simplement la transformée de Fourier de la matrice (_}(E) Notons que la

présence des matrices de phase est nécessaire pour pouvoir exprimer de fagon compacte

la transformée de Fourier de cette matrice. En effet, puisque les fonctions localisées

utilisées pour construire la base sont centrées sur des sites différents a I’intérieur d’une

maille primitive, les éléments de C(E) n’ont pas tous la méme phase, comme on peut le

voir a I’équation (5.2.10a).

5.2.2 Supra-périodicité dans une dimension

Supposons une couche contenant un nombre entier de fois le motif du réseau de Bra-
vais du cristal et qu’on appellera une “couche élémentaire”. Définissons maintenant une
nouvelle cellule périodique, qu’on nommera “super-cellule” unidimensionnelle (1D),

composée de n couches élémentaires, n €tant tel que le cristal soit invariant sous une
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translation de cette super-cellule. Chaque couche élémentaire est un réseau 2D dont la

hd hd
super-celiule 0 super-cellule 1

Figure 5.3 — Vecteurs d’un réseau supra-périodique dans une dimension. 7, ¥ et U, dé-
finissent la maille élémentaire, ¥, défini la super-cellule 1D et 7,1, = &1 + Fy1; st le
vecteur position d’une maille élémentaire du réseau supra-périodique dans une dimen-
sion.

maille primitive, que nous appellerons “maille €lémentaire”, est définie par deux vec-
teurs 77 et ¥, paralleles au plan de la couche, disons le plan yz, et par un vecteur i,
perpendiculaire a ce plan (figure 5.3). La maille élémentaire a le méme volume que la

maille primitive du réseau de Bravais.

On définit maintenant une somme de Bloch distincte pour chaque couche élémentaire
de cette super-cellule, I’ensemble de ces n sommes de Bloch forme alors une nouvelle
base de fonctions dans laquelle on peut exprimer un opérateur associ€ au cristal. On veut
déterminer ici I’expression de la fonction de Green du cristal dans cette nouvelle base,
mais en fonction de la représentation de la fonction de Green dans la base irréductible
définie a la section 5.2.1. La figure 5.4 représente, en une dimenéion, une chaine de

couches élémentaires regroupées par super-cellules et les fonctions associées a chacune
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d’elles. Les fonctions associées aux n couches d’une super-cellule seront dénotées par
ay; ot u est I'indice d’une couche élémentaire a I’intérieur d’une super-cellule et j,
I'indice de la super-cellule. Dorénavant, sauf spécification autre, le mot “couche” sera
utilisé pour désigner une couche élémentaire.

super-cellule O super-cellule 1 super-cellule j
A A

.
! ] ) { ! I | 1 ! | ] 1 1 ! ) ] ! } |
1 I ! I I 1 I I ! I 1 I

010 020 ... Ono Q1 O21 ... Oni ... Ogj Q25 ... Olnj

Figure 5.4 — Super-cellules et fonctions de la base supra-périodique dans une dimension

Les fonctions «,; sont des sommes de Bloch bidimensionnelles (2D) construites avec
des vecteurs dont les éléments sont les orbitales centrées sur les différents atomes du

motif du réseau de Bravais du cristal, vecteurs que 1’on écrit

|¢ujl>=[|¢1uﬂ> |Poujt) - |¢mujl>i|a (5.2.14)

ol [ est I’indice d’une maille élémentaire a I’intérieur de la couche p de la super-cellule
4 et m est le nombre d’atomes dans le motif. Les |¢,,,;;) sont en fait les vecteurs |¢,;) de
(5.2.3), mais notés de maniére a réfléter la symétrie de la super-cellule, c’est-a-dire que
’unique indice 7 qui représentait une maille primitive est maintenant remplacé par les

indices pj! d’une maille élémentaire.

Afin de construire les sommes de Bloch «,;, on définit une matrice de phase dans le

plan paralle¢le aux couches, c’est-a-dire le plan yz :

1] o 0
()
Py.(R) = 0 7] ) (5.2.15)
|0 0 [e®m]]
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ou & et les pg; sont les composantes dans le plan yz du vecteur d’onde et des vecteurs
position des atomes du motif par rapport a ’atome d’indice 1. Comme pour la matrice
(5.2.6), les éléments de (5.2.15) sont des matrices diagonales de la dimension de la base
associée a chaque atome (b dans la section 5.2.1). On peut maintenant définir les sommes

de Bloch pour chaque couche :

Ny:

)aﬂj"‘i> \/? Ze

Tul |51 Py (R) (5.2.16)

N, étant le nombre de mailles élémentaires de la couche et gy, le vecteur position de

I’atome 1 du motif de la maille élémentaire [ de la couche .

On définit ensuite une matrice de phase dans la direction de supra-périodicité  :

] o0 ... 0
0 [ex=] ... :
P.(x)=| . , (5.2.17)
: . 0
(0 .. 0 [ehan]]

ol x et les z; sont les composantes dans la direction = du vecteur d’onde et des vec-
teurs position des atomes du motif, respectivement. On construit maintenant une somme
de Bloch dans la direction x pour chaque couche yp a I'intérieur de la super-cellule en

utilisant les fonctions |oy;z) :

Nz /n
=XT+ K, (5.2.18)

WM> m Z e | a5 Pa ()
N, étant le nombre de couches dans le cristal (n : nombre de couches dans la super-
cellule) et z,,; la position de la couche d’indice  de la j*™¢ super-cellule. L’ensemble
{[¥,z)} pour p =1, ..., n estla nouvelle base satisfaisant le théoréme de Bloch pour

la supra-périodicité.
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On veut maintenant obtenir I’expression de G dans cette nouvelle base en fonction
de la représentation de G dans la base irréductible (5.2.7), G(E). On obtiendra cette
expression en remplagant, dans I’élément de matrice de GG dans la base (5.2.18), I’élément

de G entre les orbitales |¢,;;) par I’expression (5.2.13), la transformée de Fourier de

G(k).

D’abord, I’élément de matrice de G dans la base (5.2.18), sachant, d’aprés 1’annexe

B, que G est diagonal par rapport a k, s’écrit

Nz/n Ng/n
Cuul) = (alC1,) = 57 D 3 €™ P, () (apor| Glawn) Pal).
ji=1 [=1
qu’on peut réécrire (annexe B)
Ng/n

G (k) = Zezxxuj—m 00 (0| Glowsa) Pa () (5.2.19)

D’aprés 1’équation (5.2.16), I’élément de matrice de G entre deux sommes de Bloch 2D

est

(opor|Glow;z

1 e ) )
> = Ny Zzem (P pﬂm)Pyz("i)T<¢u0mlG|¢ujl>Pyz(/‘é)
Z o m

qui se réécrit (annexe B)

(uox|Glanse) = Y € P=PIPy, (R) (@00 Glwit) Py (R)- (5.2.20)
.

L’élément (¢,00|G|¢.;1) est donné, dans une notation différente, par I’équation (5.2.13).

En faisant la substitution, (5.2.20) devient

(uonlGlawsa) = 55 D & PPy R
l

< / A3k e~ K (o mo)P(E')G(»’)P(n’)*) P,.(R) (5.2.21)
ZB
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oli (—}(E’ ) est la fonction de Green dans la base irréductible (5.2.7) et 7,5 = X,; & + Guji-
Notons que le vecteur d’onde d’intégration k' et le vecteur d’onde de la fonction de
Green dans la base supra-périodique k sont completement indépendants. En substituant

(5.2.21) dans (5.2.19), on obtient

bd Q . L d ~d
— ? ,(Iuj_xu ) SR (Pt — n ) T =T
) = s 0 e R ) P
( / A3k e~ Ton=Tuoo) p (R G(K')P (E’)T) P,.(R)P.(x). (5.2.22)
ZB
Puisque les matrices de phase sont diagonales,
P,.(R)Py(x) = Ps(x)Py.(R) = P(k) (5.2.23)

et avec

x(@v; — Tuo) + K+ (Pt — Puo) = k- (Tuit — Tuoo)s (5.2.24)

I’expression (5.2.22) s’écrit

7 r,,j P Nt
G (k) 27r — Z 1= 700) P(k)
(/ 3K e—iE’-(ﬁ,ﬂ_FuOO P(Z')G(k/) ( ) ) P(E) (5.2.25)
ZB

Notons aussi que P(l_c’)lr = P(—E), on obtient alors, en changeant I’ordre de sommation

et d’intégration et en regroupant les matrices et les facteurs de phase,

Q - _' _ _’ - Aa: ]\?JZ
Gu(x,R) = &3k Pk — B GE)P(k — k) iR=F")-(Fyji=T0)
B (Xa H) (27T)3 /ZB ( ) JZI ;6

(5.2.26)

Maintenant, si on note ¥, = ni, (voir la figure 5.3) le vecteur définissant la super-
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cellule dans la direction z, le vecteur position d’une maille élémentaire [ a I’intérieur de

la couche v de la super-cellule j s’écrit

Flljl = FUO + .717:): + p:l
= FI/O + ]’l_fm + 5171 + tUQ (5227)

=Ty + Tjst = Tujst

oll 7, est le vecteur position, par rapport a 1’origine de la super-cellule d’une maille
élémentaire de la couche v (figure 5.3). L’indice [ de la maille élémentaire est remplacé
par les entiers s et ¢, les composantes selon ¢ et U, de py;. De plus, si N; et Ny sont les
nombres de mailles élémentaires d’une couche dans les directions de 27 et v5 respective-

ment (N; Ny, = N,;), la somme de (5.2.26) s’écrit

Ny N1 N2

G = E-F) (Fro=To) YY°% g E=F) st (5.2.28)

j=1 s=1 t=1

Maintenant, puisque 7o est le vecteur position d’une maille arbitraire, plutdt que de
choisir, comme bornes de sommation, j = 1, ..., IV, par exemple, on peut prendre
j=—-N,/2, ..., (N;/2—1) et de méme pour s et t. Ensuite, si on prend IV, N et Ny

comme étant infinis, S devient

§ = eF-F)Fao) 3 RO, (5.2.29)

D’aprés I’annexe C, la somme de S est un réseau de deltas de Dirac dont les points
sont les vecteurs (E - E’) éléments du réseau réciproque associ€ a la cellule définie par

71, U, et U, et que nous appellerons la super-cellule 3D. Si K 1 I?Q et 1?3 sont les vecteurs
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de base de ce réseau réciproque, d’apres (C.4), on obtient

2 3 M AN - s - b -~y - — - —
S = (Qﬂ e!k=k) (Tro 7o) Z ok — k' — Kpgr) Kpyr = Ky +qKy + 1 K3,
sc P oo
(5.2.30)
ol (2g¢ est le volume de la super-cellule 3D.
Maintenant, en substituant S dans 1’équation 5.2.26, on obtient
o Q ST TN m = g - - - - -
Gu(k)= =— [ &k **r T pk — )Gk Pk — k)
Qsc JzB
o0
> k- F = Ep), (5231
g r=—xx

oll 7,0 a été noté simplement 7,. La super-cellule 3D est composée d’exactement n
mailles élémentaires. Puisqu’une maille élémentaire a le méme volume que la maille
primitive du réseau de Bravais, on a donc que Qg¢ = nfl. Finalement, I’élément de la

fonction de Green entre les couches u et v de la super-cellule s’écrit

ad 1 T TN (= = — —_ = — —
Gu(k) = —/ &k e F R =T Pl — KT G(K)P(k — E')
nJze
Yo k- K - Kp) (52.32)
p,gq,r=—00
ou
~ 1 k—r T
G (k) = — ™" P(k)!
n
(/ Bk e F I pENGRIPERY Y 5(12-12’—&,,,)) P(k). (5.2.33)
ZB D,q,r=—00

La somme de deltas de Dirac dans (5.2.32) et (5.2.33) décrit le réseau réciproque de la

super-cellule, mais centré sur le vecteur d’onde k. Pour la suite on utilisera I’acronyme
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RR-SC-k pour dénoter ce réseau réciproque. Donc 1’équation (5.2.33) indique que la
fonction de Green dans la base supra-périodique, entre les couches y et v et fonction
de k, est la transformée de Fourier de la fonction de Green dans la base irréductible,
multipliée par le RR-SC-k. Puisque I'intégrale d’une fonction multipliée par un delta
de Dirac est cette fonction évaluée a I’emplacement du delta, il s’agit simplement de
la somme de (_}(E’ ), multiplié par les matrices et le facteur de phase, sur les points du
RR-SC-k situés a I’intérieur d’une zone de Brillouin associée au réseau de Bravais du
cristal. Si on note K un vecteur du réseau réciproque de la super-cellule 3D, le vecteur
d’intégration K prend alors les valeurs k + K situées dans une zone de Brillouin et

(5.2.32) se réécrit (“tq” signifie “tel que”)

G (k) = % S Wig e BOWPR)G(E+ K)P(R) (5.2.34)

ou Wr_ - est le poids associé au vecteur k + K et est inférieur 2 1 lorsque ce vecteur est
sur la frontiére de la zone de Brillouin car le point qu’il désigne appartient a plusieurs
zones, mais 1’intégrale (5.2.33) se fait sur une seule zone. Par exemple, si k + K est
situé sur un seul des plans définissant la frontiere, W - = 1/2 et §’il est situé sur
I’intersection de plusieurs plans, il sera alors inférieur & 1/2 et égal 4 la fraction du point
en question appartenant a une zone de Brillouin. Remarquons toutefois que lorsqu’un
delta est sur point de la frontiére, il y a toujours d’autres deltas situés sur des points de la
frontiere équivalents 2 ce dernier de sorte que la somme de tous leurs poids soit égale a
1 et de maniére 2 ce que la somme (5.2.34) se fasse toujours, pour une super-cellule de n
couches élémentaires, sur n points de poids 1 au total. La raison de cela est que le volume
de la super-cellule 3D est exactement n fois celui de la maille primitive du réseau de
Bravais du cristal et donc la zone de Brillouin de ce dernier contient exactement n zones
de Brillouin associées a la super-cellule 3D. Cela nous assure de plus que la densité

d’états totale, ¢’est-a-dire intégrée sur le vecteur d’onde, est conservée.
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Un nom qui décrit bien la transformation (5.2.34) est celui de transformée de Fou-
rier “partielle”. En effet, contrairement a une transformée de Fourier ordinaire qui sert
a passer de I’espace réciproque & 1’espace réel, cette transformation, en passant d’une
base associée a une maille primitive du réseau de Bravais vers une base associée a une
super-cellule, introduit une plus grande dépendance sur I’espace réel, ¢’est-a-dire la dé-
pendance sur les couches de la super-cellule, tout en conservant une dépendance sur
I’espace réciproque, par le vecteur d’onde k, dont les valeurs possibles sont situées a
’intérieur de la zone de Brillouin associée a la super-cellule 3D. Il est clair que la dimen-
sion de cette derniere dans la direction de supra-périodicité (disons x) diminue lorsque
la taille de la cellule augmente, jusqu’a ce que la zone de Brillouin devienne simplement
bidimensionnelle dans le plan des couches lorsque la super-cellule contient un trés grand
nombre de ces derniéres. Le réseau réciproque est alors continu dans la direction z et

(5.2.34) est alors une transformée de Fourier “complete” dans cette direction.

Les figures 5.5 et 5.6 montrent les mailles ainsi que les zones de Brillouin originale et
finale pour une transformation vers une base supra-périodique dans la direction [100] (de
la maille cubique) de la fonction de Green d’un réseau cubique-a-faces-centrées (CFC).
Si on pose une super-cellule 1D dans cette direction de la structure CFC, la super-cellule
3D résultante est tétragonale et ses vecteurs de base dans le plan yz sont deux vecteurs

perpendiculaires tournés de 45° par rapport aux directions y et z indiquées sur les figures

5.5et5.6.

L’équation (5.2.34) s’explique en fait de fagon assez simple : en sommant la fonction
de Green sur le réseau réciproque de la super-cellule tout en annulant la différence de
phase entre les points, c’est-a-dire en multipliant (_}(E +K ) par les matrices et le facteur
de phase, on fait en sorte que ces points de 1’espace réciproque deviennent des points
équivalents pour la fonction résultante. En effet, en ajoutant un certain vecteur du réseau
réciproque de la super-cellule K au vecteur d’onde £, la fonction de Green résultante est

exactement la méme puisque les points de sommation ne changent pas.
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(b)

Figure 5.5 — Mailles CFC et tétragonale. (a) maille primitive du réseau CFC et (b) super-
cellule 3D & laquelle est associée la base supra-périodique 1D dans la direction [100] (de
la maille cubique)
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k, [001] )
, [001]

k [100]

(a) (b)

Figure 5.6 — Zones de Brillouin des réseaux CFC et tétragonal. Zones de Brillouin (a)
du réseau CFC et (b) du réseau supra-périodique tétragonal auquel est associée la base
supra-périodique 1D dans la direction [100] (les directions sont en fonction des vecteurs
de la maille cubique)

On a montré dans cette section, avec une super-cellule 1D, le principe de la transfor-
mation de la fonction de Green dans la base irréductible pour obtenir la fonction de Green
dans une base supra-périodique. Toutefois, les cas qui nous seront utiles en pratique sont
ceux des super-cellules 2D et 3D car la méthode décrite a la section 5.1 s’applique aux
structures supra-périodiques dans deux ou trois dimensions. La section suivante présente
le développement général pour une supra-périodicité dans trois dimensions, qui inclut
en fait les trois types de supra-périodicité. Ce développement est trés similaire a ce que
nous venons de présenter puisque, comme on a pu le constater, le développement général

est en trois dimensions méme pour une super-cellule 1D.
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5.2.3 Supra-périodicité dans trois dimensions

On fait ici le développement général pour une supra-périodicité dans trois dimensions
et on verra que les cas unidimensionnel et bidimensionnel sont des cas particuliers du cas

tridimensionnel (3D).

Supposons une super-cellule 3D définie par les vecteurs 3, ¥ et ¥3. Comme on a
défini la couche élémentaire dans le cas 1D, on définit ici une “cellule élémentaire” de
sorte que la super-cellule soit composée de n1, ny et n3 cellules €lémentaires dans les
directions respectives ¥y, U, et ¢3. On définit cette cellule de mani€re a ce que son vo-
lume soit égal a celui d’une maille primitive du réseau de Bravais, mais on choisit les
trois vecteurs qui la définissent, disons 7, is et @3, comme étant paralléles a 7y, ¥ et U3,
respectivement. La définition des @; n’est toutefois pas unique, la seule restriction étant
que le cristal demeure invariant sous une translation d’un des vecteurs ¥; = nyi; de la
super-cellule. Notons que la position des atomes a I'intérieur de deux cellules €élémen-

taires différentes n’est pas nécéssairement la méme.

Pour un cristal avec N7, N5 et N5 cellules élémentaires dans les directions de 77, ¥
et ¥, avec conditions aux frontiéres de Born-von Karman, un vecteur somme de Bloch

de la base supra-périodique s’écrit

Ni/ny Na/ng Na/ng

! KT rip | A 7
A i o3 X ForlomP® 6239

ninang

oll /I est un vecteur contenant les indices d’une cellule élémentaire dans la super-cellule,
les |@z;ip) sont les vecteurs contenant les orbitales centrées sur les m atomes du motif

contenu dans la cellule jijlp, ¢’est-a-dire

|¢ﬁﬂp>=[!¢mﬂp> |Pogjip) - - - 1¢mﬁjlp>], (5.2.36)
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ol |¢zi1p) €St un vecteur contenant les différentes orbitales (fonctions de la base) asso-

ciées a I’atome ~y du motif. Le vecteur 7, est donné par
Tajlp = Tg + J01 + U2 + pUs, (5.2.37)

oll 7z est le vecteur position de 1’atome d’indice 1 du motif de la cellule élémentaire i
par rapport a I’origine de la super-cellule. Quant a P(E) il s’agit de la matrice de phase
contenant les facteurs de phase, par rapport a la position de ’atome 1, des fonctions
associées aux atomes du motif, soit la matrice de phase donnée par (5.2.6). S’il y a
b fonctions de base par atome et m atomes dans le motif, P(E) est alors une matrice

mb x mb. La fonction de Green dans la base (5.2.35) est

. Ni/n1 Na/na N3/n3 .
k)= (WglGlm) = Y Z Z e it =T P(E) (py20] G| Sty ) P (R)
e (5.2.38)

ol on a déja fait les simplifications décrites dans ’annexe B. D’apres (5.2.13), on a

G (

Q P e o= oo
<¢/30‘G’¢17jlp> = WLB >3k e k" (7 E)P(k’)G(k’)P( J)T (5.2.39)

et (5.2.38) devient, aprés inversion de 1’ordre d’intégration et de sommation,

Gs(k) = (22)3 /ZBdsk/p(E)TP(E/>G(E/)P(E/)TP(E)

Ni/n1 Na/na N3/ns

En regroupant les matrices de phase et en sortant de la somme le facteur qui ne dépend
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pas de j, [ et p, on obtient

H
[

-

= VGE)PGE- 7)

N1/n1 Na/na ]\73/713

Z Z Z ei(E—E')-fﬂp’

L

Ga(

o

ol Fjlp = j’l?l + l’l?g + p’[fg . (5240)

Comme on a vu a la section précédente et d’apres 1’annexe C, avec Ny, Np, N3 — o0,
la somme de (5.2.40) représente, pour k', le réseau réciproque de la super-cellule centré

sur k (RR-SC-k). Avec K 1 1%2 et ]?3, les vecteurs de base de ce réseau réciproque, on

obtient
= Q . T = = - - - = - -
Golk) = g— | &K e F=F) T=TIp(f — KNIG(K)P(k — k')
SC JzZB
o
> dk—k - R,
7,8,t=—00

ot Ko =rK,+sKy+tKs. (5.2.41)
En notant que Qgc = ningns§, cette équation peut s’écrire

- 1 o . N - .
Gpo(k) = ST Weg e FETIPR) G+ K)P(K)T. (5.242)

Le cas d’une super-cellule 2D est équivalent a une super-cellule 3D qui ne contient
qu’une seule cellule élémentaire dans la direction d’un des vecteurs, disons @, néces-
sairement perpendiculaire aux deux autres vecteurs. Notons que, dans ce cas, le vecteur
d’indices [ est associé a une “chaine élémentaire”, c’est-a-dire une chaine de cellules
élémentaires parallele a ;. Quant a la super-cellule 1D, elle est équivalente a une super-

cellule 3D dont la dimension est d’une seule cellule dans les directions ¥; et ¥, perpen-
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diculaires a la direction de supra-périodicité.

5.2.4 La forme structurelle

Pour appliquer la méthode SGFM aux structures supra-périodiques, la fonction de
Green doit étre sous la forme structurelle, donnée par ’expression (5.1.4), ou ffl est
le vecteur position de la super-cellule d’indice I. Dans cette expression, les éléments
de G sont donnés en fonctions de vecteurs 7 dans un espace qui peut étre continu ou
discret, on peut donc définir la forme structurelle lorsque G est exprimé dans une base
de fonctions localisées dans un espace discret. On doit distinguer ici les cas 1D, 2D et
3D. D’abord, en 1D, la forme structurelle de G s’exprime en fonction des €léments de G
entre les sommes de Bloch bidimensionnelles (5.2.16) et donnés par 1’équation (5.2.20).

En utilisant la méme notation que dans la section 5.2.2, 1a forme structurelle en 1D s’écrit

Nz /n
GUP (v, k) = Z X% (02| Glawz) (5.2.43)

j=1
ol z; est la position de la super-cellule j. Or la position z,,; de ’expression (5.2.19) peut
s’écrire z,,; = x, + x;, Ol T, est la position de la couche v par rapport a I’origine de la
super-cellule, on peut donc écrire T; = z,; — T, = Tyj; — Ty — (z, — z,). En multipliant
par P,(x)P.(x)" = Ly (m : nombre d’atomes dans le motif, b : nombre de fonctions

par atome) a gauche et a droite de (5.2.43), on obtient

Gar (1, v, ) = =X 0P, ()
Nz/n

3~ ex@smmIP () (@0l Glowz)Pa(x) | P2(X)T, (5.2.44)
j=1
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ce qui peut s’écrire, d’apres (5.2.19),
)P (x)". (5.2.45)

Le facteur et les matrices de phase de cette équation ont pour effet d’annuler les phases
internes & la super-cellule dans la direction de supra-périodicité, la différence entre la
forme structurelle et la représentation dans une base supra-périodique de la fonction de

Green est donc seulement ces facteurs de phase.

On peut déduire les expressions des formes structurelles 2D et 3D par analogie avec
(5.2.45). On notera les symboles représentant ces expressions avec un indice e pour
indiquer qu’il s’agit des formes appropriées de la fonction de Green du matériau du
domaine externe pour appliquer le calcul SGFM au structures supra-périodiques dans

deux et trois dimensions. D’abord, la forme structurelle en 2D est
GPP) (i, 7, k) = e F T TRP(R) Gas(k) P(R)T, (5.2.46)

ol % est la composante du vecteur d’onde dans le plan de supra-périodicité. Finalement,
pour obtenir la forme structurelle en 3D, les phases internes a la super-cellule doivent

étre annulées dans toutes les directions, on obtient donc

GBD)(7, 7, k) = e~ FF =T P(K) G (k) P(K)T. (5.2.47)

Pour une super-cellule 2D, on pourrait croire qu’il n’y a pas de différence de phase
entre deux chaines élémentaires dans la direction parallele a ces dernieres puisque la
super-cellule ne contient qu’une seule cellule élémentaire dans cette direction, ce qui
n’est toutefois pas le cas en général. En effet, il y a d’abord une différence de phase
dans cette direction entre les différents atomes du motif a I’intérieur d’'une méme cellule

élémentaire. Ensuite, la position des atomes n’est pas la méme en général a I’intérieur des
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différentes chafnes de la super-cellule, ce qui introduit aussi une différence de phase dans
la direction des chalnes entre des chaines différentes. Par exemple, pour une structure
CFC pour laquelle on prend le plan de supra-périodicité comme parallele aux directions
[100] et [010] de la maille cubique, si a est le paramétre de maille, les atomes de deux

chaines adjacentes sont décalées de a/2 dans la direction [001].

Maintenant que nous savons comment calculer la fonction de Green du domaine
externe, il ne manque, afin de pouvoir appliquer un calcul SGFM tel que décrit dans la

section 5.1, que la méthode de calcul de 1a fonction de Green du domaine interne.

5.3 Fonction de Green du domaine interne

On a vu dans la section 5.1 que la fonction de Green du domaine interne G; néces-
saire au calcul de la fonction de Green du systéme est simplement une représentation
de la fonction de Green du matériau de ce domaine dans une base completement loca-
lisée (dans les directions ol on applique le calcul SGFM). Il peut s’agir en fait de deux
fonctions de Green différentes, soient celle du matériau infini ou celle du matériau tron-
qué. La fonction de Green du matériau tronqué est celle d’un agrégat d’atomes (ou de
chaines) isolé, autrement dit d’une super-cellule finie non périodique, dont la taille est
au moins celle du domaine interne de la structure, de sorte qu’on puisse y “découper” un

domaine identique au domaine interne.

Nous avons déja mentionné que le calcul de la projection de la fonction de Green du
matériau infini sur une base complétement localisée est treés difficile, la méthode la plus
efficace pour obtenir G; est donc celle du matériau tronqué. Cette méthode consiste a
écrire la matrice Hamiltonien H; d’un agrégat isolé (il est important qu’il n’y ait pas de

conditions aux frontiéres périodiques) qui peut étre identique au domaine interne (c’est
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ce qui est le plus rapide a calculer) et de calculer la fonction de Green par I’équation
G;= (EI-H;)*. (5.3.1)

Cette méthode est schématisée sur la figure 5.7. On peut se convaincre que cette fonc-
tion de Green est parfaitement valide pour le calcul SGFM en prenant connaissance du

“theorem of arbitrary extended pseudo-media” qu’on trouve dans la référence [1].

Gi=(E-H))"

Figure 5.7 — Fonction de Green du domaine interne

Si le probléme a résoudre est bidimensionnel, ¢’est-a-dire qu’on veut calculer la fonc-
tion de Green d’une hétérostructure unidimensionnelle, la matrice H; est composée des
éléments de I’Hamiltonien entre chaines atomiques. Pour un modele avec interactions a
courte portée, on construit la matrice H; simplement en y plagant, pour chaque chaine, les
éléments de I’'Hamiltonien avec ses chaines voisines. La section A.4 présente un exemple
de construction d’Hamiltoniens entre des chaines atomiques orientées dans la direction

[001] d’un semi-conducteur III-V.
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5.4 Résumé de la méthode de calcul

Pour terminer ce chapitre, résumons les étapes du calcul de la forme structurelle de
la fonction de Green d’une hétérostructure supra-périodique 1D, c’est-a-dire un réseau

périodique de fils, ou 0D, un réseau périodique de boites.

D’abord, d’apres le développement des équations de “surface Green’s function mat-
ching” pour ces deux types d’hétérostructures fait dans la section 5.1, on doit avoir,
pour le domaine externe, la forme structurelle de la fonction de Green du matériau de
ce domaine et, pour le domaine interne, une fonction de Green dans une base de fonc-
tions complétement localisées. La partie principale du calcul de la fonction de Green
du systéme est le calcul de sa projection sur le domaine d’interface G, dont I’inverse
est donnée par 1’équation (5.1.42), et qui nous renseigne sur le spectre du systeme en
donnant la densité d’états dans le domaine de I’interface. Rappelons que ce domaine est
composé d’une couche principale de chaque c6té de I’interface, donc d’une couche prin-
cipale du domaine interne et d’'une du domaine externe. Les éléments de la fonction de
Green G; (ou G_;) dans (5.1.42) sont (1) sa projection sur la partie interne (externe) du
domaine de I’interface Z; (T.) et (2), ses éléments entre le domaine adjacent interne D;
(externe D,) au domaine de I'interface et le domaine Z; (Z.). Pour le domaine externe
ces €éléments sont obtenus par la transformée de Fourier partielle (5.2.42) ainsi que I’'une
des équations (5.2.46) ou (5.2.47), pour les supra-périodicités 2D et 3D respectivement,
pour obtenir la forme structurelle. Quant aux éléments de G;, la méthode 1a plus efficace
pour les obtenir est le calcul de la fonction de Green d’un agrégat isolée (dans le vide)
identique au domaine interne par I’équation (5.3.1). Un fois les éléments de G; et G,;
présents dans (5.1.42) calculés, les autres objets de cette €quation, soit les projections
de I’Hamiltonien du systéme Hg sur le domaine de I’interface et entre les domaines ad-

jacents a ce domaine et ce dernier, s’obtiennent par simple construction (voir section

A4).
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Lorsque la projection de G sur le domaine de I'interface est obtenue en inversant
la matrice (5.1.42), on peut obtenir n’importe quel élément de G a I'intérieur de la
super-cellule a ’aide des équations (5.1.13), (5.1.20), (5.1.24) et (5.1.32). Notons que,
dans le cas du domaine interne, si une inversion conventionnelle a été effectuée, tous
les éléments de G; sont déja calculés. D’autre part, les projections de G_; nécessaires
pour obtenir un €lément donné de Gg;; avec (5.1.13), (5.1.20) ou (5.1.24) sont obtenues

a nouveau par (5.2.42) et (5.2.46) ou (5.2.47).



89

Chapitre 6

Exemple d’application : structure
électronique d’un réseau de fils

quantiques

Nous présentons dans ce chapitre les résultats du calcul de la structure électronique,
au point I" de la zone de Brillouin, d’un réseau supra-périodique de fils de section rectan-
gulaire de GaAs orientés dans la direction [001] dans une matrice de AlAs. La figure 6.1
montre un schéma de la section transversale d’une période de la structure. La dimension
du fil est de 16 x 8 chaines €lémentaires (45,2 x 22.6 A?), c’est-a-dire des chaines de
couples cation-anion, et la dimension d’une période, ou super-cellule, de la structure est
de 60 x 60 chaines élémentaires (169,6 x 169,6 AQ) . Le calcul a été effectué avec un
Hamiltonien de liaisons fortes dans une base sp3s* avec interaction entre plus proches
voisins [29] et interaction spin-orbite [30] (voir sections A.3 et A.4). Les parametres
des Hamiltoniens sont tirés de la référence [31]. Dans le calcul, la couche principale est
choisie comme composée d’un nombre entier de chaines élémentaires, il en est donc de

méme pour le domaine de I’interface. Le maximum de la bande de valence de GaAs a été
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fixé 2 0,513 eV au dessus de celui de AlAs et, comme le GaAs et le AlAs ont des para-

meétres de maille presque identiques, on n’a supposé aucune contrainte dans le systéme.

60

Figure 6.1 — Section transversale d’une période du réseau de fils quantiques. Les dimen-
sions sont données en nombre de chaines élémentaires.

Dans la description des résultats, nous parlerons en général d’une seule période du
systéme, donc du fil plutdt que des fils, en sachant que ce dernier est répété périodique-

ment, 3 moins que nous discutions des interactions entre les fils de périodes adjacentes.

Nous présentons dans la premigre section les résultats pour la bande de valence, dans
laquelle on trouve un grand nombre d’états liés au fil comme on pourra le voir par le
spectre de densité d’états dans le domaine de 1’interface obtenu a partir de la projection
sur ce domaine de la fonction de Green du systéme. Les distributions de densités d’états
locales dans la région du fil seront ensuite présentées pour ces états liés ainsi que pour
deux exemples d’états délocalisés. Nous aborderons aussi le sujet des contributions des
différentes fonctions de la base aux états liés, en présentant ces contributions dans le
domaine de I’interface pour deux de ces états. Dans la bande de conduction, on ne trouve
aucun état i€, ce qui est reli€ au fait que AlAs ait une bande interdite indirecte. Nous
discuterons plus en détails de ce résultat ainsi que d’autres observations en présentant les

spectres de densité d’états dans les parties interne et externe du domaine de I’interface.
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6.1 Bande de valence

La figure 6.2 montre la densité d’états, dans la bande de valence, de la partie in-
terne, ¢’est-a-dire du c6té du GaAs, du domaine de I'interface du fil. Il s’agit en fait de
la moyenne des densités d’états locales (voir équations (4.1.19) et (4.1.21)) de toutes

les chaines de ce domaine. Les maxima des bandes de valence du AlAs et du GaAs
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Figure 6.2 — Densité d’états du fil quantique dans la bande de valence. Il s’agit de la
densité d’états (calculée a I') sur la partie interne (GaAs) du domaine de I’interface du
fil. Les lignes verticales indiquent les positions des maxima des bandes de valence du
AlAs et du GaAs 4 0,017 eV et 0,53 eV respectivement.

(des paramétres fixes dans le calcul), respectivement a 0,017 eV et 0,53 eV, sont aussi
indiqués sur le graphique. Nous ne présentons pas ici la densité d’états du domaine ex-
terne de I’interface puisqu’elle est pratiquement identique a celle du domaine interne, la

différence étant uniquement une intensité des pics plus faible dans le domaine externe.
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Notons que, d’apres 1’équation (4.1.22), I’amplitude de la densité d’états dans les calculs
numériques dépend de la valeur de la partie imaginaire € choisie, la valeur numérique de
I’amplitude n’est donc pas significative et c’est I’aire sous la courbe qui est importante,
c’est pourquoi nous avons indiqué les amplitudes de densités d’états en unités arbitraires

(les unités sont en réalité des eV™1).

On distingue trés bien sur la figure 6.2 le spectre discret des états liés entre les
maxima des bandes de valence (MBV) de la barriére (AlAs) et du fil (GaAs) ainsi qu'un
continuum d’états aux énergies plus faibles que le MBYV de la barriére, qui correspond a

des états délocalisés. En tout, on compte 14 niveaux discrets dans la bande de valence.

Nous avons calculé les distributions de densités d’états locales dans la région entou-
rant le fil de tous les états de valence liés. Ces distributions sont présentées dans la figure
6.3 pour une région de 28 x 18 chaines autour du fil. Chaque couple d’indices repré-
sente une chaine élémentaire et la teinte d’une surface carrée unitaire est déterminée par
I’interpolation linéaire des densités d’états des quatre chaines a ses coins. On remarque
d’abord que ces états sont trés bien localisés dans la région du fil, ce a quoi on s’attend
des états dont les énergies sont a I’intérieur de la bande interdite du AlAs. En fait, s’il y
avait des interactions entre les états localisés de fils de périodes adjacentes, les densités
d’états locales ne seraient pas nulles a 1’extérieur du fil, la période est donc assez grande
pour qu’il n’y ait pas de telles interactions. On remarque aussi que, lorsque 1’énergie
de confinement des états augmente (lorsque leur énergie diminue en valeur absolue), la

région de localisation s’élargit.
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indices correspondent a des chaines élémentaires. La section du fil est définie par les
indices 4 & 19 dans la direction [100] et 4 2 11 dans la direction [010]. Les densités
d’états sont en unités arbitraires.

Il est pertinent de mentionner ici que, dans le modele de liaisons fortes empirique

que nous avons utilisé, les fonctions de la base ne sont pas définies explicitement (voir

I’annexe A.2). Pour cette raison la résolution spatiale maximale du modele est 1a position

des atomes. Par exemple on peut obtenir la densité d’états associée a une des fonctions de

la base (une orbitale) centrée sur un atome donné, mais on ne peut pas obtenir de densité

d’états ayant une variation spatiale dans la région occuppée par cette orbitale (celle qu’on
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obtient est une densité d’états par unité d’énergie seulement et non par unité d’énergie
et de volume). Donc en observant les distributions de densités d’états de la figure 6.3,
on doit garder en téte qu’il y a en réalité des variations spatiales complexes de la densité
d’états a ’intérieur de chaque surface carré unitaire (représentant la densité d’états d’un
couple cation-anion). Ainsi, méme si les états a 0,4 eV et 0.354 eV ont des distributions
de densités d’états trés semblables lorsque observées avec une résolution atomique, on
peut expliquer que ces états soient orthogonaux par le fait que leur fonctions propres as-
sociées soient des combinaisons linéaires distinctes d’orbitales atomiques, combinaisons

elles-mémes orthogonales dans chaque région occupée par un atome.
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Figure 6.4 — Indices des chaines élémentaires du domaine interne de I’interface

Pour analyser les profils de densités d’états locales de la figure 6.3, on peut les compa-
rer avec ceux des états d’un puits rectangulaire avec des barriéres infinies. Les différents
modes d’un tel puit ont des profils sinusoidaux (au carré pour les densités d’états) dans
chaque dimension. Si on donne le qualificatif de “modes purs” a des modes dont le profil
de densité d’états est similaire a ces modes sinusoidaux, on constate en observant la fi-
gure 6.3 que les profils de densités d’états locales des états li€s de la bande de valence ne
correspondent pas, a I’exception des deux premiers états, & des modes purs. En général,

ils ressemblent plutdt & des combinaisons de plusieurs modes.
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Figure 6.5 — Contributions des orbitales p a la densité d’états. Ces contributions sont
celles des chaines du domaine interne de I’interface pour (a) le troisieéme état lié et (b)

le quatriéme état lié. La position dans I'interface des chafnes 1 a 44 est indiquée sur la
figure 6.4.

Une autre information que 1’on peut obtenir de la fonction de Green est la répartition

des contributions des différentes fonctions de la base a la densité d’états locale. Cette
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répartition nous renseigne sur la symétrie des états propres et est donc déterminante pour
les propriétés optiques et €lectriques du systeme. On peut, par exemple, déterminer les
régles de sélection des transitions optiques du systéme a partir de cette information en

utilisant la théorie des groupes.

En observant les contributions des orbitales p,, p, et p, aux densités d’états sur les
différentes chaines du domaine interne de 1'interface, on peut distinguer des groupes de
maxima possédant des répartitions distinctes de ces contributions. La figure 6.5 montre
les contributions de ces trois types d’orbitales pour les troisieme et quatrieéme états li€s,
respectivement, en fonction d’un indice de chaine élémentaire dans le domaine interne
de I'interface. La position d’une chaine sur ce domaine en fonction de son indice est
indiquée 2 la figure 6.4. La contribution des orbitales s étant trés faible dans cette région

de la bande de valence, elle n’a pas été incluse dans les graphiques.

Pour le troisiéme état 1ié, on constate sur la figure 6.5(a) qu’autour des chaines 15
et 37, ’orbitale dominante est p, alors que cette derniére a la plus faible contribution
ailleurs. D’apres la figure 6.3(c), ces chaines correspondent aux deux régions (haut et
bas du fil sur la figure) de I’interface situées entre les maxima principaux. En observant
attentivement cette figure, on constate qu’il y a en fait des points de selle pres de I'inter-
face a ces endroits, il semble donc y avoir deux “seconds modes” couplés a cette €nergie,
dont I'un a ces maxima alignés dans la direction [100] et est composée majoritairement
d’orbitales p,, et p, et I'autre a ces maxima alignés dans la direction [010] et est composé
surtout d’orbitales p,. Sur la figure 6.3(d), on observe cette fois quatre maxima et en
observant la figure 6.5(b) on remarque aussi un changement de contributions des orbi-
tales entre les maxima alignés dans la direction [100] et ceux alignés dans la direction
{010]. Toutefois, dans ce cas, la contribution des orbitales p, est la méme pour ces quatre

maxima et ¢’est le caractére dominant des orbitales p, et p, qui change.

Les profils de contributions des orbitales p du domaine interne de I'interface pour

tous les états liés de la bande de valence sont présentés dans 1’annexe D. On constate en
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observant les profils a partir du cinquieme état lié (pour les valeurs absolues descendantes
de I’énergie) qu’ils présentent tous des caractéristiques similaires a 6.5(a) et 6.5(b), ¢’est-
a-dire que les maxima dans la distribution de densités d’états locales se séparent en
groupes dont la répartition des contributions des orbitales est distincte pour chacun et

ces groupes de maxima ressemblent plus ou moins a des modes purs.

10 20 30 40 50 60
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Figure 6.6 — Distribution de densités d’états locales d’un état délocalisé résonant du fil
quantique. Cet état est situé a ’énergie —0,013 eV sur le spectre de la figure 6.2. La
densité d’états est en unités arbitraires.

Dans un semi-conducteur massif et dans les puits quantiques plans, on peut associer
le caractére “trou lourd” (J = 2, J, = +2) ou “trou léger” (J = 2, J, = £3) 2 un état
de la bande de valence en notant 1’absence ou la présence, respectivement, de contribu-
tion des orbitales p, a sa densité d’états. Or, puisque la répartition des contributions des
orbitales p, dont p., varie en fonction de la position dans la section du fil, il n’est pas
possible d’associer ce caractére aux états du fil. D’apres la littérature ([15], [25] et voir

aussi les résumés dans la section 2.4) ce couplage entre les bandes de “trous lourds” et
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de “trous légers” est une caractéristique des fils quantiques.

Pour terminer avec la bande de valence, nous présentons deux exemples de distri-
butions de densités d’états locales dans une période compléte du systéme pour des €tats
délocalisés, c’est-a-dire dont les énergies sont dans le continuum situé sous le MBV de

la barriére.
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Figure 6.7 — Distribution de densités d’états locales d’un état délocalisé du fil quantique.
Cet état est situé a I’énergie —0,047 eV sur le spectre de la figure 6.2. La densité d’états
est en unités arbitraires.

La distribution de densités d’états de la figure 6.6 est celle al’énergie £ = —0,013eV
qui correspond au maximum du spectre continu de la figure 6.2. Comme on peut le
constater sur cette figure, en choisissant ce maximum on a choisi un état ayant une forte

résonance a I’intérieur du fil et surtout pres de I’interface.

Nous avons aussi calculé la distribution de densités d’états locales a I’énergie du

minimum du spectre continu de la figure 6.2, c’est-a-dire 8 E = —0,047eV. On peut
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voir cette distribution de densités d’états sur la figure 6.7. Cette fois, on constate qu’on a
choisi un état ayant une faible densité d’états partout (on peut comparer les échelles des
barres de teinte des figures 6.7 et 6.6 et ces dernieres avec celle de la figure 6.3) et dont

I’amplitude est encore plus faible dans une certaine région autour de I’interface.

6.2 Bande de conduction

Les spectres de densité d’états, dans la bande de conduction, des domaines interne et
externe de I’ interface sont présentés a la figure 6.8. Les minima des bandes de conduction

aT et X pour le GaAs et a X pour le AlAs sont aussi indiqués sur la figure.

On remarque d’abord qu’il n’y a aucun spectre discret dans la bande de conduction
et donc aucun état 1ié au fil dans cette bande. Si des états liés avaient été présents, leurs
énergies auraient été situées entre le minimum du GaAs a I' et le minimum du AlAs
a X et des pics isolés seraient apparus dans cette région. Ce résultat est dii au fait que
le minimum de la bande de conduction du AlAs soit situé au point X de la zone de
Brillouin. En effet, en raison du couplage entre les points I' et X a I’interface du fil
quantique ([3] et voir section 2.4), la barriere effective ressentie par les €lectrons est en
fait entre les niveaux des points I" et X du AlAs. Pour un fil de grande taille, la présence
de cette barriére effective créera un état 1ié dans la bande de conduction, a une énergie
sous le minimum a X du AlAs. Toutefois, lorsque la taille du fil diminue, ce niveau
augmente et, a une taille critique, ce dernier est aligné avec le minimum du AlAs au
point X. C’est a cette taille critique que se produit la transition I' — X décrite dans
la référence [5] (voir aussi section 2.4). Sous cette taille critique, non seulement il n’y
a plus d’état 1ié localisé dans le fil, mais en raison du fait que 1’énergie du point X du
GaAs est plus élevée que celle du AlAs (voir sur la figure 6.8), il se produit alors un effet
de confinement du AlAs par le GaAs et 1’état fondamental de 1a bande de conduction se

trouve majoritairement localisé a I’extérieur du fil, dans le AlAs. C’est ce qui explique le
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Figure 6.8 — Densité d’états du fil quantique dans la bande de conduction. Les deux
courbes montrent les densités d’états (calculées a I') des parties interne et externe du
domaine de I’interface du fil. Les lignes verticales indiquent les positions des minima
des bandes de conduction a I et X pour le GaAs et a X pour le AlAs.

fait que la densité d’états de la partie externe du domaine de I’interface soit beaucoup plus
importante que celle de la partie interne autour de 1’énergie du point X du AlAs, comme
on le constate sur la figure 6.8. D’ailleurs, la taille critique de la transition I' — X pour
un fil cylindrique de GaAs dans AlAs a été évaluée, dans la référence [5], a un diametre
de 524, ce qui correspond 2 une aire de 2124A2, alors que notre fil de 16 x 8 chaines

élémentaires a une aire de 1022A2, il est donc nettement sous cette taille critique.
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6.3 Efficacité du calcul

La projection Ggz(E) sur le domaine de I'interface de la fonction de Green du sys-
t&éme pour les 1230 valeurs d’énergie (avec un pas de 1 meV) des deux spectres présentés
ci-haut (figures 6.2 et 6.8) a été calculée avec quatre processeurs d’un Apple XServe G4,
en utilisant environ 500 Mo de mémoire vive par processeur. La durée du calcul a été
de 4,3 jours, ce qui correspond environ a 5 minutes de calcul par pas d’énergie (20 mi-
nutes par énergie par processeur). L’étape la plus longue de ce calcul est le calcul des
éléments G (i, 7, 75, E) (notés GéQD)([i, v, E) dans (5.2.46)) de la fonction de Green du
domaine externe, qui a pu prendre environ la moiti€ de la durée totale. Quant au calcul
des distributions de densités d’états locales des 14 états 1iés de 1a bande de valence, il a
été effectué en six jours avec un seul processeur, ou I’équivalent d’une journée et demie

avec quatre processeurs.

On doit toutefois mentionner que ces calculs ont été fait sans aucune optimisation du
logiciel. Premiérement, en appliquant 1’équation (5.2.42) pour calculer les G (/, 7, k. E ),
les matrices P(K) G(k + K ) P(K)! pour toutes les valeurs de K peuvent étre calculées
une seule fois pour une énergie donnée, la différence entre les G, (i, 7, k, E) étant seule-
ment les facteurs de phase scalaires dépendant de i, 7 et K devant chaque terme de
la somme. Or les matrices (_}(E + K ) étaient bien calculées une seule fois par valeur
d’énergie dans notre calcul, mais le produit avec les matrices de phase a €té fait pour
chaque couple (j, 7). En faisant quelques tests, on constate qu’apres avoir fait cette cor-
rection, le calcul d’un G.(f, 7, k, E) est 7,5 fois plus rapide. Ensuite, pour des raisons
de rapidité de programmation, les couches principales ont ét€ choisies comme compo-
sées d’un ensemble de chaines élémentaires (voir 1’annexe A.4 et en particulier la figure
A.1). Ce choix n’est toutefois pas le plus optimal d’un point de vue efficacité de calcul

car notre modele ne compte que des interactions entre plus proches voisins, les couches

principales peuvent donc avoir une épaisseur d’une seule couche atomique. Dans ce cas
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la taille du domaine de I’interface est réduite de moitié, ce qui diminue le temps d’in-
version des projections de fonctions de Green dans le domaine d’interface d’un facteur 6
environ. Finalement, encore pour des raisons de rapidité de programmation, la mémoire
vive n’a pas été utilisée au maximum et le disque dur a été beaucoup utilisé€ durant le

calcul, ce qui a certainement ralenti ce dernier de fagon importante.

Pour terminer cette section, mentionnons deux autres optimisations du logiciel, ba-
sées sur 'utilisation de deux algorithmes, qui pourrait diminuer de fagcon importante le
temps de calcul des fonctions de Green des domaines interne et externe. Premiérement, si
I’on divise le domaine interne comme un ensemble de couches principales ayant la forme
de coquilles fermées, la matrice H composée des éléments de 1'Hamiltonien entre ces
coquilles prend une forme tridiagonale par blocs. On pourrait donc utiliser I’algorithme
d’inversion d’une telle matrice présenté dans la référence [23] (voir aussi section 2.3)
afin de réduire la durée de cette partie du calcul. Deuxi¢mement, 1’expression (5.2.42),
avec laquelle on calcule les éléments de la fonction de Green du domaine externe, repré-
sente en fait une transformée de Fourier discréte. Or ce type de transformée de Fourier
peut étre calculé de fagon exacte par un algorithme de transformée de Fourier rapide [32]
qui permet de réduire énormément le nombre d’opérations a effectuer pour obtenir les V
éléments de la transformée. Par exemple, si NV est une puissance de 2, ce nombre d’opé-
rations est réduit d’un facteur d’un peu plus de N/ log, N. On pourrait ainsi améliorer de
beaucoup I’efficacité du calcul de la fonction de Green du domaine externe en utilisant

un tel algorithme.
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Chapitre 7

Discussion

Les résultats des sections 6.1 et 6.2 montrent que notre méthode permet d’étudier
autant le spectre discret que continu d’un systéme, ce qui est I'un de ses avantages par
rapport aux méthodes de diagonalisation d’Hamiltoniens résumées dans la section 2.1.
Cette possibilité est une caractéristique de I’approche par fonctions de Green, qui donne
directement la densité d’états et non seulement les énergies des états propres. Toutefois,
il n’existait pas auparavant de méthode efficace de calcul de la fonction de Green d’un
systeme discret 1D ou OD avec de grandes super-cellules. D’ailleurs, notre méthode est
beaucoup moins sensible 2 la taille de la super-cellule que toutes les autres méthodes. Par
contre, elle est sensible & la taille du domaine de I’interface, une caractéristique propre
a la méthode SGFM. En effet, d’apres les équations (4.2.20), (4.2.38) et (5.1.42), pour
obtenir la projection de la fonction de Green du systéme sur le domaine de I’interface,
on doit inverser une matrice dont la taille est proportionnelle au nombre d’atomes dans
ce domaine (le facteur de proportionnalité est 1a dimension de 1a base). Or, I’inversion de
matrice est une opération dont le nombre d’opérations croit trés rapidement avec la taille
de la matrice. Par exemple, I’inversion d’une matrice 1000 x 1000 prend environ une

seconde avec un des processeurs utilisés pour nos calculs, alors que I’inversion d’une
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matrice 106 x 10° prendrait deux années.

Puisque I’étape limitante du calcul est I’inversion de la matrice g;g de (5.1.42), on
peut avoir une bonne idée de la durée du calcul de G;; pour une taille d’interface don-
née 2 partir du temps nécessaire pour effectuer cette inversion. Avec ce critere, on peut
évaluer la taille maximale des domaines internes de systeémes 1D et OD afin que la du-
rée du calcul pour un certain nombre de pas d’énergie soit limitée a quelques jours par
exemple. Notons que, dans un modele avec interactions entre plus proches voisins, pour
un domaine interne de m? chaines atomiques (systeéme 1D), la taille du domaine de 1’in-
terface est de 8m chaines atomiques et pour un domaine interne de m?® atomes (syst®me
0D), la taille de I’interface est de 12m?2. Ainsi, on trouve que les dimensions maximales
d’un fil et d’une boite pour que le calcul du spectre soit limité a environ une semaine,
avec les quatre processeurs que nous avons utilisés, sont environ de 2 X 103 chafnes ato-
miques et 5000 atomes, respectivement. Cette estimation suppose qu’on peut obtenir le
spectre sur une plage d’énergie raisonnable en calculant la densité d’états du domaine de
I’interface pour une centaine de valeurs d’énergie, par exemple une plage de 1 eV avec
un pas d’énergie de 10 meV. Avec un ordinateur dix fois plus puissant, ce qui est assez
courant dans les centres de recherches, on pourrait penser a obtenir la méme information

pour un fil de un million de chalnes atomiques ou une boite de 2 X 10* atomes.

On peut mentionner rapidement qu’il y a une procédure, dont le potentiel demeure
toutefois a évaluer en détails, qui pourrait permettre de repousser les limites de taille
des domaines internes qu’on peut traiter par un calcul SGFM. 1l s’agirait de diviser le
domaine interne en plusieurs parties et de calculer la fonction de Green du systéme en
plusieurs étapes qui consisteraient a appliquer le calcul SGFM séparément a chacune
de ces parties. Cette procédure permettrait d’avoir a inverser plusieurs matrices de taille
raisonnable plutdt qu’une seule grande matrice, ce qui pourrait étre beaucoup plus rapide.
Le prix a payer pour appliquer cette procédure serait ’ajout d’un certain nombre de

multiplications de matrices dont les tailles seraient au maximum celles des domaines



105

d’interfaces des différentes parties (multipliées par la dimension de la base).

Enfin, une voie intéressante a explorer, afin de diversifier les types de structures qu’on
peut étudier, serait de combiner la forme 1D (pour les structures planes) de la méthode
SGFM ou une méthode de calcul de fonctions de Green planes (voir sections 2.2 et 2.3)
avec notre méthode. Cela nous permettrait d’étudier des structures composées de régions
de dimensionnalités différentes couplées, telles que des puits quantiques plans couplés a
des fils ou a des boites quantiques. De plus, comme les méthodes de calcul de fonctions
de Green planes permettent d’étudier des systeémes en présence d’un champ é€lectrique
[23], leur combinaison avec notre méthode permettrait aussi le calcul de fonctions de

Green d’hétérostructures 1D et OD dans un champ électrique.
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Chapitre 8

Conclusion

Nous avons développé une méthode de calcul de fonctions de Green d’hétérostruc-
tures uni- et zéro-dimensionnelles basée sur le formalisme de “surface Green’s function
matching” (SGFM) dans un contexte discret. En conséquence de I’utilisation de ce for-
malisme, notre méthode s’applique a I’étude des propriétés de ces structures li€es a des
excitations pouvant étre décrites par des modeles avec interactions a courte portée (€lec-
trons, phonons, ...). Le formalisme SGFM que nous avons utilisé s’applique aux struc-
tures supra-périodiques dans deux ou trois dimensions et c’est ce contexte supra-perio-
dique qui nous a permis de développer des méthodes efficaces de calcul des fonctions de
Green des domaines du systeme. Le développement de la méthode a nécessité, premiére-
ment, la dérivation des équations de SGFM dans le cas d’une structure supra-périodique
dans deux ou trois dimensions et deuxiémement, le développement des méthodes de cal-
cul des fonctions de Green des domaines interne et externe du systéme. Le calcul de la
fonction de Green du domaine externe, qui doit étre dans la forme structurelle associée
au réseau supra-périodique, se fait par une transformée de Fourier discréte de la fonction
de Green du matériau infini (exprimée dans la base irréductible) sur les points du réseau

réciproque de la super-cellule. Quant a la fonction de Green du domaine interne, elle doit
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étre exprimée dans une base de fonctions completement localisées. Elle est calculée en
construisant la matrice Hamiltonien pour un domaine isolé identique au domaine interne
et en utilisant directement 1’équation de la fonction de Green, ce qui implique seulement
I’inversion d’une matrice de taille proportionnelle aux nombre d’atomes (ou de chaines

atomiques) du domaine en question.

Nous avons créé un logiciel afin d’utiliser notre méthode pour calculer la structure
électronique de réseaux périodiques de fils quantiques semi-conducteurs. Nous avons
utilisé ce logiciel pour obtenir le spectre, ainsi que les distributions de densités d’états
locales, des états liés de la bande de valence d’un réseau périodique de fils rectangulaires
de GaAs dans du AlAs. Le spectre de ce systeme dont la période est de 60 x 60 chaines
élémentaires et 1a taille des fils, de 16 x & chaines élémentaires, a été effectué en un peu
plus de quatre jours avec quatre processeurs d’un Apple XServe G4 et les distributions de
densités d’états locales des 14 états liés ont été calculées en 1’équivalent d’une journée et
demie avec ces mémes processeurs. Les résultats obtenus sont qualitativement ceux at-
tendus pour un tel systéme et montrent que la méthode permet d’étudier autant le spectre

discret que continu du systéme.

Nous concluons que notre méthode est beaucoup moins sensible 2 la taille de la
super-cellule que toutes les autres méthodes de calcul de spectres de systemes 1D et OD,
ce qui était notre objectif principal. Nous avons d’ailleurs mentionné plusieurs optimisa-
tions possibles du logiciel qui pourraient augmenter 1’efficacité du calcul des fonctions
de Green des domaines et ainsi diminuer encore plus cette sensibilité. La limite de notre
méthode est imposée par la méthode SGFM elle-méme, qui nécessite I'inversion de ma-
trices de taille proportionnelle au nombre d’atomes (de chaines atomiques) du domaine
de Yinterface. Ce domaine étant dépendant de la taille du domaine interne, le calcul
SGFM n’est possible, dans un délai raisonnable, que pour des systémes dont le domaine
interne n’est pas trop grand. Nous avons toutefois mentionné qu’il serait probablement

possible de repousser cette limite en divisant ce domaine en plusieurs parties et en ef-
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fectuant le calcul en plusieurs étapes. Enfin, nous avons mentionné que la combinaison
de notre méthode avec les méthodes de calcul de fonctions de Green planes pourrait per-
mettre d’étudier des hétérostructures composées de domaines de dimensionnalités dif-
férentes couplées ainsi que des structures 1D et OD dans un champ é€lectrique. On peut
aussi ajouter que notre méthode peut étre utilisée pour étudier des alliages désordonnés

ou des réseaux désordonnés d’agrégats.

La méthode que nous avons développée comporte deux avantages principaux par
rapport aux autres méthodes s’appliquant aux mémes types de structures. D’abord, elle
permet d’obtenir la fonction de Green du systéme qui contient toute I’information quan-
tique de ce dernier, alors que les autres méthodes ne permettent d’en déterminer que le
spectre discret. Ensuite, elle nécessite des ressources informatiques beaucoup plus mo-
destes que les autres méthodes pour étudier un systeéme donné. Cela permet d’étudier,
avec les mémes ressources, certains systémes qui ne sont pas accessibles aux autres mé-
thodes, entre autres des systémes composés d'un trés grand nombre d’atomes. Ajoutons
en terminant que cette méthode pourrait étre utilisée pour étudier une grande vari€té

d’hétérostructures et offre donc un grand potentiel du point de vue de ses d’applications.
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Annexe A

Méthode des liaisons fortes

A.1 Description générale de la méthode des liaisons

fortes

Dans la méthode des liaisons fortes, les fonctions de base sont ce qu’on appelle des

sommes de Bloch et sont définies comme

]\7
(R R 1 ik R, -~ 7B
Yk, 7) = —= Y _ " g, (7 — Ryy), (A.1.1)
VN &
ou chaque
Sut(7 = Ryg) = (Mloss) (A.12)

est une combinaison linéaire d’orbitales atomiques de type t (S, Pz, Py, P- ... de spin
+ ou -) centrées sur le site Ruj et les sites atomiques environnant, de sorte que deux
fonctions |@,;) centrées sur des sites atomiques différents (u et/ou j différents) soient
orthogonales, u étant I’indice d’un atome du motif du réseau de Bravais du cristal et 7,

I’indice d’une maille primitive de ce réseau. Les fonctions |¢,;) centrées sur le méme
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atome et de types ¢ et ¢’ différents sont, bien sfr, aussi orthogonales. La méthode em-
ployée pour former des combinaisons linéaires orthogonales d’orbitales atomiques est la
méthode de Lowdin, on appelle donc ces “orbitales” orthogonalisées, des fonctions de
Lowdin. Méme si cette apellation est quelque peu abusive, on utilisera le mot *“orbitale”

pour désigner les fonctions |@,;).

Pour simplifier, on utilise la notation de Dirac, dans laquelle les sommes de Bloch
s’écrivent
N
T Z_: B3 | ) . (A.1.3)
Notons aussi que N est le nombre de mailles primitives du cristal et que I’on pose les
conditions aux frontieres de Born-von Karman. On montre dans 1’annexe B que 1’'Hamil-
tonien H est diagonal par rapport a k dans la base (A.1.3). L'élément de matrice de H

entre deux fonction de cette base est donc

[omry

N
<¢psl§1H1wutﬁ’> = 5EE’HNS Vt = EE Z Z eik.(RthuRMSZ)<¢usl‘H‘¢ytj> . (A]4)

]=1 =1

On montre aussi dans 1’annexe B que I'une des deux sommes revient a multiplier la

seconde par /V, on obtient donc

ok (Ruj~Buo) (P uso| H |Gt ) - (A.1.5)

M-

Hus,ut(E> =

Il

j=1

Dans le modele de Slater et Koster [33] on suppose que seuls les éléments (¢,s0| H|dut;)
entre des orbitales centrées sur des atomes voisins sont significatifs. La somme (A.1.5)

devient alors une somme sur les plus proches voisins :

Husn(k) = eF BB (60| H|yy) (A.1.6)

Jeppy

De plus, on utilise ce qu’on appelle ’approximation des intégrales a deux centres : on
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pose que I'élément (¢,s0| H ¢+, ne dépend pas des atomes situés au voisinage des sites
10 et vj sur lesquels sont centrées les orbitales |¢,s0) et |duy;), ¢ est-a-dire que seuls
les potentiels sphériques des deux atomes 40 et vj contribuent a I’Hamiltonien dans la

région ol s’étendent les orbitales 150 et vj.

Selon la nature des atomes qui composent le solide qu’on veut étudier, on doit choisir
une base de fonctions de maniére a décrire le mieux possible les électrons de la couche
de valence des atomes. Dans le cas des semi-conducteurs ITI-V et du groupe IV, ces €lec-
trons sont de type s et p. Toutefois, ces deux types d’orbitales ne sont pas suffisants pour
bien décrire la bande de conduction, entre autre, cette base ne permet pas d’obtenir un
gap indirect [29]. On doit donc ajouter d’autres fonctions a la base si on s’intéresse a
1a bande de conduction. Une base trés utilisée est la base sp®s* [29] qui utilise un état
excité supplémentaire s*. On obtient alors un model a 10 bandes ou 20 si on tient compte
du spin [31]. Une autre base utilisée pour ces semi-conducteurs est la base sp3d°s* [34],
qui permet de décrire les masses effectives ainsi que la bande de conduction mieux que
la base sp®s*, mais rend les calculs plus lourds puisqu’elle contient deux fois plus d’or-

bitales.

A.2 Hamiltonien dans la base sp’s*

Comme dit précédemment, les fonctions de base utilisées dans la méthode de Slater
et Koster ne sont pas simplement des fonctions atomiques, mais plutdt des combinaisons
linéaires de ces derniéres. Toutefois ces combinaisons linéaires conservent les propri€tés
de symétrie des fonctions qui les composent. Pour dériver les termes de 1’Hamiltonien,
on utilise donc les fonctions atomiques elles-mémes. En exprimant les fonctions propres

de ’Hamiltonien atomique sans spin par |, m) (le nombre quantique principal n’est pas



116

déterminé), les fonctions de la base sps* sont les suivantes :

(Flpe) = _.ﬁ (F(L1) = |1, -1) = Ry(r)=,

(A2.1)
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Dans I’approximation des plus proches voisins, pour déterminer I’élément de ma-
trice de H entre deux sommes de Bloch, il faut connaitre 1’élément de matrice de H
entre une orbitale et les orbitales centrées sur ses plus proches voisins. Ces €léments
peuvent étre calculés par des méthodes ab initio ou empiriques. Dans les méthodes em-
piriques, ils sont déterminés par lissage, en des points particulier de la zone de Brillouin,
avec des structures de bandes calculées par une méthode de “pseudo-potentiel” ou avec
des données expérimentales provenant de mesures optiques. Si on s’intéresse aux semi-
conducteurs de structure zinc-blende il y a deux atomes dans le motif, soient le cation et
I’anion. On ajoute donc un indice ¢ ou a aux orbitales pour indiquer si une orbitale est

centrée sur un site de cation ou d’anion, respectivement.
Les éléments de H entre des orbitales situées sur le méme site sont suppos€s non

nuls seulement lorsqu’il s’agit de la méme orbitale. Ces €léments sont

Eg = (s*{H|s"),
Epe = (p|HIp}) (A2.2)

Egw = (s*|H|s™)

oll u = ¢, aetj = z, y, z. Dans un semi-conducteur de structure zinc-blende, chaque
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cation a quatre plus proches voisins, des anions, situés aux positions
’51 = [111]@0/4. 272 = [111—]&0/4, ’173 = [ilﬂao/ll et ’174 = [_Il]a0/4 (A23)

oll ag est le parameétre de maille du cristal. Ces vecteurs étant tous reliés par des opéra-
tions de rotations appartenant au cristal, les €léments de matrice de H entre les orbitales
centrées sur ces positions et I’orbitale centrée sur 1’atome central différeront uniquement
par un signe. Il suffit donc de connaitre uniquement 1’un d’eux. Les éléments de H entre

les différentes orbitales reliées par ¥; sont

Vis = 4(s|H|s") ,

Viw = Viyy = Var = 4(05|H[p) |

Vay = 4(ps| Hipy) = 4(p3|H|p;) = 4(py|HIp?)

Vieps = 4(s°|H|pg) = 4(s°|H|py) = 4(s°|H|p3) , (A.2.4)
Viope = —4(pz|H|s") ,

Voreps = 4(s™[H|p) .

Vieope = —A{pE H|s™)

ol c et a désignent respectivement le cation et I’anion.

Notons qu’il n’y a pas d’éléments de H entre deux fonctions s*. La raison de cela est
que cette orbitale a été ajoutée a la base sp® afin d’améliorer la description de la bande

de conduction et seuls les parametres utiles a ce but ont été conservés [29].

Pour connaitre les éléments de H ol les fonctions de gauche et de droite sont inver-
sées, il suffit d’additionner les parités de ces fonctions. Si la somme est paire, 1’élément
est le méme, et si elle est impaire, il est de signe contraire. Par exemple, (s*|H|s®) =

(s°|H|s®) et (s"|H|pg) = —(s°|H|pS).

D’autre part, on détermine aussi, d’aprés les parités selon les axes z, y et z des
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fonctions, quels sont les éléments de H entre les orbitales séparés par les vecteurs @b,
T3 et ;. D’abord, puisque les orbitales s sont des fonctions paires, les €léments de H
entre ces orbitales sont identiques pour tous les vecteurs ¥;. Les éléments de H entre
les orbitales p de méme orientation sont aussi identiques puisque la somme de leur pa-
rité est paire selon les trois axes. Par contre, les éléments de H entre les fonctions s
et p et entre des fonctions p d’orientation différentes changent de signe par rapport a
ceux de I’équation (A.2.4) lorsque la composante du vecteur selon la direction d’une
orbitale p devient négative. Par exemple, (s°|H|pl)s, = —(s¢|H|pf)s, = —Viepe/4 et

(el H|py)e, = —(pe|HIPf) 5 = —Vay/4.

On peut maintenant, d’aprés 1’équation (A.2.4) et les regles précédentes, écrire I’Ha-
miltonien dans la base sp®s* sans spin. Pour simplifier la notation, on écrit I’Hamiltonien

comme une “super-matrice” :

H, H
H=| “ 7|, (A.2.5)
HI, He,

ca

ot les éléments H,, sont des matrices qui contiennent les éléments de H entres toutes
les sommes de Bloch associées a 1’atome u et celles de ’atome v. Puisqu’il y a cing

orbitales dans la base, donc cinqg sommes de Bloch par atome, ce sont des matrices 5 X 5.

Les éléments diagonaux H,. et H,, sont des matrices diagonales puisque les €l€ments
de H entre des orbitales différentes centrées sur le méme atome sont posées comme €tant
nulles et il en est de méme pour les éléments de H entre des orbitales différentes centrées
sur deux cations ou deux anions différents puisqu’il ne s’agit pas de voisins immédiats.
Les éléments de ces matrices sont donc directement les parametres de 1’équation (A.2.2).

Si les indices de 1 & 5 correspondent respectivement aux fonctions s, p,, py, Dz, S, on
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obtient

(A.2.6)

Puisque les éléments de H entre deux orbitales de types 7 et ¢ situées sur des atomes
voisins sont tous proportionnels & V., chaque élément de H,, entre deux sommes de
Bloch sera proportionnel a I’'une des intégrales de I’équation (A.2.4). D’aprés (A.1.6),
les facteurs de proportionnalité sont les sommes des quatre termes de phase eiFT; pré-
cédés du signe de I’intégrale associée a ¥;. D’abord, les éléments entre les orbitales de
méme type et méme orientation sont tous égaux pour les quatres vecteurs. Ces éléments

ont donc en commun le facteur
fo= (R0 4 ey By R jy (A2.7)

Prenons les éléments entre une fonction s et une fonction p,. D’apres la régle énoncée
précédemment, les éléments associés a 73 et ¥ seront négatifs. Le facteur devant Viepa
sera donc

fu= (R 4 F T g0 i) gy (A2.8)

On déduit de la méme fagon que les facteurs devant Vepe associ€s aux €éléments entre s

et p, et p, sont respectivement

e —

fo = (a”zﬂ L ek> /4. (A.2.9)

et

f3 — (eiknul _ eik«f)’g _ eilg.z‘ig + eil-c‘-'f)}l) /4 (A210)
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Les éléments entre les fonctions p,, py et p, sur le cation et la fonction s sur I’anion
ont aussi comme facteurs f;, fo et f3 respectivement. De plus, notons que I’élément
de H entre une orbitale p sur le cation et une orbitale s sur 1’anion reliés par 7 est
(pS|H|s") = —Viape. Quand aux éléments entre les orbitales p, d’apres la regle ils sont
négatifs lorsqu’une seule des composantes du vecteur paralléles aux orbitales est né-
gative. De plus, ces orbitales sont impaires, donc la somme de leurs parités est paire,

les éléments de H entre ces orbitales selon @; sont donc tous égaux a V,,. On obtient

finalement
foVis f1Veepa  foViepa  faVieps 0
"fl‘/sapc fOVYmm fSny fQV:ny _flvts*“pC
Heo = |=foVope  fsVay  foVer  FiVay —FVeope] - (A2.11)

"f?’vsapc f2‘/xy flvxy fOVZm _fBV;*“pC
0 fiVieps foVieeys faViys O

A.3 Hamiltonien dans la base sp>s* avec spin

Un modele plus réaliste d’états électroniques inclut le couplage spin-orbite qui 1eve la
dégénérescence au maximum de la bande de valence entre les états de moment angulaire
total J = 3/2 (trous lourds et trous légers) et ceux de moment angulaire J = 1/2 (trous
“split-off”’). Les fonctions de la base sps* avec spin sont les fonctions de la base sp3s*

sans spin, multipliées par les états propres de S, (ou de S?) :

1) = , 1) = (A.3.1)

dont les valeurs propres sont, respectivement, //2 et —f/2. La base sp®s* avec spin

comprend donc 10 fonctions pour chacun des deux atomes du motif. Les états formés
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d’une orbitale ¢t avec spin T ou | s’écrivent

D=1 L=l (A3.2)
Le terme de couplage spin-orbite de I’Hamiltonien s’écrit
T3 (VVxp)-7d, (A3.3)

ol m est la masse de I’électron, ¢ la vitesse de la lumiére, p, ’opérateur quantité de

mouvement et & est défini comme

G = (04,040, = . . , (A.3.4)

ol o, 0, et 0, sont les matrices de Pauli. Notons que I’opérateur de spin est S = h& /2.
L’Hamiltonien total s’écrit

H=Hy+ H,,. (A.3.5)

D’aprés (A.3.5), (A.3.2) et (A.3.3), I’élément de matrice de H entre deux orbitales r et

t, avec spins j et [ respectivement, est

(ri|HItl) = (rj|Holtl) + (rj|Hsoltl)

h
T I - 9V 1) (A3.6)

ho
W%l'(ﬂvv x plt)

= (JI0){r|Holt) +

(ry|H|tl) = §;(r|Holt) +
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ol les vecteurs ¢’ sont, d’apres (A.3.4),

ETT - (07 0, 1)v
= (1,-1,0), A37)
O_!lT = (17 i, 0)7
O'u = (0 0, -—1)

Pour simplifier le calcul, on ne tient compte que du terme de couplage spin-orbite entre
des orbitales situées sur le méme atome et on fait alors I’approximation que le potentiel

V est sphérique. On peut ensuite écrire
VVXxp=-—rxp=—-—0L. (A.3.8)
r dr

L’opérateur de moment cinétique angulaire s’écrit, & ’aide des opérateurs d’échelle,

comme
- _(Ly+L_ Li-L_
L—(LI,Ly,Lz)—-( — T L> (A.3.9)
Avec
Lijl,m)=~AJI(l+1) —m(m£1)|l,m=£1) (A.3.10)
et (A.2.1), on obtient
L (et L -
Ldp) = -2 (B2 ) (.0 - )
__L E\/ﬁu 0) — E\/§|1 0) (A.3.11)
\/§ 2 b 2 bl Y
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Lip) = == =5 (1.1 = |1.-1)
= —% (—%\/5\1,(» - %\/541,(») , (A3.12)
Ly‘pm> = —ih|1,0) = ~ih|p.),
Lz‘px> = ”%Lz (’1>1> - ‘17—1>)
- (LU +L-1). (4313

L.|ps) = iﬁlpy> .

En faisant de méme avec |p,) et |p;), on obtient

(VY % Plpa) = S SE (0 1ps) ).
(VY % Ploy) = L (p:), 0. pa)), (a3.14)
(VV x Dlps) = DO~ Ipy). Ipa). 0).

Notons que les orbitales s ont un moment cinétique orbital nul, leur contribution au
couplage spin-orbite est donc nul. On définit ensuite le parametre de couplage spin-orbite
A [30] comme

h? 14V

o (=St = 8.2 (A3.15)



Posons h/4m?2c? = A, de (A.3.14) et (A.3.15), on déduit que

A(pe

V X P)|pe

A<pxt VV X ﬁ)|py
Ape|(VV % p)lp-
A<py\ VV X ﬁ)|pm

Alpy|(VV X p)|p:
Alp:|(VV X p)|pa
A(p:|(VV x p)|py
Alp:|(VV x p)lp:

(V
(
(
(
Alpy|(VV X P)Ipy
(
(
(
(

i

i

il

(0,0, 0),

i(0, A, 0),

(0, 0, 0),

i(), 0, 0),
(0, 0, 0).

i(0, 0, = X),

i(0, 0, )),

(=, 0, 0),
i(0, =, 0),
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(A.3.16)

Des équations (A.3.6), (A.3.7) et (A.3.16), on trouve que les éléments de matrice non

nuls de H,, sont les suivants :

(Pz T [Hsolpy
(Po | [Hsolpy
(Pe T |Heolp:
(p: T |Hsolps |
(py T |Hsolp:
{

p: 1 |Hsolpy

L’Hamiltonien sp3s* avec spin s’écrit alors

Heyer Hepe
H.., Hepe
HI, 0

0 H?

ca

ke

1=
1)y =1iAx,
b=
L=
)=
L)

=i\

Heo 0
0 Hca

HaTaT HaTal

T
HaTai Halai_

(A.3.17)

(A.3.18)
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ol les éléments nouveaux par rapport a I’Hamiltonien sans spin sont

(B 0 .l 0

0 Ep —i\, 0 0
Huwm=10 i\, Epu 0 0
0 0 0 Eu 0
i 0 ... ... 0 Epu

Helei/atar = Hererjatar »

-O ................ 0-

0 0 0 A O

Hy =10 0 0 =i\, O
0 -\, iA, 0 O

_0 ................ O_

) (A.3.19)

(A.3.20)

(A.3.21)

Les intégrales de 1’équation (A.2.4) peuvent étre exprimées approximativement en

fonction d’un ensemble d’intégrales a deux centres notées rta ol 7 et t sont les types de

I’orbitale de gauche et de droite de 1’intégrale respectivement et o référe a une orientation

7 ou o (ol & dans le cas d’orbitales d) de ces orbitales par rapport au vecteur reliant leurs

centres. Les relations entre les intégrales de (A.2.4) et ces intégrales sont données par

Slater et Koster [33] avec la correspondance V,; = 4E,,. Si on note [, [, et [, les

cosinus directeurs, par rapport a z, y et z respectivement, du vecteur reliant les sites sur
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lesquels sont centrées les orbitales, pour les fonctions s et p, les relations sont

Vs = 4ss0,

Ve = 4ly(spo)

Voo = 413 (ppo) + (1 — 12) (pp) (A3.22)
Vay = 41y (ppo — ppr)

Vez = 4la:lz(ppg - ppﬂ-) .

En notant que les cosinus directeurs sont tous égaux a 1/ /3 pour les vecteurs ¥; donnés
précédemment, on obtient les relations donnant les intégrales rta a partir des intégrales

de (A.2.4):

550 = Yss
=
3
spo = —\g—_%p,

) (A.3.23)
pbpc = Z (V;ca: + 2ny) )

ppm = _(Vt’w - vay) .

L utilisation des intégrales rta permet de tenir compte dans I’Hamiltonien des distor-
sions du réseau lorsque ce dernier est sous contrainte. Les formules de (A.3.22) prennent
alors en compte les changements des cosinus directeurs dus aux distorsions. Quant aux
modifications de la longueur des liens atomiques, il sont pris en compte par la générali-

sation de la régle d~2 de Harrison [35] :

d Nritc
rta = rtal? <ED) . (A.3.24)

ot rta!® est ’intégrale 2 deux centres du matériau massif non contraint, dy et d sont les

distances entre les centres des orbitales sans et avec contraintes et 7,4, €St un exposant
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qui dépend des orbitales r et ¢ et de leur orientation relative . Cet exposant, qui est
déterminé empiriquement, est typiquement entre 1.3 et 4.5 pour les orbitales de type s et
p dans le cas des semi-conducteurs IV et III-V [34]. En présence de contraintes, on peut

calculer les positions atomiques a 1’aide de la théorie de 1’élasticité classique.

A.4 Hamiltonien dans la représentation par chaines

Avant de définir un Hamiltonien entre chaines, définissons d’abord ce qu’on appel-
lera une chaine principale. Cette derniére est définie de la méme maniére qu’une couche
principale, ¢’est-a-dire qu’elle est composée d’un groupe de chaines atomiques de sorte
que seuls les éléments de I’Hamiltonien entre chaines principales adjagentes ou entre
une chaine principale et elle-méme sont non nuls. Dans un modele avec interactions
entre premiers voisins uniquement, une chaine principale peut étre constituée d’une seule
chaine atomique, toutefois, puisque les fonctions de Green sont définies entre chaines
élémentaires dans la section 5.2.2, il est plus commode de définir la chalne principale
comme étant une chaine élémentaire. Dans ce qui suit, on considére le cas d’un semi-
conducteur III-V avec la direction [001] prise comme celle des chaines, une chaine prin-
cipale est alors composée d’une chaine de cations et d’une chaine d’anions. Afin de
définir I'Hamiltonien entre deux chaines principales, on doit d’abord définir des sommes

de Bloch unidimensionnelles :

1 tkz 7
i) = TN > el ), (A4.1)

ol u réfere a une chaine de cations ou d’anions, le vecteur [= (I, l,) désigne la position
de la chaine principale, t est I’indice du type d’orbitale et /V; est le nombre d’atomes dans
une chaine atomique. Supposons qu’il y a b orbitales dans la base, on peut définir, pour

chaque chaine a I’intérieur d’une chaine principale, un vecteur contenant les sommes de
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Bloch de toutes les orbitales de la base :

Iwufk>= [W“fkﬁ Wpsz> Wufkb>]' (A4.2)

Finalement, on peut définir un vecteur somme de Bloch pour chaque chaine principale :

Un) = [0 [0a)] (A43)

L'Hamiltonien entre deux chaines principales s’écrit alors

Hy (k) = (Vg | H Ymr) = zzdfc'l H [‘wcﬁik> \%m)}

<wcfk‘H‘wcr?zk> <’¢J‘H’¢a7ﬁk>
<wafk‘H|wC7ﬁk> <wafk‘H{wa7ﬁk>

(A.4.4)

ot chaque matrice (¢, ;.| H|¢ymk) est une matrice bx b dont les €léments sont, en utilisant

les conditions aux frontieres de Born-von Karman (voir I’annexe B),
N:
ik ViR %, Tt
i H i) = Y X720 o 0| H | Gty (A4.5)
j=1

Dans I’approximation des plus proches voisins, un seul terme de (A.4.5) est non nul.
La figure A.1 montre une vue selon la direction [001] de la structure zinc-blende. Des
chaines principales y sont encadrées et indexées de 0 a 6 dans lesquelles les chalnes de
cations sont représentées par les cercles péles et celles d’anions, par des cercles foncés.
On remarque que les voisins immédiats des chaines de cations et d’anions de la chaine
principale O se trouvent dans les chaines 1 a 6. Si la position des cations blancs est z = 0,
les positions des autres atomes sont —ag/4 pour les anions gris, ag/4 pour les anions

noirs et ag/2 pour les cations gris pales. Les éléments de matrices des Hamiltoniens
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Figure A.1 — Vue de la structure zinc-blende selon la direction [001] . Les cercles blancs
et gris pales représentent des chaines de cations et les cercles gris foncés et noirs, des
chaines d’anions.

entre chalnes voisines seront donc proportionnels aux facteurs de phase
fo=¢thao/t o f = gmtkao/d, (A.4.6)

Les quatre Hamiltoniens indépendants sont, en fonction des indices de la figure A.1,

Hgo, Hor, Hgo et Hos. Les autres Hamiltoniens sont Hyy = Hgl, Hos = HBQ et Hyg = H(TB.
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L’Hamiltonien entre les chaines O et 1 est

0 0 Hyoa O
00 0 H
Hyy = Gatl (A.4.7)
00 0 0

00 0 0

les indices 1 4 4 de cette super-matrice correspondants, dans 'ordre, ac 1,c |,a Teta |.
L’anion de la chaine 1 est & —ag/4 par rapport au cation de la chaine 0, les éléments de
H,o.41 seront donc proportionnels & f_, en tenant compte des parités des orbitales dans

les intégrales & deux centres, on obtient

[ Vi Vip Vi Vi 0|
— Vsape Via —V;ey —ny — Verape
How = f- | Vige —Vay  Vie  Vay  Vieope | - (A4.8)
Vi ~Vay  Vay  Vax  Vieope
0 Vi —Vieps —Vieepa 0

L Hamiltonien entre les chaines O et 2 est

0 0 Hoa O

0 0 0 Heo a2
Hyp = . (A.4.9)
0 0 0 0

LOO 0 0

L’anion de la chaine 2 est & ag/4 par rapport au cation de la chaine 0, les éléments de



Ho 42 seront donc proportionnels a f :

Heooo = f+

Vtss _Vvscpa
‘/sapc V;ra: Vry

‘/sapc ‘/xy Vxx
- ‘/;apc - V:ry - ‘/a:y
O - s*cpa - Vs*cpa

.

L’'Hamiltonien entre les chaines O et 3 est

00 HcO,a3

0 0 0
H03 =

00 0

00 0

Viepe
~Vay
—Vay
Vaa
Vieepe

HcO,aS
0

0

‘/;*apc
‘/;*apC

- S*apc
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(A.4.10)

(A4.11)

L’anion de la chaine 3 est & —ao/4 par rapport au cation de la chaine 0, les éléments de

H 43 seront donc proportionnels a f_ :

HcO,aS = f—

L’Hamiltonien a I’intérieur d’une méme chaine est -

Ve  ~Vieps Viegs ~Vips 0
Vipe  Vie  —Viy  Viy  Viepe
—Viepe  =Vay Ve —Viy  —Vieepe
Visape Vey  ~Vay Vi Vigrape
| 0 Ve Vigs ~Vegr 0
Heret Hetey Heopo o O ]
Hy = HZTC . Hegel 0  Huoeo
Hlow 0  Haer Hoa
L 0 HZO,aO HZTal Haial_

(A4.12)

(A.4.13)
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Enfin, 2 I’intérieur d’une méme couche principale, 1’anion est & ag/4 par rapport au

cation, Hg 40 est donc proportionnel a f :

HcO,arO = f+

Vs
—‘/;apc
- sapc
- sa,pc

0

Viepe
Vo
Viy
Vay

Vymepe

Viepe
Vi
me
Vay

Viepo

Vipe O
Vg —Vieape
Vay = Virape
V:cz T Vgrope©

Visepe 0

(A4.14)
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Annexe B

Simplification de I’élément de matrice
de ’opérateur Hamiltonien ou

fonction de Green

Les représentations spectrales des opérateurs Hamiltonien H et fonction de Green G
sont
H= E doplegl, GE) = %ﬂ (B.1)
ik
ou les |a ].,—c-> sont les fonctions propres de H. Ces opérateurs peuvent s’écrire de fagon
générale

0= Z el ezl (B.2)

ol Fz est une fonction de E; et de E.

Soit la base de fonctions satisfaisant le théoréme de Bloch :

1 PE
ERE 7 lee BB 6) (B.3)
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ol les |¢,;) sont des “orbitales” de Lowdin centrées sur les positions atomiques R,
I’indice u dénotant le type de ’orbitale (par exemple s, p,, etc). Si la base wu13> est
compléte, on peut exprimer les fonctions propres de H comme des combinaisons linéai-

res de ces fonctions :

o) = Z Cusltz) = \/— Z Cwelk & |Out) - (B.4)

I

D’apres (B.2), I’élément de O entre deux orbitales de Léwdin est

(&am|Ol6un) = Z Le(Oamlagp) Q| um) (B.5)

qui peut s’écrire, d’apres (B.4) (les |¢,;) sont normalisés),

1 s =
k-(Rm—En
(0m|0l@m) = 5 D_ FypCayCry e Fin=F). (B.6)
jk
Soit @;, ds et ds, les vecteurs de base du réseau et N;, Ny et N3 les nombres de mailles
(une maille étant définie par d;, @s et ds) selon ces trois directions respectivement dans
une période associée aux conditions de Born-von Karman (BVK). Considérons le site

dont la position est

R, = R, + pNid@, + qNo@o + 7 N33, (B.7)

ol p, q et r sont des entiers. L' élément de O entre une orbitale quelconque et une orbitale

centrée sur ce site est

<(b/\m‘0'¢un/> = _]]\'—[E F}Ecz\jc;kj eiE~{Em—ﬁn—(PN151+qN262+TN3&'3)}

L B (B.8)
E C)\] E-(Ry—En) e—ik~(pN151+qN2&’2+rN3d‘3) 3
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ou N = Ny Ny N3, D’apres les conditions de BVK,

e~k (PN 81 +qN2l2+7N3Gs) _ 1 (B.9)

on obtient alors

(Orm|O| o) = v ZngCAJC* k-(Rm—FRn)
ik (B.10)

= <¢)\m|01¢vn> .
Maintenant, posons le vecteur
|65) = [|¢1y> |G25) - \%’ﬂv (B.11)

ol b est le nombre de fonctions dans la base, et considérons 1’expression

N
Z ik (Fy=Fn) (6,101 6;) (B.12)

qui, d’apres (B.11), est une matrice b x b. Pour la suite, notons les positions atomiques
avec trois indices plutdt qu’un, pour dénoter les composantes selon les trois vecteurs de
base du réseau :

Ry = ja + 1@y + mds. (B.13)

L’expression (B.12) devient alors

. N1 Nz N3
pqr k Z Z Z Jlm—quT)<¢pqr‘Ol¢glm> . (Bl4)

Maintenant, si on ajoute 1 aux bornes de I’indice j ainsi qu’a I’indice p, aucune quantité
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n’est modifiée dans la somme (B.14), on peut donc écrire

Ni+1 Np N3
Opgr (k) Z ZZ@”“ Riim=Rio+10r) (11107101 Djtm) (B.15)
j=2 =1 m=1

Considérons maintenant la derniére valeur de j, d’abord on a
Binysyim = Bum + Ny (B.16)

et, avec la condition de BVK,

eiE'(R(N1+1)lm-ﬁ(p+1)qr) — eiE'(éllm_E(P+1)qT+Nldl) = ei]::‘(ﬁllm'_ﬁ(p-}-l)qr) . (B.17)
Ensuite, d’apres (B.10) (avec (B.7)), on a que

<¢(p+1)quo}¢(N1+l)lm> = <¢(p+1)qr’0l¢llm>7 (B].S)

on peut donc remplacer j = N; + 1 par j = 1 dans le terme de droite de (B.15) et on

obtient

1

qu

Nz N
zk (Bjim~R(p+1)er) <¢(p+1)qr10|¢jlm>
§= : m§= (B.19)

= O(p+1)qr(E)

P?'l
i MZ

Donc, quels que soient p, g et 7, la somme (B.14) est la méme. Pour la suite, on écrira

simplement

N
O(k) =Z E(B=R) (9,10105) . (B.20)

ol n est n’importe quel indice entre 1 et V.

Posons maintenant le vecteur |¢z) contenant les sommes de Bloch (B.3) pour tous
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les p, I'élément de matrice de O entre un |vz) et un |y, est

(zlOlvg) = NZZ e R R (01|016) (B.21)

=1 j=1

qu’on peut réécrire comme

- -

<wk|01wk/ — NZ ——zk‘Rz ik’ Rzzezk’ (R;j—Ry) ¢l|0|¢g> (B.22)

. . e ELB B N '
ob on a simplement inséré ¢ Fie=*"Fi = 1 Or, d’apres (B.20), la somme sur j de

(B.22) ne dépend pas de [ et est égale a O(k'), ce qui donne

Ly S B A
(WelOlvz) = 0 (K)) et =hr (B.23)

=1

Or, d’apres les conditions aux frontieres de BVK,
N —» -,
S eFRR = N (B.24)

et on obtient finalement

-

N
(W Olug) = 6 Z B =Rn) (6,0 ;) - (B.25)

O(E) est donc une projection dans 1’espace réciproque de 1’opérateur O.
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Annexe C

Série de Fourier d’un delta de Dirac

Soit un réseau composé d’une cellule périodique définie par les vecteurs u, ¥’ et W
(qui n’est pas nécessairement la maille primitive de Bravais d’un cristal). On représente

n’importe quel point du réseau par le vecteur
Tjim = JU + 10+ m, 7, L et m entiers. (C.1)

On veut déterminer la série de Fourier d’un delta de Dirac & ’intérieur d’une zone de

Brillouin associée a cette cellule, ¢’est-a-dire les coefficients c;;,, tels que
j

5(7) = Z Cilm et Tim , keZB. (C.2)

j,l,m:—oo

Le volume d’une zone de Brillouin étant (27)3 /0, o 2 est le volume de la cellule, ces

coefficients sont

_ D 3 5Ty mifFm _ 2
Cjtm = e /ZBd ko(k)e " Mim = 2n ) (C.3)

Maintenant, si on considere la série de (C.2) sur tout 1’espace réciproque, il s’agit d’un

réseau de deltas de Dirac sur les points du réseau réciproque. Si on écrit les vecteurs de
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base du réseau réciproque comme K, Ky et K3 (K1 = 27 ¥ x /€Y, ...), on peut écrire

- iE"f"'lm _ (27r)3 - "__ — — _ - - o
>, €= > 6k-Kuy),  Kpp =pEKi+qKo+7rKs (C4)

, Q
Jilim=~o00 P.g,r=—00
Notons que
oC . . o
E : elk"lem — /d3r ezkvr E : 5(7:»__ Fjlm)-/ (C.S)
j,l,m=—oo j,l,m:—oo

la partie de gauche de (C.4) est donc simplement la transformée de Fourier du réseau,

défini par des deltas de Dirac, soit la définition du réseau réciproque.
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Annexe D

Contributions des orbitales p aux
densités d’états des états liés du fil

quantique

Voici les contributions des orbitales p,, p, et p, a la densité d’états des chaines du
domaine interne de 1’interface pour tous les états li€s de la bande de valence pour la
structure étudiée au chapitre 6. Les énergies sont données par rapport a I’échelle de la

figure 6.2 et la position dans I’interface des chaines 1 4 44 est indiquée sur la figure 6.4.
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Figure D.1 — Contributions des orbitales p aux é€tats li€s de la bande de valence du fil

quantique. Ces densités d’états sont celles de la partie interne du domaine de 1’interface
du fil.



