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Résumé

Cette thése est divisée en deux parties majeures : la premitre partie discute de la
modélisation d’un systéme & un bras flexible et la deuxieme présente une stratégie de
commande basée sur la passivité du méme systéme. Les déformations de ce systeme
sont continues. Elles dépendent des coordonnées spatiales et du temps. Nous sup-
posons que ces déformations sont faibles par rapport & la longueur du bras flexible,
pous tenons compte de allongement longitudinal du bras et nous considérons un
mouvement dans le plan vertical.

Nous utilisons le principe de Hamilton pour développer la dynamique non linéaire
de ce systéme. Cette derniére sera représentée par des équations aux dérivées or-
dinaires et des équations aux dérivées partielles associées avec des conditions aux
frontidres. Les équations différentielles sont spatialement discrétisées moyennant une
série de fonctions polynomiales ou trigonométriques. Nous utilisons la méthode de
modes supposés et la méthode d’éléments finis pour cette discrétisation. Nous unifions
ces deux méthodes dans une seule méthode de type modes supposés. Lors du choix de
ces fonctions, nous disposons de plusieurs variantes soit : les fonctions polynomiales,
les fonctions de forme d’'une poutre tournante, les fonctions de forme des poutres
encastrées & la base avec ou sans charge & 'extrémité, les splines ou les B-splines
cubiques.

La précision du modéle spatialement discret dépend, entre autre, de ces fonctions,
de leurs formes, des conditions qu’elles vérifient, de leur nature, globale ou locale, et

de leur nombre. Nous établissons les criteres de sélection des fonctions utilisées dans



e

Vil

la discrétisation spatiale. Ces critéres dépendent de la rapidité de convergence des
fréquences propres, des modes propres et de leurs dérivées, des déformations statiques
et de leurs dérivées, ainsi que de la taille de calculs engendrés par les modeles discrets.

La convergence des fréquences du modele discret est un critére important car
elle indique la convergence de Verreur entre les fréquences réelles et les fréquences
approximées par le modele discret. Nous proposons un théoréme de convergence
des fréquences propres du modele discrétisé avec les splines cubiques. Ce théoréme
démontre que la précision du modele discret augmente en augmentant le nombre
d’éléments utilisé.

Globalement, nous recommandons, sur la base de la comparaison des modeles
discrets présentée au chapitre 5, P'utilisation des fonctions de forme d’une poutre
encastrée avec charge ou l'utilisation des splines cubiques avec les courbures comme
coordonnées généralisées. Pour les splines cubiques, nous recommandons d’ajouter
une fonction de forme de plus & ce qui est requis. Pour une structure & plusieurs
bras, nous recommandons I'utilisation des splines cubiques car elles sont plus simples
3 générer que les fonctions propres d’une poutre encastrée et sont indépendantes des
parametres du systéme sauf de la longueur des bras.

Le modéle correspondant & Pextrémité du systéme a un bras flexible est 4 déphasage
non minimal. Ce modgle est donc non passif. Pour remédier & ce probléme, nous choi-
sissons une sortie appropriée le long du bras flexible de fagon & ce que le modele
correspondant soit passif et & déphasage minimal. La sortie choisie est constifuée
de Pangle de rotation du moteur plus une valeur pondérée de la déformation de
Pextrémité. Cette sortie est paramétrisé par un paramétre réel. Nous présentons alors
une stratégie de commande basée sur la passivité du systéme & un bras flexible. Une
caractéristique importante de la passivité est que tout controleur strictement passif,
soit un contréleur proportionnel, peut stabiliser la sortie considérée. Ce qui facilite
Pimplantabilité de cette loi de commande ainsi que la syntheése du contrdleur. L’ob-

jectif est de sélectionner la sortie pour qu’elle soit aussi proche de 'extrémité de fagon
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4 ce que la relation entre le couple moteur et la sortie soit passive. Nous procédons
en deux parties.

Dans la premitre, nous considérons un modgle linéaire du systéme avec différentes
fonctions de forme. Nous proposons une étude analytique de la passivité des fonctions
de transferts correspondantes. En négligeant le frottement du systéme, nous pouvons
tirer des conclusions générales dépendantes des fonctions de forme utilisées ainsi que
des caractéristiques physiques du systéme. Le parameétre réel caractérisant la sortie
n’est plus un simple paramétre mais peut étre considéré comme un parameétre de
design du bras. Dans ce sens, nous pouvons choisir les caractéristiques du systéme a
un bras flexible de fagon que la sortie proposée soit proche de I'extrémité.

Dans la deuxidme partie, nous considérons le systéme non linéaire dans le plan ver-
tical. Nous utilisons encore la passivité pour démontrer la convergence asymptotique

de la dynamique de Perreur entre la sortie proposée et la référence.
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Abstract

The diversity of the shape functions used in the spatial discretization of the dy-
namics of flexible robots complicates the task of selecting a particular shape function
for a particular robot type. For a desired precision, an appropriate choice of the shape
functions may result in a smaller order model, leading to a simpler simulation and
an easier control design. This thesis develops the model of a one-link flexible system
considering gravity effects. Several assumed modes are used in the spatial discretiza-
tion process. Namely, the eigenfunctions of a rotating beam, the eigenfunctions of a
clamped-free beam, the eigenfunctions of a clamped-payload beam, the polynomial
functions, the cubic splines, and the cubic B-splines. A detailed comparison of the
eigenvalues, the eigenmodes and their derivatives, and the static deformations and
their derivatives is performed on a slewing beam in the vertical plane. Load para-
meters are changed from their nominal values to test the semsitivity of the shape
functions. The comparisons show that the clamped-free eigenfunctions are mostly in-
adequate while the clamped-payload eigenfunctions are good candidates even when
the payload parameters are changed. Overall, the cubic spline shape functions us-
ing curvatures as generalized coordinates offer the best compromise between good
precision and low calculation complexity.

In this thesis, we apply the concept of passivity to control the position of the
system with one flexible link using the input torque at the base. Since the choice of
the tip position as an output leads to a non passive system, we select a new output,

namely, the noncollocated output measurement consisting of the angle of rotation at
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the hub augmented with a weighted value of the angle of rotation of the link’s extrem-
ity. A technique for determining the closest output to the tip resulting in a passive
system is given. We analyse the passivity of the input-output relation for the system
in the horizontal plane with and without damping. We also analyse system’s passivity
in the vertical plane. In the horizontal case, analytical methods based on reactivity
and (real) positivity of the transfer function are used to select the output. In the
vertical one, we also apply the concept of passivity to prove asymptotic convergence

of the dynamics of the error between the selected output and the reference.
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Chapitre 1

INTRODUCTION ET
PROBLEMATIQUE

1.1 Introduction

La notion de solide indéformable n’est qu’un concept théorique, auncun corps
n’étant parfaitement rigide. Une structure mécanique se compose toujours d’un ou de
plusieurs éléments dont la rigidité n’est pas infinie, associés entre eux par des liaisons
qui elles aussi ont une raideur limitée. Elle présente donc une certaine flexibilité, qui
se traduit mathématiquement par un champ de déformations et de contraintes qui
dépendent de sa géométrie, des liaisons mécaniques, et de la nature des matériaux. Il
existe de plus un couplage entre masse et flexibilité, 1ié & un échange entre I'énergie de
déformation élastique et P'énergie cinétique, qui entraine en dynamique un comporte-
ment oscillant semblable & celui d’un systéme masses-ressorts. Les résonances qui
en résultent, que on caractérise par une fréquence propre et une déformée modale,
dépendent bien entendu de la répartition de masse dans la structure et de Pensemble
des paramétres mécaniques. Dans la grande majorité des applications, cette flexi-
bilité est indésirable, et ses effets doivent donc étre atténués. Parfois, des solutions

mécaniques simples suffisent & déplacer le spectre des vibrations, et & faire en sorte
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qu’il ne rencontre pas celui des perturbations. Une structure peut ainsi 8tre rigid-
ifie par le choix de formes géométriques différentes, ou 'utilisation de matériaux
plus rigides. Cette solution est efficace dans le cas des machines outils, par exemple.
Cependant, dans le domaine de la robotique, cette solution conduit & un surdimen-
sionnement de la structure des robots dits “traditionnels” ou rigides pour lesquels les
membrures sont rigides, méme si les articulations et les actionneurs peuvent présenter
une caractéristique d’élasticité. En effet, pour garantir une bonne précision au niveau
de leur positionnement, ces robots sont constitués de membrures lourdes et rigides.
Ils sont massifs et demandent beaucoup d’énergie. De plus, pour assurer cette rigidité
face aux variations de la charge, on limite la vitesse et 'accélération de manipulation.
Ainsi, la rigidité des membrures entraine des limitations au niveau de la vitesse de
déplacement de ces robots, de leur envergure et de leur charge transportable. Cette
derniére varie entre 5% & 10% du poids total du robot (Kopacek et al., 1988).

Afin d’améliorer les performances des robots, les membrures doivent &tre plus
légeres, leur flexibilité ne peut donc pas étre négligée. Leur vitesse peut donc étre
augmentée, leur structure et leur consommation d'énergie réduites et le cofit total
minimisé. Malgré tous ces avantages, ces idées n’ont pas encore trouvé leur chemin
dans la conception des robots industriels & Pexception de I'industrie spatiale. Les
applications dans P'industrie spatiale ont donné une autre tournure aux recherches
dans le domaine des robots flexibles. Les robots ne sont plus concus en fonction de
leur rigidité mais en fonction de leur capacité de manipulation. La flexibilité n’est plus
une contrainte mais un aspect physique & considérer dans la modélisation dynamique
du robot.

C’est avec le lancement des premiers programmes spatiaux de grande envergnre
dans les années 70 que la commande active des structures flexibles a commencé  sus-
citer de nombreux travaux de recherche au sein de la communauté automaticienne. Les
systémes placés sur orbite doivent, pour satisfaire les contraintes du lancement, étre

munis d’appendices déployables et légers : la minimisation de la masse des structures,



qui sont souvent d’allongement important, conduit naturellement & 'apparition de vi-
brations mécaniques de forte amplitude et & basse fréquence, susceptibles de dégrader
fortement les performances de la charge utile, et parfois méme destructrices.
Du point de vue de 'automaticien, les nécessités structurales se traduisent par
un abaissement de la fréquence des modes de résonance, qui viennent interagir avec
la bande passante de commande des systémes embarqués. Ces modes, qui ont un
coefficient d’amortissement naturel trés faible, peuvent étre excités par une source de
perturbations externe, ou par la loi de commande elle méme. Face a cette difficulté,
“une solution logique semble étre d’accroitre 'amortissement des résonances, afin de les
rendre moins pénalisantes. Pour cela, deux approches distinctes sont envisageables.
La premiére approche, dite passive, consiste a dissiper une partie de 'énergie de
déformation élastique. Les matériaux viscoélastiques que Pon fixe & la surface d’une
structure entrent dans cette catégorie. Toutefois, il subsiste une limitation intrinseque
a ces dispositifs passifs : ils n’empéchent pas la structure de continuer & se déformer,
et méme & vibrer en présence d’une source de perturbations continue (Vincent, 1996).
La deuxiéme approche, dite active, consiste au contraire a injecter de I’énergie dans
la structure afin de compenser les déformations. Des deux approches, la commande
active des vibrations est donc la solution la plus ambitieuse. Elle repose naturelle-
ment sur Putilisation des lois plus complexes, qui rendent possible la commande d’un
plus grand nombre de modes flexibles que les dispositifs passifs. Elle peut surtout
permettre d’atteindre un niveau de performances supérieur, en réalisant des taches
plus contraignantes que le simple amortissement, telle que le suivi de trajectoire et la
réjection de perturbations.
Ainsi, un intérét croissant 8'est manifesté depuis une vingtaine d’années, tant pour
le développement de méthodologies de synthése de lois de commande adaptées au cas
extréme des structures flexibles, que pour celui d’outils de modélisation mieux adaptés

a cette synthése.



1.2 Problématique

1.2.1 Modélisation

Au niveau de la modélisation, les robots flexibles se distinguent des robots rigides
par le fait qu’ils sont des systémes continus & parameétres distribués, les modeéles
discrets constituent simplement une approximation de ces modéles. Les variables in-
tervenant dans la description du mouvement d’'un systéme continu dépendent ex-
plicitement de la position spatiale de points appartenant & ce systéme et du temps.

Lors de la modélisation, les robots flexibles sont décrits par des équations aux
dérivées ordinaires (EDO) et des équations aux dérivées partielles (EDP) associées
avec des conditions aux frontiéres (CF). Ces équations possédent, dans de cas simples
tel qu'un bras flexible tournant dans le plan horizontal, une solution analytique.
Cependant, dans le cas général d’un robot & plusieurs bras flexibles et/ou tournant
dans le plan vertical, la solution des EDP et des CF associées est généralement difficile
a obtenir. De plus, le modéle obtenu est d’ordre infini. L’utilisation d’un modéle
d’ordre réduit qui fait recours au principe de 'expansion modale facilite Panalyse
du modele. 11 facilite aussi la synthese d’une loi de commande pour ce modele. Le
principe de I'expansion modale permet d’écrire une déformation comme la somme
d’une fonction dépendant uniquement de la variable spatiale z, appelée fonction de
forme (FF), multipliée par une fonction dépendant uniquement du temps. Si les FF
vérifient PEDP avec les CF associées, on dit alors que la solution est exacte. Mais ces
fonctions sont généralement difficiles & obtenir. Des solutions d’approximation sont
alors utilisées pour estimer les modes propres du systéme en introduisant des FF qui

ne vérifient pas nécessairement VEDP et les CF associées. La préeision de la solution

approximative dépend, entre autre, du choix de ces fonctions. Il est souhaitable que
ces derniéres soient optimisées ce qui augmente la précision du modele. Ce choix
est souvent plus ou moins arbitraire et rend les différents résultats publiés dans la

littérature difficilement comparables.
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Lors de la modélisation, certaines hypothéses doivent étre considérées. Pour fa-
ciliter I’étude des robots & bras flexibles, les chercheurs considérent, entre autre, une
cinématique linéaire c.a.d que la position d’un point le long d’un bras flexible est
indépendante de Vallongement du bras selon son axe neutre. Ceci permet surtout
d’éliminer des termes non linéaires et de réduire la complexité du développement
du modele. Cependant, cette hypothese limite la vitesse d’opération d’un robot & de
faibles et moyennes vitesses. Pour surmonter cette restriction, le premier objectif de
cette thése est de développer les EDP d’un bras flexible tournant dans le plan vertical
- en considérant une cinématique non linéaire tout en tenant compte de I'allongement
du bras le long de son axe neutre.

D’autres suppositions importantes sont typiquement adoptées lors de la modélisation
de fagon quasi arbitraire dans la littérature. Vu que le modele spatialement discrétisé
est, théoriquement de dimension infinie, une troncature au niveau du modele s’avere
nécessaire pour limiter le nombre de modes vibratoires 4 étudier. Le choix du nombre
de modes vibratoires est un élément important lors de la discrétisation. Ce nombre
dépend de la plage de fréquence excitée et de la différence entre les modes vibratoires
réels et ceux supposés.

Le choix de la méthode de discrétisation est aussi primordial. Les deux méthodes
largement utilisées lors de la discrétisation spatiale de robots flexibles sont la méthode
de modes supposés (MMS) et la méthode d’éléments finis (MEF). 1l existe aussi des
variantes de ces deux méthodes, telles que les modes encastrés & la base d’un bras,
sans ou avec une charge & P'extrémité d’un bras flexible pour la MMS, et les éléments
cubiques d’Hermite, les splines et les B-splines cubiques pour la MEF,

Dans la littérature, certaines comparaisons de la rapidité de la convergence de
modgles discrétisés (basés sur P'une ou sur plusieurs de ces variantes) ont déja été
réalisées. Cependant, ces comparaisons sont souvent limitées soit & la rapidité de
la convergence des fréquences d'une méthode de discrétisation en particulier (par

exemple la MMS avec des modes encastrés & la base d’un bras et libre a Dautre
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extrémité vs des modes encastrés & la base avec une charge a Uextrémité), soit & la
comparaison de la rapidité de la convergence des fréquences d’une variante de la MMS
par rapport A celle de la MEF (par exemple la MMS avec des modes encastrés vs la
MEF avec les éléments cubiques d’Hermite).

Il 'y a pas, & notre connaissance, une comparaison générale et détaillée (au
niveau de fréquences, de modes, de modes statiques, de la complexité des méthodes
de discrétisation, etc.) de la convergence de différents modéles discrets. Une com-
paraison exhaustive et détaillée (Chapitre 5) de la précision et de la performance de
modeles d’approximation s’impose et constitue le deuxiéme et Pun des plus impor-
tants objectifs de cette recherche. Nous comparons les fréquences, les modes et leurs
dérivées spatiales, les déformations statiques et leurs dérivées spatiales et le degré
de complexité des calculs engendrés par ces modeles pour différentes fonctions de
forme. Pour tester la robustesse de différents modéles, nous changeons les parameétres
du systéme. Dans un premier cas, la charge est annulée. Dans un deuxiéme cas, la
masse et I'inertie de la charge sont amplifiées. De plus, le centre de masse de la charge
est éloigné de la base & une position équivalent 4 50% de la longueur du bras pour
représenter Peffet d’un deuxiéme bras. Finalement, V'inertie du moteur est réduite par
un facteur de mille. Ceci est équivalent & un moteur sans réducteur de vitesse.

Nous ne limiferons pas la comparaison, comme dans la majorité des études com-
paratives, & un bras flexible tournant dans le plan horizontal. Nous proposons au
contraire une comparaison des modeéles d’approximation basée sur un bras flexible
tournant dans le plan vertical. De plus, nous considérons comme mentionné aupar-
avant le cas d’une cinématique non linéaire pour tenir compte de Pallongement du
bras selon son axe neutre.

Les modeles discrets basés sur la MMS possédent une caractéristique inhérente.
La convergence des fréquences propres du modele croit avec le nombre de modes
retenus dans la discrétisation. Cependant, cette caractéristique de convergence est

perdue pour un modele discret basé sur la MEF avec des éléments cubiques d’Hermite.



Pour cela, nous utilisons la MEF avec les splines et nous proposons un théoréme
de convergence des fréquences du modeéle discret (Proposition 2). Cette proposition
démontre que la précision du modele augmente en augmentant le nombre d’éléments
utilisé dans la discrétisation.

Un des problemes majeurs du développement du modele d’un systéme 3 bras
flexibles est la complexité du modele et la taille de calcul engendré surtout lorsque
plusieurs méthodes sont envisagées au préalable. Nous présentons un outil informa-
tique pour générer les parameétres du modele du systeme & un bras flexible pour les

différentes méthodes de discrétisation traitées.

1.2.2 Commande

L’étape d’analyse et de comparaison des méthodes de modélisation est étroitement
liée & celle de la commande des robots flexibles. En effet, la complexité du modéle
de commande obtenu dépend essentiellement des hypothéses simplificatrices prises en
considération lors de la modélisation. Cette complexité peut étre caractérisée par des
termes non linéaires, des couplages entre les variables, etc. Lors de la commande des
robots & une membrure flexible, les chercheurs ont rendu ces hypothéses assez restric-
tives ce qui a permis essentiellement d’éliminer les termes non linéaires du modele et
a rendu la conception du controleur plus simple. Dans les approches plus récentes,
on assiste & 'apparition de modéles plus complexes pour décrire les robots flexibles.
Les lois de commande envisagées suivent donc tout naturellement cette évolution.
Plusieurs algorithmes de commande ont été appliqués dans la littérature aux robots
flexibles : les méthodes linéaires classiques, la linéarisation exacte, les perturbations
singulieres pour n’en mentionner que quelques uns. Malgré tous les progrés réalisés
dans le domaine de la commande de robots flexibles, 'implantabilité pratique des
méthodes proposées reste néanmoins un probleme d’une acuité primordiale. Cette
recherche vise précisément & combler cette lacune. Le but est donc de développer des

méthodes de commande pour des robots flexibles avec une attention particuliére &



leur implantabilité pratique. V

Au niveau de la commande, les robots flexibles se distinguent d’autres systémes
de commande par le fait qu’ils possedent une caractéristique de déphasage non min-
imal. Cette caractéristique rend la commande directe de 'extrémité du robot plus
difficile que pour des systémes & déphasage minimal. Rappelons que dans le cas d'un
systéme linéaire, cette caractéristique signifie que la fonction de transfert (FT') possede
des zéros dans le demi-plan cpmplexe droit. En boucle fermée sur la sortie, avec un
contrdleur proportionnel, le gain du contréleur est donc limité afin de préserver la
stabilité du systéme bouclé.

Pour les robots flexibles, une linéarisation exacte dans Pespace des articulations est
possible. Cette linéarisation permet aux articulations de suivre toute entrée bornée.
Cependant, extrémité du robot est libre d’osciller et les oscillations sont seulement
limitées par 'amortissement interne des bras du robot qui est généralement faible.
L’application de la technique de la linéarisation exacte a I'extrémité du robot engendre
une dynamique interne non bornée a cause de la caractéristique de déphasage non
minimal. Pour surmonter ce probléme nous proposons de modifier la sortie. Plus
précisément, nous choisissons un point sur le bras du robot comme étant la sortie.
Nous déterminons ce point en paramétrisant la sortie par un coefficient réel et en
considérant la passivité comme critere de sélection. Notre objectif sera de varier ce
parametre réel de facon & ce que le modele correspondant & la sortie proposée soit
passif. Tout contréleur strictement passif, soit un simple contréleur proportionnel,
stabilise la sortie choisie. Dans plusieurs applications, la passivité sert a profiter de
la structure physique du systéme & contrdler de facon & dissiper Pénergie dans une
direction “naturelle”. Un retour sur la sortie favorise donc Pamortissement dans le
meéme sens 14 ol 'énergie est dissipée.

La paramétrisation de la sorite nous permet ainsi de généraliser les études précédentes
sur la passivité des robots & un bras flexible. Nous procédons en deux étapes. En pre-

mier, nous commencons avec un bras flexible tournant dans le plan horizontal. Nous



ne limitons cependant pas notre étude, comme c’est le cas dans les études précédentes,
4 une analyse numérique de la passivité de la F'T. Nous procédons au contraire & une
étude analytique en utilisant les applications gardiennes, le Bézoutien et le Résultant.
Le modele étant linéaire, ceci nous permet de tirer des conclusions générales en fonc-
tion des caractéristiques du bras flexible et du nombre de modes utilisés lors de la
discrétisation. Une conclusion importante de cette étude est que le parameétre qui
caractérise la sortie est utilisé comme parametre de design du robot lui méme. Nous
pouvons, lors de la conception du systéme, choisir ses caractéristiques (longueur du
bras, rigidité, etc.) de facon & ce que la sortie proposée soit trés proche de extrémité
du bras.

Dans la deuxitme étape, nous généralisons notre étude an cas d’un modéle non
linéaire d’un bras flexible dans le plan vertical. Nous choisissons le coeflicient de
paramétrisation de la sortie de fagon & ce que la dynamique de Verreur entre la
sortie proposée et la référence soit asymptotiquement stable. Nous utilisons encore la
passivité pour démontrer la convergence de Ierreur.

Cette these est donc consacrée & I'étude de la représentation adéquate de la flexi-
bilité ainsi qu’a 'analyse de la passivité d’un systéme & un bras flexible. Le mémoire
est articulé en deux grandes parties : I'une est dévolue & la modélisation d’un systéme
4 un bras flexible et la comparaison de différentes représentation de la flexibilité,

Pautre & Panalyse de la passivité du systéme pour certaines représentations.

1.2.3 Originalité

Cette recherche porte sur la modélisation et la commande d’'un systeme & un
bras flexible. A la meilleure de la connaissance de 'auteur, elle a donné lieu aux

contributions suivantes :

1. Le développement du modeéle non linéaire (EDO et EDP avec les CF associées)
(équations (3.9)-(3.12)) d’un systéme & un bras flexible tournant dans le plan

vertical avec une cinématique non linéaire, i.e. en tenant compte de Pallonge-
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ment longitudinal du bras.

2. Une comparaison exhaustive et compléte (Chapitre 5) de la convergence des
fréquences, des modes et leurs dérivées spatiales, des déformations statiques
et leurs dérivées spatiales et de la complexité mathématique et numérique des
différents modeles discrets. Certains parameétres seront variés pour reprendre
fidelement les différentes configurations d’un manipulateur réel. En particulier,
les parameétres de la charge ont été variés pour analyser I'effet de cette variation
et pour simuler effet d’un deuxiéme bras sur les modes du systéme discret.
L’inertie du moteur a été aussi réduite pour simuler un moteur sans réducteur

de vitesse.

3. Une démonstration de la convergence monotonique des fréquences du modéle
discret avec les splines cubiques (Proposition 2). Cette démonstration est basée
sur I'existence d'une transformation entre les splines cubiques et des éléments

hiérarchiques connus pour leur convergence monotonique.

4. 1’étude de la passivité du modele développé associé & une sortie non colocalisée
et paramétrisée par un coeflicient réel. Dans le cas d’un modéle linéaire, une
étude analytique est réalisée (Chapitre 7) pour trouver une sortie le plus proche
de Pextrémité du bras tel que le modele reste passif. Plusieurs configurations

ont été considérées (sans et avec frottement) pour différentes FF.

5. La démonstration de la stabilité asymptotique de la dynamique de I'erreur dans

le cas d’un mouvement vertical avec la technique de la passivité (Chapitre 8).

Notons que, le modéle non linéaire a été récemment reporté dans la littérature. No-
tons aussi que pour fin de la modélisation et de la comparaison, il a fallu développer
les fonctions de forme d’une poutre pivotante avec une charge non concentrée. La
procédure suivie pour générer ces fonctions est déja présentée dans la littérature.
Cependant, les résultats sont, & notre avis, intéressants. Il a fallu aussi unifier les
différentes méthodes de discrétisation, soit la méthode de modes supposés et la

méthode des éléments finis, ainsi que leurs variantes dans une seule méthode du



11

genre modes supposés. Ceci nous a permis d’utiliser le méme algorithme pour générer
les différents paramétres du modéle discrétisé par la MMS et la MEF et de faciliter

la comparaison de différents modéles discrets.

1.2.4 Organisation de la thése

Le deuxieme chapitre est une étude bibliographique dont le but est de rappeler
les problémes fondamentaux posés par la modélisation et la commande des manipula-
teurs flexibles. Nous passons en revue les méthodes de modélisation et les méthodes de
discrétisation, en particulier la méthode de modes supposés et la méthode d’éléments
finis. Nous insistons sur les études comparatives des modeles discrets. Nous insis-
tons aussi sur 'application des méthodes de commande noun linéaire ainsi que sur
Papplication de la passivité sur les robots flexibles.

Nous développons dans le chapitre 3 le modeéle dynamique continu d’un bras tour-
nant dans le plan vertical. Ce modele est basé sur une cinématique non linéaire
d’Euler-Bernoulli et sur la méthode de Hamilton pour générer les EDP et les CF
qui gouvernent le bras. Nous rappelons aussi le probléme aux valeurs propres associé
aux robots & bras flexibles. Afin d’analyser, de simuler et de contrdler ce modéle, une
discrétisation spatiale parait nécessaire. Nous présentons 4 la fin de ce chapitre une
discrétisation du modele développé.

Dans le chapitre 4, nous présentons les méthodes les plus utilisés de la discrétisation
spatiale de la flexibilité, & savoir la méthode de modes supposés et la méthode
d’éléments finis. Les deux méthodes sont présentées dans un cadre général en les unifi-
ant dans une méthode de type “modes supposés”. Ces deux méthodes sont basées sur
Papproximation des modes flexibles par des FF polynomiales. Plusieurs variantes ex-
istent pour ces deux méthodes, soit : les fonctions propres d’une poutre tournante, les
fonctions de forme d’une poutre encastrée sans charge, les fonctions de forme dune
poutre avec charge, les splines cubiques, les B-gplines cubiques ainsi que les fonctions

polynomiales.
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Le choix d’un de ces modes dans un probleme donné n’est pas systématique. Le
chapitre 5 est donc consacré & la comparaison des différents modeles discrets basés
sur les différents modes supposés. Une comparaison détaillée des valeurs propres, des
vecteurs propres, des déformations statiques ainsi que de la complexité du calcul des
modeles basé sur ces modes est présentée. Nous varions encore les paramétres du
modele pour reprendre fidélement les différentes configurations d’un manipulateur
réel. Nous varions les parametres de la charge pour simuler et analyser Peffet dun
deuxiéme bras sur ces modes. Cette comparaison va nous permettre d’effectuer les
choix (technologiques) nécessaires a la représentation adéquate de la flexibilité d’un
manipulateur flexible. Nous présentons aussi dans ce chapitre la convergence des
fréquences propres du modele discret avec les splines cubiques.

Nous présentons au chapitre 6 quelques rappels sur la passivité et ses applications
et nous appliquons au chapitre 7 cette notion de passivité au modeéle linéaire d’un
bras flexible tournant dans le plan horizontal. Nous considérons une sortie constituée
de 'angle moteur plus une pondération de I'angle de I'extrémité du bras. Cette sortie
sera paramétrisée par un parametre réel. Nous procédons & une étude algébrique
de la passivité du modele linéaire & P'aide des applications gardiennes basées sur le
Bézoutien et le Résultant. Cette analyse est réalisée pour les différentes fonctions de
forme discutée précédemment. Nous varions aussi les parametres de la charge afin de
conclure sur Peffet de cette variation sur la passivité.

Le chapitre 8 est enfin consacré a P'application de la passivité au systéme non
linéaire du bras flexible tournant dans le plan vertical. Une démonstration de la
convergence asymptotique de P'erreur est présentée en se basant sur la passivité de la
dynamique de Perreur. Notre étude ¢’achéve sur un rappel des conclusions auxquelles
nous sommes parvenus, et sur quelques perspectives ouvertes par notre travail.

Plusieurs annexes sont encore présentées a la fin de cette these. Tous les détails
mathématiques du développement des différents modeéles utilisés dans cette theése

seront présentés dans ces annexes. Nous avons décidé de présenter ces développement



13

dans des annexes non pas parce qu’ils sont moins importants que le reste de Ja thése
mais plutét pour alléger la lecture de la thése. En particulier, dans I’Annexe A, nous
présentons le développement de la dynamique d’un systéme a un bras flexible. L’ An-
nexe B présente la solution du probléme aux valeurs propres d’un systéme a un bras
flexible ayant une charge & son extrémité. L’organigramme du logiciel ROBOFLEX
utilisé dans la modélisation et la simulation du systéme sera présenté en Annexe C.
Dans I’Annexe D nous développons le modéle linéaire pour les différentes fonctions

de forme présentées en Annexe B.
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Chapitre 2

REVUE DE LA LITTERATURE

Ce chapitre a pour objet de rappeler les problémes généraux posés par la modéli-
sation et la commande active des robots flexibles. Nous essaierons ainsi de montrer
en quoi les difficultés rencontrées, qui ne sont pas propres a la compensation des
vibrations mécaniques, sont ici exacerbées. Nous tenterons dans un premier temps de
donner un apergu des techniques de modélisation les plus utilisées, en insistant sur
leurs conséquences sur le plan automatique, et P'on verra que le choix d’une approche
dépend évidence tout de la nature du systéme, de sa complexité, et bien sir des
besoins en modélisation. Cet aspect permettra de mettre en évidence les problémes
liés & la représentation de la flexibilité, et introduira le second point de ce chapitre, &
savoir celui de la commande active des structures. Nous essaierons ici aussi de donner
une idée globale des techniques adaptées a la commande des flexibilités, en mettant
Paccent sur les travaux traitant la passivité.

Les méthodes de modélisation et de commande que nous allons revoir ont été
appliquées & des robots dont le degré de complexité varie d'un simple bras tour-
nant dans le plan horizontal jusqu’aux robots & mouvement tridimensionnel. Les bras
minces sont adéquatement représentés par le modele de la poutre d’Euler-Bernoulli
qui néglige les efforts tranchants ainsi que P'inertie de rotation d’une section d’un bras

(Meirovitch, 1986). Les déformations des bras sont supposées petites. Pour des bras
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courts, les effets des efforts tranchants et de Vinertie de rotation peuvent étre inclus
en utilisant le modéele de Timoshenko (Bayo et al, 1989). Dans ce qui suit, nous nous

limitons aux cas des robots & bras minces.

2.1 Modélisation des robots flexibles

Différents principes et théorémes de la mécanique analytique peuvent étre utilisés
pour écrire les équations de 'équilibre dynamique de robots a bras flexibles. Citons
les équations de Newton-Euler, le principe de Hamilton, les équations de Lagrange,
etc. L'utilisation de 'une ou de P'autre de ces méthodes est liée a la nature finale des
équations dynamiques, soit continue ou discrete.

Les équations de Newton-Euler sont appliquées 4 un élément infinitésimal d’un
bras et la dynamique est obtenue en intégrant ces équations sur toute la longueur
du bras (Sakawa et al, 1985; Sundararajan et al, 1992). L’application des équations
de Newton-Euler 4 une membrure flexible uniforme tournant dans le plan horizontal
est directe et relativement facile. Cependant, 'extension de cette méthode aux robots
flexibles & plusieurs membrures reste une tiche compliquée et non systématique.

Le principe de Hamilton est un principe variationnel. Ce principe consideére le
mouvement global du systéme & étudier entre deux instants ¢; et o, et est donc un
principe d’intégrale. Les équations différentielles gouvernant le systéme sont générées
& partir des énergies cinétique et potentielle et du travail virtuel effectué entre ces
deux instants (Meirovitch, 1967 ; Cannon et Schmitz, 1984 ; Cetinkunt et Yu, 1991;
Low et Vidyasagar, 1990). Dans sa forme générale, le principe de Hamilton s’écrit
sous la forme :

tz tz
/ (T —V)dt + f SWedt = 0 (2.1)
t Iy

ou T est I'énergie cinétique, V est Pénergie potentielle, 6 est Popérateur du déplacement
virtuel, W, est le travail virtuel des forces non conservatives y inclus les frottements

et les forces extérieures. I’avantage principal de cette méthode est la fagon souple
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et naturelle dont les conditions aux frontieres (CF) et les propriétés physiques sont
imposées. Son désavantage est surtout le calcul laborieux engendré par les intégrales
par parties. Low et Vidyasagar (1990) ont appliqué le principe de Hamilton pour
générer la dynamique des robots a plusieurs bras rigides et flexibles. La dynamique
obtenue est non explicite et est sous la forme d’équations integro-différentielles, ce
qui limite leur utilisation dans la commande. Junkins et Kim (1993) ont généralisé
explicitement le principe de Hamilton afin d’éviter le calcul laborieux des intégrales
par parties.

.. Les équations de Lagrange représentent cependant la technique la plus répandue
pour formuler les équations dynamiques des manipulateurs flexibles (Aoustin et al,
1994; Kwon et Book, 1994; Li, 1994; Piedbceuf et al, 1991). La formulation des
équations est systématique. Les équations de Lagrange sont généralement utilisées
dans le but d’obtenir un modeéle spatialement discret représenté par un systeme
d’équations différentielles ordinaires (EDO) plus attirant pour la commande. Ceci
représente Pavantage et la popularité de cette méthode. Serna et Bayo (1989) ont
utilisé les équations de Lagrange pour développer les équations dynamiques non
linéaires de robots & bras rigides et flexibles. Book (1984) a développé le modéle discret
d’un robot & plusieurs membrures en utilisant les équations de Lagrange associée avec
la méthode de modes supposés. 1l a étendu la matrice de transformation homogene de
Denavit-Hartenberg pour décrire la déformation cinématique des membrures flexibles
connectées par des articulations rotatives. Cependant, cette méthode engendre beau-
coup de calcul redondant. Yuan et al. (1993) ont utilisé la méme méthode proposée
par Book et ils ont démontré les caractéristiques des équations dynamiques nécessaires
pour le controle. De Luca et Siciliano {1989) ont développé le modéle explicite et com-
pact d’'un robot & deux membrures flexibles. Nicosia et al. (1996) ont développé un
modele simplifié linéaire d’un robot & deux bras flexibles. Ils ont linéarisé le modéle non
linéaire autour d’une position d’équilibre. IlIs ont utilisé la méthode de Lagrange avec

des fonctions de forme polynomiales. Ils ont validé expérimentalement les fréquences
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du modele avec un joint bloqué. La différence entre les valeurs expérimentales et
théoriques des fréquences est attribuée aux termes négligés dans le modéle linéaire.
Torby et Kimura (1999) ont développé les équations dynamiques d’un robot ayant
plusieurs bras flexibles y compris des bras avec des articulations prismatiques. Chaque
bras est représenté par deux éléments finis dans l'espace tridimensionnel. Les bras
avec des joints prismatiques sont traités comme des poutres avec des conditions aux
frontiéres variant dans le temps. Un exemple du développement d’un robot RRP est
donné. Piedboeuf (1998) a développé le modéle d’un robot A plusieurs bras enchainés.
Il a utilisé une méthode récursive basée sur le principe de Jordan. Les déformations
dans P’espace tridimensionel ainsi que la torsion autour de ’axe longitudinal d’un bras
sont prises en compte avec une cinématique non linéaire (d’ordre deux). La méthode
récursive facilite la génération symbolique du modéle. Boyer et al. (2002) ont aussi
développé le modéle d’un robot & plusieurs bras flexibles relié par des articulations
rotatives. Les déformations considérées sont tridimensionnelles et la cinématique est
non linéaire, d’ordre quelconque. Un exemple d’un robot 3 quatre articulations ayant
deux bras flexibles est montré. Les modeéles non linéaires obtenus sont consistants
jusqu’a Pordre deux par rapport & la loi de la conservation de 'énergie. Book et
Obergfell (2000) ont développé un modele simplifié d’un robot & deux bras flexibles
ayant un mécanisme d’actuation parallele. Ils ont utilisé la méthode de Lagrange
avec la méthode de modes supposés. Le modele développé est comparé aux résultats
expérimentaux et & plusieurs cas limites : comparaison de la réponse fréquencielle
des joints, la déformation des bras et la déformation de 'extrémité. Le modele n’est
pas trés précis pour le développement d’une stratégie de contrle, mais il est jugé ac-
ceptable par les auteurs pour aider & sélectionner et & simuler un contrdleur pour les
joints avec un retour de Pextrémité et 3 le valider avant de Iappliquer physiquement
au robot.

Afin d’évaluer les propriétés d’un modeéle, certains chercheurs ont étudié effet de

certains parametres sur le comportement dynamique du systéme souvent constitué
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d’un moteur, d’un bras flexible et d’une charge. Spector et Flashner (1990) ont analysé
la position des péles et des zéros de la fonction de transfert du systéme & un bras
flexible sans charge en variant la sortie. Ils ont conclu qu’'un modeéle dynamique précis
est d’importance cruciale surtout pour la commande d’un systéme ou la sortie est
non colocalisé. Il ont aussi trouvé que les systémes de controle non colocalisé sont
toujours & phase non minimale au dela de certaines fréquences. En paralléle, Parks
et Pak (1991) ont étudié V'effet des inerties du moteur et de la charge sur la position
des poles et des zéros des fonctions de transfert de la base et de U'extrémité du bras.
‘Principalement, ils ont trouvé que I'inertie de la charge a surtout un effet sur les zéros
~ de la fonction de transfert de 'extrémité et que Pobservabilité de cette derniére peut
étre perdu pour certaines valeurs de Pinertie. L’utilisation de plusieurs capteurs est
donc nécessaire pour assurer cette observabilité. Li et al. (1998) ont de plus étudié
Peffet de la masse de la charge sur les fréquences. Ils ont aussi considéré 'élasticité
de Particulation a la base. Notons que le développement du modele et la solution
du probléme aux valeurs propres est trés similaire & la méthode que nous allons
présenter ultérieurement dans cette thése. Ils ont conclu que les fréquences naturelles
diminuent et tendent vers une valeur constante en augmentant Pinertie de la base.
Pour des faibles valeurs, la fréquence fondamentale est indépendante de cette inertie.
La masse de la charge affecte principalement la fréquence fondamentale. Les faibles
valeurs de I'inertie de la charge affectent principalement les fréquences élevées, et
des grandes valeurs affectent les faibles fréquences. Ata et Elkhoga (1998) ont étudié
Peffet de I'inertie du moteur et de la masse de la charge sur le couple moteur solution

de la dynamique inverse.

2.2 Discrétisation des équations dynamiques

Le modéle obtenu en appliquant 'une des méthodes déja citées est théoriquement

d’ordre infini. Généralement, du point de vue de la commande, un modele de dimen-
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sion finie est préférable. La discrétisation spatiale et la troncature du modele sont donc
nécessaires afin d’aboutir & un contrdleur relativement simple. Ceci n’a pas empéché
quelques chercheurs 3 travailler avec le modgle continu de dimension infinie (Kelemen
‘et Bagchi, 1993). La discrétisation spatiale peut intervenir & deux niveaux. Le pre-
mier est de discrétiser spatialement les équations dynamiques intégro-différentielles
(Piedbeeuf, 1989; Cetinkunt et Yu, 1991). Le modele obtenu est toujours d’ordre
infini et la précision du modéle est du méme ordre que la précision des hypothéses
simplificatrices posées lors de la modélisation. Le deuxiéme niveau est de discrétiser
‘spatialement les expressions des énergies cinétique et potentielle et d’utiliser ces ex-
pressions pour aboutir aux équations dynamiques discrétes. La précision du modéle
dépend d’une part des hypothéses simplificatrices et d’autre part de la méthode de
discrétisation utilisée. Vu que cette approche est plus facile, c’est cette méthode qui
est largement répandue pour la modélisation des robots flexibles. Dans ce qui suit,
deux méthodes de discrétisation seront discutées : la méthode de modes supposés
(MMS) et la méthode d’éléments finis (MEF)
Dans la MMS, la déformation v(z,t) est écrite sous la forme d’une somme infinie
d’un produit de deux fonctions : une fonction qui dépend seulement de la variable

spatiale et une autre qui dépend seulement du temps, soit

v(z,t) = ifﬁi(w)qz-(t) (2.2)

oi1 ¢;(x) sont les fonctions de forme (FF) du bras flexible et ¢;(t) sont des ampli-
tudes variant dans le temps. En général, les FF sont choisies afin de former une base
complete et sont rendues orthogonales ce qui permet d’éliminer le couplage entre
elles. Les variables ¢;(f) constituent les coordonnées généralisées associées 3 la flexi-
bilité. Pour avoir un modele d’ordre fini, un nombre fini de modes, v, est utilisé. La

déformation est alors écrite sous la forme suivante :

1) = 3 di@adt) (23

Les énergies cinétique et potentielle peuvent étre exprimées en fonction des coor-
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données rigides représentant le mouvement des joints et des coordonnées flexibles. En
appliquant les équations de Lagrange

d [OL 0L OR ,
%(EE)“EENFEEI;::Q; i=1 2,..., v (2.4)
avec les coordonnées modales comme coordonnées généralisées, on obtient un ensem-
ble d’équations différentielles réduites et découplées.

Plusieurs choix des FF sont possibles : les fonctions polynomiales, les FF des
poutres encastrées (Hasting et Book, 1987; Piedboeuf, 1992; Yigit, 1994), et les FF
des poutres pivotantes (Cetinkunt et Wu, 1990; Hasting et Book, 1987; Kwon et
Book 1994). Les termes encastré et pivotant décrivent la nature du lien & la base d’un
bras avec le moteur. Les termes charge et libre décrivent les conditions & P'extrémité
du bras, i.e. un bras avec charge ou sans charge (libre).

Barbieri et (")zgﬁner (1988) ont comparé expérimentalement, pour une membrure
dans le plan horizontal et sans charge & son extrémité, les modéles basés sur les
fonctions propres du bras et sur les FF d’une poutre encastrée-libre. Ils ont montré
que ces dernieres peuvent étre utilisée pour approximation des fonctions propres si
le rapport des inerties du moteur et de la membrure est grand.

Hastings et Book (1987) ont comparé deux types de FF pour modéliser un ro-
bot & une membrure flexible : le premier est celui d’'une poutre encastrée-charge et
- le deuxiéme est celui d’une poutre pivotante-charge. Ils ont comparé les fréquences
calculées des deux modeles par rapport aux fréquences mesurées avec des jauges de
contrainte 4 la base de la membrure. Le modéle de la poutre encastrée-charge a donné
une meilleure convergence.

Yigit (1994) a appliqué le principe de Hamilton & un robot formé de deux mem-
brures : une rigide et une flexible. La séparation de variables est réalisée en utilisant la
méthode de Galerkin (Meirovitch 1967) et les FF utilisées sont celles d’une poutre en-
castrée-libre. Des simulations comparant la déformation de Pextrémité avec différents
nombres de modes montrent la similitude des déformations de Pextrémité. Un modétle

avec trois modes vibratoires est alors adopté.
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L’approximation par 'expansion modale et P'utilisation des FF supposent que ces
derniéres sont découplées, invariantes et sont indépendantes du contrdleur. Cetinkunt
et Yu (1991) ont étudié Veffet en boucle fermée d'un contrdleur proportionnel-dérivé
sur les FF encastrée-libre et pivotante-libre pour une membrure avec charge et tour-
nant dans le plan horizontal. Plusieurs simulations ont été montrées pour différentes
valeurs de gains du contréleur. Le critére de comparaison choisi est la largeur de
bande passante en boucle fermée. Les résultats donnés par les fonctions d’une poutre
encastrée-libre approchent mieux les résultats des fonctions propres. Deux modes sont
suffisants dans Papproximation.

Une autre méthode utilisée pour la discrétisation de la déformation est la méthode
d’éléments finis (MEF). Cette méthode est encore 'une des méthodes fréquemment
utilisées pour la discrétisation spatiale des systémes continus (Bayo, 1987; Jonker,
1990 ; Mengq et Chen, 1988). Cette méthode est conceptuellement similaire & la méthode
de modes supposés. Chaque membrure est divisée en un nombre fini de segments reliés
entre eux par des nceuds. Chaque segment doit satisfaire les conditions de continuité
entre les noeuds. La déformation de chaque segment est exprimée en fonction d’un
ensemble de coordonnées généralisées et les expressions des énergies cinétique et po-
tentielle des segments sont exprimées en fonction de ces coordonnées. Ces expressions
sont insérées dans les équations de Lagrange pour aboutir aux équations dynamiques
du systéme. Généralement, les coordonnées généralisées sont les déplacements et leurs
dérivées aux ncends. Les fonctions d’interpolation cubiques d’Hermite (Meirovitch,
1986) sont souvent utilisées pour décrire le profil de la membrure entre les nceuds. La
MEF permet d’estimer les fréquences naturelles d’une structure flexible. Des mem-
brures ayant des sections variables et/ou des matériaux non uniformes peuvent é&tre
facilement modélisés par cette méthode. I’avantage de la MEF est Pamélioration de
la précision des résultats quand le nombre d’éléments par membrure augmente. La
MEF peut alors étre utilisée pour mesurer la performance des autres méthodes de

discrétisation.
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Dancose et al. (1989) et Cho et al. (1991) ont utilisé les splines cubiques comme
fonctions d’interpolation. Pour ces derniéres, la déformation, sa dérivée premiere et sa
dérivée seconde (la courbure) sont continues aux nceuds entre les éléments. Une rela-
tion linéaire entre les déplacements et les courbures aux neeuds est alors obtenue. Le
déplacement 3 Pextrémité d’un élément est alors suffisant pour décrire la déformation.
L’idée d’utiliser des splines cubiques vient de leur association naturelle pour décrire
la déformation statique des structures flexibles : les deux ont une dérivée quatrieme
nulle.

Les B-splines cubiques sont aussi utilisés dans 'approximation des FF des mem-
brures flexibles (Pfeiffer et Kleemann, 1989 ; Truckenbrodt, 1980). Ces fonctions sont
définies sur plusieurs éléments de la membrure. Truckenbrodt (1980) a défini plusieurs
fonctions cubiques vérifiant différentes CF et les a utilisées comme fonctions d’inter-
polation.

Meirovitch et Kwak (1990) ont comparé la convergence de la fréquence de la MMS
et de la MEF pour une poutre non uniforme encastrée a la base et attachée avec un
ressort 3 son extrémité. Les vibrations sont axiales. La comparaison de la convergence
des trois premiéres fréquences montre que la convergence de la MMS est relativement
lente. La convergence de la MEF utilisant des fonctions d’interpolation linéaires est
bonne pour la premiére fréquence mais elle se détériore progressivement pour les
hautes fréquences. Pour accélérer la convergence des deux méthodes, d’autres types
de fonctions sont utilisés : des fonctions de comparaisons et de- quasi-comparaisons
pour la MMS et des fonctions d’interpolation quadratique et cubique pour la MEF.
La convergence est alors améliorée puisqu’on tient compte mieux des CF.

Junkins et Kim (1993) ont montré, pour une structure flexible avec un mouvement
du corps rigide, que la convergence des fréquences naturelles des modes encastrés-libre
est plus lente que celle des éléments cubiques d’Hermite. Les modes supposés qui sont
utilisés dans leur comparaison vérifient seulement les CF géométriques.

En comparant deux modes encastrés-charge et deux éléments cubiques d’Hermite,
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Theodore et Ghosal (1995) ont conclu que le nombre d’opérations mathématiques
nécessaire pour calculer la matrice de masse est plus petit avec les éléments cubiques
que celui avec les modes encastrés. Cependant, le nombre d’équations de mouvement
est plus grand pour les éléments cubiques.

Récemment, Tokhi et Mohamed (1999) ont évalué les performances de la MEF
pour modéliser un systéme & un bras flexible. Ils ont comparé la convergence des
fréquences des trois premiers modes en augmentant le nombre d’éléments cubiques.
Les fréquences sont sous-estimées car le modele du systéme n’inclue ni inertie de la
~ base ni celle de la charge. Ils ont aussi comparé le temps d’exécution de I'algorithme
(développement du modele) sur deux ordinateurs : un PC 486DX (33MHz) et une
station SUN 4-ELC SPARC (33MHz)!

Cette étude nous montre qu’il existe plusieurs fagons de représenter la déformation
des bras flexibles. Certaines comparaisons ont été faites entre ces représentations
afin de sélectionner les FF les mieux adaptées & une application particuliére. Cepen-
dant, ces comparaisons sont souvent limitées et leurs conclusions ne peuvent pas étre

généralisées soit 4 d’antres FF soit encore & d’autres configurations.

2.3 Commande des robots flexibles

Les algorithmes de commande des robots flexibles sont classés selon la nature de
la commande, soit linéaire ou non linéaire, adaptative ou non, et en fonction de la

sortie par rapport & Pentrée soit colocalisée ou non.

2.3.1 Linéarisation et couple précalculé

La méthode du couple précalculé est trés populaire pour les robots rigides. Dans
cette méthode, la dynamique est linéarisée par une rétroaction de la dynamique non
linéaire pour composer un systéme d’équations différentielles linéaires de deuxieme

ordre. Calculée dans le domaine temporel, cette méthode utilise une faible période
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d’échantillonnage.

De Luca et Siciliano (1988) ont appliqué la méthode du couple précalculé par la
linéarisation au sens entrée-sortie & un modele non linéaire d'un robot & une membrure
flexible dans le plan horizontal. La sortie considérée est la position de Particulation du
robot. Cette technique assure le suivi de certaines trajectoires dans 'espace des vari-
ables d’articulations. Ils ont montré qu’un sous-systéme non linéaire et non observable
de la sortie survient en appliquant cette méthode. La stabilité de ce sous-systéme est
& vérifier pour valider le choix du contréleur. En considérant la position de Particula-
tion comme sortie, la dynamique non observable est associée aux coordonnées flexibles
qui décrivent la déformation de la membrure. Cette dynamique est stable 4 cause de
Pamortissement interne de la membrure. Cependant, cette technique ne peut pas étre
directement appliquée & Pextrémité du robot 4 cause du déphasage non-minimal du
systéme correspondant.

Li (1994) pour sa part a appliqué la linéarisation au sens entrée-sortie & un robot
a deux membrures : une rigide et une flexible. Le modele utilisé est non linéaire et
les sorties considérées sont les variables d’articulations. Cette technique découple la
dynamique de la membrure rigide de celle de la membrure flexible ce qui permet
d’appliquer des commandes indépendantes pour chaque membrure. La premiere est
controlée avec un simple proportionnel-dérivé (PD), alors que la derniére est contrdlée
en utilisant un retour d’état optimal. Les coordonnées rigides sont commandées pour
suivre une trajectoire désirée et une valeur désirée nulle est assignée aux coordonnées
flexibles. Ce qui permet d’atténuer les vibrations de la membrure flexible.

Yurkovitch et al. (1993) ont décomposé la dynamique d’un robot & deux mem-
brures flexibles en un systéme représentant la partie rigide et un autre représentant
la partie flexible. La partie rigide a été linéarisée en utilisant la méthode du couple
précalculé. Un contréleur PD a été ajouté pour assurer la stabilité en boucle fermée.
Un retour de Paccélération de Pextrémité est ajouté pour augmenter amortissement

dans le systeme. Une atténuation des vibrations de Pextrémité en régime permanent



est obtenue. L’implantation de cette méthode montre des résultats acceptables. Cette
méthode n’assure pas un suivi dans 'espace cartésien.

Pour une accélération de Pextrémité désirée, Bayo (1988) a résolu le probleme
de la dynamique inverse dans le domaine fréquentiel en utilisant la transformation
rapide de Fourier. Il a montré que la dynamique inverse qui considere Paccélération de
Vextrémité comme sortie est un systéme non causal. En dépit d’un excellent résultat,
cette méthode nécessite un long calcul pour la transformation du modele dynamique et
de Ventrée du domaine temporel au domaine fréquentiel et la transformation inverse de
la sortie au domaine temporel. De plus, 'hypothése implicite d’une réponse linéaire du
systéme est nécessaire pour que Panalyse dans le domaine fréquentiel soit applicable.
Bayo et Moulin (1989) ont appliqué la méme méthode & un robot & deux membrures
flexibles. Pour réduire la complexité de calculs, ils ont introduit la convolution. Asada
et Ma (1989) ont proposé un algorithme pour résoudre les équations de la dynamique
inverse en se basant sur un modéle linéaire simplifié. Ils ont montré qu’il y a une

vitesse limite & partir de laquelle les forces centrifuges deviennent non négligeables et
le modele simplifié n’est plus valide. Kwon et Book (1990) ont développé les équations
de la dynamique inverse d’une membrure dans le plan horizontal. Cette dynamique

g’écrit sous la forme :
X; = AX;+Bu(t)
T = CX;+ Du,(t) (2.5)

ot X représente le vecteur des coordonnées flexibles et de leurs dérivées, u, représente
le vecteur des coordonnées rigides et de leurs dérivées et 7 est le couple moteur.
Ils ont montré que cette dynamique est non intégrable car la matrice d’état A est
instable. Si le domaine de solution est étendu pour inclure des solutions non causales,
une solution unique peut étre obtenue. Une transformation de similarité découple le
systéme en deux sous systémes intégrables, causal et anti-causal. Le couple anticipatif
utilisant cette méthode avec un contréleur PD sur le moteur a montré un bon suivi des

trajectoires des variables d’articulations et de Pextrémité du robot. Malgré les bonnes
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performances, cette méthode est limitée aux systémes linéaires. Pour Pappliquer 4 un
robot & plusieurs membrures, cette méthode doit étre combinée avec une technique
de compensation non linéaire.

Chen et Paden (1996), Devasia et al. (1996) ont généralisé cette méthode pour
les systémes non linéaires & déphasage non minimal. Le systéme est linéarisé au sens
entrée-sortie et la dynamique de zéros & déphasage non-minimal est générée. Cette
derniére est décomposée en une partie stable et une autre instable. Une solution
stable et bornée de 'inversion dynamique est alors possible si le point d’équilibre de
la dynamique de zéros est hyperbolique et si la norme infinie du vecteur de sortie et
ses dérivées est petite.

Une commande anticipative basée sur l'inversion de la dynamique rigide a été
appliquée par Pfeiffer et Kleemann (1989) et Ziarati (1993). Une correction quasi-
statique est ajoutée pour compenser leffet de la flexibilité et assurer un suivi de
trajectoires de I'extrémité du robot dans le plan cartésien. Un controleur de type PD
est ajouté pour chaque variable d’articulations pour assurer la stabilité du systeme.
Une commande par rétroaction des signaux des jauges est encore introduite pour
amortir les vibrations des membrures. De résultats satisfaisants sont obtenus pour de
faibles et moyennes vitesses de rotation.

L’inversion de la dynamique nécessite un choix judicieux de la sortie pour étre
appliquée. Yim (1993) a démbntré qu'en considérant Pextrémité du robot comme
étant la sortie, la dynamique interne devient instable causant un mouvement flexible
divergent. En paramétrisant les coordonnées généralisées d’une membrure flexible, il a
pu déterminer numériquement le point le plus proche de Vextrémité ou la dynamique
interne reste stable. Le couple appliqué est alors décomposé en deux parties. Un
couple précalculé qui linéarise le systéme en considérant ce point comme sortie. Ce
couple assure le suivi de la sortie considérée et la trajectoire est imposée dans Vespace
cartésien. Ftant donné que la sortie est proche de Pextrémité, celle-ci va “suivre” la

trajectoire désirée. Pour assurer le suivi de P'extrémité, un controleur optimal est
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ajouté senlement & la fin du mouvement en linéarisant la dynamique des coordonnées
flexibles. Les résultats de simulation ont montré un bon suivi de Pextrémité dans
P'espace cartésien.

Lucibello et Di Benedetto (1993) ont montré que, pour un robot & deux mem-
brures, une rigide et une flexible, il est possible de faire un suivi de trajectoire de
Pextrémité dans I'espace cartésien malgré la propriété de déphasage non minimal
de la dynamique interne. En effet, pour certaines trajectoires périodiques ayant une
dérivée premiére périodique, ils ont montré que la dynamique interne reste bornée
et le suivi de Pextrémité est asymptotique tant que la dynamique des coordonnées
rigides est lente et les perturbations et les variations des paramétres sont faibles. Un
retour d’état lindaire autour du systéme découplé est utilisé pour stabiliser localement
le systéme.

Un excellent travail pour une classe de manipulateurs constituée d’une chaine de
bras rigides et d’un bras flexible est présenté par Bigras et al. (1998). Les auteurs
ont démontré les caractéristiques du modele nécessaires pour la commande. Ils ont
utilisé la linéarisation au sens entrée-sortie pour découpler et linéariser la dynamique
dans Pespace des variables d’articulations. Ensuite une transformation est appliquée
pour exprimer la dynamique dans P'espace des coordonnées virtuelles (position de
I'extrémité plus les coordonnées flexibles). Une commande type PD assure la con-
vergence exponentielle des coordonnées rigides virtuelles. Cependant, la dynamique
interne est instable & cause da le propriété du déphasage non minimal de cette dy-
namigue. Une commande linéaire est utilisée pour stabiliser cette dynamique. Une
étude systématique de la stabilité et de la convergence exponentielle de la dynamique
de Yerreur est présentée et basée sur la théorie de la stabilité abeolue, la stabilité des
systémes triangulaires ou hiérarchisés et les inégalités linéaires matricielles.

Récemment, Moallem et al. (2001) ont considéré la linéarisation au sens entrée-
sortie d’'un systéme & un bras rigide et un bras flexible. Ils ont choisie une sortie non

colocalisée constitué de Pangle moteur plus une pondération de la déformation de
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Pextrémité et paramétrisée par un paramétre o. Ils ont fixé ce parameétre 4 0,8. La
dynamique des zéros résultante est localement stable. Cette sortie est ’équivalente de
la position angulaire d’un point sur le bras flexible. Leur objectif était de construire
un observateur non linéaire pour estimer les coordonnées flexibles et leurs dérivées qui
sont difficilement mesurables. Cette estimé sera utilisée dans une loi de commande
linéarisante. Un montage expérimental a été réalisé. Une intéressante conclusion de
leur travail concerne le choix du nombre de modes & utiliser dans le modéle discret.
D’apres les auteurs, ce choix est un compromis entre la précision et la robustesse du
modele. Un nombre élevé de modes peut déstabiliser le systéme en boucle fermée : le
controleur peut exciter les hautes fréquences du systéme. De plus, ce choix affecte aussi
la précision du modele, surtout le conditionnement numérique du modéle (inversion
de la matrice de masse). Ces points seront discutés en détails dans le chapitre sur la

comparaison des modeles discrets (Chapitre 5).

2.3.2 Perturbations singulieres

Les déformations des membrures flexibles sont supposées petites comparées au
mouvement de la partie rigide. La dynamique non linéaire de robots flexibles peut
étre séparée en deux parties : la dynamique non linéaire de la partie rigide (lente),
et la dynamique linéarisée de la partie flexible (rapide). En profitant de la différence
des constantes de temps des deux dynamiques, on peut appliquer la technique de la
perturbation singuliere pour la conception d’un contréleur hybride (Aoustin et al,
1993 ; Lewis et Vandegrift, 1993, Moallem et al. 2000). La partie rigide est contr6lée
en utilisant un couple précalculé et la partie flexible est traitée avec un contrdleur
linéaire en linéarisant le systéme autour du mouvement rigide. Siciliano et Book (1990)
ont aussi appliqué cette méthode & une membrure flexible dans le plan horizontal et
ont montré Pavantage de cette méthode par rapport & un contréleur linéaire. Si la
premiere fréquence naturelle du robot est proche de zéro, le premier mode doit étre

inclus dans le systeme lent pour qu’il soit toujours dominant.
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La robustesse des lois de commande face & la variation des parametres et des
perturbations est & considérer. La commande adaptative est dans cette classe de

controleurs.

2.3.3 Commande adaptative

Vu que les caractéristiques des robots flexibles peuvent changer avec la configu-
ration et avec la charge, une loi de commande adaptative peut étre considérée pour
maintenir les performances désirées du robot. Différents schémas ont été appliqués.

La commande adaptative avec modele de référence consiste a générer une com-
mande qui fait que le systéme agit comme un modele de référence donné. Ce dernier
est idéalement concu pour étre stable, lindaire, invariant dans le temps et découplé.
Une solution adoptée par Siciliano et al. (1986) consiste & décomposer la commande
en deux parties : une nominale basée sur une commande optimale pour le modele
lindarisé et une commande adaptative qui assure la stabilité du systéme en boucle
fermée. Malgré que les résultats de comparaison de la commande optimale et de la
commande adaptative, pour une membrure dans le plan horizontal, ont montré que
cette dernitre est meilleure quand la charge a été doublée, cette méthode est limitée
aux cas linéaires.

Si les paramétres du systéme ou de la charge changent, un contrleur basé sur
une estimation des parameétres du systéme peut étre implanté. C’est la commande
adaptative auto-réglée. L’ordre du systéme est supposé connu. Une loi d’adaptation
des paramétres du modele est nécessaire. Chen et Menq (1988 et 1990) ont comparé
expérimentalement trois lois d’identification d’une charge pour une membrure flexible
tournant daus le plan horizontal. Les termes non linéaires ont été négligés et le modele
est supposé linéaire. Ils ont comparé la méthode de moindres carrés, la méthode de
moindres carrés avec séparation de la charge et la méthode de gradient. Ils ont étudié
Veffet de la dynamique non modélisée et du bruit. Ils ont conclu gue la méthode de

gradient donne de bons résultats en présence des deux effets. Leurs résultats montrent
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que la convergence des parametres se fait en régime permanent et non pas pendant
la variation de la charge.

Lammerts et al. (1995) ont adapté la méthode adaptative de Slotine et Li au cas
d’un robot flexible avec base mobile et une membrure flexible. La stabilité globale as-
ymptotique de la loi de commande, couple précalculé linéarisant pour les coordonnées
rigides, est démontrée et la convergence de la loi d’adaptation des paramétres est as-
surée en utilisant une fonction de Lyapunov comme dans le cas des robots rigides. Les
résultats de simulation sont trés satisfaisants. La linéarisation au sens entrée-sortie
appliquée aux coordonnées rigides assure seulement le suivi dans U'espace des variables
d’articulations.

Feliu et al. (1999) ont appliqué une commande adaptative qui permet d’estimer
uniquement la masse de la charge au lieu de tous les parametres d’un systéme &
un bras flexible. L’effet de la charge est équivalent & une force extérieure appliquée
& Pextrémité. Ce qui leur a permis de déduire une loi d’adaptation de la charge
indépendamment des autres paramétres du systéme (comme c’est souvent le cas pour
les méthodes adaptatives). Des mesures de I’accélération de la charge sont nécessaires
pour la loi d’adaptation. Des résultats expérimentaux montrent la validité de cette
méthode.

De Queiroz et al. (1999) ont appliqué une commande adaptative non linéaire pour
estimer la rigidité et masse de la charge d’un systéme & un bras flexible. Ils ont utilisé
un modele dynamique représenté par des EDP avec des CF. Cependant, les termes
non linéaires devraient étre négligeables (le carré de la déformation). Deux entrées ont
été considérées : le couple moteur appliqué & la base et une force externe appliquée
a Pextrémité du bras (par un systéme & air comprimé). Le systéme expérimental est
relativement complexe car il fallait mesurer la déformation de Pextrémité, les forces

de cisaillement & Pextrémité, la position et la vitesse du moteur.
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F1G. 2.1 — Déplacement angulaire virtuel
2.4 Passivité des robots flexibles

Pendant les derniéres années, la passivité a connu une attention particuliére dans
le monde de la communauté automaticienne tant au niveau théorique que pratique.
Dans certains cas, les liens entre la passivité et la stabilité (aux sens L), asympto-
tique, global, etc.) ont été démontrés. Plusieurs applications dans différents domaines
d’ingénierie ont été réalisées (Ortega et al. 1998).

Rappelons tout d’abord que la vérification de la passivité d'un systéme (dy-
namique) revient & vérifier dans quel “sens” I'énergie interne du systeme est na-
turellement dissipée. La passivité sert donc & profiter de la structure physique de tels
systémes. Par la suite, un retour de la sortie favorise 'amortissement dans le méme
“sens” 13 ou I'énergie est dissipée.

En négligeant ’amortissement, la fonction de transfert (FT) entre le couple moteur
et le déplacement angulaire de extrémité d’un bras flexible a un degré relatif apparent
(0) égale & deux. Wang et Vidyasager (1991) ont montré que ce degré relatif n’est
pas bien défini quand le nombre de modes flexibles v dans la série de Péquation (2.3}
tend vers Vinfini. Pour remédier & ce probléme, les auteurs ont proposé une nouvelle
sortie, appelée le déplacement angulaire virtuel de Pextrémité, qui est I'image du
déplacement angulaire par rapport & Vaxe neutre de la membrure (axe i; dans la

figure 2.1). Cette sortie est définie par :
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y(t) = LO(t) — v(L,1)

ol L est la longueur du bras, v est sa déformation, 8 est I'angle moteur, iy, jo sont les
vecteurs directeurs d’un repere fixe, et i1, j; sont les vecteurs directeurs d’un repere
tournant avec le moteur. La FT entre le couple moteur et le déplacement virtuel
posséde un degré relatif bien défini pour tout v, soit & = 2. Wang et Vidyasagar
(1990) ont montré numériquement que, pour certaines poutres flexibles, la F'T avec
la vitesse du déplacement virtuel comme sortie est passive.

Pota et Vidyasagar (1991) ont vérifié la passivité d'une FT d’'un robot & une
membrure flexible avec charge. Ils ont montré que pour une membrure non uniforme,
la FT est passive si le rapport I/1,, est suffisamment petit, ot I est le second moment
d’aire de la membrure et I,, est 'inertie vue de la base du bras. Dans le cas d’une
membrure uniforme, la FT est passive si le rapport I,,/I, est trés petit, ou I, est
I'inertie du bras. Wang et Vidyasagar (1991) ont montré que pour des robots peu
flexible (I,,/p >> 1, o p est la densité massique linéaire de la membrure), la FT est
passive si peu de modes ont été considérés dans la série (2.3).

Rossi et Wang (1996) ont vérifié la passivité d’une membrure flexible avec charge.
Un contrdleur proportionnel stabilise donc la sortie (i.e. le déplacement virtuel). Pour
rendre le contrdleur robuste vis-a-vis des variations de la charge, les auteurs ont ajouté
une boucle de commande adaptative avec modeéle de référence. Des simulations ont
montré Pefficacité d’une telle commande quand la charge varie.

Chodavarapu et Spong (1996) ont vérifié la passivité d'une FT d’un bras flex-
ible sans charge ayant P'angle de rotation virtuel comme sortie. Cette derniere est
constituée de 'angle moteur plus une pondération positive de la pente a I'extrémiteé,
soit

y(t) = 0(t) + k2L, 1)
Oz
ot 5 € (0,1). Pour % == 1, le degré relatif de la FT correspondante n’est pas défini. Les

auteurs ont montré, pour un x = 1/2, que si Pinertie du moteur est trés grande (e.g.

un moteur avec un réducteur de vitesse), la FT correspondante est passive et que la
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dynamique interne est stable. Quand « s’approche de un, la FT perd sa caractéristique
de passivité.

Talebi et al. (1999) ont aussi défini une nouvelle sortie pour laquelle la dynamique
des zéros est stable. Une stratégie de commande basée sur I'inversion de la dynamique
est ensuite utilisée. La re-définition de la sortie est basée sur le concept d’ "action
directe”. La sortie est la somme de la position de I'extrémité d’un bras flexible plus
la sortie d’un systéme dynamique directe de fagon que la dynamique des zéros du
systéme dynamique total soit stable. Olfati-Saber (2000) a proposé une sortie non
colocalisée constituée de Pangle de rotation du moteur plus une pondération non
linéaire (saturation) de la déformation de extrémité d’un bras flexible. 11 démontre
que la dynamique des zéros qui correspond A cette sortie est 4 phase minimale. Cepen-
dant, toute la démonstration est basée sur le fait que les termes de la déformation
d’ordre deux dans la matrice de masse sont non négligeables. Ceci est en contradic-
tion avec I’bypothése de la faible déformation considéré par I'auteur pour développer
son modele. Yang et al. (2000) ont plutét paramétrisé la sortie par les paramétres
du contrdleur (du genre retour d’état). Ils ont choisi ces parametres pour assurer une
dynamique des zéros stable et un suivi asymptotique de la sortie en boucle fermée.

Ces études sont intéressantes car elles ouvrent le chemin & Yapplication de la
passivité aux robots flexibles qui jusqu’a présent était restrictive a cause de la car-
actéristique du déphasage non minimal des modéles associés a ces'fobots. Les études
réalisées pour montrer Papplicabilité de la passivité sont plutdt numériques. Nous
| proposons dans un chapitre ultérieur une étude algébrique de la passivité. Nous pro-
posons de généraliser les études ultérieures en choisissant un point le long du bras
flexible comme sortie. Cette sortie sera paramétrisée par un réel. Le choix de la pas-
sivité par rapport 4 d’autres méthodes de commande citées dans ce chapitre sera
évident en rappelant la passivité dans le chapitre 6. En particulier, un avantage im-
portant de Papplication de la passivité est la simplicité du choix du controleur qui est

trés souvent un contrdleur classique (PD, avance de phase, etc.). Comparativement
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4 d’autres types de contrdleurs, 'implantabilité du contrdleur congu par la passivité

est donc beaucoup plus simple.

2.5 Conclusion

Cette étude bibliographique a permis de rappeler les problémes essentiels posés
par la modélisation et la commande des vibrations de manipulateurs flexibles. Hughes
(1987) a cité qu’une structure ne peut pas avoir un nombre infini de modes, pas plus
que le nombre de molécules de la structure elle méme qui sont physiquement finis.
Généralement le modele de dimension fini est obtenu en considérant seulement les pre-
miers modes vibratoires, dont le nombre est choisi arbitrairement. Ce choix est basé
sur I'idée que I’énergie des modes 4 fréquences élevées est négligeable comparée i celle
des modes & basses fréquences. Il n’y a pas une régle générale pour la sélection de la
forme et du nombre de ces modes. Cependant,, les actionneurs et les capteurs ont une
bande de fréquences limitée. Donc, la fréquence maximale admissible doit correspon-
dre & la plage excitée des fréquences. En utilisant Pexpansion modale, il est difficile
de choisir le nombre et le type des FF A utiliser. Le choix des ces fonctions dépend de
plusieurs facteurs tels que Pexpérience, les conditions & la base, les fréquences propres
du systéme, etc. Ces aspects sont fondamentaux, et on les retrouvera tout au long
de la premiére partie de notre étude. 1’étude bibliographique nous a aussi permis de
réaliser qu’il y avait peu d’études détaillées consacrées & la représentation de la flexi-
bilité. La plupart des travaux faits dans ce domaine se consacrent 4 I'étude des points
particuliers de cette représentation. Nous proposons de nous démarquer des études
déja réalisées, et d’essayer d’évaluer le gain possible en performances des modeles
basés sur différentes méthodes de discrétisation de la flexibilité. Nous essayons en-
core d’unifier les approches de discrétisation : approche modale analytique (MMS) et
approche discréte (MEF) dans une seule approche de type modale.

Nous ne désirons pas nous limiter ici &4 une étude de discrétisation de la flexibilité
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parce que les techniques de représentation ne permettent pas de prédire parfaitement
le comportement d’un systéme mécanique. C’est donc le réle de la commande de
compenser pour les incertitudes dans le modéle et dans ses parameétres. Pour cela,
nous introduisons la commande du modéle en boucle fermée pour compenser les faibles
incertitudes dans le modele et ses parametres.

Enfin, comme le suggérait notre introduction, Papplication de la passivité dans
le domaine de la flexibilité est limitée. Nous généralisons les études réalisées dans ce
domaine. Nous présentons une étude compléte de la passivité d’un modeéle linéaire,

et nous I'étendons au cas d’un modeéle non linéaire.
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Chapitre 3

MODELE D’UN BRAS
TOURNANT DANS LE PLAN
VERTICAL

Nous avons mentionné dans lintroduction qu’un de nos objectifs est de com-
parer des modeles basés sur différentes discrétisations spatiales. Dans la revue de la
littérature, nous avons vu que la majorité des comparaisons déja réalisées sont basées
sur un modele d’un bras flexible tournant dans le plan horizontal qui donne naissance
a un modele linéaire. Dans ce mémoire, nous ne limitons pas notre recherche & ce
modele linéaire. Notre recherche sera basée par contre sur un modeéle non linéaire
d’un bras flexible tournant dans le plan vertical. De plus, nous tenons compte de
Pallongement du bras le long de son axe neutre. Pour cela, nous développons dans ce
chapitre la dynamique d’un systéme a un bras flexible tournant dans le plan verti-
cal et entrainé par un moteur & courant continu. Nous considérons une cinématique
non linéaire et nous appliquons le principe de Hamilton pour générer les équations
dynamiques de ce systeme. Ce dernier est & parametres distribués, sa dynamique est
représentée par des équations aux dérivées ordinaires (I?}DO) et des équations aux

dérivées partielles (EDP) associé avec des conditions aux frontieres (CF). Ensuite
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nous discutons de la discrétisation spatiale de cette dynamique. Nous développons
par la suite le modele discret de ce systéme en appliquant les équations de Lagrange.

Pour valider le modele dynamique nous avons ut’ilisé le logiciel SYMOFROS (Pied-
beeuf, 1996 et Piedboeuf, 1998). Notons que les principales références considérées
lors du développement du modeéle continu et discret sont les suivantes : (Cannon et
Schmitz, 1984, De Luca et Siciliano, 1989, Meirovitch, 1967, Meirovitch, 1986, Pied-
beeuf, 1992, Sakawa et al., 1985, Yuan et al. 1993).

3.1 Description du systéme

La figure 3.1 montre le systéme & modéliser. Il est constitué d’'un bras flexible
encastré dans une base rigide (moteur) et portant une charge & son extrémité. Le
moteur génere un couple 7 qui représente le seul couple extérieur agissant sur ce
systéme. Le moteur, d’inertie I,,, et de coefficient de frottement visqueux b,,, tourne
d’un angle 8(t). Le bras flexible est supposé uniforme et est de longueur L, de masse
par unité de longueur p et de rigidité EI,, ou E est le module de Young et I, est le
moment d’aire selon z. Le coefficient de frottement interne du bras est noté par k..
La déformation du bras est représentée par v(z,t). Pour simplifier, et ¢ seront omis
ultérieurement. La masse de la charge est M., son inertie est I, et la distance entre
son centre de masse et Pextrémité du bras est 7.. Le bras tourne dans le plan vertical
et la gravité agit selon la verticale. Un référentiel inertiel Ro(%,7,) est attaché a la
base. L’axe 7y de Ro est dirigé vers le bas. Un référentiel R,(7;,7,) tourne avec la
base. Pour 6 == 0, R; est superposé avec Ry. Un référentiel Ry(25,7,) est attaché a
Iextrémité du bras. L’axe %, est tangent au bras. Un référentiel R (Zum, Jy4,) €5t

attaché au centroide d’une section quelcongue du bras situé & une distance z le long

z = L. Un référentiel R, (7., J.) est situé au centre de masse de la charge. Pour r, == 0,

Paxe 7. est superposé avec 'axe 7.
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T
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Charge
M 1, v

F1c. 3.1 — Le bras flexible

3.2 Hypotheses de modélisation

Lors de la modélisation, quelques hypothéses seront adoptées :

1. Le bras est modélisé comme une poutre d’Euler-Bernoulli, i.e.
~ Pinertie de rotation d’un élément est négligée;

- le cisaillement di1 & 'effort tranchant est négligé.

2. Les déformations du bras sont supposées petites.

3.3 Modele aux dérivées partielles

La flexibilité présente un caractére distribué. La déformation v(z,t) dépend non
seulement du temps mais aussi de la position selon Paxe longitudinal da bras. Le
modele du systéme sera donc représenté par des EDO et des EDP associées avec des

CF. Ces équations peuvent &re obtenues en appliquant le principe variationnel de
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Hamilton, soit

Y -v ? SWped
./t1 (T - )dt+/u Whedt = 0 (3.1)

ou T est 'énergie cinétique totale du systéme, V' est son énergie potentielle, W, est le
travail des forces non conservatives y inclus les forces de frottement et §(.) représente
l’opérateurr de déplacement virtuel ou variationnel.

Le calcul de ces énergies fait intervenir la position d’un élément sur le bras ainsi
que sa dérivée, i.e. la cinématique de I'élément. Dans ce qui suit, nous allons présenter
la cinématique d’ordre deux et développer les expressions des énergies cinétique et
potentielle.

Notons que dans toutes les expressions mathématiques qui suivent, les exposants
() et (.Y signifient respectivement une dérivée de Pexpression (.) par rapport au temps
et par rapport A z, et les indices (.)o et (.)z, signifient une évaluation de I’expression
() pour z = 0 et z = L, respectivement. Par exemple, ¢/ = 3%%’;(1:, t) et vf, = $(L,1).
Les notations des vecteurs de position et des matrices de rotation sont adoptées du
livre de Craig (1989). Le vecteur de position de 'origine du référentiel R; par rapport
a Porigine du référentiel R; est noté par IP;. La matrice de rotation du référentiel R;
par rapport au référentiel R; est notée ’R;. La vitesse angulaire (resp. linéaire) d’un
référentiel R; par rapport au référentiel inertiel Ry est notée par w; (resp. v;). Cette
dernitre peut étre exprimée dans un autre référentiel R; et sera notée par %w; (resp.
J;). Alors que la vitesse angulaire (resp. linéaire) de R; par rapport & R; est notée

par %; (resp. V;).

3.3.1 Cinématique d’ordre deux

Dans ce cas, nous tenons compte de Pallongement du bras selon 'axe longitudinal.

La position du référentiel R, par rapport an référentiel Ry est :

T
"Pm[o 0 0}
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La matrice de rotation du repére R, par rapport au repere R est

cosf@ —sind 0
0 )
Ry = | sinf cosf O

0 0 1

La position du référentiel R, situé au centre d'un élément dm par rapport au

référentiel R, est (Piedbeeuf, 1992) :

T — —l—-/mv’g(s t)ds ]

20 e

1le = Oxlv)

v(z,t)
0

Le terme identifié par O,(v) est un terme d’ordre deux en v. Ce terme sera négligé
si la cinématique d’ordre un est considérée pour représenter la position d’un élément

sur le bras. La matrice de rotation de R, par rapport & R; est (Piedboeuf, 1992) :

1-— %v’z -/ 0
"Rim = v 1-3v% 0
0 0 1

Notons que 'Ry, vérifie la relation suivante : 'Ry, 'RE, = I, on I est la matrice
d’identité de méme dimension que ‘Rg,,.
La position du référentiel R, placé au centre de masse de la charge par rapport &

R, est donnée par :

L—4fFv?da ] 1—3vf =, 0|
}Pd S 1}32 4 11:32 P, e == vy, -+ ’U?J I %’U’? 0 0
0 0 0 1 0
L4, -3 JEvRde ir vl
= oy trevy |+ 0
0 0
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ot la matrice 'R, est obtenue & partir de R4, en remplacant z par L. Dans le cas
on la masse est concentrée 3 extrémité du bras, nous aurons r. = 0. La matrice de

rotation de la charge par rapport & R, est :

1—3vf  —vp O
R.= 'Ry "R, = v,  1—2vF 0
0 0 1

ot “R. est une matrice d’identité. .

La vitesse angulaire de Ry par rapport & Ry est
Wy = 9 El

Pour calculer la vitesse angulaire d’un élément dm du bras nous utilisons une représen-
tation matricielle. La vitesse est représentée par une matrice antisymétrique de la

facon suivante :

0 —v 0 0 —w, wy
S="RmR7L=1¢ 0 0|=]| w, 0 -w,
0 0 0 “wy, we 0

La vitesse de rotation de Ry, par rapport & R; est alors donnée par le vecteur

Wy 0
]Qd‘f n = wy = 0
W, v’

Par rapport & R, cette vitesse est donnée par :
0
Op i _
Wam = w1 + By Qg = 0
6+ 7'
La vitesse linéaire de Vorigine de R4, par rapport au référentiel inertiel Ry est

donnée par :



Exprimé dans R, elle s’écrit sous la forme :

. . d*P
1'Udm = ORg Vdm = ""”ESZE + wy X P dm
—fv — g v 'ds
= | o+zf |+ ——%—é fg v ds
0 0

La vitesse angulaire de la charge est obtenue & partir de wgpn, en remplacant z par

L, soit
0
We = 0
6+,
La vitesse absolue de la charge, exprimée dans R;, est :

d'P,

e = x P,
—b(vy, + V%) — JE v e — rovl o)
= | (L4r)f 40,471, | + | 10 [Fv?dax — Lr. 607
0 0

Le vecteur de la gravité est représenté dans le repére Ry par

ou g est Paccélération de la gravité. Dans le repére R4, il sera représenté par

g cosd
‘9= Ry = "Ri g = | —gsinf
0



3.3.2 Energie cinétique
L’énergie cinétique du systéme est donnée par
L
T:TB+/O Tam + 1o
ou T est Pénergie cinétique de la base,

1. .
Ty = 3Inf’

Ty est Pénergie cinétique d’un élément du bras,

1 1, ..
Td’m = §p ’ugl;n Udm, dz = §p lvém ]7)(17" dx

1 [. . oqm @ 2 Y .
- 5;}{921)2—}-26@/0 v"{)’ds—%(/o v"[/ds) + 0% 4 22 6% + 2260

Yol [® n )2*“ TN I T _
+49(/Ovd3 x@f)vds Hv/‘.)vdsda,

et To est énergie cinétique de la charge
b

1 1 ) 1 , 1
Te = —2—IC w? + EMC vl v = §Icw§ + ~2~Mc Wy,
1 . 2 1 . . .
= 5L (9 + v}J) +5M, (92 v+ 2r .02 o vy + r2 @20 4 0k

F(L + 16)% 6% + 1202 + 2(L + 1)y, + 2ro 0y, 0, + 2ro(L + 7. )00,

. L : .
—(L +r.) 6 /0 v dz — ro(L +1.)6* vf) + O5(v)

olt O3(v) sont des termes d’ordre trois en v.

La linéarisation de I'énergie cinétique & P'ordre deux par rapport & v donne :

= Y enan)s

. L
+6 (p fﬁ 26 dz + ML+ ro)in + [+ Myro(L + rc)]%)

1 L. 1 1 o
+30 /0 i do + 5 Mo, + 5 (Lo + Mor2)if + M, robn 9,

L, ) _
+=0° (p /0 v do + Mo vi 4+ 2M, r v, vj;)
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(3.2)

1 .y L s . L . . i
~~-—2~0‘a (p/ﬂ a:/( v ds + ML +r.) /0 v dz 4+ M, r, L'u’lf) (3.3)
) .
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3.3.3 Energie potentielle

L’énergie potentielle du systéme est donnée par :
L

ol Vg, est 'énergie potentielle d’un élément dm,

1 4
Vi = ~2~EIZ v"?dz ~ p'g" Py dz

1 1 Tz,
= ?Z-Elzv"2dm—~pgm cos()da:+pgvsin9da:+§pg COSO/O v dsdz

et V. est I'énergie potentielle de la charge

m — CI TIPC
= —M.g(L+r;)cosé + M.g (vy, +rovy)sind
1 L, .
+-2-Mcg0086 (/o vz + 7. 'v'f)

3.3.4 Fonction de dissipation de Rayleigh

Le frottement est dit au frottement visqueux du moteur et & 'amortissement
interne du bras. La fonction de dissipation de Rayleigh est donnée par

1

1, .
Rwé-bmﬂ +2

L
K EL, /0 "2 dz (3.5)

3.3.5 E‘quations du mouvement

Les expressions des énergies cinétique et potentielle sont introduites dans 'équation
(3.1). Les variationnelles de ces énergies sont Simpliﬁées en utilisant Pintégration par
parties (voir Annexe A). Dans un premier temps, nous négligeons les forces de frot-
tement. La seule force non conservative appliquée est donc le couple moteur 7. Deux
équations dynamiques sont alors obtenues. La premiére est associée 4 Pangle moteur

6 et la deuxieme est associée 4 la déformation du bras v. De plus, des conditions aux
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frontiéres (CF) sont associées & Péquation dynamique de la déformation. Ces condi-

tions décrivent la facon dont le bras est attaché a la base (CF géométriques) et & la

charge (CF naturelles).

L’équation du mouvement pour Pangle moteur # en P'absence de friction visqueuse

est :

T

%p L3+ I+ ML+ rC)Q) i

L
+ /0 pzide + ML +ro)ip + (I + More(L + 70))o,

(Im +

1 ., L
+[§ng3+Mcg(L+rc)]sin0+[/0 pgvdr + M. g (v +r.v;)| cosf
ED sy 1 b o 200 5 n
+p/0 at(()v )dzx 2p/0 (L*~= )Bt((i?v ) dx
2 . 2 La. . 2
M= (003) = ML +72) [ = (60 de

8 - o .
+2M, rc-é-i(ou,,vg) - MCch-éz(ovf) (3.6)

L’équation du mouvement associée i la déformation v est :

0 = —p(&+x6)— ELY" +
. 1
6? (pv + ML+ 7)o" + 3P [—2:1; v+ (L — x2)v"])

+g cosf (p[—v' + (L — 2] + M ") — pgsiné (3.7

Les CF sont données par :

0 = EI v”’évlg‘ — M.(L8 + ¥1)vp, — %p92(L2 — %) fv
0

L

+M. v 6v, — M.LO* 5@15 — pg cosO(L — z)v'6v|]

+ M, v 20, Suy, — Mor vy, — Moriihdug, ~ Mor 6 511%5

— M, gcosfv' Sull — M, gsinduy,

—1(6 + ¥,)80;, — BLv"8')} + Moy, 60}, — M, Lo v},
M, 70y, 60, + M. r %), 60y — M.v2 6v), — M, r’), ov),

— M, r26%), v, — M, Lr 6%}, 8v), — M,r. g cosbuv] §vt — M,r.g siné 6v',
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Afin de compléter le modéle, nous ajoutons aux équations précédentes le frotte-
ment visqueux & la base et 'amortissement interne dans le bras. Pour tenir compte
du frottement & la base dans I'équation (3.6), le couple moteur 7 est remplacé par
T — b 6. Pour tenir compte de Pamortissement interne du bras, le modeéle de Voigt-
Kelvin est utilisé (Piedbeeuf, 1989). Ce modéle donne la relation suivante entre la

contrainte (o) et la déformation () :

de
o= FE(e+ mea-g)

Dans I’équation (3.7) et les CF associées, le module de Young F est alors remplacé
par Vopérateur :
E, = E(1+ k.D) (3.8)

ou D est Vopérateur de dérivation partielle, i.e. Dv = -‘?ﬁ

En tenant compte de amortissement, les équations dn mouvement (3.6)-(3.7) et
les CF associées seront alors remplacées par les équations suivantes :

Equation du mouvement pour ’angle moteur ¢
1 . .
r o= (Im + 0L+ L+ ML +rc)2) b+ bl +
' L
/o pxida + ML +re)or + (Ie + Mero(L + 7))oy, +
1 L v
[Engz +Mcg(L+rc)] sin@ + [/0 pgvds + M.g (vp +r.vy)| cosf +
Ly . 1 L 8 .
*62(1“”/‘ L2_2_____9,/2
| 50 de =5 [Tp(l? ~ )2 (60 do+
M 2 (002) ~ ML A7) [ o) da +
“ot> *t ¢ “Jo Bt
2 . ! 9 . 2
2Mc Tcgz(g'v[,vL) — M(;ché*i(g’UL) (39)
Equation du mouvement associée a la déformation v
0 = —p(i+26) — ELW" — K, EL9" +

1
0* (p'v A ML + 71" + 5P {»»21' o'+ (L* ~ :1;2)1)”]) “+
g cos 8 (p[—v' + (L~ z)"] + M ") — pgsinf (3.10)
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Conditions aux frontiéres
Les CF sont compatibles avec la configuration géométrique du systeme. Le bras est
encastré 3 la base, donc v(0,¢) = v'(0,t) = 0 et dv(L,t) et 5v'(L,t) sont arbitraires.

Les CF seront alors données par :

Az=0: wv=0etv,=0 (3.11)
[ BLv? = ML+ i)+ More(d + ) — M62(v, +ro0%)
+M (L + rc)é%i + M, g vy cosf + M, gsind
dr=L: { —BJLv} = (Io+Mr?)(@+i,)+Mr (L0 +) (3.12)

— M, re{vr, + 7o ’l)'L)éQ + Moro(L + ro)v 62

+M,r.g cosbvy, + M.r.gsiné

Récemment, des résultats semblables ont été reportés dans la littérature (Pied-
beeuf, 2001). Boyer et al. (Boyer, 2002) ont montré la procédure de développement
des équations dynamiques d’un robot & plusieurs bras flexible en considérant une
cinématique non lindaire. IIs ont appliqué cette procédure &4 un robot ayant un bras

flexible. Cependant, la forme analytique du modéle (3.9)-(3.12) n’est pas donnée.

3.4 Probléme aux valeurs propres

Le probléme aux valeurs propres {PVP) consiste 4 résoudre, pour la déformation v,
la dynamique du systéme représentée par des EDO et des EDP avec des CF associées.
Considérons le cas d’un probléme homogéne ol le couple moteur est nul, ie. 7 = 0.
Nous envisageons une solution pour v séparable en espace et en temps (Meirovitch,

1986). La déformation est alors exprimée par :

v(z,t) = ¢(z)g; (1) (3.13)

ot ¢(z) représente la configuration générale du bras et dépend uniquement de la vari-
able spatiale « et ¢;(t) indique la nature du mouvement exécuté par la configuration

et dépend uniquement du temps . Substituons Péquation (3.13) dans les équations
P
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dynamiques et les CF associées, les EDP en v se transforment en des EDO en g;(t).
Pour avoir une solution stable, un mouvement bharmonique est choisi pour gf(t) de
facon que :
dr(t) = ~w’qs(t)

ol w représente une fréquence naturelle du systéme. Le PVP revient donc a trou-
ver un w et une solution non triviale ¢(z) qui vérifient les équations homogeénes
spatialement discrétisées et les CF associées. Les w correspondantes sont les valeurs
caractéristiques ou les valeurs propres et les ¢(z) sont les fonctions propres. Le PVP
engendre généralement la solution d’une équation caractéristique ayant une infinité
dénombrable de solutions w,. D’olt Pordre infini de ce probleme. A chaque valeur
propre w, correspond une fonction propre ¢,(z). Dans le cas général oi1 la dynamique
est représentée par des équations non linéaires et & parameétres non uniformes, une
solution n’est pratiquement pas possible. Pour cela, nous utilisons des méthodes ap-

proximatives pour résoudre ce genre de probléme (Chapitre 4).

3.5 Discrétisation spatiale de la dynamique

Le modele du systéme est mathématiquement d’ordre infini. Dans le but d’analyser
et de controler ce systéme, un modele d’état spatialement discret et d’ordre fini est
souhaitable. Un nombre fini est alors retenu dans la discrétisation de la déformation
qui est réécrite sous la forme :

oo, 1) = 3 u(e) 44 (t) = 6 (@) as(0) (314)

i==l

ot v est le nombre de modes retenu dans la série, ¢ = [b1, ¢o, ..., ¢,]7 et g5 =

[ar, Qfss ---, q5,)°- La discrétisation de énergie cinétique (3.3) donne :
1 A N 1 o] . 1 by n
T = L0 +08%r + 547 Mypdr + 50°a7 Crv gy (3.15)

ont I; est inertie totale vue par le moteur, soit

1 4 2
L = I,+ 5‘7 LY+ I+ Mo(L + 1)
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L
B = [ pagdot MAL+rpy+ Lt Mere(L+ro)ld
L ) rr Iy r
My = p [ 99" do+ My 6F + e+ Mor2)y, 67 + Mere(d 6 + 1.4
L, .
Cor = p [ 96" do+ Mg 6 + Merelpn 67+ ¢7)

L x L .
mp/O m/o ¢'¢'ds-Mc(L+rc)/o ¢ §7 dz — Mor. Ly, ¢F

Sous une forme matricielle, 'énergie cinétique s’écrit sous la forme suivante :

I + q,}’ Crr as ;BT 9
B My | | 45

M(g) q

| S —

dT

Le terme ¢ C,. g5 dans la matrice de masse M(q) est un terme d’ordre deux en v qui
sera négligé par la suite.

La discrétisation de 'énergie potentielle (3.4) donne :

— 1T L U (1
Vv = df [ BL¢ ¢ dzg - (3

1 L rx L
+—2-90050q}1(p/0 /0 ¢ ¢ dsdx + M, [/0 ¢ T dz 7. ./{DQJ"

pgL?+ M. g(L+ rc)) cos 6

L
+gsind (/0 pd" dx 4+ Mo(¢F + 7. ¢'IT)) ar

1

1 .
—iqf K¢rgs — Grrcost + ~—cos€q}1 Gyrar+ smHGZ} qr (3.17)

2

Ky = BL [ ¢'¢"as

G = -;—ngz + Mo g(L +re)

Gy = /g ’ pgddx + M. g(b1, + et

Gy = pg (L) ¢ dr+ Meg A " dat Mogred, o

La discrétisation de la fonction de dissipation de Rayleigh (3.5) donne :

], W 1 Ry al L « 1 .
R = 'Z"“bmq.f + ';‘Z‘q; KeeA E]z/u”z dx qr
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7. .1|bm O é |
- 5[9 q*fl} ’ (3.18)
e | O By | | gy
g7 \_........E._...-..../\.._.v‘—_/
q

ol Bff == Eerf.
Nous introduisons ensuite ces expressions dans le Lagrangien £ =T — V| et nous

appliquons les équations de Lagrange,

d (0L 0L OR
—_— ] - = —— = j=1, 2, ... .

ot g; sont les coordonnées généralisées, (); sont les forces généralisées, j =1, 2, ..., n
et n = v -+ 1 est le nombre total de coordonnées généralisées. Dans les équations
de Lagrange, gs(t) représente le vecteur de coordonnées généralisées associées a la
flexibilité. Soit ¢, la coordonnée généralisée associée au mouvement de la base, i.e.

g-(t) = 6(t). Le vecteur des coordonnées généralisées est alors donné par

q(t) = [a-(), ar (&))"
La dynamique (spatialement discréte) sera donnée par :
7 = L + B G +bmdr + Gr sing, +cosq, Gry gy
+24: q7 Crr G5 + Gr @7 Cregy (3.20)
0 = B+ Mssis+Brris — 6r Creds + Ky a5
+g cosg. Gsrqr + gsing, G5 (3.21)
Les équations (3.20)-(3.21) sont réécrites sous la forme matricielle suivante :

L+ ¢t Cmqy S* Gr N b O dr N 0 0 a0

Y Mgy | | 45 0 By || s 0 Kpr || gr
M(g) i B q K q
G G% sin g, 26, qF Crr § 1
7T f q T gy 'qf r qf - r (322)
Gy Gy gy COSQr ”"‘”qg Crr g5 0
S — ~ - S e
. Gy ) Clgwi)d L

G’Za)
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soit encore sous la forme :
M(g)i+Clg,§)g+Bi+Ka+G(g)=L7 (3.23)

ot M est la matrice de masse, B est la matrice de frottement, K est la matrice de
rigidité, C(q, ¢)d est le vecteur des forces de Coriolis et centrifuges et G(g) est le
vecteur de forces dues a la gravité.

Les matrices M, B et Ky sont symétriques et définies positives. La matrice as-

sociée a la gravité, (3;, est symétrique.

Proposition 1 La matrice de masse, M, et le vecteur des forces de Coriolis et cen-

trifuges, C(q, 4) ¢, vérifient la relation suivante :
M(q)—-2C(g, §) =S (3.24)

ot S est une matrice antisymétrique.

Démonstration. Soit

Q?Crr q f dr Q?Crr

Clgd)=| . (3.25)
“q"rCr'r'qf 0
Alors
2" (M(g)—2C(g, §))z =0 Vo e R¥HY
ot v est le nombre de modes flexibles et R est 'ensemble des réels. \V4

En négligeant le terme d’ordre deux en v dans la matrice de masse, I'équation (3.23)
devient :

Mi+Cl(q,4)¢+Big+Kg+G(g)=L7 (3.26)
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3.6 Modele d’état non linéaire

T

Soit z = [z 2L

T = [¢F %" le vecteur d’état. Le modele d’état non linéaire du

systéme sera donné par :

_ 0 T 0
r = T+

~-M7'K -M"'B —MMC(zy, 22)T2 + G(z1)]

1)
0
ML
S P
g9(z)

s0it encore sous la forme suivante :

z = f(z) + g{z)u (3.28)

3.7 Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre le modéle dynamique non linéaire du
systéme & un bras flexible tournant dans le plan vertical. Nous avons d’abord développé
les EDP en utilisant le principe de Hamilton et en considérant une cinématique non
linéaire. Nous avons ensuite développé le modele discret d’ordre fini moyennant les
équations de Lagrange. Notre étude comparative sur les méthodes de discrétisation
spatiale sera basée sur ce modele discret. Le calcul des fonctions de forme, des
paramétres du modele dynamique développé ainsi que la comparaison des différents
modeles discrets est une tache fastidieuse. Ceci montre P'intérét de développer un
logiciel pour la modélisation, la comparaison et la simulation du systéme & un bras

flexible (Annexe C).



Chapitre 4

DISCRETISATION SPATIALE
DES EDP : SOLUTIONS
APPROXIMATIVES

Nous avons présenté dans le chapitre précédent la dynamique non linéaire d’un
bras flexible tournant dans le plan vertical. Cette dynamique est représentée par des
EDO et des EDP associées avec des CF. Dans des cas simplifiés, en négligeant par
exemple les termes non linéaires et le frottement, une solution analytique de cette
dynamique est possible. Cependant, dans le cas général, une solution analytique n’est
pratiquement pas possible. On procéde donc soit & des méthodes d’approximation soit
a des solutions numériques. Les deux méthodes largement utilisées dans la littérature
sont la méthode de modes supposés (MMS) et la méthode d’éléments finis (MEF).

Dans le cas d’une solution analytique ou de méthodes d’approximation, un probléme
aux valewrs propres (PVP) et A résoudre. Pour un gystéimne & paramétres distribués, le
PVP est défini par des équations différentielles avec des CF associées. Souvent, parti-
culierement pour des structures non uniformes, une solution analytique du PVP n’est
pratiquement pas faisable. La MMS est P'une des techniques utilisées pour obtenir

une solution approximative de ce probleéme. Cette méthode consiste en I'approxima-
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tion de la solution d'un PVP par une série finie de fonctions supposées multipliées
par des coefficients indéterminés. Il y a deux approches pour choisir la solution ap-
proximative. La premiére est de manipuler ’équation différentielle et de choisir les
fonctions supposées dans P'espace des fonctions de comparaison, i.e. des fonctions
qui vérifient toutes les CF. Dans la deuxiéme approche, les fonctions supposées sont
sélectionnées dans I'espace des fonctions admissibles, i.e. des fonctions qui vérifient
les CF géométriques. Puisque les fonctions admissibles sont plus nombreuses que les
fonctions de comparaison et sont généralement plus faciles & construire, les fonctions
admissibles telles que les FF des poutres encastrées et sans charge 3 'extrémité du

* bras sont souvent utilisées dans la littérature. Ceci pose une question sur leur validité
pour approximer les modes propres de robots & bras flexibles.

Dans ce qui suit, nous proposons de développer les fonctions de forme du bras
tournant dans le plan vertical. Nous tenons compte de la masse & Vextrémité du
bras flexible. Nous supposons encore que cette masse est décentrée ce qui nous laisse
la possibilité de varier le centre de gravité de cette masse pour simuler effet d’un
deuxiéme bras sur les fonctions de forme (FF). Les FF utilisées dans la littérature
seront donc considérées comme des cas particuliers du cas général développé dans ce
mémoire.

La MEF peut étre considérée comme une MMS. La différence principale entre
les deux méthodes est la nature des fonctions admissibles. En effet, dans la MMS
les fonctions admissibles sont des fonctions globales, i.e. qu’elles sont définies sur
toute la longueur d’un bras flexible. La différentiabilité de ces fonctions est rarement
posée. Alors que dans la MEF, les fonctions admissibles sont locales, i.e. qu'elles

sont définies sur de petits intervalles du bras. Les fonctions adimissibles sont des

polyndémes & bas degré, satisfaisant les exigences minimales de différentiabilité. Elles
sont souvent nommées des fonctions d’interpolation. Vu que les CF sont au nombre
de quatre, des fonctions cubiques sont nécessaires. Les éléments cubiques d’Hermite

sont souvent ufilisés. Cependant, les fréquences du modele correspondant sont non
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convergentes. Les éléments cubiques de type splines cubiques sont encore suggérés
dans la littérature. Ils sont présentés comme étant différents des fonctions globales
et sont définis en fonction de la configuration du robot, en particulier en fonction
de la charge. Nous utilisons les splines cubiques. Cependant, nous proposons de les
intégrer dans le cadre des fonctions globales générées A partir de la MMS pour unifier
notre étude de comparaison présentée dans le chapitre suivant. Nous suggérons encore
d’identifier les splines cubiques indépendamment de la configuration du robot, en par-
ticulier de la masse de la charge. Ceci permet de généraliser leurs utilisations & toutes
les configurations possibles. Ceci est d’ailleurs I'un des avantages de Putilisation de la
MEF. De plus, nous proposons dans le chapitre suivant un théoréme de convergence
des fréquences du modele discrétisé avec les splines cubiques.

Dans la suite, nous examinons les deux méthodes, la MMS et la MEF. En partic-
ulier, nous présentons les fonctions polynomiales, les fonctions de forme des poutres
tournantes, les fonctions de forme des poutres encastrées avec ou sans charge, les
splines et les B-splines cubiques. Dans le développement de la matiére de ce chapitre,
nous avons principalement consulté les références suivantes : (Piedbeeuf, 1989, Meirovitch,
1986, Gerald et Wheatley, 1994, Dancose et al., 1989, Gerald et Wheatley, 1994,
Truckenbrodt, 1980)

4.1 MMS : Fonctions admissibles globales

4.1.1 Fonctions polynomiales

La déformation est exprimée par :

«M@mgxgmww (4.1)

olt lIes CF & 2 = 0 (v = v} = 0) ont été prises en considération. Le vecteur de modes

supposés est alors donné par

F@= @ @ - G @ e 2
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Les quatre premitres fonctions de forme polynomiales sont tracées dans la figure (4.1)

09

08

o7

(X,

ol

w0
T

041

0.3

02

a1}

FiG. 4.1 — Les quatre premiéres fonctions de forme polynomiales

4.1.2 Fonctions propres des poutres

Les fonctions propres des poutres sont généralement la solution d'un PVP linéaire
et simple & résoudre mais lié au probléme initial non linéaire. Nous développons dans
cette section les fonctions propres du systéme montré dans la figure (3.1) et représenté
par le modele non linéaire (3.9)-(3.12). Pour avoir un modéle linéaire, la vitesse de
rotation du moteur est supposée faible. Pour résoudre le PVP homogene, le couple

moteur et la gravité sont annulés et les frottements sont négligés. Dans ce qui suit,

nous allons suivre la méme procédure que celle présentée dans (Piedboeuf, 1989) pour
développer les fonctions de forme d’une poutre pivotante avec charge concentrée.

1 équation d’équilibre des moments d’une section du bras située & la base est
donnée par

T4+ E L vy = I, 6
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ol E, est donné par I'équation (3.8). En tenant compte de la condition d’homogénéité
(r =0, El. = EI.), Vaccélération est remplacée par :

. ELvg

0= =1 (4.3)

et en négligeant la vitesse du moteur, I'EDP associée & la déformation (3.10) sera

remplacée par :

~p(+20) — BLY" =0 (4.4)

avec les CF suivantes :
ar=0 vo =0 et vy =0 (4.5)
s ip ELvY = ML+ L)+ More(§ + ) (16)

~ELv! = (I.+ M. r2)(f + ;) + M.r.(L8 + iir)

Substituant § par sa valeur dans I'équation (4.4), cette derniére devient :

i+ 2 ;"‘3 )~ ELv" =0 (4.7)
avec les CF
vg = 0 (4.8)
vy = 0 (4.9)
ELYY = M, (i}L +(L+ rc)-E%ﬁ + m‘i’L) | (4.10)

ELv]

ELv) . .
i ] +’I'C’U;;) + (v}, +— ) I. (411)

I'n (3

—~EBLv] = M, (i}'L + (L +7.)

Nous procédons avec la méthode de séparation de variables et nous appliquous
la méthode de Frobenius sur la partie spatiale de U'équation, nous pouvous alors
démontrer que la solution de (4.7) avec les CF (4.8)-(4.11) est de la forme (Annexe

B):

di(z) = A; [ug)\? (cos Biz ~ cosh Bix) -+ (1 + ¢;) sin iz + (1 — ¢;) sinh Fiz ~ 2/6,;1'}
(4.12)
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ou A; est une constante de normalisation et §; = i\f A; est la solution de Péquation
caractéristique suivante :
(/huzus + pattapis — Msui) A7(1~ CCh) — ps (p + ps) A° (S Ch + C Sh)

~2p3par° S Sh + (M2H5 + papa + paps — lli) A (C Sh— S Ch) + psX* (1 + C Ch)

+2 (1 + pt5) A3C Ch 4 2uA* (C Sh+ S Ch) + 2p2AS Sh+ SCh — C Sh =0 (4.13)
avec

Ha =<;;%§, Ho = %{{‘, M3 = ,,ILs IM-"—‘%*}‘%, M53%§;,
C =cos\, S=sinA, Ch=-cosh\A, Sh=sinhA.

Il existe deux relations d’orthogonalité entre les fonctions propres. La premiére est

donnée par :

L ,
./o ppididx + Mogi 151 -+ (Ic + Mc”"ﬁ) & 181, + Mere (¢i,L¢",L + ¢§,L¢j,L)
EI, , EIL. ,

,.,Itm iom o = 0ij (4.14)
ot ¢ = ¢7(0), ¢; 1 = (L), w; = ‘“"é'“ I = Iy + pL¥ /3 + I + ML + r.)* et &y
représente le delta de Kronecker. La deuxiéme relation d’orthogonalité est
/0 " BLY$dr = o5, (4.15)
De plus, les fonctions propres vérifient la relation suivante :
/ pdids + ML + )iz + (L + Maro(L + 7)) = I, I:Eni o (416)

Les fonctions propres d’un bras tournant dans le plan horizontal avec une charge
concentrée & son extrémité sont déduites (voir Annexe B) de celles du bras tournant

en supposant que le centre de masse de la charge r. = 0. Les fonctions propres de

poutres encastrées avec ou sans charge sont encore déduites du cas précédent en
supposant respectivement que I'inertie du moteur I,,, tend vers l'infini et que P'inertie
de la charge I.. et sa masse M, sont nulles (Annexe B). Les quatre premiéres fonctions
propres d'un bras tournant sont montrées 3 la figure (4.2) pour les valeurs numériques

données dans le tableau (5.1).
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FiG. 4.2 —~ Les quatre premieres fonctions propres d’un bras tournant
4.2 MEF : Fonctions admissibles locales

La MEF est encore utilisée pour discrétiser spatialement les équations dynamiques
de robots flexibles. Des éléments cubiques sont nécessaires pour discrétiser les EDP
d’ordre quatre. Les polynémes d’Hermite sont souvent utilisés comme fonctions d’in-
terpolation dans la MEF. Cependant, la convergence des valeurs propres résultant du
modele basé sur ces polynémes n’est pas monotone (Meirovitch, 1986). Les splines et
les B-splines cubiques sont encore utilisés comme des fonctions d’interpolation (Ger-
ald et Wheatley, 1994). Dancose et al. (1989) ont utilisé les splines pour discrétiser
spatialement la dynamique d’un bras flexible. Les CF ont été fixées en fonction de la
charge. Nous montrons que les splines cubiques peuvent étre considérées comme des

modes supposés en fixant les CF naturelles indépendament de la charge.

4.2.1 Description des splines cubiques

Le bras est décomposé en n éléments finis (EF) d’abscisses 2o = 0, 21, ..., Tn-1,

xp = L. Dans Pintervalle z; < z < 2441, la déformation est approximée par une spline
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Yo
A&
Y
¥
Yo = 0 I ]
E N e Ky Hpyy e~ x, =1L

F1G. 4.3 — Décomposition d’un bras flexible en EF
cubique de la fagon suivante (Gerald et Wheatley 1994) :
vi(z,t) = ai(z — 2:)® + bz — 7:)* + iz — =) + ;i (4.17)

La déformation v et la courbure v" & z = z; sont notées par y; et yf'. La déformation
et la courbure & = = ;1 sont y;; et y,, (Figure 4.3). Connaissons les déformations
et les courbures aux deux extrémités d’un élément, les paramétres d’une spline sont,

calculés de la fagon suivante :

Yier — Y
o YW 418
a o (4.18)
I
b = % (4.19)
Yier — Y 2hayl 4 hi Y
— — ' 4.2
¢ " 5 (4.20)
di = Wi (421)

ol h; = ;41 — x;. La continuité de la premiére dérivée de la déformation par rapport
A la variable spatiale en un nceud intermédiaire z; (i.e. vi(z;,t) = vi_,(z;,t)) donne

1a relation suivante :

hica Wy + 2hicy + hi) gl + hiyly =6 (y’““‘h” . - y“) (4.22)
i i1

L’équation (4.22) est applicable aux noeuds intermédiaires de ¢ = 2 an — 1 oun
est le nombre total d’6léments. Ceci nous donne n — 2 équations reliant les n valeurs

de ¢/ et de y;. Deux conditions additionnelles sont ajoutées en imposant les CF aux
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deux extrémités du bras. Le bras est encastré a la base. Alors, v(0,t) = yy = 0 et

v'(0,t) = 35 = 0. D’out
b5y +R3Y! = 6y (4.23)

Pour Vautre extrémité & x = L, quatre choix sont possibles :
1. imposer y) = 0, i.e. imposer un moment fléchissant nul a Pextrémité;
2. imposer y, = yn_,, i.e. imposer un moment constant sur le dernier élément ;

3. imposer y, comme une extrapolation linéaire de ¢, _; et y,,_,,

"o (hn~2 + hﬂ-ml) y;:—«] - h"ll-"l y;:~2
Yn = h
n—2

4. imposer une courbure y}, inconnue a z = L.

Le dernier choix est imposable seulement dans le cas ou les courbures sont les co-
ordonnées généralisées. Une caractéristique intéressante des splines cubiques est la
relation entre les courbures et les déplacements aux nceuds. D’ailleurs, I'association

de ’équation (4.22) avec les CF donne I’équation suivante :
AY"=6CY (4.24)

ot Y” et Y sont respectivement les vecteurs des courbures et des déplacements aux
neeuds. L’équation (4.24) peut étre résolue soit pour le vecteur de déplacements Y,
soit pour le vecteur de courbures Y”. Par conséquent, les coordonnées généralisées
utilisées dans le modele discret peuvent étre soit les courbures ou soit les déplacements
aux noeuds. Comme c’est mentionné dans (Dancose et Angeles, 1989), I'utilisation
des courbures présente quelques avantages du point de vue de la commande car les
courbures sont directement mesurables par des jauges de contraintes.

Pour un bras flexible qui fait partie d’une structure générale d’un robot flexible,
la charge & Pextrémité n’est pas connue a priori. Done, le moment fléchissant, qui
est 1ié aux courbures, est inconnu. Quand 'équation (4.24) est résolue en fonction du

vecteur de déplacements aux neeuds Y, la courbure & Pextrémité z = I peut étre
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considérée comme inconnue (4éme condition plus haut). Ceci veut dire que les n — 1
déplacements y; sont exprimés en fonction des n courbures y;'.

Nous présentons, & titre d’exemple, le calcul des splines cubiques pour deux cas
différents. Le systéme considéré est le bras flexible montré dans la figure (3.1). Le bras
est divisé en trois EF. Dans le premier cas, nous choisissons la deuxiéme condition

plus haut (v} = y4). L’équation (4.24) s’écrit alors

2hq hy 0 ‘ Yy "Elf 0 0 Y2
hy  2(hi + ho) ho ¥ | =6 |~ — s T 011 v
0 he  2ha+3hs | | ol W TR kW
X e ‘(5 Y

(4.25)

Cette équation peut étre résolue soit pour les courbures Y”, soit pour les déplacements
Y. Si, dans le deuxiéme cas, la courbure & Pextrémité, yj, est considérée comme
inconnue alors la matrice C reste inchangé comme dans 'équation (4.25), tandis que

la matrice A devient :

2hy hy 0 0
A= hy 2hs+hs) Ry 0 (4.26)
0 ho 2(ha+ h3) hs

. I’équation (4.25) peut seulement étre résolue pour les déplacements. Les courbures
seront, considérées comme les coordonnées généralisées.

Les splines cubiques sont définies par intervalles. Pour les présenter sous forme de
modes supposés exprimés sur tout le bras, nous utilisons la fonction de Heaviside u.
La déformation en un point quelconque sur le bras d’abscisse z (0 < z < L) est écrite
sous la forme :

-2

v(z,t) = Y v (e — z:) — (@ — Tig1)] + vnes e — Ty1) (4.27)
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a) Déplacements aux noeuds. b) Courbures aux nceuds.

F1G. 4.4 — Splines cubiques définies sur trois intervalles.

11 est alors possible d’exprimer I'équation (4.27) en fonction des coordonnées généralisées

représentant la flexibilité ¢, comme suit :

_ T T
v(x,t)s(%%%—g))) Y"(t) ou v(m,t):(%'i%-’;l) Y(@t)  (4.28)
(=) ()

ot1 chaque composant du vecteur ¢(z) est un mode supposé ¢;(z). La figure (4.4-a)
illustre les trois modes supposés dans le cas o les déplacements sont les coordonnées
généralisées. La figure (4.4-b) montre les quatre modes supposés dans le cas ou les
courbures sont les coordonnées généralisées et la courbure au dernier nceud g est

supposée inconnue.

4.2.2 Description des B-splines cubiques

Les B-splines cubiques’ sont aussi utilisés comme des modes supposés (Trucken-
brodt, 1980). Un B-splive cubique est défini sur guatre intervalles avec une spline

cubique sur chacun des intervalles, de la fagon suivante :

Si(x) = a;(x — z)* + bi(x — ;) + ci(x — =) + ds (4.29)
1En Anglais : Bell-shaped splines
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pour z;—1 < & < x;, i = 1,...,4. Chaque spline cubique nécessite quatre paramétres.
Un total de 16 paramétres est alors a calculer. Si les B-splines sont non nuls sur chaque
intervalle, alors les conditions de continuité des splines et de leurs dérivées premitres
et secondes permettent d’imposer neuf conditions. Six autres conditions peuvent étre
imposées avec les CF & la base et & Pextrémité. La derniére condition est fixée arbi-
trairement, e.g. en spécifiant un déplacement unitaire en un nceud intermédiaire. Un
B-spline cubique peut étre nul sur quelques intervalles.
Pour n intervalles, le nombre total des B-splines est donné par (Truckenbrodt,
1980) :
N=n-vy—1v+3 (4.30)

ol vy (respectivement 1) est le nombre des CF pour lesquelles S(z), S'(z) ou §8”(x)
est égale 3 zéro & z = 0 (respectivement & ¢ = L). Par exemple, si un bras est encastré
4 la base et ayant une charge 3 son extrémité, alors il a seulement deux CF nulles
az = 0(S(0) = 9(0) =0). Doir 1y = 2 et vy = 0. Si le bras est divisé en deux
intervalles (n = 2), alors trois B-splines cubiques sont exigés. Nous développons, a
titre d’exemple, un B-splihe défini sur deux intervalles. Les CF internes (entre les

splines cubiques) et externes (géométriques et naturelles) sont :
- S(z) = §'(z) = 8" (z) = §"(z) = 0 pour zp < = < 11,

S(z1) = S'(z1) =0,
S(z), S'(z), S"(z) sont continus pour z = zy, et S(z3) =1, (4.31)
S(xs) = 8"(x3) = 0,
S{x) = 8'(z) = S"(z) = §"(z) = 0 pour 23 € & < 24.

1l est facile de vérifier que 16 conditions sont imposées. Le B-spline cubique est tracé
dans la figure (4.5). La fonction unitaire de Heaviside est encore utilisée pour s’as-

surer que le B-spline est défini sur toute la longneur du bras. L’équation du B-spline
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x{m)
Fic. 4.5 - Un B-spline cubique

correspondant 3 (4.31) est donnée par :

o(x) = -1-(—11$3+51a:2-—69:1:+29),u,(:c-1)

7
+~17- (162° — 9622 + 1927 — 128) u(z — 2)
+-,1; (~52° +4557 — 123z +99) p(z — 3) (4.32)

Le choix des B-splines doit évidemment respecter les conditions géométriques a la
base du bras. La figure (4.6) montre les quatre B-splines cubiques utilisés lorsque le

bras est subdivisé en trois intervalles.

4.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une description détaillée des différentes
méthodes de discrétisation spatiale des systémes & paramétres continus, tels que :
la méthode de modes supposés et la méthode d’éléments finis. En particulier, nous
avons présenté les fonctions polynomiales, les fonctions propres de poutres tournantes

et encastrées et les splines et B-splines cubiques.
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FiG. 4.6 — Quatre B-spline cubiques
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Chapitre 5

ANALYSE ET COMPARAISON
DES MODELES DISCRETS

Nous avons présenté dans le chapitre précédent les différentes fonctions de forme
(FF) utilisées dans la discrétisation spatiale de la déformation de robots flexibles. Le
choix des FF offre, dans chaque application, une grande diversité de stratégies, ce qui
laisse libre cours a 'ingéniosité et Pexpérience de Vingénieur. Le degré de précision
atteint dépendra fortement de ces facteurs.

Dans la littérature, certaines comparaisons ont déja été faites entre les modeles
basés sur ces fonctions. Ces comparaisons sont surtout basées sur la rapidité de con-
vergence des fréquences propres des modéles en variant le nombre de modes utilisés
dans la discrétisation (Barbieri et ézgﬁner, 1988 ; Hasting et Book, 1987 ; Junkins
et Kim, 1993). D’autres auteurs ont comparé le temps de calcul des modeles notam-
ment le temps de calcul de la matrice de masse et son inverse pour différentes FF
(Theodere et Ghosal, 1995). Cependant, il 0’y a pas & notre connaissance une étude
comparative détaillée des fréquences, des modes, des déformations statiques ainsi que
de la complexité du modéle.

Une autre problématique dont traite ce chapitre est le fait qu'un modele discret

basé sur la MMS posséde une caractéristique inhérente : Les fréquences propres de ce
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modgle convergent de fagon monotone en augmentant le nombre de modes utilisés.
Cette caractéristique n’est cependant plus valide pour un modele discrétisé avec les
éléments cubiques d’Hermite souvent utilisé dans la littérature.

Dauns ce chapitre, nous proposons donc une analyse et une comparaison détaillées
et exhaustives des modeles basés sur les différentes FF décrites dans le chapitre
précédent. Nous proposons aussi un théoréme de convergence monotone des fréquences
du modele basé sur les splines cubiques. Ainsi la précision du modeéle augmente en
augmentant le nombre d’éléments utilisés. Les résultats sont partiellement publiés
dans (Saad et al. 2000).

Les principales références consultées lors du développement de ce chapitre sont :
(Saad et al. 2000 ; Barbieri et ézgﬁner, 1988 ; Hasting et Book, 1987 ; Junkins et Kim,
1993 ; Theodore et Ghosal, 1995 ; Meirovitch, 1986 ; Meirovitch, 1980 ; Strang et Fix,
1973 ; Watkins, 1991)

5.1 Modéle pour la comparaison

Le modéle qui sert & la comparaison des différentes FF est obtenu & partir du
modele non linéaire (3.26). Nous supposons que la vitesse de rotation du moteur est
faible ce qui permet d’éliminer I'effet de ’allongement du bras (les termes d’ordre
deux en v). Nous linéarisons le modele autour de § = 7/2. Les frottements du joint
et du bras sont encore négligés. Le modéle devient :

L g7 g 0 0 0 h
‘ E = (5.1)
B Mg || as 0 Kgr || ar hy
e i e e e
M g i q h
soit encore sous la forme :

Mi+Kq=h (5.2)

ot le vecteur h regroupe les termes diis & I'entrée et & la gravité. Les parametres du

systéme sont donnés dans le tableau (5.1) (Saad et al., 2000). Dans ce qui suit, nous
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TAB. 5.1 — Parametres du systeme
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Parameétres | Valeurs
I Inertie du moteur 10 kg m?
L Longueur du bras 1.4m
i masse par unité 1 Kg/m
de longueur
EI, Rigidité du bras 500 Nm?
M, Masse de la charge 5 kg
I Inertie de la charge 1 kgm?
Te Distance entre le CG 0.7m
de la charge et
Pextrémité bu bras

5.2 Convergence des fréquences de la MMS

Soient M™ et K™ les matrices de masse et de rigidité dans 'équation (5.2)

correspondant & n termes dans la série

v(z,t) = ¢* (z) g5 () (5.3)

Soient A™ et A, r = 1,2,...,n les valeurs propres calculées et exactes, respec-
tivement. Ces valeurs propres sont ordonnées telles que A < AY < .- < A et
A" < A < ... < AP, Lensemble des FF polynomiales et des poutres est complet.
L’erreur entre les valeurs propres exactes et calculées peut étre minimisée autant que
possible en incrémentant le nombre de modes dans la série (5.3). Alors, les valeurs
propres calculées approchent celles exactes quand le nombre de fonctions admissibles

n— 0.
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L’approximation d’un systéme continu d’ordre infini par un systéme discret d’or-
dre n fini est assurée par imposition de la contrainte g5, = 0, i > n dans la série
(5.3). La contrainte a pour effet d’augmenter la rigidité du systéme de facon que les
valeurs propres estimées tendent & étre plus grandes que les valeurs propres exactes
(Meirovitch, 1986)

AP <A

De plus, les matrices de masse et de rigidité correspondant & n + 1 termes dans la
série (5.3) sont obtenues en ajoutant une ligne et une colonne aux mémes matrices

de I'étape précédente

M® X k™ x
MEFD = , KD = (5.4)
X X X X

ol les X sont les entrées dues a la fonction admnissible ajoutée dans la série. Les
nouvelles matrices de masse et, de rigidité MtV et K("+1) donnent les valeurs propres
calculées A" (r = 1,2,...,n+ 1). La propriété d’insertion dans les relations (5.4)
permet Papplication du principe d’inclusion (Meirovitch, 1980) qui donne V'inégalité
suivante :

Agn.“) < }‘gn) < Agn-kl) < Agra) <. < A%n) < Ag};l) (5.5)

Cette derniere indique qu’en augmentant n, les valeurs propres calculées approchent

de facon monotone les valeurs propres exactes.

5.3 Convergence des fréquences dans la MEF

La MEF est essentiellement une méthode de Rayleigh-Ritz. La seule différence
réside dans la maniére dont sont choisies les déformations. Dans la MMS (méthode
classique de Ritz), les déformations sont donnédes par des expressions définies sur
Pensemble du domaine & discrétiser. Dans la MEF, les déformations sont définies
par des représentations par morceaux, chaque parameétre nodal n’influencant que ses

éléments adjacents.
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Par sa nature, Ja MMS est limitée & des domaines de forme géométriques relative-
ment simple, tandis que dans la MEF, cette limitation ne s’impose qu’a la forme de
Pélément ni-méme. Donc des configurations plus complexes, réalistes, pourront étre
obtenues par assemblage d’éléments de forme simple. Plus grand sera le nombre de
degrés de liberté, plus précise sera approximation de la solution exacte a condition

que les déformations réelles puissent étre indéfiniment approchées.

5.3.1 Convergence des splines cubiques

Dans la MEF, les fonctions supposées sont définies localement sur un petit inter-
valle et tendent & étre des polynémes simples. Pour améliorer la précision de la sola-
tion du PVP algébrique, le maillage des éléments est raffiné en diminuant la longueur
h de chaque élément tout en fixant 'ordre p des fonctions polynomiales. C’est la
“h-version” de la MEF. Les fonctions d’interpolation ne forment pas généralement
un ensemble complet, la convergence monotone ne peut pas étre toujours garantie
(Meirovitch, 1986). Une autre approche pour améliorer la précision de la solution cal-
culée est de fixer h et d’augmenter le nombre de polynoémes par élément. Ce qui revient
4 augmenter le degré p des polynomes. C’est la “p-version” de la MEF (Meirovitch,
1986). Plusieurs choix d’ensembles de polynomes sont possibles, pourvu que ces en-
sembles soient complets. Les polyndmes hiérarchiques sont les plus désirables. Dans
ce cas, le principe d’inclusion est valide et la convergence de la solution calculée est
assurée. A titre d’exemple, nous présentons un ensemble de polyndmes hiérarchiques.
Les polynomes cubiques d’Hermite souvent utilisés dans le cas de bras flexibles sont

(Meirovitch, 1986) :

Ll - 352 . 253 L2 — 61 . 53

< - (5.6)
Ly=1-36+26 Ly=—£+ 28~ ¢
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out £ = 1— x/h est une variable locale & un EF. Un ensemble convenable de fonctions

hiérarchiques sont les polyndémes suivants :

Ls = £*(1~¢)?

Le = (1~ £)*(1 ~ 2£)

Ly = (1 - £€P(1 - 3¢)(2 - 3¢) (5.7)
Lygi = £2(1 = €)* Tj=p(j — 1~ é€)

11 a été montré dans (Meirovitch et Silverberg, 1983) que pour un systeme du sec-
ond ordre, le principe d’inclusion est valide pour la “h-version” de la MEF, pourvu
que des fonctions d’interpolation linéaires soient utilisées comme des fonctions ad-
missibles. Cependant, pour un systéme d’ordre quatre (EDP d’un bras flexible), le
principe d’inclusion n’est pas valide si les polynémes cubiques d’Hermite sont utilisés
comme des fonctions admissibles. Dans ce qui suit, nous allons montrer la conver-
gence monotone des valeurs propres calculées dans le cas de la MEF avec les splines

cubiques comme fonctions admissibles.

Proposition 2 Le principe d’inclusion est valide pour un systéme d’ordre quatre dans
le cas de la “h-version” de la MEF pourvu que les splines cubiques soient utilisées

comme des fonctions admissibles.

La démonstration de cette proposition est basée sur ’équivalence des deux représentations
“h-version” et “p-version” de la MEF. Nous cherchons & montrer que, pour un systéme
d’ordre quatre, la MEF “h-version” (ot la convergence n’est pas toujours monotone)

est équivalente a la MEF “p-version” (o1 la convergence est monotone) si les fonctions
admissibles utilisées sont les splines cubiques.

La figure (5.1) représente un élément cubique de longueur h. Soit v(z, t) le déplacement

z; et y! = v'(x;,t) est sa courbure. Dans la suite, la variable ¢ sera omise. En utilisant

les splines cubiques, le déplacement (4.17) est réécrit sous la forme suivante

v(z) = Ly(z, h) yy + La(z, h) v + La(z, h) v + La(z, h) ¥y (5.8)
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S,
S
S
* X X,
4 h —
FI1G. 5.1 ~ Elément cubique
S3
S2 SZ
s s,
Xy *s * ) *3 Xy
h, h, h, h,
B e . s . - B

(a) (b)

F1G. 5.2 — Deux éléments cubiques

La courbure est donnée par :

3 2
Lem=1-f Len=be[-@ @' -u
3 .
Lo, =5 Lk =i |(5) -]
() = L, WE + L, )y = (1= vt + 53 (5.10)

La courbure en un point z est une combinaison linéaire de yy et y5.

En utilisant la “h-version” de la MEF, & est subdivisé en deux éléments (Fig-

ure 5.2). Pour 0 < z < hy,
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v(z) = La(z, ha)yr + La(z, ha)ys + La(z, ha) yi' + La(z, hy) i (5.11)

et pour hy <z < h,
v(z) = Li(z—hy, ho)ys+La(z — b1, ha)ya+ La(m — ha, ho) ys +La(z—hy, b)) v (5.12)

En utilisant la MEF hiérarchique {“p-version”), nous ajoutons & Pexpression du
déplacement (5.8) deux polyndémes d’interpolation Ls et Lg correspondant aux deux

coordonnées généralisées 7, et T;. Le déplacement est alors exprimé par :
v(z) = Li(z, h)yr + La(z, h)ys + La(z, h) yf + La(z, h) ys + Ls(2)G5 + Lo(z)7s (5.13)

Nous essayons de trouver Ly et Lg telles que les deux versions de la MEF soient

équivalentes.
Pour 0 < z < hy, les équations (5.11)-(5.13) donnent le déplacement & h;, soit
v(hi) = Ly(hy, ha)ys + La(hy, ha)ys + La(ha, ) i + La(he, ha) ys = v
= Ly(h1, h)ys + La(ha, h)ya + Ls(hy, h) o + La(he, b))y
+Ls(h1)7s + Le(h1 )75
et la courbure est donnée par
v'(h1) = Lj(ha, hi)ys + Ly(ha, ha)ys + Ly(ha, ha) 9f + Li(ha, ha) ys = o3
= LY(h1, R)yr + L5(ha, B)yz -+ Lg(h1, h) 9y
+Ly(h, h) yy + Lg(h1)Fs + Lg(h1)Ts
= Li(hy, B) + Li{(ha, h) 5 + L (h1)Fs + L (h1)T5
Supposons que :
Ls(hy) =1, Lg(h1) = 0, Lg(h1) =0, Lg(hy) =1
Alors,

Ty = y3— Li(hy, hyn — La(hy, h)ya — La(ha, B) ¥ — La(ha, b)Y

(5.14)
W= o~ L)y L, B) o
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Substituons 7, 74 dans I'équation (5.13), nous aurons

v(z) = Li(z,h)y1 + La(z, h)ye + Ls(z, h)y] + La(x, k) yz
+Ls(z) lys — L1(h1, hyyy — La(hy, R)yz — Ls(ha, k) yi — La(h1, h) y3)
+Le(z) lys ~ L (h, h) ¥y — Li(h1, k) 93] (5.15)

Comparons les deux équations (5.11) et (5.15), nous aurons

Li(z,hy) = Li(z, k) — Li(hs, h) Ly(z) (5.16)
0 = Lz, k) — La(hy, h)Ls(z) (5.17)
Ly(z,h1) = Ls(z) (5.18)
La(z,h1) = Ls(z, ) — La(ha, k) Ls(z) — Li(hy, h) Lo() (5.19)
0 = La(z,h) — La(hy, k) Ls(z) — Li(hy, B)Le() (5.20)
Ly(z,h1) = Lg(x) (5.21)

A partir des équations (5.16)-(5.21), nous obtenons

Lg(il,') = Lz(il?,h]) . (522)
Lg(m) = L4(.’E,h1) (523)

Notons que Ls(0) = Lg(0) = 0.
En appliquant la méme procédure qu’auparavant, nous obtenons pour h; < z < h,
v(z) = Li(z,h)yn + La(z, h)y2 + Ls(z, h)yy + La(z, h)y;
+Ls(z) [ys — L1(h1, B)yr — La(ha, h)ya — Ls(hy, )yt — La(ha, h)ys]
+Lg(z) fys — L3(he, )y — Ly (s, R)ys) (5.24)

Comparons (5.12) et (5.24), nous obtenons
p

0 = L]_(:I?, ]?) - Ll (h;, h) Lr;(J,‘) (525)
Lg(l‘ - hl, hz) = Lg(.L’, h) - LQ(h1, ”L)Ls(’l)) (526)
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Li(z — hy,hy) = Ls(x) (5.27)

0 = Ly(z,h) — La(hy, h) Ls(z) — Li(hy, W) Le(z)  (5.28)
La(@ — ha,hs) = La(z,h) — La(ha, k) Ls(z) — Li(hs, W) Ls(z)  (5.29)
La(z — hi,hy) = Le(z) (5.30)

A partir des équations (5.25)-(5.30), nous aurons

L5(l) = Ll(iL - h1, hg) (531)
L(,(CE) == Lg(.%' - h], hz) ; (532)

Notons que Ls(h) = Lg(h) = 0. Alors les termes Ls(z) et L¢(z) n’affectent ancun
élément que les éléments en considération.

En utilisant les deux versions de la MEF, nous avons ajouté deux coordonnées pour
améliorer la précision de la solution calculée. Dans la “h-version”, le déplacement et
la courbure & un nceud interne sont ajoutés. Cependant, deux modes supposés sont
de plus ajoutés dans la “p-version” hiérarchique. Ceci ne nous montre pas que la
convergence de la solution est monotone. Nous allons utiliser la relation entre les
déplacements et les courbures aux nceuds pour éliminer une de ces deux variables,
soit le déplacement, et représenter la déformation seulement en fonction des courbures
aux nceuds. En d’autres mots, raffiner le maillage dans la “h-version” de la MEF nous
mene 3 ajouter une variable au lieu de deux de facon que le principe d’inclusion est
valide et que la convergence monotone de la solution est assurée.

Nous allons utiliser la relation entre les déplacements et les courbures aux nceuds.

Soit Y et Y” les vecteurs de déplacements et de courbures aux noeuds,

o £ ; a3 "o N '
Y == {yh Ys, yA‘} 3 Yo {yia Y3, y’z}

Nous allons encore considérer les CF. Nous supposons que le bras est encastré a
la base, i.e. y1 = 0 et g}, = 0, et qu’il y a une charge & l'autre extrémité. Alors, la
courbure 3 Pextrémité doit étre choisie. Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il

a plusieurs choix pour la courbure A Pextrémité du bras : v = v, ou yj dépend
2 g3 g2
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linéairement de ¥4, ou encore la courbure & Pextrémité ), est supposée inconnue. Pour
chaque choix, différentes CF seront obtenues. Dans ce qui suit, nous supposons que la
courbure & Vextrémité est inconnue. Alors, la courbure et le déplacement aux neeuds

vérifient la relation suivante :

Yy
2k 0 iy 011w
' ' ys | =6 1h1 1y 1 ” (5:33)
hi 2 he) ho || ~Gr tag) w0
A - ’ " . o g p—
A Nt st C Y
Y/!
Alors,
Y = %C“l AY"
D’on
— _1_ 2h2 i h2 H 4
Y3 = 6[ 1 F 13/3] (5.34)
1

w o= ¢ [R1(2R1 + 3h2)y + (R + ha)(hs + 2 ha)ys + B3 y5) (5.35)

En substituant les déplacements aux noeuds par leur valeur dans les équations (5.11)
et (5.15) nous constatons que les deux représentations sont identiques. La méme
conclusion est tirée en substituant les déplacements dans les équations (5.12) et (5.24).
Les coordonnées nodales de la figure (5.2-a) peuvent étre exprimées en fonction de

celles de la figure (5.2-b) de la fagon suivante :

- n ] [ W ]
yi vl
“ollp|® (5.36)
4 A
Ys Y3
Y5 ] | 75 |

o, & partir des équations (5.9) et (5.14), la matrice de transformation T' est donnée
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par
B! 0 0 0 0 0]
0 1 0 0 00
0 0 1 0 00
T =
0 0 0 1 00
=g e[ (8) () -2(0)] & () () 1o
0 11 0 b 01
- (5.37)

La transformation homogene T est réguliére. Ses valeurs propres sont toutes unitaires.

En utilisant (5.14), les équations (5.34)-(5.35) sont réécrites sous la forme suivante :

1 00 y

Zz = %C‘lAY”z%C“lA j-toq || g
0 0 1 Ys
Yy
_ 1| B@r+R)/h B KR ” (5.35)
6 2h2 B2+ hhy h? 3
b - 1 Y
T

Nous pouvons donc constater, en remplagant les déplacements aux nceuds par
leur valeur en fonction des courbures aux nceuds, que les deux représentations “h-
version” et “p-version” de la MEF sont identiques. En considérant les courbures
comme coordonnées généralisées, raffiner le maillage dans la “h-version” de la MEF
revient 3 ajouter une fonction polynomiale correspondante dans la “p-version” de la
MEF. Les matrices de masse, M, et de rigidité, K+, obtenues en ajoutant
la fonction hiérarchique & un des EF possédent la propriété d’insertion décrite plus
haut. Malgré que les matrices de masse et de rigidité obtenues par le “h-version” de
la MEF ne vérifient pas expliciterent cette propriété, elles la vérifient implicitement.
Les matrices de masse et de rigidité de la figure (5.2-a) peuvent étre transformées

en une forme possédant la caractéristique d’insertion en pré-multipliant les matrices
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M® et K™ par la transformation T7 et en post-multipliant ces deux matrices par
T.

A titre d’exemple, nous calculons les valeurs propres du modéle du bras flexible
(Figure 3.1) avec les splines cubiques. Les courbures sont considérées comme étant
les coordonnées généralisées et la courbure & Vextrémité est supposée inconnue. Le
maillage du bras est fait de fagon que les nouveaux éléments sont toujours imbrigués
dans les anciens éléments. Ainsi, pour raffiner le maillage, chaque élément est subdivisé
en deux. Pour un maillage 3 un élément, le vecteur des nceuds est X = [0, L]. Pour
deux &léments, X = [0, L/2, L]. Pour trois éléments X = [0, L/4, L/2, L], pour
quatre, X = [0, L/4, L/2, 3L/4, L}, et ainsi de suite. Pour un nombre d’éléments
variant de 1 & 8, les valeurs propres résultant de ce maillage sont données dans le
tableau (5.2). La premiere colonne de ce tableau indique le nombre d’éléments et la
premiére ligne indique les valeurs propres. Ce tablean montre que la convergence des

fréquences est monotone.

TAB. 5.2 — Convergence des fréquences avec les splines cubiques

M Az As A4 As As A7 Ag

1| 2.739505003 10.2540626

2 | 2.739429839 10.2225165 44.5945

3| 2.739428467 10.2225156 44.2413 135.93

41 2.739411520 10.2201174 44.0098 116.87 228.86

51 2.739411518 10.2201172 44.0096 116.86 225.64 518.86

6 | 2.739411517 10.2201080 43.9809 115.59 225.42 420.60 810.6

7 | 2739411454 10.2200411 43.9370 114.93 225.00 384.77 621.1 951.5
8 | 2730410468 10.2199873 43.9370 114.84 222.93 369.87 5622 805.6
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5.4 Comparaison de différents modeéles discrets

11 est facile de comprendre que la précision d’'un modeéle dynamique utilisant la
MMS dépend des fonctions admissibles sélectionnées mais aussi du nombre de termes
retenu dans Papproximation. De méme, la précision d’un modele basé sur la MEF
dépend évidemment du nombre d’éléments ainsi que des fonctions d’interpolation
utilisés dans la discrétisation. |

Dans cette section, nous comparons les modeles discrets du systéme a un bras flexi-
ble en utilisant les différentes FF discutées précédemment. Nous comparons premieérement
les fréquences, les modes et leurs dérivées spatiales. Deuxiémement, nous comparons
les déformations statiques et leurs dérivées spatiales pour la position du moteur
# = 7/2. Finalement, nous comparons le degré de complexité des calculs engendrés
par ces modeles. Le tableau (5.3) décrit les différentes FF utilisées dans cette com-
paraison. Le calcul des fonctions propres des poutres nécessite d’avoir les parametres
du systéme, i.e. du moteur, du bras ou de la charge selon le cas. Par contre, les
splines et B-splines cubiques ainsi que les fonctions polynomiales dépendent seule-
ment de la longueur du bras. Cependant, pour les splines cubiques, un choix des CF
doit &tre effectué. Pour tester la robustesse de différents modéles, nous changeons
les parameétres du systéme (Tableau 5.4). Dans le premier cas, la charge est annulée.
Dans le deuxiéme cas, la masse et Pinertie de la charge sont amplifiées. De plus, le
centre de masse de la charge est éloigné de la base & une position équivalente & 50%
de la longueur du bras pour représenter I'effet d’un deuxiéme bras. Finalement, dans
le troisieéme cas, inertie du moteur vue de la base est réduite par un facteur de mille.
Ceci est équivalent a enlever le réducteur de vitesse de rapport de réduction 32 : 1.

Dans tous les cas, nous supposons gue les parameétres du systéme sont connus.



TaAB. 5.3 — Les fonctions de forme utilisées dans la comparaison

cf Fonctions propres d’une poutre encastrée-libre en utilisant les
parametres nominaux

cp Fonctions propres d'une poutre encastrée-charge en utilisant les
parametres nominaux

bp Fonctions propres d’une poutre pivotante avec charge en utilisant
les parameétres nominaux

cbs | B-splines cubiques

cs-d | Splines cubiques en considérant les déplacements aux nceuds comme
coordonnées généralisées et la courbure du dernier noeud n est égale
4 la courbure du nceud n — 1

cs-¢ | Splines cubiques avec les courbures comme coordonnées généralisées
et la courbure du dernier noeud est indéterminée

pol | Fonctions polynomiales

5.4.1 Procédure
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Dans chaque cas, nous calculons les fréquences exactes en utilisant les fonctions

propres d’une poutre tournante (4.12). A partir de I'équation (5.2), les valeurs et les

vecteurs propres sont les solutions du PVP algébrique suivant :

Ku=&*Mu, (5.39)

oit M et K sont les matrices de masse et de rigidité données par Péquation (5.2), &

est la fréquence estimée et u est le vecteur propre associé avec cette fréquence. Nous

avons supposé que Pamortissement est nul. Alors le mode rigide est toujours nul. Il

ne sera pas inclus dans les résultats de comparaison. Les vecteurs propres associés a

la flexibilité sont regroupés dans la matrice suivante :

Uf:z(ru’l PPN “'1/:!
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TAB. 5.4 — Variation des parametres

Parametres | Nominaux | Cas 1 | Cas 2 | Cas 3
I, (kgm?) 10 10 10 0.01
M, (kg) 2 0 5 2
I, (kgm?) 0.36 0 1 0.36
r. (m) 0 0 0.7 0

ol v est le nombre des coordonnées flexibles. Les modes propres sont exprimés en

fonction des vecteurs propres par :
Y (z) = Uf ¢() (5.40)

ot1 ¢p(z) est le vecteur des FF. Les trois premiéres dérivées spatiales des modes propres
sont calculées en utilisant ¢'(z), @"(z) et ¢” (). Les modes et leurs dérivées premieres
sont normalisés de fagon 2 ce que leur maximum soit égal 3 un. Les dérivées deuxieme
et troisidéme sont normalisées pour que leur amplitude soit égale & un & = = 0. Nous

calculons Perreur relative entre les fréquences exactes et calculées de la fagon suivante :

€ri = 1ooff'—i—fi (5.41)
ou ﬁ et f; sont respectivement les valeurs calculée et exacte de la iéme fréquence en
Hz(f = w/2r). Pour comparer les modes, nous utilisons la norme L; de I'erreur des
modes normalisée par la norme L; du mode exact.

Iy [Yas(w) — Yas(z)ldz
Iy Yai(z)ldz

ot d = 0,...,3 indique Pordre de la dérivée du iéme mode. Y et Y sont les modes

Emgi = 100

(5.42)

calculé et exact, respectivement.
La déformation statique exacte d’une poutre encastrée avec une charge a son

extrémité et dans le plan horizontal est donnée par :

gz’

24E1,

s(z) = — [p(a? ~ 42 L+ 6 L%) + M,(12L + 127, ~ 4 z)] (5.43)
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Nous calculons la déformation statique estimée A partir des équations (5.1) et (5.3)

de la fagon suivante :

() = #(@) a5 = ¢(=) Kif hy (5.44)

Les trois premidres dérivées de la déformation statique sont calculées & partir de ¢'(z),
¢"(x) et ¢" (z). Lerreur est similaire & celle des modes, soit :

I3 13a(z) — sa(z)|dz
Jo |s4(x)|dz

€, = 100 (5.45)

5.4.2 Simulation

Nous générons le modéle correspondant A chacune des FF données dans le tableaun (5.3).
Nous étudions Pamélioration de la solution en utilisant une 3 huit FF (deux & huit
fonctions pour les splines). Nous présentons les résultats correspondants aux trois pre-
miers modes mais la discussion est encore valide pour les autres modes. Dans toutes
les figures, I'axe des abscisses représente le nombre de modes et I'axe des ordonnés
représente le pourcentage de l'erreur relative absolue.

Le Cas 2 (Tableau 5.4) est le cas le plus général, nous allons le discuter en détail. La
figure (5.3) donne la valeur absolue de I'erreur relative des valeurs propres (Eq. 5.41)
pour les différentes FF. Les fréquences exactes des trois premiers modes sont 1.6, 9.3
et 45.3 Hz. Dans chaque figure, nous tragons un ensemble de trois courbes par FF
correspondant aux trois fréquences calculées. La courbe la plus basse correspond a la
premiere fréquence et la courbe la plus élevée correspond & la troisieme fréquence. Par
exemple, trois fonctions cs-¢ donne une erreur de 0.05% pour la deuxieme fréquence.
Les figures montrent amélioration de la solution quand le nombre de fonctions aug-
mente. Les modéles bp et cp sont similaires surtout pour la deuxiéme et la troisiéme
fréquence. Pour la premidre fréquence, la précision des deux modeles n’est presque
pas affectée aprés trois modes. Les fréquences données par les modeles cbs et cs-c
sont presque identiques pour les trois modes. Les modéles cbs et cs-¢ donnent une

meilleure approximation pour le premier mode. Ceci n’est pas le cas pour Jes deux
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F1G. 5.3 — Erreurs relatives des fréquences en % : Cas 2

autres modes. L’erreur du modéle ¢f est rarement sous le 1%. Cependant, 'erreur du
premier mode du cs-d est plus grande que celle donnée par cs-c pour le méme mode.
Les autres modeéles donnent une erreur relativement faible. Pour le premier mode,
Perreur donnée par le modele pol est similaire & celle donnée par cbs jusqu’s cing
modes. Les résultats sont méme identiques quand deux FF sont utilisées. Ensuite,
la précision est réduite dramatiquement parce que les puissances (7'-)"’ sont presque
linéairement dépendantes. Elles ont essentiellement le méme poids au voisinage de
z = L (Strang et Fix, 1973).

La figure (5.4) montre Perreur relative des modes propres et la figure (5.5) donne
Perreur de leurs dérivées secondes. La dérivée seconde est importante dans la pratique

parce qu’elle est liée & la courbure. Cette derniére est directement mesurable par des
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jauges de contrainte. Les observations faites pour les fréquences sont applicables pour
les modes et leurs dérivées. Cependant, 'erreur sur Papproximation des modes est
supérieure & celle des fréquences. L'erreur sur la deuxiéme dérivée est encore plus
élevée. Par exemple, 'erreur de la deuxiéme dérivée du premier mode du modele ¢f
(Figure 5.5-a) atteint & peine le 10% méme avec huit fonctions ¢f . L’erreur des modes
propres du modele pol est proche de celle des modeles cbs et cs-c¢ jusqu’aux quatre
FF (Figure 5.4-c).

La figure (5.6) montre I'erreur de la déformation statique et figure (5.7) donne
Perreur de leur dérivée seconde. 11 est clair que le modéle pol donne de bons résultats
particuliérement pour les trois premiéres FF (Figure 5.6-b). Ceci est prévu car la

solution exacte (Eq. 5.43) est un polynéme d’ordre quatre. Les modeles ¢p et bp
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F1a. 5.5 — Erreurs relatives des dérivées secondes des modes propres en % : Cas 2

(Figures 5.6-a), 5.7-a), cbs et cs-¢ (Figures 5.6-b), 5.7-b) donnent des résultats sim-
ilaires (les cbs et cs-c sont superposés). L’erreur du modéle cf est importante parti-
culierement pour la dérivée seconde ol Perreur minimale est & peu prés de 40% avec
huit FF. Le modele cs-d n’est pas aussi performant que les modeles cbs et cs-c.

Les trois derniéres figures, (5.8)-(5.10), présentent 'erreur des valeurs propres pour
le cas Nominal, Cas 1 et Cas 3, respectivement. Les fréquences pour les trois cas sont
respectivement : 2.7, 10.2, 43.9 Hz, 6.7, 40.1, 112 Hz, et 8.1, 29.8, 75.3 Hz. Puisque
les cbs et cs-¢ donne les mémes résultats, seuls les résultats de cs-c sont présentés.
Comme prévu, dans le cas Nominal, le modele bp donne les meilleures approximations
(Figure 5.8-a). Les erreurs de ce modéle sont les erreurs numériques de Matlab puisque

nous calculons les fréquences exactes dans Maple avec une précision de trente chiffres
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décimaux. Le comportement des autres modeles sont les mémes que pour le Cas 2. Le
modeéle cp demeure le meilleur comme dans le Cas 2. Le seul cas ot le modele ¢f donne
de bons résultats est le cas ot1 le bras est sans charge (Figure 5.9). La convergence
des autres modeles qui ne suppose pas un moment fléchissant nul & Pextrémité est
plus lente et P'erreur est plus grande que dans le Cas 2. Pour les splines cubiques,
il est facile d’imposer un moment fléchissant nul & Pextrémité ce qui améliore leur
convergence. Dans la figure (5.9-b), la convergence des modeles cs-c et cs-d p’est
pas strictement monotone. Les éléments ne sont pas imbriqués 'un dans Pautre. La
longueur des éléments est uniforme (L/n ot n est le nombre d’éléments). Dans le cas
ou I'inertie de la base est réduite, Cas 3, les modeles présentent le méme comportement
de convergence (Figure 5.10). Cependant, la convergence est moins rapide que dans
les autres cas. Pour avoir la méme convergence il faut augmenter le nombre des FF.
Les conditionnements de la matrice des vecteurs propres, ko(V') (Watkins, 1991),
sont présentés dans le tableau (5.5) pour un nombre de FF variant de un & huit.
Ces conditionnements mesurent la sensibilité de la solution du systéme linéaire (5.39)
vis-a-vis des variations des données et doivent étre aussi proche que possible de 1.
Le tableau (5.5) indique que le modgle pol devient trés sensible quand le nombre de

FF augmente. Alors que Papproximation de la solution du PVP doit s’améliorer en
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TAB. 5.5 ~ Conditionnements de la matrice des vecteurs propres : Cas 2

112 3| 4] 5|6 7 8
of |23(61]107]16.1|223]292| 36.6 | 44.7
ep 142525252525 25 | 25
bp |15(22] 22| 22| 22|22 22 | 22

cbs | - (23| 49 |36 |48 62| 7.7 9.3
cs-¢c | - |17} 07} 1.7 { 16| 16| 1.6 1.6
cs-d | —~ |52 84 1121163211 262 | 31.6

pol 119148 |11.6 244|545 253 | 1.3e3 | 7.3e3

augmentant le nombre de FF, la sensibilité aux erreurs numériques et aux variations
des paramétres réduit cette amélioration. La sensibilité des modeles c¢f , cs-d , et de
facon moins importante, la sensibilité du modele cbs augmente aussi quand le nombre
de modes augmente. Alors que, la sensibilité des modeles cp , bp et cs-c est presque
constante. Ayant le conditionnement le plus petit, le modeéle cs-c est le moins sensible
de tous les modéles face aux erreurs numériques et aux erreurs du modeéle.

Une premiére conclusion est que les FF d’une poutre encastrée-libre (cf), qui
sont parfois utilisées dans la littérature, sont inadéquates dans tous les cas du moins
dans le cas ou le bras est sans charge. Les FF encastrée-charge (cp) donnent une
trés bonne estimation méme si la charge est surestimée. Leur seul désavantage est
gu’elles sont relativement complexes. Cependant, les relations d’orthogonalité entre
ces FF permettent de simplifier le calcul de certains termes dans la dynamique. La
complexité additionnelle des FF d’une poutre pivotante avec charge (bp) ne se reflete
pas dans les résultats. Les fonctions polynomiales sont bonnes pour un nombre de
modes inférieur & quatre. Cependant, dii & leur sensibilité, ces fonctions sont & éviter
pour de structures & plusieurs bras. Les modeles basés sur les splines donnent des
résultats intéressants. Les meilleurs résultats sont obtenus avec les B-splines (cbs) et

les splines cubigues avec les courbures comme coordonnées généralisées (cs-c). Les CF
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peuvent étre changées selon que le systéme posséde ou non une charge. Globalement,
nous favorisons les fonctions cs-c car elles sont générées automatiquement alors que les
B-splines nécessitent quelques choix des CF. De plus, les ¢s-¢ sont les moins sensibles.

Globalement, nous recommandons 'utilisation des fonctions de forme d'une poutre
encastrée avec charge ou P'utilisation des splines cubiques avec les courbures comme
coordonnées généralisées. Pour les splines cubiques, nous recommandons d’ajouter
une FF de plus & ce qui est requis et de réajuster les CF selon le systéme a étudier.
Par exemple, utiliser trois FF pour bien approximer les deux premiers modes. Pour
une structure & plusieurs bras, nous recommandons I'utilisation des splines cubiques
car elles sont plus simples & générer que les fonctions propres d’une poutre encastrée

et sont indépendantes des parametres du systéme (sauf la longueur des bras L).
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Chapitre 6

RAPPEL DE LA PASSIVITE

La passivité trouve son origine dans le domaine des circuits électriques. Elle con-
siste & vérifier si I'énergie fournie & travers I'entrée sera dissipée ou générée par le
systéme vu de sa sortie. Pour cela, le choix de la sortie joue un role important dans
Panalyse de la passivité d’un systéme donné. Un modele peut &étre passif ou non
selon le choix du couple entrée-sortie. Bien que la connaissance des caractéristiques
physiques d’un systeéme puisse aider & sélectionner des entrées et des sorties pour
lesquelles le modele est passif, il n’existe pas de méthodes systématiques pour ce
faire.

L’essence. de la dissipativité est d’élargir, au sens théorique, le sens du stockage
d’énergie. La propriété de dissipation a ét¢ introduite par Willems (1972) comme une
généralisation de la passivité via une inégalité basée sur une description d’état. Un
systéme dissipatif posseéde une “fonction d’énergie” semblable a celle des systemes
physiques, a Pexception que, en général, les fonctions de stockage d’énergie ne sont
pas uniques. Hill et Moylan (1976 et 1980) ont été intéressés par la dissipativité par-
ticulierement comine un moyen pour étudier la stabilité des systémes interconnectés.

Les notions de passivité et de dissipativité sont applicables aussi bien aux systémes
linéaires que non linéaires. Cependant, dans le cas des systemes linéaires représentés

par des F'T & coefficients réels, la passivité et la positivité de la partie réelle de la
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FT sont équivalentes (Slotine et Li, 1991). Ceci dit, il sera donc possible de tester la
positivité de la FT pour vérifier sa passivité.

Ce chapitre commence par un rappel de quelques notions mathématiques. Ensuite,
les notions de base de la passivité ainsi que quelques théorémes qui sont liés & la
stabilité des systémes passifs seront présentés. Notons que le matériel y inclu tous les
théorémes montionnés de ce chapitre trouve son origine dans (Khalil, 1996) chapitre
10, section 10.3, (Slotine et Li, 1987), chapitre 4, sections : 4.6 et 4.7) et (Desoer et
Vidyasagar, 1975) et (Ortega et al, 1998) chapitres 2 et 3. Les résultats des chapitres

subséquents ont été développés dans le cadre de cette these.

6.1 Motivation

Certains systémes physiques, notamment les circuits électriques, ont motivé 'ap-
proche par passivité. On verra que certains systémes ont des propriétés de dissipation
d’énergie dans le méme sens qu’un circuit électrique. Pour illustrer cette idée, con-

sidérons donc un réseau comme celui de la figure 6.1.

Fic. 6.1 — Circuit RLC

La puissance délivrée & ce circuit 3 un instant ¢ est w(¢)i(t) ot u(t) est la tension

de la source et i(t) est son courant. Le modele d’état de ce circuit, avec z, = i,
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Ty = v, et y = i(t), ’écrit :

L, = —Roxy—zo4+u (6.1)
C.’lfz = Iy }%;:EQ
= Iy -+ ! u (6.2)
Y=o R .
A un instant t, I'énergie emmagasinée dans le circuit est :
1., 1.,
V(z) = «2-—L:1:1 + EC'wz (6.3)

Le circuit RLC ne génére pas d’énergie. 11 est donc passif. Soit V() ’énergie emma-
0 .
asinée dans ce circuit a Pinstant ¢o. Ce circuit dissipe au maximum autant d’énergie
g

que celle qui lui est fournie, soit :

V(z(0)) + /Ot u(r)y(r)dr > V(z(t)) (6.4)

L'inégalité (6.4) doit étre vérifiée pour tout ¢. Il est donc vrai que la puissance in-

stantanée vérifie, pour tout ¢, V'inégalité

u(t)y(t) > V(z(t)) (6.5)

6.2 Préliminaires mathématiques

Dans cette section, on fait un rappel sur les espaces de fonctions £, et sur des
concepts tels que produit scalaire et troncature. Soit une fonction & valeurs réelles
f(t) - Ry — R". Soit un entier p € [1, 00), I'ensemble £,[0, co) £ L, est constitué

par toutes les fonctions f telles que

[ 1@l < 0

et Loo[0,00) = L est Pensemble de toutes les fonctions f qui sont bornées sur [0, co).
Les espaces ainsi définis sont des espaces normés :

i1 2 [T Isowa v e o0



et
A
Ifllc = sup {|f(®)l
1€[0,00)
Dans certains cas, il s’avére nécessaire de mesurer des fonctions dont la norme peut
tendre vers l'infini dans un temps fini. Ce genre de fonction vit dans les espaces £,
étendus notés L,.. Pour définir ces espaces, on doit d’abord introduire le concept de
fonction tronquée fp :
f@@), 0<t<T
0, t>T

On définit donc les espaces £,. comme les espaces des signaux f(t) tels que fr(t) € £,

fr(t) £

avec 0 < T' < oo. Il faut remarquer que, pour un f(t) € £, il n’est pas exclu que

Jim £2(2)]l, = oo

6.2.1 Passivité et stabilité au sens £,

Soit le systéme dynamique 3 défini par

5. z = f(z,u), z(0)=2z9€ R" (6.6)

y = h(z,u)
oulétat x € R*, I'entrée u € R™, lasortiey € R™, les fonctions f et h sont continues,
f(0,0) =0et h(0,0) =0. Considérons une fonction de puissance w : R X R™ — R
intégrable le long de la solution de (6.6), i.e. pour toute condition initiale z(0) = z, €

R” et toute entrée v admissible
i “lw(u(r), y(r)ldr < oo, Yt > 0 (6.7)
Nous allons principalement nous concentrer sur une forme particuliere de w, soit
w=u'y (6.8)

Définition 1 (Passivité) (Desoer, 1975) Le systéme (6.6) est passif si et seulement
sid B € R tel que

2" ls 2}
(ult), y(@))r /0 F@yt)dt > B, Vu € Lo, VT >0 (6.9)



96

Si on suppose que le systéme est initialement au repos, I'inégalité (6.9) peut étre écrite

sous la forme (Desoer et Vidyasagar 1975)
(u(®),y(tNr 20, Yu € Loe, YT >0 (6.10)

Définition 2 (Passivité stricte) (Desoer, 1975) ¥ est strictement passif si 3 3 € R
tel que

(w(t), y())r > B, Vu € L26, YT >0

Dans (Khalil, 1996), on fait la différence entre passivité stricte par rapport  la sortie
(36 > 0, (u(t),y())r > sy"y + B), A Ventrée (Fe > 0, {u(t),y(t))r > euTu+3) ou a
Pétat (3p > 0, (u(t),y(t))r = p(z)+B, ot Y(x) est une fonction semi définie positive
telle que ¥(z(t)) = 0 = z(t) = 0 pour toutes les solutions de Péquation (6.6) et

tout u(t) pour laquelle la solution existe).

Définition 3 (Stabilité au sens Ly ) (Desoer, 1975) ¥ est Ly stable si 3y > 0 tel
que Vg € R, 30 = [(x9) < oo tel que

Wyllor < ylluller +68, VT >0

La valeur la plus petite de v pour laquelle cette inégalité est vérifiée est appelée le
gain du systeme.
Dans le cas d’un systéme strictement passif & la sortie, nous allons de plus nous

intéresser & la propriété suivante
yt)=0=z(t)=0 (6.11)

pour toutes les solutions de (6.6) quand u = 0 (i.e. £ = f(z,0)).

La condition (6.11) peut étre interprétée comme une condition d’observabilité.

Rappelons que pour un systéme linéaire
Pp Yy
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Pobservabilité est équivalente &
y(t) = CeMz(0) =0 => z(0) = 0 => z(t) = 0

Définition 4 (Khalil, 1996) Le systéme (6.6) est observable si aucune solution de
& = f(xz,0) initide en S = {z € R"*|h{z,0) = 0} ne demeure dedans entiérement, d
Pezception de la solution triviale x(t) = 0. 8i z = 0 est asympiotiquement stable dans

S, alors ce systéme est détectable.

Les systemes passifs possédent une fonction de stockage d’énergie définie positive.
Cette fonction joue le role d’une fonction de Lyapunov dans I'étude de la stabilité
d’un systeme passif. C’est cette caractéristique physique que possedent les systémes
passifs qui favorise & établir la passivité dans les systémes dynamiques. La stabilité

d’un systeme passif est montrée dans le théoréme suivant.

Théoréme 1 (Khalil, 1996) Soit le systéme (6.6).
- Si le systéme est passif avec une fonction de stockage V (z) définie positive, alors
Vorigine de & = f(z,0) est stable.
- Si le systeme est strictement passif d la sortie, alors il est Lo stable & gain fini.
~ Si le systéme est strictement passif d la sortie, posséde une fonction V (x) définie
positive et est observable, alors Uorigine de & = f(z,0) est asymptotiguement
stable. |
~ Si le systéme est strictement passif a Uétat et posséde une fonction V(x) définie
positive, alors Uorigine de © = f(xz,0) est asymptotiquement stable.
De plus, si V(z) est radialement non bornée dans 'un des deuz derniers cas, Uorigine

est globalement asymptotiquement stable.

6.3 Positivité d’une fonction de transfert

Nous avons déja mentionné que la positivité et la passivité sont équivalentes pour

un systéme linéaire représenté par sa FT. Nous allons donce introduire la positivité
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d’une F'T et donner les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elle soit positive

réelle.

Considérons un systeéme linéaire représenté par une F'T rationnelle et 3 coefficients

réels :
b8 + bp18™ -+ bys + by
8"+ @p1 8"+ Fays +ag
Définition 5 (Slotine et Li 1991) Une fonction de transfert H(s) est positive réelle

(PR) si

H(s) =

Re[H(s)] > 0, V Rels] >0

ol Rel-] est la partie réelle de |]. Elle est strictement positive réelle (SPR) si
Je >0 | H(s—e€) est positive réelle

Par exemple, 1/s est PR et 1/(s + a) est SPR pour tout a > 0.

Géométriquement, une fonction PR est une application qui & chaque point du
demi-plan s droit fermé (i.e. y compris I'axe imaginaire) fait correspondre un point
du demi-plan droit fermé de H(s). Une conséquence de cette interprétation est qu'une
fonction PR. d’une autre fonction PR est elle-méme une fonction PR. De méme, si
H(s) est PR, 1/H(s) et H(1/s) sont PR. Le théoréme suivant donne les conditions

nécessaires et suffisantes pour qu'une FT soit PR.

Théoréme 2 (Slotine et Li, 1991) Une fonction de transfert H(s) est PR si et seule-
ment st
~ H(s) est analytique pour Re[s] > 0;
~ Les péles sur Uaze imaginaire (y inclus les pdles ¢ s = 0, oo) sont simples et
leurs résidus sont réels et non négatifs;

- Yw > 0, Re[H(jw)] > 0, excepté auz poles.
Ce théoréme offre des conditions nécessaires simples pour vérifier si une FT est PR :
1. H(s) n’a ni pdles ni zéros dans le demi-plan droit ;

2. H(s) a un degré relatif 1;
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3. les zéros & Vinfini sont simples.

Une autre condition nécessaire et suffisante est donnée par le résultat ci dessous.

Théoréme 3 (Balabanian, 1969) Une fonction de transfert est PR si et seulement
L1

larg[H (s)]| < largls]] (0 < |argls]| < 7/2)

ol arg|-] est Pargument de [-]. Un cas particulier des FT qui sont PR correspond aux
fonctions qui transforment un point sur 'axe imaginaire du plan s en un point sur

Paxe imaginaire du plan H(s), soit encore Re[H(jw)] = 0.

Définition 6 Une FT est réactive si
Re[H(jw)] = 0

Les conditions nécessaires et suflisantes pour qu’une F'T soit réactive sont citées dans

le théoréme suivant.

Théoréme 4 (Balabanian, 1969) Une fonction de transfert est réactive si et seule-
ment st

~ Tous les péles sont simples et imaginaires purs;

— Les résidus sont réels et positifs;

— H(s) a un pile ou un zéro 6 s =0 et 4 s =00

- Jw | Re|H(jw)] =0.
Dans ce cas, la FT a la forme générale suivante :

H(s)x%-{—kws‘-}—z 2k 8

D 42
i1 8w

(6.12)
La propriété d’alternance des poles et des zéros d’une fonction réactive constitue, elle
aussi, la base d’une autre alternative des conditions nécessaires et suffisantes.

Théoréme 5 (Balabanian, 1969) Une fonction de transfert est réactive si et seule-

ment si tous ses poles et ses zéros sont simples, imaginaires purs et sont entrelacés.
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6.4 Passivité des systémes linéaires

Le théoréme suivant résume les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un

systeme linéaire soit passif.

Théoréme 6 Un systéme linéaire, représenté par une FT rationnelle analytique, est
(strictement) passif si et seulement si l'une des deuz conditions est satisfaite :
- la fonction de transfert est (strictement) positive réelle, ou

~ la fonction de transfert est réactive.

Nous terminons cette section avec un théoréme sur la stabilité des systémes linéaires.

Théoréme 7 (Ortega et al., 1998) Soit y = G(s)u, ot G(s) est une fonction de
transfert n x m strictement propre et strictement stable. Alors, uw € L' implique que

y € LINLY, y(t) est continue et y(t) — 0 quand t — oco. Si de plus, u(t) — 0 quand

t — oo, alors y(t) — 0.

6.5 Passivité des systéemes sans mémoire

Considérons la fonction non linéaire, continue et variant dans le temps :
y = h(t,u) (6.13)
ouh:RxR"™ — R™.
Définition 7 (Khalil, 1996) Le systéme (6.13) est passif si
wly>0, YueR™
Le systéme est strictement passif si
wy>0, YueR"

Dans (Khalil, 1996), on fait encore la différence entre un systéme strictement passif
d Pentrée (si Je > 0,u’y > eu’u, Yu € R™) et un systéme strictement passif 3 la

sortie (si 30 > 0,uly > 6y'y, Yu € R™)
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F1G. 6.2 — Systéme bouclé

6.6 Systemes a contre-réaction

Dans ce qui suit, nous allons énoncer quelques théoreémes importants qui vont
nous servir par la suite. Soit le systéme & contre-réaction de la figure (6.2) ot Hy et

H; sont deux systemes dynamiques de la forme
i = fi(zi,e)
v = hi(xi, e)

pour ¢ = 1, 2, avec f; et h; sont des fonctions continues. Supposons que le systéme

bouclé a un modéle d’état bien défini

i = f(z,u)
y = h(z,u)
U
I Uy n
r = , U= Y =
Z2 U3 Y2

f(0,0) = 0 et h(0,0) = 0. Nous allons analyser la stabilité de ce systtme quand H,
et H, sont passifs. Trois théorémes seront énoncés concernant la stabilité du systeéme
bouclé (Khalil, 1996). Le premier concerne la stabilité au sens entrée-bornée sortie-
bornée. Le deuxiéme théoreme traite la stabilité asymptotique de I'origine du systéme
non forcé quand les deux blocs Hy et H, représentent des systémes dynamiques. Enfin,
le troisiéme théoréme traite encore la stabilité asymptotique, mais pour un bloc H,

sans mémoire.
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Lemme 1 (Slotine et Li, 1991) Soit le systéme & contre-réaction de la figure (6.2)
avec uy = 0. Supposons que Hy et Hy sont (strictement) passifs. Alors, le sysiéme
bouclé est (strictement) passif. Aussi, le systéme résultant de deux systémes passifs en
paralléle (i.e. la somme) est passif. Par conséquent, toute combinaison de systémes

pussifs en paralléle et/ou en contre-réaction est passive.

Théoréme 8 (Khalil, 1996) Supposons que le systéme & contre-réaction de la fig-
ure (6.2) est bien défini. Soient Hy et H, deuz systémes passifs. Alors, la relation
entrée-sortie du systéme bouclé de (ui,uy) & (y1,y2) est Ly stable avec gain fini si

lune des conditions suivantes est satisfaite :
1. Hy et Hy sonl strictement passifs a 'entrée,
2. Hy et Hy sont strictement passifs d la sortie, ou

3. un composant est passif alors que Dautre est simultanément strictement passif

a Ventrée et a la sortie.

Une interprétation de ce théoréme est qu'un systéme & contre-réaction est L, stable
si le manque de dissipation d’énergie & la sortie (ou & Pentrée) d'un des systémes
est compensé dans 'autre par un excédent de dissipation. Ainsi, ce théoréme est une

reformulation du principe de conservation de Pénergie.

6.6.1 Stabilité interne et passivité

Les systemes stables au sens entrée bornée sortie bornée peuvent aussi étre stables
au sens interne, i.e. au sens de Lyapunov, si quelques propriétés d’observabilité sont

satisfaites.

Théoréme 9 (Khalil, 1996) Supposons que Hy et Hy sont passifs avec deux fonctions

de stockage Vi(z1) et Va(zz) définies positives. Alors, Porigine de

& = f(z,0) (6.14)
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est (localement) stable. Si Vi{z,) et Va(z2) sont radialement non bornés alors toutes
les solutions de (6.14) sont bornées. L’origine est asymptotiquement stable dans U'un
des cas suivants :
~ H, et Hy sont strictement passifs a l’état,
- un bloc est strictement passif a Uentrée et ¢ état et I’auire bloc est observable,
- un bloc est strictement passif a l’état et Vautre est strictement passif a la sortie
et est observable,
~ Hy et Hy sont observables et l'un des cas cités apreés le théoréme 8 s’applique.
- De plus, si dans ’'un des quatre cas ci-dessus Vy et Vo sont radialement non bornés,

alors Uorigine sera globalernent asymptotiqguement stable.

Théoréme 10 (Khalil, 1996) Soit le systéme bouclé de la figure (6.2) ot Hy est un
systéme dynamique et Ho un systéme sans mémoire. Supposons que Hy est passif avec

une fonction d’énergie définie positive et que H, est passif. Alors, Uorigine de
z = f(t,z,0) (6.15)

est uniformément stable. Si la fonction d’énergie de Hy est radialement non bornée
alors toutes les solutions de (6.15) sont bornées. L’origine de (6.15) est uniformément
asymptotiquement stable si H, est strictement passif par rapport a l’état. Si H, est
invariant dans le temps alors lorigine est asymptotiquement stable dans [’un des deux
cas suivants :

~ Hy est strictement passif a ’état;

— H; est strictement passif a la sortie et est observable (détectable) et Hy est passif

a Uentrée.

De plus, si la fonction d’énergie de Hy est radialement non bornée, alors Uorigine

sera globalement asymptotiquement stable.
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6.7 Bézoutien et Résultant

Dans le chapitre suivant nous allons utiliser le Bézoutien et le Résultant pour
chercher les racines communes entre le numérateur et le dénominateur de certaines
FT. Pour cela, nous allons briévement en rappeler les principales propriétés (Lancaster
et Tismenetsky, 1985, Loos, 1982). Soit p(s), g(s) et r(s) des polyndémes en s tels que

p(s) = X0 o pis’, q(s) = o gis’ et 7(s) = Yo 7is’ avec p, £ 0, g # O et n > m.

6.7.1 Bézoutien

Soit le polyndme en deux variables z et y

p@)e) —a@p®) _ N i
T —y == i,jz:;o%r i

La matrice Bez(p, ¢) = [;]77= est appellée la matrice Bézoutienne des deux polynémes

petq.

6.7.1.1 Propriétés

~ Bez(p,p) =0;
— Bez(p,q) = —Bez(q,p);
~ Bez(p, Bq + yr) = fBez(p,q) + yBez(p,r).



105
6.7.2 Résultant

La matrice Résultante ou de Sylvester de p et ¢ est donnée par :

Pn  Pn-1 "t Po
Dn Pn-1 - Do
M = Pn Pn-1 " Do
dm 9m-1 " qo
dm dm—-1 " qo
gn Gm-1 - o ]

Le Résultant de p et ¢ est :

Res(p, q) = det(M)

6.7.2.1 Propriétés

~ Res(p,q) = (—1)""Res(q, p);

— Res(ap,q) = a®Res(p,q), a € R;

= Res(p,q) = pi' TIizy alos) = (=1)""qn, 121 p(B:) = pam Ty TG (i — B5),
ol1 ¢; et 3; sont respectivement les racines de p(s) et g(s);

~ Res(p, q192) = Res(p, ;1) Res(p, ¢2) ;

~ Res(p,pr -+ q) = pl,™Res(p, q), ou | = deg(pq + r).

Les matrices Bézoutienne et Résultante seront utilisées pour trouver les racines

communes entre deux polyndémes.

Théoréme 11 Les polynomes p et g n'ont pas de racines en commun 81 et seulement

si la matrice Bézoutienne ou la matrice Résultante associée a p et g est non singuliére.

Dans ce chapitre, nous avons revu les concepts de base de la passivité. Nous avons
aussi montré la relation entre la passivité et la stabilité au sens enirée-sortie et la

stabilité au sens de Lyapunov.
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Chapitre 7

PASSIVITE DU SYSTEME A UN
BRAS FLEXIBLE : PLAN
HORIZONTAL

Nous avons vu qu’un systéme passif peut étre stabilisé dans un sens approprié
par tout controleur strictement passif (Théoréme 1 ou Théoréme 8, Chapitre 6) aussi
simple soit-il. Ceci permet en principe la conception de contréleurs plus simples que
ceux qui ne sont pas basés sur la méthode de la passivité (Wang et Vidyasagar, 1990).
Pour un bras rigide, la fonction de transfert (FT) lant le couple d’entrée 4 la vitesse
de Particulation est, par exemple, passive (Gevarter, 1970). Pour un bras flexible, la
méme propriété est encore valide. Cependant, dans le cas d’un suivi de Pextrémité, ce
ne sont pas les coordonnées (position et vitesse) de Varticulation qui nous intéressent
mais plutdt celles de 'extrémité. Dans ce cas, la FT qui relie le couple moteur a la
position de Pextrémité est A phase non minimale (Cannon et Schmitz, 1984), donc
non passive (Slotine et Li, 1991). Ceci a mené plusieurs chercheurs 3 chercher d’autres
sorties pour lesquelles la propriété de la passivité est vérifiée. Comme nous Pavons
mentionné dans la revue de la littérature, Wang et Vidyasager (1990) ont proposé

Pimage miroir par rapport & axe neutre du bras de la position de Pextrémité comme
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une telle sortie. Cette sortie correspond a la position du bras supposé rigide moins la
déformation de I'extrémité du bras. Pota et Vidyasagar (1991) ont utilisé cette sortie
pour montrer que, & la limite, pour un bras non uniforme, la F'T entre le couple moteur
et la dérivée de la sortie proposée est passive tant que le rapport de Vinertie du bras
et de I'inertie de la base est suffisamment petit. Chodavarapu et Spong (1996) ont
considéré 'angle de rotation virtuel qui correspond 4 Pangle de rotation du moteur
plus une valeur pondérée de la pente i Pextrémité du bras. Ils ont montré que la FT
correspondante est & phase minimale et que la dynamique des zéros est stable.

Dans ce qui suit, nous allons proposer une sortie non colocalisée pour laquelle
la propriété de la passivité est vérifiée. Les cas déja mentionnés dans la littérature
seront alors des cas particuliers du cas présenté. Nous allons vérifier la passivité en
nous inspirant des applications gardiennes (Saydy et al., 1990). Ces résultas ont été
publiés dans (Saad et al., 2000-B; Saad et al., 2000-C; Saad et al., 2000-D) pour
les cas des fonctions de forme (FF) d’une poutre encastrée-charge, des FF d’un bras
tournant, et dans le cas ou la charge est inconnue, respectivement.

Nous allons traiter d’abord dans ce chapitre le cas du bras flexible tournant dans
le plan horizontal (Figure 3.1). Nous supposons que la vitesse de rotation du moteur
est faible, ce qui permet de négliger les termes dus & I'allongement du bras selon son
axe neutre. Nous traitons les deux cas suivants : le premier correspond au cas limite
ot les frottements sont négligeables et le deuxiéme cas correspond aux frottements
non négligeables. Les parameétres de ce systéme sont donunés dans le tableau (7.1).
Etant donné que le modele dynamique du bras est linéaire, le systéme sera représenté
par sa F'T. Nous présentons en premier les FT qui correspondent aux différentes FF.

Tous les détails mathématiques liés aux caleuls de ces FT gont présentés en Annexe D.



TaB. 7.1 - Parametres pour le contréle

Parametres Valeurs
I, 0,01 kgm?
bm 0,05 Nms
L 1,1m

p 0,624 Kg/m
EI, 12,85 Nm?
Ke 0,001
M, 0,31 kg
I, 0,0037 kgm?

108

7.1 Choix de la sortie : Le point passif le plus
proche de Pextrémité

Le modele linéaire du systéme & un bras flexible (Figure 3.1), qui sera développé
dans les sections suivantes pour différentes FF, s’écrit généralement sous la forme

suivante :

Mi+Bg+Kq=Lr (7.1)

En prenant comme vecteur d’état = = [¢7 ¢*]7, le modeéle d’état s’écrit sous la forme

suivante :
) 0 I 0
£ = _ z + T=: Az + Bu (7.2)
~-M71*K -M™'B ML

La FT correspondante A une sortie donnée ¢'éerit sous la forme :
Y (s)

G(s) == 05)

= C(sl — A)™'B (7.3)

ot C est la matrice de sortie.
Pour un nombre fini de modes, 1a FT entre le couple moteur et la position de

Pextrémité est d’ordre relatif 2. Par conséquent, on considere la dérivée d’une telle
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position comme sortie pour avoir un degré relatif 1 (rappelons que le degré relatif
d’une FT passive doit étre 0 ou 1). Nous choisissons une sortie non colocalisée qui
consiste en la vitesse de rotation du moteur plus une valeur pondérée de la dérivée de

la déformation de Pextrémité, soit
: 1. . 1 p.
Yalt) = 0(t) + (X’E’U(L, t) = G.(t) + afqbf gr(t) =Cz (7.4)

ol a est un parametre réel. Pour o = 0, la sortie correspondante y, est simplement
la vitesse moteur résultant en une FT Gy(s) := {9(%1 qui, on le sait, est passive. Pour
a = 1, y, est la vitesse angulaire de Pextrémité donnant une FT G,(s) = 1) qui est

(s

4 phase non minimale, donc non passive. Finalement, pour a = -1, y, est la dérivée de
la position de 'image de 'extrémité par rapport & son axe neutre qui est passive pour
un bras et des paramétres particuliers (Wang et Vidyasagar, 1990). Evidemment,
Gals) == Y;r"—((;;l va rester passive pour de petites valeurs de «, i.e. pour des sorties
tres proches de la base. Etant donné que Pobjectif est de controler Pextrémité du
bras, la question qu’on se pose est la suivante : “De combien peut-on s’approcher de
Pextrémité tout en préservant la passivité 7”

La FT (7.3) dépend, pour une sortie donnée, des FF par I'entremise des matrices
M, B et C. Dans le chapitre 5 nous avons comparé des modeles basés sur différentes
FF et nous avons conclu que les FF d’une poutre tournante (i.e. 'inertie de la base
est finie), les FF d’une poutre encastrée-charge et les FF correspondantes aux splines
cubiques, avec les courbures aux nceuds comme coordonnées, sont les meilleures pour
approximer les modes d’un bras flexible. Nous allons donc nous limiter 4 I’analyse

des modeles basés sur ces FF. Cependant, les résultats correspondant aux splines

cubiques, de nature numérique, seront présentés en Annexe (D).

7.2 Passivité du systeme sans Frottements

Nous traitons tout d’abord le cas limite ol les frottements sont négligeables.

Dans ce cas, pour qu'une FT soit passive, il suffit qu’elle soit réactive (Théoréme 6,
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Chapitre 6).

7.2.1 FT avec les fonctions propres d’une poutre pivotante

En tenant compte des hypothéses simplificatrices précédentes, la dynamique linéaire

est déduite de celle non linéaire (Eq. 3.26) et est donnée par :

I, T gy 0 0 . 1
o P q + L r (7.5)
B My || 45 0 Kysp || ar 0
SIS VW L U S
M i K q L
soit encore sous la forme :
Mi+Kqg=L7 (7.6)

ou les matrices de masse, M, et de rigidité, Ky, sont positives définies.
En utilisant les relations (4.14)-(4.16), les entrées des matrices M et Ky sont

données par :

B = /OL pzdi dz + Mc(L +1e) it + (Lo + Mere(L 4 1)) = L Elz i
Msp(i,j) = /OL p i bi dz -+ Mei g bip + (I + Mer2)l 8 +
Mere(dir &1+ ¢ i) = 65 + ﬂil;ﬁj
K1G,5) = / EL) ¢! dz = w? 5;
Pour v modes flexibles, ’équation (7.5) s’écrira sous la forme :
(., & ... 8 | [eo ... 0] [1]
ﬁ‘l 1+ 62/, ... BB/ it 0 w000 .= O N 7.1
B B B/L ... 1+BYL | [0 0 ... wi]| O]
Proposition 3 Les fonctions de transfert correspondantes d la coordonnée rigide, g,
et a la iéme coordonnée flexible sont respectivement données par :
R() = 2224y (7.8)

7(s) h I'g

il s2Fw? + w}
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a5 (9) 1 6
F, - S ML 7.
(5) 7(s) I 8% + w? (7.9)
Démonstration : Voir Annexe D.2.1. v

Les FT correspondantes & la dérivée de la coordonnée rigide g, et a la dérivée de

la iéme coordonnée flexible sont calculées & partir de (7.8)-(7.9), soit

gr(s) 11 1 & Bs
5 = _ L1, 15~ Bis 7.10
Gols) 7(8) I, s + I} 5§+ w? (7.10)

b e

) - (jfi(s) - __l ﬁis
Gi(s) = EONRES T (7.11)

Pour une sortie quelconque paramétrisée par «, la F'T correspondante a y, est donnée
par :
Yo (5) a
Ga(s) = ——-—~—-::Gs+--§ .1 Gi(s
Ot( ) T(S) 0( ) T, < ¢7’7L 'b( )

V(B Bidi
__1__1~+___~ &“aﬁz(ﬁz,lj ] ;
It 8 It i1 It L Sz +(Ui

(7.12)

out v est le nombre de modes retenus dans la discrétisation de la déformation.
Nous allons tout d’abord montrer que la famille de FT G,(s) est nominalement
passive pour une valeur de a donnée, soit pour a = 0. Notons que pour a = 0, le

couple d’entrée 7 et la sortie y, sont colocalisés.
Proposition 4 La fonction de transfert Go(s) est passive.

Démonstration : Les fonctions % et -7 sont réactives donc passives pour tout w.
La FT Go(s) étant la somme pondérée & coefficients positifs (i.e. 7 et %) de fonctions
passives, est donc passive (Lemme 1, Chapitre 6). AV,

La famille G,(s) est donc nominalement réactive, soit encore passive, pour la
valeur de o = 0. Elle reste réactive tant que ses poles et ses zéros sont entrelacés.
Go(s) cesse d’étre réactive quand un de ses zéros devient égale a un de ses pdles. Nous
allons utiliser cette caractéristique pour chercher la valeur limite de o pour laquelle
Go(s) reste passive. Notons que les pdles de Go(s) sont facilement identifiables (s = 0

et s = 4jw) pour les FF congidérées.
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Proposition 5 : La famille de FT nominalement réactive

Ga(s) = {%‘-’f(% ta > 0}

demeure réactive pour tout a < a, ou

LB
I ¢ 1,

Par ailleurs, elle cesse de 'étre précisément pour a = a,.
)

. = min( ), i=1...,v (7.13)

Démonstration : G,(s) s’écrit sous la forme :

(s +wf) + 873w [] (5" +f)

Go(s) = Yals) _ = (7.14)
= Do) T TIL (& ) '
ol ‘
B Pidu
L7 L

La FT Gy(s) = %%% est réactive. Il s’en suit que ses zéros et ses poles satisfont la
propriété d’entrelacement sur 'axe imaginaire. Lorsque a varie & partir de zéro, les
zéros de Go(s) se mettent & se déplacer sur I'axe imaginaire. La propriété d’entrelace-
ment (et donc celle de réactivité) se perd lorsque I'un des zéros du numérateur de

Gu(s) coincide avec un de ses pdles. Ceci se produit lorsque
No| sl 0
pour une valeur de 1 < k < v. A partir de 'équation (7.14), on obtient que :
14
Nolgpeuz = =i [J(~wi +0)) =0 = % =0

iz
J#k

L,
Lidnr,
Noter que N,(0) = [T, w? # 0, on n’a donc pas & considérer le pdle & Porigine. Il

= = QU

s’en suit que :

o, = D Qg
o = Jn AV
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Exemple : Pour les valeurs numériques données dans le tableau (7.1) et pour un

nombre de modes v = 3, la valeur critique de a est donnée par

LB
Iy,

Qe ==y = = (), 880

7.2.2 FT avec les fonctions propres d’une poutre encastrée-
charge

Dans ce cas, les entrées des matrices M et K;; sont données dans I’Annexe (B)

par (B.53)-(B.55), soit :

El, ,
G = A p$¢zd$+M(L+Tr)¢'LL+(I + M, r(.(L+rC))¢,L — 70
Mff(izj) = [J p¢z d’j dz + Mc(;bi,l) ¢j,L + (Iu + Mc Tf)fﬁ;,[, ¢;,L +
Mere($ip &1 + G ds1) = i
L
Kys(i, ) = /O EL¢} ¢ dz = w} §;;
L’équation dynamique devient :
L 6 B ... B (000 0 ... 0 1
G, 1 0 ... 0 0 w2 0 ... 0 0
B 0 1 ... 0 |4d+]0 0 w2 ... 0 fg=]0]|T (7.15)
g, 06 0 ... 1 0 0 0 ... o2 Oj
L g | i . i} i
M K L

Proposition 6 Les F'T correspondantes auz dérivées des coordonnées rigide et de la

iéme coordonnée flerible sont données par

Go(s) = *"géz) -+ gdbg) H(«, +w?) (7.16)
Gi(s) mfﬂi&ﬂm ] H(s + w}) (7.17)

s P, d( )
J/L
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ot d(s) est donné par

v v 2 v
d(s) = [(s +wf) — s 25 TI(s + ) (7.18)
i foz= t J=
1 L
Démonstration : Voir Annexe D.2.2. \v4

Par exemple, pour trois modes flexibles (v = 3), la FT qui correspond & la coor-

donnée rigide est
(8* + w)(8* + wi)(s? + w?)
Lsd(s?)

et les F'T correspondant au premier, deuxiéme et au troisiéme mode flexible sont

Go(S) =

données par :

8(s* + w)(s® + wi)

Gi(s) = -0 T.d(s%)

88 wils U)z
Ga(s) = —p (& +I¢12§2)+ )
Guls) = —py S tedle red)

ol d(s) est donné par
d(s) = (s+wd(s+wd)(s+wi)~—
$ (%(3 + w3)(s +wi) + %i(s + wi)(s+wd) + J(s + wi)(s + w%))

La FT correspondante a la sortie y, est donnée par

Go(s) = ya(( )) = Go(s )+ Z¢zL G; (5)

m H(s + W) — aeQZﬁziLLH (s* +w?) (7.19)

fe=l =1
:nh

Ici aussi, la famille G, est nominalement passive pour une valeur donnée de a.
Proposition 7 La fonction de transfert Go(s) est passive.
Démonstration : Gy(s) est passive si son inverse —(-01(—;,~)~ est passive. Soit :

d(s)

F R erre L M —
©) =l od)



Alors 7= ( 5 =1ts F(s?). La décomposition en fractions simples de F(s) donne

v kz

F(s)=.

2

,62
ki = hm (s +wHF(s) = —-——w
I

Donc, e ( 5 peut s’écrire sous la fcrme

B ~ ) = Rl

Alors, ?—(—}(—5 est la somme pondérée a coefficients positifs de FT réactives, donc pas-
sives, est elle aussi passive. D’oil la passivité de Gy(s). \V/

D’apres la proposition précédente, la famille G,(s) est nominalement passive pour
la valeur de @ = 0. Nous allons suivre la méme procédure que précédemment pour
trouver la valeur critique de o pour laquelle G, cesse d’étre passive. Ceci arrive quand
le numérateur et le dénominateur ont une racine en commun. Cependant, dans le cas
présent, les poles ne sont pas directement identifiables comme dans le cas précédent.
Nous allons donc utiliser le Bézoutien et ses propriétés (Section 6.7) pour chercher

les racines communes au numérateur et au dénominateur de la FT G,(s).

Proposition 8 La famille de FT nominalement passive et paramétrisée par o

Culs) = {ya((S)) . 0}

demeure passive pour tout o < o, ot

L g
It¢LL

Par ailleurs, elle cesse de I'étre précisément pour a = a..

o = min( ), i=1,...,v (7.20)

Démonstration : Pour chercher la valeur critigue de @, nous transformons le
probléme du domaine complexe au domaine réel. Nous substituons s? par s dans la

FT G,. Soit la FT :

u 3 v p,
[T, (s 4+ w?) ~ ¥ lf-f%&.sn,:m_(.s + w?) N(s)
Fo(s) = A a == (7.21)
vl wd) 30 3 V(s + w?) D(s)
it
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Alors, Gu(s) = 7%;1?@(92) Comme dans le cas précédent, G, est nominalement
réactive pour o = 0. Les péles et les zéros de Gy(s) sont entrelacés sur I'axe imagi-
naire. Les poles et les zéros de la FT Fy(s) sont donc entrelacés sur 'axe réel. Quand
« se met & varier & partir de zéro, les zéros de F, se mettent & bouger sur I'axe réel.
La propriété d’entrelacement des péles et des zéros est perdu quand un zéro de Fy(s)
est égal & un des ses pdles.

Les deux polynémes N(s) et D(s) ont une racine commune si leur Bézoutien est
singulier. Nous utilisons la propriété de bilinéarité du Bézoutien pour chercher la
valeur de o pour laquelle N et D ont une racine en commun. Soit :

v 14

no(s) = [[(s +w}?) et ni(s) = s [[(s +wi) = no(s)|w=0
i=1 4=1
i

Le Bézoutien des deux polynomes N(s) et D(s) s’écrit alors :

v e v 2
Bez(N, D) = Bez(ng — aﬁzfu’m, o — Y -}—an)
f==1 - i

dum]

Le Bézoutien étant bilinéaire, nous aurons

Bez(N,D) = Bez{ng,ng) — Za@i%’—@-Bez(ni, no) —
i=1

EV: g‘—z- (Bez(no,ni) — iaMBez(ni,m))
el = L

Nous savons que Bez(n,n) = 0 et que Bez(p,q) = —Bez(q,p). En éliminant le
premier et le dernier termes et en regroupant les deux autres termes, le Bézoutien

devient :

v 32 Yy
Bez(N,D) = Bez | Y (5~ a%’-&)m,ng
= L L |

o’

n{s)
Le Bézoutien de N et D est singulier si n(s) et ng(s) ont une racine en commun. Les
racines de ngy(s) sont facilement identifiables :

174
no(s) = H(,s{”wf === s=—w, i=1-,v
Fua ]
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Le Bézoutien est alors singulier si
n{—w?) =0 pouri=1,---,v

Notons que :

124 ) %4 v 124
n(s) =Y ~mni(s) =ns H(s + w?) +yos [ (s + w;)‘) 4 s H(S + wf)
- A b f
Alors,
() = 7 (o) TI(~e +07)
7
Les deux polynémes N et D ont une racine en commun si et seulement si (w; # 0

et w; % wy, VZ,V]), )
B PidiL

’)’i:‘:It I :0, iml,-",l/
D’ou
o = LB Ci=1,-,v
Lidir,
La valeur critique de « est donc donnée par :
. LG
ac = min (7 f jL) v

Notons que ’expression (7.20) est identique & celle de (7.13). Cependant les valeurs
numériques seront différentes car les FF sont différentes.

Exemple : Pour les valeurs numériques données dans le tableau (7.1) et pour un
nombre de modes v = 3, la valeur critique de a est donnée par

LB
I a1,

Qg == (¥ = = (), 918

7.3 Passivité du systéme avec Frottements

Nous tenons compte dans cette section des frottements du moteur (by,) ct du

bras (¢;,i = 1,+++,v sont les facteurs d’amortissement associé & chaque mode). Dans
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ce cas, les poles et les zéros de la FT correspondante n’appartiennent plus a I'axe
imaginaire. Pour valider sa passivité, nous vérifions si la F'T est réelle positive. Dans
le cas des FF d’une poutre pivotante, nous procédons avec un test analytique de la
passivité. Cependant, dans le cas des FF d’une poutre encastrée, nous faisons cela

numériquement.

7.3.1 Fonctions de forme d’une poutre pivotante

Nous déduisons les FT avec les FF d’une poutre pivotante & partir des FT (7.10)
et (7.11), soit :

@”(3) 1
&) e - 22
Gols) 7(s) I s+ b,,,, tz 5?4 Zths + w? (7:22)
() e 9 1 Bis
GZ(S) T T(B) - It 52 +*2Ciw2-3 -+ w? (723)

Nous étudions tout d’abord la FT Gy(s) puis nous traitons le cas général de la famille
Ga.

Les poles et les zéros de Gy(s) ne sont plus confinés a I'axe imaginaire. Nous
vérifions la stricte passivité de Go(s) en vérifions si elle est strictement réelle positive.

Une condition nécessaire est la stabilité stricte de cette F'T.
Proposition 9 La fonction de transfert Go(s) est strictement passive.

Démonstration : Il est évident que Gy(s) est strictement stable, i.e. que tous ses
poles sont & parties réelles négatives. Go(s) est la somme pondérée & coeflicients
strictement positifs de FT strictement passives. Elle est donc strictement passive. 7

La FT correspondante 3 vy, est alors donnée par :

Guls) = Gals) +ay LG ()

FE ]
S S f: g aﬁi(ﬁi,f, 8
Les +bm L | Lo L | s+ 2Gws +wi
Scrrsasen, oo

i
H;/:—-l(sg o+ 2wss + wl) + ¥ vis(s + bn) H 1(3 + 2Cw;s + wz)

Ii(s + b)) 1171 (8% + 2Cwis + wf)
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I’objectif est encore de trouver la valeur critique o, de o pour laquelle cette famille

demeure (strictement) passive Va < .

Proposition 10 Une condition suffisante pour que la fonction de transfert Go(s)

soit strictement passive est a < a, = min(fﬁg"—;), i=1---, v
i, L

Démonstration : Clairement, G,(s) est strictement stable. G,(s) est la somme

fdies ; fole e o civeg « —L s
pondérée & coefficients réels des F'T strictement passives : ;75— et ot o Pour

qu’elle soit strictement passive, il sufit que ces coefficients soeint strictement positifs,

ie.

B Bidir .

Y = -ji—uamsz >0, i=1,---, v
11 suffit donc que
Lg;
a < o= , t=1,--, v
) ’
Soit
ac = min (a;)

Alors, la FT G,(s) est strictement passif si @ < a,. \V/

C’est une condition suffisante car il peut y avoir des valeurs de o > a. pour

lesquelles la FT est passive.

7.3.2 Cas des FF d’une poutre encastrée-charge

Dans ce cas, il nous a été difficile de trouver une forme algébrique analytique com-
pacte pour les FT correspondante & I'angle moteur et aux coordonnées flexibles, et
donc été difficile d’appliquer les mémes méthodes analytiques présentées dans les sec-
tions précédentes. Cependant, nous pouvons toujours vérifier la passivité en utilisant
les définitions et les propriétés présentées dans le chapitre précédent, e.g. la positivité
de la partie réelle. Nous allons donc procéder avec un test numérique de la passivité
pour différent nombre de modes. Nous vérifions aussi la stabilité (stricte) de la FT.

La dynamique est donnée par 'équation (7.1), ot M et K sont données dans

Iéquation (7.15) et B = diag([bim, b1,- -, by]). Pour la sortie donnée par I'équation
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(7.4) et paramétrisé par e, la FT correspondante est donnée par (7.3). A titre dex-
emple, pour un seul mode, nous avons :

(1~a¢11L/Lﬂ1)s2+bls+w:f

Gals) = (I; — 1) 8 + (Lt by + byn) 87 + (L wi + bm b1) 5 + wibm

Pour o = 0, I'entrée, i.e. le couple moteur, et la sortie, i.e. la vitesse moteur sont
colocalisées. La FT est strictement passive avec une matrice de frottement strictement
positive définie (Ortega et al, 1998). La famille G,(s), nominalement passive pour

a = 0, est passive si elle est positive réelle, i.e.
R{G.(jw)} >0

Dans la suite, nous allons tracer la partie réelle de G, pour différent nombres de
modes. La figure (7.1-a) montre les variations de la partie réelle de G (s) pour le bras
en considération pour un mode. Cette figure montre que la F'T est passive pour a <
a. = 0, 74964. Les figures (7.1-b) et (7.1-c) montrent les variations de la partie réelle
des F'T correspondantes 4 un nombre de modes égale a deux et trois, respectivement.
Nous pouvons conclure que G,(s) est PR, donc passive, pour a < a. = 0, 748275 et

pour a < a, = 0, 748297, respectivement.

7.4 Effet de la variation de parameétres sur la pas-
sivité

Nous avons supposé jusqu’a présent que tous les parametres du systéme sont
connus. Cependant, certains paramétres peuvent varier ou sont incertains, tels que la
masse de la charge et son inertie, U'inertie du moteur et son coefficient de frottement
visqueux, etc. La valeur critique . dépend de tous ces parameétres. Elle peut changer
si certains de ces paramdtres varient ou sont inconnus. Pour cela, nous étudions, entre
autre, Peffet de la variation de la masse de la charge M, et de I'inertie du moteur I,,,

sur la valeur de a.
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c)v=3.

Fi1G. 7.1 - Partie réelle de G(jw) pour v =1, 2 et 3
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a) Variation de la masse M.. b) Variation de I'inertie du moteur I,,.

Fig. 7.2 — Effet de la variation de parametres

Supposons que M, et I. sont inconnues mais fixes. La masse de la charge peut
varier dans Vintervalle [M,, M,] (par exemple, de zéro (bras sans charge) jusqu’a
deux fois la masse du bras). Quand un parameétre varie, la FT peut cesser d’étre
passive. Pour étudier 'effet de la variation de la masse de la charge nous tracons la
variation de a. pour différentes valeurs de M.. La figure (7.2-a), obtenue pour trois
modes flexibles, montre que 0.757 < . < 0.97 pour toutes les valeurs admissibles de
M,. Alors, la FT G,(s) est passive pour a. = 0.757 pour toute M, > 0. Cette figure
montre encore qu’a la limite, quand la masse devient trés grande, a. tend vers 1.
Alors la FT qui correspond a extrémité tend A étre passive. Nous tragons ensuite la
variation de cic en fonction de I, pour différentes valeurs de M., ou M,, < -+ < M,
(Figure 7.2(b)). Cette figure montre que pour de faibles valeurs de l'inertie, a. est
grande.

7.5 Simulation

Nous présentons dans cette section les résultats de simulation d™un bras flexi-

ble avec un contrdleur basé sur la passivité. I objectif de contréle est de déplacer
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Pextrémité de 0 & 7/2. Nous supposons que le modéle du bras a trois modes flexibles
avec les FF d’une poutre encastrée-charge et que les frottements sont négligeables.
Un controleur proportionnel K strictement passif est utilisé avec la vitesse angu-
laire du point intermédiaire comme sortie. Ce controleur (Figure 7.3) est équivalent
& un controleur dérivé, K s, pour la position angulaire comme sortie. Un pdle avec
une faible constante de temps est ajouté pour des considérations pratiques (Wang et
Vidyasagar 1990). Cependant, la FT résultante (K /(1 + 7s) est toujours strictement

passive)

H(s) >

. l+ts

Fi1G. 7.3 — controleur passif

Les résultas présentés dans la figure (7.4) sont obtenus pour K = 10, 7 = 0, 02s,
a =05 a=028e a= 09, respectivement. La référence, la sortie y, ainsi que
l’extrémitc% 11 sont présentées dans chaque figure. Pour & = 0,5 et a = 0, § le systéme
en boucle fermée est passif. Nous pouvons remarquer que plus o est proche de sa
valeur critique (o, = 0, 88), mieux est le suivi de Pextrémité. Pour améliorer davantage
les performances, il faut soit augmenter la valeur du gain K, soit choisir une autre

structure de controleur passif. Par contre, pour a = 0,9 > «,, le systéme peut devenir

instable pour certaines valeurs de K car le procédé est & déphasage non minimal. 11

faut donc réduire K. Les performances seront réduites en conséquence.
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Eotrée, y, aty, (005, Kpa10) Entrda, y, ey, (008, Kp=10)
: X

16 . prr T T . :
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Entrfe, y, et y, fu0.9, Kp=5)
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B
e Entrée
...... Y
R 7
02 N \ : : L X L A :
0 0.2 04 0.5 08 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Temps {soc)

c)a=0,9et K=5

F1G. 7.4 — Contréleur passif : Sortie point intermédiaire
7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la théorie de la passivité au modele linéaire
du bras flexible tournant dans le plan horizontal. Nous avons tout d’abord proposé
une sortie non colocalisée paramétrisé par un parametre a. Cette sortie est une com-
binaison linéaire de Pangle moteur plus une pondération de 'angle de extrémité.
Nous avons cherché la valeur critique a, de a la plus proche de un pour laguelle la

F'T correspondante & cette sortie est passive. Plusieurs cas ont été étudié, notament le
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cas du systéme sans et avec frottement pour les FF des poutres pivotante et encastrée
avec charge. Dans certains de ces cas, nous avons trouvé une expression analytique

de la valeur critique a, soit o, = minlq@(ﬁé{%).
<ig "
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Chapitre 8

PASSIVITE DU SYSTEME A UN
BRAS FLEXIBLE : PLAN
VERTICAL

Dans le chapitre précédent, nous avons analysé la passivité du systéme & un bras
flexible tournant dans le plan horizontal. Le modeéle étant linéaire, nous avons utilisé
la positivité de la fonction de transfert. Nous traitons dans ce chapitre le cas du
méme systéme mais tournant dans le plan vertical. De ce fait, le modéle du systéme
est non linéaire comme nous I’avons déja vu dans le chapitre de la modélisation. Nous
supposons aussi que les forces de Coriolis sont négligeables.

Le modéle étant non linéaire, nous utilisons la représentation par le modele d’état
et nous procédons avec les théorémes du chapitre (6) basés sur cette représentation.
Nous présentons dans un premier temps le modéle non linéaire et nous définissons
un changement de variables pour introduire la nouvelle sortie, soit Pangle d'un point
sur le bras paramétrisé par une variable . Ensuite nous appliquons la lindarisation,
aun sens entrée-sortie, au modeéle obtenu. Cette linéarisation permet de faciliter
Panalyse par la passivité du modeéle obtenu. C'est en sorte une fagon de rendre le

modele passif par linéarisation (Byrnes et al., 1991). Rappelons que Papplication entre
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Pentrée et la sortie est passive 8l existe une fonction de stockage telle que certaines
conditions (Définition 1, inégalité 6.9) sont satisfaites. La passivité assure la sta-
bilité au sens entrée bornée/sortie bornée. Pour assurer une stabilité asymptotique le
systéme doit posséder une caractéristique supplémentaire, soit la détectabilité, chose
que nous allons démontrer. Comme il a été mentionné dans la littérature, récemment,
Moallem et al. (2001) ont considéré la linéarisation au sens entrée-sortie d’'un systéme
A un bras rigide et un bras flexible. Ils ont choisi une sortie non collocalisée constituée
de ’angle moteur plus une pondération de la déformation de Pextrémité. La sortie
est ainsi paramétrisée par un paramétre de pondération alpha. Ce parametre a été
fixé & 0,8 pour que la dynamique des zéros soit localement stable.

Les principales références consultées lors du développement de chapitre sont :

(Byrnes et al., 1991; Khalil, 1996 ; Yim, 1993 ; Ortega, 1998 ; Sepulchre, 1997)

8.1 Linéarisation entrée-sortie

Le modele dynamique non linéaire du systéme & un bras flexible dans le plan

vertical est réécrit ici, soit :

M, M i |y [ B 0 | Ta ] fo 0 e
M.y Myr | | G5 0 Bp||dr 0 Ky || ar
M g B q K q

[ G GT sin g, 1

+ d M RE (8.1)

Gry 0 cos(gr) gy 0

RS — L———

. e ) L

()]

ou bien sous la forme suivante :

MG + M,:[}(jf + By + Gop sing, + G’f}q FCOSQ, = T (8.2)

M, 1§y + MysGs + Byygr + Kypqp + Grysing. = 0 (8.3)
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Nous introduisons une nouvelle sortie, soit, Pangle d’un point sur le bras, paramétrisée

par la variable «. Soit

1 .~
Ga =G +a3 ¢85 =0 +aP
o &1, = ¢ /L. Alors,
qr = Qo — cx(I)%' qr
i = do~a®lds
Gr = (o — a@fll':Qf
" Substituons g, et ses dérivées dans les équations (8.2)-(8.3), nous obtenons
Myr(Go ~ a®1ds) + Myyds + Bre(de — @ @7 dy)
+Grrsin(ga — a @7 q5) + Grpeos(ga —a P qs)qr =7
Mys(Go — @®7ds) + Mypis + Brpdy + Kypay + Gy sin(ga — a7 ¢5) =0

soit encore sous la forme matricielle suivante :

M,, (Mg} - aMrrq){) Ga i B, —a Brv'q’fg G
My (Mps—aM,®7) | | dr 0 Byy dr |
Ma B
0 0 G | G, G% sin(g, — a®¥ qf) 1
= T
0 Kypr||ar Gy 0 || a5 cos(aa —a®]gy) 0
"

KoK ) e

o
Go

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

Dans la procédure de la linéarisation, nous avons besoin d’inverser la matrice M,,.

Soit P, I'inverse de cette matrice,

Py Py
Py Py

Remarques :
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~ M, est non singulidre si M sy = (My;~ aM,;®7) est non singuliere {Annexe D,
Eq. D.4). Pour a = 0, ¢4 = ¢, :WH = My est positive réelle, donc non
singuliére. |

- Pour les FF d’une poutre encastrée-charge (Section B.3), les v valeurs propres
de M/ sont :

L1, L,1—-aMi o
Alors, M s est non singuliére si

1
MZ &,

@

~ Pour les FF d’un bras tournant (Section B.2.4), les v valeurs propres de M,
sont

v 1 ;
L1, 1, —a M} &+ 7o+ My M)

t
Alors Mg est non singuliére si

14+ MM/ 1,

7 M,

~ Une condition (conservative) de la non singularité de la matrice M;; est que
toutes ses valeurs propres soient positives. Les deux inéquations précédentes

deviennent alors des inégalités, soit :

a < pour les FF d’une poutre encastrée-charge, et

1
ME %,
ML®;

T

pour les FF d’une poutre pivotante.

A partir du systéme (8.7), avec § = [0a, qF]" est le vecteur des coordonnées

généralisées, nous pouvons déduire g, soit
G==—PyBaG~ Py KG~ Py G@) + Py L7 (8.8)

Par la suite nous calculerons le couple qui partiellement linéarise cette équation. Cette

derniére est réécrite sous la forme suivante :

Go = —PiBuis — (—aPB,, &% + PiuBys)gs — PioKyg gy
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~(P11Gry + PraGhy)sin(gy — a‘ll"qu) — P“G'f}qf co8(go — a@}quf)
+P11 T (89)

G = —PuBrds — (—aPyB.®7 + PuBrf)dr — PaKirqy
~(PyiGrr + PpGrys) sin(ga — a®]qs) — PuGryqy cos(ga — a®1qy)
"+",P21 T (810)

A partir de la premiére équation, le couple précalculé

7 = Py (u+ PuBrda+ (~aPuBe®] + PuBis)is + PuKras
+(P11Gor + ProGry) sin(ga — a®7qy)

+P11foqf c08(ga — a@%qf)) (8.11)
donne
q.a = U
dr = —PuBGa — (—aPaB®] + PoyBys)is — PuKyras

ﬂ(leGrr -+ PQQG,.f) Sil’l(qa — aq)rqu) — Pglef cos(qo, — a@rqu)qf + Py 1

En remplagant 7 par sa valeur dans ¢, et en utilisant les relations entre les éléments de
la matrice M, et son inverse P, (des relations semblables aux relations (D.4)-(D.8)),

nous aurons

o = U (8.12)

-l . el 1 . T ]
~M ;; Byriyr ~ My Kppgr — MGy sin(go — a®lqs) MM ru

i

gr =
= ~Ksqr — Brriy — Grysin(ge — a®pqr) — Mypu (8.13)

. ! =5 e T Y = w1 v ]
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Soit 1 = @, T3 = Ty == (o, et T4 = ¢r les composantes du vecteur d’état .
3 i) ’ f

Les équations (8.12)-(8.13) sont réécrites sous la forme du modele d’état (¥) suivant :

331 = I3
i‘z = T4
)4 (8.14)
g = U
| T4 = ~Kjyzy — Byjog — “(_*;,\f sin(z; — a®¥xy) — M, su

Nous avons ainsi montré que pour a < 1/M; ®; pour les FF d’une poutre en-
castrée-charge (et o < (14 M M,;/I;)/M~®; pour les FF d'un bras tournant) le
changement de variables paramétrisé par « (8.4) et le couple précalculé (8.11) trans-
forment le modele non linéaire (8.1) en un modele partiellement linéaire (8.14). Le
degré relatif de ce systéme est deux. Comme dans le cas du systéme linéaire, une
condition nécessaire pour qu’un systéme non linéaire soit passif est que son degré
relatif soit égal & un (Byrnes et al., 1991). Nous considérons alors ¢,, la dérivée de g,
comme étant la sortie. Nous présentons ensuite un théoréme qui démontre la passivité

de Papplication entre 'entrée et la sortie.

Proposition 11 L’application entre Uentrée u et la sortie y = x3 = g, du systéme

(L) (8.14) est passive.

Démonstration. Soit la fonction S(z) = -}:c% > 0. Sa dérivée S () =2383 =23 =
yu. En intégrant des deux c6tés la relation précédente, 'application entre I'entrée u et
la sortie y = ¢, = x3 est alors passive. \v4

En choisissant un controleur strictement passif, nous pouvons ainsi au moins as-
surer la stabilité au sens entrée-sortie du systéme en boucle fermée. Cependant, la
stabilité interne n’est pas garantie. Pour garantir la stabilité asymptotique d’un point
d’équilibre, il faut des conditions supplémentaires telle que observabilité ou la stricte
passivité vis-a-vis I'état (Théorémes 9 et 10).

Le point d’équilibre auquel nous nous intéressons est z = (. D’ailleurs, on peut

démontrer que les points d’équilibre du systéme sont : (z; = 2y = 3 = 4 = 0) et
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(21 = m, T3 = x3 = ¢4 = 0). En effet, un point d’équilibre du systéme (X) est la

solution du systeme algébrique suivant :

.’i1 = g = 0
51'32 = [Lq == 0
§74 = -—“R’ffmg - Fffillq - ﬁrf SiIl(.’I?] - CM‘I{{.’EQ) =0 (8.15)

Un premier point d’équilibre est z; = z3 = 0, z» = z4 = 0. Tout autre point

d’équilibre doit satisfaire :
~ﬁ;}Kffm2 - H}}Grf sin(z; — a®lzy) =0
La matrice YW}; étant non singuliere, cette derniere équation s’écrit :
—~K i@y — Grysin(z; — a®Tzy) =0
soit encore :
3 = K7} Gyssin(a®]zs — z1)

Pour un nombre de modes égale & un, toutes les variables de I'équation précédente
deviennent des scalaires. Le point d’équilibre est alors intersection des deux courbes
en z, : la droite z5 et la courbe K}}IGT 5 sin(a®fzy — z1), avec z; une constante. On

sait que :
sin(z)

< 1,Vz € R — {0} et sin(z) =z pourz =0

La pente & Porigine & la courbe sinusoidale est : aK ]fl G,y ®y, cos(z1). Le module de

cette pente est (généralement) petit (o < 1, |cos(z1)] £ 1, thJ}GerL

< 1). Alors,
le seul point d’intersection des deux courbes est 'origine z; = 0. Le méme argument
g’applique pour un nombre de modes supérieur & un. Dans ce cas, il suffit d’appliquer
le méme raisonnement a chaque composante du vecteur x,. La partie de droite de

(8.15) se réduit alors & :
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Ce qui implique que les deux points d’équilibre correspondent & z; = 0 ou z; = 7.
Par la suite, nous allons choisir @ pour assurer une stabilité asymptotique du point
d’équilibre x = 0. Nous allons commencer avec les résultats connus ot 'entrée et la

sortie sont localisées.

8.2 Sortie colocalisée

Pour a = 0, la sortie est colocalisée avec entrée. Le systéme correspondant est
connu pour é&tre passif (Gevarter, 1970). D’oit la popularité du contréleur strictement
passif proportionnel-dérivé (PD) pour 'angle moteur. Pour suivre une trajectoire
désirée donnée par g2(t), ¢(t) et §#(t) nous choisissons le controleur suivant (Fig-
ure 8.1) :

u =1, = G+ kar ¢ + kpr Gr (8.16)

ol ky- et kg sont des gains constants et g, = ¢¢ — ¢,. L’erreur de suivi de trajectoire

’[4 Equation X5

T @11
o 2

Fia. 8.1 — Commande linéarisante
de la coordonnée rigide est régie par une équation linéaire invariante et découplée
(ir -+ kd?" q’;' + kp’r qﬂ; = () (817)

Dans le cas de robots rigides (v = 0), on peut vérifier que la loi de commande ainsi
proposée représente la solution classique de découplage et de lindarisation exacte du

modele dynamique de robots rigides. Dans le cas des robots & bras flexibles, la loi de
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a) Angles moteur et extrémité b) Couple moteur

F1G. 8.2 — Réponse pour une sortie colocalisée

commande (8.16) assure la linéarisation des variables rigides. Les variables flexibles
sont libres ou peuvent étre excitées car la seconde équation de la dynamigue de 'erreur
(8.13) n’a pas été prise en considération. Cette derniére représente la dynamique

interne et elle s’écrit sous la forme (pour a = 0) :
Myss + BrpGr + Kppgr = —Grysin(g:) — Myru (8.18)
La dynamique des zéros est alors donnée par :
Myss+ Brrds + Kyrqr =0 (8.19)

Les matrices de masse M ff, de frottement Byy et de rigidité Ky sont définies posi-
tives. La dynamique de zéro est alors asymptotiquement stable. Rappelons que le co-
efficient de frottement du bras est relativement faible. La dynamique des coordonnées
flexibles est donc trés oscillatoire. Si on simule le systéme (8.1) avec le contréleur (8.11)
et (8.16) et avec des valeurs de gain k. = 31, 6 et kg = 8 obtenu avec une commande
linéaire quadratique (lqry), les réponses des angles moteur et extrémité sont données
dans la figure (8.2). Nous remarquons que Pangle moteur suit la référence, cepen-
dant Pextrémité est oscillatoire. Nous avons choisie une commande quadratique pour

pouvoir comparer les résultats avec le cas suivant.
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Cette technique de commande colocalisée est généralement bonne pour faire le
suivi de Pangle moteur. Elle n’est évidemment pas bonne pour faire un suivi de
Pextrémité. Dans le domaine de la robotique, 'objectif est le suivi de Pextrémité. Par
la suite, on rajoutera un couple qui assure 'amortissement des vibrations élastiques

sans trop perturber les résultats précédents.

8.2.1 Amortissement des variables flexibles

Nous présentons ici une méthode qui linéarise et découple les variables articulaires
et parallélement amortit les variables flexibles. Au vecteur de commande u défini par
Péquation (8.16), on propose d’ajouter un terme de correction des variables flexibles,
soit

u = Uy + Uy (8.20)

avec Uy = Gra + KarGr + kprGoy g = kards + kosdy, G5 = a — a5 €t g7 = % — dr = —dy.
D’apres les équations (8.12)-(8.13) et (8.20), la dynamique de P'erreur de la coordonnée
rigide devient :

¢+ KppZ =0 (8.21)
avec Kpp = [kpr, kps, kar, kas] €t % = [d;; df; dr; q7]- En comparant (8.21) & (8.17),
on observe que la présence des corrections flexibles perturbe la linéarisation et le

découplage des variables rigides. La dynamique des variables flexibles devient alors :

dr =~4; = ~Kp a5 — By ds ~ Crgsin(q,) — Mry (7 + Kpp) (8.22)

En considérant 'équation (8.22) autour d’une configuration désirée (¢f = n/2, ¢f =

0), on obtient 'équation suivante :
@r =K@ — By s + Mo KppZ + Mo ;G + Gy sin(g,) (8.23)
A partir des équations 8.21 et (8.23), Péquation globale des erreurs est

i=Az+B (8.24)
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Disposant d’un modéle linéaire, on peut choisir la matrice des gains Kpp telles que
les valeurs propres de la matrice d’état A soient & parties réelles négatives. Ce qui
assure la convergence asymptotique du point d’équilibre # = 0 du systéme homogene
I = A#. La matrice B étant bornée, elle constitue une perturbation pour le sous-
systéme homogeéne. La convergence de Verreur n’est plus asymptotique, cependant
Perreur est toujours bornée (Khalil, 1996). Le schéma bloc en boucle fermée est montré

a la figure (8.3). Pour le méme systéme qu’auparavant et pour une matrice des gains

M Fauation K= FRQAGRx frme
Koo @11 pcx

Fi1a. 8.3 - Commande linéarisante avec amortissement des variables flexibles

Kpp = [40.90, —37.14, —458.08, 10.53, —2.59, —27.51]

obtenu avec la méme commande linéaire quadratique, les valeurs propres de la matrice
A sont :

{—1.08 +;12.85 — 4.97 + j3.97, —5.08 4 590.26; }

Les réponses correspondantes ainsi que le couple moteur développé sont montrés 3
la figure (8.4). On peut remarquer que Pextrémité est bien plus amortie que dans le
cas précédent. Cette méthode est limitée pour le cas d'une stabilisation autour d’un

point de fonctionnement.
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a) Angles moteur et extrémité b) Couple moteur

F1G. 8.4 — Réponse par découplage non linéaire avec amortissement de la Hexibilité
8.3 Sortie non colocalisée : Extrémité du bras

Pour a = 1, Pentrée et la sortie sont non colocalisées. La passivité est maintenue
entre entrée u et la sortie, i.e. la vitesse de 'extrémité ¢,. Cependant, le systéme
est A déphasage non minimal. La dynamique interne est instable (Yim, 1993). La
simulation suivante (Figure 8.5) montre I'instabilité de ce systéme & déphasage non

minimal. Le couple tend vers l'infini en un temps fini.

Enwee, y, pow ot

~— bntRe

v Y,

o

5]

R T

. : % 5 i
WA wi o8 S R L it
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a) Angle de Pextrémité b) Couple moteur

F1G. 8.5 — Sortie angle extrémité
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8.4 Sortie non colocalisée : Point intermédiaire

Dans cette section, nous allons considérer une sortie non colocalisée, soit un point
intermédiaire entre la base et 'extrémité. Nous allons démontrer la stabilité asymp-
totique du point d’équilibre de la dynamique de I'erreur. Nous allons suivre la méme
procédure qu’auparavant. Cependant, il y a une difficulté supplémentaire du fait que
la dynamique de 'erreur est non autonome. La relation de passivité entre I’entrée et
la sortie est toujours maintenue. Rappelons que la passivité ne nous assure pas la sta-
bilité asymptotique. Nous allons donc utiliser les théorémes (1) et (10) du Chapitre
6 pour choisir la sortie de facon & ce que le point d’équilibre ¥ = 0 soit asympto-
tiquement stable. Pour cela, nous allons décomposer la dynamique de 'erreur en une
partie linéaire en retour avec une partie non linéaire et non autonome. Nous allons
ensuite utiliser les propriétés de passivité des deux parties pour prouver la stabilité
asymptotique du point d’équilibre.

A partir des équations (8.12)-(8.13), la dynamique de Perreur est donnée par :

4; = ~Ksd3 — By — Grpp(t, @) — Moy (§% — u) (8.26)

ol Go = gt — o G5 = 43— 45, T = |Ga, G7], 4% €t g} sont respectivement les valeurs

désirées de g, et gy et

$(t,q) = sin(gi — a®rq}) — sin(ga — aPrgy)
= sin(q} — a®14f) — sinfg} — §u — @Pr(q} — T7)]
= sin(CT §%) — sin(CL g — CT §) (8.27)

oit CF = [1, —a®?)].

Soit & = Gu, Ta = §py Ty = oy €6 Ty = {}“f. Les équations (8.25)-(8.26) sont
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réécrites sous la forme du modele d’état (X) suivant, avec du = G2 — u,

(& = i
|7 =&
D). (8.28)
fg = u
{ Iil = w—f{‘fffz - Efff4 — ﬁrf¢(t, 5) — ”Mrf du

Le théoréme précédent (Théoréme 11) s’applique aussi au systéme () pour le couple
entrée-sortie (du,y = c’j(,) Le systéme % est alors passif. La propriété de passivité est

conservée avec la loi de contrdle (Ortega, 1998)

D’ailleurs, en choisissant la fonction d’énergie sous la forme :

1

S K 20

1.

avec K, > 0, nous pouvons démontrer que la relation v — x3 est toujours passive.

De plus, En choisissant la commande du sous la forme :
ou = —K,fn — Kq§, + v (8.30)

ou K, et Ky sont positifs, la relation entre Pentrée dv et la sortie y = i]”a devient
strictement, passive a la sortie. Alors, les erreurs de la position et de la vitesse g, et
d, — 0 quand t — oo (Théoréme 7, Chapitre 6).

Par la suite nous allons choisir a pour que la dynamique des coordonnées flex-
ibles soit asymptotiquement stable. Le point d’équilibre Z = 0 du systéme (f)) esh
asymptotiquement stable si ce systéme est strictement passif a la sortie et est ob-
servable (Théoréme 1). Notons que dans certaines références (Byrnes et al., 1991 et
Sepulchre, 1997) la détectabilité est suffisante. La premiére condition est déja vérifiée.
Pour tester sa détectabilité, nous annulons Uentrée et la sortie et nous vérifions la sta-
bilité asymptotique du point d’équilibre du systéme résultant, i.e. la dynamique des

coordonnées flexibles.
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A partir de 'équation (8.28), la dynamique des coordonnées flexibles s’écrit sous

la forme :
- 0 I B 0 .
Ty = . - Iy — o ’([J(t,Cf :T)f) (831)
~Kysr —Byy Gry
A &

ol &y = [Zg; T4), CF =[—a ®], 0]. Dans la suite nous allons choisir & pour que cette

derniére soit (globalement) asymptotiquement stable.

Proposition 12 Le point d’équilibre Zf = 0 du systéme (8.31) est globalement as-

ymptotiquement stable, pour un a < a. donné.
Le systeme (8.31) s’écrit sous la forme suivante :

Ty = ﬁfsz+éfv

(H) ] (8.32)
y = Cfiy
en contre-réaction avec (Figure 8.6-a)

Nous allons utiliser la passivité pour analyser la stabilité du point d’équilibre
Z = 0. D’aprés le Théoréme (10), le point d’équilibre Z; = 0 est (globalement)
asymptotiquement stable si le systeéme linéaire (H) est strictement passif 4 1'entrée
et si (., .) est passif.

La fonction (¢, y) est continue en ¢ et y, et ¥ (¢, 0) = 0. Puisque

y¥(ty) = ylsin(Cl 7" —sin(C 7* - y)]

= y[2cos(CY 7* — y/2) sin(y/2)]
cette derniere vérifie donc les inégalités suivantes :
~ky? <yid(ty) <ky®, avec k=1

soit encore :

y(@ty) +ky) 20, VyeR
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FiG. 8.6 — Systeéme en contre-réaction

La nouvelle non linéarité
Pr(t,y) =¥t y) +ky

est alors passive.

Le systéme (8.32)-(8.33) est alors équivalent au systéme représenté  la figure (8.6-
b). Le point d’équilibre est asymptotiquement stable si le systéme linéaire équivalent
Hy (H en contre réaction avec —k) est strictement passif & I'état. La fonction de trans-
fert est strictement passive & I'état si elle est SPR (Khalil, 1996). Nous devons donc

choisir le parametre a de facon que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
1. Le systéme linéaire Hyp est strictement stable, et
2. Hy est strictement positive réelle.

La premiére condition est valide si la matrice d’état (H avec le retour de la sortie
v=ky-+u)
= A Yalald
Ap == Af -+ kG’fo

est Hurwitz. Notons que cette famille de matrices est nominalement Hurwitz pour
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a = 0. Dans ce cas (Cf = 0),

Ap = }if _ 0 I
~My; Ky —Mj; Byy

Les matrices M, B, et K sont définie positives. La matrice Ar est alors strictement

stable.

La valeur de o < 1, si elle existe, qui fait que la matrice Ay reste strictement
stable, i.e. Hy est Hurwitz, est calculée en utilisant 'application gardienne suivante
~ (Saydy, 1990) :

v(a) = det(Ar & Ar)

ol @ est la somme de Kronecker. La matrice Ar cesse d’étre Hurwitz quand la con-
dition suivante est valide, soit :

v(a) =0

La valeur critique de a est alors donnée par :
a, =min(e;) | v() =0, et a; €R (8.34)

La deuxiéme condition de stricte positivité est valide si le diagramme de Nyquist de
Hy est dans le demi-plan s droit. Nous allons choisir le parameétre a pour que la
premiére condition soit satisfaite et valider la deuxiéme condition de SPR pour la
valeur trouvée.

Pour un nombre de modes égal & deux et pour les FF d’une poutre encastrée-

charge, Vapplication gardienne donne la valeur critique ¢, suivante :
b 3
e = 0, 8775

Pour cette valeur, le diagramme de Nyquist de Hy(jw) (Figure 8.7-a) montre claire-
ment qu’il se trouve dans le demi-plan droit. Alots la condition de SPR (stricte pas-
sivité) est vérifiée. Dot la stabilité asymptotigque globale de origine. \V4

La figure (8.7-b) montre le diagramme de Nyquist pour « == 0, 95.
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FiG. 8.7 — Diagramme de Nyquist du systeme linéaire

8.4.1 Simulation

La figure (8.8) montre la simulation du systéme & un bras flexible pour la valeur de
a = 0,8 et pour le contrdleur strictement passif donné par 'équation (8.30) et pour
K, = 100 et K; = 20. La figure (8.8-a) montre la référence, la position de la sortie
Yo €t la position de Pextrémité. La figure (8.8-b) montre le couple moteur et la fig-
ure (8.8-c) montre 'erreur de position entre la référence et la sortie. Cette simulation
montre que la sortie y, suit la référence. Cependant, I'extrémité continue & osciller
(oscillations amorties) avec de faibles amplitudes. Ces oscillations sont diies au fait
que la trajectoire désirée est celle de la sortie y ét non pas celle de Pextrémité. Pour
éliminer ces oscillations, il faudrait considérer une trajectoire désirée pour I'extrémité
et déduire celle du point intermédiaire en considérant une inversion de la dynamique.
Les résultats de simulation pour une entrée sinusoidale sont aussi montrés a la fig-
ure (8.9), dans le méme ordre que précédemment.
Dans ce chapitre, nous avons considéré la passivité pour démontrer la stabilité
asymptotique de la dynamique de 'erreur d’'un point intermédiaire paramétrisé par
le parametre . Nous avons linéarisé au sens entrée-gortie cette dynamique. Nous

avons utilisé un contrdleur strictement passif pour contrdler la partie linéarisée et
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F1G. 8.8 — Sortie intermédiaire : entrée échelon

décomposé la partie non linéaire (équivalente & la dynamique interne) en une partie
linéaire strictement passive en contre-réaction avec une partie non linéaire passive.
Nous avons utilisé le théoréme de la passivité pour démontrer la stabilité asymptotique

globale du point d’équilibre.



Enreg, v, ot y, powr c=0.8 Couple muteur (Rim)
; \ . . . . a0 v T : T v v v
e DR
A
el ¥y w0
2H 4
10
oF 4
-0
~20
-3
. L " \ N . N .
0 zL 3 4 5 8 7 8 :; 10 400 1 2 8 q 5 [ 7 8 3 10
Temps (sec) Temps {sac)
. s wy
a) Sortie et extrémité b) Couple moteur
Erveus do positon: v, ~ ¥,
0. v T v r v y T v r
025 E
Q.2 -
015
01
0.08F
of
-8+ 4
04 . " : : . £ - , ;
1 2 3 4 5 & 7 8 Bl 10
Temps (sac)

c¢) Erreur de position

F1G. 8.9 — Sortie intermédiaire : entrée sinusoidale

145



146

Conclusion

Une étude de la modélisation et de la commande par la passivité d’un systéme
& un bras flexible a été abordée dans cette thése. Les systemes & bras flexibles sont
des systémes continus 3 paramétres distribués décrits par des équations aux dérivées
ordinaires et des équations aux dérivées partielles associées avec des conditions aux
frontieres. Cette étude utilise principalement la méthode de modes supposés pour
discrétiser ces équations. La déformation du bras est alors écrite sous la forme d’une
somme de fonctions de forme dépendant de la variable spatiale, multipliée par de
fonctions dépendant uniquement du temps. L’objectif était de comparer la précision
et la performance des modéles discrets basés sur différentes fonctions de forme et le
choix du nombre de modes associé lors d’une application particuliere. Entre autres,
nous avons considéré les fonctions propres des poutres sans et avec charge, les fonctions
de forme d’une poutre pivotante avec charge, les splines et les B-splines cubiques. Les
critéres de comparaison étaient basés sur la convergence des fréquences et des modes
propres ainsi que leurs dérivées, sur I'estimation de la déformation statique et de leurs
dérivées et sur la complexité numérique du modele obtenu.

La discrétisation a permis de transformer les équations aux dérivées partielles en
équations aux dérivées ordinaires et de réduire Pordre infini du modele en un ordre fini
et ainsi de pouvoir utiliser les techniques classiques et modernes relatives & la com-
mande des systémes. En considérant Uextrémité des bras comme sortie, les systémes
3 bras flexibles possedent généralement une caractéristique de déphase non minimal.

Cette caractéristique rend la commande directe de l'extrémité plus difficile que celle
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des systémes a déphasage minimal. En particulier, Papplication de la passivité & ce
genre de systéme est limitée. L'objectif de commande était essentiellement d’utiliser
un controleur trés simple qui facilite 'implantabilité de la loi de commande. Pour cela
nous avons considéré la passivité comme critére de sélection de la loi de commande.
Nous avons considéré deux cas : le cas d’un mouvement dans le plan horizontal et le
cas d’'un mouvement dans le plan vertical. Dans le premier cas, la relation de pas-
sivité entre Pentrée et la sortie est équivalente 4 la positivité de la fonction de transfert
correspondante. Dans le second cas, les critéres généraux de la passivité sont vérifiés.
En particulier, quelques conclusions peuvent étre tirées aux niveaux de la modélisation

et de la commande de ce systeéme :

1. Les fonctions de forme d’une poutre encastrée-libre, qui sont souvent utilisées’
dans la littérature, sont inadéquates pour discrétiser les systémes i bras flex-
ibles, sauf peut étre dans le cas d’un bras flexible sans charge. Les fonctions
de forme d’une poutre encastrée-charge donnent une trés bonne estimation des
fréquences, des modes et des déformations statiques méme si la charge est sur-
estimée. Leur seul désavantage est qu’elles sont relativement complexes. Cepen-
dant, les relations d’orthogonalité entre ces fonctions de forme permettent de
simplifier le calcul de certains termes dans la dynamique. La complexité addi-
tionnelle des fonctions de forme d’une poutre pivotante avec charge ne se refiete
pas dans les résultats. Les fonctions polynomiales sont bonnes pour un nom-
bre de modes inférieur & quatre. Cependant, dii 4 leur sensibilité, ces fonctions
sont & éviter pour des structures A plusieurs bras. Les modéles basés sur les
splines donnent des résultats intéressants. Les meilleurs résultats sont obtenus
avec les B-splines et les splines cubiques avec les courbures comme coordonnées
généralisées. Les conditions aux frontieres peuvent étre changées selon que le

systeme possede ou non une charge.

Globalement, nous recommandons Putilisation des fonctions de forme d’une

poutre encastrée avec charge ou utilisation des splines cubiques avec les cour-
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bures comnme coordonnées généralisées. Pour les splines cubiques, nous recom-
mandons d’ajouter une fonction de forme de plus & ce qui est requis et de
réajuster les CF selon le systéme & étudier. Pour une structure & plusieurs bras,
nous recommandons 'utilisation des splines cubiques car elles sont plus simples
a générer que les fonctions propres d'une poutre encastrée et sont indépendantes

des parametres du systéme.

. Un modele discret basé sur la méthode de modes supposés possede une car-
actéristique inhérente : les fréquences propres de ce modele convergent de fagon
monotone en augmentant le nombre de modes utilisés. Ceci est le cas des
modeles basés sur les fonctions de forme de poutres et les fonctions polynomiales.
Nous avons proposé au chapitre 5 un théoreme de convergence monotone des
fréquences du modele basé sur les splines cubiques avec les courbures comme
coordonnées généralisées. Ainsi la précision du modeéle basé sur ces fonctions
augmente en augmentant le nombre d’éléments utilisés. Ce théoréme est basé
sur la validité du principe d’inclusion et est basé sur I'équivalence des deux
représentations de la discrétisation de la déformation : les splines cubiques et
les polyndmes hiérarchiques. Pour ces derniéres, le principe d’inclusion est valide

et la convergence des fréquences calculées est assurée.

. L’application entre le couple d’entrée et 'extrémité du bras est une application
4 déphasage non minimal. Nous avons utilisé une sortie non colocalisée : Le
point passif le plus proche de Pextrémité. Cette sortie est paramétrisée par un
parametre a et consiste en la mesure de 'angle de rotation du moteur plus une

valeur pondérée de la déformation de 'extrémité du bras.

. Au chapitre 7 nous avons choisi o pour que la relation entre 'entrée et la sortie
choisie soit passive. Le modeéle du systéme tournant dans le plan horizontal
étant linéaire, nous avons utilisé I'équivalence entre la passivité et la positivité
de la partie réelle de la fonction de transfert correspondante. Nous avons aussi

utilisé la réactivité pour calculer les valeurs critiques «. de a pour lesquelles la
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fonction de transfert entre le couple moteur et la sortie proposée reste passive.

Nous avons traité les cas correspondant aux différentes fonctions de forme.

5. Pour les fonctions de forme de poutres tournante ou encastrée, nous avons une
expression analytique pour la valeur critique .. Cependant, pour les splines
cubiques, nous ne possédons pas une telle expression. Nous avons procédé avec

une méthode numérique pour trouver cette valeur critique.

6. Pour le cas d’'un bras tournant dans le plan horizontal, la fonction de transfert
étant passive, I'utilisation de tout controleur strictement passif, tel qu'un simple

controleur proportionnel, assure la stabilité (asymptotique) en boucle fermée.

7. La valeur critique . varie avec les parameétres du systeéme, telles que la masse
de la charge, Vinertie du moteur, etc. Cette variation affecte la passivité de
la fonction de transfert. Nous avons analysé effet de la variation de certains

parametres sur la valeur critique alpha,.

8. Le parameétre o est considéré comme un parametre de design lors de la con-
ception du bras flexible. A cet effet, nous pouvons faire la conception du bras,
choix et dimension de matériels, de fagon a ce que la sortie sélectionnée soit la

plus proche possible de Pextrémité du bras.

9. Au chapitre 8, nous avons traité le cas du systéme tournant dans le plan vertical.
L’objectif était de généraliser la procédure suivi pour le cas horizontal et de
retrouver une valeur de a pour laquelle la relation entre P'entrée et la sortie
est passive. Nous avons démontré la convergence asymptotique globale de la
dynamique de Perreur en se basant sur le théoréme de la passivité. La dynamique
de Perreur est décomposée en deux parties : une partie inéaire stable striciement

passive et une partie non linéaire sans mémoire et passive.

La méthode présentée dans le chapitre 7 est limitée aux systémes linéaires ou
linéarisables autour d’un point d’équilibre. Cependant, I’étude réalisée avec notre ap-

proche nous a permis de généraliser et d’extrapoler de fagon analytique et méthodique
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les études précédentes sur la passivité des systémes & un bras flexible et tournant dans
le plan horizontal.

La loi de commande passive présentée au chapitre 8 assure la convergence as-
ymptotique globale de la dynamique de I'erreur. Cependant, une linéarisation au sens
entrée-sortie du modeéle non linéaire était nécessaire pour démontrer la passivité. C'est
donc une passification par linéarisation. L’inconvénient de la linéarisation est que la
loi de commande dépend de I'état du systéme. Elle nécessite donc la mesure ou es-
timation de cet état. La loi de commande n’est pas robuste vis--vis des incertitudes
dans le modele ou dans la charge.

Dans cette thése, I'analyse des systémes mécaniques & un bras flexible et le design
d’une loi de commande passive ont été étudiés. Cependant, il reste que plusieurs
extensions de recherche peuvent étre relevées. Quelques recherches possibles peuvent

étre suggérées :

1. L’analyse d’autres types de controleurs strictement passifs dans le cas du systéme
tournant dans le plan horizontal. Cette analyse sera fortement suggérée surtout

que le modele est linéaire.

2. La considération des incertitudes qui concernent le modele, y inclus la charge,
est d’une grande importance étant donné que d’un point de vue pratique, les

parametres d’un modele ne peuvent jamais étre connus parfaitement.

3. La démonstration de la passivité du systéme non linéaire sans avoir recours a la
linéarisation entrée-sortie est souhaitable surtout dans le cas analytique. Ceci

permettra de concevoir un contrdleur (purement) de sortie.
4. Une expérimentation des résultats présentés dans cette thése serait sonhaitable.

5. L'étude de la passivité de certaines classes de systémes a plusieurs bras flexibles
et la généralisation de la méthode développée pour un bras seraient encore

intéressant & traiter.
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Annexe A

DYNAMIQUE D’UN STSTEME
A UN BRAS FLEXIBLE

A.1 Variationnelle des énergies cinétiques

L’énergie cinétique (3.3) est réécrite ici :
1

T = lrgzavée|d /Lru?d +
= gt 2Py VTG

M. v2 + M.r.vp, v},}
X L
+6 [p/(; zvdz + M (L +r.)vL, +Ip?}4
_1,L'2, _1_-2 l 25,2 .y
+2p 0 dr + 2Mch+ 2(I(,»{—Mcr‘:)'uL + M. 1L}
—.——1- 0 L . T L 9 "
20 p A z A v ds + ML +r.) A v dz + M.r. Lo (A.1)

oul, = Ln+ip LB+ I, +MA(L+r.)* et I, = [I.+M,r.(L+71.)]. L’énergie cinétique est
3 p

composée de plusieurs termes. La variationnelle de chacun des termes sera présentée

séparément.
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2 | o o B /1.'2/,13 o o ’
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A.2 Variationnelle des énergies potentielles

L énergie potentielle (3.4) est réécrite ici :

1 = L
= [ ~BI,v" dx pJ(‘US@/ (:v-~/0 v"lds)dww}wpg[) v sinf dz
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~M,.gcosf |(L+r );— E/LU’de - ~1—rmu’2
e “ 2. 9 ¢k
+M. g (v, + rev}) sin 0 (A.2)

La variationnelle de chacun de ses termes est donnée par :
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A.2.1 Equation de mouvement associée & 'angle moteur
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A.2.2 Equation de mouvement associée a la déformation

2 (L . 2 L
0 = «-/ / p(i)—%-mé))évd:(:dtm/ / ELv" $vdx dt
Ja Jo a Jo
PE2 L ¥y 1 8 ¥ ) )

5 gz (L - 7" Pl 2 ’z ! ’

+ 1, /0 (pv-FMa(I + 7)o" + 575 [(L T )v})évdxdt

+ /t2 /L cos 0 ~(~)~[(I — )]+ M. gv" | dvdx dt

u Jo PIgg W& o9 -

&2 I
—«/ /Opgsin()&vdwdt

t1
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dv est arbitraire, Péquation de mouvement associée & la déformation devient alors
0= —p(i +z6) — ELY" +6*pv — pgsinf+ (A4)
. 1 0 éj
6? (MC(L +r v’ + 3P5a [(L2 - xz)v']) + gcosf ("5}; (L —zW]+ M, v”)

A.2.3 Conditions aux frontiéres

Pour obternir les CF, nous regroupons les termes dépendant des CF (i.e. z = 0,
x = L), soit '
1 2. L t2 . 12
0 = M———p/ 6* (L2 — a:z)v' 61}! dt + / M, 6% vy, Svy, dt — M_ by, dvy, dt
2" Ja 0 11 t1
2 . 2 ) L 2 .
—/1 M. L6 vy, dt --/ M, L6 bof dt + M.r, / 6%, Suy, dt
¢ 1 Je1
t2 .. 2., L 12
—M,r. / G 6updt — M.r. / 6%/60| dt ~ M.r. / i}, dudt
t1 11 0 t1
2 . 2 . 2 .
+/ [ELY" §v]g dt — / pg cosf (L — ) dvl; dt «/ M, g cosf v' vl dt
t1 i1 t1
2 2. 2,
- /1 McgsinBJdet-/ L6 + %)) 60, dt — M,;r?:/ 6 6v. dt
Ji t1 t1
2 £ 2 ..
—M,r? ]1 i, o, dt + MT’I‘C/ 6%v;, vl dt — McfrcL/ 6 60, dt
t tl t1
12 2 . 12 L
M, / b1, 80, dt — More L / 62 o), 8u, dt — / [ELv" 80| dt
tl t1 {1
12 12
- Cgrc/~cosﬂv;36v};dt~Mcgrc/ sin § dvy dt
12 t1

Les CF sont compatibles avec la configuration. Le bras est encastré a la base, i.e.

vo = 0 et v} = 0, et duy, et Jv}, sont arbitraires. D’oti les CF :

vo=0, v;=0 (A.5)

ELY! = MJLO+ 1)+ Mer(f + ;) — M, 6*(vp, + rov))
4+ Mo(L + 710)6%0), + M, g v} cos6 + M, gsin8 (A.6)
~EILWVL = (Lo Mor2)(@ + 04) + Moo (L0 + o)
My r (v, + 1)) + More(L + re)6* v,

+M,.gr.cos@vp + M.gr.sinf (A7)
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Annexe B

FONCTIONS DE FORME D’UN
BRAS AVEC CHARGE

Cette annexe présente la solution du probléme aux valeurs propres (PVP) d’un
systéme & un bras flexible ayant une charge & son extrémité. Rappelons que les
déformations sont supposées dans le plan. Le bras est modélisé comme une poutre
d’Euler-Bernouilli et les déformations sont supposées petites. Le bras est supposé uni-
forme et tous les parametres du systéme sont supposés constants. Le moteur, d’inertie
I, génére un couple 7 et tourne d’un angle 6(t). Le bras flexible a une masse par
unité de longueur p, une rigidité EI, et une longueur L. La charge a une masse M.,
une inertie I, et la distance entre I'extrémité du bras et le centre de masse de la
charge est 7. La déformation du bras est v(z,t). Pour simplifier, z et ¢ seront 6tés

ultérieurement.



168

B.1 Génération des Fonctions propres

B.1.1 Modele continu

Le modele continu consiste en une EDO pour le moteur et une EDP associée avec

quatre CF pour le bras flexible. L'équation du moteur est (3.9) :

1 W\ L
T = (Im+§pL3+Ic+M¢(L+T¢)Z)9+/O pxide
+MC(L + TC)ﬁL + (Ic + Mc TG(L + Tc))UIL + blmﬂ
1 L
+[§ng2+Mcg(L+rC)]sin0+ {/0 pgvdz + M, g (v +1.v;)| cosb
Lo, 5 L P T N P N
+/0 at(pé’v )dz 2/0 p(L* —z )at(é’v Ydz
M, 2 (602) = MAL 47 )/L?—(év'2)dx
‘ote L ¢ o ot
o . 9 .
+2M, rc-éz(()v[,v’L) - M(,ch—éz((?vf) (B.1)

L’équation de mouvement associée & la déformation v est (3.10) :

0 = —p(¥+20)— ELv" — ko ELY™
.. 1
+6° (pv + ML + " + 3P [—~2:1; v+ (L? — :cg)v”])
+g cos@ (p|—v' + (L — z)v"| + M.v") — pgsiné (B.2)

Les quatre CF sont alors données par (3.11)-(3.12) :

3zx=0: w=0etv;=0 (B.3)
E vl = MJLE+i5) + Mer 0+ ;) — M (v, +7ev})
+M(L + 1.)0%0), + M. g v, cosf + M, gsind
az=L: { Bl = I+ M0 +8,)+ Mo (L8 + 1) (B.4)

~M,ro(vg, + e v} )02 + Moro(L + ro vy 6°
+M,r.g cosbv} + M,r.gsiné

\

L’équation d’équilibre des moments d’une section & la base est :

7+ B v = I, 0 (B.5)
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Pour résoudre le PVP homogene, le couple moteur et la gravité sont annulés,

ainsi que les frottements sont négligés (i.e. b, = 0 et E, I, = EI,). L’équation (B2)

devient :
—p(+z6) — ELu™ =0

(B.6)

I’accélération # est remplacée par sa valeur en fonction de v” & partir de (B.5) et la

déformation est discrétisée, soit

ElLvg
I?')’Z
v(z,t) = ¢(z)f(?)

6 =

Substituons (B.7)-(B.8) dans (B.6), nous aurons

EIz(]ﬁ”"-%gg—@—Ii(ﬁ ___f_;@_)_ o,
pé IO

qui donne les deux équations différentielles suivantes :

f+w’f=0
e 4
¢+ 22 Im —B =0
ou = %73 La discrétisation des CF (B.3)-(B.4) donne :
0 = ¢
0 = ¢p
0 = gy~ By, Mgy, 4 Megiy,
w Lo+ ML +7. f+M r?
0 = gy Lt i e

M'rC

ﬁd

(B.7)
(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)
(B.13)
(B.14)

(B.15)

En utilisant la méthode de Frobenius, les fonctions de forme sont supposées de la

forme :

¢(z) =Y Cprz"

ryznl)

(B.16)
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Les équations (B.ll)-(B.13) donnent :

o(x) = ﬁ2 2 (~ cos(Bz) + cosh(Bz)) + ( sin(@z) + sinh(fz))

2 C.
i 55 2 (sin(fz) + sinh(Bz)) + ” ﬁj (B.17)
Substituons (B.16) dans (B.14)~(B.15) nous aurons :
M.
[ By on)- £_(~C+Ch)
Y mﬁ
MC [ cre
- I" (© +Ch) + M [33(5+Sh)} C,
+3 [ —-ff-‘fﬁ2(0 — Ch)} Cy =0 (B.18)
2
{(c +Ch) + ﬁg(s h) - L “*"f””‘ Lok MeTe 35 1 sh) + L‘—"fl—v“’;‘ifﬁ(c +Ch)
LM 7"732(0 Ch) + 7 Mere (s + Sh)} C,
+3 [-[1-3—(3 + Sh) + Li%ﬁﬁ@(c cny + ; Te (3 — Sh)] Cy=0  (B.19)
Ici
C =cosA, S=sin), Ch=cosh}A, and Sh=sinhA
Soit

o=, =2 =l pa= U5, s = M%t‘f“; et A= L
alors, (B.18)-(B.19) sont réécrites sous la forme suivante :
[(12p13X" = 1)(=C + Ch) + (papad® — p2A)(S + Sh) + pad* (=S + Sh)
~paN*(C +Ch)| C;
+3p3 L X [(C + Ch) + p1pM(—=8 + Sh) + pad*(=C + Ch)| G5 =0 (B.20)
[(S — 8h) — ps(p1 + ps)XS(S + Sh) + (w1 + ps + ps) N (C + Ch)
13X (C — Ch) + paX*(S + 8h)| Cy
+345 LM [(S -+ Sh) + (1 + ps)A(C — Ch) + puad*(S ~Sh)|Cs=0  (B.21)
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B.1.2.1 KEquation caractéristique

Les équations (B.20)-(B.21) représentent un systéme d’équation en C; et Cj. Elles

sont écrites sous la forme matricielle suivante :

Ay 3usLMA C: 0
11 O3 12 2| _ (B.22)
A21 3;1,3 L )\2 Agg Cg 0
~ e o wscvmses, rvarnd
A C

ot les entrées A;;,1 == 1,2, et j = 1,2 de la matrice A sont facilement identifiables de
(B.20) et (B.21). Une solution non triviale est obtenue si le déterminant de la matrice

A est nul. Ceci génére équation caractéristique suivante :
det(A) = A11A22 - A21A12 =10 (BZ?})

Cette derniére est résolue pour A et génére une équation transcendantale ayant une
infinité dénombrable de solutions. Les fonctions propres (B.17) sont alors écrites sous

la forme suivante :

e} =4 “3*?(“"3("\?) - COS"@};”'”-D +(1+c) sin@}?)

+(1 — ) sinh()\f) - 22\-1%:?- (B.24)
ou
L? An A
Az = N,Ltg /\? 0217 C3z = "'”A‘;; 021 = ’—A22 C?z = Cgi Cflz

Co; et Cs; sont les valeurs de Cy et Cs correspondant & X;, et la constante c; dans
(B.24) est donnée par :

ci=3 LN cy i3

B.2 Relations d’orthogonalités

B.2.1 Relation pour [§ pzé; dx
Cherchons tout d’abord une expression pour

!
/0 prd; dz (B.25)



172

A partir de (B.11) nous pouvons déduire une expression pour ¢;, s0it
1 T
g = (" + E=9lo). (B.26)
ﬁz‘ Im ’

Substituons (B.26) dans (B.25) et utilisons I'intégration par parties, nous aurons

!
| pogide = 4< o+ LY — o8+ Py (B.27)

A partir des CF (B.14)-(B.15), nous aurons une expression pour ¢}, et ¢; 1, telle que :
"o M, (L + TC)

Mer.

i, L T Ji ¢” - ﬁ4(bz L= /3; 1,00 (828)
, I+ M.r? I.+ ML+, Mrc
i’,L - P ﬁ4¢z L T ( ) ﬂ4¢z, (B29)

Substituons (B.28)—(B.29) dans (B.27), nous aurons

/c; ' s da = By — Mo(L + )i, — (L + Mro(L +70))h 1 (B.30)

I ﬁ4

Equation (B.30) peut étre encore écrite sous la forme suivante :

zcﬁ (B.31)

!
/0 prdidz + Mo(L + 1)z + (Ie + Merc(L +1.))b; = It 7

olt I, = In + 3p L3 + I + M(L + ) est Vinertie totale vue de la base.

B.2.2 Premiére relation d’orthogonalité

Soit £ un opérateur différentiel défini par :

Ll = "+ ol (B.32)
Alors,
[ occlosda= [ gudy o+ [ 526400 (B.33)

Utilisons I'intégration par parties, le premier terme 3 la droite de I'égalité de I'équation

précédente est évalué a :

/ ¢@' i da: = ql)?» 1 ¢’]IIL l [1 J,L + ‘ﬁ [,L ’1”L d).?afl + / ¢”” ¢.7 dx (13'34)
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En utilisant 'expression de ¢} de (B.11), i.e.

l//l ﬁ4 ¢z ' (B.35)

m

avec (B.34), équation (B.33) devient

[ocislic = [ piogia
0 ) 4 = 0 § Wi X
1
= [ Epdpdar [ pitissdo- [ 5205
+ ¢iL ;-’,'L‘“(f)i,L%L ¢ ¢j,lﬁ"</’§l,},¢3,- (B.36)

"7, et ¢, sont remplacés par leur expressions (B. 14)-(B.15) dans les derniers quatre

termes de la derniére équation,

/OL B; ¢i §; da =
LP'” ¢z¢ dz +'/0Lﬁf‘¢z-¢jd$" A frxz P de
+"%(‘%}_E)' i, $j0 — Cﬁ4 S i bir — crtﬂ;l $iL $ir
A MC;;(L+TC) " ,,0 I, +Mcrc Lot Meripe o crcﬁé‘ o1 b
et Mot o L +MC;C(L+TC) b c?‘cﬂf‘ b0 b
M’%—@ b0 PiL CH? &i,L i1+ CTCﬁz ¢: 1, PiL (B.37)

Apres quelques simplifications, (B.37) donne

I, s ' eTe
(8 — /54)[/ ¢z¢]d1:+ ¢zI ¢5,1 + +;M7 &1 ¥ir + MT¢:L¢3[+

Mre 1 MJ{L + 1. Lo+ ML+, "
P | + mimmwlcf)i,.z, gLt Madbbrdy g
I, L,
Mc(L ""*“ ’I’C) IC ”{" Mc/r('(IJ "*}' Tc)
- I ¢], I 457, 1, O

"r[ (A ol “/} I 1()¢Jd517“ (B.38)
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Les deux derniéres intégrales dans (B.38) sont évaludes en utilisant la relation (B.31),

nous aurons

1 EI,
/ pad;dz = i, It I o2 io — Me(L +r)djr — (L + Mero(L + 7"3))(25;',4
' ., m g
(B.39)
1 Ui ! 1 U EI” /
T¢',0 /0 P$¢—,; dr = j;“qu, ]- 3@6 MC(L +;Tc)¢i,[1 - (Ic: + MCTC(L + 'rc))gbi,L
(B.40)
Substituons ces deux équations dans (B.38), nous aurons
(wél - w4) L p ’
S | ey e Megnn din + (et Mar)gl s
+Mor(¢is &1+ G bip) — It : ~—if- ol =0 (B.41)

4,0
Pour 7 # j, w; # w;. Alors I'expression entre les crochets dcnt étre nulles. Pour 7 = j,
w; = w;. La constante A; est choisie de fagon que Pexpression entre crochets est égale

a un. Ceci donne la premiére relation d’orthogonalité :

L
/o p i dj dz + Mot p bs1 + (I + Mr2) & 1 + Mero(dir &1, + 651, 65,0)

EI, , EI
T Wk 0 [w? 0 =

ot § est le delta de Kronecker.

=5 (B.42)

B.2.3 Deuxiéme relation d’orthogonalité

La deuxiéme relation d’orthogonalité est obtenue en intégrant par parties 'intégrale

L
/O EL# ¢! dz. (B.43)

Ceci donne

L
/ ELY! ¢l dx = EL4, 8!, - /0 ELS, ¢! dx

I
! ”I 1
= EL$,, ¢!, —~ ELéis ol + /O EL¢: ¢ da
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M. Te I +- M(,"'C I + M,'ra L+ Te
- Efzd)g,[, [ - /344151, :34(/’3, CI ( )4’7,0}
ML A7, M .
—EL¢i 1 [““’%’“““2 o~ Cﬂ4¢y, /3}1‘/53‘,11}
4H
+ [ BLo(B10; ~ ) de (B.44)

Aprés quelques simplifications,

L . L :
/0 EL¢! ¢ dv = w; {/0 ppid; dx + Mot 1651 + (I + M2}l 0.1
+More(biL &5 1, + g, b4L)

- EI” j,() [/ pw(pz dlE + M (L + 7'(:)¢L L + (I + MCTC(L + 'rc))¢1 1} }

Imw

qui donne la relation d’orthogonalité suivante :

L o
/0 EL§! ¢ dz = w? & (B.45)

B.2.4 Résumé

Les fonctions propres d’un bras avec charge a Pextrémité sont données par :

#u(z) = [u?,;\g(cos(w—-) (1+a)sin25)

Az
L

ou A; sont des constantes de normalisation et ); sont la solution de P'équation car-

+(1 — (B.46)

actéristique suivante :

d@t(A) = A11A22 - A21A12 == {) (B47)
ol
A11 w ([J»z”g)\ll e ])(~"C 4 Ch) -} ([.63[L4)\5 - [LQ)\)(S -+ Sh)

A3 (—8 + Sh) — paX3(C + Ch)
Ay = (C+Ch)+ (8 + Sh) + uX*(~C + Ch)
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Ay = (S~ Sh) — pa(ps + ps)A(S + Sh) + (i1 + pa + ps)N*(C + Ch)
+iaig > (C — Ch) + paX*(S + Sh)
Az = (8+Sh)+ (1 + ps)A’(C — Ch) + usd*(S — Sh)
ou
C=cosA, S=sinA, Ch=cosh}, and Sh =sginh\
mz;,lfg, #2“%5, 3zfﬁ‘§7 I«M:%}‘: By = “‘,;”Ei“a et A=[(L

La constante ¢; apparaissant dans Pexpression des fonctions propres est donnée par :

_ 2 A 2 Agy
== 3Lu‘;/\zA = 3L gAzA 2
Une fonction propre vérifie la relation suivante :
!
/0 prdi dz + Mo(L + )i s, + (I + Mero(L + o))y = I, 1 2¢ (B.48)

ot Iy = In + 5p L* + I + M (L + 7.)? est inertie totale vue par le moteur. Les deux

relations d’orthogonalité entre les fonctions propres sont :

L
/(; p & b; Az + Mg din + (L + M2l 1 & 1, + More(ir, & 1, + b1, b5,0)

EI , EL
- tI’mwz ',LOI 0 = 67«.7 (B'49)
/ EL, ¢ dz = w? 6 (B.50)

ol w? = -E—!&ﬂ‘* et & est le delta de Kronecker.

B.3 Fonctions de forme d’une poutre encastrée avec
charge

Les FF d'une poutre encastrée avec charge sont obtenues & partir des fonctions
propres du bras pivotant en supposant que inertie du moteur I, soit encore ug,

tend vers Pinfini. Les fonctions de forme sont alors données par :

bi(z) = As [,\;;’* (cos(-’%‘;f”-) - aosh(%ii‘i)) +o (Sm(f}%’i) - sinh(%ﬁ))} (B.51)
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ou A; sont des constantes de normalisation et A; sont la solution de I'équation car-
actéristique suivante :

det(A) == A11A22 - A21A12 =) (B52)

Ay = X (~C 4 Ch) + paX>(S + Sh) + X*(—S + Sh)

A = (C+Ch)+ uA(=S + Sh) + psA2(~C + Ch)

Ag (1 + ps)A8(S + Sh) + X*(C + Ch) + paX*(C — Ch)
Ay (S + Sh) + (1 + ps)N*(C ~ Ch) + paX*(S — Sh)

i

i

La constante c; apparaissant dans U'expression des fonctions propres est donnée par :

Ap o Ao
¢ = —3L N = ~3L A==
Az Az
Une fonction propre vérifie la relation suivante :
t 4 EIz 1’
_/0 pxo; dx + MC(L + Tc)¢i,L + (Ic + McTc(L + Tc))¢i,L = ';)7(]3@0 (B53)

Les deux relations d’orthogonalité entre les fonctions propres sont :
L
/0 p §i 6; dz+Medu ¢s1. (LA Mer2)d; 1 5+ Moo L & 1+ 1 di,n) = 85 (B.54)

L Iy
/0 BL#! ¢ dz = w? 65 (B.55)

ou § est le delta de Kronecker.

B.4 Fonctions de forme d’une poutre encastrée sans

charge

Les FF d'une poutre encastrée sans charge sont obtenues a partir des fonctions
propres d'une poutre encastrée avec charge en supposant que la masse et inertie de

la charge sont nulles, i.e. y; = pg = piy = ps = 0.
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Ai.’L‘
L

bilz) = A [,\3 (cos(
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) — cosh(i\-z—‘f)) o (sin(—)‘—g-c-) - sinh(ﬁgi)ﬂ (B.56)

ou A; sont des constantes de normalisation et \; sont la solution de 'équation car-

actéristique suivante :

1+CCh=0

(B.57)

La constante ¢; apparaissant dans Pexpression des fonctions propres est donnée

par :
" C+Ch 'S+ Sh

Une fonction propre vérifie la relation suivante :

¢ = —3L A

¢ EI,
[ pogida = =24t

2

Les deux relations d’orthogonalité entre les fonctions propres sont :

L
AP@@MZ%

L
/0 EL¢! ¢ dz = w? 5

(B.58)

(B.59)

(B.60)
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Annexe C

LOGICIEL DE MODELISATION
ET DE SIMULATION

C.1 Description du logiciel : ROBOFLEX

La complexité du modele développé montre la nécessité de développer un outil de
modélisation et de simulation du sytéme constitué d’une membrure flexible tournant
dans le plan horizontal ou vertical.

Afin de pouvoir simuler le modéle d’une membrure flexible, il faut choisir les fonc-
- tions de forme, le nombre de modes A retenir et calculer les dérivées et les intégrales des
ces fonctions. Notons que ces intégrales sont indépendantes du temps. Elles peuvent
donc étre calculées hors ligne une fois pour toutes. Nous avons vu dans le chapitre 5,
que la comparaison des différents modeles discrets dépend de plusieurs variantes.
11 serait donc indispensable de posséder un outil simple et efficace qui permet de
contourner la complexité du modeéle. Ceci est fait & Vaide du logiciel de simulation
ROBOFLEX. Le logiciel est congu pour étudier les modeles linéaire et non linéaire
d’une membrure flexible entrainée par un moteur & courant contionu ef ayant une
charge & Pextrémité. Le mouvement de la membrure peut &tre considéré dans le

plan horizontal ou vertical. Il utilise le modéle d’ordre réduit pour la simulation et
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différentes fonctions de forme peuvent 8tre envisagées. Le logiciel ROBOFLEX est

divisé en deux parties : une partie symbolique et une partie numérique.

C.1.1 Partie symbolique

Le logiciel de calcul symbolique MAPLE est utilisé pour générer le modele dy-
namique d’ordre réduit. Il permet de surmonter le calcul laborieux des fonctions
de forme ainsi que de toute fonction mathématique devant étre générée. Le logi-
ciel ROBOFLEX résout Péquation aux valeurs propres. Il calcule les valeurs pro-
pres, les constantes d’intégration, et génére les fonctions de forme 3 utiliser dans la
discrétisation de la déformation de la membrure. A partir des expressions des énergies
cinétique et potentielle et de la fonction de dissipation de Rayleigh appliquées a
la membrure dans le plan vertical, le logiciel génére les paramétres du modele dy-
namique, i.e. les matrices et vecteurs apparaissant dans le modeéle et qui dépendent
des fonctions de forme. Les résultats peuvent étre sauvegardés sous format C ou For-
tran et sont réutilisés dans la simulation numérique de la dynamique de la membrure
(Figure C.1).

Dans la construction du programme, un soin particulier & sa généralité a é&té
prévu des le départ, dans le sens de pouvoir facilement choisir une fonction de forme
donnée et le nombre de modes A retenir sans avoir 4 changer plusieurs parametres
du programme. Notons que dans le cas de la méthode de modes supposés avec des
fonctions de forme d’une membrure encastrée dans une base fixe ou mobile, il est
préférable de fixer un nombre maximum de modes (selon la capacité de Pordinateur)
et de calculer les parametres du systéme correspondant (les intégrales des fonctions de
forme). Dans le cas des modéles avec un nombre de modes plus petit, ces paramétres
peuvent &tre déduits directement & partir du cas précédent. Par exemple, en calculant
le modéle avec les quatre premiers modes d’une membrure encastrée-libre, la matrice
de masse dans un modéle ayant seulement deux modes se déduit directement en

sélectionnant la sous matrice (1 :2,1 :2) de la matrice de masse déja calculée. Dans
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les intégrales des FF

v

Calculer les paramétres
du modale: Matrices et
vecteurs

|

[ Sauvegarde des résultats )

181



182

le cas des splines et des B-splines cubiques les paramétres du modele sont recalculés
A chaque fois que le nombre de modes retenus est modifié. Cependant, le calcul des
différents parametres est dans ce cas plus simples.

Toutes les fonctions de forme sont définies pour toute la longueur de la membrure
sauf pour les splines cubiques oi1 les fonctions de forme sont définies par élément de la
membrure. Afin d’utiliser le méme logiciel de génération du modele, une normalisation
des fonctions de forme obtenues par la méthode des splines cubiques est indispensable.
Les fonctions de forme des splines et des B-splines cubiques présentent cependant un
avantage par rapport aux fonctions de forme des poutres. En effet, les fonctions de
forme des splines et B-splines sont indépendantes des parameétres du systéme (masses,
inerties, etc.). Ces derniers interviennent dans les équations caractéristiques des fonc-
tions de forme des membrures encastrée-charge et base mobile-charge. Donc, chaque
fois que les parameétres de la charge changent il faut recalculer les fonctions de forme.
Rappelons que 'équation caractéristique des poutres encastrées sans charge est lui
méme indépendant des parametres du systéme. C’est P'une des raisons de sa popu-
larité.

Vu que les fonctions de forme des splines et des B-splines sont des polynomes cu-
biques, le logiciel MAPLE manipule trés facilement tous les paraméetres dont 'équation
dynamique dépend. Pour le méme nombre de modes, le calcul de ces parametres
prend un temps beaucoup plus court que celui des mémes parametres avec les fonc-
tions de forme des poutres. Les splines et les B-splines cubiques sont par conséquent
les meilleures du point de vue temps de calcul et robustesse vis-a-vis des variations
des parametres du systéme surtout les variations de la charge (masse et inertie).
Pour aceélérer le caleul des paramdtres du modile utilisant les fonctions de forme des
membrures encastrées, une expansion en série de Taylor de ces fonctions peut étre
utilisée comme fonctions de forme. Ces polynomes vérifiant les CF géométriques sont

facilement manipulables par le logiciel de calcul symbolique.
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C.1.2 Partie numérique

Le logiciel de simulation MATLAB avec le Toolbox Simulink sont utilisés dans
la simulation numérique. Les données générées par le programme symbolique sont
adaptées et réarrangées pour étre utilisées par MATLAB. Ainsi le programme sym-
bolique génére les différents modeles et les simulations temporelles et fréquentielles
sont faites dans MATLAB. La figure (C.2) représente le module de simulation utilisé
dans SIMULINK. Le bloc “Single Link Model” exécute une routine qui contient le
modeéle dynamique de la membrure. On peut choisir le plan de mouvement de la
membrure, soit horizontal (g = 0) soit vertical (g = 9.81). Les fonctions de forme et
le nombre de modes sont encore sélectionnés dans ce bloc. Une variable est attribuée
aux fonctions de forme. Elle varie de 1 & 5 (encastrée-libre = 1, encastrée-charge =
2, base mobile-charge = 3, splines cubiques = 4, B-splines cubiques = 5). Le nombre
de modes voulu est directement selectionné (Figure C.2). Le bloc “Figure” trace les
résultats de la simulation. Le bloc “Chargement de données” exécute une routine qui
contient les données numériques du systéme. Elle est exécutée avant la simulation.

Le logiciel ROBOFLEX nous permet de valider facilement le modéle d’'une mem-
brure flexible ainsi que les lois de commande & appliquer & ce modele. Il sert aussi
comme un outil de base dans I'étude de V'effet des fonctions de forme sur le modele.
Il permet de changer ces fonctions, modifier les parametres du systéme, sélectionner
différents nombres de modes, choisir un mouvement danps le plan horizontal et vertical

et de varier les parametres de la charge.



/
Choix des fonctions de forme (1 a 5)
Nombre de modes
Gravité (plan horizontal g=0, ou vertical g-9.81)
Paramétres de la charge (M, 1)
+ o Single Link Model
] Contrdleur dx/dt = f(x, u)
Chargement de Analyse Fioures
données fréquentielle g

Fic. C.2 -~ Schéma bloc de ROBOFLEX : Partie numérique

v
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Annexe D

MODELES LINEAIRES DU
SYSTEME A UN BRAS
FLEXIBLE

Dans ce chapitre nous développons les modeles linéaires du systéme & un bras
flexible dans les plans vertical et horizontal. Dans les deux cas, nous supposons que
la vitesse de rotation du moteur est faible. Cela permet de négliger les forces de
centrifuges et de Coriolis. Dans le cas d’un mouvement dans le plan vertical, nous
linéarisons le modele non linéaire autour d’un point de fonctionnement. Alors que
dans le cas d’un mouvement dans le plan horizontal, le modele linéaire est déduite
a partir des équations non linéaires en annulant Peffet de la gravité. De plus, les
frottements sont supposés négligeables.

En tenant compte de ces hypotheses, le modele non linéaire (3.22)-(3.23) devient :

I, p*r G N by 0 Gr N 0 0 ar
B My || 4 0 By || ar 0 Kpr | | ar

M g B g K q
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G.. G sin g, _ 1 ) 0.1)
Gry Gys gr COS ¢y 0
— Y
6(a)
soit encore sous la forme :
Mi+Bi+Kq+G(q)=L7 (D.2)

Les matrices d’inertie et de masse, M, de frottement, B, et de rigidité, Ky, sont
symétriques positives définies. L’inverse de la matrice de masse, notée P, est symétrique

positive définie :

L [eeoB
P=M"= (D.3)
By Prs
11 est facile de vérifier que les éléments de P vérifient les relations suivantes :
, ~1
Py = (I~ B"M;}8) =V~ (D-4)
R ,
Py = (Myy — BI7AT) = A7 (D.5)
PLo=—I7'f"A = -V 3" M} (D.6)
PLP} =—I7"8" ou P;} Py = —01} (D.7)
PP =-p"M;} ou Py P = —~M;7 8 (D.8)

Soit = [g¥ ¢7]" le vecteur d’état. Le modele d’état s’écrit sous la forme suivante :

) Ty 0
T = -+ T

= f(2)+g@)u (D.9)

D.1 Modele linéaire : Plan vertical

Le modgle d’état est linéarisé autour du point 2° = (29,29) = (29,0), ce qui

revient 3 linéariser le modele dynamique (D.1) autour de (gf,¢%). Ceci est fait en
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remplagant ¢, = ¢° + 8¢y, g5 = (I? +dgr et 7 = 7%+ §7 dans (D.1). D’olt le modele

linéarisé :
G,rsin(@)) + GLiq) cos(q)) = 7° (D.10)
K11q} + Grysin(gl) + Gyycos(g))gy = 0 (D.11)

8 = Moy + M5SGs + Brdde + (Gor cos(q?) — Glrq) sin(gf)) dgs
+G7; cos(q)) gy
0 = M,;0G, + MJ;4s + Brsdgs + (Gry cos(q?) — Gyrq} sin(gf) ) Sa.

+ (K17 + Gy cos(al)) das

Les deux derniéres équations s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

oG +
M.y My

B, 0
By

8¢

Grrcos(ql) — Gipqfsin(g?)  Gypcos(e))

dqg = Lér (D.12)
Gy cos(gy) — Gypaysin(g)) Kpp+Gypcos(qr)

ou sous la forme matricielle compacte :
MéG+ Bdg+ K dq = Lor (D.13)

La linéarisation autour du point (¢2 = 0, ¢} = 0) donne le modgle suivant :

si+| O Gry 8q=L6
| i+ q= Lot
0 By

Grp Kpp+Gyy
M B K
MGG+ Bég+ Kiq=Lor

o~

La linéarisation autour du point (¢f = 7/2, ¢}) donne :



188

'rO = Gyr
M, MZ B, 0 —GTg 0
s+ }&H rr4s 5q = Lé7
M,y Myy 0 By ~Gyrqy Kyy
Y, 5 P

Le modele d’état linéarisé autour du point z° est directement déduit & partir de

Péquation (D.13). Il ’écrit sous la forme, avec z = [ §¢7 6% |*
: 0 I 0
T = z -+ ot (D.14)
~-PK, —PB PL
= Aiz+ Bu (D.15)

D.2 Modéle linéaire dans le plan horizontal

En tenant compte des hypothéses précédentes et en supposant que le frottement

est négligeable, la dynamique sera donnée par :

I, g7 iR 0 0 . 1
¢ P T+ = T (D.16)
B Mgs | | d5 0 Kyr || g 0
Ncamimss, st S, et L — L —
M i K q L
soit encore sous la forme :
M(j+Kq=LT (D.17)

D.2.1 Fonctions de forme d’une poutre pivotante

En utilisant les relations (B.48)-(B.50), les éléments des matrices de masse, M, et
de rigidité, K, dans (D.16) seront donnés par :
EI, ,
Im, Ld7 1,0
Mys(i,5) = /0 p i d;dx + mpd)'il By + (I + mp"';)(ﬁ;,z (/’I‘,l + 1y T( iy ¢j,z + ‘/’«,i,l bjt)
Bl Bi By
t 2 gb:,, :

0 ,a
m i Imw ]’ It

B = / pxd; dx + mp(l 4 rp)diy + (L + mprp(l -+ TT’))(szl - Iy =

i

i + 1, = +

1
Kp(i,5) = /0 EL$! ¢ do = w? 8y
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Pour v modes flexibles, 'équation (D.16) s’écrira sous la forme :

_ 1 B B2 By
By 1+BYL BiB/L ... BB/
B BB/l 1+03/L ... B B/L q+

:81/ ﬂu /Bl/It ﬁu ;82/It R | +ﬂg/lt i

00 0 ... 0 1
0w 0 ... 0 0
0 0 w? ... 0 |g=]0]" (D.18)
00 0 ... w? 0

Pour calculer le modéle d’état, nous introduisons un ensemble de nouvelles variables,
q1, qui permettent de transformer la matrice de masse M en une matrice diagonale.

Cet ensemble est défini par la transformation suivante :
g=Tq (D.19)

La matrice de transformation, T, est choisie de fagon que la matrice

M =T"MT (D.20)
soit diagonale et donnée par
I, 0 0
01 ... 0
My=]10 01 ...0 (D.21)




La matrice de transformation T est alors donnée par

1
0

T=10

0

B
I

1
0

0

_Ba
I

0
1

0

W%W

0
0

1
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(D.22)

En utilisant les nouvelles coordonnées, le modéle dynamique est représenté par :
Mlgl -+ K]ql == LIT

ou K, =TT KT et Ly =T7 L. Dans la nouvelle base, le modéle d’état est donné par

. 0 1 0
I == T+ U
~M;* K, 0 MLy
avec ¢ = [q1 ¢1|7 et u=7. Il est facile de vérifer que :
MK, = K
» T T
ML = { /1, —B/1 —Bu/ 1y ] = [ 1/1; '“,BT/It }
Pour trois modes flexibles, le modeéle d’état est donné par
0 0 0 0 1000 0
0 0 0 0 0100 0
0 0 0 0 0010 0
. 0 0 0 0 0001 0
z == z+ u (D.24)
0 0 0 0 0000 /1
0 —w? 0 0 0000 /Iy
0 0 —-w; 0 0000 /1,
0 0 0 -~w?f 0000 ~ s/ 1




191

A partir de ce modele, nous pouvons générer la FT correspondante & une sortie
donnée. Les (anciennes) coordonnées rigide et flexibles, ¢, et gy, sont liées aux (nou-

velles) coordonnées, q,(,l) et q)(}), par les relations suivantes :

1
¢ = ¢ - 76" ¢ (D.25)
o = ¢ (D.26)

Nous générons les FT qui correspondent & 'angle moteur et & une coordonnée flexible
quelconque. Nous considérons un modeéle avec trois modes flexibles.
La sortie qui corresponde & la coordonnée q,(}) est donnée par :

y= 7(‘1):[1 000000 O]:E::Cox

La FT est donnée par
GP(s)=Cy (sI-A) ™" B

Cependant,
sI 1 A0

(SI-—Al)“lzl
S| —K sI 0 A!

ot A = 571 (s? I + K) est une matrice diagonale. La FT est alors donnée par

= (D.27)

1
G (s) = T3

La sortie qui corresponde au premier mode flexible est donnée par
?J:(In:"—[() 100000 O}sz’lx

La FT est donnée par

_anls) Cavip o Y B
GL(S) = ’T(.S) == Cl (SI Al) .Bl = It 82 n w% (DQS)

Suivons la méme procédure, les FT qui correspondent & la deuxieéme et a la troisieme

mode flexible sont respectivement données par

N sz(s) . ml Ba
Ga(s) = WT(S) EATEYY (D.29)
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. qfa('s) _ __l Bs
Gals) = 7(s) I 8% +wj

(D.30)

En utilisant 'équation (D.25), la fonction correspondante & I'angle moteur g, est

donnée par

Gols) = &) g - ﬁT ¢

11 1 /61 1 ,62 1 ﬁg
= e D.31
I, 32+I‘sz+w +I*52+w +1233+w ( )

Pour une sortie qui est une combinaison linéaire des coordonnées rigide et flexibles,
1 1 . 1 . :
= = = o ( T 1)
= ¥ e e
Yo =0 + T b1, a5 = gtV + 7% Itﬁ ar

la FT est donnée par

1 14
It §==()

1

ya(s)
Gals) = S rar

_11,1
o) "L

(ﬂ? - -j]ja i1 ﬂi) (D.32)

D.2.2 Fonctions de forme d’une poutre encastrée-charge

En utilisant les relations entre les fonctions propres d’une poutre encastrée-charge
(B.53)-(B.55), les éléments des matrices de masse, M, et de rigidité, K, dans (D.16)

seront donnés par :

l EI, ,
B = /0 pzd: dx +my(l + Tp)¢i,l + (I + mr’"p(l + rp))fﬁg,l = “(;')fz'¢il,0

{
Mys(i,7) = /0 p i &; Az + myda bi + (I + myri) iy &1+ mp ro(dig &y + By D30
= &

La dynamique linéaire s’écrit sous la forme :

M+ Kqg= Lt
avec
L g* 0 0 1
g I 0 Ky 0
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Le modeéle d’état est :

0 I 0
& = z + u (D.33)
~-M7lK 0 ML
~ e ; RS
A B

La FT est donnée par :
G(s)=C(sI—A)"'B

ot C est la matrice de sortie.

Pour calculer une expression générale de la F'T il faut inverser la matrice (s — A)

sI ~1
MK sI

L’inverse de cette matrice est donnée par :

donnée par

sl — A=

. A1 AN GO ST
(sI—-A)" =
—s'MIKA™Y s T4+ s MTI KA (-T)s™!
A—~1 A-l 5—1
_ (D.34)
—sTIMIKAY s —-s I MTIKA s

ot A est donné par :

A=sI+s MK =s"M"Ms*+K)

Alors,
A =s(Ms*+K)'M
Cependant,
‘ Iis? T g2
Ms*+K=|"" §
Bs* 821+ K,y
Notons

D3321+Kffmdiag([82+wf]), =1, «--
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D™ = diag([(s* +wi) '], i=1, oo, v

Soit § un scalair donné par :

v 2
§ = I,s8* — Y’ D71 Bs? = I,s* — (BT D718)s* = (1,, D

2
o

2 3

o1 Y Wi

)

d’on
5 i ~~(5"1 Tt 2D—-1
(Ms*+K)? = s
i __Dmlﬂ 526—«1 D»—»l + leﬂsz(g«lﬂFSQle
_ 1 -—,BTD—? 82 6w1
i ~D"18s% DY+ DB D s
et
At = s(Ms*+K)'M
1 ~ﬂTD“1 s I ﬂT 51
= §
~-D™'8s? D"+ DB ﬂTD"'l s g I
= 86*1 Ail A1021
Az AR
ol

AR = L—-p'D7ps

Ay = pT-pTDTS

A} = —LD'Bs*+ (D +DBATD Y
A5} = =D s+ D6+ DT D S

D’autre part, soit

y =1~ 5B

M«»l 3 ,},wl _m,ywll[.’g’l‘ B ,),»«l 1 m[j'f’
=Byt I+pByAT ~B I +p68"

d’ot



Alors
» ;"
MK = fy“l p -
|5 1488
_ 0 —08'Kyy
| 0 (v +BB)K s

d’out (s I — A)! sera donné par

6”1AI113
§1AGs
(s1—A)"' = —a®
Y6 BT K A
67AL
§1AG

s+ ’)’nlémlﬁTKffAzle“l

Le vecteur d’entrée B est donné par :

Le produit (s I — A)~'B sera donné par :

(sT— A 'B=ny""

ol

z = 6AG - 6TAY

0 Kiy
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0

(5“1Af218
5M1A"2“215

Y1 BT K pp A

AL

v
7—16—1[311KffA2~;&18—-1
WYy 4 BAT)K pp g™ 5T — 6 (VI 4 BBT) KAy s

21
%)

23

;?14

|~y (T + BETVK Ay T (0 + BB KAz

(D.35)
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z = 6'AG—61ALB
23 = s U+ B K At s™ — T 0T BT K i A BT

2 = =TI+ BT K Ay 5T (5T =T8T (VT + BT ) K A7 5T

La FT qui corresponde a Pangle moteur comme sortie est alors donnée par :

-(s)
7(s)
= C(sI-A)'B

G()(S)

|

= yH§TIAY -6 ALP)
- ,Y»lé-wlut . ﬁ’I’D~1ﬂS2 - ﬂT,B + IBTleﬂ 82]

e -] - el T’ = 1
= 4 NI~ F78) = (I - (BT D~13)s%)(s%)
1
_ b (D.36)
(- 5355)

Les FT qui correspondent aux coordonnées flexibles sont données par (C =

[0, I, 0, 0]) :

G/ = L
= 707 (A — A5 0)
= 4 (~L DB’ + (D76 + D7 BBTD )8+ DTH(BET)B S
~D7'p5 ~ DB ATD A s
= 67 D7 (~L 1+ BA7) B s
= [y (-LI+B")BID7I S (D.37)

La FT qui corresponde a la i éme coordonnée flexible est de la forme :

Gi(s) = e ~Bi(Iy — B})+ B: 3 B ! 1

I~ p'p o) eel (- B8
e T
2

fom]
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L-Y8

— B J=1 1 1
- I -6 8?4 wi I'"EV: G s?
¢ o s+ Wl
1 1
PR S UES
VI —~ A
(’C ;132+w5)

D.3 Fonctions de transfert avec les splines cubiques

Nous considérons les splines cubiques avec les courbures comme coordonnées
généralisées (Section 4.2). Pour un nombre d’éléments égal a un, les matrices symétriques

de masse et de rigidité sont données par :

I, LpIlt+1/3MLP+1/2I.L 1/30pL* +1/6 M L* +1/21. L
Ms=| .. WplP 4+ 1/9M L +1/ALL? 3pL° +1/18 M. L* +1/41. L*

420
L pL®+1/36 M. L* +1/41. L7

0 0 0

K=LEL|0 1/3 1/6

|0 1/6 1/3 |

Pour un nombre d’éléments égal & deux, les matrices symétriques de masse et de

rigidité sont données par :

- My My Mz My
My My My My
Mis Map My Mz
My My M My

ou :

Mu == ]t



M
M,
Mos
Moy
My,
My

= 11/192p L* + 1/4M, L* + 1/2I. L

= 3/640pL" +1/24M, L* + 1/4I L

= 61/5040p L° + 25/576 M, L* 4 1/161. L*
= 607/53760p L° 4+ 5/96 M, L* 4+ 1/8 I, L?
= 11/11520p L° + 5/576 M, L* + 1/16 I L*
= 451/40320p L° 4+ 1/16 M. L* + 1/4 1, L*
= 169/161280p L° +1/96M,. L* +1/8 I. L*
= 1/8064p L° 4+ 1/576 M, L* +1/16 I, L?

K=LEFEI,

0
0
0

0

0
1/6

0

0
1/12

0
0

/12 1/3 1/12
1/12 1/6 |

198

Pour un nombre d’éléments égal a trois, les matrices de masse et de rigidité sont

données par :

My =
Mz =
My =
M5 =
My =

My
My
M= M
My
M;s

- I
1121/30720p L* +11/96 M. I° + 1/81. I,
163/3072p L* + 3/16M. L + 1/41. L
63/2048p L* + 5/32M, L* 4 3/81I, L

My
Mo
Mg
M3y
Mos

M3
Mo
Ms;
M3y
Mss

My
Moy
My
i
Mys

Mis
Mos
Mss
Mys
Mss

3/640p L% 4 1/24M, L? + 1/AI L

863/215040p L° + 121/9216 M, L* + 1/641, L*




My,
Moy
Mo
M,

Mys
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= 10127/1720320p L° + 11/512M, L* + 1/321. L*
= 85/24576p L® + 55/3072M, L* + 3/641, L*

= 49/92160p L° + 11/2304M. L* + 1/32I, L*

= 11371/1290240p L® + 9/256 M, L* 4 1/161, L*
= 27721/5160960p L® + 15/512M, L* + 3/32I, L*
= 13/15360p L° + 1/128M, L* + 1/161, L*

= 1553/430080p L® +25/1024 M, L* 4 9/641, L*
= 403/645120p L° + 5/768M, L* + 3/321, L*

= 1/8064p L + 1/576M,L* + 1/161, L?

o0 0 0 0
0 1/12 1/24 0 0
K=LEL|0 1/24 1/6 1/24 0
0 0 1/24 1/4 1/12
0 0 0 1/12 1/6 |

L

D.4 Analyse de la passivité avec les splines cu-

biques

Nous comnsidérons les splines cubiques avec les courbures comme coordonnées

généralisées. Par la suite, nous traitons G, (s) comme une famille de FT & un parameétre

{Ga{8) : @ > 0} qui sont nominalement réactives (i.e. pour a = 0). Nous cherchons

la valeur critique a. de a, G, ou la FT cesse d’étre passive quand « est incrémenté

continuellement & partir de sa valeur nominale égale & zéro. Nous considérons les

deux cas suivants : sans et avec frottement. Dans le premier cas, nous transformons

le probléme, du domaine complexe au domaine réel en considérant la fonction de

transfert H,(s?) = 8 Ga(s) = n(s)/d(s). Nous utilisons les applications gardiennes

(Saydy et al. 1990) pour vérifier la réactivité (passivité) de la FT. En général, une
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application gardienne pour un probléme de ce genre est une application scalaire qui,
évaluée le long de la famille paramétrisée, reste non nulle tant que les membres de
cette famille restent réactives et elle s’annule précisément quand cette famille cesse

de I'étre. Dans le deuxiéme cas, nous vérifions si la F'T est posivite réelle.

D.4.1 Frottement négligeable

Pour un élément, la FT est donnée par :

bys* +bys® +bo
s(aq s* + az 8% + ag)

Ga(s) =

by = a (%d’l,L(Ml:}MZ.‘& — MyyMsz) — %¢2,L(M13M22 + M12M23)) + Moo M3z
— M3,
by = « (*%¢1,L(K33M12 + Mi3Ko3) + —I1:¢2,L(K23M12 - M}.usz))
+M33 Koy — 2K23 Moz + K3 Moo
bo = KnKs—Kj
as = My (MyMss — MZ) + 2MiaMizMas — M Mss — Mz My,
ap = - (K22M123 + K33 M7y — Ksa My Mag + 2Koz My Mg — 2Ko3 Mis Mg
— K5 My1 M33)
ap = Mn(KunKss—K3)
ot M;; et K;; sont les entrées de la matrice de masse et de rigidité, respectivement.

Pour a = 0, Gy(s) est donnée par

0,1494 x 10~4s* + 0, 164752 +- 13, 7602
5(0, 1843 x 10-6s1 + 0, 3004 x 10252 4 7, 2628)

1l est facile de vérifier que G,(s) est nominalement réactive pour o = 0 (les poles et

1 .
GQ(‘&) = ;Hw(ﬁz) e

zéros sont simples, imaginaires purs et entrelacés).

Considérons Papplication gardienne

v(Gy) = det (Bez(n(s), d(s))) (D.39)



201

ot Bez(n,d) denote la matrice Bezoutienne des polyndmes n et d. Evaluer le long de

H,, nous abtenons une fonction polynomiale de a d’order v,
v(a) = v (H,) (D.40)

La démonstration est basée sur le fait que : (i) H,(s) est nominallement réactive pour
a = 0, (ii) elle est une fonction continue de a et (iii) ses poles et ses zéros sont des
fonctions continues de a. Donc . est la plus petite racine positive de v(a).

Le Bézoutien associée a H, est singulier si le polynome
v(a) = (a — 0,89913)(a — 1, 10921) (D.41)
D’ot1 la valeur critique o, de o,
a. = 0,89913
Pour deux et trois intervalles, les polynOmes sont respectivement données par :

v = (a—0,79679)(c — 0,88638)(a — 1,06322)
v = (a—0,88638)(a — 0,88663)(a — 1,06450)(c — 1,52245)

Les valeurs critiques correspondantes sont alors données par

a. = 0,79679
a. = 0,88638

D.4.2 Frottement non négligeable

Pour un, deux et trois intervals les parties réelles de la FT sont données dans la
figure D.1. Les valeurs critiques de a sont o, = 0.67862, a.. = 0.65181 et o, = 0.66316,

respectivement.
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=3

a) Un élément.

T

¢) trois éléments.

Fic. D.1 - Partie réelle de G,(jw) pour un, deux et trois éléments



