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RESUME

Ce travail s’est déroulé en partie en relation avec les groupes de recherche en ima-
gerie vasculaire et orthopédique du Centre hospitalier de I'Université de Montréal
(CHUM). Dans ces groupes, l'imagerie par résonance magnétique (IRM) est trés
utilisée, c’est pourquoi nous nous intéressons ici & I'TRM en étudiant le probleme
du compromis entre le temps d’acquisition et la qualité des images. Plus précisé-
ment, nous souhaitons obtenir des images avec un meilleur contraste, représentant
fidelement les zones homogenes tout en préservant les discontinuités. Par ailleurs,
nous savons qu’il nous est impossible de mettre en oeuvre une méthode aussi rapide
que la méthode de reconstruction classique; c'est pourquoi notre but est d’obtenir
une méthode dont le volume de calculs reste raisonnable afin qu’elle puisse étre

appliquée avec des moyens de calcul modestes.

Afin d’atteindre cet objectif, nous avons posé le probléme de reconstruction d’'images
comme un probléme inverse et I'image reconstruite est obtenue par minimisation
d’un critére composite formé de la somme d’un terme de fidélité aux données et d'un
terme de régularisation. Ce dernier est introduit sous la forme d’une fonction de
pénalisation qui représente une certaine information a priori sur la solution. Pour
aboutir & ce critére composite, nous avons utilisé une approche bayésienne de type
mazimum a posteriori et nous avons modélisé I'a priori par des champs de Markov
(MRF). Ces derniers, souvent utilisés en traitement d’image, sont définis par des
interactions locales entre pixels et sont bien adaptés aux objets comportant des
zones homogenes séparées par des discontinuités. Afin de simplifier le traitement,
nous avons restreint les MRFs & des cliques & deux éléments, ¢’est-a~dire que les in-
teractions sont limitées aux plus proches voising dans les directions des axes. Nous
avons choisi un MRF de maniére & obtenir un critére convexe non quadratique,

plus adapté & notre probléme; la convexité permet de faciliter la minimisation. La
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combinaison du critére ainsi obtenu & des résultats d’analyse convexe nous a permis

de mettre en oeuvre une technique de minimisation semi-quadratique efficace.

Nous avons aussi tenu compte de la nature spécifique du probléme de reconstruc-
tion d’images en IRM : des données de nature complexe et tridimensionnelle et un
opérateur de transformée de Fourier reliant les données y & 'objet @. L’utilisation
de données tridimensionnelles nous a permis de disposer de plus d’informations
a priori et donc de développer une reconstruction 3D afin d’obtenir des images
de meilleure qualité. Nous avons ainsi adapté les formulations standard et vecto-
rielle de la construction semi-quadratique de Geman & Yang en tirant profit des
propriétés de 'opérateur de la transformée de Fourier. Ces propriétés nous per-
mettent entre autres d’obtenir une matrice normale d’une structure particuliére
et d’augmenter 'efficacité numérique de notre reconstruction. Pour la formulation
standard, nous avons développé deux formes : exacte et approzimée. Mais surtout,
la principale contribution de ce travail repose sur la formulation d’une forme ori-
ginale généralisée de la construction de Geman & Yang. Cette généralisation nous
permet d’obtenir une structure prédéfinie de la matrice normale, et ainsi diminuer

le volume de calcul et de mémoire nécessaire.

La méthode développée a été évaluée sur des données 2D et 3D, simulées et réelles.
Les résultats obtenus montrent une réelle amélioration de la qualité des images,
avec une préservation des contours et des zones homogeénes. De plus, I'utilisation
d’un fantéme vasculaire calibré nous a permis de montrer la capacité de la méthode
a détecter des détails de tres petite taille, soit jusqu’a 1 mm de précision. Les com-~
paraisons expérimentales des vitesses de convergence des différentes formulations
montrent que les formulations standard approximée et généralisée présentent la
meilleure performance. Cependant, la formulation généralisée sera préférée car elle

n’introduit aucune approximation.
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ABSTRACT

This work was carried out partly in relation with the Centre hospitalier de 1'Uni-
versité de Montréal (CHUM) orthopedic and vascular imaging research group. In
these groups, Magnetic Resonance Imaging is much used, this is why we have been
interested in the MRI by studying the compromise problem between acquisition
time and image quality. More precisely, we wish to obtain images with a better
contrast, accurately representing the homogeneous area while preserving disconti-
nuities. Moreover, we know it is impossible for us to implement a method as fast
as the classical reconstruction method ; this is why our goal is to obtain a method
whose computational cost remains reasonable so that it can be applied with modest

means of calculation.

To reach this goal, we posed the image reconstruction problem as an inverse pro-
blem and the reconstructed image is obtained by minimizing a composite criterion
formed by the sum of a fidelity term to the data and a regularization term. This
last term is introduced in the form of a penalization function which represents the
a priori information on the solution. To reach this composite criterion, we used a
Bayesian approach of type mazimum a posteriori: and we modeled the a priori by a
Markov Random Field (MRF). These, often used in image processing, are defined
by local interactions between pixels and are well adapted to the objects comprising
homogeneous area separated by discontinuities. In order to simplify the treatment,
we restricted MRFs to two element cliques, that is mean interactions are limited
to the closest neighbors in the axes directions. We chose a MRF so as to obtain a
non quadratic convex criteria, more adapted to our problem ; convexity facilitates
minimization. The combination of the criterion thus obtained with results of convex

analysis enabled us to implement an efficient half quadratic minimization technique.
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We also took into account the specific nature of the image reconstruction problem in
MRI : tridimensional and complex data and a Fourier transform operator connec-
ting data y and image . The use of tridimensional data enabled us to use more
a priori information and then to develop a 3D reconstruction to obtain images of
better quality. We have adapted the standard and vectorial formulations of Geman
& Yang half quadratic construction by using the properties of the Fourier trans-
form operator. These properties enable us to obtain a normal matrix of a particular
structure and to improve the numerical effectiveness of our reconstruction. For the
standard formulation, we developed two forms : exact and approximate. But above
all, the main contribution of this work is the formulation of an original generalized
form of Geman & Yang construction. This generalization enables us to obtain a
preset structure of the normal matrix and thus to decrease the memory and com-

putational volume necessary.

The developed method was evaluated on 2D and 3D data, simulated and real data.
The obtained results show a real improvement of the image quality, with edge and
homogeneous area preserving. Moreover, the use of a gauged vascular phantom
enabled us to show the capacity of the method to detect details of very small size,
that is to say up to 1 mm of precision. The experimental comparisons of speeds
convergence of the various formulations show that the approximated standard and
generalized formulations present the best performance. However, the generalized

formulation will be preferred because it does not introduce any approximation.
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AVANT-PROPOS

L’imagerie par résonance magnétique (IRM) est une technique relativement jeune
comparativement & la tomographie par rayons X (la tomodensitométrie) ou encore
comparativement & la tomographie par émission de positons. Ainsi, le phénomeéne
de résonance magnétique a-t-il été découvert en 1946 par Felix Bloch et Edward
Purcell (Hornak, 1996-2003), découverte qui leur vaudra le prix Nobel de physique
en 1952. Jusqu’aux années 70 la résonance magnétique nucléaire (RMN) sera prin-
cipalement utilisée pour les analyses moléculaires physiques et chimiques. 1l faut
attendre 1971 et Raymond Damadian pour envisager I'IRM comme technique de
diagnostique de maladies. Paul Lauterbur obtient les premiéres images en IRM en
1973 grice a une technique de rétroprojection, similaire a celle utilisée en tomo-
graphie par rayons X. Les techniques de base de 'IRM actuelle, soit le codage par
la phase et les fréquences, ainsi que la reconstruction par transformeée de Fourier
seront introduites en 1975 par Richard Ernst. Finalement, en 1977, Peter Mansfield
met au point la technique d’Echo Planar Imaging (EPI), technique qui sera princi-
palement développée les années suivantes et qui permet d’obtenir de quinze & vingt
images en une seconde. La méme année Raymond Damadian réalise la premiére
image d’un corps entier, tout comme Edelstein, en 1980, ce dernier utilisant la
méthode développée par Ernst. Les années suivantes verront principalement le dé-
veloppement de techniques permettant d’accélérer l'acquisition des données, ainsi
que Délargissement du champ d’application de la résonance magnétique, comme
I'IRM fonctionnelle (IRMf) et Pangiographie par résonance magnétique (ARM).
Finalement, en 2003 Paul Lauterbur et Peter Mansfield ont recu conjointement le
prix Nobel de médecine pour leur contribution au développement de PIRM. Un
exemple d’appareil A’TRM est présenté a la figure 1 et une image type obtenue avec

ce genre d’appareil est donnée & la figure 2. De telles images sont d'une grande



utilité clinique et leur utilisation ne cesse de croitre. Cependant, cette technique
d’imagerie présente I'inconvénient d’une durée d’examen relativement longue, une
diminution de la durée de I'examen entrainant une diminution de la qualité des
images. Notre projet s’inscrit dans Pamélioration de ce compromis, temps d’acqui-

sition - qualité des images.

Figure 1 Photo dun appareil d’imagerie par résonance magnétique
(http ://www.siemensmedical.com)

Figure 2 image typique obtenue par un appareil d’imagerie par résonance magné-
tique (http ://www.gemedicalsystems. com)



INTRODUCTION

Ce travail a bénéficié de l'environnement matériel et humain de la plate forme
d’imagerie située au Centre hospitalier de I’Université de Montréal (CHUM), au
pavillon Notre-Dame. 1l s’agit ici de s’intéresser aux images obtenues par imagerie
par résonance magnétique (IRM), les principales applications dans ce groupe étant

dans les domaines orthopédique et vasculaire.

Comme nous allons le voir au chapitre 1, 'IRM est une technique non invasive,
elle permet principalement de cartographier la répartition de 'eau dans l'orga-
nisme humain ; cette technique est adéquate aussi bien pour Pimagerie vasculaire
qu’orthopédique. Ainsi, dans le cadre de 'imagerie orthopédique, les cartilages, qui
contiennent beaucoup d’eau, sont plus aisément visible que par un tomographe &

rayons X.

On se rend compte en observant une image obtenue en IRM (figure 3) que celle-ci
comporte des oscillations ainsi que de nombreux artefacts diis aux caractéristiques

matérielles du systéme d’acquisition ainsi qu’aux grandeurs physiques utilisées.

Le principal objectif de cette étude est d’améliorer la qualité des images, c’est a dire
obtenir des images représentant fidelement les zones homogeénes tout en préservant
les discontinuités. De plus, pour atteindre cette objectif, nous désirons mettre en

oeuvre une méthode dont le volume de calculs reste raisonnable.

11 est possible de travailler & différents niveaux pour améliorer la qualité des images :
e physique, soit directement sur la machine;
e traitement des données, reconstruction de image

Nous nous sommes plus particulitrement intéressés a 'étape de reconstruction de



Figure 3 Exemple d’image obtenue en IRM

I'image. Nous avons ainsi développé des méthodes qui répondent a plusieurs cri-
teres : des méthodes générales 3D qui peuvent s’adapter & différents types de don-
nées et qui ne dépendent pas de 'appareil, et des méthodes qui nous permettent
d’obtenir un bon compromis entre le temps de calcul et la qualité des images obte-

nues.

Dans le chapitre 1, nous effectuons une bréve description de I'IRM, afin de poser les
bases qui nous seront, utiles par la suite. Dans le chapitre 2, nous exposons les diffé-
rentes techniques utilisées afin d’accélérer I’acquisition des données et améliorer les
images obtenues. Cette revue de littérature est prolongée au chapitre 3 par ’étude
des probléemes inverses et des pénalisations semi-quadratiques. Partant de cette
étude nous exposons au chapitre 4 nos modeles appliqués tout d’abord au cadre
2D, puis au chapitre suivant au cadre 3D. Finalement, au chapitre 6 nous analy-
sons les résultats obtenus, sur des images simulées et réelles, et nous comparons

expérimentalement les vitesses de convergence des différentes techniques.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR L’IRM

Cette définition un peu sommaire trouvée dans la revue de presse de 'Institut de
radiologie de Sion résume le fonctionnement de I'IRM :

“Il s’agit d’une technique médicale trés sophistiquée qui (...) utilise les propriétés
magnétiques du corps humain, grice au fait qu’il contient beaucoup d’eau.(...) En
stimulant les protons du corps humain, placé au centre d’un puissant champ ma-

gnétique, il est possible d’obtenir un signal que Uon capte a Paide d’une antenne
trés sensible.” (www.irm-sion.ch/Presse/Le Nouvelliste.2003-02-12.pdf)

Dans cette partie, les principes physiques de base de 'IRM ainsi que les équations
mathématiques de fonctionnement sont exposés. Pour une description approfondie
nous renvoyons le lecteur vers une documentation plus compléte sur le sujet. Les
principales sources que nous avons utilisées sont les suivantes : (Hornak, 1996-2003;

Pauly, 2002; Mc Veigh, 1996; Nishimura, 1996; Roullot, 2001).

1.1 Fondements physiques

L’IRM exploite P'existence de propriétés magnétiques des nucléons (neutrons et
protons) qui composent le noyau des atomes. Elle repose plus exactement sur la ca-
pacité d’aimantation du proton de 'atome d’hydrogéne, composante principale des
tissus mous du corps humain. Normalement, les moments magnétiques nucléaires!

sont orientés de maniére aléatoire. Lorsqu’ils sont soumis a un champ magnétique

lou spin, cest & dire la rotation de la particule sur elle-méme, colinéaire an moment magné-

tique. Nous ne distinguerons pas le spin du moment, magnétique, utilisant aussi bien 'un comme
lautre terme.



intense By, ils s’alignent dans le sens de ce dernier. Cependant, le moment magné-
tique résultant est nul et ne peut étre mesuré. C’est pourquoi on crée un phénomene
de résonance en excitant les protons par une onde radio-fréquence (RF) : les spins
s'écartent de leur position d’équilibre d’un angle proportionnel a la durée et &
Pamplitude du champ RF appliqué. Lorsque 'on supprime cette onde, le retour a
Péquilibre est différent suivant les tissus traversés. Ce retour a I'équilibre se décom-
pose en deux mouvements : le mouvement de précession, c’est a dire la rotation des
spins autour d’une direction avec une vitesse angulaire précise, et le mouvement
de relaxation, soit le retour du moment magnétique M a sa position d’équilibre.
C’est & ce niveau que nous retrouvons le principe de base de 'IRM : d’apres la
loi de Faraday, le mouvement de précession induit une force électromotrice (fem)
qui est captée par un récepteur RF orienté pour recevoir les changements de la

magnétisation dans le plan perpendiculaire au champ Bj.

Le corps peut ainsi étre vu comme un ensemble de petits oscillateurs induisant
un signal RF. L'objectif en IRM est de cartographier la distribution spatiale et
I'amplitude de ces petits oscillateurs. Le signal capté est proportionnel au nombre de
protons, donc a la teneur en eau des tissus. L’image IRM montre ainsi la distribution

en eau des différents tissus (figure 1.1).

Figure 1.1 Carte de densité d’eau, pondération différente selon les tissus (Hornak,
1996-2003)



Nous allons maintenant poser les bases d’'une description plus rigoureuse de ces

phénomenes et introduire diverses notions qui seront utilisées par la suite.

1.2 Description et équations de fonctionnement

Pour obtenir une image, le patient est placé dans un champ magnétique homogeéne
et puissant By, ce dernier pointant dans la direction de U'axe z, appelée direction
longitudinale. En application clinique, le champ maximal autorisé est de 2 Tesla (T),
mais en recherche les champs peuvent aller jusqu’a 4 T. A Péquilibre thermique,
les protons s’alignent dans la direction du champ (On parle principalement des
noyauz des atomes d’hydrogéne car ces derniers représentent Uatome le plus présent
dans lorganisme humain). En fait, les spins tournent autour de la direction z
avec une vitesse angulaire proportionnelle & Pamplitude By de By. Comme nous
I’avons dit précédemment, il s’agit d'un mouvement de précession. La relation liant
cette fréquence de rotation, appelée fréquence de Larmor, a Uintensité du champ

magnétique est la suivante :

fo= %BO ou encore wg = 27 fo = vBy (L1)

ol y représente le moment gyromagnétique du proton, 5= = 42.576 MHz/T.

Ainsi, afin d’obtenir un signal, on applique une onde électromagnétique de fréquence
fo pour exciter les spins hors de l'état d’équilibre. Cette onde est une impulsion
RF appliquée dans le plan 2y, appelé plan transversal. A Yarrét de cette impulsion
les spins se sont écartés de leur position d’équilibre d’'un angle & proportionnel
a Pamplitude et a la durée d’application de I'impulsion RF. Dans le cas ot « =
90°, les spins précessent dans le plan xy; on parle alors d’une impulsion RF & 90°.

Lorsque 'on supprime cette onde, au mouvement de précession & la fréquence de



o

Larmor s’associe le retour & 1’équilibre du moment magnétique. Nous avons alors :

1. le mouvement de précession & la fréquence de Larmor dont I'équation de
mouvement, dans le cas général ot un champ magnétique B est appliqué, est

la suivante :

%]\fu =MA~yB (1.2)

ot M est le moment magnétique d’un volume (Nishimura, 1996, p.57) et A

représente le produit vectoriel.

2. le mouvement de relazation : retour du moment magnétique M & sa position
d’équilibre, parallelement au champ B. Lors de ce retour a l’équilibre, la
composante transversale M,, diminue alors que la composante longitudinale
M., qui est dans le sens du champ magnétique statique, augmente. Il nous est

possible de décrire le mouvement de ces deux composantes :

e [a composante longitudinale M, :

dM, M, — M,
T (1.3)

ot T} est le temps de relaxation spin-réseau et M, représente le moment
magnétique a 'équilibre.

e la composante transversale Mo, :

dM,, My,

i 1.

dt Ty (14)
avec M., = M,+iM, (1.5)

ou 7Ty est le temps de relaxation spin-spin et i représente la composante
imaginaire pure.
Les constantes 1) et T5 sont appelées constantes du temps de relaxation. Les ordres

de grandeur de ces deux constantes varient de quelques dizaines de millisecondes
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(pour T3) & Vordre de la seconde (pour Ts). La variation de ces parameétres d’un

tissu a Vautre crée le contraste de 'image.

En combinant les équations (1.2), (1.3) et (1.5), nous obtenons équation de Bloch,

équation du mouvement de M qui incorpore le retour a l'équilibre :

IM _ o Medt Mg (M. = Mok
Ty T

= (1.6)

ou %, J et k représentent les directions respectives des axes x, y et z. En fait dans
I'équation (1.5), nous avons directement utilisé le terme M,, que l'on retrouve
fréquemment dans la littérature. Trouver la valeur du signal récupéré revient dans

un premier temps a résoudre 1’équation de Bloch.

1.2.1 f)quations du mouvement de M

Intéressons nous tout d’abord & I'équation (1.2), soit au mouvement de précession.

Dans le cas d’un champ uniforme statique By, nous avons :

M
dt
ce qui peut s’écrire matriciellement :
= | 0 ~Bo 0| M,
M=) 4By 0 0| M,
AL 0 0 0| M,

Si nous introduisons les équations de relaxation (1.3) et (1.5), nous obtenons :
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a, ~1Ty ¥By 0 M, 0
-yBy ~1/Ty 0 M, | + 0
M 0 0 -1/T M, Mo/Th

£,
2lE &
I

En posant 7By = wy et en utilisant la définition de M,, introduite en (1.5), soit

My, = M, + iM,, nous avons :

| M, | ~t/ T i
Mdﬂ[ Yy e e 1Wo Mmy = sz(t) = MOG t/l2e ot (18)
dt Ty

dM, M, — M,
dt T

M, (t) = My(1 — e~ /™1) (1.9)

Comme nous 'avons dit précédemment, le mouvement de précession induit une
force électromotrice captée par des antennes RF dans le plan perpendiculaire a By,
soit le plan zy; seule la composante M, est mesurée. A ce niveau, nous effectuons
ici une approximation, car nous estimons gqu’entre deux impulsions RF M est
revenu completement & son état d’équilibre, olt M, = Mj, ce qui, en général, n’est
pas le cas. De plus, le corps n’est pas un objet homogene : 15 et My varient selon

les tissus. Ils sont dépendants de la position = (z,y, z) ol I'on se situe, soit :
My (7, t) = My(r)e /12T gmiwot (1.10)

Le signal capté est obtenu par la contribution de toutes les composantes M,,(r, t)

du volume, soit :
S(t) = / My(r)e /T2t gy (1.11)
Jv

A ce stade, il n'est pas encore possible de distinguer la répartition spatiale des
spins et nous allons voir par la suite que cela peut étre fait par introduction d’un

gradient de champ magnétique B..
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1.2.2 Superposition de trois gradients.

Tout comme By, B, pointe dans la direction z, mais comme nous appliquons un
champ externe, son arplitude varie selon la position. Le gradient peut s’exprimer

sous la forme d’un vecteur :

G = G, i+ Gyj+ C.k (1.12)
\ 0B, _ 8B, )2
ou G;,- == *‘5‘5", Gy = ay y GZ == 3z (113)

Le champ magnétique total est alors :
B(r) = (Bo + G,z + Gyy + Go2)k = (Bo + G.r)k (1.14)

oli (.) représente le produit scalaire. Si nous introduisons ce champ magnétique total
B dans P'équation de Bloch (équation 1.6), nous obtenons la composante My, (7, t)

suivante :

My (7, 1) = Mo(r)e /T2 gmiwnte—inGurt (1.15)

Sachant que le gradient varie en fonction du temps, le champ magnétique total

vaut :
B(r,t) = (By + G(t).r)k (1.16)

soit :
A/[wy(’f‘, t) o A/IO(,’,)eut/Tg(r)e—iwgte-—i'y jOt G(r).rtdr (117)
= jw—o(T)e--t/f[b,(r)cwiwotew-zmkz(t).r (1.18)

ot k(t) = = f(;’ G(r)dr.

L’équation du signal recu & un temps ¢ introduite en (1.11) est alors modifiée et



nous avons !

SO = [ Malr)e eI mig im0 gy (1.19)
14

= g ol / ]\/[0(7')6"'5/75(T)e'gi“k(”)"'(iv (1.20)
v

Comme nous ’avons mentionné précédemment, le gradient G se décompose en trois
composantes G, G, et G2 Chacune de ces composantes appliquées a un role bien
défini :

1. L’application d’un gradient GG, dans la direction 2z permet de sélectionner une
tranche. L’impulsion RF est émise en présence de ce gradient, permettant la
sélection d’une tranche plus ou moins épaisse suivant la largeur de bande du
signal RF et Vintensité du gradient GG,. Seuls les protons contenus dans cette

tranche vont entrer en résonance.

2. A larrét du pulse RF, un gradient G, est appliqué dans la direction y pendant
une durée 7. L’amplitude de ce gradient est fonction de la position spatiale
selon la direction y du plan. Ce gradient provoque un déphasage variant li-
néairement selon la direction y : les spins & une position plus élevée précessent
plus rapidement que ceux a une position plus basse. Lorsque 'on interrompt
ce gradient, les spins précessent a nouveau & la fréquence de Larmor, tout en
gardant leur déphasage. Cette étape est appelée encocodage selon Uaze de la

phase.

3. Enfin, il est nécessaire d’effectuer une discrimination selon la direction x,
¢’est pourquoi un gradient G, est appliqué dans cette direction. Tout comme
pour G, ce gradient entraine des modifications au niveau de la fréquence de

précession. Il s'agit de Uencodage selon Uaze des fréquences.

“Nous nous placons ici dans le cadre d’une acquisition axiale et 2D, c'est & dire que la tranche

3
3 imager est contenue dans le plan xy. Dans le cas d’'une acquisition sagitale, ol la tranche 3
imager est contenue dans le plan yz, le gradient de selection de tranche sera selon la direction x.
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Le signal recueilli est la somme des signaux émis par les spins de tous les voxels
sélectionnés, avec une distribution de fréquence et un déphasage dépendants de
leur position. Dans le cas d’une acquisition 2D, ces trois étapes sont répétées pour
chacune des N, valeurs du gradient G, permettant d’encoder la position selon la
direction . Pour une application standard, on répete 128 ou 256 fois. Dans le
cas d’une acquisition 3D, le gradient G, varie aussi, et on effectue alors aussi un

encodage en phase selon ’'axe du 3D.

Revenons sur 'équation du signal S() (équation 1.20). Dans une premiére approxi-
mation, nous négligeons le terme de relaxation, c’est & dire que nous estimons que
Ty est suffisamment grand pour pouvoir poser e~/T2(") a7 1, De plus, le signal recu
S(t) peut étre vu comme le produit d’un terme d’amplitude par une fréquence pure
wy. Cette fréquence centrale étant beaucoup plus large que la bande passante du
signal, le signal S(¢) est démodulé en fréquence par wy. Nous obtenons alors la

forme approximée suivante du signal recu :

S, (t) = / Mo(r)e 20 gy (1.21)
v

On reconnait une forme familiére : une transformée de Fourter. Par la suite, nous
nomimerons espace k ou encore plan de Fourier le domaine dans lequel les données
composant ce signal S,(t) sont recueillies. Cependant, nous désirons imager Mo(r)
et non S,(t) : Papproche la plus pratique est d’utiliser la transformée de Fourier

inverse de S,(f) pour reconstruire le signal, et donc notre image.

On peut done voir 'IRM comme le balayage de U'espace de Fourier : lors de acqui-
sition des données, on échantillonue espace k en faisant varier les valeurs de k,, &,
et k, et on acquiert & chaque fois un point. La variation de k s’effectue au travers

des gradients z, y et z. Finalement, il existe différentes techniques pour remplir
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Pespace k, la seule condition étant que l'espace des fréquences soit échantillonné
suffisamment finement pour pouvoir reconstruire une image. C’est pourquoi, dans
les deux paragraphes suivants nous nous attardons plus longuement sur les deux
techniques de base de remplissage de U'espace k : ['écho de spin et I’écho de gradient.

Ces techniques sont présentées dans le cas d’une acquisition 2D.

1.3 Echo de spin

Comme nous 'avons expliqué précédemment, on applique tout d’abord simulta-
nément une impulsion RF perpendiculaire a la direction du champ By, soit a 90°
et un gradient de sélection de coupe G.. Un gradient d’encodage selon 'axe de
la phase G, est ensuite appliqué, suivi d’un gradient d’encodage selon axe des
fréquences G,. La spécificité de cette méthode vient de application d’'une seconde
impulsion RF & 180°. Avec la premiére impulsion, les spins précessent dans le plan
zy. La seconde impulsion entraine une inversion de la phase, ce qui permet aux
spins de se rephaser partiellement, provoquant alors un maximum dans le signal
lorsqu’ils reviennent en phase : ce signal est appelé écho. Le temps d’écho, Tx est
le temps séparant 'impulsion RF et le milieu du signal acquis. Cette méthode est
assez lente car elle nécessite application de deux impulsions RF. Le schéma de la

figure 1.2 résume cette technique.

1.4 Echo de gradient

Cette technique (fig. 1.3) est basée sur le méme principe que précédemment. Elle
repose sur Papplication d’une impulsion RF & o° (environ 15°) et de trois gradients,
mais le déphasage donnant lieu & ’écho lors du rephasage partiel n’est plus provoqué

par une impulsion a 180° mais par un gradient G, de signe négatif. Cette technique
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est plus rapide que la précédente car il n’est pas nécessaire d’attendre le retour a
I’équilibre de la composante longitudinale pour répéter la séquence, ce qui permet
de réduire le temps de répétition (Tg), ¢’est a dire le temps qui s'écoule entre deux

impulsions RF.

e, J—L M

6, kil
F..‘:...:..::
6 —d | | L
ECHO
8 -
i TR i
¥ i
[ ] §
I

Figure 1.2 Echo de spin, d’aprés (Hornak, 1996-2003)
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Figure 1.3 Echo de gradient, ’aprés (Hornak, 1996-2003)
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Dans tous les cas, comme nous avons dit précédemment, les différentes lignes de
Iespace k sont acquises en répétant ces différentes séquences pour chacune des N,

valeurs de G, dans le cas 2D.

1.5 Remarques

L’intensité recueillie ne dépend pas uniquement de My. Elle dépend de parameétres
intrinséques (soit les temps de relaxation T3 et T, que nous avons négligés lors
de 'approximation du signal S,(t), mais aussi les caractéristiques des propriétés
physico-chimiques des noyaux, tels que la densité des protons H*), mais aussi de
parametres extrinséques (parametres de la machine) comme 'intensité du champ
magnétique, la durée et le temps de répétition des impulsions, soit les temps d’écho,
Tg, et temps de répétition, Tr. Suivant les valeurs prises pour Ty et T, il nous est

possible d’obtenir des images pondérées en T ou T5.

Un examen en IRM dure généralement de 30 & 45 minutes, temps qui peut sembler
particulierement long au patient, surtout lorsque ce dernier doit rester strictement
immobile. La principale maniére de réduire le temps d’acquisition des données est
de jouer sur la taille de la matrice contenant les données dans 'espace k. Cela peut
s’effectuer de deux maniére différentes : soit par une diminution du champ d’intérét,
Field of View (FoV) en anglais, soit par une diminution du taux de remplissage
de P’espace k*. La diminution du FoV revient & cibler plus précisément la région &
imager. Cependant, si la largeur de l'objet & imager est plus grande que le FoV,
les conditions d’échantillonnage de Shannon-Nyquist ne sont plus vérifiées et du
repliement peut étre observé sur 'image reconstruite. De méme, la diminution du

taux de remplissage, qui s’effectue principalement selon l'axe des phases, entraine

3Nous verrons dans le prochain chapitre qu'il existe différentes manitres de remplir partielle-
ment 'espace k
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un échantillonnage plus lache et donc une diminution du contenu informationnel et

de la résolution de I'image.

Nous venons de présenter la technique d’encodage par transformée de Fourier, tech-
nique d’encodage la plus répandue. Cependant, plusieurs auteurs ont testé d’autres
techniques afin d’accélérer 'acquisition des données. Ces techniques reposent sur
Papplication de gradients G différents et d’impulsions RF sélectives spéciales, nous
permettant d’obtenir de nouvelles relations entre les mesures et le signal recons-
truit. Le plus souvent le codage par la fréquence introduit au paragraphe 1.2.2 est
conservé, c’est & dire qu’une transformée de Fourier 1D est nécessaire pour effectuer
la reconstruction d’une image. Weaver (Weaver et al., 1992) propose de rempla-
cer le codage en phase classique par un codage en ondelettes, dont le principal
avantage, outre sa rapidité, réside dans une sensibilité moins forte aux artefacts de
mouvements (Panych, 1996). De son coté, Zientara (Zientara et al., 1994) se base

sur la transformation en valeurs singuliéres (SVD).

1.6 Conclusion

Le principal avantage de 'IRM vient finalement du fait qu’il s’agit d’une technique
non invasive dont la durée n’a aucune incidence sur la santé du patient, contraire-

ment aux techniques utilisant des radiations ionisantes ou des produits radioactifs.

On peut décrire de maniére treés simple le fonctionnement des tomographes que 'on
trouve dans les cliniques et les hopitaux : les données Y sont acquises dans 'espace
k, elles sont lides & 'image X que 'on souhaite reconstruire par une transformée
de Fourier :

Y = ¢pp x X dans le cas 2D (1.22)

oll ¢, représente l'opérateur de transformée de Fourier 2D. Pour la reconstruction
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de I'image, une simple transformée de Fourier inverse est effectuée.

Cependant, les données acquises Y comportent aussi du bruit 1ié aux caractéris-
tiques matérielles du systéme d’acquisition, comme les bobines de détection, ainsi
qu’aux grandeurs physiques utilisées, champ magnétique, fréquence. .. Ce bruit se
retrouve dans X, I’équation définie en (1.22) étant sensible au bruit. De plus, cer-
taines limitations au niveau de 'acquisition empéchent d’acquérir les données tres
rapidement. C’est pourquoi nous allons présenter dans le prochain chapitre un bref
apercu des différentes modifications et techniques apportées pour améliorer ces

différentes limitations.
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CHAPITRE 2

QUALITE ET RAPIDITE D’ACQUISITION : SOLUTIONS
EXISTANTES

Depuis les vingt derniéres années de nombreuses personnes se sont penchées sur
Iétude des images IRM afin d’en améliorer la qualité et la rapidité d’acquisition.
Cependant rares sont les méthodes qui remettent en question la méthode classique
de reconstruction en IRM par transformée de Fourier inverse. Dans un premier
temps nous allons donner un bref apercu de ces diverses techniques, tout en en

soulevant les principaux aspects, aussi bien positifs que négatifs.

2.1 Méthodes basées sur ’acquisition des données - grille cartésienne

Les méthodes présentées dans cette section ont pour point commun d’effectuer

l’acquisition des données sur une grille cartésienne.

2.1.1 Séquence rapide

Comme nous 1’avons mentionné précédemment, les méthodes d’acquisition par écho
de spin et écho de gradient sont le plus fréquemment utilisées, 'écho de gradient
permettant d’acquérir les données plus rapidement (paragraphe 1.4). Dans cer-
taines situations, lorsqu’il faut imager des phénomenes qui changent rapidement,
la vitesse d’acquisition des données est primordiale et les méthodes d’écho de spins
et d’écho de gradient classiques ne sont pas suffisantes. Nous retrouvons cette situa-

tion en IRM fonctionnelle (IRMf), en IRM dynarique ou encore en angiographie
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par résonance magnétique (ARM). L'IRM{ est une technique qui permet d’étudier
les fonctions spécifiques du cerveau comme la lecture ou écoute. L'IRMf permet
de cerner les zones du cerveau activées lors de l'exécution de différentes taches.
Il ne nécessite aucun traceur radioactif, le marqueur le plus souvent utilisé étant
I'oxygénation sanguine, phénomene naturel de I'organisme. Cette augmentation de
Poxygénation est due & l'activité neuronale. L’IRM dynamique réfere a Pacquisi-
tion d’une séquence d’images d’IRM pour surveiller les changements temporels de
la structure du tissu. Enfin TARM est application de 'IRM a I'imagerie du sang et
du flux sanguin et utilise injection de gadolinium afin d’accentuer les contrastes.
Dans le premier chapitre nous avons déja abordé d’autres méthodes d’encodage (pa-
ragraphe 1.5). Nous présentons ici des alternatives a ’écho de spin et a Iécho de
gradient, basées sur ’encodage par transformée de Fourier, adaptées aux approches

présentées ci-dessus.

2.1.1.1 Echo Planar Imaging - EPI

1l s’agit simplement de 'acquisition de plusieurs lignes de l'espace k£ pour une seule
impulsion RF. Plus précisément, on acquiert plusieurs échos de gradient. Ainsi avec
une seule impulsion RF, il est possible de récupérer la totalité de ’espace k (pour
plus de détails, cf (Hornak, 1996-2003; Mansfield, 1977)). Cependant, afin de per-
mettre un balayage complet de 'espace k pendant la lecture du signal, une légere
transformation au niveau de la machine classique s’impose : elle nécessite des gra-
dients de plus forte puissance. Le probléme majeur de cette technique réside dans
la qualité des images acquises, ces derniéres comportant beaucoup d’artefacts : en
Pabsence d’excitations répétées la non homogénéité des gradients est plus impor-
tante, et Pon retrouve des décalages dans 'images dus & Pacquisition de plusieurs
lignes de l'espace F. A cause de cet inconvénient, cette méthode reste principa-

lement utilisée en IRMS oll la précision des images n'est pas primordiale, vu que
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I'on ne cherche pas & analyser des images anatomiques mais fonctionnelles, on va

chercher Uinformation (signal) qu’elles contiennent.

Une autre technique, Principle of Echo Shifting with o Train of Observations -
PRESTO (Liu et al., 1993) est basée sur le méme principe : elle associe & la tech-
nique d’Echo Planar celle d’echo-shifting, technique qui entraine des temps d’écho

supérieurs au temps de répétition.

2.1.1.2 Fast Spin Echo - Rapid Acquisition with Relaxation Enhance-
ment (RARE)

Basée sur le méme principe que la méthode d’écho de spin, elle permet non pas
d’acquérir plusieurs échos de gradient pour une seule impulsion RF comme I'EPI,
mais plusieurs échos de spins. Cette technique est appelée Fast Spin Echo (FSE),
Rapid Acquisition with Relazation Enhancement(RARE) (Henning et al., 1986) ou
encore Turbo Spin Echo (TSE)

Ces deux techniques basées sur le codage multiple, soit 'acquisition de plusieurs
échos de spin ou gradient successifs ont donc le principal avantage d’étre rapides

mais le désavantage d’une qualité ne permettant pas une grande précision.

Une autre approche pour accélérer 'acquisition des données consiste & ne remplir
p

que partiellement Pespace k.

2.1.2 Meéthode du demi-plan de Fourier

Cette technique porte aussi le nom de half-Fourier ou encore half k-space. Lors
de Vacquisition des données, seule la moitié du plan de Fourier est acquise. Cette

méthode est basée sur les propriétés de symétrie hermitienne du plan de Fourier
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permettant ainsi de déduire 'autre moitié du plan de Fourier. Dans la pratique, un
peu plus de la moitié du plan de Fourier est acquise afin de conserver la redondance
pour les basses fréquences. Les données non acquises en totalité ne concernent que
les hautes fréquences. Le probléme de cette technique se situe au niveau du rapport
signal sur bruit (RSB) qui est fortement diminué en raison de la suppression de la

redondance lors de Pacquisition, d’ott une image de moins bonne qualité.

Une des premiéres méthodes de reconstruction adaptée a cette technique est celle
introduite par Margosian (Margosian et al., 1986; Pauly, 2002; Haacke et Liang,
2000), dont le principe est résumé a la figure 2.1. Margosian estime un terme de
correction de phase basé sur le calcul de la transformée de Fourier de la partie
centrale de l’espace k. Cette méthode posséde cependant une sensibilité élevée aux
erreurs au niveau de la phase, erreurs dues a acquisition de seulement la moitié
des données. Noll (Noll et al.,, 1991) a introduit une méthode similaire basée sur
la théorie de la détection homodyne. Enfin, afin de pallier les diverses limitations
de ces méthodes, Cuppen (Cuppen et East, 1987; Degenhard et al., 2001) propose
une méthode d’extrapolation itérative par Projection Onto Convex Sets, POCS
(résumée & la figure 2.2). Quant & Dologlou (Dologlou et al., 1996), il se base
sur la décomposition en valeurs singuliéres pour estimer les données manquantes.
Toutes ces approches reposent sur la compensation des données manquantes par
une forme de régularisation, la régularisation pouvant étre vu comme 'apport d’a
priori. Notons que Pinformation a priori est fixée de maniére empirique en fonction
du contexte. Nous reviendrons plus longuement sur cette notion de régularisation

au chapitre prochain.

D’autres méthodes d’acquisition partielle des données ont aussi vu le jour. Les
lignes manquantes ne sont pas obligatoirement adjacentes : Cao et Plevritis (Cao
et Levin, 1997; Plevritis et Macovski, 1995) utilisent l'information a priori pour

choisir les échantillons non acquis. De méme, Levin (Kuperman et al., 1999; Yao
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Figure 2.1 Résumé de 'algorithme de Margosian, d’aprés (Pauly, 2002)

et al., 1995) se base sur le fait que toutes les zones n’ont pas la méme importance
dans une image en IRM. 11 a done développé une méthode permettant d’obtenir

une résolution spatiale plus élevée dans certaine zones, I'utilisateur n’ayant qu’a
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Figure 2.2 Résumé de I'algorithme de POCS, d’aprés (Pauly, 2002)

déterminer ces zones. L’algorithme géneére alors des fonctions de base qui oscillent
plus ou moins rapidement suivant les zones. Lors de la reconstruction, il additionne

simplement les projections des images dans les différentes bases.

Finalement, tout comme pour les méthodes d’acquisition rapide, le rapport signal

& bruit, RSB reste faible. La qualité des images n’est pas trés bonne.

Afin de surmonter ces difficultés, des techniques de modélisation paramétrique ont

été mises au point. Smith et son groupe (Smith et ol., 1986; Hui et Smith, 1995;
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Nath et Smith, 1999) furent parmi les premiers & s’intéresser & cet aspect. Smith
part de données acquises par un codage classique (codage selon la phase et la fré-
quence, cf. chapitre 1), mais dont les données sont tronquées dans le sens de la
phase. L’espace k est rempli partiellement, les hautes fréquences ne sont pas co-
dées. Il reconstruit les lignes selon la technique classique, soit par une transformée
de Fourier inverse, mais, au niveau des colonnes qui comportent des données tron-
quées, il extrapole les données en les considérant comme la sortie d’un filtre ARMA
(autoregressive moving average) & réponse impulsionnelle infinie (RII) excité par
une fonction delta de Kronecker. Il s’agit d’une estimation spectrale paramétrique.
Le principal avantage de cette technique est de pouvoir estimer une série de données
infinie & partir d’un petit groupe de données. Hui, du groupe de Smith, a quant a
lui utilisé les réseaux de neurones pour estimer les hautes fréquences manquantes.
Le réseau est entrainé en appliquant en entrée un signal complexe tronqué d’'IRM

de forme connue.

2.1.3 Fast Low Angle Shot Imaging - FLASH

Ici, dans le but d’accélérer I'acquisition, soit la réduction du TR, des modifications

physiques sont apportées a I’appareil.

Le principe de FLASH (Haase et al., 1986) repose sur I'impulsion RF appliquée
afin d’écarter les spins de leur position d’équilibre. Ici, les spins ne sont écartés
que de quelques degrés par rapport a leur position d’équilibre, éliminant ainsi le
long temps d’attente entre différentes acquisitions, le retour & 'équilibre se faisant
rapidement. Le probléme de cette méthode réside dans la faible intensité du signal,

et donc un rapport signal sur bruit tres faible.

Les différentes techniques présentées jusqu’ici permettent d’accélérer Pacquisition
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des données, mais souvent au dépend de la qualité de 'image obtenue. Nous allons
voir dans le prochain paragraphe que 'ajout de nouveau matériel permet d’obtenir

un meilleur compromis entre qualité et temps d’acquisition.

2.1.4 Acquisition multi-antennes

Comme son nom l'indique I'imagerie multi-antennes, ou imagerie paralléle repose
sur I'utilisation de plusieurs antennes de détection placées & proximité de la zone
& imager. Elle peut étre utilisée aussi bien pour des acquisitions cartésiennes ou

non-cartésiennes. Nous ne traiterons ici que du cas cartésien.

2.1.4.1 SMASH

SMASH, ou encore Simultaneous Acquisition of Spatial Harmonics a été dévelop-
pée par Sodickson (Sodickson et Manning, 1997; Sodickson, 2001, 2002; Sodickson
et al., 2002). Différentes antennes font I’acquisition simultanément de plusieurs
lignes de l'espace k, réduisant ainsi le temps d’acquisition des données. Cette mé-
thode exploite I'information spatiale contenue dans le réseau d’antennes afin de

réaliser acquisition de l'espace k.

2.1.4.2 SENSE

Avec SENSE, SENSitivity Encoding, (Pruessmann et al., 1999; Weiger et al., 2001),
Pessentiel du travail est effectué dans le domaine de I'image. Plusieurs antennes de
sensibilités spatiales différentes sont utilisées afin d’obtenir un ensemble d'images
de champ d’intérét (FoV) inférieur aux dimensions de l'objet imagé. Cependant,

comme nous U'avons vu au chapitre précédent, un FoV inférieur aux dimensions de
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l'objet imagé entraine du repliement. Les diftérentes images obtenues sont aliaisées
(figure 2.3). L’image finale est obtenue & partir d’une combinaison de cet ensemble

d’images.
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Figure 2.3 Principe de SENSE, d’aprés (Pruessmann et al., 1999)

Contrairement aux méthodes précédentes, nous ne tronquons pas ici de données.
De plus, grace a l'utilisation de plusieurs antennes, le temps d’acquisition des don-
nées se retrouve diminué. Cependant, méme si nous disposons de plus de données
qu’avec les méthodes précédentes (redondance plus élevée), la perte de signal est
proportionnelle & I'accélération de 'acquisition des données (de l'ordre de la racine
carré de Paccélération). Ces techniques permettent un bon compromis entre durée
d’acquisition, résolution spatiale et RSB. Cette amélioration nécessite cependant
de modifier la physique de appareil par des aménagements techniques, vu que

plusieurs antennes sont utilisées.

Intéressons nous maintenant & des acquisitions non-cartésiennes.
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2.2 Autres méthodes : grille non cartésienne

Afin de réduire le temps d’acquisition des données, il est possible d’utiliser des
séquences d’acquisition non cartésiennes. En effet, l'intérét de ces techniques réside

dans un nombre d’excitations nécessaire pour échantillonuer 'espace k plus faible.

2.2.1 Différents modes de remplissage

Dans les séquences d’acquisition non-cartésiennes, on trouve un large éventail de

modes de remplissage de 'espace k, ou encore trajectoires :

e trajectoires circulaires (Zhou e’t al., 1998; Azhari et al., 1997) et en rosette
(Noll et al., 1991; Noll, 1997) : elles sont peu utilisées.

e trajectoires en spirale (Meyer et al., 1992; Sedarat et al., 2000), de plus en
plus utilisées, principalement en imagerie cardio-vasculaire, rénale et en ima-
gerie fonctionnelle. Le temps d’acquisition est proportionnel au nombre de
spirales utilisées. De plus cette acquisition est peu sensible aux artefacts de

mouvement.

2.2.2 Meéthodes de ré-échantillonnage et de reconstruction

Si ces techniques permettent de réduire le temps d’acquisition des données, la re-
construction est plus complexe que pour une grille cartésienne. En effet, il nous
serait possible d’effectuer une transformée de Fourier, mais impossible de mettre
en oeuvre l'algorithie de transformée de Fourier rapide (FFT) qui nécessite une
grille cartésienne. Ainsi, afin de conserver l'intérét de la rapidité de cet algorithme,

ces méthodes nécessitent un ré-échantillonnage afin d’obtenir une grille cartésienne
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compléete et effectuer alors une reconstruction classique. 1l s’agit d’un probléme as-
sez fréquent que I'on retrouve aussi en tomographie par rayons X ou en tomographie

par diffraction.

Ce ré-échantillonnage peut étre effectué par interpolation (plus proche voisin, fone-
tion linéaire, quadratique, cubique, B-spline, ...) ou par la méthode de gridding.
Cette techunique a été adaptée & I'IRM par Jackson (Jackson et al, 1991) et
représente la méthode de reconstruction de référence pour les acquisitions non-
cartésiennes. Le gridding peut se résumer ainsi (Pauly, 2002; Boubertakh, 2002) :

1. pondération des données dans l'espace & afin de corriger les effets d’un échan-

tillonnage non uniforme dans 'espace k

2. convolution des données avec une fonction d’interpolation et échantillonnage

afin d’obtenir une estimation des données sur une grille cartésienne compléte.
3. transformée de Fourier inverse de I'espace k pour reconstruire I'image

4. dans le domaine de 'image, une dé-apodisation est effectuée afin de corriger

Peffet introduit par la fenétre de convolution dans I'espace k.

Plus récemment, Rosenfield (Rosenfield, 2002) a introduit une nouvelle méthode,
Block Uniform ReSampling, rBURS. Ici, des coefficients d’interpolation sont cal-
culés par la résolution d’équations linéaires utilisant la décomposition en valeurs
singulieres. L’algorithme ainsi développé se base aussi sur des notions d’estimation

et de régularisation.

Les méthodes que nous avons vues jusqu’ici peuvent étre utilisées dans les différents
domaines d’application de 'IRM. Nous allons maintenant nous intéresser & un
domaine un peu plus particulier et dont les applications sont multiples, 'IRM

dynamique.
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2.3 Imagerie dynamique

Comme nous 'avons expliqué précédemment, 'IRM dynamique est utilisée pour
imager les changements temporels de la structure d’un tissu. La qualité des images
et la rapidité d’acquisition des données sont deux choses primordiales. Le moindre
mouvement peut fausser les données. De nombreuses recherches ont été effectuées
dans le domaine et nous allons nous y attarder un peu. Comme on image un méme
tissu, la plupart des méthodes reposent sur l'acquisition d’une premiere image de

haute résolution.

2.3.1 Keyhole et RIGR

La technique keyhole (van Vaals et al., 1993; Jones et al., 1993; Hoge et al., 2002)
consiste a acquérir, avec une bonne résolution temporelle, les éléments centraux
de l'espace k, soit les basses fréquences, et & compléter les éléments de hautes
fréquences spatiales avec ceux d’une image de référence acquise au début de la sé-
quence. Liang (Liang et al., 2002) fait Vacquisition des données de la méme maniére
dans sa méthode Reduced-encoding Imaging by Generalized-series Reconstruction,
RIGR. La différence intervient ici au niveau de la reconstruction. Liang n’utilise
pas la reconstruction classique, soit la transformée de Fourier, mais une méthode
basée sur les séries généralisées. Ainsi, alors que les fonctions de base du modeéle de
série de Fourier sont les exponentielles complexes, exp(2inkz), il utilise ici comme
fonctions de base C(z)exp(2irkz) on C(z) est une fonction de contraintes choisi
de telle sorte & contenir Vinformation a priori disponible sur les images. Ainsi C(x)

dépend de la premiére image haute résolution acquise.
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2.3.2 BRISK

Suivant le méme principe, Doyle a introduit la méthode Block Regional Interpo-
lation Scheme for K-space, BRISK (Doyle et al., 1995) : ici, la définition de la
fréquence temporelle d’acquisition des différentes zones de Vespace £ est fondée sur
une étude spectrale selon la direction temporelle. La fréquence d’acquisition d’une
zone est fonction de la fréquence temporelle maximale couramment présente dans

cette zone sur une séquence.

Le principal inconvénient de ces méthodes réside dans une plus grande complexité

au niveau de la reconstruction des images.

2.4 Conclusion

Toutes ces techniques présentées se basent principalement sur accélération de l'ac-
quisition des données et sur 'extrapolation - interpolation des données manquantes
dans P'espace k. Une fois toutes les données de l'espace k estimées, la reconstruction
est généralement effectuée grace a une transformée de Fourier inverse. Les modi-
fications des données sont principalement effectuées dans le domaine des mesures.
Or en traitement d’images, une démarche fréquemment utilisée se base sur 'utili-
sation des mesures telles qu’elles et sur le traitement en fonction de 'information
a priort dont on dispose. Il s’agit de ’approche de type probléme inverse que nous
allons par la suite adopter. C’est pourquoi dans le prochain chapitre nous allons
nous attarder sur les problémes inverses et la régularisation avant de Vappliquer

plus particulierement & 'IRM au chapitre 4.



CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE, REGULARISATION ET PENALISATION
SEMI-QUADRATIQUE

3.1 Introduction

La revue de littérature a montré que le probleme de reconstruction en IRM est
rarement abordé du point de vue probléme inverse. Cette approche est cependant
trés répandue en traitement d’images, et nous avons décidé de 'adopter dans notre
projet. En effet, nous désirons développer une méthode indépendante de la ma-
chine et permettant de traiter différents types de données. C’est pourquoi, dans
ce chapitre, nous définissons dans un premier temps les problémes inverses. Dans
un second temps, nous nous attardons sur la notion de régularisation et la forma-
tion d’'un critére composite. Finalement, nous présentons les différentes maniéres
de minimiser notre critére, en nous intéressant plus particulierement aux méthodes

semi-quadratiques.

3.2 Probléme inverse

Considérons le modéle linéaire direct régi par I'équation d’observation :
y=Hzx+n (3.1)

ot y sont les données acquises, H Vopérateur linéaire reliant @ a y, = objet

inconnu que Von souhaite recoustruire et n le bruit aléatoire. La problématique



33

est la suivante : déterminer une valeur de = compatible avec les observations y

connaissant 'opérateur H et en présence de bruit n.

3.2.1 Méthodes par inversion directe

La mise en ocuvre directe dépend principalement de la forme de H. La méthode
la plus simple, soit & = H ™'y est celle que 'on retrouve dans le cas de la recons-
truction classique en IRM, H étant égal & I'opérateur de la transformée de Fourier.
Cette méthode est cependant dans la majeure partie des cas impossible & mettre

en oeuvre, H étant souvent non inversible.

Une autre approche consiste alors & minimiser le critére ||y — Hz||*. Nous obte-
nons la formulation des moindres carrés.  minimise la distance quadratique entre
les données mesurées y et Ha, ce qui nous donne & = (HTH)'H" y. Cette
formulation ne dépend que des données y et de H. Le principal défaut de cette
approche réside dans le fait que nous avons négligé le bruit et qu'il faut que H” H

soit inversible.

L’exemple suivant illustre les limites de 'approche de moindres carrées. Soit x le
signal original (3.1-a}, il est convolué avec la réponse impulsionnelle h présentée en
(3.1-b). Nous obtenons le signal ¥ = h * x (3.1-c). Ajoutons maintenant un bruit
blanc gaussien a y de telle sorte & avoir y = h* x + n et un rapport signal & bruit
(RSB) de 50 dB (3.1-d). La différence entre ¢ et y est & peine discernable. Or si
nous estimons maintenant & par les moindres carrés, soit & = (H H) 'H" x, H
représentant la matrice de convolution, nous obtenons le résultat présenté en (3.1-
¢), olt nous nous rendons compte que le bruit présent dans les mesures provoque

de fortes oscillations sur la solution.
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Figure 3.1 Résultat obtenu par les moindres carrés. a - signal x original, b - la
réponse impulsionnelle h, ¢ - 9, d - le signal bruité y et e - le signal restauré x

En fait, ayant négligé le bruit, nous avons réellement calculé :

z

i

(HTH)'H"y

(HTH)*HT (Hz +n)

(HTH)'H” Hz + (H"H)'H  n

z+(H'H)"'H'n

Cette technique peut conduire a des résultats décevants, principalement lorsque

HTH posséde des valeurs propres proches de zéro, le bruit étant alors amplifié.

Dans ce cas, les moindres carrés ne sont pas adaptés. Ce type de comportement

est caractéristique des problemes mal posés.



3.2.2 Probléeme mal posé

On définit un probléme mal posé par opposition & un probléme bien posé qui doit

respecter les trois conditions d’Hadamard (Hadamard, 1923) soit :

e pour chaque donnée y dans une classe définie ), il existe une solution z dans

une classe prescrite X, (existence)
e la solution est unique dans X (unicité)

e la dépendance de = par rapport a y est continue, c’est-a-dire que lorsque
Perreur dy sur la donnée y tend vers zéro, Uerreur dz induite sur la solution

z tend aussi vers zéro (continuité)

Dans le cadre général du probleme inverse, x = H™'y, les trois conditions sont

équivalentes & (Demoment, 1989) :
e y € Im(H)
e Ker(H)=0
e Im(H) est un espace fermé

L’existence et l'unicité sont deux conditions généralement requises pour la résolu-
tion d’un probléme physique. La troisiéme condition, soit l'exigence de continuité
est reliée & celle de robustesse de la solution. En général, si I'opérateur H est
compact et borné, son image n’est pas fermée, et la troisieme condition n’est pas
vérifiée. Dans le cas particulier ou H est de dimension fini, ce qui correspond & notre
cas ot 'opérateur linéaire H est une matrice H, Im(H) est fermé, et nous avons
un probléme bien posé. Cependant, il peut étre mal conditionné, la condition de
continuité étant une condition nécessaire mais non suffisante de robustesse. Ainsi
un faible bruit sur les données peut étre fortement amplifié sur la solution. Par la
suite, nous ne faisons pas la différence entre les notions de probléme mal posé et

mal conditionné.
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Pour surmonter cette difficulté, 'idée est de redéfinir le probleme afin de le stabiliser
et de le rendre bien posé. Une des approches possibles repose sur la régularisation,

que nous allons maintenant définir.

3.3 Régularisation

On définit un régulariseur de 'équation y = Hx comme une famille d’opérateurs

{Rx, ) € A} tels que (Nashed, 1981; Tikhonov et Arsenin, 1977; Twomey, 1962) :

Viae A , Ry est un opérateur continu de Y — X

(3.2)
Vy € Im(H) , limy.o Ry = H'y

ou \ est appelé coefficient de régularisation et H' représente linverse généralisée

définie par : H' = 1in(1}(HTH +ul)'HT Danslecason y = Hx +n,ona:
Ryy=R,y+ Ryn (3.3)

le second terme diverge lorsque A — 0, la matrice H étant mal conditionné. Ré-
gulariser notre probléme revient & trouver un compromis entre les deux termes :

'erreur d’approximation (R,y) et Uerreur due au bruit(Ryn).

Les approches de régularisation peuvent se classer en deux familles : une premiere
qui opére par controle des dimensions et une seconde qui procéde par minimisa-
tion d’un critére composite. Ala premiére approche se rattachent certaines des
méthodes vues au chapitre précédent, dont la SVD. Nous allons ici nous intéres-
ser plus particulierement & la seconde approche. Notre choix s’est dirigé vers cette
seconde famille, & laquelle la méthode POCS vue au paragraphe 2.1.2 se rattache,

car elle permet une souplesse de mise en oeuvre.
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L’idée générale est d’effectuer un compromis entre l'information contenue dans
les données et celle connue a priori (Titterington, 1985). Comme nous I'avons vu
précédemment, opérateur des moindres carrés, fidele aux données, introduit de
grandes variations dues au bruit. Il va donc nous falloir introduire de I'infidélité
aux données sous forme d’information a priori afin de lisser U'image reconstruite
le moins possible pour rester fidele a l'objet attendu. Cela revient & chercher une

solution Z = R,y qui minimise le critére J(x) suivant :
J(z) = ||y — Hz|* + AF () (3.4)

i 2 » YL L 7
ol |ly — Hz||” représente le terme de fidélité aux données, sous forme de norme
euclidienne, F() la fidélité aux a priori, c’est & dire qui résume nos connaissances
a priori sur notre solution et A le parametre de régularisation introduit précédem-

ment.

Si nous choisissons A = 0, nous retrouvons une formulation classique des moindres
carrées, soit une fidélité parfaite aux données. Pour A — 0, cette approche satisfait

bien la seconde condition émise en (3.2), nous obtenons l'inverse généralisée.

Le choix de F(x) est trées important et va déterminer la maniére dont la régulari-
sation va étre effectuée. Il faut de plus que F(x) permette de satisfaire la premiére

condition émise en (3.2).

3.4 Pénalisation quadratique de Tikhonov

3.4.1 Définition

Une des méthodes de régularisation les plus simples est celle introduite par Tikho-

nov (Tikhonov et Arsenin, 1977; Demoment, 1989). Il s’agit, dans le cadre de la
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forme adaptée A 'équation 3.4, de poser F(x) égal a une distance quadratique,
soit, :

J(z) = |ly — He| + Xz — 2|3, (3.5)

ot ||& — &||3; = (x — )T M (z — T), M désignant une matrice définie positive.
T représente la solution par défaut, soit la solution obtenue pour A — oo, c’est &
dire lorsque ’on ne considére que information a priori. Le plus souvent, on pose
Z = 0, car en absence d’information a priori suffisante sur 'objet, on choisit =

comme une image trés lisse de densité uniforme. Nous avons alors :
9 2
J(w) = |ly — Ha|" + Az, (3.6)

Nous avons ici un critére convexe, ce qui nous permet d’assurer 'existence dun

unique minimum Z qui est un minimum global. Z est défini par :
% = argmin (|ly — He|’ + X2/}, ) (3.7)

Le calcul explicite du gradient du critére par rapport & & donne :

?—{9—5—&@ = —2H"(y — Hz) + 22\M=z (3.8)

La valeur minimale est obtenue pour & qui annule le gradient :

Z=(H"H+\M)"'H"y (3.9)

3.4.2 Exemple

A titre d’exemple, nous présentons les résultats obtenus dans le cas particulier

de 'IRM. Le fantéme 2D utilisé (figure 3.2 - gauche) possede des discontinuités,
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et notre objectif ici est de préserver ces derniéres tout en améliorant la qualité de
I'image. Nous avons posé M = DT D+1 ou D représente la matrice des différences
finies du premier ordre entre pixels voisins. L’ajout de la matrice identité nous
permet d’assurer que M soit définie positive. Les résultats obtenus sont présentés

3 la figure (3.2).

Figure 3.2 Résultats obtenus avec une pénalisation quadratique de Tikhonov :
gauche - fantéme non bruité, centre - fantéme bruité, RSB=10dB

Cette approche, de mise en oeuvre aisée, permet d’améliorer légérement la qualité
de I'image par rapport & la reconstruction classique. Cependant la régularisation
introduite repose sur un lissage de I'image : la diminution des oscillations dans les
zones homogeénes est accompagnée d’un adoucissement des contours. En effet, les
changements brusques, soit un écart important entre deux pixels, sont trop pénali-
sés par rapport aux zones homogenes. Cette approche ne semble pas nous permettre
d’atteindre nos objectifs, c’est & dire Pamélioration de la qualité de 'image tout en
conservant les discontinuités. C’est pourquoi nous allons par la suite choisir d’autres
formes d’a priori. Pour cela, il nous est nécessaire d’introduire une approche bayé-

sienne, ce que nous allons faire maintenant.
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3.5 Imterprétation bayésienne de la régularisation

3.5.1 Rappels

Soit I’équation y == Hz + n introduite au paragraphe 3.1. Dans le cadre bayésien,
nous considérons x et m comme deux vecteurs aléatoires de densité de probabilité

p(z) et p(n); p(x) est appelée densité de probabilité a priori sur 'objet z.

3.5.1.1 Maximum de vraisemblance : MV

L’estimateur du mazimum de vraisemblance, MV est défini comme :
Ty = argmax p(y|x) (3.10)
T

olt p(y|x) est la loi conditionnelle de y sachant .

L’estimateur MV refléte la fidélité aux données car seules les données y sont utilisées

pour déterminer Z sy, nous ne tenons compte d’aucun a priori.

Si nous posons ’hypothese que le bruit n est indépendant de = et que m est un

bruit blanc gaussien, centré, de matrice de covariance X, nous avons :
p(n) = 7 e¥p | —5n ¥ n (3.11)

oll Z est le coefficient de normalisation. De plus, ¢ suit la méme loi que n, décalée

en moyenne de He :

pyl®) = — exp (w%(y ~Hx)'s(y - H “»‘)) (3.12)
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Donc maximiser p(y|x), et ainsi déterminer @pry revient & minimiser la norme
2
”21/ *(y — Hzx) “ . Dans le cas ot X est égale & la matrice identité, nous retrouvons

le critere des moindres carrés introduit au paragraphe (3.2.1).

3.5.1.2 Maximum a posteriori : MAP
L’estimateur du mazimum a posteriori est défini par :

Zarap = argaxénaxp(wly) (3.13)

ot p(x|y) est appelée probabilité a posteriori car elle décrit les probabilités des
objets & d’aboutir aux données y. On choisit la valeur de & qui maximise la proba-
bilité a posteriori de x. L’application de la régle de Bayes nous permet d’exprimer

p(x|y) en fonction de 'information a priori, soit :

p(ylz)p(x)

p(y) (3.14)

p(zly) =

Comme nous connaissons les données y, la recherche de @ ne dépend pas de p(y)

qui est une constante ; par conséquent p(x|y) « p(y|x)p(x) et nous obtenons alors :
Zyap = arg;}naxp(ylw)p(w) (3.15)

Sous les mémes hypotheéses que celles émises dans le cas de I'estimateur MV, soit

un bruit blanc gaussien n indépendant de @, nous avons :

" 1 1 P
Tyap = argmax {PZ’ exp (”?j(y - H-’IJ)F§3 Yy - Ha:)) p(m)}

= argmin [HE]/?(y — Hux) - 1og(p(m))J (3.16)
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Un lien peut ici étre fait entre 'approche déterministe et l'estimation du MAP.
En effet, HE” (y—H m)“z représente le terme de fidélité aux données, alors que
—log(p(x)) est équivalent aux fidélités aux a priori, soit AF(x). Si nous posons X =
I, nous retrouvons plus particulierement la norme euclidienne. Tout comme dans
le cadre déterministe, 'importance réside dans le choix de la densité de probabilité
p(x). Silobjet @ est modélisé par un champ uniforme gaussien de moyenne Z et

de matrice de covariance W, alors nous avons :

p(x) x 212 exp (—l(m —2)TW(x - i)) (3.17)

2

olt 7 est le coefficient de normalisation. La pénalisation quadratique de Tikhonov
est un cas particulier d’estimateur MAP. Nous avons vu au paragraphe (3.4) que
la pénalisation quadratique de Tikhonov ne nous permet pas d’atteindre notre

objectif, soit la conservation des discontinuités.

3.5.2 Choix de ’a priori - Champs aléatoires de Markov et de Gibbs

Les résultats obtenus avec des champs gaussiens n’étant pas satisfaisants, la ques-
tion qui se pose alors est de savoir quelle direction prendre lorsque nous travaillons
avec un objet & de dimension 2D ou 3D. Une des seules alternatives viables et
trés utilisée en traitement d’images est celle des champs aléatoires de Markov, en
anglais Markov Random Field, MRF. Les MRFs permettent de définir une classe
de modeles pertinents vis a vis de I'application et souple a mettre en oeuvre. Les
MRF's sont des représentations d’objets dont les propriétés sont régies par des inter-
actions locales (Derin et Kelly, 1989). Ils sont trés souvent utilisés en reconstruction
d'images vu qu’ils sont particulierement bien adaptés aux objets comportant des

zones homogenes ainsi que des discontinuités.
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Soit un champ X de support 5. Un voisinage n est défini par (Allain, 2002) :

n={n; €S, (i,j) € 5} (3.18)

ol 7;; représente le voisinage du pixel (4, j) et doit vérifier la propriété suivante :

(27.7) ¢ nij:

(3.19)
(k, l) €Ny = (Z,j) € Ml

ce qui signifie que le voisinage du pixel (4, 7) ne contient pas le pixel lui méme et
si le pixel (k,1) est voisin du pixel (4, ) alors le pixel (4, j) est aussi voisin du pixel

(k,1) (propriété de réciprocité).

On appelle champ aléatoire de Markov par rapport a un support .S et un voisinage n
tout champ X de support S tel que les probabilités conditionnelles de ses éléments

X; vérifient la relation suivante :
P(Xiil X, (K, 1) € Q) = p(Xy| Xy, (K, 1) € mi5) (3.20)

pour tout sous ensemble () de .S contenant le voisinage 7;; de (¢, j) et ne contenant

pas (i, j).

Il nous est possible de construire différents MRF's, mais ces derniers ne sont géné-
ralement utiles qu’avec un voisinage restreint. En effet, 'intérét des MRFs réside
dang la description locale des interactions qui permet d’appliquer des méthodes
de résolution locale, de faible charge calculatoire, et d’écrire p(x) sous une forme
générale, explicite et simple. Cependant, 1’équation (3.20) ne nous permet pas de
déduire et d’écrire p(x) sous une forme explicite et simple. Ceci est rendu pos-
sible en faisant intervenir les potentiels de Gibbs, Sur un support fini §, on appelle

champ aléatoire de Gibbs (GRF) associé & un systéme de voisinage 7 tout champ
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X dont la densité de probabilité est de la forme :

p(X =a)= S o~z 3 V@) (3.21)
el

ot Z et T représentent respectivement les constantes de normalisation et de tempé-
rature. V. est une fonction potentiel associée 4 la clique ¢. Une clique est un ensemble
de pixels tels que deux pixels quelconques de cet ensemble sont toujours voisins.
Enfin, C représente 'ensemble des cliques associées a (S, 7). Cette formulation nous
permet d’obtenir une forme explicite de p(x). Sous condition de positivité, le théo-
réme de Hammersley-Clifford (Winkler, 1995) montre I’équivalence entre champs
de Markov et champs de Gibbs. On définit le plus souvent un MRF par sa densité
de Gibbs. Un choix convenable de V, permet de favoriser les zones homogenes sans

pour autant perdre les discontinuités.

Les voisinages les plus souvent utilisés sont ceux du premier ordre (figure 3.3) et
du second ordre. Dans le premier cas, le voisinage ne contient que les quatre pixels
adjacents (six dans le cas d’un voisinage en 3D) alors que dans le second cas, il

contient les huit pixels les plus proches (vingt-six dans le cas d’un voisinage 3D).

Figure 3.3 Représentation d'un voisinage du premier ordre dans le cas 3D - d’apres
(Villain et al., 1997).



3.6 Choix du MRF

Dans la littérature, on trouve différents modeles de champs de Markov. Depuis
ces derniéres années, ils sont de formulation plus simples permettant entre autre
d’obtenir un probléme d’optimisation plus simple a résoudre. Les différents modeles

sont exposés par la suite.

3.6.1 Champs de Markov & valeurs discrétes

Parmi les modeles & valeurs discrétes (Besag, 1986), le modéle le plus ancien et le
plus simple est celui introduit par Ising :

K K

K
Ve(z) = Z gy + Z Z Bramt (3.22)
k=1

k=1 l=k

ot K représente le nombre de couleurs de 'image (nous nous situons dans le cadre
du traitement d’images ol les différents niveaux de gris sont appelés couleur), ny
le nombre de pixels de couleur k et ny le nombre de paires de voisins de couleur
respective k et I. De plus, on note aj la pénalité qui dépend de la couleur du
pixel k et By la pénalité pour les cliques formées de deux pixels de couleurs diffé-
rentes. En appliquant des pénalités plus ou moins élevées, ce modele nous permet
de conserver les discontinuités ainsi que les zones homogenes. Cependant, pour un
nombre élevé de niveaux de gris, ce modele est lourd & utiliser pour la restauration
ou la reconstruction d’images. On retrouve aussi I'approche introduite par Geman
ot Geman (1984) et par Blake et Zisserman (1987)%. Il s’agit d'une approche de
détection-estimation : on considére & la fois le probleme d’estimation de x et de
détection des discontinuités. Entre chaque pixel et ses voisins, une variable de ligne

[ est introduite. Il s’agit d’une variable binaire de telle sorte que ;; = 0 si les pixels

Tpour plus de détails, nous reuvoyons le lecteur & ces deux articles fondateurs
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i et j appartiennent & la méme couleur et /;; = 1 sinon. L’optimisation du critére
obtenu dans les deux cas pose cependant un probléme complexe : Geman et Ge-
man ont utilisé le recuit-simulé, alors que Blake et Zisserman ont mis en oeuvre
la méthode de non convexité graduelle. Ces deux méthodes étant lourdes a mettre
en oeuvre, nous ne les développerons pas. C'est pourquoi, par la suite nous allons

nous intéresser plus particulierement aux modeles a valeurs continues.

3.6.2 Champs de Markov a valeurs continues

Dans le cas de champs & valeurs continues, nous pouvons écrire la probabilité sous

la forme suivante :

c
1 1 .
p(x) x 7 exp ~7 ; weolze) (3.23)

out C représente I'ensemble des cliques, @, la fonction de pénalisation associée a
la clique ¢ et x. la restriction de = a la clique ¢. Si nous considérons un champ

homogene, nous avons :

p(@) o« zexp ([~ 3 p(e) (3.24)

L’objectif ici est de déterminer la fonction ¢ qui s’adapte le mieux & notre pro-
bleme : faciliter la résolution et refléter I’a priori de notre objet ®. La forme la
plus simple est le champ gaussien markovien, de variance o2, soit o(u) = (g—)z.
On retrouve le cas gaussien introduit & 'équation (3.17), pour certaines formes
particuliéres de W. Nous avons ici une pénalisation quadratique, ce qui signifie un
calcul de gradient aisé. Cependant, comme nous 'avons remarqué dans le cas de la
pénalisation quadratique de Tikhonov, ¢ devient vite grande pour des écarts im-
portants entre pixels voising. Comme nous souhaitons préserver les discontinuités,

le modele gaussien est mal adapté a notre situation, nous ne conserverons donc pas
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cette approche. Afin de remédier a cette situation, nous allons nous intéresser a une
derni¢re famille de MRF composée de critéres non quadratiques : ils permettent
de conserver les discontinuités mais sont de minimisation plus complexe. De plus,
afin d’avoir un modele de mise en oeuvre simple, les cliques utilisées sont le plus
souvent composées de deux éléments, soit les paires de pixels voisins. On pénalise

plus particulierement la différence entre pixels voisins. Nous obtenons alors :

1 1 T

. PR |4

p(@) o« e |~ 3 pldla) (3.29)
e&Cn

o1 Cy représente I'ensembile des cliques & deux éléments et d, le vecteur de restriction

a la clique ¢.

3.6.3 Fonctions de pénalisation ¢ non quadratiques

Le principe est d’utiliser une fonction ¢ qui croit moins vite qu'une parabole,
modele gaussien, afin de préserver les contours, c’est a dire de moins pénaliser les

variations importantes. On retrouve essentiellement trois familles de fonctions ¢ :

e LyL, : fonctions non constantes, paires, C' et C? en zéro (question d’al-
gorithme), convexes, continiment différentiables, de comportement quadra-
tique a Vorigine (p(u) ~ u? pour u — 0 = L) et asymptotiquement linéaire

(p(u) ~ u pour u — oo = Ly).

e LoLg : fonctions non constantes, paires, C? en zéro, croissantes sur R*, de
comportement quadratique & lorigine (¢(u) ~ u? pour u — 0 = L) et
tendant vers une constante a Uinfini (p(u) ~ M pour u — oo = Lg). Il s’agit

de fonctions non convexes.

co(u) = |uP, 1 < p < 2 (Bouman et Sauver, 1993). Cette fonction n’est

o L,:

pas C? en zéro et non différentiable pour p = 1.
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La seconde famille nous permet d’obtenir des frontiéres franches, mais nous sommes
face & des fonctions non convexes. Le critére qui en résulte est lui aussi non convexe,
ce qui en complique beaucoup la minimisation. Le cofit des calculs pour éviter
les minima locaux peut étre trés important. Les algorithmes les plus répandus
sont ceux du recuit simulé (Geman et Geman, 1984), les algorithmes génétiques
(Haupt, 1995) ou la non convexité graduelle (Nikolova et al., 1998). Comme nous
Pavons remarqué précédemment, ces méthodes ont un coiit calculatoire tres élevé,
surtout en imagerie médicale ou nous travaillons avec des images dont la taille
peut rapidement devenir importante. La troisieme famille nous permet d’obtenir
des résultats qualitativement proches des fonctions LoL;. Nous allons donc plus
particulierement nous intéresser a la premiere famille de fonctions. Nous effectuons
ici un compromis : nous disposons d’un modele moins bien congu pour conserver les
discontinuités qu’avec les fonctions LoLg mais dont la mise en oeuvre est plus aisée.
En effet, suite & la convexité de notre critére, nous sommes assuré de Vexistence
d’une solution unique Z, ce qui nous permet de mettre en oeuvre des techniques
usuelles d’optimisation, et la continuité de Z vis & vis des données garantie la
robustesse de la méthode (Li, 1995). Le comportement LoL; permet d’assurer une
bonne diminution des oscillations présentes dans image (comportement Ls) et de
limiter la progression trop forte de la pénalisation pour de grandes différences entre

pixels voisins (comportement Ly).

Différentes fonctions ¢ (figure 3.4) peuvent étre utilisées. Celles que P'on retrouve

le plus souvent sont les suivantes (Idier, 2001) :
1. la branche d’hyperbole (Charbonnier et al., 1997) : p(u) = v/d* +u?, § >0

2. la fonction de Huber (Huber, 1981) :

o(u) = u? O<|ul<T

(3.26)
ou) = 2T ] ~T*  |u|>T
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Toutes ces fonctions dépendent d'un parametre d’échelle qu’il faut régler lors de la

mise en oeuvre.

) : : R - .

Figure 3.4 Allure des différentes fonctions de pénalisation (trait plein) comparées
3 la fonction quadratique (pointillés) - (a) branche d’hyperbole pour ¢ = 1, (b)
fonction de Huber pour T = 0.5 et (c) pénalisation L* pour p = 1.4

3.7 Minimisation d’un critére convexe non quadratique

Nous allons maintenant nous intéresser uniquement aux fonctions LoLq, et aux

cliques formées d'une paire de pixels. Notre critére J,(x) est de la forme suivante :

2 -
Jo(x) = |ly — He|> +) Z p(dx) (327)
Jo(T) c€Cy
ot nous poserons par la suite D = [dy]...|dy]|T avec M = |Cy).

Afin de minimiser le critére, il nous est possible d’utiliser des méthodes de minimi-
sation locale. Nous allons ici présenter deux approches, les algorithmes de descente

et les méthodes de relaxation.



3.7.1 Les algorithmes de descente

Il s’agit de méthodes itératives partant d’une valeur initiale quelconque = et dont

la mise & jour s'écrit :
gt = g pEe®) 5k 5 (3.28)

ot p®) est la longueur du pas & Vitération (k) et £® 1a direction de descente. Le
couple (p®), £%*)) est choisi de telle sorte & avoir : J(x®* V) < J(x™). La mise a jour
de ce couple peut étre effectuée de différentes maniéres, mais le but est d’obtenir un
compromis entre simplicité de mise en oeuvre et assurance de convergence. Nous

allons par la suite présenter quelques choix classiques.

On peut choisir d’utiliser un pas p® fixe, méthode peu utilisée, ou variable. Dans
ce second cas, une recherche linéaire est nécessaire. On doit résoudre 'équation

suivante :

J(m(k+1)) = J (m(k) + p(k)ﬁ(k)) (3.29)
- inf (7 (=% +pe®)) (3.30)

Pour P’évaluation de la direction £(k), la plupart des méthodes sont basées sur
une utilisation du gradient V.J(z™®), mais on trouve aussi une utilisation du hes-
sien H. Le choix le plus naturel est de prendre £€¥ = —V.J (:B(k)). 1l s’agit de la
méthode de plus forte pente. Ce choix entraine cependant une vitesse de conver-
gence asymptotique lente. D’autres directions de descente peuvent étre utilisées.
Comme par exemple, celle obtenue par l'algorithme du gradient conjugué, intro-
duit par Hestenes et Stiefel (1952). Le nom de gradient conjugué provient du fait

que deux directions de descente successives e o £+ gont H-conjuguées, c’est



a dire qu'elles satisfont 1'égalité suivante :
(E*THE® =0 (3.31)

ou H est le hessien du critére.

Dans le cas de fonctions quadratiques, si @ € RV, l'algorithme converge en au plus
N itérations. Il peut aussi étre mis en oeuvre avec des fonctions non quadratiques
(version de Polack-Ribiére et Fletcher-Reeves). En effet, localement une fonction f
suffisamment réguliére est proche d’une fonction quadratique. La vitesse de conver-
gence est plus rapide que dans le cas de la plus forte pente car les corrections
successives n’interferent pas entre elles (Sauer et Bouman, 1993). Elle peut étre
accélérée par Uintroduction de préconditionnement. Pour ces méthodes, la mise &

jour doit étre effectuée sur le vecteur complet des données, et peut étre lourde a

mettre en oeuvre dans le cas de problemes de grandes dimensions.

On retrouve enfin les algorithmes de Newton. Ici, la direction de descente est cal-

culée & partir du hessien H® de J :
H®WEW = v j(x®) (3.32)

Le principal avantage de cette méthode est que nous avons une<convergence quadra-
tique. Cependant l'inconvénient réside dans le calcul a chaque itération du hessien.
1 faut de plus s’assurer de Pexistence de H™!. Ces deux problémes peuvent étre
contournés par les méthodes quasi Newton : H *) egt approximé par une matrice

B™ définie positive et qui garantit la décroissance & chaque itération.



3.7.2 Les méthodes de relaxation

L’objectif est toujours de résoudre I’équation & = argmin J(x). Le principe des
Tex
méthodes de relaxation classique est d’initialiser Ualgorithme avec une valeur arbi-

traire (@ et d’effectuer la minimisation de J composante par composante :

— méthode de Jacobi :

o (1Y, (k) (k) k) (R
i )waxgxinn J{x; ,...,ziml,vi,xgﬂ,...,.r,fl)
v X

— méthode de Gauss-Siedel :

;%) = arg min {J (:c(lk+l), o ,xﬁﬁl),uﬁ,wgﬂ, . ,ch”))}
w;EX;

La principale différence entre les méthodes de Jacobi et Gauss-Siedel se situe dans
le remplacement des composantes du vecteur @ : avec Gauss-Siedel on remplace au
fur et & mesure les composantes de x, ce qui permet d’économiser de la mémoire,

et d’accélérer la convergence.

Il est possible de définir un facteur de relaxation 6 afin d’accélérer la vitesse de

convergence de telle sorte a avoir :
$§k+1) =(1- H)m,gk) + gfi(k+1) . 0€0,2] (3.33)

Le principal inconvénient des méthodes de relaxation réside dans le taux de conver-

gence équivalent 3 celui d’un simple algorithme de Gradient (Bertsekas, 1995).

Afin de contourner les inconvénients des algorithmes de descente et des méthodes
de relaxation, nous avons décidé de mettre en oeuvre une autre famille d’algo-
rithmes possédant une grande popularité depuis quelques années dans le milien du

traitement d’images : les pénalisations semi-quadratiques basées sur la dualité de
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Fechel pour construire un critere augmenté. Nous allons maintenant présenter la

maniére de construire ces algorithmes.

3.8 Critére augmenté semi-quadratique. Construction de GY et GR

Le critére que nous cherchons & minimiser est celui introduit en (3.27), soit :

Jo(@) = Jo(@) + A Y o(d] x) (3.34)

c&Cy
Par la suite, nous poserons u, = dfm‘

Afin de simplifier la mise en oeuvre, l'idée est d’introduire de nouvelles variables
auxiliaires : au lieu de minimiser le critére primal J,(x), nous minimisons un critére

primal/dual K(x,b) aux propriétés suivantes :

e Il est quadratique pour les variables primales @ a b fixé.
e Sa minimisation vis & vis des variables duales b est explicite. (3.35)

° mgn K(z,b) = J(x).

On parle alors de critere augmenté semi-quadratique. Il est dit augmenté car nous
introduisons une variable b, et semi-quadratique car il répond aux propriétés (3.35).

Le nouveau critére K (x,b) & minimiser est de la forme suivante :
K(x,b) = Jo(x) + AF(x,b) (3.36)

ou :

Jo() = ||y — He|’
mbin]:(w, b) = F(x) = A z o(the)

ceCo

(3.37)



54

L’originalité de ce critére réside dan’s le terme F(z,b). Cependant, la difficulté
ici est de construire F(zx,b) qui satisfasse (3.37). Des solutions ont été apportées
par Geman et Reynolds (1992), notée GR et Geman et Yang (1995), notée GY,
GR étant antérieure & GY. Nous allons ici présenter ces deux approches semi-
quadratiques qui nous permettent la construction de critéres augmentés et par 1
la minimisation de critéres convexes non quadratiques. Ces deux formulations sont

largement utilisées depuis les dix derniéres années.

Ces deux constructions sont basées sur une approche primale-duale et s’appuient
sur des résultats issus de 'analyse convexe (Rockafellar, 1970). Afin d’effectuer
cette étude nous nous sommes principalement basés sur deux auteurs auxquels

nous renverrons le lecteur pour plus de détails : Idier (2001) et Allain (2002).

Dans un premier temps, nous allons introduire quelques définitions d’analyse convexe

qui nous serons utiles par la suite.

3.8.1 Définitions d’aprés Rockafellar (1970)

1. fT est la fonction convexe conjuguée de f si :

fHw) = sup (< u]v > —f(u)) (3.38)

u€R

L’application f — f' est appelée transformation de Legendre.

2. Si f est convexe, alors f est bien définie et convexe, et (ff) = f.

Ainsi, on dit que deux fonctions f et g sont converes conjuguées si :

glw) =sup,(<ulv>—f()) ) fv) =sw,(<ulv>—g(u))

feonvexe ¢ convexe
(3.39)
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Les constructions de GR et GY sont principalement basées sur ces relations de

dualité qui permettent de mettre en oeuvre la reconstruction semi-quadratique.

3.8.2 Construction d’aprés Geman & Reynolds

Sous réserve que @ soit paire, C! et que ¢( \/') soit concave sur R™, la construction

d’aprés GR est basée sur 'introduction de la fonction auxiliaire g définie par :

Vu <0 , glu) =400

(3.40)
Yu>0 , gu)=—p(/u)

g étant définie convexe, g et g' forment une paire de fonctions convexes conjuguées.
En définissant 1(b) par : ¥(b) = g'(—b), application des relations introduites en

(3.39) nous donne les relations de dualité suivantes® :

p(u) = inf (u®b + ¥ (b))

(3.41)
p(b) = sup (—u?b + o(u))

Si nous revenons & notre critére J,(x) (équation 3.34), en appliquant les relations
(3.41), il nous est possible de construire le critére augmenté Kqg(z, b) qui réponde

aux conditions (3.35) et (3.37) :

Kon(@,b) = Jo(@) + 2D ((di )b + (b)) (3.42)
c€Ch
Fexb)
= Jo(®) + A (ulbe + (b)) (3.43)
c€Cy

2Les détails des calews se trouvent en Annexe [
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Par construction nous avons bien n:‘gn Kop(, b) = J,(x) :

Ken(m,b) = Jo(@)+ XD (ube + (b)) (3.44)

¢€Cy
d’ol1 mgn Kep(a,b) = mén (Jo(m) + )\cezcz (ulb. + 'd)(bc))) (3.45)
= ngn Jo(x) + A Z min (u2b, + 1¥(b.)) (3.46)

c&Cy

= Jo(@)+ XY oluc) (3.47)

eCh
= Jy(z) (3.48)

Le passage de (3.46) & (3.47) s’effectue en appliquant (3.41). D’aprés Pexpression
de Kqr(x, b) donnée en (3.42), on s’apergoit que la forme est bien quadratique par

rapport & @, ce qui nous permet de déterminer Z, & b fixé :

A, ~ |
(HTH + EDPBD) z=H"y (3.49)

. o
o

A

avec B = diag(by,...,b.) , Ve € Cy. De méme, une forme explicite des variables

duales (ou encore appelées variables de lignes) b a x fixé peut alors étre obtenue® :
b, = arg min{u?b, + (b))} , c€Cy (3.50)
b

sachant que ¥(b.) est 1ié & ¢(u.), nous n’avons en aucun cas besoin de connaitre

(b.), et nous obtenons :

7 W’(Uc) . .
b, = , cel 3.51
0, cely ( ) )

La forme de Kqi(, b) nous permet d’obtenir les minima en x et en b par deux

opérations simples de minimisation. Cette forme suggére une procédure itérative

e détail des calculs se trouve en Annexe 1



de relaxation par blocs ot la mise & jour de @ et de b est effectuée alternativement,
suivant les équations 3.49 et 3.51. Dans ce cas 14 une condition suffisante de conver-
gence d’un tel schéma vers un minimum global est de s’assurer de la convexité du
critére augmenté en x et en b, ce qui n’est pas toujours le cas. Les conditions sont

les suivantes (Charbonnier et al., 1997; Idier, 2001; Allain, 2002) :

1. ¢ strictement convexe

2. lim —t"i(—li)— =0
Juj—to0 U
/
3. lim M < 400
ful—0 U

3.8.3 Construction d’aprés Geman & Yang

La construction de GY est basée sur le méme principe, soit 'introduction de la
2

u
fonction auxiliaire g,(u) = o walu) olt p, = ayp est définie de telle sorte a

&

ce que g, (u) soit une fonction convexe. Désignons par g,(b) sa fonction convexe
2

b
conjuguée, on pose gl (b) = 1, (b) + 5 Nous avons alors? :

ealt) = 31 (L5 4 0a00)

2 (3.52)
wa) = s (-2 o)

L’introduction de ce parametre « (Idier, 2001) nous permet d’assurer la convexité
de g.(u) pour toutes les valeurs du parameétre d’échelle présent dans les fonctions

@ LoL; introduites au paragraphe 3.6.3.

Pour que ¢.(.) soit convexe, il suffit que :

@ < Upmae < ¢ (1) (3.53)

L es détails des calouls se trouvent en Annexe I1



Notre critere J,(x) se réécrit sous la forme suivante :

A
Jp(x) = Jo(x) + = E Vo (Ue) (3.54)
c€Cy
En suivant un raisonnement identique a celui exposé pour GR, nous counstruisons
le critére augmenté Kqy(x, b) de telle maniére que mgn Koy (2, b) = J(x), en rem-

placant o, (u) par la relation introduite en (3.52) :

- _ (d’(rw — bﬁ)g Q/Ja(bc) a5
Koy(w,b) = Jo(x) + ,\C;Cz ( S ) (3.55)
Ue — V¢ 2 o\ Ve
Key(z,b) = Jo(z) + /\Z <( zab ) + 2 O(lb )) (3.56)
c€Cq '

De méme, la forme de b est explicite, et nous avons® :

7 Ue — bc 2
b, = argmin {(—({’—3—«—2— + 1/)(1(66)} , VeeC, (3.57)
be

u. — ay'(u.) ; VeeCy (3.58)

o
I

La forme du critére augmenté K (x, b) étant quadratique en &, nous obtenons :

(HTH + %DTD> T =H"y+ —zf\aDTb (3.59)

iN ]
o

A

Tout comme dans le cas de GR, une condition suffisante de convergence d’un tel
schéma est de s’assurer de la convexité du critére augmenté en x et en b. Nous

obtenons alors :
1. @ strictement convexe

2. ga strictement convexe

5Le détail des caleuls se trouve en Aunexe II
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ol
3. lim -—(e*g—lf—)~
jul—+oc W

duite au paragraphe 3.6 powr a < Gpmay-

< — : condition toujours vérifiée pour les fonctions Ly Ly intro-

Expérimentalement, du point de vu nombre d’itération, GR semble converger plus

rapidement que GY (Allain, 2002).

Si nous comparons les matrices normales A obtenues pour chacune des formula-
tions, nous nous apercevons que dans le cas de GR, A dépend des variables de
lignes b, alors que dans le cas de GY, nous ne retrouvons que des constantes dans
la formulation de A. Cette forme spécifique de A forme un des attraits de 'algo-
rithme de GY, vu que la matrice A ne devra étre calculée qu'une seule fois. Les
formules obtenues précédemment suggérent la mise en oeuvre d'un algorithme de

relaxation par blocs.

3.8.4. Mise en oeuvre

A ce stade ci, une des principales questions qui se pose est comment minimiser

efficacement le critéere K (z, b) tout en ayant une garantie de convergence.

Plusieurs algorithmes peuvent étre envisagés suivant la nature des données et la
taille du probléme. Nous allons présenter deux approches : une approche directe et
une approche par pizels. Dans ces deux approches, la minimisation de K (x, b) est

effectuée itérativement.

3.8.4.1 Approche directe - Mise a jour groupée

Une application directe des structures mises en évidence au paragraphe précédent,
aux équations (3.58) et (3.59) dans le cas de GY et (3.51) et (3.49) pour GR nous

permet d’obtenir une mise & jour groupée. Il s’agit de 'approche utilisée par Char-
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bonnier et al. (1994, 1997) dans les algorithmes LEGEND (approche de type GY)
et ARTHUR (approche de type GR). Dans ce cas la, on travaille matriciellement,
c’est & dire que 'on effectue la mise & jour de 'ensemble des variables primales puis

de Pensemble des variables duales. A l'itération (k + 1), nous avons :

—1
50— (HTH 4+ 2D™D) (HTy+ 2D7®
2o 2a
GY s ~ d (3.60)
A
g(k“) = lFD _ a@/(u(wn)

-1
gD = (HTH+~;~DTBD) H'y
et GR h " g (3.61)
D _ @ (w0
- Qg (k+1)

Dans le cas de GR, un abus de notation a été effectué, la division introduite dans

le calcul de b étant vue comme une division terme a terme.

Cette technique comporte certains inconvénients. Tout d’abord, il faut s’assurer que
la matrice normale A soit bien inversible, d’ott I'introduction dans de nombreux cas
d’un terme de rappel a zéro de la forme p(x). En fait, cela ajoute un a prior: sur
dans lequel on consideére la clique formée du pixel lui-méme. Le nom de rappel a zéro
vient du fait que ce terme pénalise 'écart de chacun des pixels par rapport a zéro.
L’introduction de ce terme permet de stabiliser 'inversion en pénalisant fortement
les trop grandes valeurs de @. De plus, dans le cas de probléme de grande taille,
inversion directe de A peut devenir problématique, et il faut alors utiliser des
technique itératives comme le gradient conjugué (Charbonnier et al., 1997) afin de
résoudre les systémes linéaires (3.59) et (3.49). Certains auteurs, comme Roullot
(2001) en IRM, tirent parti du caractére quasi bloc circulant de la matrice normale

dans le cas de GY afin d’effectuer des simplifications via opérateur de Fourier.
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Finalement, on se rend compte, en observant la matrice A que pour une mise a

jour groupée GY est plus attirant que GR : dans le cas de GY, contrairement

=

GR, A ne dépend que de constantes, elle pourra donc étre calculée et inversée au

tout début de la mise en oeuvre de I'algorithme et stockée une fois pour toute.

3.8.4.2 Mise a jour pixel par pixel

Dans le cas de problémes de grande taille, commme nous I'avons dit précédemment,
Uinversion directe et le stockage (dans le cas de GY) de la matrice A peut s’avé-
rer problématique et trés coliteux. Afin d’éviter Vinversion de cette matrice, une
résolution itérative du probléme de minimisation de x a b fixé peut étre envisagée,
réduisant ainsi le coilit informatique. Il s’agit d’une mise a jour pixel par pixel.
La mise & jour peut, par exemple, étre effectuée selon le schéma de Gauss-Seidel

introduit précédemment (paragraphe 3.7.2).

Pour un vecteur x de taille N, nous pouvons résumer la mise & jour ainsi, pour

chaque itération 7 :
1. évaluation de b, Vc € C,
2. a b fixé, jusqu’a convergence
epouri=1...N:
- évaluation de x;
e fin de pour

Les formes des variables de lignes b, sont identiques a celles présentées aux équations
(3.58) et (3.51). Pour z;, nous nous basons sur les formes des criteres angmentés K
présentées en 3.55 (resp. 3.42) pour GY (resp. GR) sur lesquels une minimisation

par rapport a x; est effectuée.
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Nous trouvons alors (Allain, 2002) :

1-GY:
l';gk-kl) — ugk+1)__a(pl(u£k+1))  Yee(,
9 T T (k) _ (k)
s _ g, 2] oD b0 - [Ba], 62
[B]n;n,
B = 2H"H +\/aD'D
2-GR:
r(,,(R+1)
Plk+1) @' (uc ) .
bc = wzfu,gk'*"l) , VeeCy
HYy] — [H'Hz®] X\ |DTB® Dg®
@(fﬂ) - 'Ef,’“)+[ y]" [ ® }n [ ® ]n (3.63)

1,78
>

[H"H],  +)[D"BYD]|

~—
B
olt [Z]nm représente ’élément situé en (ligne n, colonne m) d’une matrice Z, et

[Z]n la n-éme ligne de Z.

Dans le cas de 'approche pixels par pixels, on se rend compte que les méthodes de
GY et GR ont un colt numérique semblable. En effet, évaluer le terme B est équi-
valent & effectuer la somme des K = |n,| variables de lignes b., ¢ € 7, intervenants

(k1
w£+)

dans le calcul de , M, Teprésentant le voisinage du pixel x,. C’est pourquoi,

dans cette approche, on privilégiera GR qui converge plus rapidement.

Comme nous 'avons dit lors de Pintroduction des méthodes de relaxation, il est
aussi possible d’ajouter un parametre de sur-relaxation par rapport & x et/ou b

(Villain, 1997; Allain, 2002), afin d’augmenter la vitesse de convergence :

et = (1 —0)e® +oz%) ;€02

(k1)

(k+1) (k) (3.64)
b\ = (1—7)b" +~b ;v €)0;1]
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Nicolas Villain et coll. (Villain, 1997; Villain et al., 2003) ont appliqué cette ap-
proche pixels par pixels, (en anglais, Single Site Update, SSU) en tomographie par
rayons X. Ils ont plus particuliérement privilégié ’'approche GR. L’utilisation de la
mise & jour SSU leur a permis de développer un algorithme de restauration d’images

3D avec un coiit de mise en oeuvre faible.

3.8.4.3 Réinterprétation de GY et GR

Marc Allain a montré dans sa thése (Allain, 2002, chap.IX) que lorsque I’on néglige
la relaxation sur la variable de ligne b, c’est & dire lorsque 'on pose v = 1, les
algorithmes de relaxation semi-quadratique sont en fait des algorithme de descente
& pas fixe sur le critére primal, de type quasi-Newton. L’idée clé ici est qu’il nous
est possible de recombiner les deux étapes de mise & jour de et de b en une seule,
c’est a dire en remplagant b dans l'expression de & par son estimation. On obtient

ainsi un Z*+Y qui ne dépend pas de la variable de ligne :

2D = £® L gAMLV (@®) | 0 €l0,2] (3.65)

ol A représente les matrices normales introduites en (3.49) et (3.59).

Partant de cette formulation, Marc Allain a étudié la convergence globale des algo-
rithmes semi-quadratiques en se basant sur des outils d’optimisation sans contraintes
classiques, et plus particulierement sur la régle d’Armijo (Allain et al., 2002, pro-
position 2). Il obtient ainsi des domaines de convergences étendus. La convergence
est assurée méme si le critére augmenté K (x, b) n'est pas convexe. Nous obtenons

un nouveau domaine de convergence en (6, a) :

(B,0) € ]0;2[x]0; 20000 /0] (3.66)
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Oll (pmaz appartient & Uensemble de définition trouvé précédemment lors de I'étude
de la convexité du critére primal/dual (3.53). Ce nouveau domaine de convergence

permet en général une augmentation de la vitesse de convergence.

3.9 Application 4 PIRM

Ces techniques basées sur les problémes inverses sont peu utilisées en IRM. Parmi
les recherches récentes, nous trouvons Elodie Roullot (Roullot et al., 2000a; Roul-
lot, 2001; Herment et al., 2002; Roullot et al., 2000b) qui a proposé une régu-
larisation par introduction d’information a priori sur Pobjet imagé dans le cas
d’acquisition de deux volumes anisotropes ayant chacun une résolution dégradée
dans une direction distincte. Elle a plus précisément utilisé une régularisation semi-
quadratique, se basant lors de la reconstruction sur 'algorithme LEGEND. De
méme, dans le cadre d’acquisition non-cartésienne, le modeéle introduit par Rédha
Boubertakh (Boubertakh, 2002) se propose de n’effectuer aucune estimation directe
des données manquantes mais d’'introduire de linformation a priori sur 'image.
Ainsi, il propose tout comme Elodie Roullot I'introduction d’un terme de fidélité
aux données et d'un terme de régularisation. Lors de la reconstruction, il utilise l’al-
gorithme du gradient conjugué. Finalement, Rachid Deriche et al. (Deriche et al.,
2003) ont effectué une comparaison dans le cas d’images IRM des algorithmes de
GY et GR. Cette comparaison, principalement effectuée du point de vue temps de
calcul au niveau CPU, leur a permis de montrer que la formulation GY est plus

rapide que GR.



3.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous somimes plus particuliérement intéressé aux problémes
inverses et aux moyens de les régulariser via une pénalisation LyL;. Nous avons ciblé
notre attention sur les algorithmes semi-quadratiques de Geman & Reynolds et Ge-
man & Yang. Nous allons maintenant appliquer ces formulations semi-quadratiques
& notre probléme, goit la reconstruction d’images en IRM. L'intérét principal de ces
deux formulation pour notre probléme réside dans la possibilité d’utiliser un critere
convexe non quadratique, et ainsi préserver les discontinuités des images, tout en
permettant une mise en oeuvre efficace. Nous allons principalement effectuer une
adaptation et une extension en tenant compte des particularités de notre probléme

comme nous le verrons au prochain chapitre.
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CHAPITRE 4

APPLICATION A NOTRE PROBLEME - RECONSTRUCTION
D’IMAGE EN IRM

Nous allons appliquer ici les méthodes de reconstruction semi-quadratiques vues
au chapitre précédent au domaine auquel nous nous intéressons, 'IRM. Notre tra-
vail tout au long de ce chapitre sera principalement guidé par un fil conducteur :
développer une mise en oeuvre rapide et efficace de la formulation de GY. Dans un
premier temps, nous allons effectuer une remise en contexte et justifier notre choix
pour Vapproche de type Geman & Yang a celle de Geman & Reynolds. Dans un
second temps, nous allons adapter cette approche au cadre particulier de FIRM et
ainsi développer différentes formulations tirant parti de la structure du probléme :
formulation standard, formulation vectorielle, introduite récemment par Fiani et al.
(2001) et Allain (2002), et une formulation originale que nous nommerons formu-

lation généralisée.

4.1 Remise en contexte

Dans ce chapitre, nous travaillons avec des images X et des données Y 2D, le
passage en 3D étant détaillé au chapitre 5. Les vecteurs & et y sont les vecteurs
images et données obtenus en concaténant colonne par colonne les matrices X et
Y. Ainsi le pixel (¢,7) d'une image de taille I X J correspond a la composante

d’indice 7 + (j — 1) x I du vecteur de taille L = I x J.

Revenons tout d’abord sur I'équation du critére J a minimiser introduite en (3.27) ;
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Nnous avons .

Jo() = 1y~ Hall* + 2 3" pafu) (1)

e&Cy
olt u, représente la différence entre deux pixels de la clique ¢, C; I'ensemble des
cliques & deux éléments, @, = ap et H est Popérateur permettant d’obtenir les
données y A partir de I'image z. Dans le cas de I'IRM, il s’agit de 'opérateur
de la transformée de Fourier. De plus, comme nous travaillons maintenant avec
des images = de dimension connue, 2D, nous allons différencier 'ensemble C; des
cliques ¢ & deux éléments : C* (resp. C?) va représenter 'ensemble des paires de

pixels adjacentes horizontales (resp. verticales), soit :

2
Al T
Jo() = |y — @2+ > = > ga(d] @) (4.2)
Jo(T) =0 % el

ou ®, représente la matrice unitaire de la transformée de Fourier 2D et chaque
vecteur dy . est de support limité & la clique ¢. Nous avons aussi introduit un terme
de rappel d zéro qui permet d’améliorer les résultats en assurant 'existence d’une

solution. Il fait intervenir la méme fonction ¢, et s’écrit :

Ao Z (Pa(xi,j)' (4.3)
(h)eX
ot X est le support de . Afin d’obtenir une forme compacte du critére J,(z), nous

avons posé C° = X, tel que Ve € C% u, = dgtczc = ..

Les vecteurs dl{ . sont de la forme :

dl, = [0...1..0] = Vieccel di,(i)=1 et Vige, dj(j)=0
d’ = [0...1...0...—-1...0] ; le{L2}
= V(i) eceel, di()=1,d.()=-1 e Vkde df(k)=0
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Par la suite nous utiliserons les matrices des différences finies' D, :
T !
D= [dl,lk . ‘dl,Ml] , avee M= iC ! , L€ {O, 1,2} (44)

et nous poserons u; = Djx.

[’opérateur ®, posséde la propriété suivante que nous allons exploiter par la suite :
BBy =1 B} = NouNig x B3 5
2 (PQ - Ct 2 = col lig X 2 (4:.())

ott (.)* représente 'opérateur de transconjugation et Neot X Ny sont les dimensions

de 'image X.

4.2 Choix de ’'algorithme et de la fonction ¢

Notre choix s’est dirigé vers 'approche de type Geman & Yang, et plus particulié-
rement vers une approche de mise & jour groupée. Les raisons suivantes ont motivé

notre choix :

1. les propriétés de ®, énoncées précédemment vont nous permettre d’obtenir
une forme particuliére pour la matrice normale A : une matrice quast bloc-

circulante.

2. des travaux récents qui se prétent & une mise en oeuvre efficace de 'algo-
rithme de GY, par exemple ceux d’Elodie Roullot (Roullot, 2001), qui a pri-
vilégié I'algorithme LEGEND, approche de type GY, & ARTHUR, approche
de type GR, et plus récemment ceux de Deriche et al. (2003) indiquent que
la forme GY est plus rapide (en terme de nombre d’opérations pour atteindre

la convergence) que la forme GR.

YHes formes précises des matrices Iy , I € {1,2} se trouvent en Annexe [V. Dy est ¢égale a la
matrice identité
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Pour la fonction de pénalisation ¢, nous avons choisi d’utiliser une des fonctions

Ly Ly introduites au chapitre précédent, soit :
o) =vé2+u2, >0 (4.6)

oll § est un parameétre d’échelle qui régle la transition entre les comportements
quadratique et linéaire. L utilisation d’une telle fonction va nous permettre de ne
pas trop pénaliser les grandes différences entre pixels voisins, permettant ainsi la
préservation des discontinuités. Une fonction de ce type représente en fait le meilleur
compromis entre conservation des discontinuités et obtention d’un critére convexe

(ce qui va grandement faciliter la minimisation de celui-ci).

Figure 4.1 Allure de la fonction de pénalisation utilisée(les abscisses correspondent
3 la différence entre 2 pixels voisins) comparée a la fonction quadratique correspon-
dant & une régularisation gaussienne(pointillés). Les asymptotes en oo sont aussi
représentées.

Nous allons maintenant nous attarder sur la reformulation de 'algorithme de GY
introduit au chapitre précédent en tenant compte du fait qu’en IRM nous travaillons

avec des données complexes de la forme a = a, + 1 X a; .
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4.3 Formulation standard de Geman & Yang - Variables complexes

La principale question ici est de savoir cominent traiter les données complexes. Il
est possible de considérer une variable complexe u = u, + 4u; comme un vecteur
a deux variables réelles, soit v = [u,u;], et d’appliquer le terme de pénalisation
sur chacune des variables. Vu la forme de la fonction ¢, il apparait cependant plus

logique de pénaliser le module des différences, c’est & dire de poser :

o(u) = /62 + [ul2 =/ +ul+ul, >0 (4.7)

Pour étendre les résultats du chapitre précédent au cas des variables complexes,

nous allons & la fois :

1. appliquer les résultats vus au chapitre précédent sur une pénalisation vecto-

rielle, soit en considérant u = [u, ;] ;

2. utiliser les résultats généraux des théorémes sur les variables complexes et

adapter 'approche du chapitre précédent.

4.3.1 Relations de dualité

En nous basant sur Rockafellar (1970), nous pouvons étendre la notion de fonctions
convexes conjuguées introduite en (3.38) aux cas de variables complexes. Le produit
scalaire < u|v > est ici égal a %(’UXU* + u*v), ce qui nous donne (Ciuciu et Idier,

2002) :

Soit f : CM > R une fonction convexe. Le conjugué convexe compleze de f est
défini par :

Yoe CY,  fiv) = sup (<ulv>—f(u)) (4.8)

weCM
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et fT est une fonction convexe sur C¥. Le couple (f, f1) de fonctions & valeurs
b

réelles sur CM forme une paire de Legendre (Ciuciu et Idier, 2002, Def. 2, p. 945).

Afin de mettre en oeuvre la reconstruction semi-quadratique, la paire de fonctions
convexes conjuguées (ga, g),) que nous introduisons est la méme que celle présentée
en (3.52), le produit zxx étant remplacé par x*x. Nous aboutissons alors au couple

de fonctions duales complezes (p, ) :

poli) = jut (2220 )
GY = w—b)*(u—b)
walt) = sup (- g )

uc

(4.9)

Comme nos variables primales @ sont complexes, les variables duales b le sont aussi.

La fonction ¢, est définie de maniére & ce que g,(u) soit convexe.

Nous pouvons alors construire le critére augmenté KS¥(x, b) :

2 *
K (m,b) = Jo(w) + Z)\’ ((’Ul — by)*(u; — by) i é-\pla(blo (4.10)

1=0 2t

avec \Ifla(bl) - Z’l/}a(bc).

eeCt

En nous basant toujours sur les résultats du chapitre précédent, nous allons nous

attarder sur la mise & jour des variables x et b.

4.3.2 Estimation de la variable de ligne b

Comme nous avons une forme explicite en b, la mise & jour ¢’effectue simplement en
posant u = u, + iu; et b= b, + ib; et en séparant les parties réelles et imaginaires.

En suivant un raisonnement analogue a celui exposé au paragraphe 3.8.3, nous

2démonstration en Annexe 111



obtenons® :
- Ug I
b =u, — 0, Vee(l, [€{0,1,2 4.11
Ou encore :
bl = U — & (4.12)

/52 + [uy|?

ot le quotient doit s’entendre comme une division composante par composante.

4.3.3 Estimation de Z

Le critére augmenté KSY(x, b) est quadratique en . En suivant la méme démarche
que celle utilisée pour b et en se basant sur les résultats obtenus aux paragraphes

3.8.3 et 3.8.5.1, nous trouvons :

2 -1 2
= | P3P, + — b7 —D7b 4.1
x ( 2P Z_O:Z z) ( 29“*‘%%201 ! ) (4.13)
Si nous utilisons les propriétés de Popérateur de Fourier présentées en (4.5), &

s’écrit :

2 ~1 2
. N . N e
€r = ( cOlleq E ‘é"“ ) (NcolNlig‘I)z ly+ E ‘é‘é‘Dl b) (414)

Ou encore :

~1
A

st it ! |24

(I + Z 'mN sz, SN DD ’) (% v+ z 20Nt Niig bi b‘) (4.15)

=0

A

He lecteur intéressé par les développements mathématiques pourra se référer & I’ Annexe I11.
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La matrice normale A est d’une forme particuliére. En effet, U'expression donnée
en (4.15) montre qu'’il 8’agit d’une matrice hermitienne de taille NeoiNViig X Neot Niig-
De plus, il faut noter que le produit D} D est quasi bloc-circulant*. C’est pourquoi

la. matrice A est quasi bloc-circulante.

Avant de voir comment nous allons tirer parti de cette propriété, il nous faut nous

assurer que notre critére est bien convexe.

4.3.4 Choix de o assurant la convexité du critére

Afin de s’assurer de la convergence vers un minimum global, il faut nous assurer de
la convexité du critére augmenté K (x, b). Les conditions présentées au paragraphe

3.8.4 peuvent étre étendues au cas complexe :
1. ¢ strictement convexe

2. g strictement convexe
) ap(u 1
3. lim —-f-(——)— < =
jul—+o0  uU*uU 2
La premiere condition est bien vérifiée. Pour la seconde, il nous faut trouver ’en-

semble de définition de « nous permettant d’obtenir une fonction g, strictement

convexe.

Il nous faut donc calculer le hessien de g, (u) et trouver pour quel « il est défini po-
sitif. Dans le cas de variables complexes, il nous est possible d’effectuer ce calcul en
considérant u comme un vecteur & deux composantes. Ce calcul est dans certaines
situations fastidieux. C’est pourquoi nous allons ici nous baser sur une propriété
introduite par Philippe Ciuciu (Ciuciu et Idier, 2002) pour démontrer la convexité

de go(u) (Propriété 1).

40n renverra le lecteur & 'Annexe IV pour avoir les formes détaillées des matrices
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Propriété 1 Soit une fonction f : C¥ — R circulaire, alors f est (resp. stric-
tement) conveze si et seulement si sa restriction sur RY est une fonction (resp.

strictement) convexe et non décroissante (resp. croissante) selon les coordonnées.

Une fonction f dite circulaire respecte la propriété suivante : f(|z]) = f(z) et
une fonction f de RY — R est dite non décroissante selon les coordonnées si et

seulement si Vi € {1,..., M} :
voeRY, Vvt>0, f(w)<flv+tl)

oll 1; est un vecteur u de taille M tel que u(i) =1let Vj € {1,..., M}\i, u(j) = 0.

Cette propriété peut aussi se traduire par une dérivée premiere

positive ou
8m,~
nulle. Les conditions de convexité d’une fonction f,(u) = u*u/2 — ®,(u), VYu €

CM ot @,(u) = aP(u), peuvent &tre résumées dans le corollaire suivant (Ciuciu

et Idier, 2002, corollaire 1, p.946) :

Corollaire 1 Soit une fonction f, définie telle que précédemment. Supposons que
® soit circulaire, C? et convexe sur CM. Alors f, est strictement convexe si et
seulement si :

VieNM o < mod/0m;(m)]™!

vYm e RY, (4.16)
Iy — aVQQ)(m) > 0

Dans notre cas ot M = 1 et ot la fonction f, est égale & la fonction g, = (u*u)/2—
wo(u), nous obtenons les conditions de convexité suivantes :
u -1
a < inf (m) et a< [sup(w”(u))] (Allain, 2002; Ciuciun et Idier, 2002)
© U w
(4.17)
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ce qui nous donne Pensemble de définition suivant : « €]0, 4], les deux conditions

de (4.16)aboutissant & la méme borne supérieure.

Si nous revenons aux trois conditions émises au début du paragraphe, la seconde
est bien vérifiée pour & < @nae. Enfin, la troisiéme condition est toujours vérifiée
pour la fonction ¢ introduite en (4.6) pour & < Qynq,. Nous sommes done sirs de

converger vers un minimum global.

4.3.5 Mise en ceuvre

Attardons nous sur les équations (4.12) et (4.15) :

équation 4.12 : Les opérations sont effectuées composantes par composantes sur

un vecteur. L’évaluation de b ne comporte aucune difficulté majeur.

équation 4.15 : @5 Yy : L’évaluation du terme est facile, elle s'effectue grace a
Palgorithme de transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform, FFT)
dont la mise en oeuvre s’effectue de maniere efficace sous MATLAB et en C.
D}"l/;l : Dy représente les matrices des différences finies du premier ordre,
comme il s’agit de matrices creuses, le produit D}"I/;l ne nécessite pas de grande
ressource mémoire.
A : elle se calcule facilement, mais elle est de taille Ny Ny;g X NeorNyig, ce qui

peut devenir problématique avec des images de taille réaliste, soit 512 x 512.

La mise a jour de @ pose donc plus de difficulté que celle de b, notamment dans
le cas de grandes images. La principale difficulté réside dans l'inversion de A. Or
nous avons vu précédemment que cette derniére est quasi bloc-circulante. Nous

allons tirer parti de cette caractéristique pour simplifier son inversion.
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4.3.6 Formulation exacte

La matrice A quasi bloc-circulante peut étre exprimée comme :
A=C—-A (4.18)

ot C est bloc-circulante et A est une matrice de perturbation de rang faible. Suite

a la symétrie hermitienne de A, A peut étre factorisée sous la forme suivante :
A=UU* (4.19)

o U est une matrice rectangulaire dont la taille est typiquement Ney Ny X N

(resp. NeoNiig X Niig) dans le cas de la pénalisation horizontale (resp. verticale).

L’inversion de A peut alors étre effectuée de maniére efficace en utilisant le lemme
d’inversion des matrices (Lemme 1) et le fait que C peut étre diagonalisée en

appliquant 'opérateur de la transformée de Fourier 2D, @, (Corollaire 2).

Lemme 1 Lemme d’inversion des matrices (Scharf, 1991) :
Soit W et Y deux matrices carrées régulieres, X et Z deux matrices quelconques
dont les dimensions sont telles que Aim(W) = dim(XY Z). Si W + XY Z est

une matrice réguliére, alors :

1. YV 4+ ZW X est une matrice réguliére ;
2. W4+ XYZ) ' =W -WIiIX(Y '+ zZzWX)"'ZW~!

Corollaire 2 Diagonalisation de la matrice C : (Hunt, 1973)

Soit C une matrice bloc-circulante, elle vérifie la propriété suivante :

Cx &' =@ ' xA (4.20)
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ot A représente la matrice diagonale formée des valeurs propres de C. Ces der-
niéres peuvent étre obtenues trés facilement par : diag(A) = @3 x ¢, ot ¢ représente

la premiére colonne de la matrice C.

Revenons & l'expression de A donnée en (4.15); nous avons :

Ao At A2
A=T+-—2 DDy + w~~——-~~———“~~D’“D WD*DQ 4.21
2Od\/'ml leg 0 ‘)Oéle Nlcg QCMN,;O[ leg ( )
ou Dy représente la matrice des différences finies utilisée pour le rappel a zéro, soit

la matrice identité, D¢ = I. Nous pouvons alors réécrire A :

2

Ao
A = (l‘Fm)I'{*Z

Al

S e A
‘)(yNwlNhy (Cl l)

)\0 2 /\
(1 " 2aNcolNlig) T+ Z 20 Nooi Nisg (25 M2, - UUT)  (4.22)

Ao
(1 * ZaNcolNlig) d
1 *
+Z 2aN, oIleg ( NcolNlig (q)QUl)(QQUl) )

ol A; représente la matrice diagonale obtenue en appliquant le Corollaire 2 & C. Il

= &

b,

nous est alors possible d’appliquer le lemme d’inversion des matrices pour calculer

Vinverse de A, en posant :

W= (1 * 2aN, lNIu;) Z QOZN 1N1,q ! X = [ (I)zUl q’QUQ ]
NI &0, )"
Y = ""‘“‘“‘L“"“‘"g 1 ot Z = (@:U,) (4.23)
za(MmlNlig) )\21' (¢’2U2)*

de tailles I'(%Sp@CtiVGS ‘NcolNl'ig bt NcolNliyo Nc:o".Nlig X (Ncol -+ Mig)p (M’:{)l ~+ ]vlvq) X
(N(()l + leq) et ( col T leq) X Nrol]Vlzq



78

Nous avons appelé cette version formulation eracte de la forme standard de GY
car nous n’effectuons aucune approximation. La mise en oeuvre de cette version
est résumée au tableau (4.1). Sans lutilisation du Corollaire 2 et du Lemme 1,
Pinversion de A nécessitait 'inversion d’une matrice de taille NepNig X NeoiNiig,
maintenant, les seules matrices & inverser sont les matrices W et Y, qui sont

diagonales et la matrice Y '+ ZW LX) de taille (Naop + Niig) % (Neot + Niig).
g g

Tableau 4.1 Vue d’ensemble de la formulation exacte de la forme standard de GY

(a) Initialisation
(b) Calcul de A™" suivant (4.22) et (4.23)
(c) Jusqu’a convergence (plus précisément jusqu’a ce quune régle
d’arrét soit vérifiée)
(¢1) Mise a jour des variables de lignes b, I € {0,1,2} suivant
(4.12)
(c2) Mise & jour de Z suivant (4.15) :

2

Y ~
z=A""|®;' Db
v 2 ¥ * ; 26Vj\ft:ol]\/vhig e

Cependant, méme si nous avons su franchir 'obstacle de 'inversion d’une matrice de
taille NeotNiig X Neot Niig €t ainsi réduire le coiit total des opérations, pour des images
IRM de taille réaliste (par ex. 512 x 512}, le coiit total des opérations reste élevé.
Ceci s’explique facilement en s’attardant sur les matrices introduites dans le lemme
d’inversion : W est de taille élevée, mais comme il s’agit d'une matrice diagonale,
nous pouvons facilement la stocker, par contre, les matrices X et Z sont de taille
importante, respectivement Neo Nisg X (Neot+Niig) €t (Neot+ Niig) X Neot Niig, €t elles
ne sont pas creuses, d’ott une plus grande difficulté & les stocker. C’est pourquoi,
dans un premier temps, afin de réduire d’avantage la quantité de calculs, nous avons

proposé une formulation approzimée décrite ci-dessous.
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4.3.7 Formulation approximée

Nous négligeons la matrice de perturbation A, ce qui revient & poser A = C, et &
supposer notre signal périodique selon les directions des lignes et des colonnes. C

étant bloc-circulante, nous pouvons appliquer le Corollaire 2, et nous obtenons :

A=®;' (1+ al )I+§2: AW P (4.24)

= @, e e [\ | By .
205N601Nlig =1 zaNcolNlig

I et A; étant deux matrices diagonales, Uinverse de A se calcule facilement. De

plus, comme nous avons des matrices creuses, peu d’espace mémoire est requis. La

mise en oeuvre de cette version est résumée au tableau (4.2).

Tableau 4.2 Vue d’ensemble de la formulation approximée de la forme standard de
GY

(a) Initialisation

(b) Calcul de A™' suivant (4.24)

(¢) Jusqu'a convergence (plus précisément jusqu’d ce qu’une régle
d’arrét soit vérifiée)
(c1) Mise & jour des variables de lignes by, | € {0,1,2} suivant

(4.12)

(c2) Mise a jour de & suivant (4.15) :

Db

2
Al
R A—l @*1
* 2 ¥ * ; 20LN’col]Vl'ig

4,3.8 Conclusion

Nous disposons de deux formulations de la version standard de GY. Une premieére,

ezacte, application de LEGEND a 'IRM, nous permet d’optimiser inversion de la
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matrice A, cependant sa mise en oeuvre est encore lente et difficilement utilisable
en IRM avec des images de taille réaliste. Une seconde formulation, approzimée
ne nécessite plus Uapplication du lemme d’inversion des matrices, la matrice a
inverser étant équivalente & une matrice identité, elle est donc rapide. Dans le but
d’obtenir une formulation dont la complexité numérique est équivalente a celle de
la forme approximée, mais sans approximation, nous avons décidé de nous attarder

sur d’autres formulations de GY.

4.4 Forme généralisée

Notre but est ici d’obtenir une matrice normale A qui se préte a une inversion
efficace numériquement. Notre approche consiste a introduire un degré de liberté
supplémentaire dans la construction de GY en remplagant le produit scalaire cano-
nique habituel, qui apparait dans les relations de dualité convexes, par un produit
scalaire général défini par :

< ujv >=u"Mv (4.25)
ou M est une matrice réelle symétrique définie positive.

Notre objectif est de voir quel choix de M va nous permettre de modifier effica-
cement la structure de la matrice normale A et ainsi la rendre circulante, rendant
son inversion plus aisée. Mais avant, la question est ici de savoir si, en se basant sur
Rockafellar (1970), les relations entre la fonction convexe f introduite en (4.8) et
son conjugué f1 peuvent étre étendues au produit scalaire défini par (4.25) ; c’est

& dire a-t-on les relations suivantes?

flw) = sup (v*Mu— f(u))
weCH (4.26)
f(w) = sup (u"Muv— fi(v))

Vet
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Démonstration :

Soit f une fonction convexe, M une matrice symétrique définie positive. Soit T' une
racine carrée de M, c’est & dire toute matrice T telle que T7T = M. Définissons
h(w) = f(T 'u). h est convexe comme étant la composée d'une fonction convexe

et d’une transformation linéaire. On a donc les relations :

Ri(v) = sup (v'u— h(u))
uecH (4.27)
h(u) = 52%)!% (u*v — hi(v))

ot1 (h, h') est une paire de Legendre au sens usuel.

Effectuons le changement de variables :

=T v u="Tz

y=Twvev=Ty

En définissant fi(y) = h'(Ty), f est convexe comme étant la composée d'une

fonction convexe et d’une fonction linéaire, nous obtenons les relations :

fily) = suwp T Tz~ f(z))

ween T | (4.28)
fl@) = sup (@"T Ty f'(y))
YeCM
O

Nous disposons dune forme étendue des relations de dualité. Nous allons reprendre
la construction de GY et voir si un choix approprié¢ de matrice M nous permet
d’atteindre Pobjectif de simplification de la mise en oeuvre. Tout comme pour
la formulation standard, afin de pouvoir mettre en oeuvre la formulation semi-

quadratique, nous introduisons un couple de fonctions auxiliaires convexes (giq, glfu)



de telle sorte que :

*M
Galu) = 2 @y (w)
_ b* 1\2/1,1) le{0,1,2} (4.29)
glra(b) = 2' +\I’la(b)

avec Oy, (u) = « Z o(ue).

ecCl
La matrice M, introduite dans le produit scalaire a comme seule condition de
devoir étre symétrique définie positive. Le choix de M, de maniére a simplifier la

mise en oeuvre des algorithmes sera abordé plus loin.

De méme, le couple ($y,, ¥),) est défini comme :

) (u—b)*M,(u —b)
Oy (u) = inf ( + \I!la(b))
GY = b A (4.30)
Wia(b) = sup (—~ (u-?) J\Q/Il(u b, ‘I’za(u))

et le critere augmenté Ky °(a,b) prend alors la forme :

KGYq(m b + Z A ( - bl)*é\gl( bl) “q’la(bl)) (4_31)

En effectuant les mémes calculs que dans le cadre de la version standard, il est
alors aisé de trouver les formes de Z et de b (nous ne détaillerons pas les calculs,

le principe étant similaire & la version standard) :

5 ~1
_ hy by
= (I * E—E zaleM.wD’ MZDI) (@2 vt Z QGN,,;N,,QD 1M bl)

I==0)

(4.32)
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uy

/62 + lul‘Q

On observe que I'équation (4.33) permet de remettre a jour M ll; et non plus b.

Mll/); = Mlul i 64 (433)

Ceci n’est pas génant dans la mesure on c’est maintenant cette méme quantité
M b, qui intervient dans (4.32). Il est donc inutile d’évaluer les variables de ligne

b en tant que telles.

Nous nous intéressons maintenant au choix des matrices M de maniére a simplifier
Iinversion de A. Notre objectif est d’obtenir une matrice A bloc-circulante de
maniére a pouvoir inverser A par la méme technique que celle décrite au paragraphe
4.3.5. Pour [ = 0, comme Dy = I, il nous suffit de choisir My = I. Pour [ = 1 et
2, comme nous 'avons mentionné au paragraphe précédent, le produit D] D est
quasi bloc-circulant et peut s’écrire sous la forme : D} D) = C; — U U7, ott C) est

une matrice bloc-circulante. Nous cherchons donc une matrice M telle que :

D?MIDI = (= D?Dl -+ UIU?
&> (4.34)
DT(M; — I)Dl == U(U}k ; {e {1,2}

Dy est de rang plein, et U;U; de rang égal & N,y pour [ = 1 (resp. Ny, pour
[ = 2). Nous cherchons donc (M, — I) sous la forme d’une matrice de rang Ny

(resp. Nyg) et pouvant ainsi s’écrire comme :
M;—1I=8,8] (4.35)

D’aprés (4.34), nous avons :

D8, =U, (4.36)
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La solution de cette équation est alors simple & trouver dans le cas de différence du

5

premier ordre

D’apres (4.35), M, = I+ 8,S;. A présente donc une structure bloc-circulante sans
que nous ayons eu a introduire d’approximations. Plus précisément, en appliquant

le Corollaire 2 aux produits D} M, D, nous obtenons :

A 2 A
= 5! A N |
4 ‘I’g (1 + Q(INcogNI,,;g) I+ ; QO{NCOL]V“!) A @, (437)

Enfin, le calcul de M v, intervenant dans l'évaluation de M;b; n’entraine pas de
calculs importants. Nous savons que M peut se décomposer comme la somme de
la matrice I et du produit 8;8;, S; étant de taille (Nyg — 1) Neot X Neop pour I =1

et (Neot — 1)Nyig x Nijg pour I = 2, ce qui nous donne :
My, = (I -+ SISf)ul = U + Sg(S?’U;[) (4.38)

nous n’avons nul besoin de construire M.
Valeurs de o assurant la convexité du critére

L’ensemble de définition de « assurant la stricte convexité de g, est le méme que
dans le cadre de la formulation standard, soit o €]0, 6]. En effet, vu la forme que
nous venons de trouver pour les matrices M, nous pouvons réécrire la fonction

auxiliaire g;, définie en (4.29) comme :

uw (8,87 + Du

Gl (u) 9 - (I)la (U)
== wu_ ‘Pm(u) o+ W (43())
N, 2 o A 2 -~
(1) (2)

5Les formes exactes de 8 se trouvent en Annexe IV
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olt nous retrouvons pour le terme (1) la forme déja définie dans le cas de la forme
standard, convexe pour « €]0,4[. Le terme (2) définit une fonction convexe (dont
la convexité peut étre simplement démontrée en considérant le vecteur complexe

comme un vecteur a deux composantes).

Tout comme pour la version standard, la convergence vers un minimum global est
assurée si le critére augmenté Kq ?(x,b) est convexe. Si nous nous référons aux
trois conditions présentées au paragraphe (4.3.7), nous nous apercevons que les
deux premiéres conditions sont équivalentes, et sont vérifiées. La troisieme condition
devient :

(I?[o, (u) 1

lim e

’U,*Mz’u,—++oo U*Mlu 5 (440)

Condition qui est toujours vérifiée pour ¢ si & < ez
Conclusion
La mise en oeuvre de cette version est résumée dans le tableau (4.3).

Tableau 4.3 Vue d’ensemble de la formulation généralisée de GY

(a) Initialisation
(b) Calcul de A™" suivant (4.37)
(¢) Jusqu'a convergence (plus précisément jusqu’a ce qu’une regle
d’arrét soit vérifiée)
(c1) Mise & jour des variables M by, I € {0,1,2} suivant (4.33)
et (4.38)

(¢2) Mise a jour de Z suivant (4.32) :

R
2 >\I

B= AT @'Y+ )

2 Y+ Z 20N Niig

=0

DM b,

Cette formulation nous semble une bonne alternative a la formulation approximée
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car nous n’effectuons ici aucune approximation, et dans le méme temps nous obte-
nons un gain de calcul important vu que le calcul de Uinverse de la matrice normale
A revient & calculer I'inverse d’une matrice diagonale. Il nous faut cependant vé-
rifier si 'introduction de la matrice M n’entraine pas une convergence plus lente.
Nous verrons au chapitre 6 que le colit numérique des versions standard approximée

et généralisée est tres proche.

4.5 Forme vectorielle

Finalement, dans notre quéte d’une matrice A inversible sans grands calculs, nous
avons testé une derniére formulation de GY, proposée par Fiani et al. (2001) et
Allain (2002). En effet, comme nous allons le voir, cette formulation vectorielle
nous permet d’obtenir une matrice normale A a la forme tres simple dans le cadre

de la reconstruction en IRM : une matrice identité!

La démarche est la suivante : on applique les relations de dualité convexe direc-

tement & la fonction vectorielle Fy(x) = Z(pa(dfa:). Les fonctions auxiliaires

eeCl
(ga, g}:) sont définies comme :

¥
ga(@) = “FZSZ) (4.41)
t _
9.(b) = a(b)+ 5

go €t gl forment une paire de fonctions convexes conjuguées complexes.

De méme, le couple (Fy,, 1, ) est défini comme :

Fy(z) = inf ( (@ = b);(‘” il «/)(.,(b))
GY = P @b b (4.42)
'l/)cx(b) = Sup (“ 5 + 'a(m))
ax p4
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Le critére augmenté K" (x, b) peut alors étre exprimé comme étant :

Ki(@,b) = Jo(@) + Y A ((‘” ~b)@—b) | wa(bl)) (4.43)

— 20

K? est bien quadratique en @ et la minimisation en b est explicite. En suivant la
meéme démarche que celle présentée pour les versions standard et généralisée, nous

obtenons :

~ A
z= |1+ Z Z(JNcol]Vl'LqI y + Z ZCBN llegb (444)

A

et :

Uy

V1 [

l’;l =g — oDy (4.45)

Valeurs de « assurant la convexité du critére

Comme précédemment, il nous faut définir Pensemble de définition de o qui nous

assure la convexité de g, :

-1
Jo €St convexe si o < {sup [p(VZF(m))]} (4.46)
x

ot1 p(.) représente le rayon spectral. Avec notre fonction ,, ceci est équivalent a :

au €]0,6/p(D; Dy)].

Pour s’assurer de la convergence vers un minimum global, vérifions la convexité de
K. Les conditions & vérifier sont encore semblables a celles présentées au paragraphe

(4.3.7). Les deux premidres conditions sont inchangées, et vérifiées, et la troisieme
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devient :

(4.47)

Condition qui est toujours vérifiée pour ¢ si o < maq-
Conclusion
La mise en oeuvre de cette version est résumée dans le tableau (4.4).

Tablean 4.4 Vue d’ensemble de la formulation vectorielle de GY

(a) Initialisation

(b) Calcul de A™! suivant (4.44)

(¢) Jusqu'a convergence (plus précisément jusqu’a ce qu’'une régle
d’arrét soit vérifide)
(c1) Mise & jour des variables by, [ € {0, 1,2} suivant (4.45)
(c2) Mise a jour de & suivant (4.44) :

2
A7 25! — Db
v 2 ¥ * ,Z_:'; 2Odvca')l]\fl'ég e

Le principal avantage avec cette méthode vient du fait qu’aucune inversion ma-
tricielle n’est nécessaire, vu que la matrice normale A est proportionnelle & la
matrice identité! Cependant, la simplicité de cette méthode est obtenue au détri-
ment d’une vitesse de convergence beaucoup plus faible que pour les deux autres

méthodes, comme nous le verrons au chapitre suivant.

4.6 Convergence étendue

Au chapitre précédent, nous nous sommes intéressés au domaine de convergence

étendu introduit par Marc Allain au cours de sa these et permettant d’augmenter la
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vitesse de convergence (Allain, 2002, chap. X). Marc Allain ayant effectué son étude
dans le cas de variables réelles, nous avons conjecturé que cela pouvait s’étendre an
vas de variables complexes, et nous Pavons appliqué. Il faudrait cependant vérifier

certains points plus rigoureusement :

1. Pextension au domaine complexe de la condition d’Armijo et donc la justi-
fication de la Proposition 4 de Marc Allain (Allain, 2002, p.160). Méme si
nous avons trouvé des personnes I'utilisant dans le domaine complexe (Borzi

et al., 2002), nous n’avons pas pu trouver une démonstration rigoureuse ;

2. la notion d’approximation quadratique de J tangente en u, telle que spécifiée

par Marc Allain & la définition 5 du chapitre IX de (Allain, 2002, p.144)

L’'introduction de ce nouveau domaine de convergence (3.66) nous permet d’aug-
menter la vitesse de convergence. Si nous revenons a 'ensemble de définition intro-

duit au paragraphe 3.8.5.3, nous avons :

6 €]0; 20tmaa] (4.48)

Dans notre cas, nous avons posé § = 1 car nous n’appliquons pas de sur-relaxation.
Cet ensemble de définition est valable pour les formulations standard, vectorielle

et généralisée.

4.7 Conclusion

Tout au long de ce chapitre, le fil conducteur a été d’optimiser la forme de la matrice
normale A afin d’en rendre son inversion aisée. Nous avons ainsi tiré profit de la
forme particuliére de la matrice H reliant 'image & aux données y dans le cas de la
reconstruction d’images en IRM, ¢’est a dire la transformée de Fourier. Nous avons

tiré profit de la forme quasi bloc-circulante de A, aux travers du lemme d’inversion
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des matrices et du corollaire de diagonalisation des matrices circulantes. Nous avons

ainsi présenté et adapté différentes formulations de 'algorithme de GY :
P P

e les formulations standard complexe et vectorielle basées sur les formes in-
troduites par (Geman et Yang, 1995; Idier, 2001; Fiani et al., 2001; Allain,
2002). Pour la formulation standard, nous disposons de deux formulations,

une ezacte et une approrimée ;

e la formulation généralisée, forme originale dont la principale originalité réside
dans la reformulation du produit scalaire par introduction d’'une matrice M

permettant d’obtenir une matrice normale A bloc-circulante.

Soulignons cependant que le volume de calcul total nécessaire & la reconstruction
d’une image IRM est fonction non seulement de la complexité numérique des équa-
tions de remise A jour de x et b, mais aussi du nombre d’itérations nécessaire pour
atteindre le minimum global du critére (ou une valeur trés voisine de celui-ci).
Une étude empirique de la convergence de ces divers algorithmes sera effectuée
au chapitre 6. Mais avant cela, nous allons dans le prochain chapitre étendre la

reconstruction d’image en 3D.
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CHAPITRE 5

EXTENSION EN 3 D

5.1 Reformulation du probleme

Jusqu’ici, nous avons travaillé avec un objet 2D. Nous allons ici étendre notre for-
mulation en 3D. Il nous faut cependant avant tout expliciter le probléme direct.
L’acquisition d'un volume 3D en IRM peut étre effectuée de deux maniéres diffé-
rentes :

e soit en appliquant dans un premier temps un gradient &, dans la direction z,
puis en faisant varier les gradients selon les directions x et y, G, et G, comme
décrit au paragraphe 1.2.2. Dans cette situation on effectue 'acquisition d’un
nombre N, de tranches de taille N.,; X Nj;,. La reconstruction du volume final
par approche standard est simplement obtenue en réalisant une transformée
de Fourier 2D sur chacune des tranches. Nous sommes dans cette situation

lorsque nous travaillons avec des images de type écho de spin - 2D.

e soit en faisant varier simultanément les 3 gradients : G, G, et G,. On fait
l'acquisition d’un volume global de taille N, X Ny X Ny, et la reconstruction
du volume final par Papproche standard est obtenue en réalisant une trans-
formée de Fourier 3. Nous sommes dans cette situation avec les images de

©

type écho de gradient - 3D.
Cependant, I'opérateur de transformée de Fourier est séparable, et effectuer une
transformée de Fourier 3D revient & effectuer une série de transformées de Fourier
1D selon chacune des directions. C'est pourquoi dans le cas de Pacquisition 3D

réalisée en faisant varier les 3 gradients, il nous est possible d’effectuer dans un
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premier temps une transformée de Fourier selon la direction 2 et de considérer N,
tranches de taille No; X Ny, Par la suite, quel que soit le mode d’acquisition, nous
9 )
allons appliquer cette propriété de séparabilité et considérer nos volumes 3D comme
N, tranches de taille Ny X Ny;,. Cette propriété de séparabilité va nous permettre
9
de mettre en oeuvre efficacement les techniques de reconstruction que nous avons

développées.

Tout comme dans le cas 2D, nous considérons un voisinage du premier ordre. Un

tel voisinage en 3D est décrit a la figure (3.3).

5.2 Expression du critére primal

Dans un premier temps, revenons sur 'expression du critére J(x) obtenu en 2D

(voir (4.2)). La reformulation pour un objet 3D nous donne :

3
J@) =y~ Baa| + 32 guldlee) (5

ol ¥, est Popérateur de transformée de Fourier 2D opérant sur toutes les tranches
et liant les données y & l'objet @, C' représente 1’ensemble des paires de pixels de
type I (1 : pénalisation horizontale, 2 : pénalisation verticale, 3 : pénalisation entre
les tranches, selon z). Comme dans le cas 2D, chaque vecteur d;. est de support
limité & la clique ¢ de telle sorte & avoir les matrices des différences finies du premier
ordre Vi = [dy,]. .. |dia]", avec My = |CY), 1 € {1,2, 3}. Par la suite, nous poserons
Vx = wu;. Nous avons aussi introduit un terme de rappel a zéro afin d’améliorer

les résultats. Il fait intervenir la méme fonction ¢, et s’écrit :

\ E : o 5
/\O CPQ’» k‘lh/‘"'r?’k)

(iv.j&k)é”(

—~
%3]
[av)

S
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ol X est le support de . Afin d’obtenir des notations homogenes, nous définissons

Iensemble C° = X. De méme, nous posons ug = & ¢t V= I.

5.3 Formulation standard

5.3.1 Simple extension 3D

Intéressons nous maintenant & la formulation standard complexe de la construction
de GY. Il s’agit d’une extension immédiate en 3D du travail présenté au paragraphe

(4.3). Le critere augmenté KS¥ s’écrit :

K (2, b) = Jo(x) + Z by ((ul —o)T by é—‘lfza(bl)) (5.3)

— 20

avec U, (b)) = Z?ﬁa(bc) oll P, (b.) est défini en (4.9). Les formules de mise & jour
ceCt
des variables primales x et duales b sont obtenues de manieére identique au cas 2D.

Ainsi on obtient la valeur de Z qui minimise K5* a b fixé :

U ymam (14— viv NES 5 vib
dx N — 20NNy ' 2 ¥ 2aNeiNig

-

et celle de b; qui minimise K$¥ a « fixé :

OK&Y ~ u
L = =2 by = Uy — !

abl \/52+ lul|2 ’

ol le quotient s’entend comme une division pixel par pixel.

<1
[

veeC, 1¢{0,1,2,3} (5.5)

Lorsque lobjet @ est de petite taille, il est possible de mettre en oeuvre cet algo-

rithime, mais pour un volume 3D de taille réaliste, par exemple 512 x 512 x 110,
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les besoins en mémoire dépassent la capacité d'un ordinateur vu que le produit

matriciel V'V serait de taille NijgNeoi N, X NijgNegt N,

5.3.2 Mise en oeuvre pour des volumes de grande taille

Il nous est possible de contourner cette difficulté grace a la forme de notre opéra-
teur : la transformée de Fourier. Comme nous 'avons remarqué au préalable, I'opé-
rateur de Fourier est séparable, ce qui nous a permis dans le cas d’une acquisition
écho de gradient 3D d’effectuer au préalable une premiére transformée de Fourier
dans la direction z. Ainsi, comme indiqué au paragraphe 5.1, nous travaillons avec
un volume de données y 3D qui peut étre vu comme un volume composé de N,
tranches quelque soit le mode d’acquisition des données. En raison de la séparabi-
lité de 'opérateur de Fourier Ef’g, il nous est donc possible de partitionner x et y

en tranches et de réécrire :
LR S (9)]|2
lv = ®s2f =3 [v® — 222 (5.6)
k=1

ou ®, représente l'opérateur de transformée de Fourier 2D introduit au chapitre
précédent, c’est & dire opérant sur une tranche 2D. La partition la plus naturelle
est de séparer = et y en [V, blocs égaux x®) et y®) . Ces blocs correspondent aux

N, tranches 2D de 'objet x et aux mesures correspondantes.

En se basant sur une méthode de relaxation, et plus précisément Gauss-Siedel
(paragraphe 3.7.2), nous effectuons la minimisation de KZJ¥ a b fixé tranche par
tranche. Cela revient & trouver la valeur de £® qui minimise le critére K$¥ lorsque
les variables de ligne b et toutes les autres composantes de & sont fixées. En raison

des caractéristiques semi-quadratique du critére, la solution est donnée par ﬁ? =
ok
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0, ce qui nous donne :

2
SoaDph”

25 = AT 87y 4 e
= 2 Y+ 2aNeu Niig 1=0

(5.7)

A3 k=1) | £ (k—1) b ~ (k)
_ D b. k+1) _ )
+206Ncole«:g Dy ((:L' + by )+ (x 3 )
avec ,
1
A =T 4 e E NDIDy 4 2X\D5D .
+ 20:Noo Niig \ <= WPt 2ol (58)

ou D; représente la restriction de 'opérateur des différences finies d’ordre un V,; 4
un plan 2D*. De méme E(k) représente 'ensemble des variables de lignes intervenant
dans le calcul de ™), soit I'ensemble des variables de ligne relatives & des cliques
auxquelles appartiennent les pixels de z*), En aucun cas nous ne faisons intervenir
explicitement la matrice V3. En effet, lorsque toutes les composantes de x autres
que *) sont fixées, les termes de différences premiere dans la direction z peuvent
gtre vus comme les différences entre les éléments de la tranche ) et des tranches
a*+D) et 21 soit (2F) —*-D) et (x*+1) —2®)), Pour mettre & jour les éléments
de la tranche ®, seule 'utilisation des tranches x*+9 et 2*~1 est nécessaire, ce
qui nous permet d’éviter la manipulation de volumes de données importants. Au

niveau des variables de ligne b, la mise a jour est inchangée.

La minimisation par rapport & ) s’effectue lorsque les variables de lignes b sont

fixées. Le tableau (5.1) résume une itération de l'algorithme.

La principale différence avec la simple extension 3D vue au paragraphe 5.3.1 est
que pour s’assurer de converger vers le minimum global du critére augmenté K il
faut balayer plusieurs fois P'ensemble des tranches. Nous précisons maintenant la

forme exacte que prennent en 3D les différents algorithmes présentés au chapitre

Nous retrouvons les matrices des différences finies introduites au Chap. 4 et dont les formes
exactes se trouvent en Annexe IV
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Tableau 5.1 Résumé d’'une itération de l'algorithme

(a) Mise & jour de toutes les variables de lignes f;,, l € {0,1,2,3}
suivant (5.5)

(b) pour chaque image k=1,..., N, :
(b1) Mise a jour de % suivant (5.7)

Itérer 1’étape (b) jusqu’a convergence (plus précisément jusqu’a ce
qu'une regle d’arrét soit vérifiée)

précédent.

Revenons sur les formes définies en (5.7) et en (5.8). Si nous les comparons aux
équations (4.15) et (4.21) introduites au chapitre 4, nous nous apercevons que nous
avons des formes tres similaires. Le terme entre crochets du membre de droite de
Pexpression (5.7) ne pose aucun probleme lors de son calcul en ce qui concerne
la matrice A. Sachant que IJj est égale a la matrice identité, si nous comparons

(4.21) et (5.8), nous obtenons :

Al M Ao .

21 A=T+omms—D; M p*D 4 —22 D
. A= 20Nt Niig DsDo+ 20N oot Niig ™| t 20N o1 Niig DD
A 1 2

0 3
<1 - QaNcolNlig) + 2Q’J\Tcr.)ljvlz‘g ; e
M
1 2
8 0 A=Ttommr DD, + 20, DD
> I+ QQNcolNlig Z Al (1 2A30 05100

1=0

2

) /\() ~+ 2>\3 1

= (14 2222V 1y ————— ST ADID,
( + QCYNQOZ.NHQ * 2af]\'fcoljvlig [ o

Ny o
o

(2)

Ainsi, nous nous apercevons que la seule différence entre les deux équations se situe

au niveau des termes (1) et (2), soit an niveau des coeflicients de la matrice I. Cela
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signifie que nous pouvons appliquer la méme technique que dans le cadre 2D : la
diagonalisation via une transformée de Fourier 2D, puis Papplication du lemme
d’inversion des matrices ou seule la matrice W est changée, W prenant la forme :

Ay (5.9)

2
W=<1+ )\0+2>\3>+ M
l

2aN, col Mig

Nous obtenons ainsi la formulation exacte de la forme standard dans le cas d’une
formulation 3D. Au niveau de la formulation approrimée, nous effectuons les mémes
changements que ceux présentés au paragraphe 4.3.6. D’aprés Péquation (4.24),

nous obtenons la matrice normale A suivante :

2
Ao + 2X: X
= ;! 2ot o3 N
A= ®; (1 + S Nﬁg) I+ ; S| P (5.10)

ol A; sont les matrices diagonales obtenues par le Corollaire 2 (partie 4.3.5).

Il nous faut cependant mentionner que les formules de mise & jour de x et de
b devront étre adaptées lors de la mise en oeuvre pour la premiére et la derniére
tranche afin d’éviter les effets de bords. En effet dans le cas de la tranche (V) (resp.
xN=)) £© (resp. £™=*1)) n’existe pas. Cette remarque est valable pour toutes les

formulations.

5.4 Formulation généralisée

Nous avons présenté dans le paragraphe précédent 'extension 3D adapté a notre
probléme dans le cas de la formulation standard. Nous allons dans ce paragraphe
et dans le prochain effectuer 'extension pour les formulations généralisée et vec-

torielle en nous basant sur le principe présenté dans le paragraphe 5.3.2, soit la
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minimisation tranche par tranche du critere K.
GY .
En nous basant sur le paragraphe 4.4, nous trouvons la forme de K, '# suivante :

3 Ry S
K§¥0(@.b) = Jo@) + 3 N ((“’ o Ml oh) L
[==0

20 Qo

\I’m(bl)) (5.11)

olt Jo(x) et Wi, (by) sont respectivement définis en (5.6) et (4.30). Si nous suivons

le méme raisonnement que précédemment, nous obtenons :

M/]axﬁlul*“a"—'gz%w ) l:O,,g (512)
et
) 1 ¢ ®
k) @tk o " g .
z A ¢2 y + QleNcolNlig ; AIDI Ml l (513)
As (=1) , =D k ~ (k)
D b. (k+1) _
+oanow DiMo (@ 48"+ (@ bs ))
2
1 2
avec A=1 -+ m (Z /\ZDTMZDZ + 2/\3D8MOD0) (5.14)
co ig 1=0

Comme nous l'avons présenté au chapitre 4, nous avons introduit les matrices M,
restrictions au plan 2D des matrices M, afin d’obtenir une matrice normale A bloc-
circulante, et ainsi diagonalisable. Comme la matrice Dy est la matrice identité,

nous posons Mg = I. Nous obtenons alors :

Ao + 2A 1 2

: Ao 3 ,

=1+ 55 ) T+ 5 2 MDIM.D 5.

4 (1 * ZCVNcolNlig> + Q(ifM:olNlig — )\l l it} () 15)
()

Cette forme est trés similaire & celle obtenue en (4.32), la seule différence se situant

encore au niveau du terme (1) de la matrice A. De plus, les matrices M et M,
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sont les mémes que celles déterminées au chapitre 4, avec My = I+ 8,87,1 = 1,22

Il est alors possible de diagonaliser A (4.37) et nous obtenons :

Ao + 22 2 A
A= (1 + —~9—i-~3~) I+Y —2eA)| &, (5.16)

2aNcalNlig =1 2CMJ\T(:OIJVHQ

L’évaluation du membre de droite entre crochets de (5.13) ne pose aucune difficulté.
La forme généralisée s'étend donc aisément au cas 3D. Une itération de algorithme

ainsi obtenu suit le méme schéma que celui présenté au tableau (5.1).

5.5 Forme vectorielle

Comume précédemment, si nous nous basons sur les résultats obtenus au paragraphe

4.5, nous avons :

K (z,b) = Jo(z) + ; A ((“’ — b’?;i’” LI -Cl-y-wa(bl)) (5.17)

olt Jo(x) et ¥,(b;) sont respectivement définis en (5.6) et (4.42). La minimisation

de K(x,b) par rapport & ) 3 b fixé nous donne :

3 -1 3
" A o N ~®
® 1 l I B 1y ") !
v ( +le0 20Nt Nizg ) ( 2 Y +Zl=0 20 N g (5.18)

o

A

et par rapport a b a x fixé :

(17} .
VT u?

’Les formes des matrice Sy, [ = 1,2 se trouvent & 1’Annexe IV

b =x—aV} 1=0,...,3 (5.19)
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La forme obtenue de * en (5.18) est tres similaire & celle obtenue au chapitre 4 :

-1

A N o~ ,
=TI+ Z ANV thI oy + }: NN szgb (5.20)

Al

Le calcul de #% ne pose donc aucun probleme de mise en oeuvre et une itération

de l'algorithme ainsi obtenu suit le méme schéma que celui présenté au tableau

(5.1).

5.6 Conclusion - Discussion

Nous venons d’effectuer Pextension 3D de notre modele. Si nous nous attardons sur
la quantité de calculs requis pour estimer notre volume 3D, nous nous apercevons
que 'ordre de grandeur est similaire & celui d’un traitement 2D d’une succession
de tranches. La grande différence se situe au niveau de la mémoire utilisée vu que

z*D) ot 3= par contre, la

Pévaluation de % nécessite de garder en mémoire &
formulation 3D nous permet de tenir compte de la nature tridimensionnelle de notre

objet, c’est & dire des informations contenues dans les tranches g+ of k-1,
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CHAPITRE 6

RESULTATS OBTENUS ET DISCUSSION

6.1 Introduction - Rappel des objectifs

Notre principal objectif dans la reconstruction d’image en IRM est d’améliorer
le compromis temps de reconstruction - qualité de I'image obtenue. Un élément
important de cette qualité est la préservation des zone homogeénes et des discon-
tinuités dans I'image. Nous savons qu’il nous est impossible de rivaliser au niveau
temps avec la méthode de reconstruction classique que I'on retrouve mise en oeuvre
commercialement dans les appareils d’IRM. Nous avons donc accepté de mettre en
oeuvre une reconstruction entrainant des temps de calcul plus long, mais nous per-
mettant d’améliorer la précision des images. Notre présentation des résultats est

axée sur cet objectif :

— Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la qualité des résultats
dans le cadre 2D. A cette fin, nous avons utilisé des données simulées. Toujours
dans le cadre 2D, nous avons ensuite comparé les vitesses de convergence des
différents formulations de GY présentées au chapitre 4.

— Dans un second temps, nous avons testé notre modele dans un cadre 3D. Nous
nous sommes plus particulierement intéressées & la qualité des résultats, d’abord

sur des données simulées puis réelles.
Tout au long de ce chapitre, les notations suivantes seront utilisées

e x : l'objet original ey les données mesurées

e 7 : les données non bruitées e T : l'objet estimé
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6.2 Images simulées - 2D

6.2.1 Principe de simulation

Lors de la simulation, nous souhaitions obtenir des conditions trés proches des
conditions réelles. C’est pourquoi nous avons simulé des objets contenant & la fois
des zones homogenes et des discontinuités. De plus, les données étant acquises dans
Vespace k, le bruit additif se situe dans cet espace. Nous avons simulé nos données

de la maniére suivante :
1. création d’un objet @ de taille Neo X Niig;
2. calcul de la transformée de Fourier ¥y de x;
3. ajout de bruit n complexe dans 'espace k, y =y +n;

4. calcul de z¢ par la méthode de reconstruction classique, soit la transformée
de Fourier inverse, en utilisant 'algorithme de transformée de Fourier inverse

rapide : ®¢ = F~(y) ot F désigne 'opérateur de transformée de Fourier;
5. évaluation de Z par une des méthodes de reconstruction proposées;
6. comparaison de x¢ et de Z.

A ce niveau 14, il convient de se poser la question sur la nature du bruit & ajouter
dans le domaine de Fourier. Or il a été montré que le bruit est de nature gaussienne
(Wang et Lei, 1994; Sijbers et al., 1996), c’est pourquoi le bruit que nous avons
ajouté a signal ¥ es bruit entré de vari 2, Le choix de 1
jouté & notre signal ¥ est un bruit gaussien centré de variance o*. Le choix de la

valeur de o sera discuté plus loin.

Le fantéme utilisé pour les simulations présentées a la section 6.2.2 est basé sur
un vrai fantdme physique de taille 64 x 64, utilisé dans nos études expérimentales

présentant des discontinuités et des zones homogenes (figure 6.1).
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Figure 6.1 fantome utilisé dans la partie 6.3

Lors de nos simulations, nous avons ajouté du bruit de sorte & avoir un rapport

signal sur bruit, RSB, de lordre de 10 & 20 dB. Le RSB est défini de la maniere

suivante : . .
o2 1/ NYS 52 —m?
RSB = 1010g~,—% = 10log (1/ )E%l g —m (6.1)
On ) On

ol &2 et 2{ représentent respectivement les variances estimées de nos données non
bruité v et du bruit n et m est la valeur moyenne de y. Afin d’effectuer les diverses
comparaisons, nous avons calculé :

e le critéere J afin de pouvoir comparer son évolution pour les différentes for-

mulations

e 'erreur quadratique moyenne qui est de la forme :

= — 2|
E= “m”2 (6.2)
avec @ 'objet original et Z I'objet estimé.
e erreur quadratique sur les modules :
=~ el - @) .
B o= e 6.3
Bl o9

En effet méme si les données sur lesquelles nous travaillons, et done estimée T,

sont intrinsequement complexes I'image analysée par les médecins se limite le plus
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souvent au module (la phase étant rarement utilisée). C’est pourquoi nous avons

décidé de calculer aussi I'erreur quadratique sur les modules.

Afin de mettre en oeuvre notre algorithme, nous devons régler les différents para-
metres suivants :

1. les parameétres de régularisation A (cf. chapitre 4) : Ao pour le rappel & 0, A;

pour les différences verticales et Ay pour les différences horizontales

2. le parameétre d’échelle &

3. le parametre «
Nous présentons uniquement les résultats obtenus pour des parameétres optimaux,
c’est & dire ceux nous permettant d’obtenir les meilleures erreurs £ et E. 1Is ont
été obtenus en essayant plusieurs valeurs de (A, d) et en retenant celles produisant
les erreurs de reconstruction les plus faibles. Le parametre « a été choisi de telle
sorte & avoir la vitesse de convergence la plus élevée possible, soit : & = 1.996 pour
les formulations standard et généralisée et «« = 1.996/p(D; D]) pour la formulation

vectorielle (cf. Chapitre 4).

6.2.2 Résultats

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la qualité des images.
Afin de comparer les résultats obtenus, nous avons suivi les étapes décrites a la
section (6.2.1) auxquelles nous avons rajouté la reconstruction effectuée en suivant
la. méthode de Tikhonov présentée au chapitre 3. Comme les différentes formulations
de GY que nous avons introduites aux chapitres 4 et 5 sont toutes basées sur la
minimisation du méme critére J, (sauf la version approximée ou le critere est
légérement modifié), elles convergent toutes vers le méme minimum global; nous
avons utilisé la formulation exacte de la formulation standard afin d’effectuer cette

premiére comparaison. Les résultats obtenus sont présentés aux figures 6.2 (RSB
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de 20 dB) et 6.3 (RSB de 10 dB). Nous avons représenté ici le module de Z. Les
erreurs obtenues sont présentées au tableau (6.1).

Flovonntruction olassique Revonairuction de Tikhonov ~ A, = 0.05, 4, = 0.08 GY -804, 0 =0, A =47, b, = A7

10 2 E 4 50 &0

Figure 6.2 Comparaison entre la reconstruction classique, la reconstruction de Ti-
khonov et notre méthode, pour un RSB = 20dB

Hecanstruotion classiqua Regonsiruslion do Tikhonov -, = 0.5, 4, = 0.8 GY - 81,3, 20,4, =125, 4, = 125

40 50

0 a0 k4 A 50 &0

10 2 ¥ &

Figure 6.3 Comparaison entre la reconstruction classique, la reconstruction de Ti-
khonov et notre méthode, pour un RSB = 10dB

Tableau 6.1 Erreurs obtenues en %

20 dB 10dB
E|E| E | E
reconstruction classique | 0.99 | 0.63 |} 10.09 | 6.76

méthode de Tikhonov | 0.80 | 0.55 || 4.01 | 3.45

méthode proposée 0.14 | 0.15 || 1.28 | 1.11

Les résultats obtenus avec la méthode de GY montrent une réduction satisfaisante
des oscillations dues au bruit dans les zones homogenes et une préservation adéquate

des discontinuités. Au contraire les résultats obtenus par la méthode de Tikhonov
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montrent peu d’amélioration, la diminution du bruit dans les zones homogénes
7

étant accompagné de lissage au niveau des discontinuités.

6.2.3 Comparaison expérimentale des vitesses de convergence

Parmi les différents algorithmes développés au chapitre 4, soit les trois formulations
exactes (standard - formulation exacte, vectorielle et généralisée) et une formulation
approximée (standard - formulation approximée) nous cherchons a savoir laquelle
de ces formulations nous donne le meilleur compromis volume de calcul - qualité
de 'image. Comme le volume de calcul et la vitesse de convergence sont intrinse-
quement liés, nous avons comparé expérimentalement les vitesses de convergence
des différents algorithmes, a la fois en termes de nombre d’itérations et en nombre

d’opérations (ou temps de calcul).

Ces comparaisons expérimentales ont été réalisées sous MATLAB sur une image
128 x 128, la boucle principale effectuant la mise a jour des variables primales et
duales étant programmeée en langage C'. Nous avons ainsi tracé a la fois I'évo-
lution du critére J en fonction du nombre d’itérations et en fonction du temps
d’exécution. On se rend compte en observant la figure 6.4 qu’en terme de nombre
d’itérations, la méthode de GY vectorielle semble moins intéressante que les trois
autres qui affichent des résultats tres similaires. Cependant, en terme de temps, et
donc de volume de calculs, la formulation vectorielle de GY peut étre considérée
comme une option intéressante suite & sa vitesse de convergence acceptable et sa
facilité de mise en oeuvre. Si on s’attarde sur la forme exacte de la formulation
standard de GY, on s’apercoit que la performance est médiocre, ce qui la met hors

compétition, alors que les formes approximée et généralisée de GY présentent les

Lune version purernent en C est aussi disponible. Pour une question de simplicité, nous avons

préféré comparer les convergences des différentes formulations avec la version MarLap
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meilleures performances. Nous avons aussi réalisé les comparaisons sur une image
de taille 512 x 512 (figure 6.5). Pour cette comparaison, nous n’avons pas utilisé la
formulation standard exacte qui demandait de trop grandes ressources mémoires
et dont les résultats avaient déja été jugé médiocres sur la simulation précédente.
Nous nous rendons compte que bien que la taille de I'image soit plus importante,
ce qui signifie des matrices S de plus grande taille dans le cas de la méthode géné-
ralisée, cette derniére reste trés compétitive par rapport & la méthode approximée.

Ces résultats ont été obtenus sur un Pentium IV de 2.2 GHz.

x 1'% Résultats expérimentaux x 10" Résultats expérimentaux
3 v Yors pemerecr et pacptiCEoT et PO 3 sme S - T——
) 1% GY - standard ‘ v GY - standard
i - (Y - standard - approx % GY - standard - appro!
s { e BY - gendral tow e GY ~ goneral
L ~ - GY - Vet I o GY ~ vaet
254 ¥ SO S S e N
LA
%N
“q’( vy e
2 LN 2| S * e
L i )
= % * = L %
= ‘%‘i, N = [ Yo
. . ) R \ %)
1.5] % . 1.8 Yo L
LU “,
‘%ﬁ N W "V,‘.‘,
*, T RN iy,
A K ¥ N N,
4 i . . ] 1} \\ . o,
S S %m"‘»*ivmw
R il it rarrmens et B RPN
0.5 v 0.5 " .
Q 20 40 50 80 100 120 140 [+] 2 4 8 8 10
itérations temps (g5)

Figure 6.4 Comparaison expérimentale des vitesses de convergence pour une image
de taille 128x128 : J(x) vs. nombre d’itérations (gauche) et J(z) vs. temps (droite)

x 10" Résultats expérimentaux % 16" Résultats expérimentaux
1.8 v - 1.8, v ey
i~ QY - gtandard - approx ~ - 3Y ~ gtandard - approx
i GY - general GY ~ genaral
1,64 GY -~ veat 1.8p - o GY — vect
i
1.4 “ 1.4k ‘\5
i \
1.2, 12p
= | - 1
E qp 1 &
- P - N
[ Vi,
o.8f - 0.8 S
P iy
1o LR
0.8 “ “ 0.6 N
oaf LN 04
\ .
0"0 20 40 80 L1 100 120 140 0'“0 15 20 25 80
itérations temps (5)

Figure 6.5 Comparaison expérimentale des vitesses de convergence pour une image
de taille 512x512 : J(z) vs. nombre d’itérations (gauche) et .J(z) vs. temps (droite)

Comparons ces méthodes & la méthode de reconstruction classique. Vu que la re-
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construction classique est une simple transformée de Fourier, le meilleur critere de

comparaison se situe en terme de nombre de transformées de Fourier effectuées.

Dans le cas 2D, nous avons ;-
e reconstruction classique = une transformée de Fourier 2D

e GV, forme standard, standard approximée et généralisée = une transformée
de Fourier 2D pour initialiser x° puis deux transformées de Fourier 2D a
chaque itération

e GY, forme vectorielle = une transformée de Fourier 2D pour initialiser z°

Conclusion

De cette premiére étude, nous pouvons conclure d’apres les figures 6.4 et 6.5 que les
temps d’exécution sont satisfaisants. De plus, les méthodes standard approximée et
généralisée nous donnant des résultats similaires, nous allons privilégier la méthode

ne comportant aucune approximation, soit la méthode généralisée.

6.3 Images simulées - 3D

Les résultats étant satisfaisants dans le cadre 2D, nous nous sommes attardés sur
la reconstruction 3D. Dans un premier temps, nous 'avons comparée & la recons-
truction classique. Cependant, comme nous 'avons remarqué au chapitre 5, la for-
mulation 3D est plus coliteuse au niveau des calculs que la formulation 2D. Clest

pourquoei, dans un second temps nous avous comparé les formulations 2D et 3D.
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6.3.1 Comparaison reconstruction 3D et reconstruction classique

Nous avons utilisé un fantome numérique composé de 73 tranches de taille 128 x 128.
Nous avons fait de telle sorte & ce que les voxels soient isotropes. Le fantéme est
construit & partir de formes géométriques simples, afin de constituer un volume
comportant des zones arrondies ainsi que des discontinuités. Le fantome ainsi ob-
tenu posséde certaines caractéristiques géométriques (parties concaves et convexes,
parties arrondies, arrétes) qui rappellent celles présentes dans une partie distale
du fémur (figure 6.6). Le fantéme physique? comportant les mémes caractéristiques
est utilisé dans le paragraphe 6.4.1.Nous avons procédé comme au paragraphe 6.2.1

pour effectuer le bruitage et la reconstruction de notre fantéme.

Figure 6.6 fantome 3D utilisé

Comme indiqué dans le cas 2D, nous devons régler différents parametres afin de
mettre en oeuvre notre algorithme (Cf. Chapitre 5). Nous ne présentons ici que les
résultats obtenus pour les parametres optimum, soit pour F et E minimum. Les
différentes notations que nous avons utilisées pour les divers parametres sont les

suivantes :

e parametres de régularisation : Ag = rappel a zéro, Ay = pénalisations verticales

2Ce fantéme a été congu a origine par Nicolas Villain afin de tester des méthodes de recons-
truction en tomographie par rayons X
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et horizontales, A\ = pénalisations 3D, soit entre les tranches, selon 'axe z.
e parametre d’échelle : ¢

e paramétre o = 1.996 pour les formulations standard et généralisée et o =

1.996/p( D} D;) pour la formulation vectorielle.

Comparons maintenant la reconstruction classique et nos méthodes 3D. Les figure
6.7 et tableau 6.2 présentent les différents résultats obtenus pour les tranches 10
et 30 du fantéme. Nous avons préalablement ajouté du bruit de sorte a avoir un
RSB de 10 dB. Si nous regardons tout d’abord la figure 6.7, nous nous apercevons
~ que nous avons bien amélioré la gualité de I'image tout en conservant les zones
homogenes et les discontinuités. Ainsi si nous comparons les erreurs quadratiques
moyennes E, nous voyons que nous sommes passés de 15.08% & 0.33% pour la
10%me tranche et de 9.30% & 0.36% pour la 30*™¢ tranche (tableau 6.2). On ob-
serve compte que la diminution de l'erreur quadratique est plus importante avec la
dixiéme tranche qu’avec la trentiéme. En effet, avec la reconstruction classique, l’er-
reur quadratique est plus élevée pour la dixiéme tranche, car 'objet estimé (disque
blanc) est de plus petite taille que 'objet réel, alors qu’avec notre méthode nous
obtenons des erreurs quadratiques trés semblables, la taille de 'objet est toujours
correctement estimée. Si nous nous intéressons aux contours des coupes 10 et 30
détectés par simple seuillage (figure 6.8), nous nous apercevons que notre méthode
3D permet d’obtenir un contour beaucoup plus proche de 'image d’origine que la

reconstruction classique.

Tableau 6.2 Erreurs obtenues en %

10*"¢ tranche || 30°*™ tranche
reconstruction classique | 15.08 | 13.28 |} 9.30 | 7.51
méthode proposée - 3D | 033 | 033 || 036 0.36
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Fantome Fantorme

Recenstruction classique

Reconstruction classifjue

QY ~ §=0.002, 4 =0.078,4, = 039, 2, = 0.39 @Y ~ 3 = 0.002, &, = 0.078, &, = 0.39, A,=0.39

Figure 6.7 Résultat pour un RSB de 10 dB pour la 10 tranche (gauche) et
300 tranche (droite) - Image d’origine (haut), image obtenue par reconstruction
classique (inilieu), et image obtenue par notre algorithme (bas)
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o0F

Image dorigine

d

“\ b

aY

70

60F  Reconstruction classique

50~

40f

90 95 100 108

Figure 6.8 Détails des contours pour les tranches 10 (gauche) et 30 (droite) - contour
obtenu en utilisant la fonction contour de MATLAB

6.3.2 Comparaison 2D - 3D

Comparons maintenant les reconstructions 2D et 3D. Le fantéme est le méme que
celui introduit dans le paragraphe précédent. Nous avons utilisé ici un RSB de 10

(figure 6.9) et de 0 dB (figure 6.10).

Tableau 6.3 Erreurs obtenues en % pour les comparaisons 2D - 3D

Reconstruction classique || GY - 2D GY - 3D

E E E|E | E|E
10dB | 9.30 7.51 0.30 | 0.29 || 0.36 | 0.36
0dB | 91.67 72.9 1.94 | 1.66 || 1.71 | 1.69

Si nous nous attardons dans un premier temps sur les résultats obtenus avec un
RSB de 10 dB (figure 6.9), nous nous apercevons que les reconstructions 2D et
3D sont trés similaires et que les erreurs quadratiques E sont équivalentes. Dans
le cas d'un objet plus bruité, correspondant & un RSB de 0 dB (figure 6.10), nous

nous rendons compte que Pobjet présente des zones plus homogeénes avec la recons-
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Reconsiruction classique

Fantome

100 Este

1208

GY - §20.002, A, =0,078, 4,0.89, ), =0

GY.- 5=0002, 4, = 0078, 2, =039,2, =039

120 48

Figure 6.9 Comparaison reconstruction 2D (bas & gauche) - 3D (bas & droite) pour
la 30®™¢ tranche. RSB = 10 dB

truction 3D et nous obtenons une erreur E plus faible dans le cas 3D (1.71%) que
2D (1.94%). Ainsi, si nous tragons le contour obtenu par les reconstructions 2D et
3D, nous obtenons le résultat présenté & la figure 6.11 oli nous pouvons voir que
la méthode 3D nous permet d’obtenir un contour plus proche de l'image d’origine
que la méthode 2D. Cette précision plus élevée s’explique par 'apport plus grand

d’information a priori dans la méthode 3D.

Au vu des résultats concluants obtenus avec les simmilations, nous allons maintenant

nous intéresser plus longuement aux résultats obtenus avec des données réelles.
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Fantome Reconstruction classique

GY - 50,02, A =018, A 078, %, =078

Figure 6.10 Comparaison reconstruction 2D (bas & gauche) - 3D (bas & droite) pour
la 30%™¢ tranche. RSB = 0 dB
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Figure 6.11 Détails des contours pour la tranche 30, pour les reconstructions 2D et
3D



6.4 Résultats obtenus sur les données réelles

Il nous faut avant tout remarquer qu'il est tres difficile dans le cas d’images réelles
d’évaluer la reconstruction. En effet, il n’est pas possible de calculer d’erreur qua-
dratique, et les critéres sont alors trés subjectifs, vu que nous pouvons uniquement

nous fier & une évaluation visuelle, sauf dans le cas du fantéme calibré.

6.4.1 Fantome en PVC

Nous nous sommes d’abord intéressés aux résultats obtenus sur un fantéme PVC
représentant une téte stylisée de fémur. Il s’agit du fantéme physique équivalent
au fantéme numérique utilisé pour les simulations du paragraphe précédent. Pour
effectuer les acquisitions, ce dernier a été immergé dans un bac d’eau®. Différentes
séries d’acquisition ont été réalisées. Nous allons nous attarder sur deux d’entre
elles, la premiére étant obtenue par écho de spin 2D et la seconde par écho de
gradient 3D. Comme nous I'avons mentionné au Chapitre 5, dans le cas de cette
seconde acquisition, nous avons effectué une premiere transformée de Fourier selon
laxe z afin de considérer NV, tranches de taille Noo x Ny, et non un volume 3D de

taille N, X Negot X Nyg.
Premieére série de données - Echo de spin 2D

Nous disposons de vingt-six tranches de taille 256 x 256, chacune de 5 mm d’épais-

seur. Les parametres de cette acquisition étaient les suivants :
e écho de spin 2D

e TR == 15ms, TE = 7.5ms, FoV = 8/8

3Nous remercions Mr. Gilles Beaudoin du pavillon Notre-Dame du CHUM pour nous avoir
fourni ces images
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Les résultats obtenus sont présentés au figures 6.12 et 6.13.
Deuxieme série de données - Echo de gradient 3D

Nous disposons de cent trente huit tranches de taille 128 x 256, chacune de 1 mm

d’épaisseur. Les parameétres de cette acquisition étaient les suivants :
e écho de gradient 3D
e TR = l4ms, TE = 5ms, FoV = 4/8

Les résultats obtenus sont présentés a la figure 6.14.

Si 'on compare visuellement les deux méthodes de reconstruction, soit la recons-
truction classique et la méthode de GY- 3D, nous voyons que nous obtenons une
réduction du bruit importante avec notre méthode (figure 6.12 et 6.14), principale-
ment dans la zone de ’eau. Les bords sont aussi correctement conservés. Cependant,
du flou peut étre observé; ceci peut étre attribué a l'effet de volume partiel ainsi
qu’aux bulles d’air présentes aux environs du fantéme. L’effet de volume partiel est
plus important dans le cadre de la premiére série de données, les tranches ayant
une épaisseur de cing millimétres. Dans le cas de la premiére série de données, nous
avons aussi comparé les méthodes GY 2D et 3D (figure 6.13). Nous nous apercevons
que la méthode 2D donne de bons résultats, mais la méthode 3D nous permet d’ob-
tenir des résultats plus nets au niveau de 'eau. Pour la vingt-deuxiéme tranche, il
y a un effet assez important de volume partiel qui est mieux géré avec la méthode
3D, vu qu'en 3D nous tenons compte de la nature tridimensionnelle du fantome,
et donc de la ressemblance entre tranches successives. 11 faut cependant remarquer
que méme si ici nous pouvons améliorer la qualité de 'image, V'effet di au volume

partiel reste assez important, en raison de la grande épaisseur des tranches (5 mm).

Notre méthode 3D nous permet bien d’atteindre nos objectifs, soit Pamélioration

de la qualité des images avec conservation des zones homogenes. Au vu de ce com-
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portement satisfaisant de notre méthode sur des fantémes, nous allons maintenant

nous intéresser & des images obtenues sur un cas réel.

10 il 30 40 50 80 n 8 %0 0w

40 50 &0 n 80 %0 100

Figure 6.12 Premiére acquisition de données - Echo de spin 2D. Quinzieme tranche.
Reconstruction classique (gauche) et GY 3D (droite).
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Figure 6.13 Premiere acquisition de données - Echo de spin 2D. Comparaison d’une
reconstruction 2D (droite) et 3D (gauche) pour les quinziéme (haut) et vingt-
deuxieme (bas) tranche.
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Figure 6.14 Deuxiéme acquisition de données ~ Echo de gradient 3D : quatre-vingt
dixieme tranche. Reconstruction classique (gauche) et GY (droite).

6.4.2 Images de genou

Au vu des résultats obtenus avec le fantome, nous nous sommes intéressés a des
images obtenues dans un cas réel, soit des images de genou. Ici encore, notre prin-
cipal objectif était de voir si sur un cas réel il nous était possible d’améliorer la
qualité des résultats obtenus tout en préservant les discontinuités. De plus, comme
nous avons mentionné dans l'introduction, 'TRM a I'avantage d’imager avec une
grande précision les tissus mous, donc dans le cas du genou, elle est particulie-
rement utile pour observer Pépaisseur du cartilage (figure 6.15) et ainsi détecter
de possibles dégradations, la dégradation du cartilage étant un probleme de santé

majeur. Nous avons voulu voir si en améliorant la qualité de nos images il nous
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était possible de distinguer avec une plus grande précision I’épaisseur du cartilage.

e

Figure 6.15 Représentation d'une coupe de genou obtenue en IRM

La série d'image que nous avons étudié ici est composée de cent dix tranches de

taille 512 x 384 d’épaisseur de 1 mm.

Les parametres d’acquisition étaient les suivants :
e écho de gradient 3D

e TR = 24 ms, TE = Tms, FoV = 6/8

En observant les résultats présentés a la figure 6.16, on se rend compte que la qualité
de I'image est bien améliorée, le bruit est diminué de maniére significative. Les zones
homogenes ainsi que les discontinuités sont bien conservées. Notre principal objectif
est bien atteint. De plus, si nous observons les détails présentés a la figure 6.16,
nous nous apercevons que la qualité de la représentation du cartilage est meilleure :
la présence de petites oscillations dues au bruit est plus faible et les contours sont
bien conservés. Il ne s’agit cependant que d’un exemple, de résultats préliminaires.
Une étude plus rigoureuse sur différents cas, dont certains comportant un cartilage

trés détériord, devrait étre menée pour pouvoir conclure sur une amélioration réelle.



Figure 6.16 Résultats obtenus pour le genou : cinquante cinquiéme tranche. Re-
construction classique (gauche) et GY (droite).

6.4.3 TFantdme vasculaire

Finalement, nous avons voulu savoir si notre méthode pouvait s’appliquer dans le
cas d’images comportant des objets trés minces, comme dans le cas de 'IRM vascu-
laire. Nous avons pour cela utilisé un fantdme vasculaire calibré (figure 6.17 et 6.18)
mis au point par une équipe du CHUM et pouvant étre utilisé dans divers systémes
d’imagerie (Cloutier et al., 2003; Boussion et al., 2003). Nous ne nous attarderons
pas ici sur la maniére dont le fantéme a é6é fabriqué, pour plus d’information, nous
renvoyons le lecteur aux deux sources citées précédemment. Le vaisseau sanguin

simulé est composé de cing segments en latex de diamétre respectif 0.98, 2.40, 4.20,
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6.28 et 8 mm. Le vaisseau baigne dans du gel agar qui présente des caractéristiques
analogues & celles des tissus humain vis a vis de 'IRM. Enfin, une solution de ga-

dolinium circule dans le vaisseau afin de simuler l'effet du sang circulant dans nos

vaisseaux .

.
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Figure 6.17 Schéma du fantéme vasculaire. D’apres (Boussion et al., 2003)

Figure 6.18 Représentation 3D du vaisseau. D’aprés (Boussion et al., 2003). Seul
quatre segments sont ici représentés : 0.98, 2.40, 4.20 et 6.28 min de diametre. Dans
notre cas, nous disposions d'un cinquieéme segment, de 8 mm de diameétre.
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Nous disposons de deux jeux de données de soixante-douze tranches de 1 mm
d’épaisseur : le premier a été obtenu par une acquisition écho de gradient 3D, et
le second par une acquisition écho de gradient 3D, mais grace a six antennes RF,
ce qui nous permet d’obtenir un RSB beaucoup plus élevé. Dans les deux cas, les
paramétres d’acquisition étaient les suivants : TR = 34 ms, TE = 14 ms et FoV =

8/8.

Dans un premier temps comparons les reconstructions classiques obtenues avec les
deux acquisitions. Intéressons nous plus particulierement & la tranche quarante-
six qui nous permet de visualiser I'ensemble du fantome (figures 6.19 et 6.20). 11
nous faut remarquer que la répartition du gradient n’est pas homogene, ce qui
entraine la courbure du vaisseau. Lors de la reconstruction mise en oeuvre dans les
appareils, une transformation est effectuée afin de corriger cet aspect. Cependant
cette transformation n’avait pas encore été effectuée sur les données brutes dont

nous disposions.

Si nous nous attardons sur la qualité des images, nous nous rendons compte que
le segment de diamétre 0.98 mm est presque invisible dans le cas de la premiere
acquisition, avec une seule antenne RF. De plus, avec cette acquisition, il est presque
impossible de faire la distinction entre P’air et le gel d’agar entourant le fantéme.
Ce gel est cependant tres bien visible sur la figure 6.20 (figure de gauche), soit celle

obtenue avec six antennes.



Figure 6.19 Résultats obtenus pour le fantéome vasculaire. Reconstruction classique.
Image obtenue avec six antennes (gauche) et avec une seule antenne (droite)

p

Y RREENEY

B RRRLES

LA 5 & 3%

Figure 6.20 Résultats obtenus pour le fantoéme vasculaire. Reconstruction classique.
Image obtenue avec six antennes (gauche) et avec une seule antenne (droite) -
Détails
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Notre principal objectif ici est de voir si il nous est possible d’obtenir & partir de
données acquises grace a une antenne des résultats de qualité égale & ceux obtenus

grace & six antennes.

Nous avons donc appliqué nos méthodes de reconstruction 3D introduites au cha-
pitre 5 aux données acquises avec une seule antenne. Les résultats sont présentés

aux figures 6.21 et 6.22.

Ces résultats ont été obtenus en effectuant 30 itérations sur Pensemble du volume
des données, et 10 itérations sur « a b fixé. Le temps d’exécution est d’environ
130 minutes sur un ordinateur de 4 Go de mémoire vive et un processeur Intel,
Pentium IV de 3 GHz. Le temps a été évalué sur un programme effectué en C,
sur des variables en flottant. De plus il s’agit ici de résultats obtenus grace a la
version généralisée, la version approximée donne un temps moyen d’exécution de

105 minutes.

Nous avons tout d’abord comparé les résultats obtenus avec la reconstruction clas-
sique de la méme série de données. Nous nous apercevons que nous avons sensible-
ment réussi & améliorer la qualité de I'image sans perdre le tube de un millimetre.
De plus si nous comparons notre méthode & la reconstruction classique de don-
nées acquises par six antennes (figure 6.19) , nous nous rendons compte que nous

obtenons des résultats de qualité assez proche.



126

Figure 6.21 Résultats obtenus pour le fantome vasculaire. Reconstruction classique
(gauche) et GY (droite)
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Figure 6.22 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Reconstruction classique
(gauche) et GY (droite) - Détails



127

Dans un second temps, afin de pouvoir visualiser les coupes des différents segments,
nous nous sommes placés dans un plan perpendiculaire & 'axe du fantéme, soit des
vaisseaux simulés. Les résultats obtenus dans le cas de la reconstruction classique
pour les deux acquisitions sont présentés aux figures 6.23 & 6.26. Nous avons re-
présenté les coupes des vaisseaux de 8 et 0.98 mm. L’aspect elliptique plus que
circulaire des coupes est di au fait que les voxels ne sont pas isotropes. Comme
précédemment, nous nous apercevons que dans le cas de 'image obtenue avec une
seule antenne, I'image est trés bruité et il nous est impossible de distinguer le gel
d’agar. De plus, si nous nous attardons plus particulierement sur la coupe du vais-
seau de 0.98 mm, nous nous apercevons que le vaisseau est perdu dans le bruit dans
le cas d’une acquisition avec une seule antenne contrairement & celle obtenue avec

six antennes.

Les coupes des images obtenues grace & notre méthode, dans le cas de Vacquisi-
tion par une antenne, sont présentées aux figures 6.27 a 6.30. Les conditions d’ob-
tention de ces résultats sont les mémes que celles énoncées précédemment. Nous
nous apercevons que la qualité des images et meilleure sur les images obtenues par
notre méthode que sur celles représentant la reconstruction classique. Si nous obser-
vons plus particulierement la coupe du vaisseau de 0.98 mm, nous nous apercevons
qu’il nous est possible de le distinguer sur I'image obtenue gréice a notre méthode,

contrairement & 'image obtenue par la reconstruction classique.

Cette derniére étude, effectuée sur un fantéome calibré, nous a permis de montrer
la viabilité de notre méthode. En effet, on observe qu’il est possible d’améliorer la
qualité sans perdre des détails, pouvant aller jusqu’a une précision de Pordre de un

millimétre.
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Figure 6.23 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Reconstruction classique.
Coupe du segment de 8 mm. Image obtenue avec six antennes (haut) et avec une
seule antenne (bas)

Figure 6.24 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Reconstruction classique.
Coupe du segment de 0.98 mm. Image obtenue avec six antennes (haut) et avec
une seule antenne (bas)
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Figure 6.25 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Reconstruction classique.
Coupe du segment de 8 mm. Image obtenue avec six antennes (haut) et avec une
seule antenne (bas) - Détails

Figure 6.26 Résultats obtenus pour le fantome vasculaire. Reconstruction classique.
Coupe du segment de 8 mm. Image obtenue avec six antennes (haut) et avec une
seule antenne (bas) - Détails
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Figure 6.27 Résultats obtenus pour le fantdme vasculaire. Coupe du segment de 8
mm. Image obtenue avec la reconstruction classique (haut) et avec notre algorithme

(bas)

Figure 6.28 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Coupe du segment de 0.98
mni. Image obtenue avec la reconstruction classique (haut) et avec notre algorithme
(bas)
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Figure 6.29 Résultats obtenus pour le fantome vasculaire. Coupe du segment de 8
mm. Image obtenue avec la reconstruction classique (haut) et avec notre algorithme
(bas) - Détails

S0 A0 360

Figure 6.30 Résultats obtenus pour le fantéme vasculaire. Coupe du segment de 0.98
mm. Image obtenue avec la reconstruction classique (haut) et avec notre algorithme
(bas) - Détails
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6.5 Conclusion - Discussion

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté les différents résultats obtenus grace
& notre algorithme de reconstruction. Nous avons vu que les résultats sont satisfai-
sants & plusieurs points :

— La qualité de VYimage est améliorée de maniére sensible. Cela se traduit par une
diminution importante du bruit, des oscillations contenues dans les images, sans
pour autant lisser les discontinuités de maniere sensible.

— Dans le cas de fantome comportant de trés petits détails, il nous est possible de
conserver ces derniers tout en améliorant la qualité des images.

— Le temps de calculs reste raisonnable

— Les résultats obtenus avec le fantdme vasculaire sont encourageants : avec une
seule antenne RF il nous est possible d’obtenir des résultats compatibles & ceux
obtenus avec six antennes. Cela permettrait de diminuer le volume de données a
acqueérir.

On note cependant que :

— Il ne nous est pas possible de diminuer Peffet de volume partiel. 11 serait utile
comme prolongement & ce travail d’incorporer dans les simulations effet du
volume partiel afin d’en mesurer 'impact

— Dans certaines situations, en présence d'un faible bruit, le choix d’une recons-
truction 3D plutét que 2D est discutable, vu que les résultats obtenus par ces

deux approches sont sensiblement identiques.
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CONCLUSION

L’objectif de ce travail était d’améliorer la qualité des images obtenues en IRM, c’est
4 dire obtenir des images comportant moins d’oscillations tout en conservant les
zones homogeénes et les discontinuités. Pour cela, nous avons considéré le probleme
de reconstruction d’images en IRM comme un probléme de type probléme inverse,
approche trés utilisée en traitement d’images. L’image reconstruite est obtenue
non pas en effectuant une transformée de Fourier inverse comme dans le cas de
la reconstruction classique en IRM, mais en minimisant un critére composé de
la somme dun terme de fidélité aux données et d'un terme de régularisation. Au
chapitre 3, nous nous sommes plus particuliérement attardé sur comment construire
un tel critéere de maniére A atteindre nos objectifs. Nous avons décidé d’utiliser
une approche basée sur les champs de Markov, cette approche nous permettant
d’obtenir un modele souple & mettre en oeuvre. Aux chapitres 4 et 5 nous avons
développé différentes formulations 2D puis 3D basées sur la construction sema-
quadratique de Geman & Yang. Pour cela, nous avons tiré parti des caractéristiques
de notre probléme, c’est a dire des propriétés de l'opérateur de transformée de

Fourier et de la forme particuliére de la matrice normale, gquasi bloc-circulante.

La principale originalité de notre travail repose sur 'introduction d’une formula-
tion généralisée de la construction de GY nous permettant d’obtenir une structure
prédéfinie de la matrice normale. Cette propriété a été utilisée afin d’améliorer
Iefficacité numérique de la reconstruction. Les résultats obtenus avec des données
simulées et réelles présentés au chapitre 6 ont prouvé que nos objectifs avaient été
atteints. Nous avons bien amélioré la qualité de nos images sans perte des dis-
continuités. De plus, la méthode généralisée nous a permis d’obtenir le meilleur
compromis entre le temps de calculs et la qualité des images. En effet, cette formu-

lation ne comporte aucune approximation et sa vitesse de convergence est proche de
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celle obtenue avec la formulation standard approximée. Enfin, les résultats obtenus
avec un fantéme calibré nous ont permis de montrer la viabilité de notre méthode,

vu qu’il nous a été possible de détecter des détails jusqu’a une précision de 1 mm.

Un prolongement de ce travail consisterait dans un premier temps & développer une
méthode non supervisée, c’est a dire permettant un réglage automatique des para-
meétres d’échelle 6 et de régularisation A. Il faudrait aussi améliorer la construction
des matrices des différences finies en introduisant la pondération des différentes
cliques (c’est a dire horizontale-verticale et 3D). Dans un second temps, il serait
utile de comparer les résultats obtenus avec un voisinage du second ordre. En effet
dans Je cas d’images ayant de formes arrondies un voisinage du second ordre permet-
trait d’obtenir de meilleurs résultats vu que Uinformation a priori fait intervenir les
différences premiéres dans un plus grand nombre de directions. Finalement, méme
si il ne nous est pas possible de rivaliser au niveau temps de calcul avec la méthode
de reconstruction classique que 'on retrouve dans les appareils commerciaux, le
compromis obtenu entre le temps d’exécution et la qualité des images pour la for-
mulation 3D est assez encourageant ; l'efficacité numérique des programmes peut

encore étre améliorée.
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ANNEXE I

ALGORITHME DE GR, VERSION STANDARD - RELATIONS DE
DUALITE ET EVALUATION DES VARIABLES DE LIGNE

Nous allons ici présenter plus en détails les démonstrations nous permettant d’abou-
tir aux équations de dualité liant ¢ et ¢, ainsi qu’a la formulation exacte de I’estimée

des variables de lignes b, & & constant. Nous travaillons ici avec des variables réelles.

1.1 Relations de dualité entre ¢ et ¢

Soit u € R et b € R. Considérons la fonction g introduite au paragraphe 3.8.2 :

Vu<0 , g(u)=4oc0

(L1)
Vu>0 , g(u)=—p(vu)

g est convexe. Soit g'(u) sa fonction convexe conjuguée, on pose gt (—b) = (b). En
utilisant les équations (3.39) liant deux fonctions convexes conjuguées et en posant

< u | b >= ub, nous obtenons :

g'(b) = sup(ub— g(u))

= sup (ub+ p(vu))
dott gf(=b) = sup (~ub+ p(u))

et (b)) = sup (p(u) —u’b) (1.2)

u
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De méme,

g(w) = sup (ub—g'(h))

dott  —p(vu) = sup (ub— g'(-b))

¢t —p) = p (u?b— (1))
soit  p(u) = inf (1(b) + u®b) (1.3)

Nous obtenons alors les deux relations de dualité suivantes :

(D) = sup (p(u) — u’b) o(u) = irgf (¥(D) + u’b) (1.4)
Ces deux relations permettent de construire le critére augmenté Ky

1.2 Calcul de Vestimée b, des variables de ligne

Nous détaillons ici les calculs permettant d’aboutir a ’équation (3.51) présentée au

chapitre 3. b, est défini par :
b, = arg min{ub. + ¥(b.)} , cel (L.5)
be

Ce minimiseur annule le gradient de u2b, + 1(b.), d’ott la condition :

dp(b) a2

5y " Ue = 0 (1.6)

De plus, comme b, est un minimum, nous pouvons exprimer ¢(u..) défini & I'équation
(I.4) en fonction de b, :

o(ue) = P(b.) + u’b, (L7)



ce qui nous donne :

Soit :

7 a‘/}(i)c) ?_Z_A)L

2ucb, + ———%

ab, Ou. Y P,
b, + é)ngbc) —
db

[
(%

2
c

5 Jb;,

du,

o

n

=0
2u.b,
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(L.11)
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ANNEXE II

ALGORITHME DE GY, VERSION STANDARD - RELATIONS DE
DUALITE ET EVALUATION DES VARIABLES DE LIGNE

Nous allons ici présenter plus en détails les démonstrations nous permettant d’abou-
tir aux équations de dualité liant ¢ et v, ainsi qu’a la formulation exacte des va-

riables de lignes b.. Nous travaillons ici avec des variables réelles

II.1 Relations de dualité entre @, et ¥,

9

PYrd

e U . .
Soit u € Ret b € R. Considérons la fonction auxiliaire g, = ——2—--cpa(u) introduite au
paragraphe 3.8.3. Supposons que g, soit convexe et désignons par g/,(b) sa fonction
g P

convexe conjuguée. On pose q(b) = gl (b) — —2:

En utilisant les équations (3.39) liant deux fonctions convexes conjuguées et en

posant < u |b >= ub, nous obtenons :

g'(b)
d'ott B?/2 4+ (b) = sup (ub—u?/2 + @a(u))

sup (ub — g(u))

et 1,(b) = sup (—— (u ; b’ + wa(’u)) (IL.1)

De méme,

g(w) = sup (ub— g'(b))
b
dott /2 — . (u) = sup (ub—b*/2 — (b)) (IL.2)
b



149

Soit ¢

~eut) = s (-5 - v )

et wolu) = il;)lf (*z,ba(b) + (u ; b)“) (I1.3)

Nous avons donc les 2 relations de dualité suivantes :

wol) = s (L2 b)) vt =t (v + E5)

I1.2  Calcul de V'estimée l;, des variables de ligne

Nous détaillons ici les calculs permettant d’aboutir & 'équation (3.58) présentée au

chapitre 3. b, est défini par :

. —b)?
b. = argmin { (u 5 ) + dla(bc)} , cel (1L.5)
be
. . (u — b)? . .
Ce minimiseur annule le gradient de 5 + Y (be), d’ott la condition :
O (b
d)ab( ) et bo=0 (1L6)

De plus, comme b, est un minimum, nous pouvons exprimer @, (u,) défini a Péqua-~

tion (I1.4) en fonction de b, :

(tte — 66)2

5 (IL.7)

‘ch(UC) = "w/)a(i%) +



ce qui nous donne :

Soit :

0o (uec)

O,

>
&

Ue — Bc + 81&“}\(1)‘:) 9"{)’2‘
b, Ou,

o

— (e —

b.)

Ue — Z’C -+ dwaﬂ(bc) - Ue + I;c
ab

.

o

'y

~

Ue — b

= u,—@l(u) , cel

= u,— ' (u)

ce(l

b,

b,
Jdu,

.
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(I1.8)

(1L.9)

(I1.10)

(IL11)
(I1.12)
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ANNEXE III

ALGORITHME DE GY, VERSION STANDARD - FORMULATION
COMPLEXE - RELATIONS DE DUALITE ET EVALUATION DES
VARIABLES DE LIGNE

Nous présentons en détails les démonstrations nous permettant d’aboutir aux di-
verses égalités présentes dans la formulation complexe de la version standard de
lalgorithme de Geman & Yang. Les calculs des versions vectorielle et généralisée

ne sont pas détaillés, le raisonnement étant semblable.

IT11.1  Relations de dualité entre ¢, et 1,

Soit u = u, + iu; € C et b= b, + ib; € C. Considérons la paire de Legendre (g, ')

suivante :
<ulu>
e — 00 (1)

<blb>
2

Comme nous travaillons avec des variables complexes, le produit < u|b > est équi-

i

9a(u)
gl:(b) = %(b)“‘“

(I11.1)

valent & :

1
< ulb >= u,b, + uih; = 5(u*b + ub") (111.2)

ot (.)* représente opérateur de conjugaison. Un raisonnement analogue & celui

présenté a I’Annexe II nous permet d’obtenir les relations suivantes :

Pa(b) = sup (w (u—b)(u-") -+ (,ou(u))

nel 2

pulu) = inf (( “ =) %(b))

bel 2

i

(I11.3)




IIL2 Caleul de Iestimée b des variables de ligne

Considérant des variables complexes, le développement est identique a celui exposé

au paragraphe I1.2. D’apres ’équation (I1.6), nous obtenons :

awla (bc) N

8\I’la (bc) .
Ober (

Uep + b = 0 ; b,

Ui +bes =0 5 c€( (IIL4)

De plus, nous savons que b, est un minimum global, nous pouvons donc exprimer

o (u) défini & Péquation (4.9) en fonction de b :

(uﬂ — b(’-)*(uc — Br)

(PQ('U'L:) == 'wla(i)c) + (III«B)

De plus b, est une fonction de u,, donc en dérivant (II1.5) par rapport & u., nous

obtenons :

82)(:7' 7 ai)ai
B, ™ e,
(b)) Obeyr  Ohra(be) Bbe
- -+ 3
8 bcr aucr 8 bc,; 8“(:7
. 7 8507 87/} lex ( z;c) 7

) 0 dapres 114 ’
ai)ci ail/)la(l;c) 7
Oy [ 8667 " (bCi U’C%)]

0 d’zxp;gs 1114
= Upp — b (I11.6)

Opaluc)
Oty

= Uey — [;cr + (Ecr - ucv')

De la méme maniére, on trouve que :

Dpalte) _, (I11.7)




Au final, nous obtenons Uexpression de b, suivante :

i a(pcx(uc) — X 8@0:(“(:)

be = ber -+ X bey = U, Tue T (111.8)
Comme dans notre cas @, (u.) = a/8? + |u.|?, nous obtenons :
89’30: (uc) Uer 84/901 (uc) Uz
— ; dallle) _ 1119
Oty 82 + |u|? Qi V02 + Ju|? (L)
Soit :
be = Uy — e Veed, 1e{0,1,2} (I11.10)

ou le quotient doit s’entendre comme une division composante par composante.

O



ANNEXE IV

ETABLISSEMENT DE L’EXPRESSION DES MATRICES
INTERVENANT DANS LES DIVERSES METHODES

Nous allons dans cette section décrire les matrices de différence du premier ordre
D, 1 € {1,2} que nous utilisons dans le cadre d’image en 2D, soit les matrices des
différences horizontales (I = 1) et verticales (I = 2). Nous allons aussi nous attarder
sur les formes des matrices C et A (paragraphe 4.3) et S (paragraphe 4.4). Nous

partons d’une image initiale X de dimension Ny X Neoi.

Il nous faut préciser que les matrices des différences D; décrites par la suite sont
construites de telle sorte & opérer sur des vecteurs @ obtenus en concaténant colonne
par colonne 'image X. Ainsi, le pixel (4,j) d'une image X de taille Ny X Ny
correspond & la composante d’indice i + (7 — 1) x Ny, du vecteur @ de taille Ny, =

Michol~

IV.1 Pénalisation horizontale

L’expression de la matrice Dy de taille (Vg — 1)Neot X NijgNeor est la suivante :

D 0o ... ... 0 1 -1 0 ... ... O

0o . - : 0
D= O ol =
0 0
0 0 D | | 0 0 1 -1

Iv.1)



olt D est de taille (Nyg — 1) X Ny .

Le produit D7Dy nous donne :

ou

DD, =

D*D =

D*D

(IV.3)

DiD; et D*D sont de taille respective NyigNeor X NiigNeor €6 Nizg X Nyg .

Nous avons vu au paragraphe 4.4 qu’il est possible de créer une matrice C'; bloc

circulante & partir du produit DjD; de telle sorte & avoir :

soit :

DiD;=Ci—A, =

0

0
0 Cy,

Ly

FAVRI
0

DiD, = C, — A,

0 Ay

s

(IV.4




Les matrices Cy,; et Ag 1 sont de méme dimension que D*D, soit Ny, x Ny, Elles

ont pour expression :

2 -1

-1
Cii= 0

0

_-1 0

et Al,l =

De plus, la matrice de perturbation A, peut se décomposer de la maniére suivante :

Ay = U, U7, out Uy est définie en (IV.6).

U,

Uy 0
0 Uy
0

uy

et wup =

U, (resp. uq) est de taille NjjyNeo X Neoy (resp. Ny % 1).

(IV.6)

Enfin, au paragraphe (4.3), nous avons introduit les matrices S; régies par 'équa-~

tion (4.36) : DS, = U;, | = {1,2}. En nous basant sur les matrices D; et U,

introduites précédemment, nous trouvons la forme générale de S, :

81 0

0 8y
S, =

0

0

0

81

et §; =

1

(1V.7)



81 (resp. 81) est de taille (Nyg — 1) Noop X Ner (vesp. (N — 1) x 1).

IV.2 Pénalisation verticale

Sur le méme principe que pour les pénalisations horizontales, nous avons Dy (IV.8)

de taille (Neot — 1) Nig X NiggNeor tel que pour i = 1... (New — 1) Nigg, D(i,4) = 1

et Dy, + Nyg) = —1, soit :

(1V.8)

Le produit D3Ds = Cy — Ay, de taille NygNeg X NiigNeor, est donné en (IV.9) et

(IV..10).
1 0
0
0
~1
0
DiD, =
K

2

(IV.9)



soit :

Vi=1,... Ny = DiDy(i,i) =1 et D}Dyfi,i+ Ny,) = ~1
Vi=Nyg+1,...,(Neot — 1)Niig = D3Do(i,i — Nigg) = —1,  DiDaoli, i) = 2

et D3Ds(i,i+ Nyy) = ~1
Vi = (Neot = ODNiig + 1, ..., NetNizg = D3D(i,0) = =1 et D3Ds(i, i + Nyg) =1

[ Coz Cnz ... Ciz ] | A 0 ... 0 -Ap)
Cis Coz ... Cas 0 ... ... ... 0
DD, = : : 20 I :
Cnoa2 Cnoa ... CN’2 0 0

| Cnz Cnaz - Coz | | =B 0 .. 0 Ag |

(1v.10)

ot Coa =2x1I, Cyo = Cpnp = —I, avec I matrice Identité de taille Ny, x Ny

et Vi # {0,1, N}, C;2 =1[0] . De méme, A;q=1.

Enfin, la matrice de perturbation A, est égale a U U3} (IV.11).

I

Ay =UU; avec Us= : (IV.11)

ot Uy est de taille NijgNew < Ny
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Nous pouvons alors déduire la matrice Sy de taille (Neor — 1)V % Npgg (IV.12).

-

bn

ou I est ici une matrice identité de taille Ny x Ny

I

I

~

(IV.12)



