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RESUME

Générer des horaires d’infirmiéres a ’aide de ressources informatiques est tres inté-
ressant pour les gestionnaires d’hépitaux. En effet, 'utilisation d’un logiciel pour ac-
complir cette tache permet non seulement d’économiser du temps et de 'argent, mais
aussi de respecter les regles de la convention collective des infirmiéres, les contraintes

de quotas et de satisfaire plus équitablement les préférences des infirmieres.

Ce mémoire de maitrise propose une méthode exacte pour résoudre le probleme
de confection d’horaires d’infirmieres. La méthode utilisée est celle de la génération
de colonnes couplée avec un algorithme de branch-and-bound afin de trouver une
solution optimale a notre probleme. Deux travaux antérieurs au présent mémoire ont
déja étudié la modélisation mathématique du probleme et la composante nommée
“probleme auxiliaire” de notre méthode. Dans ce travail, nous étudions la compo-
sante nommée “probleme maitre” en plus d’approfondir P'interaction entre ces deux

composantes de notre algorithme.

Mots clefs : horaire d’infirmiere, génération de colonnes, valeur optimale, cofit ré-

duit, Simplexe, relaxation continue, algorithme de plus courts chemins.



ABSTRACT

Nurse scheduling generation using computer technology is very interesting for hospital
managers. Using a program to perform this task enables to spend less time and less
money, as well as to respect all the convention rules and quota constraints, and to

suit in an equivalent way the nurses’ preferences.

This master’s thesis presents an exact method to solve the nurse scheduling prob-
lem. Our technique is based on the column generation method paired with a branch
and bound algorithm with the final goal of finding an optimal solution. Two previous
works to this one have already studied the mathematical model and the component
named “auxiliary problem” of our method. In this work, we present the component
named “master problem” as well as study the interaction between these two compo-

nents of our algorithm.

Key Words: nurse schedule, column generation, optimal value, reduced cost, linear

relaxation, shortest path algorithm.
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k

Respectivement ’ensemble des affectations obligatoires et
interdites définissant (k,c) € Kzy.

C Sy, I'ensemble des horaires respectant la combinaison

(k,c) € Kzp du PLNE (P*).
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Notations
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relatives & la phase 2 :

Deuxieme phase de la méthode de génération de colonnes en 2 phases.
Relaxation continue (programme linéaire) du PLNE (P").

Nombre d’itérations lors de I'application de GC au probleme (R").
Valeur optimale du probleme (R*). Initialement, 2z = +oc.

Le probleme réduit de (R*) a I'itération i de GC.

C S¢, lensemble des horaires de k € K inclus dans (R*).

Valeur optimale du probleme (R").

Solution primale-duale réalisable (optimale) de valeur z¢ du probléme

(R™).
Dernier probleme réduit considéré par GC au probleme (R").
Valeur optimale du probleme (R*"). Utilisé par le test 2 < 2.

Solution optimale de valeur 2! du probleme (R*").

relatives au probleme auxiliaire et 4 une infirmiere k£ € K :

= (Vi, Fy), le graphe de l'infirmiere k, ou Vi = {vo,v1,...,0n}
et B, C {(’Ui,’Uj) 1V, € V}c, Vs # ’Uj}.

Respectivement le noeud source et le noeud puits du graphe Gg.
Ensemble des états réalisables au noeud v; € V.

Ensemble des états qui ont donné naissance a I'état x; € 1); au
noeud v; € Vj.




P (v; - z5)

cu
‘Pk:
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La phase 1, du probleme auxiliaire, appliquée au graphe G, pour
définir le graphe d’états G.

= (Vi, ), le graphe d’états obtenu par PAg, (Gy).

={v; -z 1 v; € Vi, x; € D;} est I'ensemble des noeuds d’état de
G

= {(vi - @i, vj-x;) v, v; € Vg, i € D;, z; € Dy, x; € R(x;)}
est 'ensemble des arcs d’états de Gi,.

Coiit associé a l'arc (v;,v;) € Ey et aux arcs d’état (v; - @i, vj - zj)
e F.

Graphe d’états représentant la combinaison (k,c) € Kzx du PLNE
(P*) et les variables duales de l'itération courante ¢ de GC.

La phase 2, du probléme auxiliaire, appliquée au graphe éfj pour
obtenir un ensemble, noté PA,,(G§Y), de variables s € S{* hors
base et de colt réduit négatif (cxs < 0).

Pour v; - z; € Vk, I’ensemble des sous-chemins vy - zg ~ v; - 2;
qui sont réalisables pour la combinaison (k,c) € Krx du PLNE
(P*).

L’ensemble de tous les chemins vy - zg ~ v, - T, OV v, - T, € Vj
est un puits quelconque, qui sont réalisables pour la combinaison

(k,C) < ’CI}? du PLNE (Pu)
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INTRODUCTION

La confection automatisée d’horaires de personnel est un sujet tres actuel et de
nombreux chercheurs (euses) étudient ce probleme. Que le personnel considéré soit
du domaine hospitalier, ferroviaire ou aérien, etc., les secteurs d’application sont
nombreux. Dans le présent mémoire, nous considérons le probléeme de confection
d’horaires d’infirmiéres, abrégé par NSP (Nurse Scheduling Problem). D’ailleurs, il
est important de préciser que 'utilisation d'un logiciel pour la résolution du NSP
permet d’économiser du temps et de I'argent & 'hopital. En effet, cette tache est ha-
bituellement accomplie par 'infirmiére-chef de I'unité considérée et nécessite environ
I’équivalent d’une semaine de travail pour chaque horizon (4 & 6 semaines suivant les

hépitaux).

La méthode proposée dans ce mémoire occupe une place importante dans le do-
maine de la recherche opérationnelle et plus précisément, dans celui de la program-
mation mathématique. En effet, la technique que nous avons choisie est celle de la
méthode de génération de colonnes couplée avec un algorithme de branch-and-bound
afin d’obtenir une méthode exacte, soit P'algorithme de séparation et d’évaluation
progressive (branch and price). L’algorithme est décomposé en deux niveaux : le
probléeme maitre et le probléeme auxiliaire. Le premier probleme utilise la méthode
de génération de colonnes pour résoudre la relaxation continue d’'un programme li-
néaire en nombres entiers afin d’obtenir une borne inférieure sur la valeur optimale
de ce dernier. Le deuxiéme probléeme est un algorithme de plus court chemin dans un
graphe d’états et a la tiche de générer de nouvelles variables de coiit réduit négatif

lors de 'application de la méthode de génération de colonnes.

Le projet a débuté en 1997 avec la thése de doctorat de Tsevi Vovor [1] et a été




suivi, 'année suivante, par larticle de Jaumard, Semet et Vovor [2]. Leurs travaux
portaient essentiellement sur le développement de l'algorithme de plus court chemin
avec contraintes de ressources, sur la formulation du NSP en un programme mathé-
matique en nombres entiers et sur la modélisation des ressources pour les horaires
de personnel soignant. Enfin, en 2000, le mémoire de maitrise de Pascal Labit [3] a
approfondi la modélisation des ressources pour répondre & un niveau de raffinement,

élevé de la description des contraintes propres aux infirmieres.

Toutefois, aucun des travaux mentionnés ci-haut n’ont étudié l'adaptation du
branch and price pour la résolution du NSP en plus des différentes subtilités qui
existent entre cet algorithme et le probleme auxiliaire. C’est pourquoi nous allons

approfondir ces deux points du projet a I'intérieur du présent mémoire.
Structure du mémoire

Le premier chapitre a pour tache d’introduire le lecteur au NSP et & la méthode
que nous avons choisie pour résoudre ce probleme. Nous présentons aussi une revue
de la littérature sur ce probleme en nous concentrant sur les méthodes exactes et
les méthodes heuristiques. Pour les deux versions du NSP, dont I'une n’a jamais été
présentée auparavant, nous exposons leur description et leur modélisation. Aussi,
nous présentons brievement les trois différents groupes d’algorithmes qui utilisent la
méthode de génération de colonnes et nous introduisons le lecteur au branch and

price.

Le chapitre deux décrit de fagon détaillée la plupart des composantes du branch
and price : méthode de génération de colounes, 'algorithine “pricing”, les deux mé-
thodes de séparation utilisées (branchement binaire et branchement Ryan-Foster) et

les deux algorithmes possibles pour 'exploration de 'espace de solutions (recherche




en profondeur d’abord et recherche avec le meilleur des deux fils d’abord). Nous

terminons en discutant de 'exhaustivité du branch and price.

Le troigsiéme chapitre est entiérement consacré aux deux méthodes de sépara-
tion. Pour le branchement Ryan-Foster et le branchement binaire, nous présentons
les conditions nécessaires a leur application et nous donnons leur définition. Aussi,
quelques observations importantes pour chacun de ces deux branchements sont pré-
sentées. En outre, nous montrons comment, il est parfois possible d’obtenir de nou-
velles contraintes lors de Papplication d’un branchement binaire. Enfin, le nouveau
concept de “combinaison du respect des contraintes Ryan-Foster” (RFRC) et l'algo-

rithme s’y rattachant sont présentés.

Le chapitre quatre porte sur une description des algorithmes et des structures
du probleme auxiliaire. Nous décrivons le graphe des ressources, le graphe des états
réalisables, la structure de données utilisée pour les ensembles d’états et les deux
phases de Palgorithme de plus court chemin de Vovor [1]. Ensuite, nous développons
un nouveau algorithme qui dénombre le nombre d’horaires réalisables pour une infir-
micre donnée et nous exposons quelques utilisations possibles de cette méthode dans
le branch and price. Finalement, les modifications a apporter au probleme auxiliaire

pour son adaptation a la deuxiéme version du NSP sont présentées.

Enfin, le chapitre cing présente 3 jeux de données et les résultats obtenus pour cha-
cun d’eux. Ensuite, nous analysons ces résultats afin de comparer quelques stratégies

du branch and price.
Apports du mémoire

Finalement, nous énumérons ci-dessous les principaux apports théoriques du pré-

sent mémoire sur 'avancement du projet.



. Premiere étude sur la faisabilité d’adapter le projet pour la résolution de la

seconde version du NSP.
. Définition du concept RFRC et développement de I'algorithme s’y rattachant.

. Application de déductions logiques afin d’obtenir (peut-étre) plus d’une con-

trainte de branchement lors de 1'usage d’un branchement binaire.

. Développement d’'une méthode dénombrant le nombre d’horaires réalisables

pour une infirmiére donnée.
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CHAPITRE 1 : PROBLEMATIQUE ET
METHODE UTILISEE

L’objectif de ce chapitre est d'introduire le lecteur au probleme de confection au-
tomatisée d’horaires d’infirmieres. Tout d’abord, une breve description du probleme
est donnée. Deuxiemement, nous survolons les différentes méthodes déja existantes
pour résoudre le probléme. Ensuite, une premiére version du probléme ! et sa mo-
délisation mathématique en un programme en nombres entiers sont décrites. Qua-
triemement, nous présentons la méthode retenue, qui est un algorithme de branch
and price décomposant le probleme en un probléme maitre et un probleme auxiliaire.
Finalement, nous décrivons une deuxieme version du probleme de confection d’ho-

2 ainsi que sa modélisation mathématique. Cette seconde version

raires d'infirmieres
est une généralisation de la premiere par rapport aux contraintes de quotas que nous

allons définir un peu plus loin.

Les différences entre les problemes NSP1 et NSP2 sont peu nombreuses. NSP1
permet une seule compétence par infirmiere et chaque contrainte de quotas est définie
sur une période de la journée. NSP2 permet plus d’une compétence par infirmiere et
chaque contrainte de quotas est définie sur un quart et peut étre de type A ou B,

contrairement au probléme NSP1 ou seules les contraintes de type A sont possibles.

Il est important de mentionner que plusieurs travaux ont déja présenté et traité le

probleme NSP1. Premi¢rement, il y a eu la these de Vovor [1] et P'article de Jaumard,

1La premiere version du probléme de génération automatisée d’horaires d’infirmiéres sera notée
NSP1 (Nurse Scheduling Problem).
2La deuxiéme version sera notée NSP2.



Semet et Vovor [2] qui décrivent la modélisation mathématique et le probleme auxi-
liaire. Ensuite, le mémoire de maitrise de Labit [3] décrit tres bien la problématique
et Padaptation-apportée au probléme auxiliaire pour répondre a un niveau élevé de

la modélisation du probleme.

Concernant le présent mémoire, ses apports couvrent principalement 1’algorithme
de branch and price, un algorithme de plus court chemin pour résoudre le probléme
auxiliaire et les méthodes de branchement. Tout ceci n’étant appliqué qu’au probleme
NSP1. En effet, concernant le probleme NSP2, nous ne ferons que décrire la problé-
matique, la modélisation mathématique et les modifications & apporter au probleme

auxiliaire.

Finalement, pour avoir plus de détails sur les contraintes intrinseques a une infir-
miere et sur leurs modélisations dans le probleme auxiliaire, nous référons le lecteur

a I'un ou 'autre des trois documents cités ci-haut.

1.1 Présentation du probleme de confection d’ho-
raires d’infirmieres

Maintenant, décrivons les données recues pour ensuite expliquer 'objectif a at-
teindre tout en respectant certaines contraintes. Premiérement, un horizon de plani-
fication est donné. Il est composé d’'une date de début et d'une date de fin. Ensuite,
une banque d’environ 10 a 80 infirmieres est fournie. Pour chacune de ces infirmieres,
des contraintes intrinseques sont définies. Troisiemement, un ensemble de contraintes
de quotas est donné. Chacune de ces contraintes exige de totaliser un nombre donné
d’infirmieres ayant une compétence donnée, travaillant & un jour et & une période
donnés. Par exemple, une contrainte de quota pourrait exiger qu'il y ait 5 infirmieres

de compétence 3 tous les lundis matin de 'horizon.



1.1.1 L’objectif

L’objectif consiste a affecter a chaque infirmiére un horaire qui respecte ses con-
traintes intrinseques. On nommera par la suite ces horaires comme suit : horaires
individuels. Ensuite, I’ensemble de ces horaires individuels pris ensemble doit satis-
faire les contraintes de quotas. Le terme horaire général sera utilisé par la suite pour

désigner un ensemble d’horaires individuels.

Ainsi, I'objectif est de trouver un horaire général satisfaisant toutes les contraintes
(contraintes intrinseques et contraintes de quotas). Chaque horaire général généré
devra étre réalisable. Mais en plus, parmi 'ensemble de tous les horaires généraux

réalisables, il suffit de trouver le meilleur, soit celui qui minimise la fonction objectif.

1.1.2 Les contraintes

Les contraintes du probléme se répartissent sur deux niveaux : (1) les contraintes

de quotas et (2) les contraintes intrinseques a une infirmiere.

En premier lieu, les contraintes de quotas s’appliquent & ’horaire général. Une telle
contrainte s’applique sur un jour de ’horizon et sur une période de la journée (p. ex. :
matin, midi, soir ou nuit) et demande un “quota cible” d’infirmiéres travaillant sur
cette paire jour-période. De plus, chaque contrainte de quotas possede un ensemble
de compétences. Pour une contrainte de quotas considérée, les infirmieres qui tra-
vaillent sur la paire jour-période correspondante doivent avoir 'une des compétences
de 'ensemble de compétences de cette contrainte afin d’apporter sa contribution a la
satisfaction de cette derniére. Enfin, chaque contrainte de quotas accepte un déficit

et un surplus maximaux sur le quota cible demandé.



Il y a deux types de contraintes de quotas : A et B. Celles de type A correspondent
a celles décrites par Labit [3] et nous y reviendrons lors de la description du probleme
NSP1. Celles de type B, qui n'ont jamais été présentées auparavant, seront décrites

a la section réservée au probleme NSP2.

En deuxieme lieu, les contraintes intrinseques a une infirmiere s’appliquent & 1’ho-
raire individuel de cette méme infirmiere. Chacune de ces contraintes est soit dure
ou soit molle. Celles qui sont dures doivent absolument étre satisfaites dans I’horaire
affecté a 'infirmiere. Tandis que le respect des contraintes molles n’est pas nécessaire,

le non-respect de celles-ci affecte le poids de cet horaire dans la fonction objectif.

Comme nous allons le voir dans les différents chapitre de ce mémoire, les contraintes
de quotas (premier niveau) sont définies dans le PLNE (P) (Probleme Linéaire en
Nombres Entiers) alors que le respect des contraintes intrinseques a une infirmiere re-
leve du probleme auxiliaire. Le PLNE (P) sera défini & la section 1.3.3 et le probleme

auxiliaire sera introduit a la section 2.3.2.2 et entierement expliqué au chapitre 4.

Premieérement, commencgons par énumeérer les contraintes intrinseques, a une in-
firmiere, dites dures. Celles-ci étant nombreuses, nous allons donner les plus impor-

tantes :

1. contrainte sur la “charge de travail” qui impose un nombre total d’heures tra-

vaillées pour une période de 1’horizon donnée,

2. contrainte sur la “rotation entre les fins de semaines travaillées et non-travai-

llées”,

3. contrainte sur la “rotation entre les différents types de quarts travaillés”,



4. contrainte comptabilisant les “jours de vacances” accordés a l'infirmiere.

L’horizon est divisé en plusieurs périodes qui forment une partition de celui-ci.
Une période est composée d’une date de début et d’une date de fin. Ce sont ces

périodes auxquelles on fait référence pour la contrainte sur la charge de travail.

Aussi, il est important de faire la distinction entre une journée de vacances et une
journée de repos. La premiere est un jour de congé payé qui est accordé a l'infirmiere.
Cette journée de vacances est comptabilisée dans la charge de travail de la période
a laquelle le jour considéré appartient. Ensuite, une journée de repos est un jour ou
Pinfirmiére ne travaille pas et n’est pas payée. Cette journée n’est donc pas considérée

dans la charge de travail de l'infirmiere.

Deuxiemement, les contraintes dites molles se résument aux préférences et aux
aversions exprimées par l'infirmiére. Les préférences (respectivement aversions)
consistent en un ensemble d’affectations (jour de 'horizon, quart de travail) avec
un poids associé a chacun pour indiquer le désir de l'infirmieére de (respectivement ne

pas) travailler durant cette affectation.

Finalement, pour toutes les contraintes du deuxieme niveau, soit celles qui sont
intrinséques & une infirmiére, nous référons le lecteur & Labit [3] pour connaitre leur
description exacte et leur impact respectif dans le modele. De plus, la référence de
base avec laquelle Labit s’est inspirée pour décrire ces contraintes est la convention

collective du personnel infirmier de I'Hopital Royal Victoria (voir [4]).
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1.2 Revue des méthodes existantes

De nombreux auteurs ont proposé différentes méthodes pour résoudre le probleme
de confection d’horaires d’infirmieres. Toutes ces méthodes se classent en deux écoles
de pensées totalement opposées et distinctes. La premiére école renferme les méthodes

dites “exactes” et la deuxieme regroupe les méthodes dites “heuristiques”.

Premierement, les méthodes exactes sont celles ayant comme finalité de trouver
une solution de valeur minimale et de prouver mathématiquement que cette valeur
est optimale. En d’autres termes, la meilleure solution trouvée par ces méthodes doit
étre celle ayant la meilleure valeur parmi ’ensemble de toutes les solutions possibles

du probleme considéré.

Deuxiemement, les méthodes heuristiques ont I'objectif de trouver une solution
dont la valeur est considérée minimale selon leurs propres critéres, mais ils n’ont
pas la tache de prouver 'optimalité de cette solution. La plupart de ces méthodes
consistent simplement a trouver une premiere solution ou une solution de qualité

relativement bonne.

Afin de choisir judicieusement 1'une ou Pautre des méthodes pouvant résoudre le
NSP, il est indispensable de connaitre nos besoins. Lorsque I'utilisation prévue de
la méthode est de générer un ou plusieurs horaires réalisables avec un bon rapport
qualité/temps, le choix se porte généralement sur une méthode heuristique. Ceci
est généralement le cas dans le domaine de la santé, du transport, de 1'aviation,
ete. Toutefois, il peut exister quelques cas ou la connaissance de la valcur optimale
d’un probleme donné est désirée et c’est ici qu'une méthode exacte peut étre d'un

grand apport. Par exemple, lors du développement d’une méthode heuristique, la
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connaissance de cette valeur optimale peut étre utilisée pour évaluer la qualité de la
solution de valeur minimale et pour guider au développement de stratégies améliorant

cette heuristique.

1.2.1 Travaux précurseurs de notre méthode exacte

L’approche que nous proposons pour résoudre le NSP est une méthode exacte.
Elle est I'aboutissement de sept ans d’études et du jumelage des travaux de Jaumard,

Semet et Vovor [2], de ceux de Vovor [1] et de ceux de Labit [3].

Tout d’abord, larticle de Jaumard, Semet et Vovor introduit le modele de géné-
ration de colonnes en variables entieres, soit la premiere version de notre PLNE (P).
Aussi, il décrit le probleme auxiliaire et son algorithme de plus court chemin avec

contraintes de ressources.

Ensuite, la these de doctorat de Vovor [1] porte essentiellement sur le dévelo-
ppement de 'algorithme de plus court chemin avec contraintes de ressource. Son
algorithme pseudo-polynomial est basé sur la programmation dynamique et sur une
approche en deux phases. Cette décomposition permet de traiter efficacement les
cas de réoptimisation, en particulier lorsque le cofit des arcs changent. De plus, il
a démontré mathématiquement P'exactitude de son algorithme en plus d’analyser sa
complexité. 1l a aussi fait la modélisation de ressources pour adapter son algorithme

au personnel soignant.

Enfin, le mémoire de maitrise de Labit [3] a repris la modélisation de ressources

entamée par Vovor [1] afin de répondre & un niveau élevé de la modélisation du
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probleme. En outre, il a défini de facon approfondie les quatres ressources nécessaires

a la modélisation des quatres contraintes intrinseques décrites a la section 1.1.2.

L’ensemble de ces travaux a donné naissance a la premiere version du programme
Iris. Toutefois, il s’est révélé que la méthode n’était pas exacte par cause du manque
de contréle dans le noyau dur gérant ’algorithme de branch and price, soit la librairie

ABACUS [5].

Malheureusement, la seule méthode exacte connue par 'auteur est celle que nous

présentons dans le présent mémoire.

1.2.2 Meéthodes heuristiques

Une des premieéres méthodes heuristiques proposée pour la génération d’horaires
non cycliques est celle de Warner [6]. Dans son approche, les horaires réalisables
sont ceux qui respectent les demandes définies sur I’horizon en plus de satisfaire la
charge de travail des infirmieres. Son approche consiste tout d’abord a trouver une
premiere solution réalisable. Ensuite, a 'aide de I'application d'une recheche locale ou
chaque itération tente d’améliorer la valeur de la solution précédente, une solution
de valeur minimale est trouvée. Toutefois, il est important de préciser que cette
approche ne considere pas les affectations portant sur les jours de fin de semaine
étant données qu’elles sont pré-définies & 'avance. Evidemment, ceci simplifie de

beaucoup la difficulté du probleme.

Dowsland [7] a proposé une approche de type recherche tabou pour résoudre le
NSP. Sa méthode nécessite un pré-traitement qui a la tiche d’énumérer et d’éva-

luer les horaires des infirmieres. Ensuite, I'optimisation se fait par I'interaction entre
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deux phases. La premiere phase a pour objectif de définir un horaire général qui est
réalisable au niveau du respect des contraintes de quotas et la seconde phase tend
& minimiser le poids de ’horaire global. L’avantage de cette méthode réside dans la
modélisation utilisée car elle permet d’inclure la majorité des regles ergonomiques.
Toutefois, 'inconvénient majeur réside dans I'énumération des horaires qui est dis-
pendieux en termes de temps et d’espace en plus de limiter a une ou deux semaines

la taille de ’horizon de planification.

Abdennadher et Schenker [8] proposent une méthode basée sur la programmation
par contraintes et I'intelligence artificielle. Leur algorithme est divisé en trois phases :
affectation des jours de repos, affectation des quarts de nuits et affectation des quarts
de jour. Toutefois, une différence majeure entre cette méthode et les autres existantes
est la nécessité de 'intervention de l'utilisateur pour résoudre certains conflits dans
les horaires générés. Malgré tout, le nombre d’infirmieres considérées est de 20 et la

taille de I’horizon de planification est de 4 semaines.

1.3 Description et modélisation du probleme NSP1

L’objectif de cette section est de survoler rapidement le probleme NSP1. Premiére-
ment, nous commencons pas décrire les données qui sont fournies pour la résolution
du probleme. Ensuite, un exemple de petite dimension est donné pour aider a la
compréhension de la problématique. Finalement, la modélisation mathématique du

probléeme en un programme en nombres entiers est décrite en profondeur.

1.3.1 Description du probleme

Les données du probleme se répartissent sur deux niveaux : (1) les caractéristiques

générales du probleme et (2) les caractéristiques relatives a une infirmiere donnée.
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Les données du premier niveau sont par exemple : le nombre d’infirmieres auquel un
horaire doit étre affecté, les dates de début et de fin de ’horizon de planification,
les contraintes de quotas a satisfaire, etc. Ensuite, les données du deuxiéme niveau
sont par exemple : le nom de l'infirmiére, la compétence qu’elle possede, les quarts
de travail que 'on peut lui affecter, des données relatives aux quatre contraintes

intrinseques dites dures (voir la section 1.1.2), etc.

Pour avoir plus de détails sur les données du deuxieme niveau, nous référons le
lecteur au mémoire de Labit [3]. Maintenant, voici les données qui sont nécessaires a

la compréhension du présent mémoire.

e Les infirmieres indicées k. Chacune d’entre elles possede des caractéristiques et
des contraintes intrinseques (comme des disponibilités, des préférences person-
nelles, une ou plusieurs compétences, ...). On notera dans la suite K I'ensemble

des indices d’infirmieres 2 .

e L’horizon de planification. II s’agit ici de ’ensemble des jours pour lesquels
on veut générer un horaire pour chaque infirmiere. Cet ensemble est noté par
D ={d, do, ..., dp| }, ot dy et djp| correspondent respectivement au premier
et au dernier jour de 'horizon. Pour désigner un jour quelconque, aucun indice

ne sera utilisé et ce jour sera noté par d € D.

e Les quarts de travail que I’'on peut affecter dans 'horaire de chaque infirmiere et
pour chaque jour de I'horizon courant. Un jour ot aucun quart de travail n’est
affecté est un jour de repos ou de vacance. L’ensemble des quarts de travail est
noté par 7 = { t1, t3, ..., tj7) } et est commun & tous les jours de 'horizon.
Pour désigner un quart quelconque, aucun indice ne sera utilisé et ce quart sera

noté part € 7.

3Pour désigner 'infirmi¢re d’indice k € K, nous dirons I'infirmiere k € K.



e On note 7, C 7 P'ensemble des quarts de travail possibles pour 'infirmiere k.

e Les périodes forment une partition de la journée telle que chaque quart couvre
au moins une période. Les périodes servent & exprimer les contraintes de quotas
et une constante (notée ay,) sera utilisée pour assurer la correspondénce quart-
période (cette relation est décrite en détail ci-dessous). L’ensemble des périodes
est noté par P = { p1, p2, ..., pppy }- Pour désigner une période quelconque,

aucun indice ne sera utilisé et cette période sera notée par p € P.

e Un ensemble de compétences A = { £y, f5, ..., {5 } qui servira a la fois a
caractériser les infirmieres et a exprimer les contraintes de quotas.

— On notera A, C A ensemble des compétences de I'infirmiere & .

— Lgp un ensemble d’ensembles de compétences. C’est I'ensemble de tous les
ensembles de compétences distincts exprimés pour les contraintes de quotas
de type A (définies ci-dessous) portant sur la paire (d,p) € Dp. On notera
dans la suite Lgp = {L1, Lg, ..., Lic,,}, ou L € Ly, est tel que L C A.

e Un ensemble de contraintes de quotas de type A. Chacune d’entres elles est
définie sur une paire (d,p) € Dp et un ensemble de compétences L € Lg4,. Une
telle contrainte est notée par (@) et est associée au triplet suivant : (qr,, 97, ¢ ).
— L spécifie lesquelles des compétences sont acceptées pour la contrainte. Ainsi,
chaque infirmiere k € K comptabilisée dans la contrainte doit avoir exacte-
ment une compétence élément de L : |L()Ag] = 1.

— d € D représente le jour et p € P la période ou la contrainte de quotas doit
étre respectée.

— qr, représente le nombre d’infirmiéres requis (quota cible). ¢; et ¢; sont res-
pectivement le déficit et le surplus maximaux acceptés pour satisfaire cette
contraintc de quotas. Ainsi, sa fenétre de réalisabilité cst [ g, —q; , qu +4q; |,

avec ¢;, comme quota, cible.

4Pour NSP1, |Ax| = 1. Alors que pour NSP2, [Ax] > 1.
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e Des pénalités pour le dépassement (overstaffing) et le manque de personnel
(understaffing) permettent de controler le respect des quotas au plus serré. En
effet, lorsque le quota cible gz, est dépassé par un surplus de s} (o1 0 < s7 < ¢f),
une pénalité de p™ est accordée a chaque unité de ce surplus afin de le minimiser.
Le méme principe s’applique lorsque le quota cible g, n’est pas franchi par cause
d'un manque de s; (ou 0 < s; < ¢, ), une pénalité de p~ est accordée a chaque

unité de ce déficit afin de le minimiser °.

Note sur les contraintes de quotas

Il est important de noter que pour deux contraintes de quotas distinctes (Q)r/) et
(Qr~), qui sont définies sur une méme paire (d,p) € Dp (L', L" € Ly, et L' # L"),
les données sont telles que L' () L" = 0.

Relation quart-période

Un jour de 'horizon est partitionné en un ensemble de périodes noté P. Chaque
quart de travail de 'ensemble T débute au début d’une période et termine a la fin de
cette méme période ou & la fin d’une période subséquente a celle-ci. Par conséquent,
tout quart de travail couvre au moins une période de 'ensemble P. Un exemple de

cette relation quart-période est donné a la figure 1.1.

1.3.2 Présentation d’un exemple

Pour s’assurer de bien comprendre le probleme NSP1, nous présentons un exemple
en décrivant ses données, tous les horaires possibles pour chacune de ses infirmieres

et toutes ses solutions possibles, incluant bien siir sa solution optimale.

5Nous verrons plus loin que sJLr et s; sont des variables de notre modele.



17

1.3.2.1 Les données de ’exemple

Nous décrivons ci-dessous les données de notre exemple. Comme nous ’avons dit
précédemment, les données du deuxiéme niveau ne sont pas nécessaires a la com-
préhension du présent mémoire. C’est pour cette raison qu’elles ne sont pas fournies

dans cet exemple. Les données du premier niveau sont décrites ci-dessous.

e L’ensemble des infirmieres : K = {ky, ks, k3}.

e L’horizon est composé de 3 jours : D = {d;, da, ds}, ou d; représente le lundi

08/09/2003, dy le mardi 09/09/2003 et ds le mercredi 10/09/2003.
e L’ensemble des quarts de travail : T = {t;, to, 3, ta}.
e L’ensemble des périodes d’une journée : P = {py, pa, p3}.
e L’ensemble des compétences : A = {{;, {5, {3}.

e Pénalité par unité de déficit et de surplus accordée & chaque contrainte de

quotas : respectivement p~ = 1 et p* = 1.

e Les contraintes de quotas qui sont au nombre de 5 et qui sont décrites au
tableau 1.1. Pour chaque contrainte de quotas (Qr) (L € Ly et (d,p) € Dp) de

ce tableau, I'ensemble de compétences L et le triplet (g, g7, q] ) sont donnés.

e Certaines caractéristiques des infirmieres kq, k2 et k.
— L’ensemble des quarts pouvant étre affectés & infirmiere ky : Ty, = {1, t2}.
Elle possede I’ensemble de compétences suivant : Ay, = {{1}.
— Pour l'infirmiére ky nous avons Ty, = {ty, t3} et Ag, = {f>}.

— Pour l'infirmi¢re k3 nous avons 7x, = {t1, 4} et Ag, = {43}

Ensuite, la relation entre ’ensemble de quarts 7 et I’ensemble de périodes P est
définie par la figure 1.1. On remarque que le quart de travail ¢; couvre la période p,

alors que le quart £, couvre les deux périodes p; et po.
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Tableau 1.1: Les contraintes de quotas définies sur Phorizon.

08/09/2003 (d;) 09/09/2003 (dy) 10/09/2003 (d3)
D1 (QLI) : ({61}7 (17070)) (QLI) : ({81}? (17070))
(QLz) : ({£27 £3}7 (27 170))
P2 (QL1> : ({61?82}7 (27070))
P3 (QLl) : ({63}7 (17070))
L on i E
e e
E E t3 E E
| A J
e, |
Th30 15h30 19h30 7h30

Figure 1.1: Exemple de relation quart-période.

Finalement, pour s’assurer de bien comprendre les contraintes de quotas de type
A, nous allons décrire celle qui est définie pour la paire (dy, p2) et les deux qui sont

définies pour la paire (dsz, p1).

Premierement, la seule contrainte qui est définie sur (dy,p2) est (Qr,), ot Ly =
{1,602}, (qr,,qz,,q91,) = (2,0,0) et Ly € Lag,p,. Comme la contrainte (Q)r,) définie sur
(ds, p1), celle-ci accepte plus qu'une compétence. En effet, toute infirmiere comptabi-

lisée dans cette contrainte doit posséder soit la compétence £; ou soit la compétence

Ly
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Ensuite, concernant la paire (ds,p;), il y a les deux contraintes de quotas (Qr,)
et (Qr,) de définies. La contrainte (Qr,), ot Ly = {{1}, (qr,,47,.47,) = (1,0,0) et
Ly € Lg,p,, exige qu'il y ait exactement une infimiere de compétence £, qui travaille
sur cette méme paire. La contrainte (Qp,), ot Ly = {€2, 43}, (q1,,497,,497,) = (2,1,0)
et Ly € Lgyp,, demande deux infirmieres de compétence £, ou £3. Mais, contrairement
a (Qr,), elle accepte un déficit de 1. Evidemment, ce déficit entrainerait une pénalité
totale de valeur égale a4 1 dans la fonction objectif. Notons qu’aucune des trois infir-

mieres ne peut avoir un apport dans ces deux contraintes car les données sont telles

que Li[VLa =0 et |Ax] =1 (pour le NSP1).

1.3.2.2 Les horaires existants pour les trois infirmieres

Comme nous 'avons déja mentionné, chacune des infirmieres possede des con-
traintes intrinséques dures et molles. Pour diminuer la taille de notre exemple, on
peut supposer que ’ensemble des contraintes dures pour chacune des trois infirmieres
est tres restrictif, de facon a ce qu'il y ait un petit nombre d’horaires possibles pour
ces trols infirmieres : 2 pour les infirmieres kq et k3 et 1 pour U'infirmiere kq. Tous ces
horaires sont définis au tableau 1.2, ot Sk, = {51, sa}, Sk, = {51} et Sky = {51, 52}

sont respectivement ’ensemble des horaires possibles pour les infirmieres k;, ko et ks.

Le cout des horaires des trois infirmieres a été défini selon les contraintes in-
trinseques dites molles. Donc, d’apres le tableau 1.2, nous pouvons conclure que
Pinfirmiere ks préférerait étre affectée a I'horaire sy plutdt qu’a 'horaire s;. Pour

Iinfirmiere ki, les deux horaires ont un cott identique.




Tableau 1.2: Les horaires possibles pour les infirmieres ki, ko et k3.

Ae | Sk [ cotit | 0870972003 (dy) | 09/09/2003 (d3) | 10/09/2003 (ds)
1{71 {61 S1 0 t2 tl
59 0 Ifz tl
kz {62} S1 0 t3 tl
k)g {63} S1 2 1y 21
S92 0 t4
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1.3.2.3 Les solutions possibles

D’apres le tableau 1.2, il y a 4 horaires généraux possibles. Par contre, seulement

2 d’entres eux respectent les contraintes de quotas définies au tableau 1.1.

Le premier horaire général consiste a affecter aux trois infirmieres ky, ks et k3 leur

horaire respectif s; (noté (ky : s1, ks : s1, k3 : s1)). Nous pouvons voir au tableau
1.3 la comptabilisation des quotas pour cet horaire général. Pour chaque contrainte
de quotas (@1 ), le nombre total d’infirmieres comptabilisées dans celle-ci est indiqué.
D’ailleurs, toutes les contraintes de quotas ont atteint leur quota cible. Ainsi, par

cause de 'horaire s; affecté a ks, la valeur de cet horaire général est de 2.

Tableau 1.3: Comptabilisation des quotas pour I'horaire (k1 : s1, ko : 51, k3 : s1) de
valeur 2.
08/09/2003 (d;) 09/09/2003 (d2) 10/09/2003 (ds)
m | (Qr,):1 (Qr,) - 1
(QLz) 12
D2 (QL1) 22
P3 (QLI) : 1

Finalement, le deuxieme horaire général est (k; : sy, ko : s1, k3 : $2). Nous pouvons

voir au tableau 1.4 la comptabilisation des quotas pour ce deuxieéme horaire. La valeur
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de cet horaire général est de 1, par cause du déficit de valeur égale de la contrainte
(Qr,) en (ds,p1). Par conséquent, la valeur optimale de notre probleme est 1 et

I’horaire (ki : s1, k2 : s1, k3 : s2) est une solution optimale.

Tableau 1.4: Comptabilisation des quotas pour 'horaire (ki : s1, ko : 51, k3 : $5) de

valeur 1.
08/09/2003 (d,) 09/09/2003 (d,) 10/09/2003 (d3)
p1| (Qu):1 (Qr,): 1
(QLz) 1
p2 | (Qp,):2
D3 (Qr,): 1

1.3.3 Modélisation mathématique

Ici, nous allons présenter le modele mathématique du probleme NSP1, soit le
PLNE (P). Ce dernier donnera naissance au programme linéaire (R), qui sera utilisé

par 'algorithme de branch and price et qui sera présenté au prochain chapitre.

Comme nous le verrons a la section 1.4.2 et au chapitre 2, I'algorithme de branch
and price ne considere par toutes les variables (ou horaires) valides pour une infirmiere
donnée k € K. Toutefois, pour des fins de modélisation, on note par S; I'ensemble des
indices des horaires réalisables pour l'infirmiere k € K. Méme si cet ensemble n’est
pas connu, nous nous permettons de 'utiliser dans notre modele (P). De plus, il faut
aussi rappeler au lecteur que tous les horaires s € Sy de linfirmiere k respectent

chaque contrainte intrinséque de cette derniere °.

Nous commengons par décrire les constantes utilisées par le modele (P). Deuxie-

mement, ses variables sont données. Troisiemement, nous expliquons la modélisation

SPour désigner I’horaire d’indice s € S), de I'infirmiére k, nous dirons I’horaire s € Sg.
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mathématique des contraintes. Ensuite, les composantes de sa fonction objectif sont

expliquées. Finalement, le modele (P) est donné dans son ensemble.

1.3.3.1 Les constantes du PLNE (P)

Voici la description des constantes du modele (P). La premiere constante est

calculée par le probleme auxiliaire tandis que les autres sont extraites des données.

— Un coefficient pps € N indiquant le poids de 'horaire s € S de Pinfirmiere
k € K. Essentiellement, le poids d'un horaire dépend du respect des préférences
et des aversions qui sont indiquées par l'infirmiere. Les détails de son calcul sont
décrits dans Labit [3].

— Deux coefficients, p~ € N et p* € N, reliés aux contraintes de quotas. Ils
indiquent la pénalité accordée par unité d’écart, de déficit pour la premiére et
de surplus pour la deuxieme, avec le quota cible (g;,) de chaque contrainte de
quotas .

— Chaque quart de travail couvre en entier une ou plusieurs périodes. Ainsi, nous

devons définir la constante suivante pour chaque paire (t,p) (out € T et p € P):

{1 si le quart ¢t couvre la période p,
Qg =

0 sinon.

— Pour chacune des paires (k,L), ou k € K et L € ( |J Lyg), nous devons
(dvp)eD'P
définir une constante binaire pour indiquer si 'infirmieére & peut apporter sa

contribution & une contrainte de quotas de type A définie sur L. Cette constante
est définie selon les compétences de linfirmiere et ceux de 'ensemble I, comme

suit :

0 sinon.

1 si|[LN A =1,
b, =

"Voir la section 1.3.1.
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1.3.3.2 Les variables du PLNE (P)

Maintenant, voyons en détail les variables de notre modele.

— Pour chaque horaire s € Sy de l'infirmiere £ € K, nous devons définir une
variable de décision pour indiquer si cet horaire est affecté a 'infirmiere k dans

I’horizon courant. Cette variable xj, est définie comme suit :

{1 si l'infirmiere & est affectée & ’horaire s,
Tps =

0 sinon.

- Pour chaque quadruplet (k,s,d,t) (ou k € K, s € Sk et (d,1) € Dy, ), nous
devons définir une variable nous indiquant si 1'affectation (d,t) a été donnée a
Pinfirmiere k dans son horaire s, qui a précédemment été généré par le probleme
auxiliaire. Par conséquent, cette variable, qui est propre au probleme auxiliaire,
est en réalité une constante pour le PLNE (P). Elle est notée agsq et est définie

comme suit :

der 1 silinfirmiere k est affectée a (d,t) dans I'horaire s,

hodt = {0 sinon.

— Pour chaque contrainte de quotas (@), ou L € Ly, et (d,p) € Dp, nous devons
définir deux variables d’écarts s; et sf. Elles indiquent I'écart avec le quota
cible gz, de déficit pour la premiere et de surplus pour la seconde, comptabilisé

dans Phoraire général.

1.3.3.3 Les contraintes du PLNE (P)

Comme nous l'avons dit auparavant, le probleme maitre s’'occupe de satisfaire
les contraintes de quotas tandis que le probleme auxiliaire a la tache de générer

des horaires qui satisfont les contraintes intrinseques de l'infirmiere. Donc, aucune
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contrainte dans notre modele n’est nécessaire pour modéliser ces contraintes intrin-

seques.

— Pour chaque contrainte de quotas (Qr) (ot L € Ly, et (d,p) € Dp) nous avons
une contrainte pour le respect du quota cible demandé (gy,), ou y sont insérées
les variables d’écarts s; et sf. Deux autres contraintes sont imposées sur ces

variables pour le respect du déficit (g;) et du surplus (¢} ) maximaux permis.

—_— + .
- Z Z Z Qp brr Qrsdt Ths + s, — 8, =qrL
keK s€S teTy

- s; €{0,1,...,q; }
- sf €{0,1,...,¢/}

Ici, il est important de noter que pour une méme paire (d, p) € Dp, I'affectation
arsq¢ peut compter dans au plus une contrainte de type A (Qp), ou L € L, et
bpr, = 1. En effet, soit L', L" € L4, on L' # L", alors nous ne pouvons avoir

berr = 1 et by = 1 car les données sont telles que L' [ L” = @ et |Ax| = 1.

— Pour chaque infirmiére & € K, nous avons deux contraintes pour indiquer que,
dans 'horaire général, 'infirmiere doit n’étre affectée qu’a un seul horaire s € Sk.
La premiere se nomme contrainte de partitionnement et la deuxieme contrainte
d’intégralité
- Z Tps = 1,

sES

- Tks € {0, 1}, s € Sk.

1.3.3.4 La fonction objectif du PLNE (P)

La fonction objectif & minimiser est composée de deux parties. La premiere consiste
en la somine des poids des horaires affectés aux infirmieres. La deuxiome représente
la somme des pénalités imposées aux déficits (p~) ou aux surplus (p*) sur chaque

contrainte de quotas (Qr), out L € Ly, et (d,p) € Dp.



min (Y Y prs TR+ 2o > (p7sp 40T s5))

kEK s€S;, (d,p)EDp LEL

Aussi, étant donné que les coefficients pg;, p~ et pt sont entiers, les deux com-
posantes de la fonction objectif sont aussi de valeur entiere. Par conséquent, toute

solution du PLNE (P) est nécessairement de valeur entiere.

Finalement, nous montrons a la figure 1.2 le PLNE (P). Ce modéle mathéma-
tique est composé de la fonction objectif, des contraintes de quotas de type A, des
contraintes de partitionnement et des contraintes d’intégralité sur les variables s,

- +
Sy et sy.

min (¥ % pre tre+ X 2 (97 s+t s7))

keK sE€Sk (d,p)eDp LEL gy

s.le. :

Z Z Z Qip bkL Qksdt Lks + SE - Sz— =dqL (d7p) € D’Pa L e ‘Cdp
keK seSy teTy

Z Trs = 1 ke

SESK

xks € {0, 1} ke K, se Sk
sp€{0, 1, ..., qr} (d,p) € Dp, L € Ly
Sz_ € {O, 1, ..., qz} (d,p) € Dp, LELdp

Figure 1.2: Formulation du probleme NSP1 en un PLNE noté (P).
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1.4 Méthode retenue

Pour résoudre efficacement ce probléme, la méthode choisie est celle de la géné-
ration de colonnes. Elle a été suggérée en premier par Ford et Fulkerson [9] en 1958.
Ensuite, elle a été présentée par Dantzig et Wolfe [10] (1960) pour les problémes
linéaires avec des structures décomposables. Finalement, Gilmore et Gomory [11]
(1961) l'ont utilisée pour résoudre le probleme du “cutting-stock”. Une synthese des
principaux travaux portant sur la génération de colonnes est présentée par Soumis

[12].

Dans cette section, nous commencons par expliquer les trois groupes d’algorithmes
qui utilisent la méthode de génération de colonnes. Ensuite, nous expliquons notre

algorithme : le branch and price.

1.4.1 Trois groupes d’algorithmes

La génération de colonnes a été trés utilisée depuis longtemps dans des problemes
d’optimisation combinatoire, comme ceux reliés aux transports ou a la planification
d’horaires de personnel. Elle permet aux modeles avec beaucoup de variables d’étre
résolus efficacement en considérant ces variables de fagon implicite. Ainsi, seul un
sous-ensemble de variables est généré a 'aide d’un probleme auxiliaire nommé “le
probleme du pricing”. La plupart des méthodes utilisent la génération de colonnes
pour résoudre le probleme linéaire, ot la contrainte d’intégralité a été relaxée, pour
ensuite appliquer un algorithme d’énumération implicite et trouver une bonne solu-

tion entiere. Ces méthodes peuvent se classer en trois groupes.

Le premier groupe renferme les algorithmes ou la génération de colonnes est uti-

lisée de facon “off-line”. Dans le sens ou un certain nombre de colonnes est généré
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pour ensuite résoudre le PLNE sur ce sous-ensemble de colonnes. Un exemple de
cette approche se retrouve dans Hoffman and Padberg [13] (1993). Ensuite, les algo-
rithmes du deuxiéme groupe utilisent une approche différente, soit la génération de
colonnes dynamique. Elle consiste & utiliser la génération de colonnes pour résoudre
optimalement la relaxation continue du PLNE. Ensuite, elle atteint la meilleure so-
lution entiere sur 'ensemble de colonnes générées précédemment en appliquant un
algorithme d’énumération implicite. Cette approche a été utilisée pour résoudre le

probleme “pairage d’équipages pour les longs courriers” par Barnhart et al. [14] (1994).

Cependant, deux problémes peuvent apparaitre en utilisant 1'une ou l'autre de
ces deux méthodes. Il se peut que la solution trouvée soit tres loin de la solution
optimale. Mais, il est aussi possible qu’aucune solution ne soit trouvée, méme avec

un grand nombre de colonnes.

Finalement, notre méthode fait partie du troisieme groupe. Elle consiste a appli-
s . , . 'z p

quer la génération de colonnes dynamique au travers d'un algorithme d’énumération
implicite, ce qu'on appelle plus communément le branch and price. Contrairement a
la deuxieme méthode, I'optimalité est prouvée non seulement au noeud racine mais
également & tous les noeuds de notre arbre de branchement. De cette fagon, nous
sommes certains d’atteindre la solution entiere optimale. Le désavantage réside dans
le nombre de colonnes générées, 'espace mémoire et le temps requis, tous beaucoup

plus grands que pour les deux autres méthodes.

Plusieurs travaux ont porté sur I'algorithme de branch and price. En outre, il y a
ceux de Vanderbeck et Wolsey [15], de Barnhart et al. [16] et de Vance et al. [17]. De
plus, les travaux de Vance et al. [18] proposent un branch and price heuristique afin
de trouver une solution dont la valeur est le plus pres possible de la valeur optimale.

Leur application est le “Airline Crew Pairing Problem”.
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1.4.2 Le branch and price

Maintenant, nous allons voir un apercu de la méthode branch and price. Tout
d’abord, le PLNE (P) comportant des variables entieres, on relaxe ces contraintes
d’intégralité pour obtenir le nouveau probléme linéaire relaxé (R). Ensuite, pour ré-
soudre ce probleme, il n’est pas nécessaire de considérer toutes les variables. Car,
étant trop nombreuses, plusieurs d’entre elles auront une valeur nulle dans la solu-
tion optimale de (R). Ainsi, au lieu de générer toutes les variables hors base par
énumération explicite, seulement celles d’entre elles qui ont un cott réduit négatif
(ou celles ayant les coiits réduits les plus négatifs) sont générées. Ensuite, on les fait
entrer en base. Le probleme auxiliaire, qui sera décrit plus bas, a la tache de générer

ces nouvelles variables.

Par la suite, I'optimalité du probleme relaxé est atteinte lorsqu’aucune nouvelle
variable n’est générée par le probleme auxiliaire. Dans ce cas, un branchement est
effectué en imposant une contrainte aux variables du modele relaxé. Le méme principe
est appliqué pour optimiser ce nouveau modele. Et ainsi de suite jusqu’a ce que la
solution optimale d’un noeud de Parbre de branchement soit entiere. Dans le cas ot
de nouvelles variables sont ajoutées au modele, le probleme relaxé est de nouveau

optimisé, ce jusqu’a ce que 'optimalité soit atteinte.

Comme nous pouvons l'observer, la génération de colonnes est composée de deux
niveaux : le probléme maitre et le probléme auxiliaire. Le premier (le coordonnateur)
s’occupe principalement de I'optimisation du probleme relaxé, de vérifier 'intégralité
des solutions et de générer une régle de branchement. Aussi, avec I'aide du probleme
auxiliaire, il vérifie 'optimalité des solutions et génére (si possible) de nouvelles co-

lonnes de cotits réduits négatifs.
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Le deuxieéme, le probléme auxiliaire, a la tache de générer une (ou des) colonne(s)
(pour une infirmiére donnée) de cotut(s) réduit(s) négatif(s). De plus, il doit prendre
en considération les contraintes de branchements. Ces contraintes doivent étre com-
patibles avec le probleme auxiliaire de fagon a ce qu’on puisse le modifier efficacement
a chaque branchement, sans toutefois changer sa structure. Ainsi, les colonnes qui
ne sont pas réalisables selon ces contraintes ne seront pas retournées par le probleme
auxiliaire, qui lui, restera fini en termes de temps et d’espace, ceci pour tous les
noeuds de Parbre de branchement. Nous reviendrons sur le probleme auxiliaire au

chapitre 4.

Finalement, ceci résume en quoi consiste l'algorithme du branch and price et
ses deux niveaux que sont le probléeme maitre et le probleme auxiliaire. Le modele
mathématique utilisé par cet algorithme et les détails de ce dernier, soit la méthode
de génération de colonnes, les méthodes de séparation, les algorithmes d’exploration

de 'arbre de recherche, etc., seront présentés au prochain chapitre.

1.5 Description et modélisation du probleme NSP2

Maintenant, nous allons décrire le probleme NSP2. Nous commencons par expli-
quer les modifications apportées au probleme. Ensuite, un exemple sera donné pour
s’assurer de bien comprendre les différences entre les deux problemes NSP1 et NSP2.

Enfin, le modele mathématique de ce deuxieme probléme sera expliqué.

1.5.1 Description du probléeme

Les modifications définissant la deuxieme version du probleme de confection au-

tomatisée d’horaires d’infirmiéres sont les suivantes : (1) chaque contrainte de quotas
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est définie sur un quart de travail ¢ € T, (2) chaque infirmiere & € K peut avoir
plusieurs compétences (|JAx| > 1) et (3) définition d'un nouveau type de contrainte

de quotas.
Définition des contraintes de quotas sur une paire (d,t) € Dy

Contrairement & NSP1 oti les contraintes de quotas de type A sont définies sur
une paire (d, p) € Dp, ces mémes contraintes sont définies sur une paire (d,t) € Dy
dans NSP2. Suite a cette modification, 'ensemble L, pour (d,p) € Dp est remplacé
par 'ensemble L4 pour (d,t) € Dr.

Enfin, le concept des périodes (I’ensemble P) qui forment une partition de la
journée n’est plus défini dans le probleme NSP2 et la constante cy, n’est donc plus

utile.
Plusieurs compétences par infirmiere

Contrairement & NSP1, ol pour chaque infirmiere k € K nous avons |[Ax| = 1,
NSP2 ne limite pas a un le nombre de compétences d’une infirmiere k € K : Vk €

K, |A] > 1.

Il est important de préciser au lecteur que méme si une infirmiere k € K peut avoir
plus d'une compétence, toutes ses affectations (d, t) € Dz, ne pourront couvrir qu’une
et une seule contrainte (Qy) (ou L € Ly et |[L{JAx| > 1). En effet, ses multiples
compétences ¢ € Ay ne lui permettent pas de couvrir simultanément deux (ou plus)
contraintes (Qp/) et (Qrv) (o0 L', L" € Ly, L' # L", |L'(Ag] = 1, [L"(YAx] >
1). Par contre, elles lui permettent de décider dans laquelle de ces contraintes son

affectation (d,t) aura un apport.
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Contrainte de quotas de type B

Dans le probleme NSP2, en plus des contraintes de quotas de type A définies
sur un triplet (d,t, L) (ou (d,t) € D et L € L4) un nouveau type de contrainte de
quotas apparait : soit les contraintes de quotas de type B. Pour une paire (d,t) € D7,
il est possible de définir une seule contrainte de quotas de type B notée (th). Cette
contrainte consiste a4 englober toutes les contraintes de type A (@) (ou L € Ly), qui
sont définies pour cette méme paire (d,t), en faisant abstraction de leurs ensembles

de compétences respectifs.

Ainsi, la contrainte (th), a laquelle on associe le triplet (Ga, G5, Gj), possede

I’ensemble de compétences suivant : La «— lJ L. Une description complete de
LeLl g

cette contrainte est donnée ci-dessous.

~ Ly spécifie lesquelles des compétences sont acceptées pour la contrainte. Ainsi,
chacune des affectations qui est comptabilisée dans une des contraintes de quotas
(Qr), ou L € Ly, est nécessairement comptabilisée dans la contrainte (Qa).

— d € D représente le jour et t € T le quart ou cette contrainte de quotas de type
B doit étre respectée.

— G représente le nombre d’infirmicres requis (quota cible). G et ¢, sont res-
pectivement le déficit et le surplus maximaux acceptés pour satisfaire cette
contrainte de quotas. Ainsi, sa fenétre de réalisabilité est [ Gu — G5, Gar + G )

avec Jg comme quota cible.

1.5.2 Présentation d’un exemple

Maintenant, nous présentons un exemple pour le probleme NSP2. Nous commen-

cons par énumérer ses données. Nous décrivons ensuite tous les horaires possibles
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pour chacune de ses infirmieres et nous terminons en décrivant toutes ses solutions

possibles, incluant sa solution optimale.

1.5.2.1 Les données de 'exemple

Comme pour 'exemple présenté a la section 1.3.2, nous ne présentons pour le
présent exemple que les données du premier niveau. Rapidement, voici ces données :
K = {ki, ko, ks}, D = {dy, do, d3}, T = {t1} et A = {€1, €y, €3, {4}. Les
caractéristiques des infirmieres sont décrites ci-dessous.

— Pour ky, Ty = {t1} et Ay, = {b1, L2}

— Pour kg, Tp, = {t1} et Ag, = {3},

— Pour k3, Ty, = {t1} et Ag, = {4}

Les contraintes de quotas sont définies par le tableau 1.5. Il y a 4 contraintes de
quotas de type A et une seule de type B. Les deux contraintes de type A (Qr,) et
(Qr,) définies sur (ds, {1) sont liées par une contrainte de type B (Qayt, ), qui est aussi
définie sur cette paire. Notons que (Qp,) et (Qr,) ont toutes les deux un quota cible
de 1 mais elles acceptent respectivement un déficit et un surplus tous deux de valeur
maximale égale a 1. Par contre, grace a la contrainte (sttl), soit que les quotas
obtenus pour les contraintes (Qr,) et (Qr,) sont tous les deux de valeur 1 ou soit
qu'ils sont respectivement de valeur 0 et 2. En effet, la contrainte (Qd3,,1), a laquelle
sont, associés I'ensemble de compétences L = {1,4s, 5,44} et le triplet (2,0,0), oblige
un quota final de 2 et n’accepte ni déficit ni surplus sur ce quota cible, qui représente

le total des quotas obtenus pour les contraintes (Qr,) et (Qr,).

1.5.2.2 Les horaires existants pour les trois infirmieres

Méme si le probleme NSP2 ne limite pas a un le nombre de compétences par

infirmiére, une affectation (d,t) € Dy, d'une infirmiére & € K et d'un horaire s €
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Tableau 1.5: Les contraintes de quotas définies sur ’horizon.

08/09,/2003 (dy) 00/09,/2003 (da) 10/09/2003 (ds)
(QLI) : ({61}7 (17070)) (QLI) : ({23764}7 (23 170)) (QLI) : ({61363}7 (17 1>0))
ty (QLz) : ({52764}7 (170’ 1))
(Qd3t1) : ( {51732783754}7
(2,0,0) )

Sk (noté par ag.g) ne peut étre comptabilisée que dans une seule contrainte de
quotas de type A définie sur cette méme paire. Considérons deux contraintes (Qr/)
et (Qr) définies sur la paire (d,t), ou L' et L” € Ly et L' # L”, et supposons que
L' Ak # 0 et L"(YAx # 0. Nonobstant les multiples compétences de l'infirmiere
k qui permettent a l'affectation ap.q de couvrir ces deux contraintes, cette méme
affectation doit étre comptabilisée soit dans (Qr/) ou soit dans (Qr~) et non pas

simultanément dans les deux.

Nous pouvons voir au tableau 1.6 tous les horaires possibles pour les trois in-
firmieres ki, ko et k3. Remarquons que les horaires s; et so de 'infirmiere k; sont
différents uniquement par cause des affectations (ds, t1, L) et (ds, t1, L2) qui leur sont
respectivement associées. De fagon plus précise, ces deux affectations auront respec-
tivement un apport dans les contraintes (Qr,) et (Qr,), qui sont toutes les deux
définies sur la paire (ds, t1). En effet, si NSP1 était le probleme considéré, I'infirmiere

ky aurait seulement ’horaire composé des affectations (dy, t;) et (ds, t;) de valide.

1.5.2.3 Les solutions possibles

Dans cet exemple, nous avons 8 horaires généraux possibles. Par contre, seulement

3 d’entres eux respectent les contraintes de quotas : (k1 : s1, k2 : s9, k3 @ s2),



Tableau 1.6: Les horaires possibles pour les infirmieres ki, ko et k3.

34

k AL Sy, | cott | 08/09/2003 (dy) | 09/09/2003 (d2) | 10/09/2003 (d3)
kl {fl, 62} 51 0 (tl,Ll) (tl,Ll)
So 0 (tl, Ll) (tl, Lz)
kQ {63} 51 1 (tlle) (tl)Ll)
S9 0 (t1, L)
/€3 {64} S1 2 (tl,Ll)
S9 0 (tl,Lg)
(k1 @ s, kot sy, k3 @ sy) et (ki @ s2, ko © s, k3 @ s2). Les valeurs de ces trois

horaires généraux sont respectivement 1, 3 et 3. Par conséquent, la valeur optimale
du probleme est 1 et (ky : s1, ko : S, k3 : S3) est une solution optimale. Pour chacun

des ces horaires, un tableau décrit la comptabilisation des contraintes de quotas.

Tableau 1.7: Comptabilisation des quotas pour I'horaire (k; : s1, ko @ 2, k3 : s2) de

valeur 1.
0870972003 (dy) | 0970972003 (dy) | 10/09/2003 (ds)
t1 (QLI) 01 (QLI) 1 (QL1) :1
(Qh) 1
(sth) :2

Tableau 1.8: Comptabilisation des quotas pour 'horaire (ky : sa, ko : sy, k3 : s1) de
valeur 3.

10/09/2003 (ds)
(QLI) 1

(QLz) 1
(ngtl) 22

08/09/2003 (d1)
tl (QLl) 1

0970972003 (da)
(QLl) :2
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Tableau 1.9: Comptabilisation des quotas pour 'horaire (ky : sa, ko : 59, k3 : s2) de

valeur 3.
08/09/2003 (d1) | 09/09/2003 (dy) | 10/09/2003 (d3)
t (QL]) i1 (QL1) 01 (QLl) :0
(QLz) 12
(sttl) L2

1.5.3 Modélisation mathématique

Maintenant, nous allons montrer le modele mathématique pour le probleme NSP2.
Ce modele est entierement décrit a la figure 1.3. Les différences avec le modele ma-
thématique du probleme NSP1 sont au nombre de deux : (1) nouvelle variable pour

les affectations et (2) modélisation des contraintes de quotas de type B.
Nouvelle variable pour les affectations

Pour chaque quadruplet (k,s,d,t) (ouk € K, s € Sy, et (d,t) € Dr,), nous devons
remplacer la variable ag.q par plusieurs variables aggq:r, oU L € Lg. En effet, ceci est
di a une nouvelle tache du probleme auxiliaire : définir dans laquelle des contraintes
(Qr), ou L € Ly et |[LAg| > 1, Daffectation (d,t) de I'infirmiere k et de I'horaire
s € Sp aura un apport. De plus, comme pour le PLNE du NSP1, la variable aggq s

est propre au probleme auxiliaire et est donc une constante dans le PLNE du NSP2.

Ainsi, considérons la paire (d,t) € Dr, pour chaque quintuplet (k,s,d,t, L) (ou
keK,se S et(dt) e Dg) telle que L € Ly et |[L{)Ag| > 1, nous définissons

notre nouvelle variable comie suit :
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1 si linfirmiere k est affectée a (d,t) a 'horaire s et si cette
affectation est considérée dans la contrainte de quotas (Qp)
de la paire (d,t)

0 sinon.

Qlsdtl =

Suite a cette décomposition de variables, on peut noter que les constantes by,
ne sont plus nécessaires dans notre nouveau modele. De plus, comme 1'était notre
ancienne variable aisq4, la nouvelle variable a4 est aussi une variable du probleme
auxiliaire et elle nous permet de communiquer avec l'horaire s € Sy, qui a précé-
demment été généré par le probleme auxiliaire. De la méme fagon, elle est considérée

comme une constante dans notre modele.

Nous verrons au chapitre 4 les modifications a apporter au probleme auxiliaire
suite a cette décomposition de variables. Pour l'instant, le lecteur doit retenir que
c’est la tache du probleme auxiliaire de définir dans laquelle des contraintes (Qp)

(L € L) d'une paire (d,t) € Dy, , 'affectation (d, t) aura un apport.
Modélisation des contraintes de quotas de type B

I1 ne nous reste qu’a ajouter les contraintes de quotas de type B dans notre modele.
Soit Q C D7, 'ensemble des paires (d,t) € Dy ol une contrainte de quotas de type
B (Qg) a été définie. Alors, pour chaque contrainte (th), ou (d,t) € 0, nous avons
trois nouvelles contraintes :

= 3 Y Y Gkearr Tks + Sz — 55 = Qa,

keK s€Sy LELy:

-5, €1{0,1,...,4,},

~ 5 e{0,1,....G}}-



37

Ici, nous avons introduit deux nouvelles variables : §7, et 5. Elles indiquent res-
pectivement les écarts, de déficit et de surplus, comptabilisés dans I'horaire général
pour la contrainte de quotas (th). Enfin, il ne faut pas oublier d’introduire dans la

fonction objectif la pénalité accordée & ces écarts : > (p~ 83 +p* §5).
(deQ

min( SN prs s+ >, D (pT sy +ptsi) +

keK s€Sk (dt)eDr LELy
- - o+
> (p Sat +p* $4t) )
(dt)eQ
s.l.e. :
3 Y Grear Tks +S; — SL =L (d,t) e Dr, L € La
kel s€Sy

S50 ST usarr Ths + 55 — 55 =dae (d, 1) €Q

kel seS, LeLy

Z(L’kszl ke

SES)

xrs € {0,1} kek, ses,

sp {0, 1, ..., q;} (d,t)y e Dy, L € Ly
Sz € {07 17 ety qz} (dyt) 6D77 Le‘cdt
s2€{0, 1, ., 4y} (d,t) € Q

st e{0,1, ..., 4h} (d,t) € Q

Figure 1.3: Formulation du probleme NSP2 en un PLNE.
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CHAPITRE 2 : ALGORITHME DE BRANCH
AND PRICE

Le probleme a résoudre comporte plusieurs difficultés dont trois sont primordiales.
Premiérement, il existe un nombre exponentiel d’horaires individuels (colonnes) pour
chaque infirmiere !. Ensuite, un horaire général est réalisable si et seulement si un
seul horaire (individuel) est affecté a chaque infirmiere et si I’ensemble de ces horaires
respecte les contraintes de quotas 2. Troisiemement, parmi tous les horaires généraux
réalisables, il faut trouver celui qui est de valeur optimale. Pour résoudre ces pro-
bléemes, on utilise I’algorithme de séparation et d’évaluation progressive (branch and

price).

Dans ce chapitre, nous allons voir en détail toutes les composantes de notre algo-
rithme ainsi que leurs adaptations pour notre application. Mais avant d’entrer dans

ces détails, commengons par donner une vue d’ensemble de cette méthode.

2.1 Introduction au branch and price

Cet algorithme consiste a parcourir I'ensemble de solutions (entieres) du PLNE
(P) de fagon intelligente et non explicite. Ceci se fait en partitionnant cet ensemble,
qui est noté par S, en plusieurs sous-ensembles a travers un arbre de recherche. Dans
cet arbre, chaque noeud u correspond & un PLNE (P*), ou 'ensemble des solutions

réalisables de ce méme probleme est noté par S* C S. Si nécessaire, une méthode

Les termes “horaire individuel” et “colonne” seront considérés comme des synonymes.
2Par défaut, le terme “horaire” désigne un horaire individuel.
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de séparation sera appliquée au probleme (P*) afin de créer deux problemes fils
notés (P”) et (P*). Cette méthode de séparation consiste a ajouter une contrainte
de branchement différente a chacun de ces PLNE afin de partionner I'ensemble de

solutions S* du probléme (P*) en deux sous-ensembles disjoints : S” et S™.

A chaque noeud u de Parbre, la relaxation continue (R*) du PLNE (P*) est
résolue afin d’obtenir une horne inférieure sur la valeur de toutes les solutions de
ce probléeme en nombres entiers. Le probleme (R*) est identique au probleme (P¥),
mais contrairement & ce dernier qui n’accepte que des solutions avec des variables de
valeur entiere, le probleme (R") permet a ces mémes variables des valeurs réels. Par
conséquent, le probleme (P*) étant plus contraint que sa relaxation (R"), la valeur
optimale 2 de cette derniere est une borne inférieure sur la valeur de toutes les
solutions de ’ensemble S*. D’ailleurs, lorsque la solution 27}, qui est obtenue apres la
résolution du probléme (R*) et qui est de valeur optimale 2}, est entiére, le probléeme
(P“) est résolu *. Dans ce cas, il est possible de mettre & jour la valeur de la meilleure
solution du probleme (P) actuellement connue, qu’'on note par z*. Cette valeur est

aussi une borne supérieure sur la valeur optimale de ce méme probléme.

Voici les principales composantes de I'algorithme du branch and price :
— méthode de génération de colonnes,

-~ méthode de pricing (résolution du probleme auxiliaire),

— méthodes de séparation,

— algorithmes d’exploration de 'arbre de recherche,

— conditions pour couper un noeud,

— stratégie de branchement prématuré,

— méthode d’arrondi.

3Nous verrons plus loin la signification de la notation z7.
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Premierement, la méthode de génération de colonnes est utilisée pour résoudre
le probleme (R*) au noeud u. Cette méthode marie I'algorithme du Simplexe avec
une méthode nommée Pricing qui a la tache de générer de nouvelles colonnes de
colit réduit négatif *. Ensuite, lorsque la solution ainsi obtenue est fractionnaire, une
méthode de séparation est appliquée au probleme (P") et consiste a partitionner son
ensemble de solutions (S*) en deux sous-ensembles disjoints. Ceci a pour conséquence
d’éliminer la réalisabilité de la solution fractionnaire z;, pour les deux nouveaux pro-
blemes (P?) et (P™), qui sont les fils de (P*), et possiblement d’atteindre une solution
entiere dans ces problemes ou plus profondément dans I’arbre de recherche. Troisieme-
ment, deux algorithmes sont possibles pour I'exploration de P’arbre de recherche : 1)
recherche en profondeur d’abord et 2) recherche avec le meilleur des deuz fils d’abord
°. Evidemment, il y a des avantages et des inconvénients & utiliser 'un ou l'autre de
ces deux algorithmes. Enfin, aprés avoir résolu le probleme (R"), si sa valeur opti-
male 2} est telle que [2)] > 2%, il est alors inutile de résoudre le probleme (P") en
partitionnant son ensemble de solution S*. Cette condition pour couper un noeud u

sera développée au cours de ce chapitre.

Plusieurs stratégies peuvent étre ajoutées a l'algorithme du branch and price pour
diminuer son temps de traitement. La premiere est la stratégie du branchement pré-
maturé. Elle consiste & arréter prématurément l'optimisation du probleme (R*) au
noeud u lorsque nous considérons qu’il est inutile et (ou) trop long de connaitre sa
valeur optimale z}. La deuxieme stratégie est la méthode d’arrondi. Elle consiste a
trouver une solution entiére, donc un horaire général et réalisable, a 'aide des va-
riables déja existantes. En plus de celles-ci, d’autres stratégies sont présentées par

Desaulniers [19].

Nous pouvons voir & la figure 2.1 un exemple simple d’arbre de recherche. On peut

supposer que les problemes (P*) ont été explorés par ordre croissant de leur indice 4 et

4 Appelées colonnes CR™.
5Respectivement abrégé par DFS (Depth First Search) et BSFS (Best Son First Search).
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que chaque 2}, qui est la valeur optimale de la relaxation continue (R"), a été atteinte.
Apres la résolution du probleme (R?), on obtient la premiere solution entiere zjy de
valeur z3. Ensuite, nous obtenons au probleme (R?) la solution fractionnaire z3 de
valeur 2}, ol [25] > z3. Dans ce cas, remarquons que [z} | est une borne inféricure sur
la valeur de toutes solutions du probléme (P3) et que 23 est une borne supérieure sur
la valeur optimale du probleme (P). Les mémes remarques s’appliquent au probleme
(P*), ot [25] > 25. Cest pour ces raisons que les deux problemes (P?) et (P*) ont

été coupés.

Finalement, dans ce chapitre nous allons présenter en détail chaque composante de
I’algorithme du branch and price. Nous commencons par décrire la relaxation continue
(R) du probleme (P). Deuxiemement, nous allons expliquer la méthode de génération
de colonnes, qui est composée de deux phases et de la méthode Pricing. Ensuite, deux
méthodes de séparation possibles seront présentées : regle de branchement binaire
simple et régle de branchement Ryan-Foster . Quatriémement, les deux parcours
possibles de l'arbre de recherche seront expliqués : le DFS et le BSFS. Finalement,
nous expliquerons pourquoi notre algorithme de branch and price est exhaustif, c’est

a dire qu’il calculera la valeur optimale z* du probléme (P).

2.2 Présentation du probléme (R)

Comme nous 'avons mentionné a la section précédente, & chaque probleme (P)
de P’arbre de recherche correspond une relaxation continue notée (R*) 7. Dans cette
relaxation, les contraintes d’intégralité sur les valeurs des variables s, s7 et s} ont

été assouplies afin de leur permettre des valeurs réelles. De fagon plus précise, voici

5Afin d’alléger le texte, le branchement binaire simple sera nommé “branchement binaire”.
"Le probleme (P*) est défini & la figure 2.7.
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solution trouvée noeud coupé

noeud coupé
Figure 2.1: Exemple d’arbre de recherche.

les modifications qui sont apportées dans la formulation du probleme (P) afin de

définir la relaxation continue (R) ® :

— Zgs € {0,1} est remplacé par 0 < zgs < 1,
- s7 €40,1,...,q; } est remplacé par 0 < s; < q;,

- s €{0,1,...,q} } est remplacé par 0 < sf <gqj.

Avec ces modifications, nous pouvons voir a la figure 2.2 la relaxation continue
(R). Ces modifications sont les mémes a apporter au PLNE (P"*) afin de définir sa
relaxation continue ( R*). Aussi, nous verrons plus loin dans ce chapitre que ces modi-
fications affecteront aussi la définition de la relaxation continue (R"*), qui est utilisée
par la phase 1 de la méthode de génération de colonnes lorsqu’elle est appliquée au
probleme (R").

De plus, la variable duale associée & une contrainte de quotas (Q,), ou L € Ly, et

(d,p) € Dp, et celle associée a la contrainte de partionnement d’une infirmiere k& € K

8Voir la figure 1.2 pour la définition du probléme (P).
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min (Y Y psaks+ >, 2 (p7sp+pt st))

kEK €5y (dp)eDp LELyy

sle. :

S0 3T > aup brr Qrsar Ths + 5, — S =qr (d,p) € Dp, L € Ly
keK s€Sk teTy

Zfﬁkszl kek

s€ESk

0<a, <1 ke Kk, s S
OSSESQZ (dzp)E’Dpa LEEdp
Ogsfng— (d7p)€D773 LEEdp

Figure 2.2: Relaxation continue (R) du probleme (P).

sont respectivement notées Ay, et .

2.3 Méthode de génération de colonnes en 2 phases

Dans l'algorithme de branch and price, la méthode de génération de colonnes est
utilisée pour résoudre la relaxation continue (R*) du probleme (P*) au noeud u de
I’arbre de recherche. Cependant, avant d’appliquer cette technique, il faut vérifier
que (R") est réalisable. C’est pour cette raison que l'algorithme de génération de
colonnes est divisé en 2 phases : GCy, et GCy,. GOy, aura pour tache de vérifier si
la relaxation continue (R*) est réalisable alors que GCy, devra lui trouver une base

primale-duale réalisable °.

Il est important de différencier les phases 1 et 2 propres a ’algorithme du Simplexe

9Primale-duale réalisable est synonyme de optimale.
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(Chvatal [20]) et les phases GCy, et GCy, de la méthode de génération de colonnes.
Les phases 1 et 2 du Simplexe sont implicitement traitées lors des différents appels
a celui-ci, mais en plus elles ont les mémes raisons d’existence que GCy, et GCy,.

Notons que la méthode du Simplexe utilisée est celle de la librairie ILOG [21].

Comme nous allons le voir, GCy, et GCy, ont chacun un probleme différent a ré-
soudre. Soit la relaxation continue modifiée (R**) pour GCy, et la relaxation continue
(R*) pour GCy, . Par contre, I'algorithme utilisé pour résoudre ces deux problémes
est commun aux deux phases et il est basé sur la méthode revisée du Simplexe (Chva-
tal [20], Nemhauser et Wolsey [22]). Dans la communauté scientifique, cette technique
porte la dénomination “méthode de génération de colonnes”. Mais afin d’alléger le

présent mémoire, nous la notons par GC.

Maintenant, exposons le plan de cette section. Nous commencons par décrire de
fagon explicite les algorithmes GC et Pricing. Ensuite, nous expliquons GCy, et nous
développons le probleme modifié (R**). Troisiemement, une condition nécessaire et
suffisante sur la réalisabilité du probleme (R*) est donnée. Quatriemement, GCy,, qui
consiste essentiellement & résoudre le probleme (R"), est exposé. Pour conclure sur
cette méthode de génération de colonnes en deux phases, abrégé par GC_METHOD,

nous donnons son organigramme et son algorithme pour aider & sa compréhension.

2.3.1 L’algorithme GC

Avant de commencer la description de cet algorithme, il est important de rappeler
au lecteur que cette méthode est utilisée pour résoudre 'une ou 'autre des deux

relaxations continues suivantes : (R") ou (R"?*). Ainsi, pour éviter toute confusion,

10Voir la figure 2.3 pour la définition du probléme (R**).
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nous allons noter par (R“) le probleme considéré par cet algorithme. De plus, la
plupart des notations utilisées dans cette section sont décrites dans la “Liste des

sigles et abréviations”.

Encore une fois, nous devons introduire de nouvelles notations. Soit le PLNE (P*)
du noeud u, une infirmiere k£ € K, le probleme restreint (R’“) de l'itération ¢ de GC
et une RFRC (k,c) € Kz ''. Notons par
— St € Sk, 'ensemble des horaires de l'infirmiére k qui sont réalisables au PLNE
(P*);

- S}c” C Si, 'ensemble des horaires de l'infirmiere k qui sont inclus dans le pro-
bleme restreint (R*);

— S¢* C S¥, 'ensemble des horaires de P'infirmiere k qui respecte la RFRC (k, ¢)

du PLNE (P").

Soit un horaire s € Si. Cet horaire est tel que s € '}c”' si et seulement s'il a été

généré par le probleme auxiliaire a une itération antérieure & l'itération 7z ou a un

PLNE antérieur au PLNE (P"¥).
Description de Palgorithme :

Ne connaissant pas toutes les variables du probleme (R“), qui sont en quantité
exponentielle, une méthode nommée Pricing (voir la section 2.3.2) est utilisée pour

ajouter au probleme des colonnes C'R™ qui sont hors base.

Essentiellement, la méthode GC utilise un algorithme itératif. A chaque itération
i, lc probléme restreint (R") est résolu par la méthode du Simplexe. Le résultat

obtenu est une base, qui est primale-duale réalisable a (R“i), notée &', et de valeur

e concept RFRC sera introduit & la section 2.3.2.1.
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optimale z'. Ensuite, la méthode Pricing est appelée pour générer des colonnes CR™
hors bases, soit des variables de colits réduits négatifs qui ne sont pas déja dans le
probléme restreint (R*). L’ensemble de colonnes ainsi obtenu est noté P Ay, ( ““) -

{s€ S5 ¢ SH et cps < 0}, 00t (kyc) € Kz 12

Ensuite, si PAg,(G$4) # 0, & n’est donc pas primale—duale réalisable pour (R*)
et algorithme continue. L’ensemble de colonnes C'R~ PA¢,2( “) est ajouté au pro-
bleme (R") afin de définir le nouveau probleme restreint : (R*“C+D)  (R¥) @
P Ay, (GS). En d’autres termes : Sz(iﬂ) S @ PAg,(GE%). Une nouvelle itération

est alors effectuée pour le traitement de ce nouveau probleme restreint.

Enfin, si P Ay, ( ?j) = [}, cela signifie que la condition d’optimalité (V(k,c) € Kz,
PA¢Z( ¥) = {)) est vérifice. Autrement dit, il n’existe pas de colonnes CR~ hors
bases, alors @, est une base primale-duale réalisable pour le probléme restreint (R*)
mais aussi pour le probleme (R“) Donc, i = z* est la valeur optimale de ce dernier

probleme et GC est terminé.

Finalement, les ensembles de variables PAg,(GSY) et la notation (k,c) € Ky
seront définis a la section 2.3.2, qui est réservée a la méthode Pricing. Au méme
moment, le fondement de la précédente condition, qui est nécessaire et suffisante a

I'optimalité d’une solution, sera expliqué.
Observations importantes

Ainsi, en considérant les itérations 1 a n de GC, la série de n triplets suivants est

générée : [ ((R™), &L, 1), ((R*?),42,22), ..., ((R*"), ", ") |. Plusicurs obscrvations

sont importantes :

12Cet ensemble et cette notation seront définis & la section 2.3.2.2.
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1. chacune des solutions (!, z%) est primale-duale réalisable au probleme restreint
(R);

2. pour chacune des itérations 7, la valeur de la fonction objectif est au moins
aussi bonne que celle de I'itération précédente : 25 < 227! Et 8'il n'y a pas de

dégénérescence, nous avons 2z, < z-1;

3. considérons une paire d’itérations successives (i — 1,i), ou 2} < zi=!. Alors,

~ : i1 i1
la, solution primale-duale (&!7', 20

) du probleme (R*¢~Y) n’est plus duale
réalisable au probléme suivant (R*), mais elle demeure primale réalisable pour

ce méme probleme.

La troisieme observation s’explique grace a la relation entre un probléme primal
et son dual. L’ajout de nouvelles colonnes au probléme primal signifie ’ajout de nou-
velles lignes a son dual. Par conséquent, une solution qui est réalisable a ces deux
problémes perd sa réalisabilité duale apres 'ajout de nouvelles lignes (contraintes)

au probleme dual. C’est par cette explication que la solution (&%

27D qui est
primale-duale réalisable au probléme (R“(i”l)), n’est plus duale réalisable mais de-

meure primale réalisable au probleme suivant (224).
Description formelle de I’algorithme

La méthode GC est explicitement donnée par l'algorithme 2.1. Elle retourne le
dernier triplet qu’elle a créé, soit celui de l'itération n qui est composé du probleme
restreint (R*"), de la base 7 et de sa valeur £”. Elle retourne aussi la valeur optimale

z%, qui débute I'algorithme avec une valeur de +oo. Toutefois, si un branchement

*

prématuré est décidé, cette valeur n’est pas atteinte a l'itération n et le test 2] = 27

est donc faux. Il est important de souligner que ce test sera fréquemment utilisé
dans plusieurs composantes de I'algorithme de branch and price pour déterminer si

la valeur optimale z* du probleéme (R*) a été atteinte par GC.
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Aussi, il est important de souligner qu'une condition nécessaire a 'application de
GC pour la résolution de la relaxation continue (R*) doit étre satisfaite. En effet, il
est indispensable que ce probleme soit réalisable avant de faire appel a cette méthode.
Si cette condition est satisfaite, il faut que le premier probléme restreint (R*'), qui
est fourni & GC, soit aussi réalisable. Plus de détails concernant la technique utilisée

pour satisfaire ces deux conditions nécessaires a la résolution des problemes (R"*) et

(R*) seront respectivement décrites aux sections 2.3.3 et 2.3.5.

Dans la prochaine section, nous décrivons la méthode Pricing, qui génere l'en-
semble de colonnes CR™ hors bases P Ay, (@?j) d’une combinaison quelconque (k, c) €

Kzv et qui vérifie la condition d’optimalité (V(k,c) € Kzu, PAg,( A?;) =0).

Algorithme 2.1 Méthode de génération de colonnes pour résoudre le probleme
linéaire (R*), qui correspond & (R*) ou a (R**) du probleme (P*)
au noeud u.
GC( (RY1) : probleme initial ) = ( (R"™) , x| 22 2% ):
1—0
z), «— +00o
tant que (i=0\/ PA4(GS) # 0) effectuer
t—1+1
(@, 2h, L)y ]’ ) & Simplexe (R*)

u

PAg,(GRy) « Pricing( Kzx , [AL]', ]’ ) {Gen. de var. CR™}
si. PAy,(G) # 0 alors
si branchementPremature( 2, ) alors

n<«1
Aller a (*) )
(RHHD) — (R¥) @ P Ay, (GFY)

n 1
it 3

. ?
3 M VES A+ A H B ¢ SESRENE N
z+ « z { La valeur optimale z} a été atteinte : 2] = 2* est vraie }

(*) retourner ((R®"), 17, :7, 2%

U Tur Tu
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2.3.2 L’algorithme Pricing

Avant de commencer la description de cette méthode, il est important de préciser
au lecteur que beaucoup de notations sont nécessaires a sa compréhension. La plupart
de celles-ci seront expliquées dans les prochains chapitres. Pour 'instant, le lecteur

est référé a la “Liste des sigles et abréviations”.

La méthode Pricing a pour tache de générer des colonnes C' R~ qui sont hors bases
lors de litération courante ¢ de GC'. Les variables duales de chaque contrainte de
quotas et de chaque contrainte de partitionnement de cette itération doivent étre
fournies. Elles sont respectivement notées par les vecteurs [Ay]" et [u]’ et sont obte-

nues par la méthode du Simplexe.

L’algorithme parcourt ’ensemble K des infirmieres afin de trouver au moins une
colonne CR™ hors base. Par contre, lorsqu’une infirmiere £ € K est traitée, il faut
considérer les différentes fagons de respecter simultanément toutes les contraintes
de branchement Ryan-Foster et de branchement binaire. Une telle fagon ou RFRC
est notée (k,c) € Kz 13 Alors, pour chacune de ces combinaisons, la phase 2 du
probléme auxiliaire est appelée dans le but de trouver une ou plusieurs colonnes hors
base qui respectent la définition de cette combinaison et qui sont de cotlits réduits

négatifs selon les variables duales [Ar]* et [ux]*.

Précisons que les régles de branchement Ryan-Foster et binaire seront définies a
la section 2.4.2, pour ensuite étre approfondies au chapitre 3. De plus, les phases 1

et 2 du probléeme auxiliaire seront définies au chapitre 4.

BRFRC - Ryan-Foster Respect Combination.



Afin de bien comprendre Palgorithme Pricing, nous commengons par introduire
le lecteur au concept de RFRC. A Taide d’exemples et du développement d’un al-
gorithme nommé calculer I}, ce concept sera entierement étudié a la section 3.3.
Ensuite, la phase 2 du probleme auxiliaire est aussi introduite. Nous terminons en

décrivant les deux résultats pouvant étre obtenus par 'application de Pricing.

2.3.2.1 Introduction au concept de RFRC

Comme nous allons le voir aux définitions 2.4 et 2.5, il y a deux possibilités pour
le respect d’une contrainte de branchement Ryan-Foster alors qu’il y en a une seule
pour une contrainte de branchement binaire. Par conséquent, le nombre total de com-
binaisons des deux possibilités pour le respect de chaque contrainte de branchement
Ryan-Foster est de 2/!, ou k € K, u est le noeud courant et C «— Cy_ UCk,. Les
deux ensembles de contraintes de branchement Ryan-Foster C;’_ et C;, seront définis
a la section 2.4.2 et pour le moment le lecteur doit bien noter que |Cy| représente le

nombre total de ces contraintes.

Par contre, ce ne sont pas toutes les combinaisons mentionnées ci-haut qui sont
possibles. En effet, certaines d’entres elles peuvent contenir une ou plusieurs contra-
dictions. Pour l'instant, notons par Z}* C {0, 1, ..., 2I%1 — 1} 'ensemble des indices
des combinaisons qui sont sans contradiction pour k € K et pour le probleme (P").
De plus, on note par (k,c) € Kzy, ou Kzx = {(k,c) : k € K, c € T}'}, la combinaison

¢ € I} de l'infirmiere k € K au probleme (FP*).

A la section 3.3, nous définirons l'algorithme calculer I dont les taches sont
les suivantes : (1) calculer I'ensemble Z}* et (2) pour chaque ¢ € I}, calculer les

ensembles Of* et F*. Ces deux ensembles représentent respectivement 1’ensemble



des affectations obligatoires et 'ensemble des affectations interdites définissant la
combinaison (k,c) € Kz Nous verrons a la section 2.3.6 que I'application de calculer

» pour chaque infirmiére k € K et pour le probleme (P") est un pré-traitement
effectué au début de GC_METHOD.

2.3.2.2 Introduction au probléme auxiliaire

Premi¢rement, le probleme auxiliaire est divisé en deux phases : PAy, et PA,,.
PAy,, qui n'est qu’un pré-traitement & PA,,, est accompli avant de débuter 1'algo-
rithme de branch and price et est appliqué sur un graphe noté Gy afin d’obtenir le
graphe d’état G P Ay, a pour objectif de générer des horaires C R~ qui respectent
la définition d’une combinaison (k,c) € Kz» au noeud wu, en plus des contraintes in-
trinseques a I'infirmiere & € K. Cette seconde phase est un algorithme de plus court
chemin appliqué au graphe d’état G’?j et cette application est notée PA¢2(GA§-‘). L’en-
semble de colonnes CR™ hors base, qui est obtenu par cette application, est aussi
noté P Ay, (Gg) C Si.

Ensuite, le graphe d’état C;‘z?, qui représente la combinaison (k,c) € Kzp et qui
tient compte des variables duales [Ar]? et [u]' pour le calcul des cotts réduits cy,
des horaires s € S, est défini a I'aide du graphe d’état é’k. En effet, deux pré-
traitements doivent étre appliqués & Gy pour définir éﬂ : 1) modification de Gr
selon les contraintes définies par O et F§* et 2) modification de G, pour la prise

en compte des variables duales [Ar]’ et [

Enfin, il est théoriquement impossible pour les colonnes obtenues par PA@(G’;’;)
d’étre déja incluses dans le probleme restreint (f2“'). Autrement dit, cet ensemble
est tel que PAg,(G) C {s € S : s ¢ S¥ et cx, < 0}. Aussi, mentionnons que
P Ay, (G4 = 0 si et seulement si {s € S : s ¢ S¥ et cps < 0} = 0.
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Plus de détails concernant les deux observations précédentes seront donnés a la
section 4.1.3.2, qui est entierement réservée a l'algorithme PAy,. D’ailleurs, tout ce
qui vient d’étre expliqué sur le probleme auxiliaire et ses différentes composantes sera

expliqué de facon approfondie au chapitre 4.

2.3.2.3 Résultats possibles de Pricing

Apres Vapplication de Pricing au triplet (ICI,g, AL)', [uk]i), les 2 résultats suivants
sont possibles :

— soit que 3(k,c) € Kz tel que PAy,( Ai’z‘) # 0

—~ ou soit que Y(k,c) € Kz, PA@(G?;) =0.

Le premier résultat signifie que la solution courante i’ de lalgorithme GC n’est
pas une solution optimale du probleme (R") En effet, il a été prouvé que pour une
combinaison (k,c) € Kzy, il existe au moins une colonne s € Si* hors base (s ¢ S

et de cout réduit négatif (cxs < 0), donc 4’ n'est pas primale-duale réalisable au

probléme (R*).

Le deuxieme résultat signifie qu’aucune colonne C'R~ hors base n’existe pour
chaque combinaison (k,c¢) € Kz et selon la valeur des variables duales [A.]" et [u]".
Dans ce cas, la valeur courante 2!, (27

probleme (R*) (37

w

) de Dalgorithme GC est la valeur optimale du
< Z% est vraie).

Finalement, nous pouvons voir la méthode Pricing décrite de fagon formelle a

Palgorithme 2.2.



Algorithme 2.2 L’algorithme Pricing ou ¢ est l'itération courante de GC.
Pricing ( Kzx : ens. de RFRC, [\.]', [m]' : var. duales )
— PA, (G5 C S

pour tout (k,c) € Kz effectuer
o« Gt — Gy
o Modififier Gi{} selon les ensembles Ot et Fg¥ {Pré-traitement 1}
 Modififier G} selon les variables duales [AL] et [ug]" {Pré-traitement 2}
e Appliquer PA,,(G%)
si P Ay, (G34) # 0 alors
o retourner P Ay, (G) {3(k,c) € Ky tq. PAy, (G # 0}
e retourner §) {V(k,c) € Kz, P Ay, (G = 0}

2.3.3 Description de la premiere phase GCl,

L’objectif de cette phase est de déterminer si la relaxation continue (R") est réali-
sable. Pour atteindre cet objectif, GCy, proceéde en 2 étapes : (1) définir une nouvelle
relaxation continue inspirée de (R") et notée (R"*) et (2) résoudre ce nouveau pro-
bleme par la méthode GC. Cette méthode a déja été donnée par 'algorithme 2.1,

nous allons maintenant définir la relaxation continue modifiée (R"*).

Le nouveau probleme (R"*) est obtenu par I'ajout de variables dites artificielles
au probleme (R"). Les contraintes de partitionnement, les contraintes de quotas et la
fonction objectif sont toutes modifiées par l'insertion de ces nouvelles variables. Ces

modifications sont décrites ci-dessous.

— Pour chaque infirmiére k € IC, on crée la variable artificielle a, telle que 0 <
ar S 1.
— Pour chaque contrainte de quotas (Qr), ou L € Ly, et (d,p) € Dp, on crée la

variable artificielle ay telle que 0 < ap < qr.



— Les nouvelles contraintes de partitionnement sont définies comme suit :

Z l‘ks—l-(lk:l,k'E’C.
seSY
— Les nouvelles contraintes de quotas sont définies comme suit :

D000 >0 oup brr Gpsar Tks + S — SJLr +ar, =qr, (d,p) € Dp, L€ Ly,
keK seSk teTy

— La nouvelle fonction objectif est min (5> Y ar + X ax).
(d,p)eDp LELyy, kex

Cette nouvelle relaxation continue, qui résulte de I'ajout de variables artificielles a
la relaxation (R*) du probleme (P*) au noeud u, est notée (R"*) et est formellement
définie a la figure 2.3. GC,, consiste donc a résoudre ce nouveau probleme par l'al-

gorithme GC. Le quadruplet obtenu, noté ((R¥*®),z7, 2" 2%, ), est ensuite retourné

A GC,, 1.

Enfin, la relaxation continue (R*?®) ainsi que le premier probleme restreint ( R*'%),

qui est fourni & GC, sont tous les deux réalisables étant donné l'existence de la

solution suivante :

( [:Eks] ) [SZ] ) [Sz] ) [aL] > [a’k] ) = ( [O] ) [0] ) [0] ) [QL] ) {1] )

11Ce quadruplet correspond ((R“”),:&Z, zy, z,j), qui est le résultat de GC.



mn( > Y ap + X a)

(d,p)eDp LELqy, kek
sl.c :

Z Z Z Qip bkL Qpsdt Ths T SZ - 31— +ap = qL, (d7p) € DPa Le Edp
kK s€SP T,

Z Ths +ap =1 ke K

seSE
Apsar = 1 (d,t) € Cipneyr S €Sk kEK
asar = 0 (d7t) € C}é(zero)’ s€ SIlCL’ kek

aksdltl = aksdgtg (dh t17d2a t2) € CI?:? ERS S](lé7 k S IC
aksdlh —# a’k)sdgtg (dlatly d27t2) S C};;s: s € S}é? k S ’C

0 <z, <1 ke, se Sy
0<s; <gqp (d,p) € Dp, L € Ly
0<st <gqf (d,p) € Dp, L € Ly,
0<a, <1 ke

O0<ar<q (d,p) € Dp, L € Ly

Figure 2.3: Relaxation continue (R**) du probleme (P*) au noeud u de
Parbre de recherche.
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2.3.4 Condition de réalisabilité du probleme (R")

Apreés avoir utilisé la méthode GC pour résoudre la relaxation continue (R"%),

il suffit d’utiliser la valeur optimale 27

* pour décider si le probleme (R") est réali-
sable. Notons que le résultat obtenu est le dernier quadruplet que cet algorithme a
considéré : ((R“™),z",, 2% 2z ) 5.

Pour simplifier le probleme, supposons que la valeur 2, a été atteinte pour que
le test 2, = z¥, soit vrai. Ainsi, a I'aide de cette valeur optimale, nous allons définir
une condition nécessaire et suffisante pour déterminer si la relaxation continue (R*)

du probleme (P") est réalisable.

Considérons une solution de (R“*) notée ( [zks] , [s7], [st], [aL], [ax] ). Cette
solution est aussi réalisable a (R*) si et seulement si [ar] = [ax] = 0. Or, si la valeur
optimale de (R"%) est telle que 2z, > 0, il n’y a aucune solution de cette relaxation

continue qui est telle que [ay] = [ax] = 0 et le probleme (R*) n’est donc pas réalisable.

Ensuite, si 2z, = 0, (R*) est réalisable car n'importe laquelle des solutions op-
timales de (R“*) est telle que [ar] = [ax] = 0 et est alors une solution réalisable a
(R"). Ainsi, le théoréme suivant découle directement de ces conclusions et n’a donc

pas besoin de preuve.

Théoreme 2.1 (Condition de réalisabilité de (R*)) : Le probléme (R") est ré-

alisable si et seulement si la valeur optimale de (R"*), notée z%,,

est telle que z* = 0.

ua

Finalement, il est important de noter que cette condition, qui est nécessaire et
suffisante & la réalisabilité du probleme (R*), est une condition nécessaire & la réali-

sabilité du probleme (P*).

15Voir la section 2.3.1 pour la description de ce résultat.




2.3.5 Description de la seconde phase GCj,

Lors de la premiére phase GCy,, la relaxation (R"*) a été résolue a l'aide de
I’algorithme GC. Maintenant, la seconde phase GCj, consiste a résoudre la relaxation
(R™), soit celle qui nous intéresse, a ’aide de l'algorithme GC. Evidemment, il faut
déterminer si cette relaxation est réalisable d’aprés la valeur optimale 2%, de (R"*)

et grace au théoreme 2.1.

Alors, si 25, = 0, (R*) est réalisable et toutes les variables artificielles ay, et ay
sont retirées de (R“®) afin d’obtenir la premiere relaxation continue restreinte (R*!)
de (R"). En effet, il est possible d’éliminer ces variables artificielles car elle sont telles
que [ay)] = [ax] = 0 dans la solution optimale 27, qui demeure réalisable au probleme
restreint (R*'). Par conséquent, les deux conditions nécessaires & 'application de GC
pour résoudre (R"), qui stipulent que cette relaxation doit étre réalisable et qu’il doit
exister une solution réalisable & (R*!), sont toutes les deux satisfaites (voir la section
2.3.1).

Précision concernant la phase GCj,

Enfin, il est important de préciser que 'intérét d’appliquer GCy, au probleme
(R“e) n’est pas seulement de vérifier que le probleme (R") est réalisable. En effet,
I’emploi de la premiere phase de la méthode de génération de colonnes a aussi pour
objectif de définir le premier probléme restreint (R*!), qui est nécessaire a la résolu-
tion de (R*) par GCl,.

Rappelons que I'objectif d’appliquer une méthode de séparation au noeud anté-
rieur de u, qu’on note v, est d’éliminer la réalisabilité de la solution x7, pour la nouvelle
relaxation continue (R*). Par contre, il est aussi possible que toutes les solutions qui

étaient réalisables au probléme (R") ne le sont plus au probléme (R*).



Autrement dit, le retrait de colonnes au dernier probleme restreint (R*") peut dé-
finir un probléme restreint, que nous nommons le “probleme transitoire du noeud v
au noeud wu, irréalisable. C’est-a-dire qu’il ne possede aucune solution et ne peut donc
étre résolu par le Simplexe. C’est pour cette raison qu’on ajoute les variables artifi-
cielles ay et a;, & ce probleme transitoire, le résultat obtenu est le premier probleme
restreint (R*1%). Comme nous I’avons déja mentionné, GCy, se servira de (R*'*) pour
résoudre le probléme (R"?) et déterminer si le probleme (R") est réalisable. Toute-
foig, il est aussi possible que le probleme transitoire de v a u demeure réalisable au
noeud u. Dans ce cas, le premier probléme restreint (R*!) est identique & ce probleme
transitoire et la premiere phase GCy, ne nécessitera que d’une itération car la valeur

optimale 2z, = 0 est immédiatement prouvée.

2.3.6 Organigramme et algorithme de la méthode de géné-
ration de colonnes en 2 phases

Nous pouvons voir ci-dessous ’algorithme 2.3 nommé GC_METHOD. Il décrit
formellement la méthode de génération de colonnes en deux phases que nous venons
de décrire. Cette méthode est utilisée lors des parcours DFS et BSFS, que nous
verrons a la section 2.5, pour résoudre la relaxation continue (R*) du probleme (F*)

au noeud u de 'arbre de recherche.

De maniére a simplifier la compréhension de I'algorithme de branch and price, nous

supposons que la premiere phase GCy, n’applique pas de branchement prématuré.

*

’
A n -
Par conséquent, le test 27}, = 2z,

est vral en tout temps et c’est pour cette raison
qu'il est possible d’utiliser la valeur optimale 2!, pour vérifier si la relaxation (K")

est réalisable.

Finalement, nous pouvons voir 4 la figure 2.4 'organigramme de GC_METHOD, il



59

représente tres bien 'algorithme GC et les 2 phases GCy, et GCy,. Aussi, les résultats
obtenus par GC_METHOD sont représentés par le quintuplet ((R“") A

Yy T Tu ua)'

Algorithme 2.3 Méthode de génération de colonnes en deux phases pour la résolu-
tion de (R") au noeud u (v est le noeud pere).

GC_METHOD( (R") : relaxation continue de (P*) ) = (R"™, 2%, 2", 2%, 2},)

u) Yu Yu Yua

{Pre-traitement pour le calcul des ensembles 7} :}
pour tout k € K effectuer
Si (Clione)  Chtone) V' Cloere) # Cllseray V Che # Gl V Ciy # C1,) alors
calculer I}
sinon
T — Ip {L'ensemble des RFRC possibles n'a pas changé.}

{La phase GCy, : résolution de (R"*)}
o Définir (R"!) par I'insertion des variables artificielles.
b (Runa,meZZa’Z:a) — GC(Rula)
si (2;,=0) alors
{La phase GCy, : résolution de (R")}
o R“! — Rune _ {variables artificielles}
. (R“n,x" P z*) — GC(Rul)

urrur vy

retourner (R“" [P A )

Yuy Tu ) Yur Yua

2.4 Meéthodes de séparation

Apres avoir résolu le probleme (R*) a l'aide de ’algorithme GC_METHOD, une
méthode de séparation, ou régle de branchement, est appliquée au probleme (P*) pour
créer ses deux problémes fils qui seront utilisés pour explorer son espace de solutions.
Considérons le quintuplet (R*?, 22, 22, 2, 2 ) obtenu par I’algorithme GC_METHOD.
Une telle séparation a pour objectif d’éliminer la solution fractionnaire x7, du pro-
bleme relaxé (R*) et de partitionner I'ensemble de solutions (entiéres) du probleme

(P*) en deux sous-ensembles disjoints.



Y
Y

(&, 24, o), (m]') — Simplexe (R*)
Y

PAg,(Gfy) + Pricing( Kzz, el [ii)* )
VA v

PAGR) =8 2

' N

Y

Branchement premature (%) 7

N
Y

(RHED) o (R) & PA(GEY)

Retourner (R"" A A

U ur u)
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DEBUT

Y

Pré-traitement pour le calcul des
ensembles 7}

GC'Pl ¢

' | Def. le 1¢ probleme réduit (R*¢)| }
: Y :
; GC(R™) 5
' Y E
: (Rume &y, 20, 20,) '

(=07 [
GCy, i Y
E (R¥) « (R*ma) — {var. artif.} E
: v :
E Go(R™) :
E Y E
E (Run’ xz, Z:, ZZ) E

Figure 2.4: Organigramme de la méthode de génération de colonnes en deux phases

pour la résolution de (R").
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Toutefois, si 2 = z* et si [z}] > z*, aucune séparation n’est effectuée car le
noeud u est coupé et ce méme si z: est fractionnaire. Plus de détails seront donnés a
la section 2.6.2 pour décrire dans quels cas le noeud u est coupé et ceux dans lesquels

il ne 'est pas.

Dans la section 2.4, nous commencons par donner la définition d’une séparation
disjointe et complete. Ensuite, nous introduirons le lecteur aux branchements Ryan-
Foster et binaire, ceux-ci seront approfondis au chapitre 3. Troisiemement, nous allons
définir les deux classes de séparation possibles : en base et a demi en base. Nous
concluons en affirmant qu'une séparation en base est plus efficace que celle a demi

en base et en décrivant dans quel cas cette regle fait exception.

2.4.1 Séparation disjointe et complete

Une séparation appliquée au noeud u consiste a partitionner Pensemble de solu-
tions S* du PLNE (P") en deux sous-ensembles disjoints : ¥ C S* et 5% C S*. S
et S¥ sont respectivement 'ensemble de solutions du probleme (PY) au noeud v et

du probléme (P¥) au noeud w.

Notons par [sg,, Sky, - - - ,Skm] € S, ot pour k € K s, € Si, un horaire général réa-
lisable quelconque. Alors, pour aider a la compréhension de ce mémoire mais surtout
pour préparer notre argumentation concernant I'exhaustivité de notre algorithme de

branch and price, nous devons introduire deux nouvelles définitions.

Définition 2.2 (Séparation disjointe et complete) Une séparation appliquée au
probléme (P*) est dite disjointe et compléte si et seulement si les trois ensembles S®,

SY et S sont tels que
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)

- Sv | Sv =5

Ce qui revient a dire que V[sy,, Sky, - - -, Sk ] € S*, s0it que [spy, Sky, - -5 Sk ] € S”
0U qUue [Sky, Sky - - .,skm] € S¥. Ou en d’autres termes, tout horaire général qui est

réalisable au probléme (P*) ne conserve sa réalisabilité que pour un et un seul des

deuz problémes (PV) et (PY).

Une régle de branchement, qu’elle soit Ryan-Foster ou binaire, s’applique & une
infirmiere k € K. Une telle regle partitionne ’ensemble des horaires individuels de
I'infirmiere £ qui sont réalisables au probleme (P"). Cet ensemble est noté S; C
Sk et le partitionnement ainsi créé consiste en deux sous-ensembles S C S et
Sy C Si. Ces deux ensembles ont la méme signification avec leur probleme associé,
respectivement (PvV) et (PY), que celle qui est définie entre I'ensemble S} et son

probléeme associé (P*).

Définition 2.3 (Branchement disjoint et complet) Un branchement appliqué @
une infirmiére k € K et au probléeme (PY) est dit disjoint et complet si et seulement

si les trois ensembles d’horaires individuels Sy, Sy et Sy’ sont tels que

*Slic) ﬂ Slqcu—__@f
-5y U sp =8t

Ce qui veut dire que tout horaire individuel de l'infirmiére de branchement k, qui
est réalisable au probléme (PY), est réalisable a un et un seul des deur problemes

(PY) et (P"). Formellement, Vs € Sit: (s € Sp N s¢ S¥) V (s¢ Sy A s€SP).

Enfin, d’apres les définitions des branchements Ryan-Foster et binaire, le lecteur

pourra conclure de fagon triviale qu’ils sont disjoints et complets. Par conséquent,
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on peut affirmer que toutes les séparations de notre algorithme de branch and price

sont aussi disjointes et completes.

2.4.2 Regles de branchement Ryan-Foster et binaire

Deux méthodes de séparation sont possibles pour le partionnement de 'ensemble
S* : regle de branchement Ryan-Foster ou regle de branchement binaire. La regle
de branchement choisie est effectuée sur le probleme (F*) afin de définir ses deux
problemes fils (PY) et (P") et s’applique a k£ € K, qui est nommée “I'infirmiere
de branchement”. De plus, la contrainte de branchement qui est ajoutée a 'un des
problémes est la négation de celle qui est ajoutée a 1'autre, mais elles concernent

toutes les deux cette infirmiere.

Avant de définir les deux regles de branchement, il est important d’aviser le lecteur
qu’elles sont toutes les deux définies selon le probleme restreint (R*") et non pas ( R%).
C’est pour cette raison que les deux variables s; et s3 € Sy (pour k € K), qui sont
choisies pour définir I’'un ou I'autre de ces branchements, doivent étre telles que s et

5o € Sp™ et non pas seulement s; et sy € S}

Définition 2.4 (Branchement Ryan-Foster) Soit (k,d;,t;,d;,t;) € Kpz . Si3sy,
k
Sy € SE™ (s1 # sq) tel que
- akslditi - akszditi;

- aksldjtj ;é ak‘sgdjt]'y

ol est alors possible de définir une régle de branchement de type Ryan-Foster sur
Uinfirmiére de branchement k et sur la paire d’affectation (d;,t;,d;,t;). Cette regle
est notée (k,d;, t;,d;, t;) et définit comme suit les deux nouveauz problémes nés de

(P").
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- Le probléme (PV) :

Vs € SY, Ghsdit; = @hsayr, ( Coe = Cie U {(disti, dj 1)} ).
— Le probleme (P%) :

Vs € S, psat, # sdye, ( C1 — Ci U {(distiydj 1)} ).

Une représentation des conditions nécessaires a la définition d’'un branchement
Ryan-Foster (k,d;,t;,d;, t;) € ’CDg[k est donnée a la figure 2.5. Dans cette figure,
Pexistence des deux variables s; et s € Sp™ d'une infirmiere k € K permet de définir
la régle de branchement Ryan-Foster (k,d;, t;,d;,t;) € ’CD%k' Ce branchement peut
étre défini car ces deux variables sont telles que ags,q;1; = Akspat; = 1y Qrsya;e; = 1 €t
Apsyd;t; = 0. Toutefois, il est important de souligner que les deux conditions ags, 4,1, =
Aksadst; €6 Qksydjt; F Qksyd;e; PeUvent chacune étre satisfaites de deux facons. Nous

discuterons plus de ce sujet a la section 3.1.

81 82

(diy t;) 1 1

(dt) | 10

Figure 2.5: Exemple d’une paire de variables s; et sy € S} respectant les conditions
nécessaires a la définition du branchement Ryan-Foster (k, d;, t;, d;, t;) €
k

Définition 2.5 (Branchement binaire) Soit (k,d,t) < Kpy - 8i dsi,s2 € Spm
(s1 # s2) tel que ags gt # Qgsyar, @ est alors possible de définir une régle de bran-

chement de type binaire sur Uinfirmiére de branchement k et sur Uaffectation (d,t).



Cette régle est notée (k,d,t) et définit comme suit les deur nouveaux problémes nés
de (P").

- Le probléme (PY) :

Vs € St ahsat = 1 ( Clone) = Chioney U (A1)} ).
- Le probleme (P¥) :

Vs € S;CU’ ksdt = 0 ( C;cu(zero) - Cg(zcro) U {(d’ t)} )

La figure 2.6 donne une représentation des conditions nécessaires a la définition
d’un branchement binaire (k,d,t) € ,CDTk' Dans cette figure, I'existence des deux
variables 51 et so € Sp™ permet de définir le branchement binaire (k,dy,t1) € Dy,

car cette paire de variables est telle que aks,q,¢, = 1 €t agspayr, = 0.

51 82

(d1,t1) 1 0

Figure 2.6: Exemple d’une paire de variables s; et so € S}™ respectant les conditions
nécessaires a la définition du branchement binaire (k,d;, ;) € Dy,

Il est important de choisir judicieusement la regle de branchement appliquée au
noeud u de 'arbre de recherche. En effet, que cette regle soit de type Ryan-Foster
ou binaire, elle peut affecter de deux facons différentes la réalisabilité de la solution
fractionnaire z}}. C’est pourquoi nous allons définir a la section 2.4.3 deux classes de

séparation possibles.

Enfin, nous référons le lecteur & la “Liste des sigles et abréviations” pour la défi-

nition formelle des ensembles de contraintes de branchement C}C‘( one)’ C}j( zero) Ci_ et
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C. Ces ensembles représentent les contraintes de branchement ajoutées au modele
initial (P) pour ainsi obtenir le PLNE (P*) au noeud u. Ce probleme est défini par
la figure 2.7.

Finalement, soit un noeud u de l'arbre de recherche et une infirmiere k£ € K.
L’ensembles des horaires réalisables pour Pinfirmiere k& au PLNE (P*) est défini ci-

dessous.

V(di, ts, dj, t5) € Cpe, Qrsdst; = Qhsd;t; »

V(di, i, dj, 1) € Ciyy Qrsdity 7 Qhosdyt
(d
(d

v 7t> E CI?(ZQT'O)7 aksdt = O.
min (Y, Y prs ks + . >, (07 sp +ptsp))
keK seSy (d,p)eDp LELyy
s.l.c. :
> > Y oup ber Gkear Tks + S, — 5 =qr, (d,p) €Dp, L€ Ly,
keK s€Sp teTy
Z Tps = 1 kek
SESY
aksdt _— 1 (d, t) G Cllcb(one)7 S E 8%7 k E IC
agsqe = 0 (d,1) € Cllooroyr SESK, KEK
Qksdit; = Oksd;t, (disti,dj,t;) €Ci, s€SE, k€K
ALsd;t; 7& ak:sdjtj (di7tiadj7tj) € C,I?;b s € Slqcl7 kek
xks € {0, 1} kek, se St
s; €40, 1, , q.} (d,p)€eDp, Le Ly
Sz € {07 ]-a ’ qz_} (dap) € DP7 L e Edp

Figure 2.7: Le PLNE (P") au noeud u de I’arbre de recherche.
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2.4.3 Deux classes de séparation possibles

Apres avoir choisi la régle de branchement qui sera appliquée au probleme courant
(P¥), il est possible que la solution fractionnaire ! de la relaxation continue (R*)
soit encore réalisable et donc optimale pour une et une seule des deux nouvelles
relaxations (RY) et (R"). C’est pourquoi il est important de choisir judicieusement
cette régle de branchement dans le but d’obtenir une séparation efficace et d’éliminer,

si possible, la réalisabilité de la solution z7 pour ces deux problemes.

Notons par (B*, N*), le partitionnement de I’ensemble des indices des variables
de la base réalisable z;, ou B" correspond aux variables en base et N* aux variables
hors-base. Ici, on suppose que z” n’est pas une solution de base dégénérée '°. Le
branchement appliqué a (P*) affecte (B*, N*) et a pour résultat les deux nouveaux
partitionnements suivants : (BY, Nv) et (B", N"). Ces derniers sont respectivement

associés aux deux nouvelles relaxations continues (RY) et (R").

De fagon plus précise pour le probleme (P?), 'application de cette regle de bran-
chement crée un sous-ensemble de variables qui ne sont plus valides a ce probléme et
qui sont alors retirées du partitionnement (B*, N*); le résultat obtenu est (BY, NV).
Le méme principe s’applique au probleme (P*) mais & partir d’'un sous-ensemble de

variables disjoint de celui du probleme (P?) et le résultat obtenu est (B, N*).

En considérant la solution z?* et les trois partitionnements (B*, N¥), (BY, N") et

(B, N*), il y a deux classes de séparation possibles : en base et a demi en base.

16Nous rappelons au lecteur qu’une solution de base est dite “dégénérée” si et seulement si elle
contient au moins une variable en base avec une valeur de 0.
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Définition 2.6 (Séparation en base) On appelle une séparation en base, une sé-
paration qui posseéde les caractéristiques sutvantes résultant de la régle de branche-

ment appliquée a (P") :

- B*CB*(3dse B"tel ques¢ B" ) et NV C N,
- BYCB*(3dseB"telques ¢ BY ) et NV C N,

Pour une telle séparation, la solution x) n’est plus réalisable pour aucune des

relazations continues (R") et (R").

Définition 2.7 (Séparation a demi en base) On appelle une séparation ¢ demi
en base, une séparation qui posséde les caractéristiques suivantes résultant de la régle

de branchement appliquée a (P*) :

- BYCB*(3se B"tel ques¢ BY ) et N C N,
- BY =B" et N* C N* (3 se& N" tel ques¢ NV ).

Pour une telle séparation, la solution x% n’est plus réalisable au probléme (RY)
mais elle l'est encore au probléme (RY) ; elle est d’ailleurs une solution optimale de

ce dernier.

Enfin, pour les 3 partitionnements énumérés ci-dessus, une séparation hors-base

possederait les caractéristiques suivantes :
- B'=B"et N°C N* (3 se N*tel que s ¢ NV ),

- BY=B%et NY C N* (dse& N" tel que s ¢ NV ).

Par contre, étant donné que les branchements Ryan-Foster et binaire sont disjoints

et complets, il est théoriquement impossible qu’ils définissent une telle séparation. En
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effet, considérons l'infirmiere de branchement k € K. Pour cette infirmiere 3¢’ € B*
tel que s' € Si, mais alors s € BY (s’ € Sp) et s € B (s’ € S), ce qui est en

contradiction avec Sp () Sy = @ (voir la définition 2.3).

2.4.4 Technique pour obtenir une séparation efficace

Pour conclure sur les méthodes de séparation, rappelons qu'un de leurs princi-
paux objectifs est d’éliminer la réalisabilité de la solution 27 pour les deux nouveaux
problemes (R") et (RY). La séparation en base est la seule a remplir cet objectif,
tandis que la séparation a demi en base n’atteint cet objectif que pour un seul de
ces problemes. On peut alors affirmer que la séparation en base est plus efficace que

celle a demi en base.

Pour s’assurer d’obtenir une séparation en base, la technique utilisée consiste sim-
plement & définir le branchement a 'aide de deux variables s' et s € S} (5" # s")
tel que 0 < zpy < 1 et 0 < x40 < 1. Il est possible de trouver de tels horaires
appartenant a une infirmiere & € I, qui est 'infirmiere de branchement, seulement
lorsque la solution z? est fractionnaire (2! ¢ N). Dans de tels cas, il n’y a pas de
probleme pour sélectionner un branchement Ryan-Foster ou, si ce n’est pas possible,

un branchement binaire qui définit une séparation en base.

Par contre, il peut arriver qu’on soit incité & définir une séparation a demi en base.
En effet, ceci peut survenir lorsqu’un probleme de dégénérescence apparait sur une
série de solutions entiéres terminant avec xj. Dans ce cas, il est préférable d’arréter
prématurément la résolution du probleme (R"*) a litération n (branchement préma-
turé), donc de ne pas atteindre la valeur optimale z, et de définir une séparation a

demi en base a partir de la solution entiere z,.
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La solution x sera encore réalisable pour un des deux problemes (RR") et (R")
et il est fort probable qu’il y ait encore de la dégénérescence composée de solutions
entieres lors de la résolution de ce méme probleme. Malgré tout, la taille de cette
dégénérescence va diminuer au fur et & mesure qu’on appliquera des séparations a

demi en base au cours de Palgorithme de branch and price.

2.5 Exploration de ’arbre de recherche

Nous avons défini GC_METHOD (voir I'algorithme 2.3), qui est utilisé pour résou-
dre la relaxation continue (R*) du probleme (P*) au noeud u de 'arbre de recherche,
et les deux méthodes de séparation ont aussi été décrites. Alors, pour compléter notre
description de Palgorithme de branch and price, il ne nous reste plus qu’a expliquer les

deux parcours possibles pour 'exploration de I’arbre de recherche. Ces deux parcours

sont le DFS et le BSFS.

Dans cette section, nous commencons par introduire le lecteur a ces deux parcours.

Ensuite, leur algorithme respectif sera formellement décrit.

2.5.1 Introduction aux parcours DFS et BSFS

Premiérement, le DFS (Depth First Search) est I'algorithme pur de parcours en
profondeur d’abord. A l'aide de GC_METHOD, il commence par résoudre la relaxa-
tion continue (R“O) au noeud racine u°. Ensuite, si les conditions pour couper le
noeud u® ne sont pas satisfaites (voir la section 2.6.2), une régle de branchement est
choisie. A laide de cette derniére, le nouveau probleme (P?) est créé pour ensuite re-

commencer ce processus de résolution et d’exploration mais sur ce nouveau probléme
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en résolvant la relaxation continue (R") et (si nécessaire) en appliquant une méthode
de séparation au probleme (Pv). Lorsque ceci est terminé, ¢’est au tour du second
fils de (P“O), qui est noté (P™), d’étre créé, résolu et exploré par le méme processus.
Quand I'ensemble de solutions entieres du probléme (P“O) a été implicitement exploré

par ses deux fils (P?) et (P"), I'algorithme de branch and price est complété.

Il est important de préciser que le parcours DFS sélectionne en tout temps le
noeud de gauche ((P")) avant celui de droite ((P")) pour continuer l'exploration.
D’ailleurs, dans les cas ou la séparation choisie est un branchement binaire, le DFS
branche en tout temps sur le noeud ou une nouvelle affectation est rendue obligatoire

pour l'infirmiere de branchement k& € .

Deuxiemement, le parcours BSES (Best Son First Search) est 1égérement différent
du parcours DFS. En effet, contrairement & ce dernier qui choisit arbitrairement le
probleme (PY) avant (P") pour continuer 'exploration, le BSFS sélectionne celui qui
est le plus prometteur. Pour faire cette sélection, les deux nouvelles relaxations (R")

et (R™) sont définies et résolues afin d’obtenir les valeurs optimales z} et 2%, qui sont

U
respectivement des bornes inférieures sur la valeur des solutions des problemes (P")
et (P"). De cette fagon, nous pouvons déterminer lequel de ces deux problemes est
le plus prometteur, soit celui dont la valeur de la rexation continue est inférieure a

celle de Vautre.

Théoriquement, le parcours BSFS devrait trouver plus rapidement une solution
de valeur optimale que le parcours DFS (nous verrons des résultats pour appuyer
ceci au chapitre 5). Toutefois, le temps requis par ce dernicr pour rencontrer une
premiere solution devrait étre inférieur a celui requis par le BSFS. Intuitivement,

ceci s’explique par le fait qu’a chaque niveau de I'arbre de recherche, le BSFS résout
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deux relaxations continues contrairement a une seule pour le DFS, ce qui nécessite

approximativement le double du temps a chaque niveau.

Les figures 2.8 et 2.9 montrent respectivement des exemples de parcours DFS et
BSFS. On suppose que le partionnement de I’ensemble S des solutions du PLNE (P)
a été fait de facon identique par ces deux parcours. En d’autres termes, la regle de
branchement qui est appliquée au PLNE (P?), lors du parcours DFS, est la méme
qui est appliqué au PLNE (P?), lors du parcours BSFS. Evidemment, les deux arbres
ne sont pas les mémes étant donné la nature de leur parcours respectif. Le DFS
trouve la premiere solution apres la résolution de seulement 4 relaxations continues
(au probleme (P?)) contrairement & 7 pour le BSFS (au probleme P'%). Par contre,
le BSFS n’a besoin que de seulement 7 problemes pour trouver la solution optimale

alors que le DFS en nécessite 11.

L’exemple présenté ci-haut est entierement utopique étant donné le partionnement
de I'ensemble S qui est commun aux deux parcours DFS et BSFS. Malgré tout, il

représente bien les avantages et les désavantages propres a ces deux parcours.

2.5.2 Les algorithmes DFS et BSFS

Nous pouvons voir & I'algorithme 2.4 une description complete du parcours “depth
first search”. Ce parcours est entamé par ’algorithme récursif DFS afin de résoudre
le PLNE (P“O) du noeud racine u®. Notons que ce probleéme est identique au PLNE
(P). L’algorithme DFS débute en résolvant la relaxation continue (R*) du noeud
courant u. Ensuite, selon certaines conditions qui seront décrites a la scction 2.6.2,
elle s’appele deux fois : une premiere fois pour résoudre le nouveau PLNE (P?) et

une seconde fois pour résoudre le nouveau PLNE (Pv).
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Noeud coupé ’ Solution optimale

1¢7¢ golution trouvée

Figure 2.8: Exemple de parcours DFS.

Une description similaire a celle-ci, mais pour le parcours “best sun first search”,
est fournie avec 'algorithme 2.5. Maintenant, voici quelques observations qui sont

communes a I'implantation de ces deux parcours.
Définition du PLNE (P") (idem pour (P"))

Afin d’étre fidele a cette définition, les variables qui ne satisfont pas la nouvelle
contrainte de branchement ajoutée au probleme (P¥) doivent étre retirées du mo-
dele. Ceci doit se faire avant d’appliquer le parcours DFS ou BSFS pour résoudre
le nouveau PLNE (P"). Apres, lorsque ceci est fait, il faut évidemment réinsérer les
variables qui ont précédemment été retirées. Le retrait et la réinsertion d’une variable
sont implantés en modifiant sa borne supérieure. Cette borne est posée a 0 lors du

retrait et est remise & 1 lors de la réinsertion.
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A

Noeud coupé

=

optimale

Figure 2.9: Exemple de parcours BSFS ou 27 > 25, 27 > 23 et 25 > 2{,.

Dans le parcours BSFS, le méme principe s’applique lors de la définition des re-

laxations continues (R") et (R") selon leur PLNE, respectivement (P") et (PY).
Solution entiere et mise a jour de la borne supérieure

Dans les deux parcours DFS et BSFS, il est nécessaire de conserver la valeur de
la meilleure solution du probleme (P) qui est présentement connue. Tout au long de
ces deux parcours, cette valeur est une borne supérieure sur la valeur optimale du

PLNE (P), elle est notée par z* et débute avec une valeur de +o0.

Une solution réalisable peut étre trouvée de deux facons : soit par la méthode
d’arrondi ou lorsque la solution obtenue par GC|, notée par x;,, est entiere. La notation
utilisée pour désigner une solution entiere est 2], € N. Alors, si 2], € N et si la valeur

de cette solution est telle que 2]} < z*, la valeur 2* est mise a jour par 2.



Ensuite, apres la résolution de la relaxation continue (R*) du noeud u de I'arbre
de recherche, la méthode d’arrondi est utilisée afin de trouver un horaire général
>
réalisable. Pour chaque infirmiere k € K, cette méthode choisit au hasard un seul
horaire s € S}. Si 'horaire général ainsi obtenu respecte toutes les contraintes de
k
quotas et que sa valeur est inférieure a z*, cette borne supérieure est mise & jour par

la valeur de cet horaire général.

Finalement, quoique cette méthode d’arrondi est des plus simples et pourrait étre
remplacée par une méthode utilisant des heuristiques, nous verrons au chapitre 5

qu’elle a grandement amélioré les résultats de calculs.

Algorithme 2.4 Algorithme récursif du parcours DFS pour la résolution du PLNE
(P*) au noeud u.

DFS( P" : le PLNE au noeud u ) :

si u = u° alors
2"+ +00
(R, zn, 20, 2%, 25,) — GC_METHOD (R*) {Résolution de (R")}
si (
Z*

ze, =0 A al e N A 2! <2z*) alors

— 2" {Mise a jour de la borne supérieure}

S (s £0) V(=2 A (2l €NV [2]22))) alors
Terminer {Le noeud u est coupé (“Backtrack”) }

Générer une régle de branchement (Ryan-Foster ou binaire)
Définir le PLNE (PV)
DFS(P?) {Résoudre le PLNE (P?); z* peut diminuer}
si (2 =2zt A [2'] <z*) alors
Définir le PLNE (P")
DFS(Pv) {Résoudre le PLNE (P¥)}

Terminer
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Algorithme 2.5 Algorithme récursif du parcours BSFS pour la résolution du PLNE
(P*) au noeud wu.

BSFS( P" : le PLNE au noeud u ) :

si u = u° alors

Z* — +00

(R, a2, 25, 25,) — GC_METHOD (R*) {Résolution de (R*)}
si (22, =0 AN aleN A 27 <z ) alors

2+« 2" {Mise a jour de la borne supérieure}

si ((z2, 20V (z2l=z: A (aleNV [2]>2))) alors
Terminer {Le noeud u est coupé (“Backtrack”) }

Générer une régle de branchement (Ryan-Foster ou binaire)

{Définition du meilleur des deux fils. }
Selon le PLNE (Pv), définir la relaxation continue (R")
(R, am, 27, 22, 22,) — GC_METHOD (R) {Résolution de (R”)}

Selon le PLNE (P™), définir la relaxation continue (R")
(Rem,an 20, 2, 25,) — GC_METHOD (R*) {Résolution de (R")}

»awr Twr Twr Ywa

{Exploration en débutant avec le plus prometteur des deux fils.}
si 27 < z; alors
Définir le PLNE (PV).
BSFS(P?) {Résoudre le PLNE (P")}
Définir le PLNE (P").
BSFS(P™) {Résoudre le PLNE (P™)}
sinon
Procéder dans |'ordre inverse.
Terminer
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2.6 Exhaustivité du branch and price

Afin de parachever la description de notre algorithme de branch and price, il est
important de montrer que cet algorithme est implicitement exhaustif. C’est-a-dire
qu’il parcourt toutes les solutions du probleme (P) d’une fagon implicite afin de
trouver un horaire général réalisable de valeur optimale z*. Ceci est accompli grace a
la valeur optimale 2} de la relaxation (R") du probleme (P“) au noeud u de I'arbre
de recherche et par les méthodes de séparations disjointes et completes appliquées a
chacun des problemes (P*) afin de définir leurs problémes fils (P”) et (P¥).

Nous commengons par montrer que l'arbre de recherche obtenu par 'application
des branchements Ryan-Foster et binaire est exhaustif. Ensuite, nous décrivons les
conditions nécessaires pour couper un noeud afin que les algorithmes DFS et BSFS

soient des parcours implicitement exhaustifs.

2.6.1 Arbre de recherche exhaustif

Premiérement, il n’est pas garanti qu’il existe un branchement Ryan-Foster appli-
cable pour la solution &7 du probleme (R"), peu importe que cette base soit entiere
ou non et que la séparation obtenue soit en base ou a demi en base. Considérons le
probléme restreint (R“") et supposons que 3k € K telle que |SE™| > 2. Méme sous
cette condition, il est en effet possible qu’il n’existe aucune paire de variables s’ et
§" € Sp™, pour toute infirmiere k € K, définissant un branchement Ryan-Foster (voir
la, définition 2.4). Nous référons le lecteur a la proposition 1.4.1 de Labit [3] pour la

preuve de cette affirmation.

Cependant, lorsqu’aucun branchement Ryan-Foster n’est applicable au probleme

(P*) sous la méme condition décrite ci-haut, il existe obligatoirement un branchement
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binaire (k,d,t) € ICDTk‘ Car dans le cas contraire, toutes les paires de variables s’ et
s" e S (' # ") de toute infirmiere k € K telle que |SP™| > 2 seraient identiques :

V(d,t) € D1, arsar = agsar- Ce qui est évidemment absurde.

Ensuite, étant donné que toute infirmiere £ € K possede un nombre fini d’horaires
réalisables, le nombre de branchements Ryan-Foster et binaire pouvant étre successi-
vement appliqués a cette infirmiere est lui aussi fini. Ici, il est important de préciser
que le terme “successivement appliqués” concerne uniquement les branchements ap-
pliqués aux problémes situés sur un chemin commun de 'arbre de recherche, soit un
chemin qui part du probleme (P“O) du noeud racine u? et qui se termine au probleme
(P*) d’une feuille u de ce méme arbre. Notons qu'un noeud u est un noeud feuille si

et seulement si chacune des infirmieres k& € K posséde un seul horaire réalisable au

probleme (P*) : Vk € K, |S¥| = 1.

Troisiemement, on peut conclure de ce qui précede que le nombre de branchements
Ryan-Foster et binaires requis pour atteindre chacun des noeuds feuilles est fini. De
plus, étant donné que ces branchements sont des méthodes de séparations disjointes
et completes (voir la section 2.4.1), chaque horaire général [sy,, Sk, - - - ) Sk, K._l], oll pour

k' € K sy € Sp, correspond & un unique probleme “feuille” (P*).

Finalement, on peut donc affirmer que 'arbre de recherche résultant de 'applica-
tion d’un nombre fini de branchements Ryan-Foster et binaires est exhaustif. Ce qui
revient a dire que toute solution, ou horaire général réalisable [s, , Sk, - - -, Sk ] € S,

correspond & un unique probleme “feuille” (P*), ot [sg,, Sky, - - - ; Sk | € S™
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2.6.2 Parcours implicitement exhaustif

Maintenant que nous avons montré que I'ensemble S des solutions réalisables du
probleme (P) peut étre décomposé en un arbre de recherche exhaustif, il ne nous
reste qu’a expliquer comment ’algorithme de branch and price peut se permettre de
ne pas explorer un sous-arbre de cet arbre de recherche. Cette section consiste donc
a définir les conditions nécessaires et suffisantes pour couper un noeud de I'arbre de

recherche.

Aprés avoir résolu la relaxation continue (R*) du probleme (P*) au noeud wu,
il est possible d’utiliser 'information obtenue par 'algorithme GC_METHOD pour
décider s’il est nécessaire d’explorer 'ensemble de solutions S* du probleme (P*). Soit
((R“"),xﬁ,zﬂ,z;,z;a), I'information obtenue par cet algorithme pour le probleme
(R*) (voir la section 2.3.6 pour sa signification). Alors, on dit qu'on coupe le noeud
u lorsqu’on ne partitionne pas I’ensemble S* en deux sous-ensembles disjoints, ¢’est-

a-dire qu’on ne descend pas plus profondément dans I’arbre de recherche. Voyons de

plus prét les scénarios possibles.

Tout d’abord, nous devons nous assurer que le probleme (R*) est réalisable en
vérifiant que 27, = 0. Nous référons le lecteur a la section 2.3.4 pour la description de
cette condition de réalisabilité. S’il n’est pas réalisable, 'ensemble S* des solutions
réalisables du probleme (P") est nécessairement vide et le noeud u est donc coupé.

Sinon, deux cas peuvent se présenter.

. N x _ .n
Le premier cas, ou 2, = 2

v, est légerement complexe. Notons ici que la valeur

z: de la solution z]. est une borne inférieure sur la valeur de chacune des solutions

de Tensemble S*. De plus, ces solutions étant entieres, leur valeur respective est
b ?
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aussi entiere (voir la section 1.3.3.4), donc [2;] est une meilleure borne inférieure sur
ces valeurs. Premierement, si la solution z? est entiere, le probleme (P*) est résolu
et le noeud u est coupé. Deuxiemement, si nous avons [z;| > z*, aucune solution
de T'ensemble S* et de valeur inférieure a z* n’existe, donc le noeud u est coupé.
Enfin, lorsque [z}] < z*, le noeud u n’est pas coupé et 'exploration de I'ensemble

S* continue grace aux deux nouveaux problemes (PV) et (PY).

Le deuxieéme cas, ou la valeur optimale 2} n’a pas été atteinte, survient lorsquun
branchement prématuré a été décidé. Ici, méme si la solution =7 est entiere et (ou)
si nous avons [z'] > z*, on ne peut pas couper le noeud car le probléme n’a pas
été enticrement résolu. En effet, il est possible qu’il existe une solution de Pensemble
S* de valeur inférieure a celle de la meilleure solution du probleme (P) actuellement
connue, soit z*. Encore une fois, il est donc nécessaire de continuer 'exploration de

Pensemble S* par I'application d’un branchement Ryan-Foster ou binaire.

Pour terminer, nous avons vu lors de la description des parcours DFS et BSFS
(voir la section 2.5) que ces deux algorithmes doivent vérifier les conditions énumérées
ci-dessus pour se permettre d’omettre I'exploration d’un sous-arbre de 'arbre de re-
cherche. Par conséquent, le lecteur pourra conclure que 'exploration de cet arbre par
Palgorithme de branch and price trouvera une solution de valeur z*, si le PLNE (P)
est réalisable, et prouvera I'optimalité de cette valeur. Ceci, pour les deux parcours

DFS et BSFS et sans toutefois avoir explicitement exploré ’arbre de recherche.
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CHAPITRE 3 : LES REGLES DE
BRANCHEMENT

Ce chapitre est entierement consacré aux différentes méthodes de séparation. Nous
commencons par approfondir le concept du branchement Ryan-Foster. Fnsuite, la
méme chose est faite pour le branchement binaire, mais en plus nous verrons com-
ment il peut étre possible d’obtenir de nouvelles contraintes lors d’une telle sépara-
tion. Finalement, le concept de RFRC ou “Ryan-Foster respect combination”, que
nous avons déja mentionné au chapitre 2, est expliqué en détail. Au méme moment,

Palgorithme calculer 7! sera expliqué et formellement décrit.

3.1 Regle de branchement Ryan-Foster

En 1981, lorsqu’ils considéraient le probléme du partionnement d’ensemble, Ryan
et Foster [23] ont introduit pour la premiére fois la regle de branchement qui porte
leur nom. Méme si leurs travaux ne portaient pas sur un algorithme de branch and
bound, il s’est avéré dans les années ultérieures que leur regle de branchement soit
tres efficace a travers ce type d’algorithme. En outre, des applications utilisant cette
régle a I'intérieur d’un branch and bound (ou d’un branch and price) sont présentées

par les recherches de Vance et al. [18, 17] et celles de Desrochers et Soumis [24].

Dans cette section, nous commengons par expliquer la condition nécessaire a ’ap-
plication d’un branchement Ryan-Foster en plus de donner sa définition. Ensuite,
nous énumérons trois conditions & respecter pour obtenir un branchement Ryan-

Foster efficace.
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3.1.1 Condition nécessaire et définition

Bien que le branchement Ryan-Foster a déja été défini a la section 2.4.2, il est
important que le lecteur comprenne bien la distinction entre la condition nécessaire

a 'application d’'un tel branchement et sa définition.
Condition nécessaire pour un branchement Ryan-Foster

Premierement, expliquons la condition nécessaire a I'application d’un branchement
Ryan-Foster (k,d;,t;,d;,t;) € ICD;}Ic au probleme courant (P*). Un tel branchement
est possible si et seulement si Jsq, 59 € S (81 # S2) qui respectent les deux condi-
tions suivantes : ils doivent avoir (1) la méme valeur a la ligne correspondant a
Vaffectation (d;,t;) et (2) une valeur différente a la ligne de I'affectation (d;,t;). De
fagon formelle, ces deux conditions sont décrites ci-dessous et on remarque que toutes

les deux peuvent étre respectées de deux facons.

1. La condition (aks d;t; = Qksqdst;)
(¢) apsyae; =1 €t Qrspaye, = 1 01
(ZZ) Qs d;t; = 0et Aksodit; = 0.

2. La condition (aks,a;t; 7 Qspd;t;)
(Z) aksldjt]. =1et a;mdjtj ={ ou

(’L’L) aksldjtj =0et akszd].t]. = 1.

Dorénavant, le terme “condition nécessaire” a4 l'application d’un branchement Ryan-
b
Foster (k dl’ tl di s e IC 2 au probleme ( P*) fera référence a la condition suivante :
) y by Wy by DTk

3811 82 E S]’l:n tel que a’ksldit,‘ - aksgditi et’ a‘ksldjtj # a/kSdetj-

Nous pouvons voir a la figure 3.1 une représentation matricielle de toutes les

colonnes s € Sp™ d’une infirmiere k£ € K, en plus de deux sous-matrices notées M,
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et M,. Ces matrices correspondent respectivement aux deux branchements Ryan-
Foster (k,dq,ta,da,t1) et (k,dy,t1,dy,t2), qui respectent la “condition nécessaire” a
leur application de la facon décrite ci-dessous.
— Pour (k,dy, ta, ds, 1), les deux variables s; et so € Sp” sont telles que
Qksydity = Okspdits = Ly Oksydaty = 0 €6 Qppapt; = 1.
— Pour (k,dy,14,dy, ts), les deux variables s, et s3 € SE™ sont telles que

Asydit; = Akssdity = 07 Aksodity = 1et Assdity = 0.

Définition d’un branchement Ryan-Foster

Deuxiemement, la définition d’un branchement Ryan-Foster appliqué au PLNE
(P*) consiste a définir ses deux fils (P¥) et (P"). Une telle régle de branchement est
notée (k,d;, t;,d;,t;) € ICDQT , elle doit respecter la condition nécessaire mentionnée

k

ci-haut et définie de la fagon décrite ci-dessous ces deux nouveaux problemes.

- Le PLNE (P?).
Ce probleme est défini par P’ajout d’une nouvelle contrainte de branchement a
celle(s) déja existante(s) au probleme pere (P*) : Cp_ «— Cp_ U {{d;, ti, d;, t;)}.
Les trois autres ensembles de contraintes de branchement Ci, Cy,,..) €t C..)
sont respectivement définis par Cy, C,“j( one) €t C;:(zem)' Ainsi, pour tous les ho-
raires s € S}, soit que les deux affectations (d;, ;) et (d;,t;) sont attribuées a
P'infirmiére k& ou soit qu’aucune lui est attribuée. Formellement, la contrainte
de branchement (d;,t;,d;,t;) € Cj_ est définie comme suit : Vs € S}, Gpoar; =
agsd;r;- Ce qui peut étre respecté de deux facons par un horaire s € Sy
— Qisdt; = 1 et agsqr; = 1 ou

= Ogsdit; = 0 et aksd]‘t]‘ =0.

- Le PLNE (P¥).

De maniere opposé au probleme (P?), le probleme (P*) est défini comme suit :
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Ci, — Ci. U {(di, ts,d;,15)}. Les trois autres ensembles Cp, Cif

(one

) €t Cilzero)
sont respectivement définis par Cp_, C}:(one) et C}c‘(zem). Ainsi, pour tous les ho-
raires s € Sy, une et une seule des deux affectations (d;,t;) et (d;,¢;) doit étre
attribuée a linfirmiere k. Formellement, la contrainte (d;,t;,d;,t;) € Cp, est
définie comme suit : Vs € S, asqie; F Grsaje;- C€ qui peut étre respecté de
deux facons par un horaire s € Sp° :

— Qksdgt; = 0 €6 Qgsgye; = 1 01

- aksdiii = 1 et aksd]-tj = 0

Ainsi, lorsque la méthode Pricing (voir Palgorithme 2.2) tente de générer de nou-
velles colonnes pour Pinfirmiére k et pour le probleme (P?), les deux cas possibles
pour le respect de la contrainte de branchement (d;, t;,d;, t;) € Ci_ sont a considérer.
Le méme principe s’applique au probleme (P*) avec la contrainte (d;, ¢, d;, t;) € Ci.

Plus de détails concernant le concept de RFRC seront donnés a la section 3.3.

En considérant exemple de la figure 3.1, supposons que (k,dy,ts,dz2,t1) est le
branchement Ryan-Foster choisi. Les deux variables s; et s3 seront donc éliminées
du nouveau probleme (P?) mais pas du probleme (P"). L’inverse se produit pour

I’autre variable sy, qui sera éliminée du probleme (P*) mais pas du probleme (P?).

3.1.2 Conditions pour obtenir un branchement Ryan-Foster
efficace

Maintenant, nous allons donner trois conditions importantes pour qu'un branche-
ment Ryan-Foster soit efficace. Ces conditions s’ajoutent a la condition nécessaire a

I'application d’un tel branchement (voir la section 3.1.1).
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S1 S2 53

(di,t1)| O 10 0:
My

(dr,t2) |1 1 o 0

) [}

: My :

) [}
(da,t1) :_Q _______ 1 J 1
(d27t2) 0 0 0

Figure 3.1: Représentation matricielle des horaires d'une infirmiere k& € K.

Considérons deux horaires s; et sy € S (ou 57 # s2) qui ont été utilisés pour

définir le branchement Ryan-Foster (k,d;, ;,d;, t;) € Kpz au probleme (P*). Autre-
k

ment dit, c’est grace a I'existence de ces deux variables que la condition nécessaire a

I’application de ce branchement est satisfaite.
Conditions sur l'affectation (d;, ;)

Premiérement, il est préférable que laffectation (d;, ¢;) respecte les conditions sui-
vantes : (d;, t;) ¢ Ok, (disti) ¢ Fr, (disli) & Cipey b (diy8s) € Cilrerny- Lies deux
premieres conditions signifient respectivement que (d;,t;) ne doit étre ni une affec-
tation obligatoire ni une affectation interdite pour Pinfirmiere k. Pareillement, la
condition (d;, t;) & Cp ey (s 8i) ¢ Chi(zero)) Signifie que (d;, t;) ne doit pas étre une
contrainte de branchement obligeant (interdisant) & 'infirmiere &k de travailler & cette

affectation *.

es ensembles O, Fi, C* et C¥ sont formellement définis dans la “Liste des sigles et
k(one) k(zero) g
abréviations”.
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Si au moins une des conditions précédentes n’est pas satisfaite par (d;,t;), le
branchement Ryan-Foster (k,d;,t;,d;,t;) serait équivalent au branchement binaire
(k,d;, t;). Par exemple, si (d;, t;) € O, nous serions dans le cas ol Gis,d;t, = Gksodst; =
1. Par conséquent, ce branchement serait équivalent au branchement binaire (k, d;, t;).
En effet, agsq;;, = 1 serait la contrainte ajoutée au nouveau probleme (PY) et
arsq;i; = 0 serait celle ajoutée au probleme (PY). Ce cas est identique a celui ou
(di, t;) € Chi(ome)- Le méme principe s’applique pour le cas ol (di, t;) € Fr et celui ou

(d, t;) € C}:(

zero)’

Conditions sur Paffectation (d;, ;)

Deuxiemement, comme pour la premiére affectation, nous devons avoir les condi-
tions suivantes sur la seconde : (dj,t;) ¢ Ok, (dj,t;) & Fi, (djsl;) ¢ Cironey €t
(dj,t;) ¢ Ci(zere)- Par contre, contrairement a I'affectation (d;, ), ces conditions sont
obligatoirement satisfaites par (d;, t;). Ceci découle directement de la condition néces-
saire & I'application du branchement Ryan-Foster (k,d;, t;, d;,t;). En d’autres termes,
grace & 'existence des deux variables s; et s; € Si", qui sont de valeur différente
a la ligne de 'affectation (d;,t;), cette affectation ne peut étre dans aucun des 4

ensembles mentionnés ci-haut.
Condition sur la paire de jour (d;,d;)

Troisiemement, il est préférable que les jours d; et d; soient différents. En effet,
le branchement Ryan-Foster (k,d;,t;,d;,t;) ne serait pas efficace si d; = d;. Ceci
s'explique par Pexistence d’une contrainte intrinseque a toute infirmiere £ € K qui
stipule qu’il n’est pas possible de leur affecter plus d'un quart de travail pour chaque

jour d € D de 'horizon.

Par exemple, supposons que le branchement Ryan-Foster (k,d’,t;,d',t;) € ICDsz

soit appliqué au probleme courant (P"). Ainsi, il n’y aura que la possibilité suivante
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pour le respect de la contrainte de branchement (d',t;,d',t;) € C_ par un horaire
s € Sp au nouveau probleme (PV) : agsqy;, = arsart; = 0. En effet, le cas ot agsanr, =

asqy; = 1 n’est pas possible par cause de la contrainte intrinseque définie ci-haut.

Finalement, il est important de faire la distinction entre la technique utilisée pour
obtenir une séparation efficace (voir la section 2.4.4) et les conditions décrites ci-
dessus. Ces derniéres sont propres au branchement Ryan-Foster. Par contre, la pré-
cédente technique a pour objectif d’obtenir une séparation disjointe par 'application

d’un branchement Ryan-Foster ou d’un branchement binaire.

3.2 Regle de branchement binaire

Cette section est entierement consacrée au branchement binaire. Nous commen-
cons par décrire la condition nécessaire a ’application d’un tel branchement en plus de
donner sa définition. Deuxiemement, quelques observations importantes concernant
ce branchement seront données. Finalement, nous expliquons comment il est parfois
possible d’ajouter de nouvelles contraintes, en plus de celle résultant de I'application

du branchement binaire, a un et un seul des PLNE fils du probleme courant.

3.2.1 Condition nécessaire et définition

Contrairement au branchement Ryan-Foster, la condition nécessaire a I'applica-
tion d’un branchement binaire, qui est noté (k,d,t) € ICka, est tres simple. Un tel
branchement est possible si et seulement si 3s1, 52 € Sp™ (s1 # s2) qui ont une valeur
différente a la ligne correspondant a Daffectation (d,t). Formellement, la condition
nécessaire a ’application d’un branchement binaire (k, d,t) € Ko, est définie comme

suit : dsy, 50 € SE™ tel que ags,dr # kst
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Ensuite, comme la définition d’un branchement Ryan-Foster, celle d’un branche-
ment binaire appliqué au probléme (P") consiste a définir ses deux fils (P") et (P*).
Une telle regle de branchement est notée (k, d,t) € ’CDTk7 elle doit respecter la condi-
tion nécessaire mentionnée ci-haut et définie de la facon décrite ci-dessous ces deux

nouveaux problemes.

- Le probleme (PY).
Ce probleme est défini par 'ajout d’une nouvelle contrainte de branchement a
celle(s) déja existante(s) au probleme pere (PY) : Gy < Cilione U {(d,t)}.
Les trois autres ensembles Cy_, Cp, et C’Z( sont respectivement définis par

Cy, C}%é et C’}C"(

zero)

sero)- Ansi, pour tous les horaires s € Sy, Paffectation (d,t) doit
obligatoirement, étre attribuée a l'infirmiere de branchement k. Formellement,

la contrainte de branchement (d,¢) € C},., est définie comme suit : Vs €

one)

SZa QApsdt = 1.

— Le probleme (P").
De maniere opposée au probléme (Pv), le probleme (P™) est défini de cette
fagon : Cltzu(ze'ro) - Cl?(zero) U {(d’ t)}7 CIIQU: - CI?Z’ C}cj};ﬁ A Clq:;é et Ci”( A C}:

one) (one)"

Formellement, la contrainte de branchement (d,t) € Cyf,.,, est définie comme

suit : Vs € 5%, agear = 0.

3.2.2 Observations importantes

Bien que le branchement binaire est plus simple que le branchement Ryan-Foster,
il est important de souligner quelques observations concernant cette premiere mé-
thode de séparation. Considérons deux horaires s; et so € Sp" (ou s7 # s2) qui

ont été utilisés pour définir le branchement binaire (k,d;, ;) € ’CDTk au probleme
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(P"). Autrement dit, c’est grace a l'existence de ces deux variables que la condition

nécessaire a l'application de ce branchement est satisfaite.

Premiérement, pour que le branchement binaire (k, d;, t;) soit efficace, I'affectation
(d;,t;) doit respecter les conditions suivantes : (d;,t;) ¢ Ok, (di,t:) & Fr, (di,t)) ¢
y ) et (dl,tl) §é C;:

k(one Par contre, grace a la condition nécessaire mentionnée

(zero)”
ci-haut, ces 4 conditions sont obligatoirement satisfaites. En effet, étant donné que
les deux horaires s1 et so sont tels que ags,q,, # Qksodpt,s |'affectation (d;, ¢;) ne peut

etre dans aucun des ensembles mentionnés ci-haut.

Ensuite, nous sommes assurés que ce branchement n’a jamais été appliqué a un
probléme antérieur au probleme (P*). Ceci découle directement de la précédente

observation et il est donc inutile de vérifier que ce branchement a déja été appliqué.

Troisiemement, il est possible qu’un branchement Ryan-Foster (k,d;, t;,d;,t;) €
ICDg[k, qui a été appliqué a l'infirmiére de branchement k et a un probleme antérieur
au probléme courant (P“), ai une et une seule de ses deux affectations (d;,t;) ou
(d;,t;) en commun avec celle du branchement binaire (k, d;, t;). Formellement, il est

possible que El(di,ti,dj,tj) S C;; tel que ((dl,tl) = (di,ti) \/ (dl,tl) = (dj,tj)) 2.

Lorsque ceci survient, 'application du branchement Ryan-Foster (k,d;,t;,d;,t;)
combinée avec celle du nouveau branchement binaire (k,d;, ;) éliminera un et un
seul des deux cas possibles pour le respect de ce premier branchement, voir la section
3.1.1. Lors de la description du concept RFRC a la section 3.3, nous donnerons plus

de détails a ce sujet.

*Rappellons que Cjf « Ci_C},.
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3.2.3 Nouvelles contraintes obtenues par déductions logiques

Maintenant, nous allons expliquer comment il peut étre possible d’obtenir de nou-
velles contraintes lors de 'application d’un branchement binaire. Rappelons qu'un
tel branchement est noté (k,d,t) € lCDTk_, est appliqué au probléme courant (P")
et consiste a obliger a l'infirmiere de branchement k de travailler sur l'affectation
(d,t) au probleme (P") et de lui interdire au probleme (P"). Ainsi, par de simples
déductions logiques, il est parfois possible d'interdire a d’autres infirmieres plusieurs

affectations dans la définition du nouveau probleme (P?).

3.2.3.1 Explication du principe

Il est important de préciser que les déductions logiques décrites ci-dessous ne modi-
fieront pas le probleme (P"), qui est défini selon la définition du branchement binaire
(k,d,t). De plus, pour faciliter la compréhension de cette section, nous introduisons
une nouvelle notation afin de représenter 'ensemble des contraintes de quotas définies

sur tout I'horizon. Cet ensemble est noté par Q@ = {(Qr) : L € L4y, (d,p) € Dp}.

Premiérement, pour chaque contrainte de quotas (Qr) € Q,ou L € Ly, et (d,p) €
Dp, nous définissons P'ensemble ICE‘QL) C K. Chaque infirmiere £k € IC?QL) a une
compétence et une contrainte de branchement binaire qui couvrent la contrainte
(Qr) : b =1 et I(d,t) € C}C‘(me) tel que oy, = 1. Remarquons que la contrainte de
branchement (d,t) et la paire (d,p) (voir ci-dessus) ont le jour d € D en commun.
Ainsi, chaque infirmiere k € IC?QL) aura un apport dans la contrainte de quotas (Qy,)
dans tous les horaires généraux qui sont réalisables au probleme (P"). Formellement,
pour une contrainte de quotas (Q) € Q, ou L € Ly, et (d,p) € Dp, et pour le

probleme courant (P*) de 'arbre de recherche, cet ensemble est défini comme suit :

Koy = {keK b =1, 3(d,t) € Cipe tel que ayp = 1}
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Ensuite, supposons que la regle de branchement binaire (k,d,t) € }CDTk est ap-
pliquée au probleme (P*). Alors, au probleme (PY), chaque contrainte de quotas

(QL) € Q qui est couverte par cette régle (by, = 1 et oy, = 1) sera telle que

Koyl = IK{q,)| +1. Les autres contraintes qui ne sont pas couvertes par cette regle
seront telles que |Kfy,\| = |K{g,,|- Tandis qu'au probleme (F*), ce sont toutes les

contraintes (Qr) € Q qui seront telles que |K{y, | = [K{g |-

Troisiemement, notons par QY C Q, Pensemble des contraintes de quotas qui
deviennent saturées au probleme (P"), grace a l'application du branchement binaire
(k,d,t) € Kp,_ au probleme (P*), ou qui I’étaient déja a un probleme antérieur au

PLNE (P?). Cet ensemble est formellement défini ci-dessous :

Q" ={(Qr) € Q: Koyl =a +aq1 ).

Il est alors possible d’ajouter de nouvelles contraintes dans la définition du pro-
bleme (P?), en plus de la contrainte de branchement qui est obtenue par la définition
du branchement binaire (k, d, t) et qui est appliquée sur I'infirmiére k (voir la section
3.2.1). Pour chaque contrainte de quotas (@) € @', nous devons interdire a chaque
infirmiere k' € K\ ICE’QL), ou by, = 1, toutes les affectations qui couvrent cette

contrainte de quotas saturée.

Enfin, nous pouvons voir ci-dessous les nouvelles contraintes ajoutées au probleme
(PY) et celle ajoutée au probleme (P™). Nous remarquons qu’il y a peu de différence
par rapport & la définition du branchement binaire (voir la section 3.2.1). En effet,
les seules nouvelles contraintes sont les contraintes d’interdiction qui ont été ajoutées
au probleme (P") et qui ont été obtenues grace a I’application de déductions logiques

sur le branchement binaire (k,d, ).
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— Considérons le probleme (P?).

;c}(one) A C;:(one) U {(d’ t)}
— Pour toute infirmiere &' € K\ {k}, 'ensemble C, .., est défini par 'union

d’ensemble décrite ci-dessous.

Q1) € Q¥ ot L € Lay, (d,p) € Dp
et tq kl ¢ K:q()QL), Qyry = 1 et bk’L =1.

l?’(zero) U {(dl7 tl) S D'Tk/

- Considérons le probleme (Pv).

lg}(one) - I?(one) :

],g)(zero) A Clqcl(zero) U {(d7 t)}

Finalement, nous verrons au chapitre 5 quelques résultats de calcul qui montrent
clairement que ces déductions logiques ont augmenté 'efficacité de ’algorithme de

branch and price.

3.2.3.2 Déductions logiques et génération de colonnes

Maintenant que le concept des déductions logiques est présenté, nous allons mon-
trer ou et comment les nouvelles contraintes ainsi obtenues peuvent avoir un apport
positif dans le branch and price. En outre, nous allons expliquer pourquoi ces nou-
velles contraintes n’ont un apport que dans la premiere phase de la méthode de
génération de colonnes et non pas dans la deuxieme. Rappelons que ces deux phases

sont respectivement notées GCy, et GClyp,.

Afin de bien comprendre notre raisonnement, nous commengons par décrire le
contexte qui vas nous servir de base a nos explications. Rappelons que nous ne consi-

dérons que le probléme (P?), le probléme (P™) n’étant pas considéré étant donné
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que sa définition demeure inchangée apres 1'application de déductions logiques (voir

la section précédente).
Mise en contexte

Premierement, supposons que les déductions logiques décrites ci-dessus ne sont pas
appliquées & aucun moment de 'algorithme du branch and price. Soit une contrainte
de quotas (Qr) € Q", ou L € Ly, et (d,p) € Dp, et une infirmieére k£ € K\ K, , tel
que by, = 1. De plus, supposons que 3 s € S}, tel que agsq = 1 et tel que oy = 1, cet
horaire couvre donc la contrainte de quota (@) alors que l'infirmiere k ne possede

pas de contraintes de branchement couvrant cette derniere (k ¢ Ki,, ,)-

Malgré tout, étant donnée que la contrainte () est saturée et grace a la modéli-
sation du PLNE (P?) (voir la figure 2.7), la variable associée a I'horaire s € Sy sera
telle que zx, = 0 dans toutes les solutions réalisables (horaires généraux) du PLNE

(P?). Ceci s’applique aussi a toutes les solutions réalisables de la relaxation continue

(R).

Troisiemement, pour une infirmiere k € K et le noeud v de I'arbre de recherche,
définissons le sous-ensembles d’horaires g}c’ C S;. Selon les contraintes de quotas qui
sont saturées au PLNE (P?), cet ensemble est composé d’horaires qui sont réalisables
pour linfirmiere £ au probleme (P?), mais dont les variables seront de valeur nulle

dans toutes les solutions réalisables de ce PLNE.

S;;:{sesg

Q1) € Q" ou L € Ly, (d,p) € Dp, iy =1, k ¢ Kiyy,),
et t.q. 3t €T ol oy, = 1 et apear = 1.

Autrement dit, pour chaque horaire s € S, il doit exister au moins une contrainte

de quotas saturée, notée (Q) € QY, tel que
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— I'horaire a une affectation portant sur le jour et la période de (Qp),
— Vinfirmiére n’a pas de contrainte de branchement couvrant (Q)r) et

— a la compétence requise pour apporter sa contribution & (Qp).

Maintenant, nous allons utilisé la notation décrite ci-dessus afin d’expliquer pour-
quoi les déductions logiques n’ont pas d’impact théorique sur la seconde phase de la

méthode de génération de colonnes.
Déductions logiques et GCy,

Rappelons que cette phase consiste a trouver une solution de valeur optimale a la
relaxation continue (R"). Ceci se fait par 'application de l'algorithme itératif GC, ot
a chaque itération 4 le probleme restreint (R") est résolu et la solution obtenue z?

est optimale & ce probléme, en plus d’étre une solution réalisable au probleme (RV)
3

Premierement, soit un horaire s € S} ﬂg}; qui est déja inclus dans le premier
probleme restreint (R'') de l'itération 1 : s € S}'. Par conséquent, pour chacune des
solutions optimales ' d'une itération 4, la valeur de la variable associée & cet horaire
est telle que z;, = 0. Ceci revient a dire que cet horaire a été généré soit lors de la

phase GCy, du noeud v ou soit a un noeud antérieur a celui-ci.

Deuxiémement, soit un horaire s € S} ﬂg}c’ qui n’est pas inclus dans le premier
probléme restreint (R“') de litération 1 : s ¢ Sp'. Alors, pour toutes les autres
itérations 4, il est impossible pour la méthode Pricing de générer cet horaire, car la
variable xy, serait de valeur nulle dans toutes les solutions z?. Ceci est di au fait que
PAp,( AZ’;) C{s e Sy :s¢ Sy et cs <0} et que ¢gg > 0. Ici, on suppose qu’il n’y

a pas de dégénérescence.

3Les algorithmes GC et GCy, sont respectivement décrits aux sections 2.3.1 et 2.3.5.



Enfin, on peut donc affirmer que 'application de déductions logiques n’apportent
aucune contribution théorique dans la phase GCy,, tant au niveau de l'algorithme
GC qu’a celui de la méthode Pricing. Toutefois, il peut arriver que ces déductions
logiques aient un effet positif sur le processus interne de l'algorithme du Simplexe
(voir ILOG [21]) ou sur I'implémentation des algorithmes GC et PA,, au niveau de

la précision de calcul.
Déductions logiques et GCy,

Mentionnons que cette phase est appliquée au probleme (R"®) afin de vérifier
si le probleme (R”) est réalisable et de définir le premier probleme restreint (R"!),
qui est nécessaire a la résolution de (RY). De plus, rappelons que la solution ], du
probleme (R"*) n’est plus réalisable pour (K"), dans le cas oll une séparation en base
a été appliquée. C’est d’ailleurs sur ce point que I'application de déductions logiques

apporte une contribution significative a la phase GCy,.

Premierement, considérons le cas ou les déductions logiques ne sont pas utilisées.
Soit un horaire s € S};ﬂg}: d’'une infirmiere k € K et l'itération courante i de
GC. Rappelons que lors de I'application de GC pour résoudre (R"*), les différentes
solutions z¢, de (R“*) ne sont pas réalisables a (R"), & l'exception de la derniere
solution z?, de valeur optimale 2, = 0. Par conséquent, si s € Sy, il est possible
que le cout réduit de cet horaire soit de valeur négative (¢ < 0) et que la variable
Tk, “rentre” en base. Par le méme raisonnement et si s ¢ S}*, cet horaire peut donc

étre généré par la méthode Pricing.

Par contre, si les déductions logiques sont utilisées, le méme horaire ne pourrait
&tre ni en base ni généré par le Pricing. Ceci s’explique par la simple raison que cet

horaire ne serait pas valide au PLNE (P?) pour 'infirmiere & : s ¢ S{.
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Finalement, on peut conclure que I'application des déductions logiques apportent
une contribution théorique a la phase GCy,. Nous verrons des résultats de calcul pour

appuyer ceci au chapitre 5.

3.3 Description du concept RFRC

Dans la méthode Pricing, lorsqu’on tente de générer de nouvelles colonnes C'R~
pour une infirmiere k& € K, on doit traiter les différentes fagons de respecter simulta-
nément toutes ses contraintes de branchement. Ceci a déja été introduit a la section
2.2 sous le terme RFRC 2. En effet, comme nous I’avons vu & la section 3.1, chacune
des contraintes de branchement Ryan-Foster peut étre respectée de deux fagons. Par
conséquent, en considérant 1'ensemble de toutes les contraintes Ryan-Foster, défini
par Cp «+ C;i_ UC};é pour un noeud u de I'arbre de recherche et pour une infirmiere
ke K, il y aun total de 2/%! combinaisons. Par contre, parmi toutes ces combinai-
sons, il faut considérer que celles qui sont possibles, soit celles qui ne contiennent pas
de contradiction et qui peuvent donc satisfaire ces |Cy| contraintes simultanément. On
note par % C {0,1,...,2/%l — 1}, I'ensemble des indices des combinaisons possibles

pour linfirmiere k € K au noeud u.

L’objectif de cette section est de développer 'algorithme nommé calculer Zy, dont
les taches ont déja été décrites a la section 2.2. A Daide d’exemples, nous commengons
par expliquer comment une combinaison peut contenir des contradictions et ne se-
rait donc pas possible. Ensuite, nous présentons la bijection utilisée par I'algorithme
pour représenter de facon unique une combinaison d’indice ¢ € {0,1,...,2I%1 — 1}

Finalement, I'algorithme est expliqué et donné dans ses moindres détails.

4Ryan-Foster Respect Combination.
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3.3.1 Présentation d’exemples

Notons par (P*) le PLNE courant de notre algorithme de branch and price. Consi-
dérons une infirmiere k£ € KC et ses contraintes de branchement Ryan-Foster qui sont
définies par les deux ensembles suivants : Cy_ = {(dy,t1,ds,12), (ds, t3,ds,14)} et
Ciy = {(ds,t5,ds,16)}, ot (di,t1), (dast2), ..., (de,ts) € Drg,. Remarquons que
Cr = {(dy, t1,do, 12), (ds, t3,da, ts), (ds, ts, dg, ts) }-

D’aprés le nombre de contraintes Ryan-Foster associées a 'infirmiere k, qui est
de |[C¥| = 3, il y a un maximum de 2/%! = 8 combinaisons possibles définissant la
nature (affectation interdite ou obligatoire) des 6 affectations énumérées ci-dessus.
Nous pouvons voir au tableau 3.1 ces 8 combinaisons, qui sont numérotées par l'indice
c€{0,1,...,7}. La nature de chaque affectation (d;, t;) € Dy, est définie a l'aide de

la variable du probleme auxiliaire qui lui est associée, soit la variable agsq,e, -

Tableau 3.1: Définition des 8 combinaisons selon C}.

C || Qksdsts | Qksdete || Qksdats | Qksdaty || Qhsdits | Qksdats
0Ofo0 1 0 0 0 0
140 1 0 0 1 1
240 1 1 1 0 0
310 1 1 1 1 1
411 0 0 0 0 0
511 0 0 0 1 1
61 0 1 1 0 0
71 0 1 1 1 1

Maintenant, dépendant des contraintes binaires définies par les ensembles C};(On ey €F
C}:(zem) et des égalités qui peuvent exister entre les 6 affectations énumérées ci-dessus,

il est possible que certaines des combinaisons décrites au tableau 3.1 contiennent une
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ou plusieurs contradictions. Nous expliquons les principaux cas a ’aide de 3 exemples.
Afin de simplifier ces exemples, nous supposons que les deux ensembles Fj et Oy sont

tous les deux vides.
Exemple 1

Considérons le cas ou les 6 affectations (dy,t1), (da,t2), ..., (ds,ts) sont toutes
différentes I'une de l'autre. Supposons aussi que les deux ensembles de contraintes
binaires Ck(one) et Ck(zem), tous deux reliés a 'infirmiere &, sont vides. Dans ce cas,

les 8 combinaisons énumérées au tableau 3.1 sont possibles et nous avons I =

{0,1,...,7}.
Exemple 2

Reprenons les mémes conditions qu’a 'exemple 1, a Pexception pres que les deux
affectations (da, 1) et (ds,ts) sont identiques. Dans ce cas, 4 des 8 combinaisons
décrites au tableau 3.1 contiennent une contradiction et ne sont donc pas possibles.

Les combinaisons possibles sont celles d’indice ¢ € T}, ot Iy = {0,2,5,7}.
Exemple 3

Considérons les mémes conditions qu’a ’exemple 1, a ’exception pres que I'affecta-
tion (ds, t5) est obligatoire & l'infirmiere & par cause de la contrainte de branchement

binaire (ds, t5) € C}C‘(me). Formellement, nous avons Cy {(ds,t5)}. Dans ce cas,

one) =

4 des 8 combinaisons décrites au tableau 3.1 ne sont pas possibles. L’ensemble des

combinaisons possibles est T} = {4,5,6,7}.
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3.3.2 Représentation binaire d’une combinaison

Maintenant, nous allons présenter la bijection qui sera utilisée par notre algorithme
pour définir une combinaison d’indice ¢ € {0,1,..., 211 — 1}, Cette bijection n’est
rien de plus que la représentation binaire de cet indice sur un vecteur de taille égale

a |C}], soit le nombre de contraintes Ryan-Foster qui sont propres a U'infirmiere .

Considérons les données décrites & la section précédente. Nous avons |Cy| = 3
contraintes Ryan-Foster qui sont propres a l'infirmiere k. Par conséquent, chacune
des 8 combinaisons d’indice ¢ € {0,1,...,7} seront représentées sur un vecteur bi-
naire de taille 3. Par exemple, considérons la combinaison d’indice ¢ = 4 qui est
représentée au tableau 3.2. Dans ce tableau, le vecteur de bits se lit de droite a
gauche. Chacune des 3 constantes (d;, t;,d;,t;)a € {0, 1} représente lequel des deux
cas possibles est considéré par cette combinaison pour le respect de la contrainte

Ryan-Foster (d;, t;,d;,t;) € Cp.

Tableau 3.2: Représentation binaire de la combinaison ¢ = 4.

contrainte | (ds,ts,dg, t6)a | (ds,t3,da,ta)s | (di,t1,d2,t2)a
bit 1 0 0

Soit une combinaison d’indice ¢ € {0,1,...,2/%! — 1}. Cette combinaison est

définie par les constantes décrites ci-dessous.

1. Considérons une contrainte (d;, t;,d;, t;) € Cj_, nous définissons alors la constante

suivante :

0 représente le cas ou apsq; = 0 €t apsae; = 0,

(di, ti,dj, tj)e = {

1 représente le cas ou agsq;t; = 1 et agsq;e; = 1.
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2. Considérons une contrainte (dj,t;,d;,t;) € Cpy, nous définissons alors la

constante sulvante :

0 représente le cas ol sy, = 0 €t agsa;e;, = 1,
(disti, dj, 1) = , .
1 représente le cas ou agsqr; = 1 €t agsaye; = 0.
La facon d’ordonner les différentes constantes (d;,t;, d;, t;)., ou (di, t;, d;, t;) € Cy,

sur le vecteur de bits est déterminée de facon arbitraire.

Enfin, maintenant que la bijection entre les indices ¢ € {0,1,...,2I%1 — 1} et
les 2I€k1 combinaisons est définie, il est maintenant possible d’expliquer 1’algorithme

calculer 7.

3.3.3 Description de I’algorithme

Pour le PLNE courant (P*) et une infirmieére k € K, I'algorithme que nous pré-
sentons a deux téaches : (1) définir Pensemble T} et (2) pour chaque ¢ € T}, calculer
les ensembles qui définissent cette combinaison. Ces deux ensembles sont OF* et

S, qui représentent respectivement I’ensemble des affectations obligatoires et l'en-
semble des affectations interdites définissant la combinaison (k, c) € ICI;;. Ainsi, pour
atteindre ces deux taches, Palgorithme utilise la bijection qui a précédemment été
définie. Maintenant, expliquons le fonctionnement de Palgorithme lorsqu’il considere

une combinaison d’indice ¢ € {0,1,...,2I%! — 1}.

Premiérement, ’algorithme initialise respectivement les ensembles OF* et F* a
partir des ensembles de contraintes binaires CZ( one) €t C,’c‘(zem). En effet, il faut aussi
considérer les contraintes de branchement binaire dans la définition de chaque com-

binaison.
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Ensuite, pour chaque contrainte Ryan-Foster (d;,t;,d;,t;) € Ci_, on détermine &
laide de la constante (d;, t;,d;, t;)c € {0,1} lequel des deux cas est considéré par cette
combinaison pour le respect de cette contrainte. Selon la valeur de cette constante, on
ajoute les deux affectations (d;, t;) et (d;, ;) soit a I’ensemble Of* ou soit a I'ensemble
F.

Toutefois, il est important de s’assurer qu’il n'y a pas de contradictions lors de
ces ajouts. Par exemple, supposons que (d;,t;,d;,t;). = 1. Dans ce cas, les deux
affectations (d;, t;) et (d;, t;) seront considérées comme des affectations obligatoires et
seront donc ajoutées a 'ensemble OFF. Par contre, il est possible que I'une de ces deux
affectations (ou les deux) ai déja été définie comme étant une affectation interdite, que
(di,t;) € F* et/ou (dj,t;) € Fg*. Lorsque ceci survient, une contradiction apparait

dans la définition de la combinaison d’indice ¢, qui n’est donc pas possible : ¢ ¢ Zp.

Un principe similaire s’applique pour les trois autres cas suivants :
= (di, ti, dj, t5)c = 0 et (di, 15, dj, t5) € Cp_,
= (di, i, dj, ) = Let (di, ti,dj, t5) € Cy,
— (di,ti,dj, ty)c = 0 et (di, t;,dj, t5) € Crz-

Troisitmement, dés qu'une combinaison d'indice ¢ € {0,1,...,2/%! — 1} présente
une contradiction, elle n’est pas ajoutée a 'ensemble 7} et 'algorithme continu im-
médiatement avec la prochaine combinaison. Dans le cas contraire, lorsque toutes les
contraintes de branchement Ryan-Foster (d;,t;,d;,t;) € Cp ont été traitées et que
la nature des deux affectations (d;,t;) et (d;,t;) a été définie sans I'apparition de

contradiction, la combinaison considérée est réalisable et est telle que ¢ € Zy.

Par exemple, considérons les données décrites & la section 3.3.1 et 'exemple 2.

Lorsque 'algorithme tentera de définir la combinaison d’indice ¢ = 1, la contradiction




102

ou (dy, ty) € O et (ds, t5) € FF* apparaitra, étant donné que ces deux affectations

sont identiques.

Finalement, lorsqu’une combinaison (k,¢) € ICI;: est considérée par la méthode
Pricing, les deux ensembles O et F¢* sont utilisés pour appliquer le premier pré-
traitement nécessaire avant d’appliquer PA,, a cette combinaison. C’est ainsi que
P Ay, tente de trouver des horaires CR™ qui respectent les contraintes définies selon

la combinaison (k,c) (voir les sections 2.3.2.2 et 4.1.3.1).
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Algorithme 3.1 Méthode calculer I} pour le probleme (F*) et pour une infirmiere
ke k.
pour tout c € {0,1,..., 2% — 1} effectuer
O/(éu A Clg(one) U Ok
f‘]gu A Cllcl(zero) U ‘7:’“

pour tout (d;, t;,d;, t;) € Ci_ effectuer
si ((d;, t;,dj,t;). =0) alors
si ((di,t;) € 08 V (d;,t;) € Of) alors
Aller 3 “Continuer”
sinon
. flgu('_flfu U{(divti)v(dﬁtj)}
sinon
si ((di, ;) € F V (dy,t;) € Fi) alors
Aller 3 "Continuer”
sinon

Opt — 0 U {(di, 1), (dj, 15)}

pour tout (d;,1;,d;, t;) € Cy, effectuer
si ((di,t;,dj,1;). = 0) alors
si ((d,,tl) S Ozu V (dj,tj) € f]:,u) alors
Aller a "Continuer”
sinon
R = FE Ut} et OF < O U {(dy, 1)}
sinon
si ((di,t;) € F* V (d;, t;) € O) alors
Aller a “Continuer”
sinon

O — O U {{di,t:)} et 7" — Fi* U {(d;, 1)}

T < Iy U A{c}
“Continuer”
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CHAPITRE 4 : LE PROBLEME AUXILIAIRE

Dans le présent chapitre, nous allons présenter le probleme auxiliaire. 11 a été
développé par Vovor [1] dans le cadre de sa these de doctorat. Il est aussi décrit par
Jaumard, Semet et Vovor [2], puis modifié par Labit [3] pour obtenir une modélisation

plus adaptée au probleme de confection d’horaires d’infirmiéres.

Nous commencons par décrire les composantes du probleme auxiliaire : les graphes
Gy, G et @i’j et les phases PAy, et PA,,. Ensuite, nous présentons un algorithme qui
est inspiré de P Ay, et qui a la tache de calculer le nombre d’horaires réalisables pour
une combinaison (k,c) € Kz» du PLNE (P*). Troisitmement, nous allons décrire
les modifications & apporter au graphe Gj pour la résolution du probleme NSP2.
Finalement, nous présentons briévement une alternative au concept RFRC pour le

respect simultané des contraintes de branchement Ryan-Foster.

4.1 Description du probleme auxiliaire

Le probleme auxiliaire a déja été introduit a la section 2.3.2.2. Maintenant, nous
allons donner plus de détails concernant les différentes composantes de ce second

niveau de ’algorithme du branch and price.

Selon les variables duales [Ar]* et [ux]' de Pitération courante ¢ de GC, le probléme
auxiliaire a la tache de générer des horaires C R~ qui respectent la. définition d'une
combinaison (k, c) € Kzy, en plus des contraintes intrinseques de Pinfirmiere k. Ainsi,

afin d’accomplir efficacement cette tache, le probleme auxiliaire est décomposé en
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trois parties : (1) le graphe Gy associé a l'infirmiere k, (2) l'algorithme PAy, et (3)
Palgorithme PAy,.

PAy, est appliqué a Gy afin de définir le graphe d’états G.. Ensuite, selon les
variables duales [AL]* et [11]° et une combinaison (k,c) € Kzv, deux pré-traitements
sont effectués sur ce graphe d’états afin de définir le nouveau graphe d’états A;;’,“j.
Finalement, PAy, est appliquée sur G’fj afin de générer des horaires C'R™ selon ces

variables duales et cette combinaison.

Dans cette section, nous allons couvrir chaque composante du probleme auxiliaire.
Premierement, le graphe Gy est décrit. Ensuite, Palgorithme PA,, est brievement
présenté. Finalement, I'algorithme PAg,, qui nous intéresse plus que les deux com-

posantes précédentes, sera présenté et formellement décrit.

4.1.1 Le graphe Gy

Ce graphe est composé d'un ensemble de noeuds Vi = {vg,v1,...,v,} et d'un
ensemble d'arcs By C {(v;,v;) : v;,v; € Vi, v # v;}. Il est acyclique, a un noeud
source vy et un noeud puits v,. Chaque noeud v; € Vi \ {vo, v, } est associé a une
affectation (d;,t;) € Dy,. Chaque arc (v;,v;) € Ej représente la transition entre les
affectations (d,,t;) et (d;,t;) € Dy, qui sont respectivement associées aux noeuds v;

et v;.

4.1.1.1 Description de I’ensemble de noeuds V},

Avant de commencer cette description, notons que les composantes v € V. sont

ordonnées de facon chronologique selon le jour d € D qui leur est affecté.
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Premiérement, I'ensemble de noeuds V;, est défini selon les contraintes intrinseques
de U'infirmiere k. En effet, une affectation (d, ¢t) € Dy, est associée a un noeud v € V}, si
et seulement s’il est possible que 'infirmiere travaille sur cette affectation. Dans le cas
contraire, aucun noeud n’est créé pour celle-ci. Ces conditions d’existence dépendent
en général des pré-affectations, des affectations interdites, s’il y a au moins un arc

qui atteint le noeud correspondant et s’il y en a au moins un qui le quitte.

Par exemple, supposons que pour l'infirmiere k, I'affectation (d',t') € Dy, lui est
obligatoire : (d',t') € Of. Dans ce cas, le seul noeud v € Vj, qui est associé au jour
d’ est le noeud v’ = (d',¥') : }" € Vi, o v" = (d', ") € Dy, et t' # t". Ceci est di
& une contrainte intrinseque a toutes infirmieres qui stipule qu’elles ne peuvent avoir
plus d’une affectation par jour, incluant une affectation consistant a lui accorder un

jour de vacance.

Ensuite, en plus des noeuds v € V) qui sont définis pour chaque affectation
(d,t) € Dy,, un noeud “spécial” est défini pour chaque jour d € D qui est un jour de
vacance possible pour 'infirmiere k. Un chemin passant par un tel noeud accorde a
Pinfirmiere le jour de vacance qui est associé & ce noeud. Pour simplifier la notation
et la compréhension du présent chapitre, on peut supposer qu’il existe un quart “spé-
cial” t € 7, afin de représenter 'attribution d’'un jour de vacance sur un jour d € D,
qui doit &tre un jour de vacance possible pour 'infirmiére k. Une telle affectation est

aussi notée par (d,t) € Dy,.

Finalement, il est important de préciser qu’aucun noeud n’est défini pour les jours
de repos accordés a l'infirmiere. Un jour d € D est donc un jour de repos si et

seulement s’il n’est associé a aucun noeud v € Vj, faisant parti du chemin considéré.
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4.1.1.2 Description de ’ensemble d’arcs FEj,

Tout d’abord, rappelons que chaque arc (v;,v;) € [ représente la transition
entre les affectations (d;,t;) et (d;,t;) € Dr,, qui sont respectivement associées aux
noeuds v; et v;. Pour un tel arc et pour un chemin qui passe par cet arc, s'il y a un
ou plusieurs jours entre d; et d;, ils sont tous considérés comme des jours de repos

accordés a l'infirmiere k.

Ensuite, de maniére similaire & I'ensemble de noeud Vi, un arc est associé a une
paire d’affectation (d;, t;,d;, t;) € D%c si et seulement s’il est possible pour I'infirmiere
k de faire la transition entre ces deux affectations. Dans le cas ou on est certain que
c’est impossible, ce qu’on peut déterminer a l’aide de certaines contraintes intrin-

seques a linfirmiére k, aucun arc n’est associé a cette paire.

Par exemple, supposons que 'infirmiére k ne peut avoir plus de trois jours de repos
consécutifs et considérons deux noeuds v; et v; € Vi (v; # v;), qui sont respectivement
associés au deux affectations (d;,t;) et (d;,t;) € Dyg,. Alors, si le nombre de jours

compris entre d; et d; est supérieur & 3, I'arc (v, v;) n'est pas créé.
Enfin, un scalaire noté ¢;; € R est défini sur chaque arc (v;,v;) € Ej. Ce scalaire
représente le coiit de passage sur cet arc pour tout sous-chemin vy ~ v;, ot v; € Vj,

qui est prolongé par I'arc (v;, v;) afin d’obtenir le nouveau sous-chemin vy ~ v; — v;.

4.1.1.3 Représentation schématique de G} = (V}, Ey)

Nous pouvons voir a la figure 4.1 une représentation simplifiée du graphe de notre

probléme auxiliaire. Il est important de faire quelques observations. Premiérement, il
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n’y a aucun arc ou les deux sommets ont le méme jour. Ceci est dii a une contrainte
dure qui dit qu’aucune infirmiere n’a plus d’une affectation par jour. Ensuite, 'exis-
tence des arcs qui quittent la source dépend de la possibilité de commencer ’horaire
avec |’affectation de leur noeud cible. De fagon similaire pour le puits, I'existence des
arcs qui Datteignent dépend de la possibilité de terminer I’horaire avec l'affectation
de leur noeud d’origine. Enfin, si fv; € Vg tel que (vo,v;) € Ej, et/ou si v, € Vj tel
que (v;,v,) € Eg, il n'existe evidemment pas de chemin vy ~» v, ni d’horaire pour

I'infirmiere k.

Figure 4.1: Le graphe Gy = (Vj, Ey) associé a l'infirmiere k € K.

4.1.2 Description de PA,,

L’objectif de cette phase est de définir le graphe d’états Gy, & Paide du graphe Gy.
Un état (vecteur de ressources) est de dimension 4 et chaque dimension (ressource)

est associée 3 une des 4 contraintes intrinseques a l'infirmiere k € K . Un état z;

1Ces contraintes sont énumérées a la section 1.1.2.
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d’un noeud v; € Vj, représente le résultat de chacune de ces 4 ressources obtenu a ce

noeud apres avoir parcouru un sous-chemin vy ~ v;.

Par exemple, considérons le sous-chemin vy ~ v/, ot p = (v, v'), v = (d', ') €
D1, d' est un jours de vacances possible pour l'infirmiere £ et ¢’ représente le quart
spécial de vacances. Alors, la ressource associée aux jours de vacances, qui comptabi-
lise le nombre de vacances accordées a 'infirmiére k, aura une valeur de 1 au noeud

v’ pour ce sous-chemin.

Dans cette section, nous allons décrire PAy,. Nous commencons par donner une
bréve description de cet algorithme. Ensuite, nous présentons la structure de don-
nées utilisée pour les ensembles d’états. Enfin, le graphe d’états Gk, qui résulte de

PAg, (G) et qui est défini par les ensembles d’états, est donné 2.

4.1.2.1 Description de Palgorithme

PAy, consiste a calculer pour chaque noeud v; € Vi I'ensemble D; de ses états
réalisables. Un état z; est dit réalisable au noeud v; € Vi, (x; € D;) si et seulement
e , , . . ’ , .
s'il est le résultat d’au moins un sous-chemin vg ~~ v; et 'l est le germe d’au moins
un sous-chemin v; ~» v,. Par conséquent, pour tout état z; € D;, il existe au moins

un chemin vy ~ v; ~ v, pour lequel x; est I’état des ressources au noeud v;.

Considérons deux états z} et = € D; (x} # z!) qui sont respectivement le résultat

/ 1
. P Y4 .
des sous-chemins vy ~ v; et vg ~ v;. Il est important de noter que ces deux sous-

chemins sont tels que p’ # p”. Car, dans le cas contraire, nous aurions eu = = z.

2Ces ensembles d’états sont définis dans la prochaine section.
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Par la suite, pour chaque état x; € D; du noeud v; € Vi, un ensemble de vecteurs
de ressources R(x;) est défini. Chaque état z; € R(z;) est un état réalisable a un
noeud v; € Vi, ou (v, v;) € By et z; € D;. L'état ; au noeud v; a donné naissance
a Détat z; au noeud v; par le passage sur arc (v;,v;). En effet, 2; est obtenu au
noeud v; apres avoir parcouru un sous-chemin vy ~» v;, ce sous-chemin est ensuite
prolongé par le passage sur 'arc (v;,v;) et (enfin) le nouvel état réalisable x; est
obtenu au noeud v;. Ainsi, x; représente I'état de nos ressources pour notre nouveau

sous-chemin vy ~ v; — v;.

Enfin, lorsque PAy, est complété, 'ensemble R(z;) d'un état réalisable z; € D;
au noeud v; € Vj contient tous les états réalisables desquels I'état z; est né. Par
conséquent, il est alors possible de définir 'ensemble des chemins vy ~» v, (donc
I'ensemble des horaires s € Sy) grace a 'ensemble des états réalisables finaux D, et
aux ensembles R(z,) de chaque z,, € D,,. Notons que cet ensemble d’états réalisables

est celui du noeud puits v,,.

Finalement, le lecteur est référé a Vovor [1] pour avoir la description complete de

PAy, et a Labit [3] pour la modélisation des 4 ressources dans le graphe Gy.

4.1.2.2 Structure de données des ensembles d’états

Maintenant, nous allons présenter la structure de données utilisée pour I'implé-

mentation des ensembles d’états D; aux noeuds v; € V.

Premiérement, notons par R = {ry,r;,..., g} I'ensemble des ressources asso-
ciées aux contraintes intrinseques. D; est représenté par un arbre n-aire de profon-

deur |R|, ou chaque niveau correspond a une ressource r € R et est représenté par
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un tableau unidimensionnel de taille égale au nombre de valeurs possibles pour cette

ressource. Les valeurs minimale et maximale d’une ressource r € R au noeud v; € Vi
. : 4 = 143 ’ ) .

sont respectivement notées par P et v;,. La position d’une valeur z;, d’une res-

source r € R, ol (2% < zj < P, est donnée par ;. — @, t+ 1 et peut donc étre

calculée en temps constant O(1).

Ensuite, les états z; € D; sont ordonnés dans un ordre lexicographique et corres-

pondent aux feuilles de cette arborescence. Considérons un état z; = (2, , 2}, . -,

'/jrl"
!

in?";m

,ouvVr € Ry, <z <. . Alors, 2, € D; si et seulement (1) si pour
fgr Jr (pjr 7 J
Vr € R\ {rjr}, la position %, — @, + 1 pointe vers un tableau associé a la ressource

r+ 1 et (2) si la position z/,, — + 1 pointe vers la définition vectorielle de
]7“7'” SD

i r|

I’état «;. De plus, pour r € R\ {rjr|} et ¢ € N tel que @, < e <P, s Ba; € D tel

que z; = ¢, aucun tableau n’est pointé par la position correspondante ¢ — @, + 1.

Troisiemement, considérons 1’état @ décrite ci-dessus et supposons que z§; € D;.
La position des |R| valeurs 7, de chaque r € R pouvant étre calculée en temps 0(1),
la feuille associée a I'état @, peut donc étre trouvée en temps O(|R}). Par conséquent,
le temps requis pour déterminer si un état z; est tel que x; € D; est, dans le pire des

cas, O(|R|). Enfin, le temps requis pour ajouter un état z; & D; est aussi O(|R]).

Finalement, notons par R = {ry,rs, 73,74} ensemble des ressources associées a
nos 4 contraintes intrinseques et considérons ’ensemble D; d’un noeud v; € Vi, donné
en exemple par la figure 4.2 *. Cet ensemble est défini par D; = {z;,, 2, z;,}, ol
z;, = (1,1,0,0), z;, = (1,1,1,0) et xj, = (3,1,1,0) et on nous avons supposé que
= 0 Vr € R. Il est important de remarquer que les deux états x;, et x;, ont ceci

en commun : Tjp = Ljpry €6 Tjppy = Ljpry-

3Voir la section 1.1.2 pour la description de ces contraintes.
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Dans la figure 4.2, une liste chainée a été représentée. Nous allons dés maintenant

expliquer pourquoi celle-ci a été introduite dans I'implémentation de I'’ensemble D;.
Structure de données hybride pour D

L’arborescence décrite ci-dessus pour un ensemble d’états D; avait déja été pré-
sentée par Vovor [1], quoique d’une fagon tres compacte. De plus, cette arborescence
a aussi été utilisée pour I'implémentation des ensembles d’états U; des noeuds v; € Vi,
et U;; des arcs (v;,v;) € Ey *. Pour l'ensemble d’états R(z;) d'un état z; € D; au
noeud v; € Vj, une liste chalnée suffit car en aucun moment dans les algorithmes
PAy et PA,,, ses éléments x; € R(x;) doivent étre accédés en temps “optimal”
O(|R]|). Par contre, contrairement & l'’ensemble D;, son parcours se fait en temps

“optimal” O(|R(x;)]).

Intuitivement, le temps nécessaire pour parcourir I'ensemble D; est de beaucoup
supérieur au temps optimal O(|D;|). Car ce parcours se fait en traversant 'arbores-
cence de la figure 4.2 dans un ordre lexicographique. Pour éliminer ce désavantage
que possede les ensembles D; face aux ensembles R(z;), il suffit simplement de définir
une liste chainée composée des états x; € D;. Notons qu'il n’est pas nécessaire que
les états de cette liste soient ordonnés par ordre lexicographique. Par conséquent,
lorsqu’un état 2/, ou «/ ¢ Dy, est ajouté a D;, il sera aussi ajouté a la fin de cette
liste chainée. Le temps requis par cette opération n’est pas perturbé par la gérance

de cette liste et est toujours égale a O(|R)).

Dans cette nouvelle structure de données hybride, qui est composée d’un arbre
n-aire et d’une liste chainée, l'opération d’ajouter un état z’ & D; et celle d’accéder

a la feuille d’un état x; € D, se font en temps optimal O(|R}). Ces temps demeurent

4Voir Vovor [1] pour la définition de ces ensembles.
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inchangés par rapport a l'ancienne structure. Par contre, grace a l'insertion d’une
liste chainée, le parcours séquentiel des états x; € D; se fait en temps O(|D;]), qui
est aussi optimal. L’algorithme P Ay, sera donc plus performant grace a cette nouvelle
arborescence hybride, car il parcourt de facon séquentiel les états x; € I; de chaque

noeud v; € Vj.

N T R
I« T
e '

O T T 1] N
PN
T W 1] g

B
Y
%

début fin

Figure 4.2: Représentation de I'ensemble d’état D; d’un noeud v; € V.

4.1.2.3 Le graphe d’états Gy

Le graphe d’états G}, est obtenu grace a l'application de PAy, au graphe Gj. Gr
est défini par les ensembles d’états D; de tous les noeuds v; € Vj; et par les ensembles

d'états R(xz;) associés a tous les états réalisables z; € D;.

Dans ce graphe d’état, un noeud ne représente plus une affectation (d;, ¢;) € Dr,
il représente plutdt un état réalisable z; € D; d’un noeud v; € V). De plus, un arc
ne représente plus la transition entre une paire d’affectation (d;,t;,d;,t;) € D%k , il

représente plutot la transition entre deux états réalisables z; € D; au noeud v; € Vi




114

et z; € D; au noeud v; € Vi. Un tel arc existe si et seulement s’il est possible de
transiter entre ces deux états : si x; € R(x;). Notons que si cet arc existe, I'arc qu’il

représente dans le graphe Gy, existe aussi : (v;,v;) € L.

Donnons la définition formelle du graphe Gy, et celle d’un sous-chemin d’états de

ce graphe.

Définition 4.1 (Graphe d’états) Soit une infirmiére k € K. Le graphe d’états
Gy = (Vk, Ek) associ€ au graphe Gy, = (Vi, Ey) est défini comme suit :
— 'ensemble de noeuds Vk ={v; -z v € Vi, @ € Dy},
~ Uensemble d’arcs Fj, = {(vi-z;, vj-xj) v, v;j €EVi, 1 € Dy, x5 € Dy, m; €
R(z;)}

Le coit d'un arc d’état (v; - x;, v; - x;) € Ek est identique 4 celut de ['arc corres-

pondant (v;,v;) € By et est donc noté par c;;.

Définition 4.2 (Sous-chemin d’états) Considérons le graphe d’états Gy, = (Vi, Ey)
d’une infirmiére k € K. Un sous-chemin de ce graphe est noté par vy - To L Vj - T,

ou vy - Lo et v; - x; € Vi, et est défini comme suit :
5 Tj )

gl ro ’ ' N S B ) I . [ 9
p—<’()1'.171, ’UQ'Q/Q, ey 'Ulp"ajlpl>, Ou’Ul'll—Uo'Io, Ulp"lllpl—vj"l/j, ’UZJ?levk

et (v} - &}, ng-x;H)EEkpouri:l, 2, ..., pl—1.

Le cotit de ce chemin est noté par c(p) et est défini par le cout ¢4y de ses arcs
Ip|—1

(,Uz{ - T, U1{+1 'x;+1) € Ek cc(p) = E Ci(i+1)-
i=1

Finalement, une représentation du graphe d’états Gr = (Vk, Ek) d’une infirmiére

k € K est donnée par la figure 4.3. Il est important de noter qu'un seul noeud




source noté vy - ro est défini dans ce graphe. En effet, méme s’il est possible que
Pensemble Dy des états réalisables au noeud vy, qui est le noeud source du graphe
Gy, contienne plus qu’un état, nous verrons prochainement qu'un seul de ces états est
considéré par PAg, pour la génération d’horaires de I’horizon courant. Aussi, nous
attirons Pattention du lecteur sur le fait qu'il y a plusieurs noeuds puits définis dans
ce graphe d’état. Effectivement, un noeud puits est défini pour chaque état réalisable

Zn € D,, du noeud vy, qui est le noeud puits du graphe Gy.
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Figure 4.3: Représentation du graphe d’états G = (Vk, Ek) de l'infirmiere k& € K.

4.1.3 Description de PAy,

Apres avoir obtenu le graphe d’états Gy par P A, (Gy), un nouveau graphe d’états
noté (A}ﬂ; doit étre défini pour représenter les variables duales de I'itération courante
i de GC en plus de la combinaison (k,c) € Kze. La méthode PAy,, qui est un

algorithme de plus court chemin, est appliquée au graphe G?j afin de générer des
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horaires qui sont de cotits réduits négatifs selon ces variables duales et qui respectent

les affectations obligatoires et interdites de cette combinaison.

Le cott réduit cx; d'un horaire s € Sy et d’une infirmiére k£ € K est, selon les

variables duales [Ar]* et [ug]’, défini de cette fagon :

Chs = Dks — Mk — Z Z Z(atp bk Oksdt AL)- (4.1)

La constante py, est le poids de 'horaire s. Les variables duales py, et A sont
respectivement associées a la contrainte de partionnement de cette infirmiere et a la

contrainte de quotas (Qy), ot L € Ly, et (d,p) € Dp °.

Pour bien comprendre l'algorithme PAy,, nous commengons par expliquer les
pré-traitements nécessaires a la définition du graphe é?j Ensuite, nous décrivons de
facon formelle 'algorithme PAy,. Finalement, nous analysons les résultats possibles

de cette méthode.

4.1.3.1 Définition du graphe G

Le graphe Az’j est défini par G, et par l'application des deux pré-traitements

décrits ci-dessous.

Le premier pré-traitement consiste a inclure toutes les affectations (d,t) € O et
3 exclure toutes les affectations (d, t) € Fi* de chaque chemin d’états vy - zg ~ v, - Ty,

obtenu par PA¢2(GA'%‘). Pour obtenir de tel chemin, il suffit simplement de redéfinir

5Pour avoir une définition de pys, le lecteur est référé a Labit [3)].
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le cout ¢;; d'un arc (v; - @, v; - x;) € Ek, o v; = (d;, t;) € Dy, et v; = (d;, ;) € Dy,

si vj # vy, comme suit :

+oo sl v # v, etsi W eV tq. o = (d, ) € OF,
(d't") # (d;,t;) et d; < d < dj,

400 siv; =v, et si € Vi tq. v = (d,t) € O
et d; < d',

+oo sl v # v, et si (d;,t;) € FY,

¢;j  sinon (aucune modification).

\

Précisons que si v; = vg, do représente le prédécesseur immédiat du premier jour

de ’horizon courant, soit le jour dj.

Gréice & ce premier pré-traitement et étant donné que PAy, consiste a calculer
pour chacun des puits v, - z, € Vk le chemin v - g ~ v, - £, de colit optimal
dans le graphe Afj, aucune des affectations interdites ((d,t) € Fg*) ne sera dans ce
chemin. Inversement, toutes les affectations obligatoires ((d,t) € Of*) seront dans
celui-ci. Ainsi, en supposant que le cout optimal associé au puits v, - T, € Vi, est

inférieur & +o0, le chemin optimal de ce puits sera donc réalisable pour la combinaison

(k, C) € }CI}CA

Pour un noeud d’état v; - x; € Vi, la définition donnée ci-dessous défini un sous-
i L) ,

chemin vy - g ~» v; - z; réalisable pour une combinaison (k, c) € ICI;:.

Définition 4.3 (Sous-chemin d’états réalisable) Considérons le graphe d’états
G, = (\A/k7 Ek) d’une infirmiére k € IC et un sous-chemin vy-xg U vj-x; de ce graphe,

ouv;-T; € Vi et p est défini selon la définition 4.2 - p = (v} -2, vh-2h, ..., Vppy " Ty -
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Ce sous-chemin est dit réalisable pour la combinaison (k,c) € Kzy du probleme (P*)

si et seulement :

Y v XT; € ‘/;7 \ {U, JJIPI}’ V; = (divti) ¢ lgu7

S ol ~
st v|P| Un Y cu ’ ’ 1 gt
V(d',t) € OF, Fv; -z, € Vi \{up, iy}t vi = (d, 1),
. Vo -z, €V, v = di,ti Fe
81 Uy # Un Pt (di, i) ¢ 7 .
V(d 1) € OF oud <dyy, 3vi-z €V, tg vy = (d, 1),
ou Vy = {vy - 25, vy, ..., V- T}

Pour un noeud d’état v; - x; € V}, on note par P (vj-a5) C {p:vo- o U vj -z}
I'ensemble des sous-chemins vg - 2o ~» v; - &; qui sont réalisables pour la combinaison
(k,c) € ICI;: du probleme (P"). Ainsi, en considérant tous les puits v, - z,, € Vk,
I’ensemble des chemins vg-z¢ ~ v, -, qui sont réalisables pour cette combinaison est
noté par P = |J  P{™(v, - ). Ainsi, a chacun des chemins p € P correspond

vn-wnGVk
un unique horaire s € S¢* (| P4 =

Sgtl) et nous avons

V(d, t) S f,gu, Agsat = 0,

Vs € S
MOV ) € O, apeq = 1.

Le deuxiéme pré-traitement consiste a redéfinir pour une seconde fois le coit c;;
d'un arc (v;-x;, vj ;) € E), pour que le coiit ¢(p) d’un chemin d’états vy g Ly Uy T
ol p € P¢*, corresponde au colt réduit ¢ de horaire s € S§* associé a ce chemin 6,
Ainsi, pour chaque arc qui quitte la source vg - g, soit les arcs (v - zg, v;-2;) € Ey, Mk

est incluse dans cette définition. Aussi, les variables duales A\f, de chaque contrainte de

quotas (1) qui sont couvertes par I'affectation du noeud cible v;-x; € V. sont aussi

S¢(p) et cys ont respectivement été définis par la définition 4.2 et ’équation 4.1.
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incluses dans la définition de ¢;;. Enfin, le cott de chaque arc (v; - x;, v, - ) € E}
3 . , . 3 ., . 2
n’est pas modifié car aucune affectation n’est associée au noeud puits v, - z, € Vj.
Le colit ¢;; d'un are (v; - z;, v; - ;) € Ly, ot v; = (dj,t;) € Dy, si v; # vy, est alors

redéfini comme suit, :

Cij =t — 2 2 (oup ber Grsqyr, AL) 81 v = o,

pEP LELd.p
7
Cij <= § Cij - Z Z (at]p brr Aksd;t; AL) sl # vp et vy #£ vy,
pEP LEﬁd].p
Ciz SI V; = Up.

Il est important de préciser que la variable jy est incluse une et une seule fois
dans le coiit ¢(p) de tout chemin d’états vy - zg s Uy L, OU P E Pt En effet, un et

un seul arc (vo - Zo, ;- ;) € E}, est inclus dans un tel chemin.
4.1.3.2 Description de lalgorithme PA,,

Lorsque le graphe @?j est défini, PA,, est utilisé par Pricing afin de générer des
colonnes CR™ pour la combinaison (k,c) € Kzy et lors de l'itération ¢ de GC &
Rappelons que cet algorithme est appliqué pour résoudre une relaxation continue

(R*) au noeud u de P’arbre de recherche ®.

Avant d’expliquer P’algorithme PA,,, nous devons introduire de nouvelles nota-
tions. Pour un noeud v; - z; € V., on note par c(vj - z;) € R le colt optimal de tous

. P . . .
les sous-chemins vy - 29 ~> v; - 2; qui respecte la combinaison (k,c) :

(v - wy) = min{c(p) : p € DF(vy - wj)}-

“GC et Pricing sont respectivement décrits par les algorithmes 2.1 et 2.2.
8(R*) représente 'un des deux problémes suivants : (R*) ou (R"?).
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De plus, on note par p(v; - z;) € Vk, le noeud d’état prédécesseur de v; - x; dans
le sous-chemin p’ € Pf(v; - z;) qui est de cotit optimal c(v; - #;). Ce sous-chemin est

, . P N N .
alors représenté par vy - zg ~» v; - T — v; - L, ou p’ € P{(v; - ;) est de cott optimal

c(vi - @), v - xy = plv; - ;) et (v -y, vj-x;) € B

L’algorithme P Ay, consiste donc a calculer pour chaque noeud v; - z; € Vj, les va-
leurs c(v;-x;) et p(v;- ;). Ces valeurs sont définies par les deux équations récurrentes

4.2 et 4.3.

0, sl vj - x; =y - o,

c(vj - z;) = (4.2)

min{c(v; - ;) + cij v - € Vi, (v -3, vy - 25) € Ek}

nul, si v; - 2; = vy - xg,

p(vj - x5) = (4.3)

argmin{c(v; - ;) + ¢ij 1 v; - 1 € Vi, (v - T4, V5 - T5) € Ek}

Premierement, un seul noeud source noté vy - 29 € Vj, est considéré par PAy,
pour générer les chemins optimaux. Ce noeud correspond a I'état de départ xy qui
est défini par I'horaire affecté a infirmiere k dans Ihorizon précédent. Si g ¢ Do,
aucun chemin d’état du noeud source vy au noeud puits v, n’existe pour cet état de
départ et l'infirmiere k& ne possede aucun horaire pour 1'horizon courant : Sy = 0.

Dans le cas contraire, ¢(vg - o) «— 0 et ¢(vg - z() < +00 pour V vy -z, € Vi \ {vo - o}

Ensuite, on traite chacun des noeuds v; - z; € V en débutant avec ceux associés
au noeud v; = v; et en concluant avec ceux du noeud puits v; = v,. Pour chacun de
ces noeuds, tous leurs prédécesseurs possibles v; - z; € Vi, ou (v; - a3, vy - x;) € F,
sont examinés afin de définir leur cofiit et leur prédécesseur optimaux, respectivement

c(vj - x;) et p(v; - x;).
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Troisiemement, aprés que tous les noeuds aient été traités, il est maintenant pos-
sible de définir le chemin d’états optimal pour chacun des puits v, -z, € Vi. Le
chemin p € P&(v, - z,) qui est de cott optimal c(p) = c(v,, - x,,) est défini par la

définition 4.4.

Définition 4.4 (Chemin optimal pour un puits) Considérons un puits v, x, €
V. Le chemin vy - xo > U - Ty, 0U P € P (v, - &), qui est de cotit optimal c(v, - xy,)

est défini comme suit :

_ ! / / ! / ’ N ! POV . [N —
p = (vy-xy, vy, ..., Uiy - :Ulp|>, Ol Uy - T} = Vg T, Vpy - Tpyy = Un * Ln,

v - @} = p(vigy @) pouri=1,2, ..., |p| - 1.

Pour chacun des puits v, - x,, € Vk, I'horaire s € S;* associé au chemin optimal de
ce puits est retourné par PA,, si et seulement si son colit réduit ¢, qui est défini
par cps — (v, - ), est tel que cxs < 0. On note par PA¢2(CA¥§;’,‘;) C S, Pensemble

de colonnes C'R™ obtenu par Papplication de PAy, au graphe (;‘?j

4.1.3.3 Résultats possibles de PAy, (G5

Maintenant, nous allons présenter les dénouements possibles de I'application de
PAy, au graphe G?j Rappelons que nous considérons toujours la génération de
colonnes C'R~ pour litération courante i de GC, ol (E*“) est le probléme restreint

de cette itération, et pour une combinaison (k,c) € Krp.

Premiérement, 'ensemble PA ) agt composé d’horaires s € S qui ne sont
) d2 ki k

pas dans le probleme restreint (R*) et qui sont de coiits réduits négatifs : P Ag, ( Jeu) C
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{s € S*: s ¢ S¥ et < 0}. Malgré que tous les horaires s € Sf*[.Si corres-
pondent chacun & un unique chemin p € P¢* et peuvent donc étre obtenus par P Ag,,
il est en effet impossible pour PA,, de générer pour une seconde fois de tels horaires,
car leur colit réduit cps = c(p) est tel que ¢y > 0. Plus précisément, les variables
s € S S qui sont en bases sont telles que ¢, = 0 et celles qui sont hors bases

sont telles que cxs > 0 °.

Soit un noeud puits v, - z, € V. Supposons que le cott du chemin optimal
Vg * To z Vp - T, o p* € PE(v, - 1), est tel que ¢(p*) = c(v, - z7,) > 0. On peut alors
conclure que Vp € Pf(v,, - z,), ¢(p) > 0. De plus, notons par s* € Sg* I'horaire de
ce chemin optimal et supposons que s* € S¢* () Si. Alors, méme si I'horaire s* est
un des [{v, - 2, € Vi}| résultats de algorithme PAy,, il ne sera pas retourné par ce

dernier car ¢y > 0.

Ensuite, ’ensemble de colonnes C'R™ obtenu par cet application est tel que
|PAs (G| < |{vn - o € Vi}|. Parmi toutes ces colonnes, I'une d’elle, notée s* €
PA¢2(CA?2’;), est de cout optimal ¢ et est associé au chemin p* € PF* qui est aussi

de colit optimal c(p*) = ¢ps-

k- = minf{os s € SP*\ SPY,

min{c(vy - Tn) : Vp - Ty, € Vk}

o
A~~~
3

*
~—
il

Concernant les autres colonnes s € PAy,( A?j), ou s # s, elles ne sont pas
nécessairement les [P Ag, (GS%)| — 1 autres meilleures colonnes selon leur colit réduit
crs. Effectivement, il est possible quil 3 et s” € S&\ S¥i tel que s’ € P Ay, (GFY)

et 8" & PAy,(G) alors que cggr < cgy. Ceci est une conséquence directe du fait que

9Pour avoir plus de détail sur ce postulat, le lecteur est référé & Chvatal [20] ou & Nemhanser
[22].
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pour chaque puits v, - z,, € Vk7 un maximum d’un chemin p € P*(v, - x,) est tel que
pe P A¢2 (G?;)

Par exemple, considérons trois chemins py, ps et p3 € P&, ol py et pg € P (vp-a),),
p3 € Pe(uy - ) et vy - @, et v, - xl. € Vi. Supposons que c(p1) = c(vy, - #,), que
c(ps) = c(v, - 2) et que ¢(p1) < ¢(p2) < c(ps). Dans ce cas, les colonnes s, sy et
s3 € Sg*, qui sont respectivement associées aux trois chemins pi, ps et pz, seront

telles que $; et s3 € PAy,( 7eu) et 59 ¢ PA@((A?%‘) alors que ks, < Cisa-

Finalement, PAg, (G$*) = 0 si seulement si Yo, - z,, € Vie, ¢(vg - 2,) > 0. Dans ce
cas, étant donné que P Ay, consiste & calculer pour chaque noeud puits v, - z, € 1
le chemin d’état vy - zo ~ v, - T,, de cotut optimal c(v, - z,), nous pouvons conclure
que fs € S\ S¥ tel que cgs < 0. En d’autres termes, il n’existe pas de colonnes
de cofits réduits négatifs qui sont réalisables pour la combinaison (k, c) € Kzp et qui

sont hors base.

4.2 Meéthode pour le calcul de |S§|

Maintenant, nous présentons une méthode qui calcule le nombre d’horaires réa-
lisables pour une combinaison (k,c) € Kzx du PLNE (P*). Nous commengons par
décrire cet algorithme, qui est noté PAy,, et ensuite nous expliquons comment il est

possible de 'utiliser dans la méthode de branch and price.

4.2.1 Description de PAy,

Cet algorithme est entierement inspiré de PAy,. Par contre, contrairement a ce

dernier, PA,, n’a pas besoin de connaitre la valeur des variables duales de 'itération
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Algorithme 4.1 Description formelle de PAy, appliqué au graphe ;?;
PAg, (Gff, w0) = PAu(GE) C Sf -

si vg - Zo & Vk alors
Terminer
sinon
c(vp - ) 0
pour tout (vg, zj,) € Vi \ {vo - zo} effectuer
c(vp, xf) — +00
pour v; = vy ...v, effectuer
pour tout v; - x; € V, effectuer
c(vj - ;) — +00
pour tout v, - z; € V; tel que (i~ x4, v; - ;) € F, effectuer
si c(v; - ;) + ¢ij < c(v; - x;) alors
c(vj - x) — c(v; - z;) + ¢
p(vj ;) — v

pour tout v, - x,, € V, tel que c(vy, - 2,) < 0 effectuer
A I'aide de la définition 4.4, construire le chemin p € P(vy, - T,) qui est de cot
optimal ¢(vy, - T,).
Ajouter s a PA,,, ou s € Si* est I'unique horaire associé au chemin p.
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courante i de GC et sera donc appliqué sur un graphe d’états noté Gz“. Ce graphe
est défini par le graphe d’état Gy et par le premier pré-traitement décrit & la section
4.1.3.1.

PA,, calcule pour chaque noeud v; - z; € Vi la valeur |Pg*(v; - ;)|. Soit le sous-
ensemble de noeuds d’état V (v, -z;) = {v;-z; € Vi : (vi-x4, vj-T;) € EL, ¢y < +oo}.
| PE%(v; - a;)| est définie par I'équation récurrente suivante :

1 Si’Uj'.’L’j:U()‘IE(),
| P vy - )| = S |PE*(v; - ;)| sinon. : (4.4)

vy € V(vjzj;)

P Ay, est formellement décrit par I'algorithme 4.2. Tout d’abord, le nombre de
sous-chemin réalisable vy - g ~ vy - T est initialisé & 1, ou vy - zy est 'unique
noeud de départ et est présenté a la section 4.1.3.2. Ensuite, pour chaque noeud
VL € Vk\{vo-a:o}, le nombre total de sous-chemins vy-Zg z vz, oup € PP(vjx;),
est égal au nombre total de sous-chemin vy - xp £ v - @i, ou p’ € Pi(v; - z;), de
chaque noeud v; - z; € Vi pour lequel larc (v; - x;, v; - ;) existe et peut étre traversé

sans étre en contradiction avec la définition de la combinaison (k,¢) (si ¢;; < +00).

Enfin, les cardinalités | P¢*| et |S5*| sont définies ci-dessous.

P = D 1B (v ) (4.5)
Un'l’nEVk
158 = [P (4.6)

Finalement, le nombre d’horaires réalisables pour une infirmiere k € K est défini
0 N - . . -

par |Sg| = |S*’|, ot o représente une combinaison nulle et u° le noeud racine de
, al 0 N A 0

I'arbre de recherche. Cette valeur est alors calculée par PA,, (G3*'), o G* n'est

rien de plus que le graphe d’état initial Gy.
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4.2.2 Utilisation de PAy,

Avant de débuter 'algorithme de branch and price, les cardinalités |Si| de chaque
infirmidre k € K sont définies par || «— PAg,(Gy). Pour un noeud u # u® de I'arbre
de recherche, ot v est son noeud pere et k' € K est 'infirmiere du branchement appli-
qué & ce noeud, les cardinalités |Sg*| qui doivent étre recalculées sont seulement celles
des combinaisons (k,c) € Kzu tel que k = k. Ici, afin de simplifier la compréhension
de cette section, nous supposons qu’aucune déduction logique n’a été appliquée a

travers 1’algorithme de branch and price.

Nous avons expliqué a quel moment la cardinalité |Sg| d’une combinaison (k,c) €
Kzy doit étre définie et redéfinie par PAy, (C’i“) Nous allons maintenant décrire
comment il est possible d'utiliser ces cardinalités dans P'algorithme de branch and

price.

Premiérement, les cardinalités |Si| de chaque infirmiere k € K peuvent étre uti-
lisées pour mesurer empiriquement la difficulté d’un probleme NSP1. En effet, le
temps requis par 'algorithme du branch and price pour calculer la valeur optimale
z* devrait directement étre affecté par le nombre d’horaires réalisables pour chaque
infirmiére. Aussi, pour les infirmiéres & € K qui ont un nombre relativement faible
d’horaires réalisables, ou |Si| < n, ensemble Sy peut étre calculé avant de débuter
Palgorithme de branch and price. Dailleurs, I'algorithme utilisé pour définir tous les
horaires s € S d'une infirmiere k € K est tres similaire a PA,, et requiert aussi

Papplication du pré-traitement PAg, pour définir le graphe d’états e

Ensuite, les cardinalités |Sg*| des combinaisons (k,c) € Kz au probleme (P*)
peuvent étre utilisées pour éviter d’appliquer inutilement P A4, (G5Y) lors de T'ité-
ration i de GC. Effectivement, lorsque |S£¥| = [Sg*() Si|, nous avons assurément
PAg(GR) = 0.
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Troisitmement, ces mémes cardinalités peuvent aussi étre exploitées dans la mé-
thode de Pricing afin de définir des stratégies de générations de colonnes lors de
l'itération ¢ de GC. Considérons deux combinaisons différentes (k',c’) et (kK",c") €
Kzy au probleme (P"), ot |Sg¥| — [Sg*( Sy > 1588 — Sg N S| Une telle
stratégie pourrait étre d’appliquer PA¢2(CA¥§,§‘) avant P Ay, ( Az',/f;). Car, ces ensembles
sont probablement tels que P Ay, (GS%) > P Ay, (G

Algorithme 4.2 Description formelle de PA,, appliqué au graphe C’i”
PAy, (G, 10) = | P est calculé :

PE] 0
si vy - 2o ¢ V, alors
Terminer
sinon
| P (vo - o)| 1
pour tout (v, ;) € Vi \ {vg - o} effectuer
|PE“(uo - 35)] — 0

pour v; = v; ..., effectuer
pour tout v; - z; € V; effectuer
[P (v - z5)] =0 A
pour tout v; - z; € Vi tq. (v; - 25, v; - ;) € By et ¢;; < +o0 effectuer
| P (g - )| e [P (v - )| 4+ B (v - )]

pour tout v, -z, € Vk effectuer
[P = [P+ B (0n - )]
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4.3 Modification du graphe G) pour le probléeme
NSP2

Maintenant, nous allons décrire les modifications & apporter au graphe Gy =
(Vi, Ex) d’une infirmiére k € K pour la résolution du probleme NSP2, qui a été

présenté a la section 1.5.

Premiérement, rappelons en quoi consiste le graphe Gy pour le probleme NSP1.
Il modélise avec deux dimensions (jour de I'horizon et quart de travail) I'horizon
de planification. Chaque noeud v € Vj représente une affectation (d,t) € Dy, et
est en bijection avec la variable ag,q d’un horaire s € Si. Dans la modélisation du
probleme NSP2, la variable ajs4 a été remplacée par plusieurs variables agsqr afin
de déterminer dans laquelle des contraintes de quotas (Q), ou L € L, I'affectation
(d,t) aura un apport 10 Ftant donné que les variables ags47 sont en réalitées des
constantes de notre modele mathématique et des variables du probleme auxiliaire, il

est alors nécessaire de modifier le graphe Gy = (Vi, ) afin de définir ces variables.

Le nouveau graphe Gy = (V4, Ei) représente toujours I'horizon de planification,
mais avec 3 dimensions : jour de I'horizon, quart de travail et ensemble de compé-
tences. Chaque noeud v € V; est défini par v = (d,t, L), ou (d,t) € Dy, et L € L,
et est en bijection avec la variable agsgr, d'un horaire s € Si. En plus des conditions
décrites a la section 4.1.1.1 sur Pexistence d’un noeud v € Vi, un tel noeud est créé
si Uinfirmiére k a au moins une compétence qui lui permet d’avoir un apport, grace
a D'affectation (d,t), dans la contrainte de quotas (Qr) : Ax[() L # 0.

Les condition d’existences des arcs sont les mémes que pour le graphe du pro-
bleme NSP1. En effet, I'ajout d'une dimension pour les ensemnbles de compétences ne

perturbe pas la définition de 'ensemble d’arcs Ej.

10T 3 variable agsq:z, est définie & la section 1.5.3.
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Enfin, la figure 4.4 représente bien le graphe Gy = (Vi, Er,) d’une infirmiere k € K
pour le probleme NSP2. On peut remarquer qu'une affectation (d, t) € Dz, commune
& deux noeuds v’ et v” € V,, respectivement associés aux variables agsgrr et Ggsarr

(on L', L € Ly et L' # L"), n’a pas été dédoublée inutilement.

Finalement, les autres composantes du probleme auxiliaire, soit les algorithmes
PA, et PAg, et le graphe d’états ék, ne nécessitent aucune modification pour la
résolution du probleme NSP2. Pour ce qui est du graphe éi’j, les pré-traitements a

appliquer pour sa définition sont similaires & ceux décrits a la section 4.1.3.1.

dy, 1

Aty |

MR

Figure 4.4: Le graphe Gy, = (Vi, Ex) pour le probleme NSP2, ou ¢ = |Lg4| pour
(dvp) € DP'
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4.4 Alternative au concept RFRC

Nous montrerons au chapitre 5, lors de la présentation des résultats obtenus, que
I'utilisation du concept RFRC pour respecter simultanément toutes les contraintes
de branchement Ryan-Foster n’a pas porté fruit. En outre, nous allons conclure en
affirmant que D'application de branchement Ryan-Foster, jumelé avec ce concept,
n’est pas efficace & I'intérieur d’un algorithme de branch and price. Par conséquent,

il serait intéressant de trouver une alternative au concept RFRC.

Une approche possible consiste & incorporer le respect simultané de toutes les
contraintes de branchement Ryan-Foster & 'intérieur méme du probleme auxiliaire.
Ceci est possible par la modélisation du respect d’une contrainte (d;, t;,d;,t;) € C}!
a ’aide d’une nouvelle ressource r € R. La modélisation d'une telle ressource serait

simple.

Toutefois, I'inconvénient majeur résiderait dans I'obligation de rappliquer l'algo-
rithme P Ay, (Gy) & chaque fois qu'une regle de branchement est appliquée au noeud
u et pour une infirmiere k € K. Ceci, pour les deux nouveaux PLNE (P") et (P).
De plus, étant donné que chaque contrainte (d;,t;,d;,t;) € C; serait modélisée par
une ressource r € R, le nombre total de ses ressources (JR|) serait proportionnel a
la cardinalité |C}|. Ceci pourrait avoir la facheuse conséquence d’augmenter le temps
nécessaire au traitement de la phase PA, de fagon proportionnel au nombre de
contraintes de branchement Ryan-Foster. Tout de méme, un avantage & ne pas ou-
blier est que le nombre de valeurs possibles pour chacune de ces ressources serait

seulement de deux; une pour chacune des deux fagons de respecter la contrainte.
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CHAPITRE 5 : RESULTATS DE CALCUL

Cette section est entiérement consacrée a la présentation des résultats obtenus
par le programme Iris. Nous décrivons comment ce logiciel a été développé, les jeux
de données utilisés pour les tests et les résultats obtenus. En plus, nous analysons
ces résultats afin de comparer les différentes stratégies de I’algorithme de branch and

price.

5.1 Ressources informatiques utilisées

Le programme Iris a été développé et testé sur le systeme d’exploitation Red Hat
Linux. II a été implémenté avec le langage de programmation C++ et & l'aide du
compilateur egecs++. Nous pouvons voir ci-dessous quelques caractéristiques de la
machine sur laquelle nous avons faits tourné les tests :

— processeur Intel Pentium IV cadencé a 2.8 GHz,

— 1.5 Go de mémoire vive,

— gysteme d’exploitation Red Hat Linux 9.0.

Deux outils d’optimisation ont été utilisés afin de modéliser et résoudre le pro-
bléme de génération automatisée d’horaires d’infirmiéres (NSP1). Ces deux outils
sont Concert Technology version 1.0 [25] et Cplex version 7.0 [21], tous les deux

étant des produits de ILOG.

Concert Technology est une interface (API) au produit CPLEX, qui lui est I'implé-

mentation choisie de 'algorithme du Simplexe. Cet API permet de définir le modele



mathématique qui sera résolu par cet algorithme d’optimisation. Mais en plus, il offre
la possibilité d’apporter une ou plusieurs modifications & ce modele entre deux appels

successifs a 'algorithme du Simplexe. Les modifications possibles sont les suivantes :

— T'ajout et le retrait d’une ou plusieurs colonnes ou contraintes au modele,
— modification d’un ou plusieurs attributs propres a une colonne ou a une contrainte.
Par exemple, les attributs d’une variable sont son coefficient dans la fonction

objectif et ses bornes inférieure et supérieure.

5.2 Présentation des jeux de données

Maintenant, nous allons présenter les 3 jeux de données (ou fichier) utilisés pour
tester le programme Iris. Deux de ces jeux de données proviennent du “Centre Uni-
versitaire de Santé McGill” (CUSM) et le troisieme provient de I'urgence de I'hopital
Santa Gabrini, mais il s’applique aux médecins. Voici la provenance de ces fichiers :

— centre des naissances du CUSM,

— Purgence du CUSM,

— P'urgence de I’hopital Santa Gabrini (médecins).

Nous décrivons chacun de ces jeux de données a I’aide de deux tableaux. Le premier
tableau indique la taille de I’horizon, le nombre d’infirmiéres (ou de médecins) de
I'unité, le nombre de périodes et le nombre de quarts. Le deuxieme décrit de fagon
détaillée toutes les contraintes de quotas & respecter par 'unité considérée. Pour
avoir une description exacte du format d’un fichier d’entrée fourni au logiciel Iris,

nous référons le lecteur & Galinier, Jaumard et Labit [26].

Enfin, les résultats obtenus par Iris sur ces 3 jeux de données et 'analyse de chacun

de ces résultats seront présentés a la prochaine section.
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5.2.1 Données du centre des naissances

Ce premier fichier exploite presque toutes les possibilités de la définition des pro-
blemes qui sont acceptés par Iris. En effet, certaines périodes sont couvertes par plus
d’un quart, certains quart couvrent plus qu’une période, les contraintes de quotas
ont des déficits et des surplus non nuls, etc. Par contre, toutes ces contraintes sont

définies sur le méme ensemble de compétences (voir le tableau 5.2) .

Enfin, il est important de préciser que toutes les infirmieres du présent jeux de
données ne possedent ni préférence ni aversion. Nous verrons I'impact de ceci lors de
la présentation des résultats. De plus, la relation entre les quarts et les périodes de

cette unité est définie au tableau A.1.

Tableau 5.1: Données générales du centre des naissances.

Taille de 'horizon en semaines 6
Nombre d’infirmieres 41
Nombre de périodes 7
Nombre de quarts de travail 5
Nombre de contraintes de quotas | 49

5.2.2 Données de 'urgence

Ce jeux de données est le deuxieme du CUSM que nous présentons. Comme pour
le précédent, la taille de 'horizon, le nombre de quarts de travail et le nombre d’infir-

mieres représentent. de facon empirique la grandeur type des problemes auquels Iris a

L ¢, — £ correspond aux compétences £y, £, ..., 0.
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Tableau 5.2: Description des contraintes de quotas du centre des naissances.

Jour Période | Compétence | Quota cible | Déficit max. | Surplus max.
Lu. au Di. | p1,p2 0 — L 13 6 7
Lu. au Di. D3 l — b 3 2 2
Lu. au Di. | p4,ps l — b 3 2 3
Lu. au Di. g £ —fg 5 4 5
Lu. au Di. Pr 51 — 66 4 3 4

été utilisés afin de les résoudre. La relation entre les quarts et les périodes est définie

au tableau A.2.

Enfin, comparativent aux infirmiéres du centre des naissances, la plupart des in-

firmieres du présent jeux de données possedent de 20 a 30 préférences ou aversions.

Tableau 5.3: Données générales de l'urgence.

Taille de I'horizon en semaines 6
Nombre d’infirmieres 41
Nombre de périodes 7
Nombre de quarts de travail 4
Nombre de contraintes de quotas | 49

Tableau 5.4: Description des contraintes de quotas de 'urgence.
Jour Période | Compétence | Quota cible | Déficit max. | Surplus max.
Lu. au Di. | p1 — ps by — Ly 8 4 4
Lu. au Di. P7 52 — 85 4 3 5
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5.2.3 Données de I'urgence de Santa Gabrini (médecins)

Le présent jeux de données a été fourni par I'urgence de 'hopital Santa Gabrini
et il s’applique aux médecins de cette unité, contrairement aux deux précédents jeux
de données ou les employés considérés étaient des infirmieres. Toutefois, ce jeux de
données peut étre traité par Iris car il demeure dans les balises de la définition des

probléemes pouvant étre résolus par ce programme.

Nous montrons ci-dessous les principales particularités du présent jeux de données,
qui s’applique aux médecins, afin de bien comprendre les différences entre un tel jeux

de données et un jeux de données qui s’applique aux infirmieres.

1. Tous les quarts de travail couvrent une seule période et toutes les périodes
sont couvertes par un seul quart. En d’autres termes, la notion de période est

désuete.

2. Toutes les contraintes de quotas ont un quota cible de 1 et n’acceptent ni déficit

ni surplus.

3. Tous les médecins n’ont aucune préférence ni aversion.

Par cause des deux dernieres particularités mentionnées ci-haut, il est important
de noter au lecteur que tous les horaires généraux réalisables du présent probleme
ont tous une valeur identique de 0. Une autre différence entre ce jeux de données
et les précédents est la grandeur du probléme a résoudre. En effet, celui ci est de
grandeur empirique inférieure car il possede 17 médecins, soit moins de la moitié¢ du
nombre d’infirmieres des autres problemes, et la taille de ’horizon est de 4 semaines,

contrairement & 6 pour les autres problemes.

Nous pouvons voir au tableau 5.6 toutes les contraintes de quotas du présent jeux

de données. Il est important de préciser que les contraintes de quotas définies a tous



Taille de ’horizon en semaines

4

Nombre de médecins

17

Nombre de périodes

8

Nombre de quarts de travail

8

Nombre de contraintes de quotas

o6
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Tableau 5.5: Données générales du probleme de médecin.

Tableau 5.6: Description des contraintes de quotas du probleme de médecin.

Jour Période Compétence | Quota cible | Déf. max. | Surplus max.
Lu. au Di. | p1 — ps, p7, Ps £y, 4 1 0 0
Lu. au Ve. De £y, 4o 1 0 0
Sa. et Di. D £y, 0o 0 0 0

les samedi et & tous les dimanche de P'horizon et a la période pg n’apportent aucune

difficulté au probléme. Ceci est dii aux deux assignations interdites a tous les 17

médecins. En effet, ces deux contraintes, qui sont intrinseéques a tous les médecins et

qui sont définies & méme les données, portent sur tous les samedi et tous les dimanches

de '’horizon et sur 'unique quart de travail qui couvre la période ps. Par conséquent,

tous les horaires de tous les médecins n’auront aucune de ces deux assignations.

Finalement, apres avoir décrit les 3 jeux de données utilisés pour tester Iris, nous

allons maintenant montrer les résultats obtenus par ce programme et ’analyse que

nous avons faits sur ces résultats.
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5.3 Résultats et analyse

Au chapitre 2, nous avons présentés les deux parcours possibles de 'arbre de re-
cherche et, au chapitre 3, nous avons définis les deux regles de branchement qui
peuvent étre utilisées lors de ces deux algorithmes. Ces parcours sont le DFS et le
BSFS et ces deux méthodes de séparation sont le branchement binaire et le branche-

ment Ryan-Foster.

De plus, & la section 2.6.1, nous avons expliqués comment obtenir un arbre de re-
cherche exhaustif lorsque les deux méthodes de séparation sont permises, soit grace a
I’application d’un branchement binaire lorsqu’aucun branchement Ryan-Foster n’est
possible. Alors, nous obtenons les 4 versions décrites ci-dessous pour notre algorithme

de branch and price.
1. DFS-1 : parcours DFS avec ’application de branchements binaire seulement.
2. DFS-2 : parcours DFS avec I'application de branchements Ryan-Foster et de
branchements binaire.
3. BSFS-1 : parcours BSFS avec Papplication de branchements binaire seulement.

4. BSFS-2 : parcours BSFS avec 'application de branchements Ryan-Foster et de

branchements binaire.

Premiérement, pour chacun des 3 jeux de données présentés a la section précé-
dente, nous allons décrire les résultats que nous avons obtenus par I'une des 4 versions
de l'algorithme de branch and price énumérées ci-dessus. Aussi, nous allons donner
la ou les raisons pour lesquelles cette version de Iris a été choisie pour résoudre le

jeux de données considéré.

Ensuite, pour chacun des jeux de données, nous allons présenter les résultats ob-

tenus a 'aide de deux tableaux.
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Le premier tableau donne un apercu de I'arbre de recherche résultant de l'algo-

rithme de branch and price. Il est composé des données décrites ci-dessous.

1. Le nombre de noeuds

explorés (pour lesquels au moins un des deux fils a été défini et résolu),

coupés (voir les conditions décrites a la section 2.6.2),
— feuilles (pour lesquels la solution optimale est entiere) 2,

total.

2. Le nombre de branchements binaire appliqués (idem pour Ryan-Foster).

Le deuxieme tableau donne quelques informations sur la premiere solution trouvée
et quelques-unes des meilleures solutions trouvées durant 1’exécution du programme

Iris. Pour chaque solution, les informations suivantes sont données :
1. son ordre (premiere, deuxieme, etc.),
2. la profondeur et 'ordre du noeud ou elle a été trouvée,
3. le temps durant lequel elle a été trouvée,
4. sa valeur,
5. si elle est entiere (oui ou non),

6. si c’est une solution optimale (oui ou non).

De plus, nous donnons la valeur de la relaxation continue du noeud racine, notée
p ¥ 7
par 2%,. Rappelons que [2),] est une borne inférieure sur la valeur optimale du

probleme (voir la section 2.6.2).

Pour chaque exécution du programme Iris, un temps maximal de 8 heures est

imposé. Ce temps inclus le pré-traitement nécessaire a la construction des graphes

2A ne pas confondre avec la définition d’un noeud feuille de la section 2.6.1.
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G et a leur application a PAy, (Gy). Pour les 3 jeux de données, le temps requis
¢1 J 9 (1
pour ce pré-traitement est d’environ 8 minutes. Notons aussi que la profondeur et
I'ordre du noeud racine, noté par u?, sont tous les deux de valeur 0. De plus, précisons
bl b p b
qu’une solution qui n’est pas entiere est générée par la méthode d’arrondi (voir la

section 2.5.2).

5.3.1 Données du centre des naissances

Ce jeux de données a été utilisé afin de comparer les 4 versions DF'S-1, DFS-2,
BSFS-1 et BSFS-2 du programme Iris. Les meilleurs résultats ont été obtenus par
la version BSFS-1, qui est d’ailleurs la seule & avoir trouvé une solution de valeur
optimale et & avoir prouvé cette optimalité & l'intérieur du délai de 480 minutes (8
heures), soit en un temps total de 225 minutes. Au tableau 5.7, nous pouvons voir

pour chacune des 4 versions leur meilleure solution trouvée et leur temps total.

Tableau 5.7: Comparaison de la meilleure solution trouvée et du temps total de cha-
cune des 4 versions de Iris.

Version Meilleure solution trouvée temps
de Iris | temps valeur entiére optimale | total
DFS-1 303 186 oui non 480
DFS-2 3 211 non non 480
BSFS-1 | 225 176 oui oui 225
BSFS-2 | 461 181 non non 480

Maintenant, nous allons avancer deux hypotheses afin d’expliquer pourquoi la
version BSFS-1 prouve 'optimalité de la valeur 176 en seulement, 225 minutes alors
que les 3 autres versions n’ont trouvée aucune solution de cette valeur apres un

temps total de 480 minutes. Afin de nous aider dans cette démarche, nous donnons
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au tableau 5.8 quelques données sur les noeuds et les branchements de I'arbre de

recherche de chacune des 4 versions de Iris.

Tableau 5.8: Données des arbres obtenus par les 4 versions de Iris.

Version Nombre de noeuds Nombre de branchements
de Iris | explorés, coupés, feuilles, total. | binaire Ryan-Foster
DFS-1 1270 1165 11 2447 | 2396 -

DFS-2 167 36 0 204 0 203
BSFS-1 589 580 10 1179 | 1168 -
BSFS-2 154 0 0 308 0 307

Premiérement, il est intéressant d’observer que le nombre total de noeuds de I'arbre
de recherche de chacune des deux versions DFS-2 et BSFS-2 est de beaucoup inférieur
au nombre total de noeuds de arbre des deux versions DFS-1 et BSFS-1. De plus,
ces deux premieres versions n’ont atteint aucun noeud feuille. Ceci est certainement
causé par le nombre de combinaison (k, c) € Kz qui est nécessaire de traiter lors de
la génération de colonnes C R~ hors bases et qui est égal a IICI;;I lorsque 1'algorithme
GCy prouve optimalité de la valeur courante 21 voir la section 2.3.2.3. De plus,
rappelons au lecteur que le nombre de combinaisons propres a une infirmiere £ € K
et possibles au noeud u est égal a |Z}| et croit de fagon exponentielle selon |C}|, qui
est le nombre de contraintes de branchement Ryan-Foster définies pour cette méme

paire d’infirmiere et de noeud.

Par conséquent, pour les deux versions DFS-2 et BSFS-2 qui n’ont utilisé que des
branchements Ryan-Foster, la relaxation continue (R") de chaque noeud u de I'arbre
de recherche requiert plus de temps CPU par cause du nombre total de combinaisons
qui croit exponentiellemnent selon les cardinalités |Cy| des infirmicres b € K. 11 cst
donc normal de conclure que notre algorithme de branch and price est plus efficace

lorsqu’il n’applique que des branchements binaires.
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Ensuite, la comparaison des résultats obtenus par les deux versions DFS-1 et
BSFS-1, qui n’ont utilisé que des branchements binaires, montre clairement que le
parcours BSFS est plus efficace que le parcours DFS. Alors, on peut conclure que
dans le parcours BSFS le temps CPU requis pour déterminer lequel des deux fils est le

plus prometteur a été profitable pour la recherche d'une solution de valeur optimale.

Aussi, il est important de préciser que la valeur optimale 27, de la relaxation
continue (R"O) est égale & 175.5. Rappelons au lecteur que [2},] = 176 est une
borne inférieure sur la valeur optimale de notre probleme. C’est d’ailleurs grace a
I'utilisation de cette valeur que la version BSFS-1 de l'algorithme de branch and

price conclu de facon immédiate que la solution de valeur 176 est optimale.

Finalement, nous pouvons voir au tableau 5.9 une description de la premiére et des
4 dernieres solutions trouvées par la version BSFS-1 de l'algorithme de branch and
price pour le présent jeux de données. Il est intéressant d’observer que seulement 84
minutes ont suffi pour trouver une solution de valeur 177 alors que 225 minutes ont
été nécessaires pour atteindre une solution de valeur optimale 176, soit une différence
de 141 minutes. Aussi, I'arbre de recherche obtenu par la version BSFS-1 est donné

a la figure B.2.

5.3.2 Données de I'urgence

Comme le précédent jeux de données, celui de 'urgence a été testé par les 4
versions DF'S-1, DFS-2, BSFS-1 et BSFS-2 du programme Iris. Par contre, contrai-
rement au jeux de données du centre des naissances, toutes ces versions ont obtenu

des résultats relativement semblable & l'intérieur d’'un délai de 480 minutes (28800
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Tableau 5.9: La premiere et les 4 dernieres solutions obtenues par la version BSFS-1

de Iris.
Ordre de Noeud Temps Valeur | Entiere | Optimale
la solution | Prof. Ordre | requis (min.)

1 0 0 4 248 non non
16 112 241 10 180 oui non
17 97 413 56 179 oui non
18 107 o989 84 177 oui non
19 108 1061 225 176 oui oui

sec.). De fagon plus précise, aucune de ces versions n’a trouvé une solution de valeur
optimale, toutes les solutions qu’elles ont générées ont été trouvées par la méthode
d’arrondi, qui rappelons le releve du hasard, et leur meilleure solution sont toutes de

valeur relativement proche.

Par conséquent, nous avons choisi de fagon arbitraire de comparer les données de
I’arbre de recherche obtenu par la version BSFS-1 de Iris, voir le tableau 5.10, avec
celui obtenu par la méme version mais sur le jeux de données du centre des naissances,
voir le tableau 5.8. Nous pouvons remarquer que le nombre total de noeuds créés et
résolus (et le temps total) par la version BSFS-1 sur les jeux de données du centre
des naissances et de 'urgence sont respectivement égale & 1179 (en 13 500 sec.) et 49
(en 28 000 sec.). En d’autres termes, les temps moyens nécessaires pour la résolution
d’une relaxation continue (R") & un noeud u pour ces deux jeux de données sont

respectivement égale a 11 et 587 secondes.

Alors, la question qui se pose & nos yeux est “pourquot les relaxations continues
du jeuxr de données de l'urgence sont-elles plus difficiles a résoudre que celles du

jeux de données du centre des naissances ?”. Pour répondre a cette question, nous
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Tableau 5.10: Données de I'arbre obtenu par la version BSFS-1 de Iris.

Nombre de noeuds Nombre de branchements | 2%,
explorés, coupés, feuilles, total. | binaire Ryan-Foster
24 0 0 49 48 - 2677

devons faire un retour sur le contenu de ces deux jeux de données afin de présenter
la différence décrite ci-dessous.
~ Pour le centre des naissances, toutes les infirmieres ne possedent ni préférence
ni aversion.
— Pour T'urgence, presqﬁe toutes les infirmieres ont de 20 a 30 préférences ou

aversions.

Grace a cette différence majeure entre les deux jeux de données, on peut alors
se permettre d’affirmer ’hypothese suivante concernant une infirmiere k) de 'unité
d'urgence en comparaison avec une infirmiere ko du centre des naissances : propor-
tionnellement au nombre d’horaires réalisables pour les infirmieres k; et ko, qui sont
respectivement représentés par les cardinalités | Sy, | et |Sk,|, Uinfirmiere &y devrait
avoir un plus grand nombre de paires d’horaires de poids identiques que Pinfirmiere

ky.

Ensuite, considérons les relaxations continues (R*) du noeud u et (R") du noeud
v, oul u est le noeud pere de v et k € K est l'infirmiere du branchement appliqué au
noeud u. De plus, rappelons que cette méthode de séparation consiste a retirer un
sous-ensemble de variables appartenant a l'infirmiere k de la solution optimale z7 du
probleme (R"). Alors, si le jeux de données considéré est celui du centre des nais-
sances, peu d’itérations de la méthode de génération de colonnes scront nécessaires
afin de trouver des variables C'R™ hors base qui vont remplacer celles précédemment

retirées, car les variables de 'infirmiére k ont des poids similaires et elles sont donc
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facilement remplacables. Par contre, si le jeux de données est celui de I'urgence, la
situation inverse se produit étant donné la disparité du poids des horaires. Enfin,
ceci explique pourquoi la résolution d’une relaxation continue du jeux de données du
centre des naissances requiert moins de temps CPU que la résolution d'une relaxation

continue du jeux de données de 'urgence.

Finalement, nous pouvons voir au tableau 5.11 toutes les solutions obtenues par
la version BSF'S-1 de Iris appliquées aux jeux de données de 'urgence. Remarquons
qu’aucune de ces 5 solutions n’est entiere et que leur valeur est tres loin de la borne

inférieure 2}, = 2677. L’arbre de recherche associé a ces résultats est donné a la figure

B.1.

Tableau 5.11: Solutions obtenues par la version BSFS-1 de Iris.

Ordre de Noeud Temps Valeur | Entiere | Optimale
la solution | Prof. Ordre | requis (min.)
1 0 51 10370 non non
2 1 82 9531 non non
3 3 100 9149 non non
4 4 110 6645 non non
5 11 21 257 6640 non non

5.3.3 Données pour le probleme des médecins

Les derniers résultats présentés dans ce mémoire sont ceux obtenus sur le jeu de
données des médecins de 'urgence de I’hopital Santa Gabrini. De tous les problemes
auquel Iris a été confronté, le présent probleme a été celui pour lequel ce programme

a eu le plus de difficulté a trouver une premiere solution.



Premiérement, nous avons vu lors de la description du présent jeu de données que
toutes ses solutions sont de valeur identiques. D’ailleurs, cette particularité propre
a ce probleme aide & sa résolution. En effet, étant donné que la valeur optimale
2% de la relaxation continue (R“O) et la valeur de toutes les solutions sont égales
& 0, le probléme est résolu dés qu'une premieére solution est trouvée car clle est
obligatoirement de valeur optimale. De plus, notons que la valeur optimale z; des

relaxations continues (R") sont aussi de valeur optimale égale a 0.

Deuxiemement, ’application de la méthode d’arrondi, qui tente de trouver un
horaire général réalisable en choisissant au hasard un horaire par infirmiere, n’a été
d’aucun apport pour le présent jeux de données. Ceci est di aux contraintes de
quotas qui n’acceptent ni déficit ni surplus et qui doivent donc étre satisfaites avec

une précision extréme.

Ainsi, I'unique parcours testé est le DFS car le choix du meilleur des deux fils lors
du BSF'S est inutile étant donné qu’ils sont tous les deux de valeur optimale identique.
Enfin, le choix entre les deux versions DFS-1 et DF'S-2 s’est portée sur la premiere. La
motivation est que I'application seule de branchement binaire permet d’obtenir plus
d’une contrainte de branchement grace aux déductions logiques décrites a la section
3.2.3. En outre, ceci est vrai pour toutes les applications d’'un branchement binaire
a tous les noeuds de ’arbre de recherche étant donné que toutes les contraintes de

quotas ont une cible de 1 et n’acceptent ni déficit ni surplus.

Rappelons que dans la méthode de génération de colonnes en deux phases, la phase

GOy, a Vobjectif de fournir unc premiére solution réalisable a la relaxation continuc

RY). Toutefois, pour le présent jeu de données, cette solution est non seulement
7 p ?

réalisable & ce probléme mais elle est aussi une solution de valeur optimale 2} = 0.
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Tableau 5.12: Données de Parbre obtenu par la version DSF-1 de Iris.

Avec déductions Nombre de noeuds
logiques explorés, coupés, feuilles, total.
oui 57 0 1 58
non 70 0 1 71

Tableau 5.13: Solutions obtenues par la version DFS-1 de Iris.

Avec déductions Noeud Temps Entiere
logiques Prof. Ordre | requis (min.)
oul 57 57 346 oui
non 70 70 486 oui

Par conséquent, pour toutes les relaxations continues de ’arbre de recherche, aucune

application de la phase GCy, n’est nécessaire a leur résolution.

Finalement, nous pouvons voir aux tableaux 5.12 et 5.13 des statistiques sur 'arbre
de recherche et les solutions obtenues par la version DFS-1 de Iris. Nous montrons
ces données pour le cas ou les déductions logiques ont été appliquées et le cas ou au-
cune déduction n’a été utilisée. Nous pouvons voir 'apport significatif des déductions

logiques dans la version DFS-1.




147

CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons proposé un algorithme de branch and price pour la
résolution du probléme de confection d’horaires d’infirmieres (NSP). Les contribu-

tions de ce mémoire sur le projet Iris peuvent se classer en trois catégories.

Premieérement, lorsqu’on applique un algorithme pour résoudre un probléme donné,
il est important de montrer la maitrise totale de cet algorithme et de ses différentes
composantes et de faire ressortir toutes les subtilités émergeant de I'interaction entre
celles-ci. C’est pourquoi nous avons décrit de fagon aussi détaillée et approfondie
'algorithme de branch and price et l'interaction entre ses éléments : la méthode de
génération de colonnes et celles du pricing avec la phase 2 du probleme auxiliaire,
les deux reégles de branchement disjointes et completes qui définissent soit une sé-
paration en base ou & demi en base, le branchement Ryan-Foster et le branchement
binaire donnant naissance au nouveau concept RFRC, etc. Autrement dit, apres que
le lecteur réfléchi ai lu cette description de notre algorithme (chapitre 2), il pourra

conclure par lui méme que notre méthode et le programme Iris sont exactes.

Deuxiémement, nous avons aussi étudié 'application des deux méthodes de sépa-
ration : branchement Ryan-Foster et branchement binaire. Nous avons tout d’abord
montré comment il est possible d’améliorer I'efficacité de branchement binaire par
lapplication de déductions logiques et nous avons montré 'apport de cette améliora-
tion sur le temps CPU du programme Iris. Aussi, le concept RFRC a été défini pour
la premicre fois en plus de l'algorithme nécessaire a son application. Toutefois, nous
avons obtenu des résultats trés peu encourageants pour 'application de ce concept.

En effet, nous avons conclu que Papplication de branchements binaires seule est plus
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efficace que I'application des deux branchements (binaire et Ryan-Foster) lorsque le

concept RFRC est utilisé.

Enfin, le dernier apport théorique est celui du développement de I'algorithme qui
calcule le nombre d’horaires réalisables pour une infirmiére donnée (PAy,). Cette
contribution n’est certainement pas négligeable étant donné P'aspect combinatoire
du NSP. En outre, nous avons donné quelques pistes & suivre pour une exploitation

constructive de cet algorithme dans le branch and price.

Finalement, les temps de calcul nécessaires a Iris pour prouver 'optimalité d’une
solution ou pour trouver une premiére solution réalisable sont relativement grands.
De plus, d’autres méthodes trouvent une premiere solution en un temps grandement
inférieur & celui requis par Iris. Il ne suffit que de mentionner la méthode de Bourdais
[27] qui est une méthode basée sur la programmation par contraintes et qui trouve
généralement plusieurs solutions en moins de 100 secondes. Evidemment, Iris ne sera
jamais aussi performant par cause du pré-traitement nécessaire a la construction
des graphes et & leur application & la phase 1. Toutefois, il est possible d’améliorer
Iris, tant pour 1'aspect de la preuve de I'optimalité d’une solution que pour trouver la
premiere. Nous décrivons ci-dessous les améliorations possibles pour le développement

du projet Iris dans un avenir rapproché.

1. Etudier la possibilité d’intégrer les contraintes de branchement Ryan-Foster
dans le probléeme auxiliaire, sans toutefois devoir ré-appliquer la phase 1, afin

d’éliminer le concept RFRC.

2. Développer des stratégies de séparation pour le branchement Ryan-Foster et le

branchement binaire.

3. Améliorer la stratégie du branchement prématuré.
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4. Améliorer la méthode d’arrondi afin d’obtenir une premiere solution le plus
rapidement possible et en considérant la meilleure solution actuellement connue

(borne supérieure).
5. Développer des stratégies de génération de colonnes a l'aide de PA,,.

6. Utiliser PAg, pour déterminer s'il est possible et avantageux d’énumérer expli-

citement tous les horaires réalisables d’une infirmiere donnée.
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RELATION ENTRE LES QUARTS

ET LES PERIODES DES FICHIERS DU CUSM

»

ANNEXE A
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Figure A.1: Relation entre les quarts et les périodes du centre des naissances.
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Figure A.2: Relation entre les quarts et les périodes de I'urgence.
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ANNEXE B : ARBRES DE RECHERCHE
OBTENUS PAR IRIS

Figure B.1: Arbre obtenu par 'application de la version BSFS-1 de Iris aux
données de 'urgence du CUSM.



Figure B.2: Arbre obtenu par 'application de la version
données du centre des naissances du CUSM.

BSFS-1 de Iris aux




