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RESUME

L’objet de la recherche est le calcul d’une surface NURBS (Non-Uniform Ratio-
nal B-Spline) S(u,v) qui passe par des courbes de section NURBS C(u) tout en
étant la plus réguliére (lisse, monotone) possible, la plus compacte possible en terme
d’espace mémoire et idéalement dont la paramétrisation est par abscisse curviligne,
¢’est-a-dire dont la grandeur des dérivées est la plus constante possible. Les courbes,
telles que spécifiées par les concepteurs de General Electric, décrivent partiellement
la forme d’un composant de turbine hydraulique, dont la surface compléte doit étre
calculée. Ces courbes sont représentées par des NURBS de degré 2 et par morceaux,
4 la jonction desquels les courbes sont C°/G? ou C%/G* continues (ces jonctions sont
appelées points de brisure). Avec les approches classiques d’interpolation, chacun
des points de brisure des courbes résulte sur la surface en une ligne de discontinuite
de continuité C° le long de laquelle la surface oscille (une ligne de discontinuité cor-
respond 2 la jonction entre deux morceaux de surface). Pour résoudre ce probléme,
le concept de contrainte est introduit. Une contrainte fait en sorte que les points
de brisure ’correspondants’ se retrouvent dans la méme ligne de discontinuité, qui
correspond 4 une caractéristique de la surface reflétant I'intention du concepteur.
L’algorithme qui calcule ces contraintes et qui les incorpore dans I'interpolation est
expliqué en détail. Comparativement & 'algorithme classique d’interpolation, I'al-
gorithme proposé améliore la forme des surfaces et réduit leur taille d’un facteur 10
environ, mais dégrade la parameétrisation. Egalement, une variante des approches
les plus répandues pour choisir les paramétres d’interpolation (uniforme, longueur
d’arc, centripéte) est proposée et testée. Les paramétres d’interpolation sont choisis
en fonction du logarithme de la distance moyenne entre les courbes, ce qui tend &
produire des surfaces légérement plus réguliéres dans la direction de I'interpolation

pour Papplication industrielle.
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ABSTRACT

The main goal of this research project is to compute a Non-Uniform Rational B-
Spline (NURBS) surface S(u,v) that interpolates NURBS curves C'(u) and that
is as smooth as possible, as compact as possible in terms of memory, and whose
parameterization is ideally in terms of arc length, i.e. the derivatives are constant in
magnitude. The curves, designed at General Electric, partially describe an hydrau-
lic turbine component whose complete surface must be computed. These curves
are represented by piecewise planar NURBS curves of degree 2 containing CY/G°
or C°/G' continuous breaking points, at the jonction of curves segments. With
classical skinning approaches, each curve breaking point causes a surface crease -
the line along the junction of two surface patches - of C° continuity. This results in
surfaces that oscillate in the area of the original curve’s breaking points. To address
this problem, the concept of constraint is introduced. A constraint groups breaking
points from different curves into one crease, which then corresponds to a feature
in the surface and reflects the designer’s intent. The algorithm that computes the
constraints and incorporates them in the skinning process is detailed, and its re-
sults are compared with those of classical skinning algorithm on a set of industrial
test cases. The proposed algorithm improves resulting surface shape and reduces
the number of surface control points by a factor 10, but at the expense of overall
surface parameterization quality. Also, the thesis suggests choosing interpolation
parameters by a logarithmic function of distance between data points - the average
distance between curves in the case of skinning. This variant of the more common
methods, uniform, arc length, and centripetal, produces slightly smoother surfaces

for the current industrial application.
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INTRODUCTION

0.1 Contexte industriel

Le projet décrit dans ce mémoire découle d’abord d'une problématique industrielle
rencontrée par General Electric Hydro. Cette division de General Electric (GE)
congoit, fabrique et vend des turbines hydrauliques pour des projets hydroélec-
triques & travers le monde. Etant donné le cofit de réalisation de ces projets et la
durée de vie des installations, la performance des turbines est cruciale. Pour chaque
projet, un design unique est développé en fonction de paramétres spécifiques tels
que la hauteur de chute, le débit, le mode d’opération prévu quant au débit, qui
peut étre constant ou varier selon la demande & Vintérieur d’une plage prédéter-
minée. Le processus de conception des turbines est itératif : un premier design est
produit, sa performance est évaluée, le design est modifié en conséquence, et ainsi
de suite. Deux paramétres sont importants pour GE dans ce processus : la perfor-
mance finale atteinte et les ressources (temps et argent) requises pour y parvenir.
11 existe deux fagons de faire pour prédire la performance d’une turbine 4 partir de
son design fait sur ordinateur. La premiére consiste & construire un modéle réduit
de la turbine et A procéder & des essais en laboratoire. Le principal désavantage
est le temps nécessaire & la construction du prototype et aux tests eux-mémes.
La seconde approche consiste & simuler le fonctionnement de la turbine sur or-
dinateur, ¢’est-a-dire & calculer 'écoulement de 'eau dans la turbine. GE utilise
actuellement les simulations numériques dans le processus itératif de conception,
plus rapides mais potentiellement moins fiables, et les essais en laboratoire pour

valider le design final avant de passer & sa réalisation physique.

Le processus de simulation numérique, utilisé dans plusieurs domaines d’application



en ingénierie, comprend au moins des étapes de modélisation, de discrétisation, de
résolution des équations ainsi déterminées et d’analyse des résultats. Pour simuler
Pécoulement de P'eau dans les turbines, il faut d’abord un modéle du comportement
de I'eau (équations de Navier-Stokes décrivant la physique d’un fluide) et un modéle
de la géométrie de la turbine. Ensuite, pour étre capable d’écrire les équations pour
une géométrie particuliére, il faut décomposer le volume complexe décrit par le
modéle géométrique en une série de volumes de forme plus simple, habituellement
tétraédrique ou hexaédrique en trois dimensions, appelés éléments ou mailles. 11
s’agit d’obtenir un modéle géométrique discret & partir du modéle géométrique
potentiellement continu; ce processus est appelé discrétisation ou génération de
maillage. Les équations peuvent alors étre écrites pour chague élément du maillage,
4 'aide de la méthode des volumes finis par exemple. Ces équations sont assemblées
en un seul systéme d’équations qui est résolu 4 Vaide, par exemple, d’une méthode
numérique itérative. Une solution est alors obtenue, définie sur chacun des éléments
du maillage par des données sur entre autre la vitesse et la pression du fluide. Le
processus peut étre plus élaboré et comprendre une rétroaction vers le maillage, qui
est utilisé pour calculer et représenter la solution. Un peu de la méme fagon que la
discrétisation d’une surface continue représente celle-ci plus ou moins précisément,
une solution représentée sur un maillage peut étre de fagon plus ou moins précise.
L’erreur faite en calculant la solution numérique, par rapport 4 la solution exacte,
dépend fortement de cette erreur de représentation. Un processus appelé adaptation
de maillage peut donc &tre utilisé pour ajuster le maillage en fonction de la solution
et de la géométrie particuliéres au probléme, dans le but de réduire Perreur sur la
solution et d’améliorer la fiabilité de la simulation numérique. La derniére étape
du processus de simulation numérique consiste & analyser la masse d’information
que constituent les résultats. A chacune des étapes du processus de simulation

numérique correspond un ou plusieurs domaines de recherche actifs.



General Electric fait affaire depuis plusieurs années avec I'Ecole Polytechnique de
Montréal pour le développement de logiciels spécifiques pour la modélisation géo-
métrique, la génération de maillage, 'adaptation de maillage et pour 'analyse des
résultats, et utilise des logiciels commerciaux pour la résolution des équations.
Par rapport aux logiciels commerciaux disponibles, le développement de ces outils
vise 4 automatiser ces étapes du processus de simulation numérique et 4 amélio-
rer la fiabilité et la précision des calculs de prédiction de performance. Ce travail
de recherche et développement est actuellement structuré sous la forme d’un pro-
jet nommé GMATH, pour Géométrie, Maillage et Adaptation pour les Turbines
Hydrauliques, financé par GE et le CRSNG, le Conseil de Recherche en Sciences
Naturelles et Génie du Canada. Le projet GMATH d’une durée de trois ans est
réalisé au CERCA, le CEntre de Recherche en Calcul Appliqué affilié 4 Polytech-
nique entre autre, par une douzaine d’étudiants et de professionnels de recherche
sous la direction de Francois Guibault. Ce projet fourni a ’Ecole Polytechnique un

cadre pour effectuer de la recherche sur ces technologies.

Le projet de maitrise décrit dans ce mémoire origine d’un besoin spécifique exprimé
par GE dans le cadre du projet GMATH pour la construction d'un modéle géo-
métrique de la coquille extérieure d'un composant hydraulique nommé diffuseur, &
partir de son design partiel sur ordinateur. Le diffuseur est une sorte de tube qui
recueille P'eau A la sortie de la turbine hydraulique dans lequel se trouvent, dans
certains cas, des obstacles internes. Le diffuseur est important pour la performance
de la turbine car il est congu de fagon & ralentir 'eau de sorte que Iénergie de
mouvement de Peaun soit dépensée dans la turbine elle-méme et non perdue 4 la
sortie de ce composant, sous forme de tourbillon. La conception de la coquille ex-
térieure du diffuseur revient a concevoir la surface courbe du tube, puisque c’est
ce qui caractérise sa forme. Les concepteurs de GE ne spécifient pas la surface

compléte cependant ; ils spécifient plutdt une série de courbes de section, c’est-a-



dire des coupes du tube. Cefte technique est assez répandue pour la conception
de composants mécaniques, puisqu’il est plus simple et plus rapide pour le concep-
teur de procéder aingi. Une surface peut ensuite étre construite & partir de cette
information. Pour ce faire, GE utilise depuis plusieurs années un logiciel nommé TU
qui a également été développé & I'Ecole Polytechnique de Montréal. Cependant, ce
logiciel peut produire des surfaces présentant des oscillations indésirables. De plus,
le modéle géométrique final est approximatif et lourd & stocker et & manipuler. Ce
dernier point n’est pas A négliger étant donné les opérations subséquentes faites sur
le modéle : ajout des obstacles internes, qui implique des calculs d’intersections avec
celui-ci, discrétisation et adaptation de maillage. C’est donc occasion de définir
un projet de recherche consistant essentiellement & calculer cette surface & partir

des courbes de section, de fagon & :

— Construire un modéle géométrique du diffuseur, dont les surfaces passent exac-
tement par les courbes de section, contrairement aux surfaces polygonales pro-
duites par TU, et qui sont plus réguliéres que celles produites par TU, dans le but
de rapprocher le calcul de la performance des résultats expérimentaux;

- Construire un modéle géométrique plus compact en espace mémoire que celui

construit par TU, dans le but d’accélérer les calculs subséquents.

Concrétement, la recherche se fait donc dans le cadre du développement d’un lo-
giciel nommé dta2pie gui doit construire un modéle solide complet de la coquille
du diffuseur par la représentation des frontiéres (Boundary Representation) basé
sur les courbes et surfaces NURBS & partir d’une description donnée des courbes
de section. Le programme est écrit en C++, ainsi que les deux librairies déve-
loppées & Polytechnique sur lequel il est basé : Pirate qui permet de représenter
et manipuler les entités nécessaires aux simulations numériques (principalement

des modéles géométriques, des maillages et des solutions) ainsi que opgeom, une



librairie d’opérations géométriques.

0.2 Problématique technologique

L’objet de la recherche est le calcul d’une surface NURBS S(u,v) {(Non-Uniform
Rational B-Spline) qui passe par les courbes de section NURBS C/(u) tout en étant
la plus réguliére (lisse, monotone) possible, la plus compacte possible en terme
d’espace mémoire et idéalement dont la paramétrisation est par abscisse curvi-
ligne, ¢’est-a-dire dont la grandeur des dérivées est la plus constante possible. Une
courbe NURBS est une courbe paramétrique définie par C(u) = Z—gﬂ%
olt P, est un point de contrdle dans 'espace, multiplié par le poids w; et par une
fonction de base N;,(u). Chacune des fonction de base est un polynéme de degré
p qui est défini & partir d’un vecteur nodal U = {uq, ..., %;, ..., Unipta t. Chacune
des N;,(u) est non nulle seulement sur p -+ 1 intervalles nodaux, entre les noeuds
Ui et Uiypr1. De la méme facon, une surface NURBS est une surface paramétrique

N M 7
afini =1 Dt Ve,p (W) N o (W)ws 1 Qg . A
finie comme S{u = k=i s Nep(Wlig ¥R ave in ntrol
définie (u,v) S N ¢ les points de contréle

Qk,, leur points associés wyy, les vecteurs nodaux U = {u1,..., U, ..., UN4pt1}
et V = {1, .., v, .., Unryqi1} déterminant les deux familles de fonctions de base
Vk = 1.N Ngy(u) et VI = 1.M N, 4(v) de degrés p et ¢ respectivement. Le
probléme d’interpolation de courbes NURBS - calcul d’une surface passant par
ces courbes - est résolu en deux étapes. D’abord, les courbes Vj = 1.m Cj(u)
doivent &tre rendues compatibles, c’est-a-dire &tre toutes définies avec le méme
degré p, le méme nombre de points de contréle N et le méme vecteur nodal
U = {u1, ..., Uk, ..., Untps1}. Ainsi, la surface pourra passer exactement par les
courbes en prenant dans la direction paramétrique v le méme degré, vecteur nodal
et des points de controle et des poids appropriés. Ensuite, étant donné un degré g,

un vecteur nodal V', et des paramétres d’interpolation 7;, les points de contréle et



les poids peuvent étre calculés en résolvant N systémes d’équations linéaires pro-
venant des équations Vj = 1..m S(u, ;) = C;(u). D’autres équations peuvent étre
ajoutées, pour spécifier par exemple les dérivées désirées aux extrémités. A noter
que des choix arbitraires doivent &tre faits dans ce processus, en particulier ceux
des paramétres d’interpolation et du vecteur nodal, et que cela influence le résul-
tat final. Plusieurs méthodes existent par exemple pour le choix des paramétres
d’interpolation, et bien qu’elles donnent généralement des résultats satisfaisants a

Poeil, elles ne sont pas complétement robustes.

Dans le contexte du besoin exprimé par GE, les courbes 4 interpoler comportent
des discontinuités de courbure, et méme de tangence dans certains cas. Ces courbes
sont formées de segments indépendants, concaténés de facon tangente dans la ma-
jorité des cas. Elles sont représentées exactement par des courbes NURBS de degré
p = 2 comportant des noeuds de multiplicité p = 2, ce qui brise les courbes en
morceaux indépendants se joignant aux points de discontinuité. Les méthodes ‘clas-
siques’ d’interpolation rendent lés courbes compatibles en incluant dans le vecteur
nodal commun tous les noeuds de toutes les courbes. Ce vecteur comporte donc
un nombre important de noeuds doubles. Une fois la surface calculée, chacun de
ces noeuds doubles correspond & une ligne de discontinuité a travers laquelle la
dérivée n’est pas continue. Ces lignes sont alors définies arbitrairement par un al-
gorithme général, sans égard 4 Papplication en cause ni 4 Pintention du concepteur.
De plus, les surfaces ainsi calculées présentent des ondulations indésirables autour
des points de discontinuité initiaux. La premiére idée importante développée dans
ce travail de recherche est que les points de discontinuité ’correspondants’ dans les
courbes doivent appartenir 4 une méme ligne de discontinuité dans la surface finale,
c’est-a-dire que leurs noeuds correspondants soient tous fusionnés en un seul noeud
dans les courbes compatibles et dans la surface finale. Cette idée de forcer des

noeuds i la méme valeur est nommeée 'contrainte’ dans le reste de ce document. Un



algorithme développé calcule automatiquement les contraintes. L’algorithme doit
également insérer d’autres noeuds, avec leurs points de contrdle correspondants,
dans les courbes qui en contiennent moins pour les rendre compatibles. L’autre
idée importante de cet algorithme qui rend les courbes compatibles est qu’il faut
insérer avec soin ces points, appelés 'points libres’ dans le présent document. En
particulier, il faut les placer de fagon & ce que la ligne de discontinuité correspon-
dante dans la surface finale soit lisse. La portion de l'algorithme développé qui
calcule 'emplacement de ces points est appelé 'lissage parabolique’ en raison du
placement des points le long d’une parabole. Ensuite, troisiéme idée importante,
une méthode pour le choix des paramétres d’interpolation basée sur une fonction
logarithmique est utilisée et comparée aux autres méthodes courantes. Finalement,
une méthode simple pour choisir automatiquement la grandeur des dérivées spéci-
fiées aux extrémités, qui vise 4 obtenir une paramétrisation par abscisse curviligne,

est développée et testée.

0.3 Hypothéses de recherche

Ce travail de recherche vise & développer des algorithmes d’interpolation de courbes
NURBS par une surface qui soient aussi génériques que possible, tout en répon-
dant aux besoins exprimés par GE pour la construction de modéles géométriques de
diffuseurs, ot les courbes de section sont des courbes NURBS brisées, c’est-a-dire
constituées de morceaux se connectant de fagon non dérivable. La vue adoptée dans
ce travail est que les courbes et surfaces NURBS, définies par une expression ma-
thématique, sont caractérisées par leur forme, leur paramétrisation, et leur écriture
mathématique. La paramétrisation est la transformation de Pespace paramétrique
vers la forme en question, alors que 'écriture mathématique référe 4 la fagon dont

Pexpression mathématique définissant une courbe ou une surface est écrite, parmi



Pinfinité possible. L’objectif principal est d’obtenir des surfaces de qualité, c’est-
a-dire dont les trois caractéristiques énoncées sont de qualité : surfaces dont la
forme est la plus réguliére possible (lisse, monotone), dont la paramétrisation est
idéalement par abscisse curviligne et surfaces représentés de fagon la plus compacte
possible, c¢’est-i-dire avec le moins d’espace mémoire possible. Les principales hy-

pothéses de recherche & la base du travail entrepris & cet égard sont les suivantes :

1. La représentation de la surface du diffuseur est plus compacte en terme de
mémoire en utilisant les NURBS et la méthode d’interpolation développée
basée sur les confraintes que la représentation polygonale produite avec le
logiciel TU;

2. La facon de rendre les courbes compatibles en vue de leur interpolation par
une surface influence le résultat obtenu; en particulier, les contraintes amé-
liorent la forme de la surface et réduisent I’espace mémoire nécessaire pour la

représenter, alors que le 'lissage parabolique’ rend la surface plus réguliére;

3. La fagon de calculer la surface qui passe par les courbes compatibles influence
également le résultat final; en particulier, la méthode d’interpolation dite
logarithmique améliore la forme de la surface, tout comme la spécification de

dérivées d’orientation et grandeur appropriées aux extrémités.

Pour infirmer ou confirmer les hypothéses, celles-ci sont testées systématiquement
sur 25 géométries industrielles provenant de GE avec les critéres mentionnés dans
ce qui suit. L’espace mémoire occupé est mesuré approximativement, de fagon plus
commode, par le nombre de points de contrdle fois le nombre de coordonnées. Pour
évaluer la qualité de la forme et/ou de la paramétrisation des surfaces calculées,
les critéres retenus sont la courbure gaussienne, la moyenne des angles au carré
sur la grille de points de controle, les continuités paramétrique et géométrique,

auxquelles s’ajoutent des méthodes visuelles : la visualisation des surfaces, de leur



grille de points de contréle, des lignes de discontinuité, c’est-a-dire des courbes
isoparamétrigques délimitant les difféerents morceaux de surfaces, et finalement de

courbure le long de courbes isoparamétriques.

0.4 Suite du document

La suite du mémoire est structurée comme suit : le chapitre 1 présente la revue de
la littérature, le chapitre 2 détaille la méthodologie suivie, le chapitre 3 présente les
résultats et leur analyse, le chapitre 4 contient la discussion, puis finalement vient
la conclusion. Le chapitre 1 explique ce gu’est un modéle solide, justifie le choix
des NURBS comme technique de représentation des courbes et surfaces, détaille
différentes techniques de construction de surface, dont celle utilisée dans TU, passe
en revue les facons d’évaluer la qualité d’une courbe ou d’une surface et aborde
briévement la génération et adaptation de maillages. Le chapitre 2 décrit les
critéres de qualité développés et utilisés dans ce travail et détaille les algorithmes
développés pour rendre les courbes compatibles et calculer une surface passant
par ces courbes. Le chapitre 3 montre en détail comment chacune des techniques
développées, contraintes, lissage parabolique, interpolation logarithmique et choix
de la grandeur des dérivées spécifiées dans Pinterpolation, améliore la qualité des
surfaces par rapport aux critéres choisis, montre quelques problémes persistants
ainsi que les tentatives pour générer des maillages sur ces surfaces. Le chapitre 4
discute des limites des NURBS et des algorithmes utilisés et développés, puis des

améliorations & apporter le cas échéant. Une bréve conclusion clét le mémoire.
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CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Mséthodes de représentation des objets

1.1.1 Représentation des objets par leur frontiére

La méthode qui est de loin la plus répandue pour représenter la forme d’un objet
rigide sur ordinateur, et qui est utilisée dans Pirate, est de représenter sa frontiére
{Mortenson, 1997). Cette méthode est appelée boundary representation en anglais
ou communément B-rep. La représentation frontaliére est utilisée entre autre pour
les applications en génie telles que la conception géométrique, I’analyse par volumes
finis, la fabrication, la robotique et pour les applications en infographie, telles que
les jeux vidéos, les films d’animation, la réalité virtuelle et I'imagerie médicale,
oi il nécessaire d’avoir la frontiére d’un objet pour en faire le rendu graphique.
Cette méthode générique permet de représenter une grande variété d’objets, des
plus simples aux plus complexes. Une telle description d'un objet comprend deux
niveaux : le niveau géométrigque, composé de courbes et surfaces habituellement
paramétrées pouvant &tre représentées par différentes techniques, et le niveau to-
pologique, composé dans sa plus simple expression de volumes, faces, arétes et
sommets. La topologie découpe en régions des éléments géométriques, courbes et
surfaces, qui décrivent la frontiére et les assemble pour former le modéle complet
d’un objet. Dans plusieurs systémes de conception géométrique assistée par ordi-
nateur, dont Pirate, un volume a obligatoirement six faces, chacune bornée par

exactement quatre arétes. Chacune des faces est définie sur une région d’une sur-



11

face, délimitée par quatre courbes dans P’espace paramétrique de celle-ci. Les arétes
sont & leur tour définies sur une portion ou la totalité d’une courbe et comportent
deux sommets, eux-mémes définis sur un point dans Pespace. La topologie est es-
sentielle pour plusieurs applications, parce que seules les frontiéres peuvent éire
représentées par des entités géométriques alors que la topologie compléte cette des-
cription de Pobjet par son intérieur. La génération de maillage est & cef égard un
bon exemple, puisque le maillage est justement un modéle géométrique discret de
Vobjet entier, de la frontiére et de l'intérieur qu’il faut forcément connafitre avant
de discrétiser. De méme, le fait que les entités géométriques utilisées soient paramé-
trées, c’est-a-dire que les courbes et les surfaces soient définies comme C(u) — R°
et S(u,v) — R3 respectivement, permet de se déplacer le long d’une courbe ou
sur une surface. Ceci est trés utile dans de nombreux algorithmes : évaluation, cal-
cul des dérivées, spécification d’une face sur une portion de surface, génération de

maillage.

1.1.2 Autres méthodes

D’autres méthodes existent pour représenter les objets, dont les principales sont :

— la méthode implicite;

— la méthode ’instances de primitives’, traduction libre de primitive instancing ;
- la méthode de balayage;

— la méthode Constructive Solid Geometry, ou CSG;

~ les méthodes de décomposition de Pespace (Mortenson, 1997).

D’abord, la méthode implicite représente les objets entiers & I’aide de leur équation
implicite; par exemple, une sphére de rayon r centrée & l'origine est représentée

par Péquation z? + 32 + 22 — r2 = 0. Cette méthode permet de déterminer facile-
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ment si un point se trouve i 'intérieur, & Vextérieur ou sur la frontiére d’un objet,
mais celle-cl, indispensable pour de nombreuses applications, n’est pas immédiate-
ment disponible. Egalement, la méthode implicite n’a pas la flexibilité requise pour

représenter des objets complexes.

La méthode des instances de primitives consiste 4 représenter des objets simples
avec des paramétres. Pour reprendre le méme exemple, une sphére serait décrite par
son rayon et la position de son centre dans U'espace. La méthode de balayage permet
également de former des objets relativement simples 4 partir d’une courbe fermée
dans un plan, appelée profil, par rotation ou encore par extrusion, c’est-a-~dire par
déplacement le long d’une droite. Les méthodes d’instances de primitives et de ba-
layage produisent des objets qu’il faut traiter de fagon particuliére, et permettent
difficilement le développement d’algorithmes génériques. Elles sont également limi-
tées quant aux objets pouvant étre représentés, malgré que ces objets peuvent étre

utilisés pour en construire des plus complexes, & 'aide de méthodes CSG.

La méthode Constructive Solid Geometry consiste 4 représenter un objet comme
un arbre composé d’opérations booléennes aux noeuds et de primitives géomé-
triques aux feuilles. Les opérations booléennes comprennent 'union, 'intersection
et la soustraction. Par exemple, un objet en forme de L’ pourrait étre représenté
par 'union ou la soustraction de deux hexaédres. Malgré certaines limites, cette
méthode est assez flexible, mais les objets complexes ainsi représentés occupent
beaucoup d’espace mémoire et les arbres d’évaluation peuvent devenir lourds. Cette
méthode était trés utilisée dans les années 1970 et 1980, mais a peu 4 peu cédé le
pas & la représentation des objets par leur frontiére. Elle est toujours utilisée par
des concepteurs géométriques pour faire une ébauche des objets, qui est ensuite

convertie en représentation frontaliére pour étre raffinée.
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Finalement, il existe des méthodes de décomposition de I'espace, basé par exemple
sur des arbres (quadiree en deux dimensions et octree en trois dimensions). En
deux dimensions, un espace fini est divisé en quatre quadrants. Pour chacun des
quadrants, une des trois possibilités suivantes est stockée en mémoire : soit le
quadrant est complétement occupé par Pobjet ou une partie de celui-ci, soit il n’est
aucunement occupé par 'objet, soit il est occupé en partie par 'objet. Dans ce
dernier cas, ce quadrant est divisé A nouveau, d’ol la structure en arbre, et ainsi
de suite jusqu’a ce que la précision souhaitée soit atteinte. Ces méthodes ne sont

pas tellement utilisées, puisqu’elles sont relativement cotiteuses en mémoire.

1.2 Représentation des courbes et surfaces

1.2.1 Courbes et surfaces polygonales

Une approche répandue pour représenter les courbes et surfaces est d’utiliser une
rangée de points reliés par des segments de droites pour les courbes, et un ensemble
de points reliés en polygones, triangles ou quadrilatéres, pour les surfaces. Une telle
approche représente en fait est une discrétisation des courbes et des surfaces, qui
sont & cet égard ni plus ni moins que des maillages. Evidemment, cette approche
ne permet pas de représenter exactement des entités géométriques continues. Ces
modéles peuvent également devenir lourds, puisqu’un grand nombre de points peut
étre nécessaire pour représenter précisément une courbe ou une surface complexe.
Cette approche est quand méme largement utilisée, notamment en infographie, ol
les surfaces sont habituellement décomposées en triangles avant d’étre affichées, ce
qui accélére le rendu graphique. Aussi, le logiciel TU produit un modéle polygonal
des diffuseurs. Chacune des surfaces est définie par une grille V x M de points Py,

qui interpolés linéairement forment N — 1 x M — 1 morceaux ou mailles. Chaque
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morceau de surface interpole quatre points, comme suit :

Su,v) =1 —-uw)(l —0)Pi+ (1 —upwPs+u(l —v)Pyy + uvhby,,

et la surface compléte est paramétrée presque de fait, contrairement aux surfaces
formées de triangles. Finalement, les courbes et surfaces polygonales ont I’avantage
d’étre faciles 4 manipuler et & connecter ensemble pour former un modéle solide

étanche.

1.2.2 Courbes et surfaces NURBS

Une approche moderne et maintenant largement répandue est d’utiliser les NURBS
(Non-Uniform Rational B-Spline) parce qu’elles permettent de représenter préci-
sément une grande variété de courbes et surfaces, de maniére relativernent com-
pacte et aisée & manipuler. Les NURBS sont une généralisation rationnelle des
B-splines, développée pour permettre de représenter les coniques, dont les cercles
et les ellipses, de facon exacte. Les B-splines sont elles-mémes une généralisation
des courbes de Bézier (voir 1.2.3). Les NURBS, par leur généralité et leur flexibi-
lité, sont devenues le standard de facto de 'industrie de la conception géométrique

assistée par ordinateur et sont donc supportées par la librairie Pirate.
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1.2.2.1 Courbes NURBS et fonctions de base B-splinaires

L.a définition d’'une courbe NURRS est la suivante :

pour 0 < u < 1 sans perte de généralité, ot les F; sont des points de contrdle, les w;
leurs poids associés et les N, ,(u) des fonctions de base polynomiales par morceaux
de degré p. La notation utilisée est cslle de Piegl et Tiller, 1997 & peu de choses
prés. Les fonctions de base B-splinaires de degré p sont définies récursivement 3

partir d’un vecteur nodal U comptant n + p + 1 noeuds u;, comme suit :

T sty <u<uy;
N,O(u): > +1

3

0 autrement

U — U; Uippt1 — U
Niplu) = ——————N;p 1(u) + ——————Nyp1,-1(u).
z,p( ) Uirp — Us 1P 1( ) Uitpt1 — Uit i+1p 1( )

A noter que dans Véquation précédente, le quotient 0/0 peut apparaitre; il est
alors défini comme valant 0. Chaque fonction N;,(u) pour p > 0 est une com-
binaison linéaire de deux fonctions de degré inférieur, et constitue effectivement
une fonction polynomiale par morceaux de degré p. De plus, chaque fonction B-
splinaire est non nulle seulement sur p + 1 intervalles, soit entre les noeuds u; et
Ui+p+1. Comme chaque point de contrdle multiplie une fonction de base, ceux-ci
ont une influence locale sur la courbe. Cette propriété est appelé le contrdle local,
c’est-a-dire que le déplacement d’un point de contrble modifie seulement la courbe
localement. Les fonctions B-splinaires sont toujours comprises entre 0 et 1, et leur

somme est toujours 'unité. Une courbe B-spline, c’est-a-dire sans les poids, est
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donc localement une moyenne pondérée de p + 1 points de controle et est toujours
contenue & l'intérieur de Penveloppe convexe de ces p + 1 points de contrdle. De
la méme fagon, la courbe entiére est toujours contenue 4 l'intérieur de 'enveloppe
convexe de tous ses points de contrdle. La propriété de P'enveloppe convexe est
toujours valide dans le cas rationnel & condition que les poids soient non négatifs,
ce qui est presque toujours le cas en pratique. En effet, le dénominateur raméne la
courbe 3 une moyenne pondérée de points puisqu’il constitue la somme des fonc-
tions de base multipliées par les poids, ces mémes fonctions de base qui forment le
numérateur et qui sont multipliées par les points. Les courbes rationnelles ont ces
mémes propriétés, puisque les fonctions de base rationnelles possédent les mémes
propriétés que les B-splines, 4 condition que les poids soient positifs. Cela apparait

clairement avec la définition équivalente
n
i=1

ou
Nip (u)w;

Riplw) = Z?=1 Njp(uw;

A noter que si tous les poids w; sont égaux, le dénominateur et les poids du
numérateur se simplifient, et la courbe est bel et bien une B-spline. De plus, chacune
des fonctions de base, polynomiale ou rationnelle, a un et un seul maximum. Cela
fait en sorte que la courbe a la propriété intéressante appelée ’diminution de la
variation’, ¢’est-a-dire qu’en deux dimensions une droite n’intersecte pas la courbe
plus de fois qu’elle n’intersecte le polygone de contrdle, et qu’en trois dimensions,
un plan n’intersecte pas la courbe plus de fois qu’il n’intersecte le polygone de
contrdle. A noter que Iexpression ’polygone de contrdle’ référe 4 la ligne brisée qui

relie, dans Vordre, les points de contrdle du premier au dernier. Le terme 'polygone’
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est généralement employé en francais comme en anglais méme si un polygone est &
strictement parler une figure plane et fermée, alors qu’une courbe tridimensionnelle
n’est pas nécessairement plane et qu'une courbe & représenter n’est généralement
pas fermée. Les fonctions de base, polynomiales ou rationnelles, et par le fait méme
la courbe, sont dérivables indéfiniment entre les noeuds, et p — & fois & un noeud
interne de multiplicité k. Les noeuds internes sont ’ensemble des noeuds moins les
p+1 noeuds & chaQue extrémité, et peuvent se répéter p fois au plus. Le plus souvent,
les p+ 1 premiers et derniers noeuds sont placés 4 0 et 1 respectivement, sans perte
de généralité; de cette facon la courbe commence au premier point et se termine
au dernier, c'est-a-dire que C(0) = P, et C(1) = P,. Les NURBS sont définies
avec cette restriction dans Piegl et Tiller, 1997, méme si les fonctions de base sont
bien définies sans elle, en autant que le vecteur nodal soit non décroissant. Autres
propriétés intéressantes des courbes NURBS : elles sont numériquement stables
et sont invariantes aux transformations affines et projectives, c’est-&-dire que ces
transformations peuvent étre appliquées 4 la courbe en Pappliquant & ses points de

controle.

1.2.2.2 Représentation des conigues avec des courbes NURBS

Finalement, les NURBS permettent de représenter exactement les coniques, contrai-
rement aux B-splines. Celles-ci sont largement répandues dans le domaine de la
conception géométrique en génie ; par exemple les courbes de section des diffuseurs
comprennent des arcs de cercle et d’ellipse. Il s’agit donc d’une caractéristique im-
portante qui justifie Vintroduction des poids. De plus, il est simple de modéliser ces
formes, comme le montre ’exemple suivant d’un quart d’ellipse représenté par une
courbe NURBS. Une courbe de degré p = 2 comprenant n = 3 points, donc aucun

noeud interne, suffit. Pour une ellipse centrée 4 Vorigine et avec ses demi-axes ali-
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gnés avec les axes des z et des y, de longueur a et b respectivement, trois points
et poids possibles sont : P, = (q,0,1), P, = (a, b, —‘2[2—), Py = (0,b,1). Il est possible
de construire des ellipses avec des degrés plus élevés, mais a priori il n’y a pas de

bonne raison de faire cela.

y
Py =(0,b,1) Py = (a,b, %)
+
b
P1 = (G,,O, 1)
T

a

Fia. 1.1 Quart d’ellipse en NURBS

1.2.2.3 Surfaces NURBS

Les surfaces NURBS sont quant 3 elles définies comme suit :

S(u,v) = lecvzl Ef\il N (u) Nig (0) Wiy Qg
Zf:l Eﬁil Nip (W) Niyg(v)wey

pour 0 < u,v < 1, ot les QJy; sont des points de contrdle formant une grille de
controle N x M, les wy les poids associés et les Ny ,(u) et Ny 4(v) sont les fonctions
de base B-splinaires de degré p et ¢ respectivement, définies 4 partir des vecteurs
nodaux U et V comprenant respectivement N +p-+1 et M + g + 1 noeuds. Les
propriétés des surfaces NURBS sont similaires & celles des courbes NURBS, sauf

qu’il v’y a pas de propriété de diminution de la variation connue pour les surfaces.
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1.2.3 Courbes et surfaces de Bézier

Une autre école de pensée dans le domaine de la conception géométrique assistée
par ordinateur préfére les courbes et surfaces de Bézier, rationnelles ou non, aux
NURBS et aux B-splines (Mortenson, 1997). Une NURBS sans noeud interne est
en fait une Bézier. Le principal probléme avec cette approche est que pour modé-
liser une forme complexe avec un grand nombre n de points de contréle, la courbe
est de degré n — 1, donc cofliteuse & évaluer et numériquement instable. De plug,
la propriété de contrdle local est perdue puisque la courbe est formée d’un seul
polynome ou d’une seule expression dans le cas rationnel. Pour contourner ces in-
convénients, il est possible d’utiliser plusieurs courbes de Bézier collées ensembile,
formant une courbe de Bézier par morceaux; les degrés p = 3 et p = 5 semblent
les plus utilisés pour ce faire, les points de contréle étant placés de sorte que la
courbe soit dérivable deux fois & la jonction des morceaux. Ces courbes peuvent
étre vues comme des NURBS pour lesquelles la multiplicité des noeuds est égale
au degré au lien d’étre égale 4 1. Or, ces noeuds supplémentaires peuvent étre
retirés, et par le fait méme autant de points de contrdle, 1a courbe étant parfaite-
ment continue & ces endroits. Par conséquent, les courbes de Bézier par morceaux
continues & leur jonction sont une représentation équivalente aux NURBS, mais
moins efficace que celles-ci, car la continuité entre les morceaux doit &tre exprimée
expliciterment par plusieurs points de contréle placés selon des conditions précises,
au lieu d’étre incluse dans la définition méme des fonctions de base (Piegl et Tiller,
1997). Par exemple, une courbe de Bézier par morceaux de degré p = 3 interpolant
n points, appelés points de collocation, avec une dérivée spécifiée a4 chacune des
extrémités, est composée minimalement de n— 1 segments et comporte donc 3n—2
points. Cette courbe C? peut &tre représentée par une B-spline équivalente avec

3n — 2 —2(n — 2) = n + 2 points de controle en faisant passer la multiplicité des
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n—2 noeuds internes de 3 & 1. A noter qu’une B-spline de n points de contréle peut
interpoler n points de collocation ; la différence est gu’avec n-+ 2 points de contrble,
il est possible de spécifier une condition & chacune des extrémités, les dérivées par
exemple, exactement comme avec une courbe de Bégier par morceaux. De plus, le
fait de poser le probléme d’interpolation de points avec des B-splines donne plus
de flexibilité puisque les segments de courbe peuvent se terminer ailleurs qu’aux
points de collocation. Autre exemple, une courbe de Bézier de degré p = 5 com-
posée de n — 1 segments se connectant de fagon C? comprend 5n — 4 points de
controle mais peut &tre représentée par une B-spline avec 5n — 4 — 2(n — 2) = 3n
points de controle. Pour toutes ces raisons, et parce que Pirate et la librairie asso-
ciée opgeom sont développés en fonction des NURBS, il est clairement préférable

d’utiliser les NURBS pour modéliser des courbes et des surfaces.

1.2.4 Splines cubiques et interpolation de points

Les splines cubiques, équivalentes aux courbes de Bézier, sont largement utilisées
pour interpoler des points de collocation (Mortenson, 1997). Une spline cubique
C(t) — R® est une courbe définie par morceaux par n polyndmes de degré p = 3

paramétrés par t. Chaque segment 7 () d’une spline cubique est défini comme suit :
3
Vb =1.nr(t) = arit — ) ts <t <t
—

pour des t; donnés et des coefficients a, aux composantes (z,y,z). La notation
utilisée et les explications qui suivent sont inspirés de Fortin, 1995. Chaque segment
peut donc s’écrire comme une courbe Bézier de degré p = 3, et donc toute spline

cubique peut s’écrire sous forme de Bézier par morceaux de degré p = 3. Malgré
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gu’elles solent un peu plus complexes & programmer, les courbes de Bézier sont

généralement préférées aux splines cubiques puisqu’elles sont

— plus intuitives : les coordonnées des points de contréle sont plus significatives
gue des coeflicients des polynomes;

— plus puissantes : les Bézier peuvent &tre rationnelles et représenter exactement
des coniques;

— plus compactes : les Bézier nécessitent 3n -+ 1 points de contréle pour représenter
n segments, donc 3 X (3n+ 1) = 9n+ 3 coordonnées réelles, contre 3 x 4n = 12n
coeflicients réels pour n segment de spline cubique;

~ numériquement plus stables (Piegl et Tiller, 1997).

L’interpolation de n + 1 points de collocation consiste par conséquent 4 choisir des
i, (préférablement en fonction de la distance entre les points de collocation) et &

calculer les coeflicients a;; & partir des contraintes suivantes :

— chacun des segments doit commencer et terminer sur un point de collocation,
c’est-a-dire que 7 (tx) = di et ri(fg+1) = diy1 pour k de 1 & n, ce qui donne 2n
équations;

— & chacun des n — 1 points intérieurs, les dérivées premiéres et deuxiémes doivent
étre continues, c’est-a-dire que 7} (tr1) = iy (fer1) b i (Eri1) = riq(tesr)
pour k de 2 & n, ce qui donne 2n — 2 équations;

— deux autres équations doivent &tre ajoutées pour que les 4n a;; soient compléte-
ment déterminés; habituellement des conditions de tangence ou de courbure, as-
sociées respectivement aux dérivées premiére et seconde, sont imposées 4 chaque

extrémité.

Un tel systéme d’équations linéaires peut étre résolu efficacement par une décom-

position LU. A noter que ces conditions font ressortir pourquoi les polynomes de
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degrés impairs sont presque toujours utilisés pour représenter des courbes ou des
surfaces : un polyndme de degré impair comporte un nombre pair de coefficients, et
donc un nombre égal de conditions peuvent étre imposées i chacune des extrémités
des courbes ou surfaces. Par exemple, Vinterpolation de n + 1 points de collocation
par une spline de degré p = 2 donnerait 3n coefficients, déterminés & partir de 2n
conditions de passage par les points et » — 1 conditions de continuité de dérivée
premiére, donc 3n— 1 conditions en tout. Il reste un seul degré de liberté pour que

le systéme d’équations soit entiérement détermineé.

1.3 Interpolation de courbes par une surface

L’interpolation de courbes consiste 4 construire une surface passant exactement par
un ensemble de courbes, par opposition & 'approximation qui consiste & calculer
une surface passant approximativement par les courbes, souvent a Uintérieur d’une
tolérance spécifiée. L’interpolation est la voie choisie dans ce projet, puisque le
besoin 4 son origine est justerent de calculer des courbes qui passent exactement
par les courbes de section. Cette section décrit la méthode spécifique utilisée dans

TU et la méthode générique qui semble la plus répandue.

1.3.1 Méthode spécifique utilisée dans TU

Les courbes de section sont décrites a l'origine dans un format spécifique (dta),
ot elles sont représentées par primitives paramétrées. La section générique est de
forme rectangulaire, décrite par la hauteur et la largeur, dont les quatre coins
sont arrondis par des quarts d’ellipse, définis par la longueur des deux axes (voir
la figure 1.2). Dans certaines sections s’ajoutent soit une dénivellation en forme

de 'V’ dans le coté du haut, dénivellation entiérement décrite 4 I'intérieur de la
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convention par sa hauteur, soit un arrondi du haut de la section décrit par soen
rayon. La position dans Pespace de chacune des sections planes est décrite par les
coordonnées de son centre et son orientation dans espace, pouvant &tre définie par
deux angles (voir Gougeon et al., 2001 pour la description compléte et exacte du
format dta). Cette représentation est compacte mais partielle. De plus, n’est pas

facilement manipulable puisqu’elle est non conventionnelle.

La méthode utilisée pour construire une surface i partir des courbes ainsi décrites
consiste A construire une courbe dorsale passant par le centre des sections initiales,
le long de laquelle chaque point correspond a une section définie par I'interpolation
par splines cubiques des paramétres dta des sections initiales. Les explications qui
suivent sur le détail de la méthode proviennent de Benoit Ozell, qui a développé le

logiciel TU.

F1G. 1.2 Section dta générique (& gauche) incluant le haut en "V’, et section par-
ticuliére avec arrondi dans le haut (3 droite).

La courbe dorsale, passant par le centre de chacune des sections, est une spline cu-
bique. Ses paramétres ¢, sont répartis proportionnellement 4 la racine de la distance
entre le centre des sections. La forme des sections intermédiaires est déterminée par
I'interpolation par une spline cubique de chacun des parameétres du fichier dta, avec

les mémes #;. L’orientation dans V'espace est donnée par deux angles, également
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interpolés avec des splines cubiques. La forme de la surface est ainsi entiérement
déterminée. La parameétrisation dans la direction de la dorsale est définie par la
paramétrisation des splines cubiques, alors qu’il 1’y pas de paramétrisation de dé-
finie dans la direction des courbes de section. Ce n’est pas un probléme, puisqu’une
parameétrisation peut 8tre déterminée en fonction de la longueur d’arc. C’est ce qui
est fait pour la discrétisation d’ailleurs. Pour évaluer la surface en un point dong, il
faut spécifier le paramétre ¢ correspondant 3 un point sur la dorsale, et une portion
de longueur d’arc définie 4 partir d’'un zéro prédéterminé. La section correspon-
dante au paramétre ¢ est construite, et le point calculé d’aprés la portion de la
longueur sur la courbe donnée. Une telle surface interpole exactement les courbes
de section, et est représentée de facon compacte. Le principal inconvénient relié &
cette facon de calculer la surface est que celle-ci n’est pas représentée par une mé-
thode conventiounelle ; elle doit &tre discrétisée pour &tre communiquée sous forme
donc conventionnelle, donc représentée par une technique polygonale. A noter que
cette facon de faire, c’est-d-dire Vinterpolation des paramétres des sections dta,

respecte les contraintes telles que définies dans ce mémoire.

1.3.2 Interpolation de courbes NURBS

L’approche générique qui semble la plus répandue pour aborder le probléme d’inter-
polation de courbes B-spline ou NURBS est de le poser comme suit : étant données
m courbes tridimensionnelles C;(u), calculer une surface S{u, v) telle que pour des
¥; & déterminer, Vj = L.m S(u,7;) = C;(u). La solution & ce probléme est en deux
grandes étapes : d’abord rendre les courbes compatibles, ¢’est-a-dire les décrire
avec le méme degré, le méme nombre de points de contréle V ef le méme vecteur
nodal, puis calculer une surface passant par ces courbes compatibles, ¢’est-a-dire &

partir du degré p et du vecteur nodal U des courbes compatibles, choisir un degré
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g, un vecteur nodal V, les points de controle (Ji; et leurs poids associés wy,. Les

explications qui suivent proviennent de Piegl et Tiller, 1997.

1.3.2.1 Algorithme classique pour rendre les courbes NURBS compa-

tibles

Pour rendre les courbes compatibles, il faut d’abord s’assurer qu’elles ont toutes le
méme degré. En général il n’est pas possible de diminuer le degré d’une courbe sans
en changer la forme. Il est par contre possible de représenter une courbe donnée
avec une autre de degré plus élevé tout en préservant la forme et la paramétrisation,
donc le degré des courbes de degré inférieur est augmenté. Pour une description
de Palgorithme d’élévation du degré d’une courbe NURBS, voir Piegl et Tiller,
1997. Ensuite, les courbes doivent étre décrites avec un vecteur nodal commun.
Il est supposé que les courbes sont définies sur la plage paramétrique [0, 1]; dans
le cas contraire une transformation linéaire de [a, b] vers [0, 1] peut étre effectuée
sans modifier l1a forme des courbes. Il est aussi supposé que les p + 1 premiers
et derniers noeuds sont 4 0 et 1 respectivement. En ce qui concerne les noeuds
internes, dans le cas général la seule facon de les harmoniser sans modifier la forme
ni la paramétrisation des courbes est de fusionner ies vecteurs nodaux des courbes
en un vecteur commun contenant les noeuds en provenance de toutes les courbes,
et d’insérer tous les noeuds du vecteur nodai commun dans chacune des courbes,
sauf les noeuds qui 8’y trouvent déjs bien entendu. En effet, toujours dans le cas
général, les noeuds ne peuvent ni &tre enlevés ni &tre déplacés sans modifier la forme

de la courbe.
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1.3.2.2 Insertion de noeud dans une courbe NURBS

x

L’insertion de noeud consiste & ajouter un noeud donné dans le vecteur nodal,
et par le fait méme une fonction de base et le point de contrdle associé. En fait,
Popération remplace p— 1 fonctions de base par p nouvelles fonctions de base, tout
a fait équivalentes. Comme illustré 3 la figure 1.3, Popération d’ajout d’un noeud
consiste & remplacer p — 1 points de contréle par p nouveaux points de controle,
calculés de fagon & ce que la courbe demeure exactement la méme, des points de
viue géométrique comme paramétrique. Pour la description et les fondements de

P’algorithme, voir Piegl et Tiller, 1997.

P,
Qs
o o P B
Q2 Qs
Q1=P1 Q4:P3 Q1:P1 Q5‘—‘-P4

F1G. 1.3 Insertion d’un noeud dans une courbe de Bézier de degré p = 2 (4 gauche)
et p = 3 (2 droite) : les P; sont les anciens points de controle et les Q; les
NOUVeanx.

1.3.2.3 Interpolation des courbes NURBS compatibles
Pour interpoler les courbes compatibles, une méthode basée sur Pinterpolation des

points de collocation appliquée aux points de contréle des courbes compatibles est

présentée dans Piegl et Tiller, 1997. Le probléme est posé de telle sorte que

Vi =1.m S(u,7;) = Cj(u).
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Pour Pinterpolation de courbes polynomiales, cette équation s’écrit, sous forme

matricielle pour simplifier la suite, comme suit :

Vi = L.m {Ne (@) FIQral{Ni(5;)} = {Ni(u)}'{ B},

Les fouctions de base Ni(u) et N;(u) sont évidemment les mémes puisque les
courbes de section sont compatibles et que la surface prend le méme degré et

le méme vecteur nodal, done

Vi = 1.m [Qr{Ni(7;)} = {P};

est une condition nécessaire et suffisante pour que I’égalité précédente soit vérifide
daus le cas général. En mots, cette équation signifie que pour chacune des m courbes
3 interpoler sont définies N équations reliant les points de controle de la courbe &
ceux de la surface, multipliés par les fonctions de base évaluées en 7;. Il apparait
que si les fonctions de base N;(v) et les T; sont choisis, les points de controle des
surfaces sont complétement déterminés et peuvent &tre calculés en regroupant les
équations en N systémes de m équations. En effet, pour chaque colonne & de points
de contrdle, il existe m équations linéaires 4 m inconnues ; comme pour toute valeur
de paramétre seulement p -+ 1 fonctions de base sont non nulles, la matrice A de
ce systéme AZ = b posséde p + 1 coefficients non nuls par rangée. Chacun de ces
N systémes d’équations est résolu pour chacune des coordonnées (z,y, z). A noter
que pour une méme surface, la matrice A est identique pour tous les systémes
d’équations puisqu’elle est complétement déterminée par le degré, le vecteur nodal
et les ;, qui sont uniques pour la surface. Dans le cas de courbes de section

rationnelles, le probléme est similaire mais ’équation Vj = 1.m S(u,9;) = C;{u)
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s’écrit comme suit :

{ N (u) Plwr Qe {N(@)} _ {Ni(w)}{wi P
{Ve () P lwr AN (75) } {Ni(u)y{wi};

Vi=1.m

Pour assurer que la surface passe par les courbes de section, il faut donc que

Vi = 1.m [we Qe ANk (T;) } = {wi 5 }5

et que

Vi = 1.m [we J{N:e(T;)} = {wi};.

Ces deux systémes d’équations ne forment en fait qu’un seul systéme d’équations
dans Pespace (wz, wy, wz, w), appelé espace homogéne. Une fois ce systéme d’équa-
tion résolu, la représentation (z,y, z,w), utilisée dans Pirate, peut &tre retrouvée

en divisant les trois premiéres coordonnées de I’espace homogéne par les poids.

Ce probléme correspond & celui de calculer les points de contréle de N courbes
Cy(v) comportant m points de contréle );, passant chacune par les points de
contrdle d’indice & de chacune des m courbes de section. Pour interpoler des points
D; = P, avec k fixé, par une telle courbe, le premier choix & faire est celui du
degré 4 utiliser. Un degré plus élevé rend la courbe plus réguliére et augmente le
nombre de fois que la courbe est continiment dérivable, mais alourdit ’évaluation.
Le choix le plus souvent fait avec les B-spline ou les NURBS est ¢ = 3 la courbe
est alors dérivable deux fois, donc la tangente et la courbure sont continues, ce qui
est généralement suffisant en pratique. Reste maintenant le choix des paramétres
d’interpolation 7; et du vecteur nodal V. Il existe trois méthodes assez répandues

pour choigir les paramétres d’interpolaticn, qui vont de 0 a 1 :
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— méthode uniforme, ot les paramétres sont répartis uniformément, c’est-a-dire

queVj=1.m7v; = ;%’:11—;

— méthode longueur d’arc, ol les paramétres sont proportionnels aux distances

entre les points de collocation, c’est-a-dire que 7; = 0 et Vj = 2.m 7; =

Sl De—Di—1] .

Yheal De—Di—a)?

- méthode centripéte, o la distance entre les paramétres est proportionnelle § la

racine des distances entre les points de collocation, c’est-a-dire que 7; = § et

. T3 /DDy
Vi=2.m7; = ST et

A noter que les distances sont calculées dans I'espace homogéne.

Selon Piegl et Tiller, 1997, 1a méthode uniforme n’est pas recommandée, & moins
que la répartition des données soit assez uniforme; dans le cas contraire, elle peut
produire des formes erratiques. La méthode longueur d’arc est beaucoup plus ap-
propriée dans le cas général, et devrait habituellement donner des résultats satis-
faisants. Elle a aussi I'avantage de donner une assez bonne paramétrisation & la
courbe finale. La méthode centripéte fonctionne apparemment mieux lorsque les
données changent brusquement de direction. Chacune de ces méthodes est testée
dans le cadre de ce travail. Quant au vecteur nodal, il est recommandé de le choi-
sir en fonction des paramétres d’interpolation afin de ne pas obtenir un systéme
d’équations singulier. Ainsi, la méthode suggérée est de faire la moyenne de g pa-
ramétres d’interpolation, c’est-a-dire que les g+ 1 premiers et derniers noeuds sont

4 0 et 1 respectivement et que les autres sont placés comme suit :

1 Jtg-1
Vi=2.m—qvjtq=— D,
k=j

Il est montré que cette facon de faire assure un systéme d’équations dont la matrice

est positive et diagonale avec une demie largeur de bande inférieure & ¢ et donc
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numériquement stable et facile 4 résoudre. Maintenant, dans le cas de linterpo-
lation de courbes par une surface, les paraméires d’interpolation utilisés sont la
moyenne des paramétres d’interpolation calculés sur chacune des rangées de points
de contrdle ; les paramétres d’interpolation doivent en effet &tre les mémes pour cha-
cune des rangées de point de contrdle des courbes, c¢’est la fagon dont le probléme
est posé qui l'exige et cela permet & la surface NURBS de passer exactement par
les courbes. Les noeuds du vecteur nodal sont calculés & partir de ces paramétres

moyens ; de cette fagon tous les systémes d’équations sont bien définis.

1.3.2.4 Spécification de conditions sux extrémités

En plus des points, il est souvent souhaitable de spécifier la tangente & chacune
des extrémités. Pour Pinterpolation de courbes par une surface, il faut spécifier
une tangente pour chaque point de contréle de la premiére et/ou derniére courbe,
une fois celle-ci rendue compatible. La facon de faire proposée dans Piegl et Tiller,
1997 est en fait de spécifier 1a ou les dérivées voulues, c’est-a-dire ’équivalent d’un
vecteur tangent, incluant sa magnitude. Au systéme de m équations s’ajoutent

donc deux nouvelles équations :
Ug+1 v
Q1+ Q2 = ‘—q—c (0)
et

1—wv,
~Qmi1 + Qmiz = — 200(1)

ainsi que deux degrés de liberté, c’est-a-dire deux nonvelles inconnues consistant
en deux points de contrble. Les points de controle et les dérivées doivent étre

exprimés en coordonnées homogénes, (wz, wy, wz, w), dans le cas rationnel, mais
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cela n’est pas mentionné explicitement dans Piegl et Tiller, 1997. Pour le reste,
la méthode est trés semblable. Les paramétres d’interpolation sont calculés de la
méme fagon, et dans le cas de degré ¢ # 3 les noeuds internes du vecteur nodal
toujours calculés en faisant la moyenne de ¢ paramétres, mais en en incluant un
de plus a chaque extrémité (un & 0, Pautre & 1). Par contre, si le degré choisi est
g = 3, le nombre de paramétres d’interpolation et de noeuds internes est égal; par
conséquent, il suffit de prendre directement comme valeurs de noeuds internes les
paramétres d’interpolation. De cette fagon, les morceaux de surface commencent et
se terminent sur les courbes de section. Il reste a construire le systéme d’équations

et a le résoudre.

1.3.3 Problémes 4 rendre les courbes compatibles

La principale limitation reliée 4 la méthode ’classique’ pour rendre les courbes
compatibles est la taille des surfaces résultantes (Filip et Ball, 1989, Piegl et Tiller,
2000, Piegl et Tiller, 1996, Park et al., 2000). En effet, si m courbes de section
sont définies indépendamment les unes des autres avec n points de contrdle en
moyenne, il devrait y avoir de 'ordre de m X n points de contréle par courbe
une fois les courbes rendues compatibles : les vecteurs nodaux sont fusionnés, et
comme les noeuds internes sont tous différents, ou presque, leur nombre explose
avec le nombre de courbes de section. La surface finale contient donc de Vordre de
n X m? points de controle. Par exemple, jusqu’a 40 courbes de section sont utilisées
pour définir la surface complexe d’un diffuseur de GE, chacune comprenant une
vingtaine de points de contréle. La surface NURBS construite & partir de ces don-
nées aurait 32000 points de controle, chaque point comportant quatre coordonnées
en nombre réels. Considérant que chaque nombre réel est stocké dans le format

de fichier Pirate en format texte, avec une douzaine de caractéres, eux-mémes
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habituellement représentés sur 8 bits, la surface prendrait 32000 x 4 x 12 octets
= 15360000 octets soit pratiquement 1,5 mégaoctet! En format binaire, ¢’est-a-dire
en mémoire pendant Pexécution d’un programme, les nombres réels sont représen-
tés sur 64 bits ou huit octets, selon selon le standard double de la norme IEEET54
(Fortin, 1995), ce qui donne environ un mégaoctet pour la surface de 1’exemple.
Un autre probléme qui peut survenir 3 la suite de la fusion de vecteurs nodaux est
que la distance entre certains noeuds peut 8tre trés faible, ce qui peut poser des
problémes numériques dans les algorithmes manipulant la surface (Filip et Ball,

1989).

Dans le cas général, la solution & ces problémes est de définir directement les
courbes sur un vecteur nodal commun comportant le moins de noeuds possible,
ou de les redéfinir sur un tel vecteur nodal. Dans ce dernier cas les courbes sont
donc approximées, souvent § une tolérance prés, plutoét qu’interpolées exactement;
¢’est ce qui est fait dans Piegl et Tiller, 2000, Piegl et Tiller, 1996 et Park et al.,
2000, dans le but de réduire la taille des surfaces résultantes. Heureusement, dans le
cadre du besoin exprimé par GE, les courbes de section sont des courbes de Bézier
par morceaux et donc les noeuds internes, de multiplicité égale au degré, peuvent
étre déplacés sans modifier la géométrie de la courbe; ’habituel compromis entre
la flexibilité avec laquelle les courbes peuvent étre définies, le respect de la forme
exacte des courbes et la taille de la surface résultante n’a pas 4 étre géré puisqu’il
est possible de satisfaire aux trois contraintes, alors qu’il est généralement possible

de n’en satisfaire que deux.

1.3.4 Correspondance entre les caractéristiques de différentes courbes

Un autre aspect & considérer dans la fagon de rendre les courbes compatibles est

P’association des caractéristiques correspondantes sur les courbes. C’est essentielle-
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ment le message de 'article Cohen et al., 1997, qui aborde le sujet de fagon assez
large avec comme applications principales Pinterpolation de forme et 'interpolation
de courbes de section en surfaces. L’interpolation de forme, appelée shape blending
ou in-betweening en anglais, consiste A créer une série de contours intermédiaires
4 partir de deux contours plans initiaux, ce qui est équivalent A calculer une sur-
face interpolant linéairement les deux courbes. L’article propose une méthode pour
‘aligner’ la paramétrisation de deux courbes, c’est-a-dire pour faire en sorte que
les caractéristiques correspondantes se trouvent 4 la méme valeur de paramaétre,
de sorte que les formes intermédiaires ainsi construites contiennent les mémes ca-
ractéristiques correspondantes sans trop les déformer. La méthode repose sur une
fonction qui quantifie la correspondance de n’importe quelle paire de points, prove-
nant de chacune des deux courbes discrétisées, & partir de leurs propriétés différen-
tielles. Dans Particle, le produit scalaire des tangentes aux deux points est utilisé.
Puis, pour choisir le sous-ensemble de paires de points qui maximise la somme des
produits scalaires parmi le trés grand nombre de sous-ensembles possibles, un al-
gorithme de programmation dynamique est utilisé. Une fois cette tache effectuée,
les points d’une méme paire sont placés & la méme valeur de paramétre. Ceci est
fait en reparameétrisant une des deux courbes, c¢’est-a-dire en redéfinissant une des
deux courbes C(u) par C(f(u)) avec une fonction f(u) appropriée. Cette opération
ne change pas la forme de la courbe mais change sa paramétrisation et sa repré-
sentation; aussi, la nouvelle courbe est de degré égal au produit du degré de la
courbe C(u) et de la fonction f(u). Les résultats montrés sont assez convaincants,
mais les exemples sont limités 4 Pinterpolation linéaire entre deux courbes de Bé-
zier, polynomiales ou rationnelles. Les auteurs précisent que pour interpoler plus de
deux courbes courbes avec la méthode qu’ils proposent, il serait possible de prendre
urne courbe de référence et de changer la paramétrisation des autres en fonction de

celle-ci, mais que leur algorithme pourrait alors nécessiter des améliorations. Ils ne
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discutent donc pas de la fagon de faire passer une surface par plus de deux courbes
reparamétrées. Les auteurs mentionnent finalement que d’autres fonctions d’asso-
ciation pourraient &tre utilisées, par exemple pour faire correspondre des points

d’inflexion ou des points de courbure extréme.

Cette approche générale, bien qu’intéressante, n’est pas tout a fait appropriée dans
le cadre des besoins de GE. D’abord, un des buts est de produire une surface lisse,
donc le critére de correspondance entre les points de discontinuité dans les courbes
devrait a priori étre basé sur ce but. En pratique, le critére suggéré dans Cohen
et al., 1997 ne fonctionnerait pas toujours trés bien ; entre autre, comme les points
de discontinuité ont souvent des tangentes identiques et/oun des vecteurs de cour-
bure trés semblables, il ne pourrait départager adéquatement différentes solutions
possibles, du moins pas en considérant seulement les points de discontinuité. Il

faudrait alors prendre plus de points, ce qui alourdirait inutilement les calculs.

1.3.5 Ligne de discontinuité dans les surfaces

Les lignes de discontinuité constituent des caractéristiques importantes dans une
surface donnée, assez en tout cas pour que plusieurs auteurs y fasse référence. A
noter qu’en anglais, 'expression crest line et le terme crease sont utilisés pour dé-
signer une ligne de discontinuité. La possibilité de représenter des discontinuités
est une des caractéristiques retenues dans I'élaboration d’un nouveau modéle pour
représenter les courbes et les surfaces : les X-splines (Blanc et Schlick, 1995). Dans
Comninos, 2001, les auteurs utilisent pour interpoler des points des surfaces de
Bézier plutdt que des B-splines dans le but, entre autre, de contréler le degré de
continnité entre les morceaux dans la surface. Finalement, Farin, 2000 mentionne
les lignes de discontinuité comme une avenue intéressante pour de futurs dévelop-

pements. Les B-splines et les NURBS permettent d’ailleurs de les représenter, mais
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seulement sur les lignes isoparamétriques correspondantes aux noeuds, c’est-d-dire

& la jonction des morceaux de surfaces.

1.3.6 Remarques sur 'interpolation de courbes compatibles

Quelques remarques formulées dans Piegl et Tiller, 1997 sur la méthode d’inter-
polation ’classique’. 1 est difficile d’implanter un algorithme d’interpolation de
courbe vraiment robuste. C'est encore plus difficile avec des courbes de section
rationnelles : comme Pinterpolation est faite dans 'espace homogéne, les poids de
la surface résultante peuvent varier plus que ce qui est souhaitable, ce qui risque
d’affecter la paramétrisation de fagon indésirable. De plus, les poids de la surface
pourraient &tre négatifs, ce qui fait perdre aux NURBS la propriété de 'enveloppe
convexe ef qui n’est pas nécessairement supporté par tous les logiciels utilisant les
NURBS. Aussi, Pinterpolation de courbes de section continfiment dérivables n fois
dans Pespace tridimensionnel ne formeront pas en général une surface continfiment
dérivable n fois dans la direction des courbes, si les courbes ne sont pas aussi conti-
niiment dérivables n fois dans ’espace homogéne. Pour plus d’explications a ce

sujet et un bon exemple, voir Hui, 1999.

1.4 Qualité des courbes et surfaces

Bien que les courbes et surfaces NURBS soient utilisées dans une variété de do-
maines d’application, il existe un certain nombre de caractéristiques générales ha-

bituellement désirées pour celles-ci :

~ la qualité d’étre réguliére, c’est-a-dire lisse et de variation monotone (Zhang et al.,

2001, Pigounakis et Kaklis, 1996, Farin, 2000);
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— une convexité constante (Kaklis et Ginnis, 1996) ;

~ la qualité d’8tre continue, c’est-a-dire dont les dérivées sont continues;

— une paramétrisation ’adéquate’ c’est-d-dire la plus prés possible de la paramétri-
sation par abscisse curviligne (Blanc et Schlick, 1996);

— une écriture compacte, c’est-a-dire dans le cas des NURBS, faible nombre de
points de controle (Farin, 2000, Piegl et Tiller, 2000, Filip et Ball, 1989, Park
et al., 2000).

Certains de ces critéres référent 4 la forme des courbes et surfaces, donc & la
fidélité du modéle, tandis que d’autres référent 4 leur paramétrisation et & leur
écriture mathématique, donc & Putilisabilité du modéle. Cette structure semble
tout 3 fait naturelle puisque les courbes et les surfaces B-spline, NURBS ou autres

sont effectivement counstituées de ces trois choses :

— la forme, qui est un attribut purement géométrique, un dessin, un objet;

- la paramétrisation, qui est la vitesse de parcours le long de la courbe, vitesse de
parcours en tout point de la surface, la transformation de 1’espace paramétrique
vers la forme en question;

~ Pécriture mathématique, parmi 'infinité possible : par exemple, pour les courbes
de Bézier elle consiste en le degré, le vecteur nodal et les points de controle, alors
que pour la spline équivalente, elle consiste en le degré, le vecteur nodal et les co-
efficients ; & 'intérieur d’une B-spline des noeuds peuvent étre insérés, changeant

du méme coup la représentation, sans changer la forme ni la représentation.

Pour bien analyser la qualité d’une courbe ou d’une surface, il faut donc analyser ces
trois composants. A noter que la forme est un attribut intrinséque d’un objet comme
du modéle de celui-ci, mais pas la paramétrisation ni 'écriture mathématique, qui
sont des attributs propres au modéle. La section qui suit détaille ces idées et indique

comment évaluer, visuellement et mathématiquement, la qualité des courbes et
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surfaces en regard de ces caractéristiques. A noter que malgré que les résultats
présentés dans ce mémoire portent sur la qualité des surfaces seulement, les mesures
de qualité des courbes sont détaillées étant donné que ces idées sont reprises dans
Palgorithme développé et dans certaines mesures de qualité des surfaces, dans celles

bien connues autant que dans celles développées dans le cadre de ce travail.

1.4.1 Méthodes d’évaluation de Ia qualité des courbes

Il existe plusieurs approches pour sonder la qualité d’une courbe : méthodes vi-
suelles pour apprécier la forme, description de la continuité, mesures d’énergie de
déformation et appréciation de la paramétrisation. Les principales sont décrites

briévement dans ce qui suit.

1.4.1.1 Meéthodes visuelles

La fagon la plus intuitive de savoir si une courbe répond au besoin pour lequel elle
a &té créée est de la visualiser. Cette facon de faire est cependant assez limitée; le
tracé de la courbure donne plus d’information. Ce dernier met en relief de faibles
variations de la courbe qui seraient autrement difficiles & détecter et dont Pampleur
serait difficile 4 évaluer (Poliakoff, 1995, Sapidis et Farin, 1990). La courbure est
Pinverse du rayon de courbure du cercle épousant en un point la forme de la courbe.
Par exemple, un segment de droite a une courbure nulle alors gue son rayon de
courbure est infini; un coin a un rayon de courbure nul mais une courbure infinie.
Le vecteur de courbure de la courbe C(s) est définie mathématiquement comme
C"(s) (Lipschutz, 1969), s étant une paramétrisation par abcisse curviligne sur
la, b], cC’est & dire que l%l = 1. La courbure est la norme du vecteur courbure. Dans

le cas général d’une paramétrisation u quelconque, le vecteur courbure est défini
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comme suit : . .
i:(u) _ C'{u) x C"(u)
” Cr(u)p

ol X est le produit vectoriel et o0 la courbe est dérivée en fonction du paramétre

7

u. Cette formule peut 8tre mieux comprise en Pécrivant ainsi :

L O O
klu) = = = )
"= G Cwp

La dérivée deuxiéme est d’abord mise & I’échelle de la paramétrisation, puisque si
localement la dérivée en u est k fois la dérivée de la paramétrisation par abscisse
curviligne, C"(ks) = k*C"(s). Ensuite, seule la composante perpendiculaire & la
courbe du vecteur Ig%%l); doit étre considérée pour le calcul de la courbure. Cela
s’explique par une analogie avec la physique mécanique; si C(t) décrit la trajectoire
d’une particule dans le temps, seule 'accélération dans la direction perpendiculaire
an mouvement fait changer la particule de trajectoire; 'accélération dans la di-
rection paralléle au mouvement change seulement la grandeur de sa vitesse. En
pratique cependant, 'approximation |C"(u)| est souvent utilisée, en supposant que
la grandeur de la dérivée est & peun prés constante le long de la courbe (Zhang et al.,

2001).

1.4.1.2 Continuité

Une autre qualité généralement importante pour une courbe est celle d’étre conti-
nue (Farin, 1982). La continuité paramétrique C" d’une courbe indique le nombre
de fois qu’elle peut étre dérivée et donner une dérivée continue. Ceci est une carac-
téristique importante pour la forme, puisque plus une courbe est continue plus elle

est réguliére. La continuité est aussi importante pour 1'utilisation ultérieure de la
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courbe puisque plusieurs algorithmes se servent des dérivées. Autre caractéristique
importante quant & la forme; une courbe est dite de continuité géométrique r ou
G si la dérivée de degré r est continue en direction, sans I'stre nécessairement
en norme. Par exemple, une courbe G! est une courbe ou la direction du vecteur
tangent est continue tout au long de la courbe, mais pas nécessairement sa gran-
deur. Une courbe C7 est automatiquement G7, sauf que dans le cas ol la dérivée
d’une courbe est nulle en un point, 18 courbe serait tout de méme visuellement
discontinue & ce point. Ce cas particulier de dérivée nulle est normalement § éviter.
Par contre, la continuité géométrique n’implique pas nécessairement la continuité
paramétrique. A noter que la continuité géométrique est un critére de forme local
et non global : une courbe pourrait étre représentée par des segments de droite, et
donc étre localement peu continue tout en étant globalement trés réguliére, alors
qu’une autre courbe, dérivable plusieurs fois et donc localement trés continue pour-
rait présenter de grandes oscillations et étre globalement trés peu réguliére. Une
autre caractéristique importante d’une courbe est sa convexité. En deux dimen-
sions, la convexité est définie comme le signe de la courbure (Lipschutz, 1969). En
trois dimensions, c’est plus complexe, mais il est possible de projeter la courbe sur

des plans et d’analyser la convexité des courbes ainsi construites.

1.4.1.3 Energie de déformation

Les méthodes d’appréciation des courbes décrites jusqu’ici sont certes importantes
et utiles, mais elles ne permettent de comparer la régularité des courbes que de
fagon limitée et subjective; des mesures mathématiques ont donc été développées
pour ce faire, et ’énergie de déformation (strain energy) semble la plus utilisée.
I’énergie d’une courbe est simplement définie comme I'intégrale de la courbure

au carré, sur toute la courbe {Poliakoff, 1995). Evidemment, plus I’énergie d’une
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courbe est faible, plus la courbe est réguliére. Ici aussi, la dérivée deuxiéme est
souvent utilisée pour approximer 1'énergie (Zhang et al., 2001, Poliakoff, 1995);
certains utilisent méme la dérivée troisiéme. I existe des expressions permettant
d’approximer I'énergie d’une courbe de fagon plus rapide et facile & évaluer, pour
utilisation dans un algorithme par exemple, qui sont basées sur le polygone de
controle de celle-ci (Farin, 2000). En effet, si le polygone de contréle est assez
régulier, la courbe Pest aussi, en vertu entre autre de la propriété de la diminution
de la variation. Un critére tout simple, donné dans Farin, 2000, utilise la somme
des différences finies deuxiémes sur les points de controle d’une courbe : A?P, =
1 ]3;+1 - 2]3;+}5;_1L avec comme justification que cette expression s’annule pour trois
points alignés et situés 4 égale distance. Contrairement & 'énergie de déformation,
une telle méthode dépend non seulement de la forme de la courbe mais aussi de sa

représentation.

1.4.1.4 Paramétrisation par abscisse curviligne

Finalement, la paramétrisation d’une courbe est trés importante dans une foule
d’algorithmes : discrétisation, adaptation de maillage, intersection, projection. Il
est donc souhaitable, mais pas absolument nécessaire, que la paramétrisation d’une
courbe soit par abscisse curviligne, ou du moins telle que [C'(u)| soit constante
sur toute la courbe. Cette définition pratique est utilisée dans le reste du texte,
méme si elle relache celle, formelle, provenant de Lipschutz, 1969, qui veut que
la grandeur de la dérivée soit non seulement constante en tout point de la courbe
mais aussi égale 3 1. A noter que dans la littérature consultée, il n’était aucunement
fait mention d’une mesure de conformité d’une courbe & une paramétrisation par

abscisse curviligne, mais il semble facile d’en définir une an besoin.



41

1.4.2 Meéthodes d’évaluation de la qualité des surfaces

11 existe également plusieurs approches pour sonder la qualité d’une surface, cal-
quées en fait sur celles pour sonder la qualité des courbes : méthodes visuelles pour
apprécier la forme, description de la continuité, mesures d’énergie de déformation

et appréciation de la paramétrisation. Les principales sont décrites dans ce qui suit.

1.4.2.1 Meéthodes visuelles

Comme pour les courbes, la premiére chose & faire pour savoir si une surface est
satisfaisante est de la visualiser. Comme pour les courbes, des techniques plus éla-
borées existent pour permettre une analyse plus fine, telles que les highlight lines et
les isophotes. Les highlight lines sont produites par la réflexion sur la surface d’une
série de sources spéculaires en forme de segments de droites, disposées de fagon pa-
ralléle dans un plan (Zhang et al., 2001). Chacune des highlight lines constitue la
réflexion d’une source sur la surface, vue par cette méme source (Zhang et Chang,
1998). Elles donnent donc une bonne idée de la régularité de la surface puisqu’elles
dépendent: de sa normale. Les isophotes sont quant 3 elles des lignes d’isocourbure
sur la surface (Hahmann et Konz, 1998). Qu’est-ce que la courbure d’une surface?
La courbure & proprement parler est un attribut d’une courbe. Pour les surfaces,
plusieurs définitions existent, et parmi elles la courbure gaussienne, produit des
courbures minimale et maximale, semble un bon choix (Hahmann et Konz, 1998).
La courbure minimale (maximale) est la courbure sur la surface dans la direction
ot elle est minimale (maximale). Le signe de la courbure gaussienne donne donc de
Pinformation sur la convexité de la surface en un point. Une courbure gaussienne
positive indique une surface localement convexe ou concave (point elliptique), une

courbure gaussienne négative indique des courbures de signes inverses (point hy-
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perbolique), et une courbure gaussienne nulle indique que la courbure est nulle
soit dans une des deux directions (point parabolique), soit dans les deux (point
planaire). C’est une caractéristique intrinséque de la surface, indépendante de sa
représentation, puisqu’elle est définie comme le produit des courbures minimale et
maximale, des attributs purement géométriques. Pour plus d’explications sur la
fagon de calculer la courbure gaussienne, voir Lipschutz, 1969. Une autre méthode
largement utilisée consiste & intersecter la surface avec des plans, et de considérer

la qualité des courbes ainsi produites.

1.4.2.2 Continuité

Comme pour les courbes, il est possible de caractériser mathématiquement les
attributs souhaitables des surfaces, dont la continuité. Il existe plugieurs types
de contimuité pour les surfaces, les principales étant les continuités paramétrique,
géométrique (stricte) et du plan tangent. La continuité paramétrique C™ est définie
dans les deux directions paramétriques : une surface est dite C™ en u (en v) si elle
est n fois continiment dérivable en u (en v) (Piegl et Tiller, 1997). La continuité
géométrique posséde plusieurs niveaux différents, mais les termes utilisés varient et
les définitions sont parfois contradictoires d’une référence a 'autre. Le niveau G7
le plus sévére exige que la surface soit C” & une reparamétrisation prés (DeRose,
1990, Zheng et al., 2001); autrement dit, les n premiéres dérivées sont identiques
4 une constante prés, constante qui est la méme tout au long de la jonction entre
deux morceaux de surfaces, ainsi que pour tous les niveaux de dérivées en cause.
Par exemple, une surface plane carrée de degrés p = ¢ = 1 avec neuf points
de contréle (3 x 3) disposés en une grille parfaitement réguliére, mais avec les
vecteurs nodaux suivants : U = {0,0,0.5,1,1} et V = {0,0,0.4,1,1} serait C* en

u mais G* seulement en v. Cette définition peut étre en pratique plus restrictive
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que nécessaire. Dans 'exemple de la surface plane, un léger déplacement du point
de contrdle du centre donnerait une surface ne répondant 4 la premiére définition
donnée dans aucune des deux directions, méme si géométriquement la surface est
bel et bien plane. D’of la définition de la continuité du plan tangent, qui exige
que les trois dérivées partielles suivantes soient coplanaires : celle le long de la
jonction entre les morceaux de surface et celles dans autre direction paramétrique
sur chacun des morceaux (Filip et Ball, 1989, Hui, 1999, Tookey et Ball, 1997, Liu,
1990, Farin, 1982). Cette définition est aussi appelée continuité de la normale,
puisque la normale est calculée comme le produit vectoriel des dérivées partielles
dans chacune des directions paramétriques et correspond & la normale du plan
tangent. Des conditions sur les points de controle des surfaces existent pour vérifier
la continuité de la normale. Si ces conditions ne sont pas remplies, il est assez facile
de vérifier et de quantifier la non-conformité d’une surface a la continuité de la

normale, en calculant ’angle entre les plans tangents.

1.4.2.3 Energie de déformation

Le degré de continuité et la convexité sont certes des caractéristiques importantes,
mais il est nécessaire d’avoir des outils qui permettent de comparer la forme de
surfaces ayant des caractéristiques semblables, en particulier qui permettent de
chiffrer la régularité d’une surface. Il est également nécessaire de pouvoir le faire
objectivernent, plutdt que seulement subjectivement par des techniques de visuali-
sation. La principale méthode pour ce faire est de calculer Pénergie de déformation,

ou encore son approximation par des mesures sur la grille de contréle. L’énergie de
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déformation d’une surface est définie, selon Zhang et al, 2001, comme

p=[[ K?E%%;ﬂyw(é?gg#)n (%)} dudo,

C’est en fait une approximation de la véritable énergie de déformation d’une surface,
dont la formule n’est donnée dans aucune des références consultées, un peu comme
la dérivée deuxiéme d’une courbe sert & approximer ’énergie de celle-ci. Cest
une mesure & la fois de la régularité de la géométrie et de Ia régularité de la
paramétrisation. Ceci peut 8&tre illustré par un exemple simple : une surface plane
carrée de degré p = ¢ = 2 définie par une grille parfaitement réguliére de 3 x 3 points
de contrdle. L’équation d’une telle surface définie sur [0,1] x [0,1] est S(u,v) =
ui + v+ 0k. L’énergie de cette surface est nulle, puisque les dérivées partielles a
partir desquelles elle est calculé sont toutes trois nulles en tout point de la surface.
Maintenant, si par exemple le point (0,0,0) est placé dans le plan z = 1 plutét
que dans le plan z = 0 comme les autres, comme illustré aux figures 1.4 et 1.5, la
surface se trouve modifiée et s'écrit S(u,v) = ui'+v7+ (1 — 2u+u?)(1 — 2v + v2)k.
L’énergie est alors non nulle, puisque qu’elle est la somme au carré des trois dérivées
partielles qui sont non nulles dans la direction k. I’énergie prend donc en compte

1a forme de la surface.

L’énergie prend également en compte la paramétrisation comme Pillustre 'exemple
suivant. Si le point de contréle du centre de la surface plane est déplacé en z
de 0.5 a 0.75, tel qu'illustré & la figure 1.6, Péquation de la surface devieni :
S(u,v) = [u+(u—u?)(v—2?)}7+v7 La forme ne change pas mais la paramétrisation
est différente. Ainsi, les trois dérivées partielles entrant dans le calcul de Pénergie

sont non nulles, et par le fait méme 1’énergie également.
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F1G. 1.4 Grille de controle de deux surfaces exemples : plan & gauche et plan dont
le point de controle (0,1,0) a été déplacé en (0,1,1).

FiG. 1.5 Deux surfaces exemples : plan & gauche et plan dont le point de contréle
(0,1,0) a été déplacé en (0,1,1).

1l est dit dans Farin, 2000 qu’il existe plusieurs approximations pour Pénergie d’une
surface, mais une seule est donnée : ,@k,g - Qk+1,l - Qk,l+1 + Qk+1,z+1l qu’il utilise
comme expression 4 minimiser dans un systéme d’équations surdéterminé servant
& la construction d’une surface approximant un grand nombre de points. L’ajout
de cette équation tend & produire une surface o les points de controle forment
quatre & quatre des parallélogrammes, la condition pour que expression s’annule.

Le lien avec I’énergie n’est pas trés clair cependant ; il semble en effet qu’une mesure
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F1G. 1.6 Deux surfaces exemples : plan & gauche et plan dont le point de contréle
du centre est déplacé de (0.5,0.5) 4 (0.5,0.75).

basée sur cetie expression soit plus liée 4 la parameétrisation qu’a la forme de
la surface comme telle. Par exemple, une surface interpolant linéairement deux
courbes de degré supérieur 4 1 ayant chacune un polygone de contréle en forme
de ’Z’ annulerait cette expression, sans pour autant que son énergie soit nulle. A
Pinverse, en reprenant 'exemple de la surface plane carrée on le point du centre
est déplacé sur le plan & Vintérieur de la surface, il est clair que la paramétrisation

influence cette mesure, méme si la forme ne change pas!

1.4.2.4 Paramétrisation

En terminant, il ne semble pas y avoir pour les surfaces de définition équivalente
& la paramétrisation par abscisse curviligne donnée pour les courbes, malgré que

cette notion intuitive semble assez répandue. Cette idée est précisée en 2.1.4.
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1.5 Génération de maillage

Le calcul de maillages de surface est nécessaire pour P’analyse de qualité de celles-
ci, et la génération de maillage est utilisée dans I'analyse des résultats produits
par les méthodes de construction de surfaces. L’idée ici est donc de donner une
bréve introduction au sujet, basée sur Frey et George, 1999. D’abord, les maillages
sont définis comme une collection d’éléments; dans l’espace bidimensionnel ou
sur une surface dans P'espace tridimensionnel, les léments sont généralement des
triangles ou des quadrilatéres, et en trois dimensions ce sont généralement des
tétraédres ou des hexaédres. Un fichier de maillage comprend essentiellement des
points, appelés sommets, et une table de connectivité, qui donne les somamets de
chacun des éléments. Le maillage peut étre structuré, c¢’est-a-dire constitué d’un
arrangement régulier d’éléments ayant une connectivité implicite, ou non structuré.
Un maillage structuré est calculé en discrétisant les entités topologiques en ordre

croissant de dimension : les arétes d’abord, les faces ensuite, puis les volumes.

Discrétiser une aréte est trés simple, du moins du point de vue conceptuel, puis-
gu’une aréte n’a qu’une seule dimension : il s’agit de répartir le nombre de points
voulus le long de celle-ci, avec une concentration donnée. Il n’y a aucune ambiguité,
aucun degré de liberté une fois le nombre de points et la concentration spécifiés.
Pour générer un maillage structuré sur une face ou dans un volume par contre, il
existe plusieurs méthodes, puisque ces entités comportent plus d’une dimension,
deux et trois respectivement. Une des plus utilisées est la méthode transfinie, qui
est ici décrite pour une face en deux dimensions. Comme entrée la méthode transfi-
nie pour les faces planes prend les arétes A; et A; discrétisées par n parameétres u;
et les arétes A, et A4 discrétisées par m paramétres v;. Les paramétres u; et v; sont
également donnés en entrée. La convention utilisée pour les arétes est illustrée en

1.7, et les arétes discrétisées sont notées Vi = 1.n Ay ;, Az; et Vj = 1.m Ay ;, As ;.
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Un maillage transfini Vi = 1..n, j = 1..m M, ; est calculé & partir de trois maillages

intermédiaires, comme suit :

Mm “Ll,w i L2yw Bm

ou L, et L, interpolent linéairement la discrétisation des arétes Vk = 1.4 A; deux
3 deux, comme suit :

Ligj= (1 — i)y +uidy;
Lo = (1 —v;) A +v;4s,

alors que B interpole de fagon bilinéaire les quatre sommets Vi = 1,2,m = 1,2 S,

correspondants (voir 1.7) :

Bi,j = (1 - uz)(l - ’Uj)S171 + (1 — ui)vjsl,g + ’U,i(l — ’Uj)Sg’l -+ Ui'UjSQ,Q.

Dans le cas d’une surface dans 1’espace tridimensionnel, I'interpolation est faite
dans Vespace paramétrique de la surface, c’est-a-dire que des points (u,v) sont
d’abord calculés, puis la surface est évaluée en ces points pour obtenir le maillage

dans V’espace tridimensionnel.

La méthode transfinie est I’équivalent de 1a méthode d’interpolation de Coons pour
construire une surface & partir de quatre courbes dans Vespace (Piegl et Tiller,
1997). La soustraction de la surface bilinéaire raméne le contour du maillage final
sur les quatre arétes ; par exemple, My ; = Ay puisque My ; = Ay ;+Lo1;— B et
que Lo ; et By ; sont identiques, puisqu’ils interpolent linéairement les deux mémes

points (voir la figure 1.8). Cette méthode est facile et rapide & implanter, et rapide
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Fia. 1.7 Convention de noms et d’axes utilisée pour la définition du maillage trans-
fini.

a lexécution. Par contre, elle peut produire des maillages non valides : les lignes de

maillage peuvent s’intersecter et les sommets & P'intérieur du maillage peuvent se

retrouver & Pextérieur du domaine dans le cas de géométries concaves. Pour lisser

les maillages et tenter de régler ces problémes, plusieurs autres méthodes existent,

mais cela sort du cadre de ce mémoire.
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.

F1G. 1.8 Calcul d’un maillage transfini 4 partir des trois maillages intermédiaires.
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CHAPITRE 2

METHODOLOGIE

Ce travail de recherche vise & développer des algorithmes d’interpolation de courbes
NURBS par une surface qui soient aussi génériques que possible, tout en répon-
dant aux besoins exprimés par GE pour la construction de modéles géométriques
de diffuseurs, o1 les courbes de section sont des courbes NURBS brisées. L’objectif
principal est d’obtenir des surfaces les plus réguliéres possibles, les plus compactes
possible en terme de nombre de points de contrdle et idéalement dont la paramé-

trisation est par abscisse curviligne.

2.1 Meéthodes utilisées pour Pévaluation des surfaces

L’évaluation de la taille des données est triviale, comme mentionné dans la re-
vue de la littérature. Cependant, les méthodes utilisées pour évaluer la régularité
des surfaces et la qualité de leur paramétrisation nécessitent une description plus

détaillée.

2.1.1 Continuité paramétrique et géométrique

La premiére analyse a faire quant & la régularité d’une surface est de quantifier sa
continuité. La continuité paramétrique est quantifiée simplement en observant la
définition de la surface. La quantification de la continuité géométrique, qui peut étre

de degré supérieur a la continuité paramétrique, nécessite par contre une analyse
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expérimentale. Dans le présent contexte donc, les surfaces sont C° continues dans la
direction u, mais pourraient également étre continues au sens du plan tangent. Pour
calculer localement angle entre les plans tangents donc, la normale est évaluée &
deux points distinets : un situé directement sur la ligne de discontinuité (& (ug, vr),
wu, étant un noeud de multiplicité p) et Pautre & (ux — du, v;), de fagon & ce que les
points soient situés dans des intervalles nodaux adjacents, et donc sur des morceaux

de surface adjacents et non sur le méme morcean de surface.

2.1.2 Méthodes visuelles

Une fois les degrés de continuité paramétrique et géométrique établis, les premieres
facons de faire pour analyser la régularité des surfaces obtenues sont la visualisation
des surfaces dans Vu, un logiciel de visualisation scientifique développé a I'Ecole
Polytechnique (Ozell et Pic, 2003). Six techniques de visualisation sont utilisées :
la visualisation des lignes de discontinuité, de la surface pleine avec effets de lumiére,
ainsi que de la grille de controle, de la courbure gaussienne, de la courbure le long
de courbes isoparamétriques, et de maillages de la surface. Certaines sont décrites

en 1.4.2, les autres sont expliquées dans ce qui suit.

2.1.2.1 Visualisation de la grille de controle

Cette derniére technique n’est mentionnée explicitement dans aucune des références
consultées, bien qu’elle soit utilisée dans quelques unes (dont Piegl et Tiller, 1997,
Farin, 2000). C’est une technique simple qui permet de se faire rapidement une
bonne idée de la forme de la surface entiére, étant donné que ce sont d’abord les
points de contréle qui donnent la forme a la surface. De plus, comme les algorithmes

développés dans ce travail servent en grande partie 4 calculer des points de controle,



il est primordial de pouvoir les voir. La visualisation de la grille de controle permet
d’analyser plus finement les résultats. Comparativement & la visualisation de la
surface pleine, elle facilite la détection des replis ou variations indésirables, qui
peuvent alors difficilement passer inapercu puisque la grille de contréle accentue
les variations de la surface, et donne une représentation discréte de celles-ci. La
visnalisation de la grille de controle permet également de se faire une meilleure idée
des problémes pouvant survenir, tel que des replis ou des oscillations, en montrant
de fagon intuitive comment la surface est spécifiée. Pour utiliser cette technique,
il suffit de construire la surface bilinéaire formée par la grille de contrdle d’une
surface initiale, puis de visualiser les lignes de discontinnité de cette surface. La
visualisation de la grille de contrdle ne remplace pas la visualisation de la surface
comme telle ou de ses lignes de discontinuité, mais plutoét la compléte, permet
d’analyser plus en détail une surface, au travers de sa définition. Cette méthode

est aussi valable pour les courbes.

2.1.2.2 Visualisation de la courbure gaussienne

La courbure gaussienne est utilisée pour analyser la courbure locale (voir 1.4.2.1
pour sa définition). Pour visualiser la courbure gaussienne dans l’environnement
Pirate, la méthode retenue est de calculer un maillage de la surface et de calculer
la courbure gaussienne en chaque sommet de celui-ci. Le logiciel Vu permet ensuite
de visualiser le maillage, coloré en chaque point selon la valeur de la courbure
gaussienne associée et selon la plage de visualisation [a, b] spécifiée. Les valeurs
inférieures & la borne a sont affichées de la méme couleur que la valeur a et les
valeurs supérieures 3 la borne b sont colorées comme la valeur §. Cela permet de
vigualiser plus finement les zones d’intérét, autour de 0 en particulier, mais au prix

d’une perte de vue plus générale. Les autres méthodes de visualisation des surfaces
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telles que les isophotes et les highlight lines semblent plus appropriées pour un
concepteur qui travaille directement & modifier une surface, qu’a un concepteur

d’algorithme de construction de surface.

2.1.2.3 Visualisation de la courbure le long d’isoparamétriques

La courbure gaussienne telle qu’utilisée donne de 'information sur la convexité de
la surface, mais peu sur la régularité de celle-ci. Les valeurs de courbure gaussienne
peuvent varier sur une grande plage, alors que seule une échelle est utilisée a la fois,
cachant du méme coup les variations propres & d’autres échelles. Elle donne aussi
une vue indirecte sur la courbure locale d’une surface, puisque c¢’est le produit de
deux courbures; quelles sont ces courbures? Il semble que pour avoir de I'infor-
mation sur la courbure, il faut la calculer et la visualiser directement. Comme la
courbure est un attribut d’une courbe, et qu’une infinité de courbes sont définies
par les isoparamétriques et u et v sur les surfaces, il apparait que c’est une fagon
commode de sonder la forme de la surface. A noter qu’a un point donné sur la
surface, cette méthode ne peut donner la courbure dans deux directions, parmi
Pinfinité de directions possibles. La méthode utilisée est de tracer un graphe de la
courbure; c’est la seule méthode utilisée qui donne vraiment une idée précise de
la régularité des surfaces. Par contre, il n’est possible avec cette méthode que de
visualiser la courbure le long d’une seule ligne isoparamétrique et non de toute la

surface, comme c’est le cas pour la courbure gaussienne.

2.1.2.4 Visualisation de maillage de surface

La visualisation de maillages de surface peut aussi compléter ces méthodes, mais

d'une facon différente : il s’agit en quelque sorte d’une définition similaire mais plus
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détaillée que celle des lignes de discontinuité sur la surface. Cette approche n’est
pas utilisée systématiquement dans ce travail mais plutot indirectement a travers

les tests sur le maillage.

2.1.3 Mesures de régularité sur la grille de controle

Pour évaluer et comparer objectivement la régularité des surfaces, un nouveau
critére est utilisé : la moyenne des angles au carré sur la grille de contrdle de Ia
surface, appelé mesure de régularité. Cette mesure est définie comme suit, dans

chacune des directions paramétriques :

avec
Vk=1.N,1=2.M—16}; = £(Qr-14 Qs Qr+1,)
et 1 N-1 M ,
EY = (N—-2)M s ;[ez,z]
avec

Vk) =2..N — 1, k =1.M gz,l = Z(Qk,l—17 Qk,l; Qk,l—i-—l)'

Cette mesure est aussi utilisée pour comparer les résultats des différentes méthodes
de choix de paramétres d’interpolation. La mesure consiste en fait en une moyenne
de mesures sur les courbes, chacune des courbes correspondant dans les deux cas a
la courbe qui passe par les points de contrdle des courbes de section ; dans le premier

cas la mesure est basée sur des points par lesquels passeront la dite courbe, tandis
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que dans le second cas la mesure est basée sur les points de controle eux-mémes
alors disponibles. Elle peut étre comprise comine une approximation discréte de
’énergie. La mesure discréte proposée par Farin, 2000, AP = 115;“ - 2}5;' + ﬁi—l 2,
n’est pas utilisé pour deux raisons. D’abord, elle n’est nulle que si les points sont
alignés et également distancés. Or, il est clair que la distance entre les points varie
dans le cas présent. Ensuite, méme si les points sont également distancés, cette
mesure est proportionnelle 4 /2 — 2cosf, 6 étant I'angle entre trois points de

contrdle consécutifs. En effet

1B — 2B+ Py = (P — B) — (B - By)P,

ce qui est illustré a la figure 2.1.

P,y ={(—cosf,sinf

g Fil= (050)

FIG. 2.1 Représentation vectorielle de la mesure de régularité par différence finie,
dans le cas ou la distance entre les points est unitaire.

Or, le vecteur résultant est pour cet exemple simplifié en deux dimensions ou la

distance entre les points est 1, est (1 — cosf,sinf), alors la distance au carré est

(1 —cosf)?+sin?f =1~ 2cos8 + cos®§ + sin® § = 2 — 2 cosb.
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Cette fonction est illustrée 3 la figure 2.2.

Mesures de régularité
10 T 1 T

Différence finie : f(#) =2 — 2 cosg
8 Angle au carré : f(0

Valeur de régularité associée

1 I i
0 7 /4 /2 3w /4 T
Angle entre les points de données

F1G. 2.2 Tracé des mesures de régularité en fonction de 'angle selon la différence
finie et 'angle au carré.

Le comportement de cette fonction en fonction de I’angle est inapproprié sur la
plage d’intérét, soit de 0 & 7. Le comportement approprié devrait avoir la forme
d’une courbe strictement croissante, avec dérivée deuxiéme plus grande ou égale
a zéro. Le choix de 'angle au carré est justifié par 'idée de pénaliser les grands
angles, et de tenter de favoriser une répartition d’angles relativement égale partout
(voir la figure 2.2). Par exemple, pour une courbe comprenant quatre points, donc
deux angles, cette mesure favorise deux angles moyens plutét que un grand et un

petit, comme illustré a la figure 2.3.

De plus, la moyenne des angles au carré a une définition simple et intuitive, est facile
et assez rapide & calculer, en plus d’8tre immédiatement disponible pour évaluer
les surfaces, contrairement & I'énergie de déformation. Finalement, cette méthode
ouvre la voie & des algorithmes automatiques de détection d’irrégularités dans les

courbes et surfaces, basés par exemple sur un angle maximum, qui ont aussi été
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(0-25.1) | (0,%)

A _ N

(-0.5,0) (0.5,0) (-0.5,0) (0.5,0)

FiG. 2.3 Valeur de mesures d’énergie pour deux triangles : le triangle équilatéral
minimise 'énergie.

utilisés dans le cadre de ce travail.

2.1.4 Paramétrisation

La qualité de la paramétrisation d’une surface, bien qu’elle soit une notion in-
tuitive, ne semble pas posséder de définition formelle. Une formalisation possible
de la paramétrisation par abscisse curviligne est que, & 'image de la définition
d’une paramétrisation par abscisse curviligne donnée pour les courbes, les dérivées
partielles en u et v doivent étre de grandeur constante. Bien siir, une telle paramé-
trisation n’existe pas pour la majorité des surfaces, mémes planes, en supposant
que P'espace paramétrique est rectangulaire [a, ] X [c, d], comme pour les NURBS.
Le cercle est un bon exemple, méme si I'espace paramétrique est carré, donc symé-
trique comme le cercle. Malgré tout, expression d’une telle paramétrisation idéale
rend possible de mesurer la ’distorsion’ d'une paramétrisation, ’écart 3 la para-
métrisation Vidéale. Par exemple, des statistiques sur la longueur des arétes d’une
discrétisation transfinie de la surface pourraient &tre utilisées comme approxima-
tion discréte, telles que Vécart type, les minimum et maximum. De telles mesures
sont d’ailleurs utilisées couramment dans la génération et I’'adaptation de maillages

non structurés. 11 est également clair qu’il est impossible d’atteindre pour n'importe
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quelle surface discrétisée de fagon structurée par des quadrilatéres des arétes toutes
de méme longueur. Par contre, il semble possible d’atteindre un maillage ayant des
longueurs d’arétes constantes par ligne de maillage, ¢’est-a-dire que pour les points

Vi = 1n,j =1.m Mé,j = (ui,j,vi,j) que

Vi=2.n— 1,] =1.m lM'i,j - Mi—l,j

= Miy1; — Mg

et
Vi=1l.n,j=2.m—1|M;; — M;; 1|=| M; w1~ M

Un tel maillage existe vraisemblablement, puisque le calcul d’un tel maillage, une
fois les frontiéres discrétisées de fagon uniforme, implique le calcul des deux coor-
données de chacun des (n — 2)(m — 2) points intérieurs a partir de 2(n — 2)(m — 2)
contraintes. Cela défini donc un systéme de 2(n—2)(m—2) équations a autant d’in-
connues. Un tel maillage, dans 'hypothése oil il existe effectivement pour n’importe
quelle surface, approxime donc d’une certaine fagon une paramétrisation ol les dé-
rivées partielles en u et v sont constante, mais par ligne iso-v et iso-u seulement,
respectivement. C’est donc ce qui doit étre idéalement atteint pour les surfaces a
congtruire. L’évaluation de Vatteinte de cet objectif de paramétrisation par abcisse
curviligne par lignes isoparamétriques est évalué subjectivement, de plusieurs fa-
gons : d’abord visuellement & travers la visualisation des lignes de discontinuité, de
la grille de contrdle et d’un maillage transfini uniforme de la surface, ou indirecte-
ment & travers 'approximation choisie pour Pénergie. Ces facons de faire, bien que

limitées, sont suffisantes pour atteindre le but visé dans le cadre de ce travail.
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2.2 Algorithme d’interpolation des courbes développé

Avant d’entrer dans les détails de P’algorithme d’interpolation des courbes développé
dans le cadre de ce travail, certaines définitions sont nécessaires. La convention
utilisée pour les indice des noeuds et des points de contréle est la suivante : Uindice
i va de 1 & n;, nombre de noeuds ou de points de contrdle de la courbe C;(u),
alors que Pindice k va de 1 & N, le nombre de noeuds ou de points de controle des

courbes compatibles qui est aussi celui de la surface dans la direction w.

2.2.1 Définitions

Définition 1 Une courbe de section est une courbe décrivant une section d’un
objet. Dans le présent travail, ces courbes sont formées de segments de droite et de
guarts d’ellipse et reposent dans des plans. Elles sont représentées par des courbes
de Bézier rationnelles par morceauz de degré p = 2, soient des NURBS avec des

noeuds internes de multiplicité p = 2.

Définition 2 Un noeud double est un noeud interne de multiplicité deuz. Dans
le présent contexte, c’est un noeud interne de mulliplicité p = 2 dans une courbe

de section C;(u) du méme degre.

Définition 3 Un noeud de brisure est un noeud double uf,j originalement pré-

sent dans les courbes de section.

Définition 4 Un point de brisure est un point sur une courbe de section qui
correspond & un noeud de brisure, et gui coincide avec un point de contrdle. Les

courbes sont C° continues & de tels points.
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Définition 5 Une ligne de discontinuité est une ligne dans une surface & iro-
vers laquelle la surface n’est pas infiniment dérivable. Dans une surface NURBS,
une ligne de discontinuité coincide nécessairement avec une ligne isoparamétrigue
correspondant & un noeud du vecteur nodal, c’est-a-dire & la jonction enire deux
morceaur de surface. Les surfaces sont infiniment dérivables de facon continue 4
Uintérieur des morceaur de surfaces. Dans le présent travail, les lignes de disconti-

nuité d’intérét sont C° et correspondent & des iso-u.

Définition 6 Une contrainte C° groupe des noeuds doubles ug’j provenant de
différentes courbes en un seul noeud double uy, dans la surface. Par le fait méme, une

seule ligne de discontinuité C° passe par l'ensemble des points de brisure associés.

Définition 7 Une ségquence de noeuds est l'ensemble des noeuds formant le
vecteur nodal d'une courbe C(u) ou d’une surface S(u,v). Un ensemble n’admet pas
de répétition des éléments, donc les noeuds doubles du vecteur nodal n’apparaissent

qu’une seule fois et la séquence de noeuds est strictement croissante.

Définition 8 Un point libre est un point de brisure qui doit étre inséré dans la
courbe C;(u) pour qu’elle soit compatible avec les autres courbes de section en vue de
Uinterpolation. Ces points sont dits libres puisqu’ils peuvent élre insérés n’importe
0% & Pintérieur d’un segment de courbe donné, c’est-a-dire entre deus paires de

noeuds doubles consécutifs.

Définition 9 Un noeud libre est un noeud double u}:,j qui doit étre inséré dans la
courbe C;(u) pour qu’elle soit compatible avec les auires courbes de section en vue
de Uinterpolation, c’est-a-dire qu’elle soit définie avec le méme nombre de noeuds

et de points de contréle. La valeur du noeud inséré est imposée par le vecteur nodal
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commun, mais le point de brisure associé peut élre inséré ¢ un endroit au choiz, &
Vintérieur du segment de courbe ot se trouve ce noeud. Lo valeur d’un noeud Libre

correspond & endroit o4 le point de brisure est inséré. Voir la figure 2.4.

Cl CZ Cg C 4 05
@

F1G. 2.4 Grille de noeuds composée de noeuds de brisure et de noeuds libres, re-
présentés par des ronds pleins et vides respectivement.

Définition 10 Une grille de noeuds est une grille rectangulaire de noeuds “Z,j
surk = 1..N,j = 1..m comprenant les séquences de noeuds des courbes compatibles.

Cela comprend donc les noeuds de brisure et les noeuds libres. Voir la figure 2.4.

Définition 11 Une partition est un sous-ensemble de colonnes de la grille de
noeuds, c¢’est-a-dire ui,j surk = ky.ke, 7 = 1..m. La division de la grille de noeuds
en partitions, basée sur des connaissances liées & Uapplication spécifique, permet de

guider et simplifier grandement le calcul des contraintes.

2.2.2 Critére utilisé dans Palgorithme

La mesure de régularité décrite en 2.1.3 ne peut étre utilisée directement dans ’al-
gorithme qui sélectionne les meilleures contraintes, puisqu’a ce moment les points
de contréle de la surface finale ne sont pas encore calculés. Il faut donc se replier sur

P'information disponible & ce moment, ¢’est-a-dire la grille de noeuds et les courbes,
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pour mesurer la régularité des lignes de discontinuité. L’idée est de reprendre la
moyenne des angles au carré, mais sur les points de passage des lignes de disconti-
nuité sur les courbes, c’est-a-dire sur les points de brisure et les points calculés par
Pévaluation des courbes aux noeuds libres. Aussi, la mesure est pertinente seule-
ment dans la direction de Pinterpolation. Finalement, seule la somme est calculée,
puisque le nombre d’angles est le méme pour chacune des contraintes 4 comparer ; il
gerait inutile de diviser par le nombre d’angles pour obtenir la moyenne. La mesure

est donc définie comme suit :

s

N m—

E = Z [01‘:,3']2
k 2

avec

Vk = 1N,] =2.m~-1 0,‘:’3- = L(Dk—l,j7 Dk,j, Dk-l—l,j)'

Les Dy ; représentent les point de passage sur les courbes de section des lignes de

discontinuité, d’oit le ’d’ dans E¢ et §%.

2.2.3 Pseudo-code de P’algorithme complet

Entrée :

Courbes de section de Bézier rationnelles par morceaux.
Sortie :

Surface interpolant les courbes de section.
Algorithme :

// Rendre les courbes compatibles

Placer les noeuds de brisure des courbes en proportion de la longueur d’arc
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Calculer les noeuds de brisure sur chaque courbe (la séquence de noeuds)
// Calculer la grille de noeuds
Diviser les noeuds en partitions prédéterminées,
selon leur position sur les courbes de section
POUR chacune des partitions FAIRE
Calculer le nombre de contraintes n, : c’est le nombre de noeuds
de brisure (dans la partition) de la courbe de section qui
en contient le plus (dans la partition)
// Calculer le nombre de configurations possibles n, pour les contraintes
Initialiser n, & 1
POUR chacune des courbes de section FAIRE
SI ¢’est la premiére courbe QU la courbe courante
1’a pas le méme nombre de noeuds que la précédente ALORS
np est multiplié par le nombre d’arrangements possibles sur la
courbe courante comportant n; noeuds dans la partition,
c’est-a-dire par mc—jf;—)'ﬁ' avec n. le nombre de contraintes
POUR chacune des n, configurations possibles FAIRE
Placer les noeuds de brisure dans la grille de noeuds
Placer les noeuds libres dans la grille de noeuds, avec le lissage naif
Calculer la mesure de régularité des lignes de discontinuité
SI la mesure est plus faible que la mesure minimale ALORS
Mémoriser la nouvelle mesure minimale
Mémoriser la configuration
// Ici la grille de noeuds est calculée
Recalculer la grille de noeud pour la configuration optimale,
avec le lissage parabolique

Insérer les noeuds libres dans les courbes de section
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Calculer le vecteur nodal en u de la surface : moyenne de ceux des courbes
// Ici les courbes sont compatibles

// Interpoler les courbes compatibles

Calculer les paramétres d’interpolation 7;

Calculer le vecteur nodal en v

Calculer les dérivées imposées aux extrémités

Calculer les points de contrdle et les poids

2.2.4 Pseudo-code de 'algorithme de lissage

Algorithme : Placer les noeuds libres dans la grille de noeuds
// Calculer les noeuds libres selon le lissage naif, partition par partition
POUR chacune des contraintes FAIRE
Trouver la courbe C;(u) d’incide minimal jpm, ayant
un noeud de brisure dans cette contrainte
POUR chacune des courbes ayant un indice inférieur & juin,
en ordre décroissant FAIRE
Placer le noeud libre uj ; 4 la méme valeur que le noeud sur
la courbe d’indice supérieur (uf ;,,)
SI uj ; n’est pas dans Vintervalle [u] ; — ¢, uj ; + €] ALORS
Ramener le noeud uj ; 4 la borne la plus proche
Trouver la derniére courbe C;(u) ayant un noeud de brisure dans
cette contrainte
Procéder de la méme fagon pour les courbes ayant un indice supérieur
a la courbe en question

// Ici le lissage naif est complété
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// Calculer les noeuds libres selon le lissage parabolique
POUR chacune des contraintes FAIRE
Trouver la courbe C;(u) d’incide minimal j,;, ayant
un noeud de brisure dans cette contrainte
Placer "calculer parabole" 4 VRAI
POUR chacune des courbes ayant un indice inférieur & jn,
en ordre décroissant FAIRE
SI "calculer parabole" est & vrai ALORS
Calculer les paramétres de la parabole
Placer "calculer parabole” 4 FAUX
Calculer le noeud libre d’aprés la parabole
SI le noeud libre croise un de ses deux voisins ALORS
Placer le noeud libre & ¢ de ce voisin
Placer "calculer parabole” 4 VRAI
Procéder de la méme fagon pour les courbes ayant un indice supérieur

a la courbe en question

2.3 Algorithme pour rendre les courbes compatibles

L’algorithme développé pour rendre les courbes de section compatibles en vue de
leur interpolation par une surface est expliqué et justifié dans ce qui suit. Les idées
générales du calcul de la grille de noeuds, étape cruciale, sont exposées en 2.3.1.

Les détails et le reste de l'algorithme sont donnés dans les sous-sections suivantes.
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2.3.1 Calculer la grille de noeuds : idées générales

Le calcul de la grille de noeuds consiste & calculer le regroupement des noeuds de
brisure, c’est-a-dire les contraintes, ainsi que Pemplacement d’insertion des points
libres, donné par les noeuds libres. La méthode développée ici est complétement
automatique; elle a été ajustée pour bien fonctionner dans le contexte des diffu-
seurs, méme si les idées sous-jacentes sont assez générales. Il n’est d’ailleurs pas
évident d’automatiser un tel algorithme dans un cas général, puisque celui-ci tente

de deviner, jusqu’a un certain point, U'intention du concepteur.

L’algorithme développé repose sur I'idée que les lignes de discontinuité dans les
surfaces doivent &tre lisses. I’algorithme tente donc de grouper les noeuds de brisure
de fagon & réduire la mesure de régularité, expliquée et justifiée en 2.2.2, et en
placant les noeuds libres suivant une parabole de fagon assurer une régularité dans
les lignes de discontinuité. Certaines restrictions s'imposent cependant. D’abord,
de par la définition des surfaces NURBS, les lignes de discontinuité sont des lignes
isoparamétriques sur les surfaces et donc ne peuvent se croiser. En d’autre mots, les
contraintes doivent étre définies de fagon A ce que les courbes compatibles soient
valides, c’est-A-dire que leur vecteur nodal soit croissant. Une autre restriction,
nécessaire pour obtenir un résultat satisfaisant dans certains cas tests sans toutefois
nuire aux auires est imposée : si un groupe de courbes de section consécutives ont
le méme nombre de points de brisure dans la partition en cause, ces points de
brisure correspondent respectivement aux mémes contraintes. Par exemple, dans
le cas on deux séries de points de brisure convergent pour n’en former qu’une
seule, par expérience il est nettement préférable que tous les points de brisure
seuls sur leur courbe de section se trouvent dans la méme contrainte (voir figure

2.5). Autrement dit, §’il existe une série de courbes avec deux points de brisure

suivie immédiatement par une autre série en contenant une seule, tous les points
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de brisure sur les courbes en contenant un seul doivent &tre placés dans la méme
contrainte. La restriction imposée est nécessaire car la mesure de régularité serait
minimisée par une solution qui ressemblerait & ceci : tous les points de brisure des
courbes d’indice pair sont dans une contrainte et ceux des courbes d’indice impair
sont dans 'autre, de sorte que le morceau de surface entre les lignes de discontinuité
est trés mince et dans bien des cas forme un repli dans la surface (voir figure 2.5).
La restriction imposée améliore grandement ces problémes et réduit le nombre de
possibilités & tester dans Palgorithme. A noter que dans un contexte plus général,
il faudrait probablement raffiner cette restriction et ’"appliquer seulement en dega
d’une certaine distance entre les points de brisure, distance mesurée dans 'espace
paramétrique des courbes.

¢, C G Oy G i G Gy Cy G
L 4 @

L 4 @@ ? L 4 .

4 L 4 © L 4 4 @ L

F1G. 2.5 Schéma de la grille de noend qui minimise la mesure de régularité (a
gauche), et méme résultat mais a I'intérieur des contraintes sur les sections
consécutives comportant le méme nombre de noeuds (& droite).

2.3.2 Placer les noeuds doubles des courbes en proportion de la lon-

gueur d’arc

Cette étape préparatoire consiste & placer les noeuds de brisure uf,j tels que

ud,
(2] fol C,(u)du
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Cela devrait faire en sorte que la paramétrisation des courbes est environ par
abscisse curviligne. Cette étape est nécessaire pour le lissage ultérieur : le calcul
de la position des noeuds libres est fait en fonction de la longueur d’arc sur les

courbes, 4 partir de la valeur des noeuds de brisure.

2.3.3 Diviser les noeuds en partitions

Les noeuds de brisure des courbes de section sont préalablement regroupés en un
certain nombre de partitions pour guider et simplifier le calcul des contraintes.
Ces groupements préalables sont faits automatiquement en fonction de connais-
sances privilégiées liées a 'application de l'algorithme aux diffuseurs, qui sont en-
codées comme montré 2 la figure 2.6. A noter qu’avec ces informations, seules les

contraintes sur les cotés des diffuseurs ne sont pas déja complétement spécifiées.

HAUT_DROITE
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F1G. 2.6 Définition des partitions des sections dta en vue du calcul des contraintes.

2.3.4 Calculer le nombre de contraintes n, dans chacune des partitions

Pour une partition donnée, le nombre de contraintes est le nombre de noeuds de
brisure de la courbe de section qui en contient le plus (toujours & Pintérieur de

la partition). C’est le nombre minimal admissible de contraintes, puisque chacun
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des noeuds de brisure doit se trouver dans une contrainte. Pour application de
Palgorithme aux diffuseurs, ce nombre est également suffisant pour obtenir de bons

résultats.

2.3.4.1 Calculer n,, le nombre de configurations possibles pour les

contraintes

Sur chacune des courbes de section, n; noeuds doivent étre placés en n, contraintes.
Les noeuds doivent étre placés en ordre croissant ; il s’agit donc de placer les n,—n;
‘trous’ ou noeuds libres parmi les n, contraintes, les *trous’ étant non distinguables
entre eux. Pour ce faire, (Tc—_%'?m‘ﬁ possibilités existent sur chacune des m courbes.
Cela peut sembler prohibitif puisque typiquement un diffuseur contient de 20 a 40
courbes de section et deux lignes de discontinuité par partitions. Cependant, la
majorité des courbes contiennent dans une méme zone soit aucun soit deux points
de discontinuité, laissant une seule possibilité pour la définition des contraintes.
Seulement quelques sections contiennent un seul point de brisure, laissant deux
possibilités. De plus, une restriction est imposée & effet que si un groupe de
courbes de section consécutives ont le méme nombre de points de brisure dans
la partition en cause, alors ces points de brisure correspondent respectivement aux
mémes contraintes. Cela réduit grandement le nombre de possibilités & considérer,
puisque pour les diffuseurs les courbes de section consécutives ont trés souvent
le méme nombre de noeuds de brisure. Pour calculer le nombre de possibilités &
tester, il faut donc calculer celui de la premiére courbe, et par la suite Paugmenter
seulement lorsque deux courbes consécutives ne comportent pas le méme nombre
de noeuds de brisure (voir 2.2.3). Cette fagon de calculer est également a la base de
Passociation entre les entiers de 1 & n, aux n, configurations possibles, qui permet

de les parcourir aisément.
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2.3.5 Sélectionner la configuration optimale

Pour sélectionner la configuration optimale, Palgorithme les teste toutes. Cela signi-
fie que pour chacune des n, configurations possibles, I’algorithme place les noeuds
de brisure, puis les noeuds libres par lissage. Ensuite, la mesure de régularité est
calculée sur la grille de noeuds ainsi formée. Le fait d’avoir calculé Pemplacement
des noeuds libres permet que la grille de noeuds soit compléte, et de tenir compte de
la forme de Pensemble des lignes de discontinuité, plutdt que seulement des régions
ou se trouvent des noeuds de brisure. L'entier associé a la meilleure configuration
est gardé en mémoire, pour que celle-ci puisse &tre reconstruite dans la grille de

noeuds, nécessaire pour insérer les noeuds et les points libres.

2.3.6 Insérer les points libres dans les courbes

Pour insérer les points libres dans les courbes de section, il suffit d’insérer dans
chacune des courbes 14 oi les valeurs de noeuds libres calculées. L’insertion d’un
noeud de multiplicité p coupe le segment de courbe dans lequel il est inséré en
deux; un point de contrdle est placé sur la courbe, & V'endroit correspondant &
I'évaluation de la courbe au noeud inséré, et en remplagant et/ou ajoutant p — 1
points de controle dans chacun des nouveaux segments. L’opération ajoute au total
p points de controle. Comme les noeuds de brisure des courbes sont inchangés
(voir 2.3.2}, et les courbes sont approximativement paramétrées en fonction de la
longueur d’arc, les points insérés sont situés dans le bon segment de la courbe et
environ & endroit voulu. C’est cette opération qui modifie les courbes en fonction

des contraintes, qui concrétise celles-ci.
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2.3.7 Calcul du vecteur nodal de la surface

Rendre les courbes compatibles signifie habituellement redéfinir les courbes sur le
méme vecteur nodal, mais dans ce cas comme tous les noeuds sont de multiplicité
p = 2 ce n'est pas nécessaire : il suffit qu’elles aient le méme nombre de points de
contrdle et qu’un vecteur scit choisi pour la surface. En effet, les noeuds doubles des
courbes n’ont pas besoin d’étre changés puisque les informations requises pour le
calcul de la surface sont les points de contrdle de chacune des courbes et un vecteur
nodal pour la surface. Ce dernier est calculé en faisant la moyenne des vecteurs
nodaux des courbes de section. Les noeuds des courbes étant placés proportionnel-
lement & la longueur d’arc, les noeuds de la surface sont placés de fagon & produire,
en moyenne, une paramétrisation par abscisse curviligne. Bien siir, comme la va-
leur des noeuds des courbes peut varier, et varie d’ailleurs grandement dans le
cas des diffuseurs, la paramétrisation de la surface résultante peut étre loin de la

paramétrisation idéale.

2.3.8 Placer les noeuds libres dans la grille de noeuds (lissage)

Trois méthodes sont présentées ici : méthode naive, méthode de lissage naif et
méthode de lissage parabolique. La premiére méthode, simpliste, n’est pas utilisée.
La seconde méthode, nommée lissage naif, moins élaborée que la troisiéme mais
plus facile et plus rapide a calculer, est utilisée dans le calcul des noeuds libres dans
Palgorithme qui calcule la meilleure configuration pour les noeuds de brisure. Un
calcul trés précis n’est pas vraiment nécessaire dans ce cas. La méthode de lissage
parabolique est finalement employée pour calculer la position finale des noeuds

libres, de facon & produire des lignes de discontinuité raisonnablement lisses.
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2.3.8.1 Meéthode d’insertion naive

La méthode la plus simple pour Vinsertion des points libres est certainement de les
insérer & la valeur moyenne des noeuds de brisure associés. Cette méthode naive
n’est cependant pas adéquate, les lignes de discontinuité pouvant présenter une
transition brutale entre les noeuds de brisure et les noeuds libres. 1 faut en effet
gue le calcul des noeuds libres prennent en compte le noeud de brisure le plus

proche.

2.3.8.2 Lissage naif

Une seconde méthode simple, qui est nommée ’lissage naif’ dans ce document,
consiste 4 placer les noeuds libres 4 la valeur du noeud de brisure le plus prés, sauf si
cela viole la restriction de non croisement, anquel cas les noeuds libres sout placés &
un § donné de la ligne de discontinuité croisée, § étant mesuré dans Pespace paramé-
trique. Par exemple, pour un diffuseur, les quelques premiéres sections countiennent
typiquement des noeuds libres, les sections plus au centre contiennen{ des noeuds
de brisure, et parfois quelques sections a la sortie du diffuseur contiennent éga-
lement des noeuds libres. Ainsi, le long d’une ligne de discontinuité, les quelques
premiéres sections comportent des noeuds libres placés 4 la valeur du premier noeud
de brisure, les sections suivantes comportent des noeuds de brisure, puis, s’il y a
Heu, les quelques derniéres sections comporient des noeuds libres placés & la valeur
du dernier noeud de brisure. Cette fagon de faire constitue une nette amélioration
par rapport & la premiére technique utilisée, puisqu’elle redresse considérablement
les lignes de discontinuité de la surface finale. Cependant, celles-ci peuvent encore
comporter une discontinuité dans la direction v, des dérivées cette fois. De plus,

Vincorporation de points placés le long d’une ligne droite peut résulter & l'inter-
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polation en un polygone de controle oscillant de part et d’autre de celle-ci. Cette
technique est donc utilisée seulement dans le placement des noeuds libres a I'inté-
rieur de 'algorithme de calcul de la meilleure configuration. Pour le calcul final de

la grille de noeuds, le lissage parabolique est utilisé.

2.3.8.3 Lissage parabolique

Une troisiéme méthode, nommée ’lissage parabolique’ dans ce document, qui
consiste & placer les noeuds le long d’une parabole, est finalement utilisée. Ici en-
core, I'idée de base est trés générale mais les détails sont reliés a application visée.
Pour minimiser la mesure de régularité, il suffirait de placer les noeuds libres le long
d’une droite passant par les deux premiers (derniers) noeuds de brisure. Cependant,
une telle fagon de faire entrerait plus souvent qu’autrement en conflit avec la pre-
miére restriction, celle de noun croisement des lignes de discontinuité, et ne donnerait
pas nécessairement la forme souhaitée. Et encore une fois, 'interpolation de points
disposés le long d’une ligne droite, parmi un ensemble plus grand de points, peut
donner des mauvais résultats. Il semble donc qu’il faille choisir une fonction qui
suive cette droite prés des noeuds de brisure et qui se redresse plus loin ; autrement
dit, la dérivée de la fonction doit étre environ égale & une fonction passant par les
noeuds de brisure prés de ceux-ci, et étre nulle plus loin. Mathématiquement donc,

une fonction de lissage devrait respecter trois conditions géométriques :

~ elle devrait passer par le premier (dernier) noeud de brisure;

- elle devrait avoir en ce point la méme pente (dérivée) que la droite reliant les
deux premiers (derniers) noeuds de brisure;

— elle devrait aboutir & un point u présélectionné en v = 0 (v = 1) sans jamais
déborder ce point, de fagon 4 assurer qu’il n’y a pas de croisement entre les

rangées de noeuds doubles, donc entre les lignes de discontinuité, en supposant
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que le point en question soit bien choisi.

La fonction choisie pour ce faire est une parabole cuverte vers Pextrémité de la
surface, puisqu’elie semble la fonction la plus simple qui remplisse ces critéres.
La parabole est définie selon les axes ¢ et s, ¢ pour la distance moyenne entre
les courbes de section et la coordonnée s correspondant i la paramétrisation par
abscisse curviligne des courbes (voir la figure 2.7).

8

Ci Gy C3 Cy Cs
® ® @ @ ®

F1G. 2.7 Systéme de coordonnées dans lequel est défini la parabole utilisée pour le

lissage.
S
C11 02 Cg 04 Cs
® @ @ © ®
®
®-.
& @ & @ ® 1

F1G. 2.8 Hlustration des conditions géométriques définissant la parabole : les deux
points de passage et la tangente.

Les calculs des paramétres de la parabole en fonction des contraintes données
sont présentés & I'annexe I. Les deux premiéres conditions géométriques pour la
parabole, soit le point de passage et la dérivée au noeud de brisure sont déja connus.

Il en est autrement de la position du point extrémité qui doit &tre choisie avec soin
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de fagon 4 donner un bon résultat. La distance dans la direction u entre les deux
bouts du morceau de parabole est nommée é dans ce qui suit, comme illustré sur
la figure 2.8. Ce § ne doit pas étre trop grand; il est d’abord posé que pour que
la ligne de discontinuité ne s’écarte pas trop des noeuds de brisure, § est limité
par la moitié du § qui serait obtenu en prolongeant la droite passant par les deux
premiers (derniers) noeuds de brisure. Ensuite, 1a ligne de discontinuité ne devrait
pas s’écarter trop de celle produite par le lissage naif; une limite arbitraire de 0.03
est fixée en fonction de 'expérience avec Uapplication des diffusenrs. Finalement,
pour éviter les croisements de lignes de discontinuité, 6 est limité par la demi-
distance avec le noeud double de la courbe d’indice inférieur ou supérieur, selon
le cas, moins un epsilon donné (la valeur le — 6 est utilisée). Le sens de parcours
n’a généralement pas d’impact puisque les noeuds utilisés pour calculer le 6 sont
des noeuds de brisure, sauf si les paramétres de la parabole doivent étre recalculés
a cause d’un croisement (ce qui arrive rarement). Cette fagon de faire n’est pas
parfaite, puisqu’elle peut ne pas prendre plein avantage de Pespace disponible pour
une. parabole; par exemple, ce serait le cas avec des noeuds de brisure tels que
montré i la figure 2.5; la parabole pourrait prendre tout 'espace entre les deux
contraintes mais avec l'algorithme utilisé elle n’en prendra que la moitié. Malgré
tout, cette fagon de faire est globalement assez satisfaisante. Une limite similaire est
également posée pour éviter aux noeuds libres de déborder le domaine paramétrique

de la surface.

L’algorithme de calcul des noeuds libres procéde contrainte par contrainte, en com-
mengant par la courbe la plus prés des noeuds de brisure. En effet, il faut vérifier
qu’il 0’y a pas de croisement créé par le placement de noeud libre effectué, auquel
cas il faut placer le noeud libre ailleurs que sur la parabole et en recalculer une
nouvelle, c’est-a-dire recalculer & et les paramétres associés. Ce cas de figure sur-

vient pour quelques diffuseurs, lorsque deux lignes de discontinuité qui convergent
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ne finissent pas sur la méme courbe de section. Pour les deux méthodes de lissage,
dans le rare cas ot des noeuds libres se trouvent entre deux séries de noeuds de
brisure, ces noeuds libres sont calculés par interpolation linéaire 4 partir des noeuds

de brisure de part et d’autre de ceux-ci.

2.4 Algorithme d’interpolation des courbes compatibles

Tl reste & construire la surface courbe du diffuseur, surface NURBS de degré ¢ = 3
dans la direction de Pinterpolation, & partir des courbes compatibles, du vecteur
nodal U calculé précédemment et de directions tangentes spécifiées aux deux ex-
trémités. La méthode générale utilisée est une variation de la méthode classique
détaillée en 1.3.2 utilisant une méthode logarithmique pour choisir les paramétres
d’interpolation, incluant une technique simple développée pour déterminer auto-
matiquement la grandeur des dérivées spécifiées comme conditions aux extrémités

dans Vinterpolation. Les détails sont donnés dans ce qui suit.

2.4.1 Méthode logarithmique de choix des paramétres d’interpolation

La méthode logarithmique consiste & placer les paramétres d’interpolation 7; de
sorte que la distance entre ceux-ci soit proportionnelle & log(1 +d), c’est & dire que

Ty = 0 et .
— Z?g:fz }og(l 'I”’ Dy — Dk—lb
> ez 10g(1 H Dy, — Dy1)

Les distances sont calculées dans 'espace homogéne. Cette méthode a été proposée
par Mohammed Khachan, chercheur 3 ’Ecole Polytechnique. Bien qu’il ne semble
pas y avoir de justification hautement scientifique pour cette méthode, il ne semble

pas v en avoir non plus pour les méthodes uniforme et centripéte, pourtant ci-
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tée dans Piegl et Tiller, 1997. La méthode de longueur d’arc cherche au moins 3
produire une paramétrisation par abscisse curviligne dans la direction de l'inter-
polation, malgré sa prédiction simpliste de la longueur d’arc entre deux points ou
deux courbes 3 interpoler. Bref, toutes ces méthodes sont quelque peu arbitraires,
et ne cherchent pas 4 optimiser un critére de qualité défini. I’idée de la méthode
logarithmique est basée sur Pexpérience avec différentes applications et sur deux
observations. La premiére, qui semble &tre 4 la base des méthodes longueur d’arc
et centripéte aussi, est que pour une courbe interpolant des points, la longueur de
corde entre deux points de collocation augmente en fonction de la distance entre
leurs paramétres d’interpolation correspondants. L’hypothése s’applique dans le
cas de Pinterpolation de courbes par une surface, i partir de la distance entre les
courbes de section et de la longueur de corde de courbes isoparamétriques sur la
surface. Cette hypothése est intuitive, raisonnable et semble concorder avec Pexpé-
rience méme si dans la littérature consultée il n’est aucunement fait mention d’étude
expérimentale & ce sujet. Dans le cas o la longueur de corde est trop courte entre
deux points de collocation, la courbe a tendance & étre trop aplatie dans cette zone,
c’est-a-dire trop proche du segment de droite reliant les deux points, alors qu’elle a
tendance 3 &tre bombée dans les intervalles voisins, ¢’est-a-dire qu’elle a tendance &
étre trop loin du segment de droite reliant les deux points de collocation correspon-
dants & lintervalle. Une telle courbe n’est pas trés réguliére, et sa courbure n’est
pas répartie uniformément. Dans le cas ol la longueur de corde est trop longue
entre deux points de collocation, la courbe tend & &tre trop bombée ou méme 3
présenter une boucle. Ce phénoméne s’explique ou g’illustre par 'analogie suivante :
un objet doit passer par n points en n instants différents. L’objet ne peut accélérer
ou freiner instantanément. Dong, si il doit parcourir une grande distance en peu
de temps entre deux points, il a au second point une grande vitesse (dérivée de la

courbe). Si il doit ensuite relier un troisiéme point prés du second dans un temps
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relativement éloigné, objet ne peut freiner assez rapidement, alors il doit effectuer
un trop long trajet avant de passer par le troisiéme point, ce qui se traduit par une
trajectoire trop large ou méme une boucle. La seconde observation est que, d’aprés
Pexpérience et les observations de Mohammed Khachan du moins, souvent avec la
méthode centripéte la longueur de la courbe est trop grande entre les points de
collocation rapprochés, alors que avec la méthode de la longueur d’arc, la longueur
de la courbe est trop grande entre les points éloignés. La méthode logarithmique
améliore ces deux problémes (voir figure 2.9), puisque la courbe de la méthode
logarithmique se trouve entre celle des méthodes longueur d’arc et centripéte, dans
la plage ou la distance entre les points est suffisamment petite du moins. En effet,
aprés un certain point la courbe logarithmique repasse sous la courbe centripéte,

car
fim log(1 + d)
d—co \/C—l

A noter que la courbe de la méthode centripéte se trouve elle-méme entre celles

={.

des méthodes uniforme et longueur d’arc. A noter également que sur la figure 2.9
la fonction logarithmique est multipliée par 1—0—23 pour gu’elle passe comme les trois

autres par le point (1, 1), ce qui permet de comparer visuellement les courbes.

La méthode logarithmique posséde trois caractéristiques importantes que les trois
autres méthodes possédent également. D’abord, la courbe passe par le point (G, 0),
grace & Pajout du ’1’ dans log(1 +d). Ensuite, la fonction log(1 +d) est strictement
croissante, c’est & dire que sa dérivée est strictement positive pour toute distance
d strictement positive. Aussi, la méthode est invariante sous des transformations
affines (translation, rotation, symétrie) (Filip et Ball, 1989), c’est & dire que des
points de collocation pourraient étre interpolés puis transformés de fagon affine,
ou l'inverse, et le résultat serait le méme, puisque la distance d entre les points ne

change pas sous une transformation affine. Finalement, le calcul des paramétres
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d’interpolation est simple et assez rapide. Cependant, comme la méthode centri-
péte, la méthode n’est pas invariante sous homothétie. Il serait relativement facile
de remédier 4 ce probléme cependant, en divisant par exemple toutes les distances
entre les points par la plus grande d’entre elles, de sorte que la méthode donnerait
des résultats plus réguliers. De plus, les distances pourraient étre multipliées par
un facteur & choisi de fagon 4 ce que tous les cas tests utilisent 1a méme portion de
la fonction sélectionnée pour son comportement ’approprié’. Pour les diffuseurs, les
| distances entre les courbes & interpoler sont généralement inférieures &4 1. Derniére
remarque, la base choisie pour le logarithme n’influence pas les paramétres d’inter-
polation puisque log,(1 + d) = I—O—I%bé(bl(%)‘” et que les paramétres sont mis & ’échelle
sur [0, 1] pour que la courbe ou la surface résultante soit définie sur cette plage

paramétrique.

Méthodes de paramétrisation

Uniforme ~--——
Longueur d ar¢ —--—
Centripéte - -~
Logarithmigue ------

0 1 2 3
Distance entre les poinis de données

Distance entre les parametres d interpolation

F1G. 2.9 Graphe des quatre fonctions utilisées pour choisir les paramétres d’inter-
polation.

2.4.2 Meéthode de choix de la grandeur des dérivées

11 est nécessaire de spécifier des tangentes dans la construction de la surface courbe
du diffuseur; dans les requis de GE pour les diffuseurs, la direction de la surface
4 entrée de celui-ci doit avoir un angle bien précis. Egalement, la spécification

de tangentes 'appropriées’ peut améliorer la qualité de la surface résultante. La
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facon de faire proposée dans Piegl et Tiller, 1997 pour Vinterpolation de points de
collocation par une courbe est de spécifier la dérivée voulue 4 chague exirémité.
Rien n’est précisé pour interpolation de courbes de section par une surface, avec
la technique décrite en 1.3.2, mais il est clair qu'une dérivée doit étre spécifiée
pour chacun des points de controle de la premiére et derniére courbe. En effet, les
points de contréle de la surface sont calculés colonne par colonne, en interpolant
par une courbe Cy(v) chacune des colonnes de points de controle Vj = 1.N P ;
des courbes de section compatibles. Comment déterminer ces dérivées? La dérivée
a deux composantes : une direction et une grandeur. A Uentrée du diffuseur, la
direction des dérivées est calculée & chaque point, & partir des spécifications. A
la sortie du diffuseur, rien ne dicte ainsi le choix d’une direction. La direction
qui apparait alors la plus naturelle et la moins arbitraire est celle définie en chaque
point de contrdle de la derniére courbe par le vecteur reliant le point correspondant
4 P'avant derniére courbe, le tout défini dans espace homogéne. En fait, il faut
prendre la direction inverse puisque la paramétrisation de la surface augmente avec

Pindex des courbes de section.

Maintenant, comment choisir la grandeur des dérivées 7 Quel est son impact sur la
forme et la paramétrisation de la courbe ou surface résultante 7 La paramétrisation
est en fait synonyme de dérivée, alors 'imposition de la dérivée en un point dé-
fini la paramétrisation en ce point. Comment déterminer donc la paramétrisation
adéquate 4 chaque extrémité d’une courbe ou surface? Bien que selon toute vrai-
semblance cette problématique revienne constamment daus les algorithmes d’inter-
polation, les documents consultés pour ce travail ne discutent malheureusement pas
de cette question. Malgré tout, la méthode proposée ici existe vraisemblablement
déja quelque part. L’approche retenue dans ce travail est de viser a obtenir une
paramétrisation par abscisse curviligne environ, faute d’autres repéres. 1l semble

donc que pour obtenir une grandeur ’sensée’ pour la dérivée il faille diviser la dis-
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tance 4 parcourir entre les deux premiéres sections par la distance entre les deux
premiers paramétres, ¢’est-3~dire poser |C}(0)| = ‘ﬂ’%ﬁ“—"—‘, en sachant que 7; = 0.
A noter que cette équation comme celles qui suivent doivent &tre lues dans ’espace
homogéne. A moins que celle-ci ne soit une localement droite, la courbe parcourra
plus de distance que ce qui est supposé par cette simple formule. En principe il fau-
drait introduire un facteur de correction, mais, dans le cas présent, cela est négligé,
entre autre puisque la courbure a la sortie du diffuseur est assez faible. Quant a la
forme, en remplagant C(0) = —%L%L“— dans Péquation Qo — @k = %C,’G(O),
il ressort que Qpa — Q1 = w—;f%;—a’z‘(})k’g — Pi1) (& noter que Py; = Q,1). Or, dans
le cas présent, c’est-a-dire avec l'interpolation de degré q = 3, vg45 = U,. Il semble
vraisemblable dans le cas présent comme en général que 2* ~ 1. Avec cette hy-
pothése, il apparait que Q2 — Gr1 = %(Pk’g — Py.1), et cela semble parfaitement
raisonnable. La distance |Qgo — Q1| doit &tre plus petite que |Py3 — Py, de
fagon significative, de Pordre de 30% au moins, pour ne pas perturber la courbe
passé le point Py 3. De la méme facon, la distance |Q 2 — Qk,1| ne doit pas étre
trop petite, moins de 10% de {Py 3 — Py 1| par exemple, sinon son influence sur la
courbe serait trop faible. La valeur proposée de % semble donc bien placée dans
cette plage de proportion admissible quant & la forme. La facon de faire proposée
qui vise une paramétrisation par abscisse curviligne apparait générique et devrait

également s’appliquer pour d’autres degrés.

2.5 Validation avec les diffuseurs

Les algorithmes développés sont incorporés dans le projet dta2pie, programme qui
construit un modéle solide d’un diffuseur 4 partir d’un fichier d’entrée de format
spécialisé nommé dta (Gougeon et al., 2001) qui décrit les courbes de section et

qui écrit le résultat dans un fichier de format pie, le format de la librairie Pirate
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(Guibault et al., 1997, Guibault et Ozell, 2002). C’est dans ce cadre, dont les aspects

importants sont décrits dans ce qui suit, que les algorithmes sont également testés.

2.5.1 Construction des courbes de section

Les courbes de section sont décrites a 'origine dans un format spécifique (dta), ot
elles sont représentées par instance de primitives paramétrées. Pour étre interpo-
lées avec la méthode développée, les sections dta, constituées de quarts d’ellipse
et de segments de droite, doivent d’abord étre représentées sous forme de courbes
NURBS. 1l est expliqué précédemment (1.2.2) comment construire un quart d’el-
lipse, et maintenant il est expliqué comment construire d’un segment de droite de
degré p = 2, de méme degré que les segments d’ellipse. Les points de début et
de fin sont les mémes que ceux servant & définir les ellipses adjacentes, avec les
mémes poids. Il suffit d’ajouter un troisiéme point entre les deux. Pour obtenir
une bonne paramétrisation, le point doit étre placé exactement au milieu (voir les
explications et exemples données en 1.4.2). Les deux points extrémes de la droite
ont le méme poids, et donc le point milieu devrait également avoir ce poids, comme
Pillustre exemple qui suit. N'importe quelle courbe NURBS de degré p = 2 ayant
les points de contréle (0,1), (0.5,1 + §) et (1,1), donnerait un segment de droite

dont la paramétrisation est symétrique. Cependant, elle n’est pas par abscisse cur-
(0,0.540.56,1).(1 - 2u+u?,2u—2u® u?)

viligne pour toute valeur de § puisque C(u) = (L1T8.0) (1 —Sutu? 2u—2ut,a?) et en
développant, C(u) = % La solution est donc de poser § = 0, pour obtenir

C(u) = u, un segment de droite bien paramétré. Une fois le degré, les points et les
poids définis pour chaque segment de la courbe, il reste 4 déterminer les noeuds
internes, de multiplicité p = 2. 1l est souhaitable qu’ils soient placés & une valeur de
paramétre correspondant a la longueur d’arc parcourue jusqu’a eux, divisée par la

longueur d’arc totale de la courbe, et ce peu importe Palgorithme d’interpolation



84

utilisé.

2.5.2 Diffuseur en six faces mais en trois surfaces

Le besoin exprimé par GE est que les faces soient découpées de telle sorte que les
arétes passent, sur chacune des courbes de section, par les endroits qui coupent les
diagonales du rectangle dans lequel la section est inscrite, tel que représenté sché-
matiquement & la figure 2.10. Le diffuseur est construit en trois surfaces NURBS
découpées en six faces : les surfaces d’entrée et de sortie forment une face cha-
cune, alors que la surface courbe du diffuseur est représentée par une seule surface
NURBS, qui est découpée en quatre faces. Cette approche permet que le modéle
solide soit étanche et que les faces se connectent de fagon continue au sens du plan
tangent lorsque la dérivée de toutes les courbes de section est continue. Dans les
cas ou la dérivée des courbes de section n’est pas continue, cette solution n’est
d’aucun secours et il n’existe aucune garantie quant & la convexité du modéle géo-
métrique. 11 est souhaitable que les faces se connectent de fagon étanche et convexe,
car le fait que deux faces se connectent de fagon concave risque de causer dans les
maillages des éléments concaves en trois dimensions et donc non valides. Si les
faces se connectent de fagon continue au sens du plan tangent, elles forment un
volume convexe, et par conséquent le maillage ne devrait contenir que des éléments

convexes, donc valides.

D’abord, pour que deux faces se rejoignent de fagon étanche, c’est-a-dire C9, il faut
soit qu’elles soient définies sur la méme surface avec une courbe paramétrique de
découpage commune, ou qu’elies soient définies sur deux surfaces qui se joignent
de facon C°, autrement dit qui partagent une courbe 3 leur jonction (A u =1 et
% = 0 dans le cas présent). Or, pour ce faire, les deux surfaces doivent avoir le

méme degré ¢, le méme vecteur nodal V et les mémes points de controle le long
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de leur frontiére commune, ou qu'elles aient subi des transformation d’écriture
n’affectant pas la forme ni la paramétrisation (insertions de noeuds, élévation de
degré). Ensuite, pour que deux faces se connectent de fagon continue au sens du
plan tangent, elles doivent soit &tre définies sur une méme surface C' le long
d’une courbe paramétrigue de découpage commune, soit elles sont définies sur deux
surfaces distinctes mais continues au sens du plan tangent. Ou encore, les surfaces
doivent satisfaire & un critére plus sévére, tel que la C continuité. Pour qu’une
surface interpolant des courbes soit C, il faut d’abord que les courbes de section
interpolées soient elles-mémes C', ce qui est possible 4 atteindre pour plusieurs
diffuseurs mais pas pour tous. En effet, pour plusieurs diffuseurs, les courbes de
section sont naturellement C' aux endroits o il faut découper et donc il est possible
de faire en sorte que la surface soit C', du moins le long des arétes (il est expliqué
comment plus loin dans cette sous-section). Par contre, certains diffuseurs ont des
sections rectangulaires, donc C°, et c’est précisément sur les coins que la frontiére
entre les faces est définie. A cause de ces coins, des noeuds doubles sont insérés
dans chacune des courbes de section a U'endroit correspondant 4 la séparation entre
les faces; les courbes de section sont donc sauf exception C° puisque pour rendre
les courbes compatibles en vue de l'interpolation le noeud double inséré doit étre
remplacé par le noeud de valeur commune. La surface finale interpolant ces courbes
est par conséquent C°, puisqu’il n’est pas possible dans le cas général de faire en
sorte que I'interpolation de courbes G* mais C° produise des surfaces continues au

sens du plan tangent.

La solution retenue de construire la surface courbe du diffuseur en une seule surface
NURBS implique que les courbes de section soient interpolées d’abord et que la
surface soit ensuite découpée en quatre faces. Cette approche est implantée en
construisant des courbes de section qui font un tour et demi, ou 3w, en calculant

la surface les interpolant, puis en découpant cette surface en faces. Les courbes
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sont aisément construites par demi-tour, c’est-a-dire par bout couvrant un angle
de 7, parce qu’elles sont symétriques par rapport 4 un axe vertical. Il n’est pas
possible de produire une surface O aux endroits sensibles si la courbe construite
ne couvre pas plus de 27 ; en effet, la surface ne serait pas continue 4 la jonction
du début et de la fin (les courbes de section, une fois reparamétrées pour satisfaire
les contraintes, seraient seulement C°). La facon de faire la plus simple semble
donc de construire trois demi-tours; le principal inconvénient est la redondance
de certaines informations, ce qui augmente la taille du modéle de 50%. Les cing
courbes paramétriques nécessaires pour délimiter les quatre faces sur la surface
sont chacune calculées par interpclation de points dans ’espace paramétrique de
la surface qui correspondent, sur chacune des courbes de section, 4 Pendroit ot les

diagonales du rectangle dans lequel la section est insecrite intersecte celle-ci.

face du haut

face du haut

wd

face gauche: 1 face droite

face gauche | face droite

e — 1
face du bas face du bas

F1G. 2.10 lustration du diffuseur construit en quatre (3 ganche) et une seule sur-
face (& droite).

2.5.3 Maillages

Dans le but de mailler les faces produites 4 Vaide d’une méthode simple, une
tentative a été faite, et elle est expliquée dans ce qui suit. La méthode est basée
sur le fait que les surfaces contraintes sont loin d’8tre paramétrées par abscisse
curviligne en v, mais qu’elles le sont & peu prés en v. Autrement dit, la grandeur
des dérivées en v est environ constante, mais pas celle des dérivées en u. L'idée est

donc de relier deux a deux par des droites, dans 'espace paramétrique de la surface,
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les points de deux arétes discrétisées opposées. La paire d’aréte choisie est celle qui
donne des droites environ paralléles. Pour les diffuseurs, ce sont des droites reliant
deux points ayant environ la méme coordonnde v. Puis, chacune de ces droites,
décrivant une courbe sur la surface, est discrétisée de fagon & produire un maillage
uniforme sur la surface, ou encore réparti selon une loi de concentration donnée

(voir figure 2.11). Cette facon de faire est simple de concept, et facile et rapide a

implanter.
v={ T v=1
J
/
v=0 A s v=0
u=0  u=1/3 u=2/3 o=l u=0  u=1/3 u=2/3 u=l u=0  u=1/3 u=2/3  u=l

F1G. 2.11 Mustration du maillage construit en fonction de la longueur d’arcen u : &
gauche : lignes de discontinuité de la surface; au centre : construction de
lignes iso-v; & droite : discrétisation des iso-v en fonction de la longueur
d’arc.
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CHAPITRE 3

RESULTATS ET ANALYSE

Dans ce chapitre, Vimpact de Palgorithme d’interpolation développé est montré et
analysé en détail, & Vaide des critéres de qualité choisis. D’abord, chaque aspect
de Palgorithme développé est justifié en montrant son effet isolé (sections 3.1 et
3.2). Ensuite, une analyse générale de la qualité des résultats finaux obtenus est
présentée (3.3), et finalement 'impact de 'algorithme dans le contexte du besoin

industriel est détaillé (3.4).

3.1 Impact de Palgorithme proposé pour rendre les courbes compa-

tibles

3.1.1 Impact des contraintes

Par rapport a Palgorithme d’interpolation classique, Pintroduction des contraintes
dans Pinterpolation améliore la forme et Ia taille des surfaces, dégrade la paramé-
{risation et améliore la continuité entre les morceaux de surfaces séparés par une
ligne de discontinuité, en plus de réduire le nombre de lignes de discontinuité. Il
est montré dans ce qui suit que pour Uensemble des cas tests, les contraintes aug-
mentent la mesure de régularité (reliée ici 3 la paramétrisation), réduisent la taille
des surfaces (donc le nombre de lignes de discontinuité) et ne réduisent de prés de
moitié la discontinuité de la connexion entre les morceaux de surfaces séparés par
une ligne de discontinuité, telle que mesurée le long de celles-ci par des angles entre

les normales des morceaux de surface. Mais d’abord, 'impact visuel des contraintes
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sur la forme des lignes de discontinuité, sur la grille de controle et sur la courbure
gaussienne est illustré pour un diffuseur donné, de méme que sur la distance entre

les surfaces contrainte et classique.

3.1.1.1 Lignes de discontinuité

La figure 3.1 montre les lignes de discontinuité de la surface du haut d’un diffuseur,
construite & partir de Palgorithme classique et 4 partir de 'algorithme développé.
A noter que sur cette image le diffuseur est construit en quatre surfaces, calculées
3 partir des courbes de section également représentées par quatre courbes NURBS.
Une image de la surface compléte du diffuseur constituerait vraisemblablement
un amas de lignes dont il serait difficile de distinguer quoique ce soit. Il faut
donc une image d’une portion seulement de la surface, d’oll 'idée de montrer une
surface sur quatre. Le lissage naif est utilisé et aucune tangente n’est spécifiée.
En examinant la figure 3.1, il est clair que les lignes de discontinuité de la surface
classique sont environ paralléles et correspondent environ & une paramétrisation
par abscisse curviligne. A P'inverse, les lignes de discontinuité de la surface calculée
avec contraintes suivent les points de brisure sur les courbes; et indiquent une
paramétrisation qui s’éloigne significativement d’une paramétrisation par abscisse
curviligne. 1l est clair que le nombre de lignes de discontinuités et de morceaux
de surfaces est beaucoup moindre dans la surface calculée avec 'algorithme des

contraintes que dans celle calculée avec P'algorithme classique.

3.1.1.2 Grille de contrdle

La figure 3.2 montre les grilles de contréle des mémes surfaces (celles montrées a la

figure 3.1). Les points de contréle sont relativement nombreux et arrangés de fagon
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algorithme classique (&

ées par I
droite).

Fic. 3.1 Lignes de discontinuité de surfaces calcul

par l'algorithme développé (3

et

gauche)

approximativement paralléle pour la surface construite avec algorithme classique,

alors qu’ils sont relativement peu nombreux et qu’ils suivent en rangées les points

de brisure des courbes de section dans la surface construite avec Palgorithme des

contraintes. Les points de contrdle déterminent la forme des lignes de discontinuité

iso-u des surfaces, montrées 4 la figure 3.1.

algorithme classique (&

17
a droite).

2

ées par

de contréle de surfaces caleul
et par I'algorithme développé (

)

e

Fi1c. 3.2 Gril
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3.1.1.3 Courbure gaussienne

La figure 3.3 montre la courbure gaussienne des deux mémes surfaces. La cou-
leur bleu indique une courbure gaussienne négative, la couleur verte une courbure
gaussienne nulle et la couleur rouge une courbure gaussienne positive. Cette figure,
ainsi que la grande majorité des figures de ce mémoire illustrant des courbures gaus-
siennes, ne montre qu’une partie du spectre des valeurs de courbure gaussienne, soit
de -0,01 4 0,01. La courbure gaussienne varie pour les surfaces des diffuseurs dans
des plages de 'ordre de -1 ou -10 jusqu’a 1 ou 10. La visualisation de la plage en-
tiére de la courbure gaussienne donne certainement de information pertinente sur
la surface dans son ensemble, mais n’atteint pas le but présent de mettre en relief
des variations moins importantes autour des lignes de discontinuité. La figure 3.3
montre & gauche la courbure d’une surface calculée a partir de ’algorithme classique
et 4 droite la courbure d'une surface calculée & partir de 'algorithme développé. 11
apparait clairement que dans le premier cas, la surface présente des changements de
convexité indésirables. Ces oscillations sont d’autant plus indésirables qu’elles ne
sont pas du tout suggérées par les courbes de section. La surface a droite présente
par contre une courbure plus unie, sans variations locales brusques, dont le signe
change seulement & travers les lignes de discontinuité, sauf exception ; la courbure
refléte une surface plus réguliére. Toujours sur la figure 3.3, les variations éliminées
par Putilisation des contraintes semblent étre de 'ordre de 2 x 0,01 = 0,02. En
réalité, selon quatre cas tests étudiés plus en détail, ces variations sont plus impor-
tantes : de V'ordre de 0,1 4 0,4 pour les surfaces du bas et du haut et jusqu’a 6 pour
les surfaces des c6tés. Qu’est-ce que ces nombres signifient concrétement, i Péchelle
du modéle géométrique des diffuseurs par exemple ? D’abord, les dimensions d'un
diffuseur sont de l'ordre de 1 & 10 (trés approximativement 5 X 3 x 1,5 unités de

longueur). Comme 1a courbure gaussienne est le produit des courbures minimum et
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maximum, la plus grande de ces courbures (en valeur absolue) est au moins égale
3 la racine carrée de la courbure gaussienne. Si la courbure gaussienne en un point
est 6, soit le maximum observé, alors la courbure dans la direction o elle est la
plus forte est d’au moins 2,5, ce qui correspond & un rayon de courbure d’au plus
0,4. Les variations de courbure éliminées avec 'algorithme développé semblent donc
significatives, compte tenu des dimensions des diffuseurs. A noter qu’il serait assez
facile de calculer les courbures minimales et maximales elles-mé&mes ; Pobjectif ici

est plutot de tenter d’interpréter les valeurs de courbure gaussienne obtenues.

F1G. 3.3 Courbure Gaussienne (de -0.01 & 0.01) de surfaces calculées par l'algo-
rithme classique (& gauche) et par Palgorithme développé (3 droite).

3.1.1.4 Distance entre les surfaces classique et contrainte

La figure 3.4 montre & gauche les lignes de discontinuité de la surface contrainte
et & droite la distance entre les surfaces classique et contrainte, pour un diffuseur
différent de celui utilisé aux figures 3.1, 3.2 et 3.3. La distance est calculée 4 partir
d’un maillage transfini de 100 points par 100 points sur la surface classique, dont
les points sont projetés sur la surface contrainte. Le bleu indique une distance

nulle et le rouge la distance la plus élevée. Il ressort que la distance entre les deux
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surfaces est trés faible, sauf autour des lignes de discontinuité, le long desquelles la
distance varie de nulle vis-a-vis les sections originales (non montrées sur la figure)
4 des maximums locaux, entre les courbes de section. Autrement dit, la forme
des surfaces est similaire, sauf entre les courbes de section le long des lignes de
discontinuité, tel qu’attendu et suggéré par 'analyse de la courbure gaussienne. La
distance maximale dans les cas tests étudiés plus en détail est d’environ 0,004, ce

qui semble significatif sans étre énorme.

| e S N~ —

F1G. 3.4 Lignes de discontinuité de la surface contrainte (4 gauche) et distance
entre les surfaces calculées par les algorithmes classique et développés (a
droite).

3.1.1.5 Mesure de régularité

Les contraintes augmentent la mesure de régularité E?, soit dans la direction de
Pinterpolation, d’un facteur 2,5 environ. Cela indique une dégradation de la para-
métrisation et non un changement important dans la forme des surfaces qui est,
dans I'ensemble, trés semblable. Tel qu’illustré précédemment, la mesure de régu-
larité £*, dans la direction des sections initiales, est quant & elle augmentée d’un
facteur 7,5 environ. Dans ce cas, la variation provient vraisemblablement de la dimi-

nution considérable du nombre de points de contréle dans la direction des sections.
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Les variations totales d’angles, a priori semblables pour les deux surfaces, sont ré-
parties en moins de points de contrble, augmentant par le fait méme la moyenne.
Cette mesure ne permet donc pas de dire si le fait d’utiliser les contraintes améliore
ou détériore la forme et/ou la paramétrisation dans la direction paramétrique u.

L’énergie de déformation serait plus appropriée a cet effet.

3.1.1.6 Nombre de points de contrdle

Le nombre de points de controle est réduit en moyenne sur les cas tests disponibles
par un facteur 10,2. La réduction varie selon les cas tests d’'un facteur 5,0 4 17,3.
Le nombre de lignes de discontinuité est réduit dans des proportions semblables,
puisque les surfaces construites comportent 2n 4 3 rangées de points de controle en
u pour 7 lignes de discontinuité. Le nombre de noeuds est par le fait méme aussi

réduit de fagon importante.

3.1.1.7 Continuité géométrique

Les angles mesurés avec lesquels se connectent les morceaux de surfaces séparés
par une ligne de discontinuité qui serait idéalement G* (et donc excluant celles
qui doivent étre G°) sont en pratique négligeables dans le cas classique, et sont
réduits presque de moitié avec Palgorithme développé. En effet, pour 100 angles
calculés le long de chacune des lignes de discontinuité des surfaces de I’ensemble
des cas tests, la moyenne est de 0,047 degrés dans le cas classique et de 0,027 dans
le cas avec contraintes, alors que la moyenne du pire angle mesuré sur chacune des
lignes de discontinuité est de 0,41 et 0,24, respectivement. Ces mesures excluent
toutefois, pour le cas des surfaces calculées avec les contraintes, les quelques cas

tests dégénérés (voir 3.3.2 ). La méthode des contraintes améliore donc légérement
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la continuité pour les cas testés. A noter que les angles observés sont bien dus 2
une discontinuité dans les surfaces, ef non 4 la méthode de mesure employée. En
effet, appliquée & un endroit ot la surface est continue, cette méthode indigue un

angle trés faible, de Vordre de 1e-10 degrés.

3.1.2 Impact de la méthode d’insertion des points libres

La méthode d’insertion des points libres a un impact non négligeable sur la forme
et la paramétrisation des surfaces construites. Dans ce qui suit, 'effet des trois
approches présentées - insertion naive, lissage naif et lissage paraboligue - est
illustré sur un diffuseur donné par la visualisation des lignes de discontinuité, de
la grille de conirdle et de la courbure gaussienne. Puis, Ueffet sur la mesure de

régularité est donné sur I’ensemble des cas tests.

3.1.2.1 Lignes de discontinuité

Sur la figure 3.5, il est clair que P'insertion naive, i gauche, des points de contréle
libres est inappropriée, puisque les lignes de discontinuité changent brusquement
de direction dans le haut du diffuseur. Toujours sur la figure 3.5, il est aussi clair
que le lissage nalif, au centre, constitue 4 ce chapitre une amélioration significative.
Finalement, 'image de droite illustre que le lissage parabolique tend 4 redresser les

lignes de discontinuité; cela est plus clair sur Ia figure 3.6.

3.1.2.2 Grille de controle

Les figures 3.7 et 3.8 montrent la grille de contréle de surfaces générées avec les

trois méthodes d’insertion des points de contrdle libres. Avec Pinsertion naive, sur
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F1G. 3.5 Lignes de discontinuité de surfaces contraintes générées avec les méthodes
d’insertion des points libres naive (3 gauche), de lissage naif (au centre)
et de lissage parabolique (& droite).

/ \ \

FI1G. 3.6 Zoom sur les lignes de discontinuité de surfaces contraintes générées avec
les méthodes de lissage naif (& gauche) et de lissage parabolique (2 droite).

Pimage de gauche, prés de Pentrée la grille de contrdle se croise et varie brusque-
ment. L’image du centre montre que le lissage naif améliore beaucoup ce probléme,
du moins dans ce cas, puisque la grille de controle est beaucoup plus réguliére.
L’image de droite illustre finalement que le lissage parabolique améliore davantage

la régularité de la grille de contréle.

3.1.2.3 Courbure gaussienne

La figure 3.9 devrait convaincre les sceptiques que la méthode d’insertion de noeuds

a un impact significatif sur la forme de la surface. L’image de gauche montre
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F1G. 3.7 Grille de controle de surfaces contraintes générées avec les méthodes d’in-
sertion des points libres naive (& gauche), de lissage naif (au centre) et de
lissage parabolique (& droite).

7

FiG. 3.8 Zoom sur la grille de contréle de surfaces contraintes générées avec les
méthodes d’insertion des points libres naive (& gauche), de lissage naif
(au centre) et de lissage parabolique (2 droite).

P,

des variations indésirables de la courbure gaussienne d’une surface calculée avec
Pinsertion naive dans la zone ol la grille de contréle varie brusquement, alors
que Pimage de droite montre une surface calculée avec I'insertion naive qui ne
présente pas ces variations arbitraires et non impliquées par les courbes originales.
Le résultat du lissage parabolique n’est pas montré sur la figure 3.9 puisque la

différence avec la méthode de lissage naive n’est pas apparente.

3.1.2.4 Maesure de régularité

Finalement, sur 'ensemble des cas tests, Peffet sur la mesure de régularité sur les
points de passage de la ligne de discontinuité (points de brisure et points libres) et

sur la moyenne des angles au carré dans la grille de contréle est montré au tableau
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F1G. 3.9 Courbure gaussienne (de -0.01 4 0.01) de surfaces contraintes générées avec
les méthodes d’insertion des points libres naive (4 gauche) et de lissage
naif (& droite).

3.1

TaB. 3.1 Effet des trois algorithmes de lissage sur la mesure de régularité des lignes
de brisure et de la grille de contréle, en radians au carré, excluant les cas
ne nécessitant pas de lissage, c’est-a-dire ne contenant aucun noeud libre.

Méthode Mesure de régularité | Mesure de régularité
de des points libres et de sur la surface
lissage brisure sur les courbes | calculée (x1073)
Sans lissage 1,53 21,8
Lissage naif 0,315 7,30
Lis. parabolique 0,301 5,86

Cela tend & confirmer les observations faites sur exemple complet donné : le
lissage naif améliore significativement la régularité des lignes de discontinuité et
de la grille de contréle, de facteurs cing et trois environ, et par rapport & celui-ci
le lissage parabolique Paméliore davantage mais de fagon plus modeste, de 4% et
20% environ. L'idée du lissage parabolique est de disposer les points & interpoler
de fagon plus réguliére, dans 'espoir que cela se refléte sur la grille de contrdle

en abaissant la mesure de régularité. Le lissage consiste a disposer les points &
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interpoler le long d’une parabole dans Pespace (t,s), ¢ pour la distance entre le
centre des sections, et s pour Pabscisse curviligne sur les courbes de section; voir
2.3.8.3. Or, rien ne garanti que cela réduit la mesure de régularité sur la grille de
contréle : la parabole agit sur les points de passage des lignes de discontinuité (les
points libres) et non directement sur la grille de controle, et les angles de la mesure
de régularité sont calculés en trois dimensions et non dans cet espace (¢,s). 1y
a quand méme amélioration pour tous les modéles de diffuseurs testés sauf un.
L’amélioration d’environ 4% obtenue par l'algorithme de lissage parabolique par
rapport au lissage naif pour la mesure de régularité £¢ entre les points de brisure et
les points libres (ou les points de passage des lignes de discontinuité sur les courbes)
résulte en une amélioration plus substantielle d’environ 20% quant & la mesure de
régularité dans la grille de contréle. Tout cela alors que la mesure est calculée sur
Pensemble de la grille de contréle, alors que le lissage, agissant sur une petite portion
des points 4 interpoler, semble pouvoir influencer réellement seulement une petite
portion de la grille de controle. Globalement donc, cet algorithme fonctionne assez
bien pour Vensemble des cas tests, autant pour de petits que des grands nombres
de sections comportant des noeuds libres {(de un & une vingtaine), pour des lignes
de discontinuité convergeant ou divergeant, vers I'entrée comme vers la sortie du

diffuseur.

3.2 TImpact de Pslgorithme proposé pour construire la surface 4 partir

des courbes compatibles

3.2.1 Impact de la méthode de choix des paramétres d’interpolation

La méthode logarithmique proposée pour le choix des paramétres, par rapport aux

trois autres méthodes proposées dans Piegl et Tiller, 1997, améliore en moyenne
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légérement la mesure de régularité dans la direction u, mais la détériore légérement
dans la direction v. En moyenne, la somme dans les deux directions de la mesure de
régularité est plus petite avec par la méthode centripéte. Ces résultats sont présen-
tés dans les tableaux 3.2 et 3.3, ainsi que les ratios au meilleur résultat, question de
faciliter les comparaisons. Il apparait d’abord clairement que la méthode uniforme
ne donne pas des bons résultats dans la direction v, celle de Vinterpolation. Cela
s’explique simplement par le fait que les données ne sont pas réparties uniformé-
ment, et confirme ce qui est dit dans Piegl et Tiller, 1997. Les figures 3.10 et 3.11
montrent un exemple de diffuseur ol les données ne sont pas réparties uniformé-
ment et pour lequel la méthode uniforme donne un mauvais résultat. A noter que
pour les surfaces montrées sur cette figure, la différence de la mesure de régularité
est d’un facteur de 4,5 environ, ce qui illustre que cette mesure punit sévérement

les replis dans le polygone de controle, comme souhaité.

F1G. 3.10 Surface de c6té d’un diffuseur calculé avec les méthodes de paramétrisa-
tion uniforme (& gauche) et logarithmique (& droite).

Ensuite, la méthode logarithmique donne des résultats légérement meilleurs que
les deux autres méthodes pour Pinterpolation dans la direction v en considérant la
mesure choisie, en moyenne d’environ de 1,2% et 0,2% dans le cas classique, et de

0,3% et 0,6% dans le cas avec les contraintes. Est-ce que ces différences sont signi-
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Fi1G. 3.11 Grille de controle de la surface de c6té d’un diffuseur calculé avec les
méthodes de paramétrisation uniforme (4 gauche) et logarithmique (&
droite).

ficatives 7 D’abord, elles ne sont généralement pas visible & I'oeil nu. Par contre,
la différence de 4% dans la mesure de régularité entre le lissage parabolique par
rapport au lissage naif est légérement visible & 'oeil nu, ces variations provenant
de certaines régions des surfaces seulement. Dans le cas des méthodes de choix
des paramétres, les différences sont un peu moins grandes, mais elles sont vraisem-
blablement réparties plus ou moins également sur Pensemble de la surface. Elles
semblent donc significatives méme si elles sont faibles. Pour la mesure de régularité
dans la direction paramétrique u, la meilleure méthode semble atre la méthode
uniforme, mais elle est inutilisable de fagon systématique a cause de ses résultats
parfois erratiques en v. Parmi les trois autres méthodes, la méthode centripéte est
légérement meilleure que les deux autres, suivie dans 'ordre par la méthode lo-
garithmique et la méthode longueur d’arc. Au total, la méthode centripéte donue
les meilleurs résultats sur les diffuseurs testés, suivie de prés par les méthodes
logarithmique et longueur d’arc. La méthode uniforme donne en moyenne des ré-
sultats significativerment moins bons. Les écarts sont généralement plus marqués

entre les méthodes de choix des paramétres d’interpolation dans I'algorithme sans
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contrainte.

TAB. 3.2 Mesure de régularité, en le-3 radians carré, dans les deux directions pa-
ramétriques et au total pour les diffuseurs sans contraintes, pour les dif-
férentes méthodes de choix de paramétres d’interpolation.

Méthode de choix Ev £ E* + BY
de paramétres | Valeurs | Ratios | Valeurs | Ratios | Valeurs | Ratios
Uniforme 2,52 | 1,0006 | 7,77 2,87 10,29 1,96
Longueur d’arc 2,81 1,12 2,74 1,012 5,55 1,059
Centripéte 2,52 1 2,72 | 1,0019 | 5,24 1
Logarithmique 2,68 1,064 2,71 1 5,39 1,029

TAB. 3.3 Mesure de régularité, en le-3 radians carré, dans les deux directions pa-
ramétriques et au total pour les diffuseurs avec contraintes, pour les dif-
férentes méthodes de choix de paramétres d’interpolation.

Méthode de choix kg EY E*+ EY
de paramsétres | Valeurs | Ratios | Valeurs | Ratios | Valeurs | Ratios
Uniforme 19,54 1 13,96 2,07 33,51 1,26
Longueur d’arc 20,25 1,036 6,80 | 1,0060{ 27,06 | 1,0146
Centripéte 19,87 | 1,017 6,79 | 1,0034 | 26,66 1
Logarithmique 20,11 1,029 6,76 1 26,87 | 1,0079

Le tableau 3.4 montre pour combien de diffuseurs chacune des méthodes donne Ia
mesure de régularité la plus faible, dans chacune des directions paramétrigues et
au total. Ces chiffres sont & prendre avec un grain de sel puisque les différences
sont parfois minimes, parfois grandes, mais tout de méme ils donnent une certaine
indication du bénéfice pouvant étre apporté par la méthode logarithmique. Dans la
direction v, la méthode logarithmique donne le meilleur résultat dans presque trois
cas sur cing. Les méthodes centripéte et longueur d’arc fonctionnent chacune mieux
que les autres dans un cas sur cing environ alors que la méthode uniforme ne fonc-

tionne mieux que les autres que pour peu de diffuseurs. Ces résultats ressemblent
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3 ceux présentés au tableau 3.3. Dans la direction u, la méthode uniforme semble
encore donner les meilleurs résultats, la méthode logarithmique étant la pire. Au
total, il n’y a pas de tendance vraiment marquante, méme si la méthode centripéte

semble mieux fonctionner.

TaB. 3.4 Nombre de diffuseurs, avec et sans coutrainte, pour lesquels chacune des

méthodes d’interpolation donne la meilleure mesure de régularité.

Méthode de Pk E" E* 4 EY
choix de Algo Algo Algo Algo Algo Algo
parameétres classique | proposé | classique | proposé | classique | proposé
Uniforme 16 16 1 2 4 10
Longueur d’arc 1 7 4 4 0 5
Centripéte g 0 7 5 19 5
Logarithmique 0 3 14 15 3 6

3.2.2 Impact de la méthode de spécification des tangentes

Les outils utilisés jusqu’ici dans ’analyse des résultats ne sont malheureusement pas
d’un grand secours dans I'analyse de I'impact de la spécification de tangentes. En
particulier, la mesure de régularité n’est pas une bonne mesure 3 cet effet, puisque
le nombre de points de contrdle n’est pas le méme avec ’ajout de conditions de
tangence. Une autre approche envisageable, et d’ailleurs utilisée dans le cadre de
ce travail pour détecter automatiquement les replis dans les surfaces lors du déve-
loppement, est de compiler ie nombre d’angles dans la grille de controle dépassant
une certaine limite sur 'ensemble des cas tests. Cette technique ne donne toutefois
pas de résultats concluant pour les modéles géométriques finaux : avec ou sans
tangentes imposées, avec ou sans contraintes, aucun angle ne dépasse 'angle limite

choisi de %. Choisir un angle plus petit ne donnerait pas nécessairement des résul-

tats significatifs. Deux éléments peuvent cependant étre montrés par un exemple.
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D’abord, les seconde et avant-derniére rangées de points de contrdle sont situées &
des endroits qui semblent raisonnables par rapport au reste de la grille de points de

controle, ainsi que par rapport aux seconde et avant-derniére sections, c’est-a-dire

j 1

A : environ entre les deux premiéres et derniéres sections, tel que prévu par la théo-

i<t

rie (voir figure 3.12, sur laquelle la position des seconde et avant-derniére sections
est indiquée). Ensuite, certains problémes évidents & 1'oeil peuvent survenir si des
tangentes ne sont pas utilisées, comme l'illustre la figure 3.12. De tels problémes ne
surviennent heureusement que dans peu de cas tests. Ces résultats ne prouve en rien
que la méthode proposée pour le calcul de la grandeur donne systématiquement de
meilleurs résultats, mais cela illustre au moins gu’elle fonctionne correctement. Il ne
faudrait pas conclure non plus gue la méthode permettant de choisir la direction de
la tangente en fonction des deux premiers ou derniers points de collocation est adé-
quate dans le cas général, surtout étant donné que les diffuseurs sont relativement

plat & la sortie, 14 ou de telles tangentes sont spécifiées.

AN\
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l |

F1c. 3.12 Coté d’un diffuseur calculé sans (& gauche) et avec (& droite) dérivées spé-
cifites (les traits indiguent 'emplacement des seconde et avant-derniére
sections).

Finalement, les tangentes doivent bel et bien étre spécifiées dans ’espace homo-

géne puisque l'interpolation se fait dans cet espace. La figure 3.13 illustre que la
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spécification de dérivées dans Uespace (z, y, 2z, w) peut produire des surface dont la
grille de contrdle a une forme erratique, surtout prés des extrémités, c’est-a-dire 13

ot les dérivées ont vraisemblablement le plus d’influence.

R — e - ——

F16G. 3.13 Vue de coté de la grille de contrdle d’un diffuseur; tangentes spécifiées
dans Vespace tridimensionnel (& gauche) et dans Pespace homogéne (&
droite).

3.3 Appréciation générale des surfaces calculées

Jusqu’a maintenant, les résultats présentés justifient des aspects bien précis de Pal-
gorithme développé en illustrant et quantifiant les améliorations qui en découlent.
Mais qu'en est-il du résultat final 7 Quelques problémes sont toujours présents et

certains aspects demeurent 4 améliorer, comme montré et expliqué dans ce qui suit.

3.3.1 Impact des variation de poids des courbes de section dans Pin-

terpolation

Les poids compliguent Pinterpolation et peuvent altérer la paramétrisation, comme

discuté en 1.3.2 et 1.3.3. Pour les cas tests utilisés cependant, cela ne semble pas
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avoir posé de graves problémes; les poids de la surface résultante sont toujours
positifs et varient raisonnablement, c’est-a-dire de 0,5 & 1,25 au maximum, mais
habituzellement de 0,7 4 1,1. De plus, la paramétrisation ne semble pas significati-
vement perturbée par les poids; voir la figure 3.14 pour des lignes de discontinuité
bien droites et I'image de gauche de la figure 3.23 pour un maillage régulier. Par
contre, les variations brusques de poids dans les courbes de section ont un impact
direct et local sur la forme de la grille de contrdle des surfaces résultantes, dont
les rangées sont autrement presque exactement situées dans des plans, tel qu’illus-
tré sur la figure 3.14. D’ailleurs, si I'interpolation est faite en trois dimensions, en
mettant au préalable les poids des courbes de section & 1, les rangées de points de
contrdle sont & toute fin pratique situées dans des plans (les courbes de section sont

planes).

Finalement, 'image de gauche de la figure 3.14 montre des lignes de discontinuité
sur une surface résultante, qui sout toutes situées dans des plans, du moins &
Poeil. Cela suggére que la surface passe exactement par les courbes de section aux

paramétres d’interpolation choisis, ce qui, vérification faite, est bien le cas.
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F1G. 3.14 Vue de coté d’un diffuseur ; lignes de discontinuité (a gauche) et grille de
controle (a droite).
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3.3.2 Croisement de la grille de conirdle prés de 'entrée

La figure 3.15 illustre un probléme qui persiste dans certains cas tests : prés de I'en-
trée du diffuseur, alors que les poinis de discontinuité sur les courbes convergent
rapidement d’une section 4 I’autre, puis se redressent pour ne pas s'intersecter grace
au lissage, les lignes de discontinuité et la grille de controle peuvent s’intersecter,
créant un repli dans la surface. La continuité de la surface est alors désastreuse, et
bien que les replis soient relativement petit, il sont environ de Pordre de grandeur
d’une maille; ils peuvent donc perturber localement le maillage de fagon significa-
tive et indésirable. A noter que ce probléme est présent seulement dans les surfaces
calculées avec des contraintes. Des solutions potentielles sont proposées au chapitre

4.

i /

= | ‘\\ -
t i

Fic. 3.15 Gros plan sur un pli dans une surface : grille de contréle (4 gauche) et
lignes de discontinuité (& droite).

3.3.3 Forme et convexité de la surface

Un autre aspect crucial de la qualité des surfaces n’est considéré jusqu'ici que par

comparaison et non dans ’absolu : la forme et la convexité des surfaces finales. Des
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critéres basés sur les angles du polygone de controle, ou méme sur énergie des
surfaces sont certes utiles pour comparer les résultats de méthodes de construction
de surfaces, mais ne sont pas d’un grand secours pour déterminer si la forme finale
est satisfaisante ou non. Parmi les outils facilement disponibles et/ou utilisés dans
le reste de ce travail, la visualisation de la courbure gaussienne sur une surface et
la visnalisation de la courbure le long d’isoparamétriques sur celle-ci peuvent aider

4 déterminer 4 quel point le résultat final est satisfaisant on non.

La figure 3.16 montre la courbure gaussienne de deux surfaces, I'une calculée avec
Palgorithme classique et 'autre calculée avec Palgorithme développé. La plage choi-
sie pour la visualisation de la courbure est de -1e-8 & 1e-8, telle qu’utilisée par Anas
Bentamy sur des ailes d’avion dans sa thése de doctorat (Bentamy, 2003). La préci-
sion de construction des diffuseurs n’est pas nécessairement aussi grande que celle
des ailes d’avion, mais il semble raisonnable de prendre une plage de cet ordre
de grandeur comme niveau de finition requis pour une application exigeante. Sur
les surfaces des diffuseurs la courbure gaussienne change de signe 4 de nombreux
endroits, indiguant des changements de convexité, et ce méme sur la surface cal-
culée avec les contraintes. Les surfaces présentent, dans certaines régions, plusieurs
zones plus ou moins grandes de courbure positive, alternant avec des zones néga-
tives. Dans d’autres régions, peu de telles zones sont présentes, mais leur frontiéres

peuvent étre irréguliéres.

Les figures 3.17 et 3.18 montrent le tracé de la courbure le long de lignes isopa-
ramétriques en u et v, respectivement. Elles sont jugées représentatives des tracés
de courbure pour 'ensemble des diffuseurs. La figure 3.17 montre clairement que
la forme des surfaces est loin d’8tre parfaite. La courbure le long des lignes iso-
paramétriques considérée oscille presque partout, et de facon trés importante en

certains endroits. La figure 3.17 montre la courbure le long d’isoparamétriques v,
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F1G. 3.16 Courbure gaussienne de -1e-8 4 1e-8, surfaces avec et sans contrainte.

¢’est-a-dire dans la direction des courbes de section. La courbure devrait donc étre
trés prés de celle des courbes de section, ¢’est-a-dire &tre trés continue, mais mor-
ceau par morceau. C’est généralement le cas, malgré certaines variations brusques

et vraisemblablement indésirables, telle que celle au centre de 'image du centre.

Conrhure de fa surface |2 long da courbes iso-u Courbure de la surface is fong de courbes iso-u. Courbyre da |a stiface je long de courbes lso-u
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F1G. 3.17 Courbure de la surface d’un diffuseur le long des lignes iso-u 0, 1/6 et
1/3 (de gauche & droite).
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F1G. 3.18 Courbure de la surface d’un diffuseur le long des lignes iso-v 0.2, 0.4 et
0.7 (de gauche a droite).

Quelle est la cause des irrégularités dans les surfaces construites? Comme les sur-
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faces finales obtenues dépendent de deux choses, soient des sections initiales et de
la méthode de construction, la cause se trouve dans un ou Pautre, ou un peu dans
les deux. Cette question trés intéressante n’a malheureusement pu étre approfondie

dans le cadre de ce travail.

3.4 Validation avec les diffuseurs et impact dans le contexte industriel

3.4.1 Fonctionnement de TU

Tel qu’expliqué en 1.3.1, TU calcule les surfaces en interpolant par spline cubique
les paramétres dta des sections, puis les discrétise et écrit le résultat, un maillage.
Le modéle géométrique comme tel qui est construit ne s’écrit pas dans une forme
conventionnelle, B-spline ou autre. La sortie de TU est une discrétisation du mo-
dele géométrique interne des surfaces, et non le modéle lui-méme. Pour calculer
la discrétisation, un nombre de points est spécifié le long de la dorsale et dans la
direction des sections. Les points sout répartis le plus uniformément possible le
long de la dorsale, tout en incluant comme points de la discrétisation le centre des
sections initiales. Une loi de concentration peut aussi étre spécifiée. 11 suffit alors
de discrétiser les sections correspondant aux points sur la dorsale, en fonction du
nombre de points et de la lol de concentration spécifiés. Le résultat est une grille
7 X m de points, soit une discrétisation, un maillage de la surface. La surface poly-
gonale passe donc par les courbes de section seulement & un nombre fini de points.
Si un maillage est calculé & partir de cette surface, que ce soit par génération ou
par adaptation, les points du nouveau maillage peuvent ne plus se trouver sur la
surface initiale ; le nouveau maillage approxime donc ce qui était déja une approxi-
mation. A noter que TU et dta2pie permettent aussi d’interpoler linéairement les

sections, puisque certains diffuseurs sont ainsi construits. Les figures 3.19 et 3.20
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montrent les surfaces bien paramétrées produites par TU.

(

F1G. 3.19 Surface de c6té d’un diffuseur, telle que produite par TU.

3.4.2 Comparaison de Papproche développée avec TU
3.4.2.1 Précision

Les surfaces calculées par TU ne passent pas exactement par les courbes de section
parce que la représentation polygonale des surfaces ne permet pas & celles-ci de
passer exactement par des courbes de section non linéaires. Par contre, avec le
nombre de points utilisés, approximation est précise : pour la section & l'entrée,
en forme de cercle, 4 fois 36 segments de droite sont typiquement utilisés, ¢’est-a-
dire 36 pour chacune des quatre arétes. En supposant que les points sont répartis
uniformément sur le cercle, chacun des segments représente un arc de cercle de 2,5
360

degrés (258, et donc la distance maximale entre les deux est de (1 — cos(%2))r =
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Fig. 3.20 Surface du haut d’un diffuseur, telle que produite par TU.

- . 1
0,00024r, soit environ g5 du rayon.

3.4.2.2 Forme

La figure 3.21 montre une bosse dans le modéle d’un diffuseur calculé par TU, alors
que celui calculé par dta2pie est plus régulier. A noter cependant que ce probléme
ne survient que dans un seul cas test, et que certains problémes demeurent dans
dta2pie, tel que montré en 3.3.2. Globalement, il n’est cependant pas possible de
comparer, avec les méthodes immédiatement disponibles, la régularité des surfaces
produites par les deux méthodes. Premiérement, aucun algorithme de maillage
approprié n’est immédiatement disponible (voir la prochaine sous-section, 3.4.3),
et il n’est pas garanti que le calcul d’une surface continue & partir d’une surface
polygonale n’introduirait pas assez d’erreur pour enlever la signification de toute

comparaison, quoique cela pourrait constituer une piste intéressante. 1l faudrait
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donc comparer des surfaces polygonales avec des surfaces NURBS, ce qui ne semble
pas trivial non plus. La mesure des angles dans le polygone de contrdle n’est pas
utile ici, étant donné que le nombre de points de contréle différe grandement dans
les deux cas. La courbure gaussienne n’est pas d un grand secours non plus, puisque
la courbure d’une surface polygonale est nulle 4 Pintérieur des morceaux de surface,
et infinie & leur jonction. La courbure gaussienne pourrait cependant inspirer des
mesures de comparaison basées sur la convexité, pour les surfaces polygonales en
particulier. Les mesures d’énergie ne sont pas d’un grand secours non plus, du moins
dans leur forme conventionnelle. En fait, elles mesureraient plus la paramétrisation
que la forme. 11 est vraisemblablement possible toutefois d’approximer la courbure
et d’en faire le tracé, ou de tracer une sorte de courbure gaussienne discréte, mais
malheureusement ces aspects ne sont pas explorés dans le cadre de ce travail.
Finalement, la distance entre les surfaces serait relativement facile a calculer, mais
cela montrerait seulement ampleur de la différence entre les deux, sans possibilité
de savoir laquelle est la meilleure et de combien. La visualisation superposée des
surfaces provenant de TU et de dtaZpie suggére que globalement, la forme est trés

semblable.
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F1G. 3.21 Surfaces de c6té d’un diffuseur, telle que produite par TU et dta2pie
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3.4.2.3 Paramétrisation

11 est clair sur les figures 3.19 et 3.20 que la paramétrisation des surfaces calculées
par TU est adéquate, contrairement & celles calculées par la méthode développée
(voir 3.1). Puisque les surfaces calculées par TU sont en fait des maillages, les points

se doivent d’étre bien répartis.

3.4.2.4 Taille des modéles

Les surfaces polygonales telles que calculées par TU semblent typiquement é&tre re-
présentées par 36 par 150 points; du moins c’est Pordre de grandeur. Au total,
donc, un tel modéle utilise 4 x 36 x 150 = 21600 points, 4 trois coordonnées cha-
cun, pour 64800 nombres réels. Dans le cas de la méthode classique d’interpolation
de courbes NURBS, selon les hypothéses posées en 1.3.3, représenter un diffuseur
avec une surface NURBS ainsi calculée peut prendre jusqu’s 32000 points, & quatre
coordonnées chacun pour 128000 coordonnées. En moyenne, environ 10000 points
sont utilisés, pour 40000 coordonnées en nombres réels, soit un peu moins que dans
le cas de TU. Par contre, dans le cas de la méthode développée, le modéle peut
&tre représenté avec environ 950 points en moyenne, soit 3800 nombres réels. L'uti-
lisation des NURBS pour représenter les surfaces, et la technique d’interpolation
développée permettent donc de réduire la taille du modéle géométrique de fagon
substantielle, soit d’un facteur de 10 & 20, par rapport au modéle polygonal utilisé

dans TU.
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3.4.3 Maillages

L’idée a Porigine du développement de dta2pie était de permettre la génération
d’un maillage structuré d’hexaédres dans le diffuseur, donc d’abord un maillage
structuré de quadrilatéres sur les faces. Les maillages ou surfaces polygonales pro-
duits par TU 3.20 et 3.19 sont trés réguliers, trés uniforme, tout comme ceux pro-
duits par la méthode transfinie (détaillée en 1.5) & partir de faces définies sur les
surfaces NURBS calculées a partir de 1’algorithme classique (non montré). Sur les
faces définies sur les surfaces contraintes par contre, comme la paramétrisation est
loin d’8tre par abscisse curviligne, un maillage calculé par la méthode transfinie est
loin d’&tre uniforme puisque les longueurs d’arétes varient beaucoup sur une méme

ligne de maillage, comme le montre la figure 3.22.

\ \
A\

Fia. 3.22 Maillage transfini calculé sur les faces contraintes du haut et de coté,
pour des surfaces contraintes.

La méthode de maillage développée et expliquée en 2.5.3 donne de meilleurs résul-
tats pour les faces du haut et du bas, mais pas pour celles des cotés (figure 3.23).
La méthode développée suppose en effet que les lignes reliant les points des arétes
discrétisées dans la direction choisie ont une forme appropriée, et placent le long de

celles-ci les points selon la loi de concentration spécifiée. C’est le cas pour les faces



116

du haut et du bas des diffuseurs, mais pas pour les faces des cotés, 4 cause de la
forme en coude; les lignes de maillages désirées ne sont alors plus nécessairement
des iso-v, qui elles, sont droites puisqu’elles suivent assez la définition des courbes
de section. Ces lignes peuvent donc changer de direction brusquement & travers
les lignes de discontinuité, qui sont en effet des lignes de discontinuité importante
quant 3 la paramétrisation. Cela produit des maillages erratiques. Une solution

satisfaisante n’a donc pas été atteinte en ce qui concerne le maillage.
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F1G. 3.23 Maillage calculé & partir de la méthode simple développée, sur les faces
du haut et de coté, pour des surfaces contraintes.

L’autre probléme associé aux maillages qui survient avec I'utilisation des surfaces
NURBS est que le modéle géométrique peut étre concave et donc, aprés discréti-
sation, comporter des mailles concaves en trois dimensions, ce qui est inutilisable
par les méthodes d’éléments finis et de volumes finis. Ce probléme est illustré
schématiquement 4 la figure 3.24. Ainsi, les maillages produits 4 partir des surfaces
NURBS calculées avec ’algorithme classique comportalent pour certains diffuseurs,
d’aprés le logiciel de calculs numériques tascflow, quelques mailles concaves, voire
quelques dizaines ou méme centaines. Le fait de construire les surfaces NURBS en
un seul morceau élimine ce probléme pour les cas tests disponibles, méme si les

surfaces ne sont pas parfaitement continues au sens du plan tangent, puisque les
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courbes de section compatibles sont C°.

F1G. 3.24 Maillage structuré dans une géométrie convexe (a gauche) et concave (a
droite).

La véritable solution A ce probléme semble &tre de construire un maillage dit en
'Q’, comme représenté schématiquement & la figure 3.25. Il g’agit d’un maillage
multi-blocs structuré. Calculer un maillage structuré dans une géométrie complexe
en considérant le volume & mailler comme un carré ou un cube topologique peut
résulter en un mauvais maillage si le domaine s’y préte mal. Qutre 'alternative
d’utiliser un maillage non-structuré, il est possible de subdiviser un domaine 4
mailler de forme quelconque en un ensemble de sous-domaines, formant autant
de carrés ou cubes topologiques, et de générer un maillage structuré i intérieur
de chacun de ces sous-domaines. Le résultat est un maillage structuré par zones,
potentiellement de meilleure qualité. Cette fagon de faire est d’ailleurs utilisée pour
les diffuseurs. Cette technique permet aussi de controler I'orientation du maillage,
importante pour la précision des calculs, par exemple en faisant une zone prés de
la coquille extérieure. Cette facon de faire permettrait également de contourner le
fait que le modéle géométrique NURBS des diffuseurs peut ne pas étre convexe,

comme il le devrait.
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F1G. 3.25 Maillage en structuré en O’ dans une géométrie convexe (& gauche) et
concave (A droite).
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CHAPITRE 4

DISCUSSION

Le besoin exprimé par General Electric 4 la source du projet est de construire
un modéle géométrique d’un diffuseur, une représentation de la réalité. C'est ob-
jet méme de la conception géométrique assistée par ordinateur, comme de tout
travail de modélisation d’ailleurs. Or il s’agit bien de cela : un modéle, avec ses
hypothéses sous-jacentes, ses simplifications et ses limites. En effet, il semble im-
possible que toute surface réelle corresponde exactement, & I’échelle macroscopique,
4 une surface B-spline ou NURBS de degré 3. Toutefois, ces techniques permettent
de construire des représentations bien assez prés de la réalité pour qu’elles soient
utiles. Cela fait ressortir une qualité importante d’un modéle : sa fidélité, c’est-a-
dire Pexactitude avec lequel il représente la réalité. La fidélité du modéle produit
est donc un des critéres avec lequel les algorithmes présentés dans ce mémoire sont
évalués. Aussi, comme les modéles calculés sont des modéles informatiques, la taille
du modéle en terme d’espace mémoire est un paramétre également considéré dans
ce travail. Finalement, outre la fidélité et la taille du modéle, celui-ci doit étre

globalement utilisable, il doit répondre au besoin pour lequel il a été développé.

La facon dont un probléme est posé sous-tend également des hypothéses, et peut
également introduire des contraintes ou causer des distorsions qui ne sont pas
présentes daus la réalité. C’est le cas du probléme d’interpolation de courbes par une
surface, ol le modele résultant peut étre inapte & bien représenter certaines formes.
La discussion porte donc sur la facon dont est posé le probléme d’interpolation
de courbes, les limites des approches utilisées et des améliorations possibles, les

difficultés de représenter les diffuseurs de fagon parfaitement continue avec les
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NURBS et finalement des difficultés engendrés par l'utilisation de Palgorithme
d’interpolation développé au contexte des diffuseurs de GE, pour la génération

de maillage notamment.

4.1 Probléme de croisement dans les diffuseurs

Les problémes de croisement, tel que décrit en 3.3.2, est causé par le fait que
les lignes de discontinuité doivent changer de direction brusquement pour passer
par les points de collocation, mais n’ont pas suffisamment de flexibilité pour le
faire de fagon suffisamment graduelle et réguliére, sans déborder trop les points de
collocation et rester loin des autres lignes de discontinuité. Il semble y avoir deux
solutions & ce probléme, les deux ajoutant en fait de la souplesse & la fagon dont
est posé le probléme d’interpolation : utiliser pour interpoler les points de brisure
des courbes de Bézier par morceaux de degré ¢ = 5 et C? en v, ou incorporer
localement un ou plusieurs points de contréle supplémentaires dans Uinterpolation

avec une courbe NURBS.

4.1.1 Surfaces de Bézier par morceaux de degrés p=2et ¢g=25

L’utilisation d’une courbe de Bézier de degré p = 5 dérivable deux fois pour inter-
poler les points de brisure donne certainement plus de flexibilité qu'une B-spline de
degré p = 5 ou autre. En effet, les deux points au milieu de chacun des segments de
Bézier, comportant six points, peuvent étre bougés sans rompre ni les conditions de
passage par les points ni les conditions de raccord. C’est 14 un avantage certain, qui
permettrait par exemple d’optimiser la courbe aprés une premiére interpolation. La
surface serait une Bézier par morceaux de degrés p = 2 et ¢ = 5, et donc de repré-

sentation moins compacte que la B-spline équivalente d’un facteur g (voir 1.2.3), et
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d’évaluation plus lente en raison du plus grand nombre de points et de I'utilisation
d’un degré plus élevé. De plus, la flexibilité suppiémentaire peut vraisemblablement
étre obtenue aussi en interpolant les points de collocation avec une B-spline conte-
nant plus de n points de contrdle dans la direction de V'interpolation ; par exemple,
avec 2n points de controle I'interpolation serait probablement plus flexible, et la
surface finale représentée i moindre cofit. L’approche des surfaces de Bézier par

morceaux, bien que valable, ne semble pas la voie & privilégier.

4.1.2 Ajout de points de contrdle dans ’interpolation

Le probléme d’interpolation de points par une courbe B-spline est habituellement
posé comme suit : pour n points de collocation, choisir le degré, puis les valeurs
de paramétres o la courbe passera par les points, puis le vecteur nodal; finale-
ment, calculer les points de contréle. L’hypothése sous-jacente a cette formulation
générale du probléme est qu’une courbe de forme satisfaisante peut étre calcu-
lée A lintérieur des contraintes données, qui d’ailleurs sont introduites de facon
complétement artificielle et n’ont rien & voir avec la réalité 4 modéliser. Or, cette
hypothése, bien que raisonnable, n’est pas nécessairement vérifiée pour les surfaces
contraintes des diffuseurs. C’est pourquoi il semble qu’une solution possible soit
d’ajouter un ou plusieurs degrés de liberié en ajoutant un ou plusieurs points de
contréle aux endroits appropriés, et en arrangeant les paramétres d’interpolation
et le vecteur nodal en conséquence. Cela donnerait pour le calcul des points de
contrdle un systéme d’équation linéaires sous-déterminé, donc comportant une infi-
nité de solutions. Il faudrait alors développer des critéres pour choisir une solution
adéquate. Cela serait un projet trés intéressant et permettrait vraisemblablement
de régler le probléme de croisement en ajoutant des points, donc de la flexibilité,

seulement 13 ol nécessaire, contrairement 3 approche avec les courbes de Bézier
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par morceaux qui en ajoute partout.

4.2 Amélioration de la forme générale des surfaces

1! semble certain que Ia forme des surfaces calculées peut étre améliorée, et pour ce
faire, la méthode d’interpolation utilisée doit &tre elle aussi améliorée. Par exemple,
les irrégularités persistantes dans la courbure gaussienne des surfaces pourraient
certainement 8tre atténuées, voire méme éliminées, avéc une méthode d’'interpo-
lation des courbes de section plus élaborée. En particulier, les méthodes de choix
des paramétres pour I'interpolation demeurent arbitraires; une méthode basée sur
une prédiction raffinée de la longueur d’arc donnerait une meilleure paramétrisa-
tion et potentiellement une meilleure forme aux courbes et surfaces interpolant des
points de collocation et des courbes de section, respectivement. Ou encore, le pro-
bléme pourrait étre posé comme un probléme d’optimisation de mesures de qualité
prédéfinies (énergie, convexité ou autre). Finalement, le fait que les courbes de sec-
tion doivent constituer des lignes isoparamétriques dans les surfaces les interpolant

restreint quelque peu V'algorithme classique d’interpolation.

4.2.1 Choix des paramétres d’interpolation avec les méthodes testées

La conclusion principale pouvant &tre tirée du tableau 3.4 est qu’aucune méthode
testée ne donne systématiquement de meilleurs résultats que les autres, du moins
selon le critére retenu; la méthode donnant les meilleurs résultats change d’un
cas test & 'autre. Par conséquent, il n’existe vraisemblablement pas de fonction
permettant de choisir de fagon optimale les paramétres d’interpolation seulement
en fonction des distances entre les points de collocation. Malgré tout, faute de

mieux il faut bien en choisir une; parmi Vinfinité qui pourraient étre proposées,
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quatre ont &té testées. Parmi ces quatre méthodes, il semble que pour 'interpolation
de points par une courbe, qui correspondant aux résultats pour la direction v, la
méthode logarithmique donne sur les géométries testées les meilleurs résultats quant
a la forme. A noter qu’aucune mesure n’a été prise sur la paramétrisation. Cette
méthode n’est pas plus compliquée & mettre en ceuvre que la méthode centripéte,
elle devrait donc a priori étre utilisée. Evidemment, pour plus de fiabilité il serait
possible de les essayer toutes les quatre et de ne retenir que le 'meilleur’ résultat.
Pour Vinterpolation de courbes de section par une surface, il semble que la méthode
centripéte soit la plus équilibrée et la plus fiable. Ces résultats sont par contre &
prendre avec un grain de sel étant donné que seulement 25 géométries ont été
testées, et qu’elles se ressemblent entre elles. Il n’est pas dit que pour des objets de
forme différente cela demeurerait vrai, surtout que les résultats pour les différentes
méthodes n’ont que de faibles écarts, sauf peut-étre pour la méthode uniforme,
qui de toute fagon ne devrait en aucun cas étre utilisée de fagon systématique.
Finalement, tous les tests sont effectués & partir d’un seul critére; bien qu’il semble
valable, plusieurs autres pourraient étre utilisés : énergie de déformation, critéres de
convexité, paramétrisation, nombre d’angles du polygone ou de la grille de controle

supérieurs 4 un certain seuil, etc.

4.2.2 Choix des paramétres d’interpolation basée sur la prédiction de

la longueur d’arc

La méthode de choix des paramétres d’interpolation dite de la longueur d’arc, telle
qu'utilisée dans ce travail, est plutét une méthode basée sur la distance entre les
points, qui approxime la longueur d’arc de la future courbe (pour 'interpolation
de points). Sa principale justification est que en choisissant ainsi les paramétres,

la courbe devrait avoir une bonne paramétrisation, c’est-a-dire que la longueur
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d’arc entre deux points de collocation devrait &ire environ proportionnelle a la
distance entre ces points, impliquant que la dérivée, ou la longueur d’arc divisée
par la distance entre les paramétres, soit constante en grandeur. Or, une bonne
prédiction devrait prendre en compte la disposition des points dans Pespace, ¢’est
A dire non seulement la distance entre ces points mais aussi les angles entre ces
points. L’hypothése est la méme que pour le choix de la grandeur des dérivées dans
Pinterpolation (voir 2.4.2) : il faut viser & avoir une paramétrisation par abscisse
curviligne et alors la forme sera également de bonne qualité. Outre 'exemple des
tangentes, le meilleur argument qui supporte cette hypothése est un commentaire
donné dans Piegl et Tiller, 1997 a effet que la méthode de choix des paramétres
en fonction de la longueur d’arc fonctionne bien en général, sauf quand les points
de collocation prennent un tournant brusque; c’est alors la méthode centripéte qui
semble fonctionner le mieux, c’est-a-dire quand la distance entre les points et la
longueur d’arc sur une courbe réguliére les interpolant sont le moins proportionnel.
Aussi, la méthode centripéte augmente, par rapport 4 la méthode longueur d’arc,
la distance entre les paramétres d’interpolation qui correspondent & des points
rapprochés. Or, il semble raisonnable de penser que les changements de direction
brusques surviennent presque toujours alors que les points ou courbes & interpoler
sont rapprochés, puisque les concepteurs doivent spécifier plus d’information aux
endroits ou la géométrie est plus courbée. Cela expliquerait le succés de la méthode
centripéte lorsque les points de collocation prennent un tournant brusque. L’expé-
rience présente avec les diffuseurs et la méthode logarithmique semble également le
confirmer. Quoiqu’il en soit, I'idée de choisir les paramétres proportionnellement &
la longueur de courbe estimée entre ces points est en fait un rafinement de P'idée &
la base de la méthode la plus répandue, la méthode longueur d’arc ou de distance
entre les points de collocation. Une telle méthode constituerait en quelque sorte

une extension de la méthode longueur d’arc plus répandue. La méthode longueur
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d’arc raffinée correspond & l'optimal dans le cas de Pinterpolation linéaire, puisque
contrairement & plusieurs autres méthodes elle donne une paramétrisation par abs-
cisse curviligne, ce qui indique que c’est une méthode qui serait vraisemblablement
applicable peu importe le degré choisi pour I'interpolation. La principale question
est de savoir comment estimer les longueurs d’arc & partir de la disposition des
points, & partir non seulement des distances mais aussi des angles. Est-il possible
de bien prédire la longueur de corde par une telle méthode, simple et directe, ou
une optimisation est-elle nécessaire 7 Il apparait trés intéressant de développer et

de tester ces idées.

4.2.3 Choix des paramétres d’interpolation par optimisation

Si la méthode simple proposée en 4.2.2 ne fonctionne pas de fagon satisfaisante, bien
qu’elle devrait ameéliorer les choses, alors il semble que pour véritablement obtenir
des surfaces réguliéres il faille utiliser des algorithmes d’optimisation. Plusieurs
fonctions cofit pourraient alors étre utilisées : mesures de qualité, 'énergie, etc. La
méthode pourrait inclure des contraintes, par exemple sur la convexité. Pour avoir
la flexibilité nécessaire, il est possible qu’il faille encore une fois utiliser plus de

points de contrdle que le strict minimum.

4.2.4 Problémes et limites spécifiques 4 Pinterpolation de courbes par

une surface

En supposant qu’il existe une méthode optimale et connue pour le choix des pa-
ramétres d’interpolation de points par une courbe, le probléme ne serait pas com-
plétement résolu dans le cas de interpolation de courbes par une surface, puisque

les paramétres choisis par une méthode donnée sont généralement différents pour
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chacune des colonnes de points de contréle de courbes de section. Or, le probléme
d’interpolation est posé de fagon & ce que les courbes de section correspondent
4 des courbes isoparamétriques sur la surface. Il ne semble pas possible qu’il en
soit autrement d’ailleurs, en utilisant des surfaces tensorielles tout en interpolant
exactement les courbes; pour s’en convaincre, il suffit d’écrire les équations pour
un cas simple (exemple : 3 courbes de degré p = 2 comportant chacune 3 points
de controle, interpolées par une surface de degrés p = ¢ = 2). Cela vient res-
treindre les possibilités de Pinterpolation de courbes par une surface, et pourrait
limiter un algorithme d’optimisation quant au résultat optimal atteint. Il faut donc
choisir un seul paramétre d’interpolation pour chacune des courbes de section, &
moins d’approximer les courbes plutdt que de les interpoler (ne serait ce qu’en
échantillonnant les courbes et en calculant une surface passant par ces points), ou
encore d’utiliser des méthodes de construction et de représentation de surfaces non
conventionnelle, comme fait dans Filip et Ball, 1989. Pour choisir les paramétres
done, la solution classique est d’en faire la moyenne, mais est-ce la meilleure so-
lution 7 Serait-il préférable de prendre la moyenne du minimum et du maximum
seulement, pour minimiser les 'distorsions’ 7 Ce sujet semble intéressant, il faudrait

voir la littérature sur le sujet.

4.2.5 Spécification de la grandeur des dérivées

1l serait intéressant d’étudier systématiquement cet aspect, la méthede proposée
étant manifestement limitée. Possiblement cela existe déja dans la littérature. Quoi-
qu’il en soit, il semble qu'une fois la direction spécifiée, la grandeur pourrait et de-
vrait &tre déterminée automatiquement, en tant que partie intégrante du processus

d’interpolation de points par une courbe ou de courbes par une surface.
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4.3 Continuité des surfaces NURBS interpolant des courbes

Comme mentionné en 1.3.2 et vérifié expérimentalement en 3.1.1, 'interpolation de
courbes de section C” dans I’espace tridimensionnel ne produit en général une sur-
face C™ dans la direction des courbes seulement si les courbes de section sont aussi
C™ dans 'espace homogéne, c¢’est-a-dire espace (wz, wy, wz,w). Il est cependant
possible de transformer les courbes de section G* en courbes C*, puis de calculer
a partir de ces courbes une surface vraiment C*, mais au prix d’efforts supplémen-
taires considérables et d’une paramétrisation encore dégradée. Pour les diffuseurs
comprenant également des courbes de section G°, il est possible en utilisant des
surfaces de Bézier par morceaux de degrés p x ¢ suffisamment élevés de construire
une surface C' entre les courbes de section C!, mais au prix d’une surface plus

lourde a stocker et & évaluer.

4.3.1 Rendre les courbes de section C*

Cette solution permettrait & tous les diffuseurs ne comportant que des courbes de
section G, ¢’est-a-dire ne contenant pas de courbes de section G°, d’étre C*. Selon
Piegl et Tiller, 1997, il est en effet possible de transformer toute courbe NURBS
C(u) qui est C™"° continue une fois projetée dans 1'espace tridimensionnel mais
seulement C7 continue dans ’espace homogéne, en une courbe réellement C™**
continue en la reparamétrant par une fonction f(u) telle que C(f(u)) est r + s fois
dérivable. Cette technique permet de changer les poids aux extrémités, la grandeur
des dérivées premiéres (mais pas leur direction), et la grandeur et la direction des
dérivées d’ordre supérieur. A noter que les courbes reparamétrées seront toujours
des NURBS ou des B-splines, & condition que f(u) soit un polyndme, et qu’elles

seront de degré pq, avec p le degré original de la courbe et g le degré de la repara-
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métrisation f(u). Il n’existe pas cependant, selon Piegl et Tiller, 1997, de méthode

systématique pour calculer la fonction f{u).

Pour les diffuseurs comportant seulement des courbes de section G*, ces courbes
sont généralement seulement G° dans I’espace homogéne. Est-il possible de rendre
les courbes de section C* dans Pespace tridimensionnel tout en rendant les courbes
compatibles? Dans le cas de P'algorithme classique, il suffit d’ajuster les noeuds
doubles et/ou les poids des points de contréle de chacune des section et de les
rendre compatibles avec I’algorithme classique. Dans le cas de 1'algorithme avec
contraintes, les noeuds doubles correspondants doivent étre placés aux mémes va-
leurs, donc il faut modifier les poids pour rendre les courbes compatibles et ct
dans l'espace tridimensionnel. Ensuite, il est possible de les reparamétriser pour
les rendre C* dans P’espace homogéne, ce qui revient encore & modifier les poids,
de sorte qu'ils forment une 'courbe’ w(u) qui soit C! continue. La paramétrisation
finale des courbes de section ainsi modifiées et rendues compatibles serait vrai-
semblablement davantage dégradée, potentiellement de facon significative dans les
cas avec contraintes. De plus, les poids pourraient varier significativement, ce qui

pourrait causer des problémes 3 I'interpolation (1.3.2).

4.3.2 Surfaces de Bézier de degré supérieur

L’utilisation de surfaces de Bézier par morceaux de degrés p et ¢ suffisamment
élevés permettrait de construire une surface C' pour tous les diffuseurs, sauf entre
les courbes de section qui sont G°. Evidemment, les courbes de section doivent au
préalable étre rendues compatibles et C. L’idée est de construire une surface de
Bézier 4 intérieur de chacune des 'cases’ du réseau de courbes formé par les courbes
de section et les courbes des lignes de discontinuité dans les surfaces, construites

comme des courbes de Bézier par morceaux de degré ¢ = 5. L’article Gordon, 1969
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montre, & travers un cas général dont les surfaces de Bézier sont un cas particulier,
qu’une surface par morceaux de degrés impairs 2p — 1 X 2¢ — 1 peut étre p— 1 et
g — 1 fois continue (& noter ici le contraste avec les B-spline et les NURBS). Donc
une surface de Bézier par morceaux de degrés 3 x 5 peut étre comme souhaité
C' et C? en u et en v, respectivement, si les points de controle sont arrangés de
facon 3 respecter les conditions de raccord. Sauf que le fait de rendre les courbes de
section compatibles avec I’algorithme des contrainte et C* éléve vraisemblablement
le degré a au moins p = 4, puisque les courbes initiales sont de degré 2 et sont
vraisemblablement reparamétrée par une fonction de degré 2 au moins; la surface

de Bézier par morceaux devrait donc étre de degrés 4 par 5 au moins.

4.4 Maillages

Comme montré en 3.4.3, il reste encore du travail & faire pour pouvoir discrétiser
les modéles géométriques des diffuseurs, tels que calculés & partir des algorithmes
d’interpolation développés. Une solution possible consiste & reparameétrer les sur-
faces, c’est-a-dire & calculer f(s,t) — (u,v) telle que & la maniére suggérée en 2.1.4
la grandeur des dérivées partielles de S(f(s,t)) soit constante selon les lignes isopa-
ramétriques (dérivée partielle en u (v) constante le long des iso-v (iso-u)). Calculer
un maillage consiste a résoudre une version discréte de ce probléme. Cela revient
a répartir la longueur des arétes du maillage de facon constante sur chacune des
lignes de maillage. Par analyse des degrés de liberté, il devrait toujours exister une
solution & ce probléme, une fois que les arétes sont discrétisées. Evidemment, il
faudrait étre capable de calculer la solution correcte, ce qui semble faisable avec

un maillage de départ potable et un algorithme itératif approprié, de sorte que le

maillage converge. Reste aussi & savoir si cela donnerait de bons résultats.
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Malgré tout, dans un cas comme dans l'autre, les lignes de discontinuité, caracté-
ristiques des surfaces, seraient ignorées par le maillage, ce qui viendrait en partie
contrebalancer Peffet positif des contraintes. Pour que le maillage rende bien les
lignes de discontinuité, il faudrait non pas utiliser un maillage structuré de quadri-
latére mais vraisemblablement un maillage non-structuré de triangles. Or, plusieurs
facteurs autres que géométriques entrent dans les décisions sur le maillage, autres

facteurs qui pésent probablement beaucoup plus lourd.

Finalement, la paramétrisation des surfaces contraintes est telle que la magnitude
d’une dérivée le long d’une iso-v peut varier grandement. Cela rend la surface plus

difficile & mailler dans l'espace paramétrique.
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CONCLUSION

Les algorithmes développés pour Pinterpolation des courbes de section des dif-
fuseurs, ainsi que les tests effectués sur les géométries industrielles disponibles,
permettent de confirmer complétement les deux premiéres hypothéses énoncés et

la troisiéme en grande partie. En effet :

1. La représentation de la surface du diffuseur est considérablement plus com-
pacte en utilisant les NURBS et la méthode d’interpolation développée basée
sur les contraintes que la représentation polygonale produite avec le logiciel
TU;

2. La fagon de rendre les courbes compatibles en vue de leur interpolation
par une surface influence clairement le résultat obtenu; en particulier, les
contraintes améliorent la forme de la surface telle que sondée par la courbure
gaussienne et réduisent significativement la taille de sa représentation, alors
que le 'lissage parabolique’ rend la surface plus réguliére, tel que mesuré par

1a régularité de la grille de controle de celle-ci;

3. La facon de calculer la surface qui passe par les courbes compatibles in-
fluence aussi clairement le résultat final, méme si ce n’est pas toujours aussi
facile & mesurer ; en particulier, la méthode d’interpolation dite logarithmique
améliore la forme de la surface (seulement dans la direction de l'interpola-
tion toutefois, tel que mesuré par la régularité de la grille de contrdle), tout
comme la spécification de dérivées d’orientation et grandeur appropriées aux
extrémités qui tend & stabiliser la forme de la grille de contréle et par le fait

méme celle de la surface.
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Ce travail a permis de développer une approche générique pour rendre les courbes
compatibles, les contraintes, qui permet d’améliorer la forme des surfaces les inter-
polant. Toutefois, les détails de la définition des contraintes demeurent au moins
en partie reliés 4 'application envisagée. De plus, I'approche développée suppo-
sait des courbes par morceaux. Néanmoins, algorithme des contraintes pourrait
vraisemblablement améliorer Vinterpolation de courbes de divers degrés (pas seule-
ment p = 2), par des surfaces de divers degrés dans la direction de I'interpolation,
dont des surfaces interpolant linéairement les courbes de section. Ce travail a aussi
permis d’illustrer que I'interpolation de courbes compatibles demeure un probléme
auquel il n’y a pas de solution simple qui donne une surface de forme vraiment

réguliére, tel que mentionné dans Piegl et Tiller, 1997 et Filip et Ball, 1989.

Pour General Electric, 'approche développée représente certainement un progres,
méme si tous les tests permettant d’évaluer I'impact de la nouvelle approche n’ont
pas été faits, et qu’il reste du travail & faire avant de pouvoir utiliser les nouveaux

modéles géométriques. Le projet a permis de :

— Construire un modéle géométrique du diffuseur dont les surfaces passent exacte-
ment par les courbes de section et qui sont localement plus continues (réguliéres)
que les surfaces polygonales produites par TU;

— Construire un modéle géométrique plus compact que celui construit par TU,
malgré qu’il n’a pas encore été déterminé si cela permet d’accélérer les calculs

subséquents.

Cependant, il n’a malheureusement pas été déterminé si les nouvelles surfaces sont
globalement plus réguliéres que celles produites par TU, faute de temps. Certaines
améliorations apparaissent nécessaires. Il n’a pas été testé non plus si ces nouvelles
surfaces rapprochent le calcul de la performance des résultats expérimentaux ni si

elles permettent d’accélérer ces calculs, puisque cela ne faisait pas partie comme
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tel du projet de maitrise. De plus, pour que les modéles calculés par 'approche
développée soient utilisables, il faut encore implanter ou développer une fagon de les

discrétiser adéquatement en vue de la résolution d’équation aux dérivées partielles.
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ANNEXE I

Définition de la parabole utilisée pour le lissage

Deux paraboles sont en fait utilisées pour le lissage : une au début et une a la fin.
Une seule est définie ici, correspondant a la figure 2.8, Pautre étant semblable. La
parabole ’du début’ pour le lissage parabolique est définie dans Vespace (¢, s) (voir

2.3.8.3), comme suit :

S(t) - Kl’\/ —t+K2+K3 (Il)

La dérivée de cette fonction est la suivante :

() = 57_% (L2)

La notation utilisée pour écrire les trois conditions géométriques définies pour la

parabole est la suivante :

~ 84 et Sy pour les valeurs au début et 4 la fin de la parabole;
— t4 et T; pour les valeurs au début et 4 la fin de la parabole;

- S} pour la tangente 4 la fin de la parabole.
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Les conditions comme telles s’écrivent donc mathématiquement comme suit;

la condition de passage au début :

Kiv/ ~tg+ Ko+ K3 = Sg; (1.3)

la, condition de passage & la fin :

Kl\/_tf+K2+K3:Sf; (L.4)

et la condition de tangence au début :

—K;

2\/—‘tf+K2 -

S} (L5)

11 faut isoler les paramétres K, Ky et Kj.

D’abord, les équations 1.3 et 1.4 sont réécrites :

K} (=t + K3) = (S¢ — K3)? (L6)

et
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K7 (~ts + Ka) = (Sy — Ky)™. (L7)

Puis, elles sont soustraites et K7 est isolé :

Sg -~ 25 K; — SJ% +25; K3
ty — i |

K? - (1.8)

Ce résultat est mis de c6té pour 'instant. Les équations 1.4 et 1.5 sont réécrites :

et

~K
V-t + Ky = F}l (1.10)

En égalent ces deux équations sont égalées et K7 est isolé :
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K} = —-254(S; — K3). (L11)

En égalant les équations 1.8 et 1.11 il est possible d’isoler K3 :

_2875¢(ta —ty) — Si+ 57
P o(=Sy+ S+ Shlta—tp))

(L12)

A partir du moment ot K est isolé, K est isolé & partir de Péquation [.11 (le signe
gn

vient de P'équation 1.5, de par le signe de S%) :

SI
K= -1, /-28.(S; — Kj). (L13)
IS}i\/ g

Une fois que K est calculé, K5 Vest & partir de 'equation 1.5 :

2
K,
Ky = (555) + ;. (1.14)



