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Résumé

Ce mémoire de maitrise porte sur la modélisation en trois dimensions de I'écoulement de
fluide dans des géométries complexes, a faible entrefer et 2 parties mobiles. Cette recherche
est motivée par le besoin d’améliorer la compréhension des mécanismes de mélange dans
les procédés d’agitation ou l'on retrouve des petits entrefers, comme c’est le cas pour les
extrudeuses bivis par exemple. Les défis pour la simulation numénique de I'écoulement dans
des systémes a faible entrefer et 4 parties mobiles sont nombreux. D’une part, Pimportante
différence d’échelle entre les dimensions géométriques nécessite des maillages de tres
grandes tailles, dont la résolution est cotteuse en temps de calculs. D’autre part, le
déplacement des parties mobiles fait en sorte que la géométrie est instationnaire car le

volume du fluide évolue en fonction du temps.

Dans ce mémoire, une stratégie basée sur la méthode des éléments finis virtuels et une
méthode de partitionnement du maillage a été utilisée pour modéliser 'écoulement dans les
systémes a faible entrefer et a parties mobiles. L’avantage de la méthode des éléments finis
virtuels vient du fait qu'un seul maillage est nécessaire pour prendre en compte les
géométries instationnaires. Les parties mobiles sont prises en compte par un ensemble de
points de controle virtuels évoluant en fonction du temps et sur lesquels la cinématique des

parties mobiles est imposée.

Deux méthodes de raffinement de maillage adaptatif ont été comparées en trois dimensions
pour des éléments finis tétraédnques, le but du raffinement étant d’améliorer la
discrétisation des entrefers en réduisant localement la taille de maille. Cette recherche a
montré que les deux méthodes de raffinement proposées sont inefficaces en pratique. La
méthode de raffinement par le barycentre n’améliore pas la précision des résultats tandis
que la méthode de raffinement par les arétes introduit des discontinuités dans le maillage, ce
qui la rend incompatible pour les éléments finis P1+-P0, a base d’interpolation incompléte,

utilisés dans cette recherche.
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Pour adapter la discrétisation du maillage 2 la présence de faibles entrefers, une stratégie de
partitionnement efficace du maillage a été mise en ceuvre pour controler la position des
nceuds et le nombre d’éléments présents dans les entrefers, Pobjectif étant de spécifier des
tailles de mailles non uniformes afin d’éviter d’avoir a générer des maillages fins dans tout le

systéme.

En pratique, la simulation de la dispersion dans des cames trangulaires a permis de valider
la méthode des éléments finis virtuels dans un contexte simplifié d’extrusion bivis.
L’évaluation de la puissance d’agitation pour 'écoulement dans une cuve munie d’un ruban
hélicoidal a démontré Pefficacité de la stratégie de partitionnement efficace du maillage pour

améliorer la précision des résultats.

Finalement, une étude de cas a été réalisée pour une paire d’éléments mélangeurs d’une
extrudeuse ZSK-30. Les résultats obtenus montrent le potentiel de la stratégie proposée
pour modéliser 'écoulement dans les extrudeuses bivis, en particulier pour la prédiction du
cisaillement dans les entrefers. Dans ce systéme, la dimension des entrefers étant trés faible,
la taille de maille doit étre tres fine et la dimension des problémes a résoudre s’avere la

principale contrainte pour la simulation numérique de 'écoulement.

En résumé, la modélisation en trois dimensions de I’écoulement dans de faibles entrefers,
par la méthode des éléments finis et une méthode de partitionnement du maillage, montre
un bon potentiel d’apres les cas étudiés. Les perspectives futures de cette stratégie sont
excellentes puisque lamélioration de la performance des calculateurs permettra la

modélisation plus rapide et plus précise de I'écoulement dans les faibles entrefers.
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Abstract

The objective of this research is the three-dimensional modelling of fluid flows in geometry
with small gaps based on the fictitious domain method. Small gaps play an important role in
the mixing efficiency of agitation process used in the chemical reactors, and in the operation
of single-screw and twin-screw extruders. The work is motivated by the need to improve
the understanding of fluid flow and the optimization of process equipment design. There
are many challenges in the numerical simulation of fluid flow in small gaps, particularly in
the case of time-evolving topologies. First, fine meshes are required to account for the
important scale differences between the geometrical dimensions, and they involve the
solution of large algebraic systems, both leading to high computational cost. Also, the
moving parts imply a transient geometry because of the changing volume of fluid with time

and adequate numerical techniques must be developed.

In this work, a strategy based on the fictitious domain method and an efficient mesh
partitioning method is used to model the fluid flow in geometry with small gaps and
moving parts. The fictitious domain method requires only a single mesh to take into
account the transient geometry, and the moving parts are described by a set of control

points, on which the motion kinematics is imposed.

Two mesh refinement strategies were compared for the case of tetrahedral finite elements.
The objective of the mesh refinement is to improve the precision of the simulation in the
region of small gaps by reducing the mesh size. This research has showed that the two
refinements strategies are inefficient in practice. The method based on a center-of-gravity
decomposition degrades the quality of the mesh and the precision of the solution. The
method based on the decomposition of the edges introduces discontinuous nodes and it is
incompatible with P1+-P0 the finite element used for the fluid flow problem. An alternative

to the mesh refinement strategy was used to take into account the presence of small gaps,
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based on an efficient partitioning method that can cope with a non-uniform mesh size, the

control of the position of the nodes and the number of elements in the small gaps.

The simulation of dispersion in trangular cams was used to validate the fictitious domain
method in the context of simplified twin-screw extruders. The evaluation of power
requirement for the agitation in helical ribbon has showed the efficiency of the mesh
partiioning method. Finally, fluid flows in the kneading blocks section of a ZSK-30
extruders was used to illustrate the potential of the strategy to model fluid flow in twin-
screw extruders, and in particular to predict the shear-rate near the moving small gaps. For
the twin-screw extrusion systems, the presence of very small gaps involves a very fine and

large mesh and the computational cost is the main constraint of the simulation.

In summary, according to the different cases studied, the modelling of fluid flow in
geometries involving moving small gaps with the fictitious domain method and the efficient
partitioning method showed good potential. In the future, with the improvement of
computer performance, this method will enable faster and more accurate simulations of

fluid flow in twin-screw extruders.
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1. Introduction

Motivations et objectifs généraux de Ia recherche

Les géométries a faible entrefer sont courantes dans les procédés d’agitation, ou elles jouent
un r6le important dans les mécanismes de mélange de fluides visqueux. La modélisation de
Pécoulement dans de telles géométries est un défi important pour de nombreux procédés,
par exemple dans les procédés de mélange en cuve agitée, les procédés d’extrusion bivis et

monovis et pour les filieres d’extrusion.

La compréhension de Pécoulement dans les entrefers est essentielle pour concevoir,
controler et améliorer les procédés d’agitation. Bien souvent, les données expérimentales
pour caractériser I’écoulement ne sont pas disponibles car la prise de mesure est difficile,
cotteuse et parfois impossible sur les systémes industdels. Par exemple, dans le procédé
d’extrusion bivis, des investissements importants sont nécessaires pour obtenir des mesures
expérimentales précises sur le profil de vitesse, de pression et de cisaillement, alors qu’en
industrie i est souvent impossible d’obtenir ces informations. Dans ces circonstances,
Putilisation de méthodes numériques pour décrire et quantifier les phénomenes

d’écoulement est complémentaire aux méthodes empiriques.

En raison de la complexit¢ des géométries a faibles entrefers, la modélisation des
phénomenes d’écoulement est en général tridimensionnelle et instationnaire. La simulation
numérique des systemes a faible entrefer requiert Putilisation de maillages trés fins. Compte
tenu que la différence d’échelle entre les dimensions géométriques génére des maillages de
grande taille, la résolution numérique de ces problémes est fort colteuse en temps de calcul,

en mémoire et en espace disque.

L’objectif de cette recherche est de développer des stratégies de simulation en trois
dimensions de IPécoulement des fluides pour le procédé d’extrusion bivis. Plus

généralement, l'objectif de ces travaux est de mettre au point une stratégie numérique



efficace pour la modélisation de Pécoulement dans des géométries a faible entrefer et a

parties mobiles.
Défis pour Ia simulation de géométries a faibles entrefers

Eléments mélangeurs pour Pextrusion bivis

Utilisons Pexemple d’une paire d’éléments mélangeurs d’une extrudeuse bivis pour llustrer
la problématique de la simulation de I’écoulement dans une géométrie a faible entrefer. La
figure 1-1 montre la section d’une extrudeuse co-rotative de type ZSK-30, utilisée

notamment dans industrie des polymeres pour alimenter des filieres d’extrusion.

¢ Fourreau

Diameétre du fourrcan D, 30.85 mm
Euntraxe E 26.20 mm

Entrefer vis-vis  E,., .20 mm
Euntrefer vissfourrean  E, , 0.15 mm

Figure 1-1: Géométrie et dimensions d’une extrudeuse bivis de type ZSK-30

Dans ce systeme, on constate la présence d’entrefers vis-vis et vis-fourreau tres faibles, le
rapport entre le diametre du fourreau et la dimension des entrefers est de 1: 500, ce qui

constitue un probléme d’échelle considérable. En extrusion bivis, I'importance des entrefers



sur la qualité du mélange est bien connue. Une vis neuve se comporte différemment d’une
vis usée, car usure des vis fait varier la taille des entrefers et modifie Pécoulement a
Pintérieur du fourrean. Mentionnons qu’a partir d’un ratio de 1:50, un entrefer peu étre

constdéré comme faible.

Le défi pour modéliser avec précision 'écoulement du fluide dans les entrefers vient du fait
qu'un maillage avec une taille de maille trés petite est nécessaire. L'importante différence
d’échelle entre la dimension des entrefers et la dimension du fourreau se traduit par des
maillages comportant un trés grand nombre d’éléments. D’autre part, puisque les vis sont
en rotation, la géométrie du chenal d’écoulement évolue dans le temps et les zones de
faibles entrefers se déplacent avec les vis. Dans ces conditions, il est difficile dutiliser un
maillage qui soit bien adapté a la position des entrefers 4 chaque pas de temps de la
simulation transitoire.
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Figure 1-2 : Déplacement des entrefers avec la rotation des vis

En résumé, la modélisation en trois dimensions de Pécoulement dans les entrefers
d’extrudeuse bivis demande la résolution de problémes de grande taille. En pratique, le
temps de calcul apparait comme la principale contrainte, d’autant plus que les calculs
doivent étre répétés pour plusieurs pas de temps. En conséquence, la mise au point d’une
stratégie numérique pour prendre en compte la présence de faibles entrefers en
déplacement est nécessaire pour réaliser la simulation numérique rapide et efficace du

procédé d’extrusion bivis.



Revue de Ia littérature sur Ia modélisation numérique de Pextrusion
bivis

La modélisation de écoulement dans les géométries ayant des parties mobiles et des faibles
entrefers est un sujet trés vaste. Une bréve revue de la littérature sur les stratégies de
simulation de Pécoulement dans les extrudeuses bivis est utile pour illustrer et comprendre

les défis qui se posent sur le plan de la simulation numérique, particuliérement dans le cas

de Pécoulement dans des faibles entrefers.

En extrusion bivis, les éléments de vis sont modulaires et une infinité de combinaisons de
vis est possible pour adapter le procédé aux produits désirés. Pour concevoir et optimiser
rapidement une extrudeuse, une bonne connaissance des mécanismes de mélange et de
transport est donc importante. Depuis plusieurs années, des efforts considérables ont été
entrepris pour caractériser I'écoulement dans les extrudeuses bivis et plusieurs études
expérimentales ont été réalisées. Les modeles empiriques basés sur des données
expérimentales sont toutefois limités et colteux expérimentalement, d’autant plus qu’il
existe un grand nombre de configurations de vis. La modélisation numérque est donc une
solution intéressante pour quantifier les profils de pression, de vitesse et de cisaillement,

ainsi que la distribution du temps de séjour et la puissance consommée.

En raison de la géométrie complexe et instationnaire des systemes d’extrusion bivis, les
modéles mathématiques analytiques sont peu nombreux. Ces modéles sont
unidimensionnels et concernent les prédictions de perte de charge et de débit dans des
éléments convoyeurs, en utilisant des simplifications géométriques. Mentionnons 2 ce sujet
les travaux de Booy (1978), sur la descrption mathématique de la géométre des vis
interpénétrées utilisées en extrusions bivis et la prédiction analytique du débit associé aux

éléments convoyeurs.

Dauns la littérature, la méthode des éléments finis est généralement utilisée pour la résolution

des équations d’échanges en raison de sa capacité a traiter les écoulements de fluides non



newtoniens évoluant dans des géométries complexes avec des maillages non structurés.
Dans un premier temps, les simulations numériques ont été développées pour des systemes
simplifiés en deux dimensions d’extrusion bivis. Cependant, Rauwendaal (1981) a montré
par des études expérimentales que Iécoulement dans les extrudeuses bivis est
trdimensionnel, en particulier dans la zone d’interpénétration. Cest pourquoi des efforts
importants ont été mis en ceuvre pour la modélisation instationnaire en trois dimensions de

Pextrusion bivis.

Un défi dans la modélisation de I'écoulement dans les extrudeuses bivis provient de la
rotation des vis a lintérieur du fourreau (géométrie instationnaire). Avec des méthodes
classiques de simulation numérique, basées sur les éléments finis ou les volumes finis, il est
nécessaire de générer un nouveau maillage pour chacun des pas de temps de la simulation

transitoire afin de tenir compte des changements géométriques du systéme.

Différentes approches sont proposées dans la littérature pour tenir compte du déplacement
des vis et du changement du volume du fluide en fonction du temps. Mours ef 4/ (2000) ont
modélisé en trois dimensions ’écoulement d’un fluide isotherme dans une extrudeuse bivis,
en utilisant 'hypothése d’un écoulement quasi stationnaire. Cette hypothese est utilisée lors
du post traitement pour générer une solution instationnaire en assemblant des solutions
stationnaires, calculées a chaque pas de temps. Par cette technique, 100 maillages ont été
nécessaires pour représenter une révolution des vis et ceux-ci ont été produits en utilisant
un générateur automatique de maillage. Une stratégie similaire a été utilisée par Bravo ef 2/
(2000) pour modéliser des éléments mélangeurs pour des cas bidimensionnels et
tadimensionnels. Récemment, Ishikawa (2002) a étudié le mélange en trois dimensions,
dans les extrudeuses en utilisant 30 maillages générés manuellement avant la simulation,
pour représenter seulement un quart de rotation des vis. En exploitant les symétries des vis,
ils ont considéré I'écoulement comme périodique aprés un quart de tour, ce qui permettait

de réduire le nombre de pas de temps a calculer.



Pour éviter la tiche fastidieuse de générer des nouveaux maillages 4 chaque pas de temps,
des méthodes basées sur un seul maillage ont été proposées dans la littérature. Ainsi,
Avalosse (1997) a employé une stratégie de superposition de maillages pour modéliser
Pécoulement dans 'ensemble du fourreau d’une extrudeuse bivis en deux dimensions. Cette
technique consiste 4 superposer un maillage dynamique, représentant les vis en rotation, sur
un maillage statique du fourreau. A chaque pas de temps, la position du maillage dynamique
des vis est mise 4 jour et une procédure identifie si les éléments du maillage statique sont
situés a 'intérieur ou a lextérieur des vis. Lorsqu’un élément fini du maillage statique est sur
la frontiére d’une des vis, le vecteur vitesse associé a la rotation des vis est alors imposé sur
chacun des nceuds de cet élément. Les vecteurs vitesse sont ensuite introduits dans les
équations d’échanges par une technique de pénalisation. Cette méthode est simple a mettre
en ccuvre, mais la qualité de la descrption de la géométrie des vis reste limitée, car les
nceuds sur lesquels les vecteurs vitesse sont imposés sont situés sur le maillage statique.
Comme la description de la cinématique des vis dépend de la position des nceuds sur le
maillage statique, un maillage suffisamment fin est nécessaire pour traiter adéquatement les

géométries 4 faible entrefer.

Plus récemment, la technique de superposition de maillages a été étendue aux cas en trois
dimensions par Avalosse (2002) en intégrant une méthode de raffinement local et adaptatif
de maillage, pour des éléments finis de forme cubique. Le raffinement adaptatif permet
d’affiner localement le maillage statique, ce qui améliore la description des vis avec la
méthode de superposition de maillages. Cette méthode, implantée dans le logiciel
POLYFLOW, a permis aux auteurs de réaliser des simulations en extrusion bivis en trois

dimensions pour des éléments mélangeurs et convoyeurs.

La technique de superposition de maillages présente certaines similitudes avec la méthode
des éléments finis virtuels (Bertrand et al., 1997) et utilisé par Bertrand ¢f 2/ (2003) pour la
modélisation en deux dimensions de 'écoulement dans les extrudeuses bivis. La méthode
des éléments finis virtuels différe par le fait que la description des vis est réalisée a P'aide

d’un ensemble de points dont la position est completement indépendante de la position des



nceuds du maillage du fourreau. Avec cette méthode, la rotation des vis est imposée sur
chacun des points sous forme de contraintes cinématiques introduites dans les équations
d’échanges par des multiplicateurs de Lagrange (Fortin et Glowinski, 1983). Cette
technique, combinée a une stratégie de raffinement local et adaptatif de maillage a été
utilisée pour modéliser 'écoulement dans les faibles entrefers d’'une paire d’éléments de

mélange en deux dimensions.

En résumé, les méthodes basées sur Phypothése d’un écoulement quasi stationnaire et un
remaillage nécessitent le développement d’un générateur automatique de maillage, bien
adapté aux systémes 2 modéliser. En pratique, ces méthodes sont limitées et laborieuses
pour la mise en ceuvre rapide de simulations sur des nouvelles géométries. Pour les
méthodes basées sur un seul maillage du fourreau, une stratégie de raffinement de maillage
est utile pour assurer une bonne description des vis et des entrefers. L’avantage de ces
techniques est dans la facilité a traiter de nouvelles géométries, car ces méthodes sont basées

sur un seul maillage de référence.

La validation des résultats numériques avec des mesures expérimentales est également un
défi important dans les problémes de modélisation numérique. Il existe peu de données
dans la littérature pouvant étre utilisées pour mesurer la qualité des simulations numériques
dans les extrudeuses bivis. Dans bien des cas, seules des données globales sur la perte de
charge et le débit sont disponibles et il est difficile de quantifier les phénomeénes locaux de
Pécoulement du fluide. D’autre part, les simulations réalisées sont basées sur des
approximations et des simplifications géométriques et il devient difficile de trouver des
conditions expérimentales comparables pour la validation. Soulignons les travaux
expérimentaux de McCullough et Hilton (1993), qui ont mesuré la pression localement a
différentes positions dans le fourreau, et ce en fonction de la rotation des vis. Ces travaux
ayant été réalisés pour un fluide non newtonien, il nécessite toutefois la résolution de

problémes non linéaires, plus coliteux en temps de calcul.



En résumé, la hittérature montre que la modélisation numérique de Pextrusion bivis en trois
dimensions est a la fois complexe en raison de la géométrie instationnaire et a la fois limitée
en pratique par la taille des problemes a résoudre. Précisons que peu de publications traitent
du comportement de Pécoulement dans les faibles entrefers. Dans bien des cas, des
simplifications géométriques sont utilisées pour négliger 'écoulement dans les entrefers ou

encore les systemes considérés sont choisis tels que les entrefers ne sont pas trop faibles.

Objectifs spécifiques

Cette recherche s’inscrit dans le cadre du développement de stratégies numériques de
modélisation de Iécoulement dans les extrudeuses bivis. L’objectif est d’étendre en trois
dimensions la stratégie proposée par Bertrand ef @/ (2003) pour le cas bidimensionnel, basée

sur la méthode des éléments finis virtuels et un raffinement local et adaptatif de maillage.
Les objectifs spécifiques de cette recherche sont de :

» Mettre en oeuvre la méthode des éléments finis virtuels en trois dimensions, dans le

contexte de géométries a faibles entrefers;
» Développer, implanter et expérimenter des techniques de raffinement local et
adaptatif de maillage en trois dimensions pour des éléments finis de forme

tétraédrique;

» TEtudier Pinfluence du maillage des systémes 4 faible entrefer sur la précision des

simulations numériques;

»  Valider la stratégie numérique avec des résultats expérimentaux.



2. Méthode des éléments finis virtuels

La simulation de Pécoulement d’un fluide dans une géométrie instationnaire possédant des
parties mobiles est parfois complexe et fastidieuse avec la méthode classique des éléments
finis. Pour tenir compte du changement de volume diG aux déplacements des parties
mobiles, il faut générer un nouveau maillage pour chaque pas de temps de la simulation
transitoire. Dans la pratique, la réalisation des maillages est une activité ardue et couteuse en
temps de travail et le besoin de remailler le systéme pour chaque pas de temps restreint la

mise en ceuvre de simulations sur de nouvelles géométries.

Figure 2-1: Maillages avec la méthode des éléments finis (Extrusion bivis)

La méthode des éléments finis virtuels, qui est implantée dans le logiciel POLY3D™,
permet la simulation d’écoulements dans des géométries instationnaires ayant une
cinématique complexe, a partir d’un seul maillage. Cette technique est basée sur un maillage
qui représente le volume global occupé par le fluide et sur un ensemble de points pour

décrire les parties mobiles.

0° 45°

Figure 2-2 : Maillages avec la méthode des éléments finis virtuels (Extrusion bivis)
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Ces points, nommés points de contrdle virtuels, permettent dimposer la cinématique des
parties mobiles en associant un vecteur vitesse a chacun de ceux-ci. Pour prendre en
compte le déplacement des parties mobiles, la position des points de contrdle est

simplement mise a jour a chaque pas de temps de la simulation transitoire.

Formulation de Ia méthode des éléments finis virtuels

Dans cette section, seul les éléments principaux de la formulation des éléments virtuels sont
présentés. En complément a ces explications, la formulation de la méthode des éléments

finis est détaillée en annexe.

Afin de simplifier écriture, considérons un écoulement laminaire, isotherme, newtonien et
non inertiel, dans une géométre ayant au moins une partie mobile. Soit un domaine €2 de

frontiére I' et un objet virtuel de domaine O* et de frontiére I'*. On cherche a résoudre le

probléme
~pAv+grad p=f sur Q\Q* (Eg.2-1)
divv=0 sur Q\OQ*, (Eq.2-2)
v=0 sur I, (Eq.2-3)
v=v* sur I'™*, (Eq. 24)

ou v* estle vecteur vitesse de 'objet virtuel sur la frontiére I

De maniere analogue au traitement de Pincompressibilité pour la méthode des éléments
finis (voir annexe I), la résolution du probleme 2-1 a 2-4 par la méthode des éléments finis
virtuels est équivalente a résoudre un probleme d’optimisation avec contraintes. En
mntroduisant des multiplicateurs de Lagrange pour imposer la cinématique associée aux

points de controle virtuels, on doit résoudre le probléme de point selle suivant :

inf sup sup L_(v,p,A)

ve[Hy(QF  pel’(Q) AT g (Eq.2-5)



avec le lagrangien augmenté

L”(v’p) =L,,(V,p)+-% J‘F*IV-—V*

zdf— J-r*/l-(v—v*)d["

o s est un parameétre de pénalité et A un multiplicateur de Lagrange.

Sous forme discréte, le probleme consiste a trouver y, p, et A, tel que

a(v,,¢,)-b(8,,p,)=U,.8,)+(1,.4,), V¢E[H})(Q)]3

b(v,,0,)=0, Ve, e P (Q)

(@ =" ),,) =0, ve, el @f

ou
a(v,.4,) = t |gradg, gradv, dQ,
O

b(v,,p,) = jqoh divv, dQ .
Q

11

(Eq. 2-6)

(Eq.2-7)

(Eq. 2-8)

(Eq.2-9)

(Eq. 2-10)

(Eq. 2-11)

Une version adaptée de l'algorithme d’Uzawa (Bertrand er 2/, 1997) permet la résolution du

probléme discret en ajoutant une étape pour la mise 4 jour des multiplicateurs de Lagrange.

Les solveurs utilisés pour la résolution des systemes linéaires sont basés sur des méthodes

de Krylov selon les propriétés des matrices impliquées (Bertrand et Tanguy, 2002).

0. Etant donné V© et P
1. Pourn=0,1,2, ... jusqu’a convergence
1.1 Résoudre le probléme primal pour déterminer Vo)
[ A+ rBTB] V(1) = -BTP® + F
1.2 Résoudre le probléme dual
B[ A + rBTB]#BT P+0 = B[ A + rBTB]*F
1.3 Mettre a jour V-1

conirdle virtuels

1.4 Mettre a jour les multiplicateurs de Lagrange associés aux points de

Figure 2-3 : Algorithme d’Uzawa pour la méthode des éléments finis virtuels
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Les multiplicateurs de Lagrange associés aux points de controle virtuels font en sorte que
Palgorithme d’Uzawa modifié converge plus lentement qu’avec Papproche classique des
éléments finis. Une attention particuliére au niveau de la discrétisation des objets virtuels est
nécessaire pour obtenir une précision satisfaisante de la solution pour un temps de calcul
raisonnable. Par exemple, les objets virtuels doivent étre représentés avec un nombre de
points de controle suffisant afin d’éviter un phénoméne de porosité numérique des parties
solides. En effet, un nombre insuffisant de points de controle risque de permettre un
écoulement du fluide au travers des objets virtuels, entrainant une erreur de modélisation. A
Popposé, l'utilisation d’un grand nombre de points de contrdle introduit beaucoup de
contraintes dans les équations d’échange et la convergence des solveurs itératifs risque alors

d’étre trés lente.
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Application : cames triangulaires

Les travaux expérimentaux d’Avalosse et Crochet (1997) offrent la possibilité de valider la
méthode des éléments finis virtuels dans un contexte simplifié d’extrusion bivis, o les
entrefers ne sont pas trop faibles (1:30). En utilisant un fourreau transparent, ces auteurs

ont étudié la dispersion d’un sirop de mais, un fluide newtonien, pour les configurations co-

rotative et contra-rotative.

Conditions opératoires

des cames triangulaires

Viscosité 1000 Pa-s

Masse volumique 1500 Kg/m?

Vitesse de rotation 0.5 RPM

Figure 2-4 : Géométrie et conditions opératoires des cames triangulaires

En fonctionnant 2 basse vitesse de rotation, ils ont filmé la dispersion d’une goutte de sirop
de mais coloré en rouge. La figure 2-5 présente les résultats de dispersion expérimentale 4

intervalles de 120° de rotation des cames co-rotatives.

Position #1 (0% Position #2 (120°)

Position #3 (240°) Position #4 (360°)

Figure 2-5 : Dispersion expérimentale pour les cames triangulaires co-rotatives
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Modélisation numérique
Une simulation numérique a été réalisée pour valider la méthode des éléments finis virtuels
avec les résultats expérimentaux de dispersion. Le maillage du fourreau est présenté a la

figure 2-6, sur lequel les cames virtuelles, en bleu, ont été superposées.

Nombre d’éléments P1+-P0 56 208
Nombre de points de controle virtuels 3474
Nombre de pas de temps pour 1/3 de tour 40
Temps de calcul approximatif 40 heures

Figure 2-6 : Maillage et paramétres numériques pour Pétude des cames triangulaires

Pour le maillage du fourreau, on remarque la présence de trous a I'inténieur des cames. La
solution de I’écoulement a Pintérieur des cames n’étant pas nécessaire, les trous permettent
de réduire le nombre d’équations a résoudre. Soulignons également que les calculs ont été
réalisés pour seulement un tiers de tour, car cette période correspond a la symétrie
géométrique des cames triangulaires. Pour des écoulements visqueux en régime établi, il est
possible de faire I’hypothese que la solution est pérodique, ce qui permet de réduire par un

facteur trois la charge de calcul d’une révolution compléte des cames.



15

Convergence partielle des méthodes itératives

Dans ce travail, une amélioration de la méthode des éléments finis virtuels a été proposée
pour accélérer Palgorithme d’Uzawa. L'expérience de la méthode des éléments finis virtuels
suggere que la convergence soit controlée par la mise a jour des multiplicateurs de Lagrange
associés aux points de controle virtuels (étapes 1.4 de I'algorithme de la figure 2-3). Cette
mise 4 jour ayant lieu aprés la résolution de chaque point fixe de la méthode d’Uzawa,
beaucoup de temps de calcul est consacré 4 résoudre les systemes d’équations intermédiaires
des problemes primaux et duaux (étapes 1.1 et 1.2 de la figure 2-3). L’idée proposée pour
accélérer la méthode est de converger seulement partiellement les problemes primaux et
duaux de Palgorithme d’Uzawa. La convergence partielle fait en sorte que les multiplicateurs

de Lagrange associées aux points de contrdle virtuels sont mis a jour plus rapidement.

Une version modifiée de Palgorithme d'Uzawa (figure 2-7) a été implantée dans
POLY3D™. La premiére et la derniere itération en point fixe sont convergées normalement
tandis que pour les points fixes intermédiaires, une convergence partielle est employée en

limitant le nombre d’itérations des solveurs itératifs.

0. Etant donné V© et P©
1. Pourn=o0
1.1 Résoudre complétement le probléme primal et le probléme dual pour
déterminer VO

1.2 Mise a jour des multiplicateurs de Lagrange

2. Pourn =1, 2, ... jusqu’a convergence partielle
2.1 Résoudre partiellement le probléme primal et le probléme dual pour
déterminer Vin+)

2.2 Mettre 4 jour les multiplicateurs de Lagrange

3. Pourm =n, n+1, ... jusqu’a convergence compléte
3.1 Résoudre complétement le probléme primal et le probléme dual pour

déterminer Vim+n

3.2 Mise 4 jour des multiplicateurs de Lagrange

Figure 2-7 : Algorithme d’Uzawa modifié pour la méthode des éléments finis virtuels
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D'implantation de la convergence partielle des solveurs itératifs a permis de réduire
significativement le temps de calcul de la méthode des éléments finis virtuels en trois
dimensions. II est par contre difficile de mesurer accélération associée a cette technique,
car celle-ci est liée au probléme a résoudre. Pour Papplication sur les cames triangulaires, la

convergence partielle a permis de réduire le temps de calcul par un facteur 2.

La difficulté avec la convergence partielle réside dans le choix du nombre d’itérations a
utiliser pour converger partiellement les solveurs itératifs, car ce nombre dépend du
probléme 2 résoudre. En pratique, un nombre entre 10 et 25 a permis une amélioration de
la convergence, mats un nombre d’itérations optimal serait utile pour obtenir une meilleure
accélération. Au lheu de reposer sur un nombre maximal d’itérations, la convergence
partielle pourrait étre basée sur un critére d’arrét différent dans les solveurs itératifs. Somme
toute, une investigation mathématique et numérique approfondie serait nécessaire pour

optimiser cette technique, mais cette activité dépasse le cadre de ces travaux.

Calcul de la dispersion

La solution du champ de vitesse permet de reproduire la dispersion par une injection de
traceurs numériques dans le systéme. Dans un premier temps, a 'aide de transformées de
Fourier, la solution discréte pour chaque pas de temps est assemblée pour former une
solution continue dans le temps. Ensuite, a partir de positions initiales et en intégrant
numériquement en fonction du temps les vitesses données par les transformées de Fourier,

on obtient la position des traceurs en fonction du temps.

Ainsi pour chaque traceur injecté, on calcule la position d’apres

%
Pt)y=P, + jv dt (Eq.2-12)
f

ou P(t) est la position d’un traceur, P, la position initiale et v le vecteur vitesse.
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La figure 2-8 compare la dispersion de 300 traceurs provenant des calculs numériques avec
les résultats expérimentaux d’Avalosse et Crochet. A premidre vue, la méthode des éléments

finis virtuels permet de bien reproduire la dispersion expérimentale.

120°

240°

360°

Figure 2-8 : Comparaison entre dispersions expérimentales et numériques
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Les différences observées peuvent étre expliquées par les facteurs suivants :

» La position initiale des traceurs numériques est différente du cas expérimental. 1l est
en effet difficile de reproduire exactement la configuration de la goutte initiale, celle-

ci est simplifiée grossierement par une forme rectangulaire.

» A chaque pas de temps, Pintégration numérique cumule Perreur sur la position de

traceurs, d’ou une légere détérioration des résultats en fonction du temps.

» La précision du champ de vitesse est contrdlée par la qualité du maillage ainsi que
par le choix des fonctions d’interpolation de la méthode des éléments finis. Un
maillage plus fin et donc plus cotteux en calcul, permettrait d’améliorer la précision
des simulations tout comme lutilisation de fonctions d’interpolation a base

quadratique en vitesse.

En résumé, la modélisation de la dispersion avec les cames triangulaires a permis de valider
la méthode des éléments finis virtuels en trois dimensions dans un contexte simplifié
d’extrusion bivis, pour lequel les entrefers ne sont pas trop importants De plus, la
convergence partielle des solveurs itératifs a permis d’accélérer par un facteur deux la
résolution de ce probléme, d’ou Iimportance de son utilisation pour des simulations

cotteuses en charge de calcul.
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3. Stratégies de raffinement adaptatif de maillage

Dans le contexte de géométries dans lesquelles se déplacent des parties mobiles, il apparait
avantageux que les maillages soient raffinés a chacun des pas de temps selon la position des
entrefers. Pour ce faire, les méthodes de raffinement adaptatif de maillage ont pour objectif
d’améliorer la précision des méthodes numériques dans les zones critiques de Pécoulement
en controlant localement la taille des éléments. On peut classifier les techniques de
raffinement adaptatif de maillage en deux catégories, d’une part les méthodes basées sur un
remaillage complet du systéme et d'autre part, les méthodes basées sur la subdivision des

éléments d’un maillage de référence.

Le remaillage complet génére un nouveau maillage solide de tétracdres a chaque pas de
temps a partir d’un maillage dynamique, composé de triangles, représentant Penveloppe de
la géométrie appelé « la peau ». En utilisant un algorithme de remaillage permettant de
controler la répartition de la taille de mailles dans les différentes régions du domaine, il est
possible de générer des maillages bien adaptés a la présence de petits entrefers. Pour étre
pratique, une telle procédure doit étre automatisée, ce qui implique le développement et
l'utilisation d’algorithmes sophistiqués de remaillage permettant de spécifier localement la
taille de maille.

L’autre approche pour le raffinement de maillage vise a subdiviser les éléments en plusieurs
petits éléments afin de réduire la taille de maille. L’idée est de décomposer un ou plusieurs
tétraédres se trouvant dans les zones critiques de I'écoulement, pour adapter la taille de
maille aux dimensions des entrefers. Cette subdivision locale des éléments est basée sur un
seul maillage de référence qui est décomposé a chaque pas de temps pour prendre en

compte le déplacement des zones de faibles entrefers.

Dans ce travail, une technique de raffinement local par subdivision des éléments a été mise
au point en trois dimensions pour des tétracdres dans le but d’améliorer la précision de la

méthode des éléments finis virtuels dans les systémes a faibles entrefers.
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Critére de qualité d’un maillage

11 est utile de définir la notion de qualité des éléments d’un maillage avant d’introduire les
méthodes de raffinement adaptatif de maillage. Il existe plusieurs critéres géométriques pour
définir la régularité des éléments d’un maillage tétraédrique. Qualitativement, les éléments
sont considérés réguliers lorsqu’ils se rapprochent d’un tétracdre équilatéral. Plus un
élément est déformé ou aplati, plus il est irrégulier. Le criteére utilisé dans cette étude pour
quantifier la régularité des éléments consiste a comparer le volume du tétraédre réel avec le
volume correspondant au tétraédre régulier formé avec la plus grande des six arétes de

Pélément a caractériser.

Soit y, le critere de régularité, on a

_ VRéguIier

(Eq.3-1)
VRéel

V4

ou Vg, estle volume réel du tétraédre et Vj est le volume d’un tétraédre régulier

égulier
calculé en fonction de la taille de la plus grande aréte du tétracdre notée 4,,,,.

2 ¥

Régulier = 12 (Eq. 3-2 )
En pratique, la précision de la solution numérique obtenue avec la méthode des éléments
finis s’améliore lorsque la valeur de ¥ diminue. C’est pourquoi on cherche a conserver une

valeur faible pour le critére de régularité de 'équation 3-1.

La notion de taille de maille est utilisée pour I'analyse de convergence de erreur numérique.
Celle-ci est toutefois difficile a définir pour des tétraedres non structurés dans un contexte
de raffinement local de maillage ou la distribution de la taille de maille est non uniforme.

Pour quantifier le niveau de discrétisation des maillages, on utilise une taille de maille

h = i/g (Eq.3-3)

ou 'V est le volume du domaine et n le nombre total d’éléments.

moyenne noté h, qui est donnée par
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Techniques de raftinement adaptatif de maillage en deux dimensions

En deux dimensions, deux stratégies de raffinement adaptatif ont été proposées par
Bertrand e al (2003) pour les éléments finis de forme triangulaire, soit le raffinement par le
barycentre et le raffinement par les arétes. Une révision de ces deux stratégies nous apparait
utile pour introduire les méthodes de raffinement en trois dimensions mises au point dans

cette recherche.

Décomposition par le barycentre

La méthode de raffinement par le barycentre est obtenue en ajoutant un nceud au
barycentre de Pélément a décomposer, la subdivision produisant trois nouveaux éléments
(figure 3-1). Cette technique a l'avantage d’étre simple dans son application : aucune
condition aux limites n’est ajoutée et le processus peut étre répété sur plusieurs niveaux de
raffinement. Néanmoins, ce patron de subdivision ne réduit pas la taille de maille maximale,
car les arétes de 'élément décomposé sont conservées lors de la subdivision. La taille de la
maille de Pélément décomposé n’est donc pas diminuée et la régulanté des éléments

produits est nécessairement moins bonne.

| e~

Figure 3-1: Patron de subdivision par le barycentre en deux dimensions

Niveau 0 Niveau ] Niveau I{

2 Eléments 6 Eléments 18 Eléments

Figure 3-2 : Raffinement par le barycentre sur plusieurs niveaux
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Comme le montre la figure 3-2, les éléments générés par le raffinement barycentrique sont
de qualité inférienre a ceux du maillage de référence et la taille de I'aréte maximale n’est pas
diminuée par la décomposition. Les propriétés de convergence et la précision des
interpolations de la méthode des éléments finis étant influencées par la taille de maille et la
régularité géométrique des éléments, la méthode de raffinement barycentrique n’apparait

pas tres intéressante dans ces conditions.

Décomposition par les arétes

La seconde technique, la méthode de raffinement basée sur la décomposition des arétes,
conserve la régularité des éléments lors de la subdivision. Cette décomposition est obtenue
en ajoutant des nceuds au milieu des arétes de ’élément a subdiviser et quatre nouveaux
éléments sont alors produits. L’avantage de cette décomposition provient de la régularité
des éléments subdivisés qui est identique a celle de élément décomposé, ce qui permet de

conserver les propnétés de convergence du maillage de base.

 ————

Figure 3-3 : Patron de subdivision par les arétes en deux dimensions

Niveau 0 Niveau Niveau Il

S i RS '
AN A N (N

2 Eléments 8 Eléments 32 Eléments

Figure 3-4 : Raffinement par le barycentre sur plusieurs niveaux
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Par contre, cette décomposition introduit des discontinuités topologiques sur la frontiére
entre les éléments raffinés et ceux non raffinés qui entraine des discontinuités au niveau des
fonctions d'interpolation (figure 3-5). Ces discontinuités sont situées sur les nceuds dits

« non conformes » se trouvant sur une aréte d’un élément non décomposé.

Discontinuité

Figure 3-5 : Discontinuités avec raffinement par les arétes en deux dimensions

Un traitement adéquat est nécessaire pour ¢liminer ces discontinuités. Il existe deux
stratégies pour éliminer les discontinuités générées par la décomposition basée sur les arétes.
La premiére est un raffinement supplémentaire pour éliminer les nceuds non conformes par
une décomposition des éléments problématiques avec un patron de subdivision adapté. La
seconde stratégie est d’imposer la continuité de la solution sur les nceuds non conformes
par une opération de condensation effectuée lors de ’assemblage du systéme d’équations,

en exprimant les nceuds non conformes en fonction des nceuds conformes (Fortin et

Tanguy, 1984).

Traitement des discontinuités

1) Elimination des discontinuités par raffinement de maillage

En deux dimensions, la technique de raffinement rouge et vert (Red and Green refinement en
anglais) permet d’éliminer les discontinuités topologiques sur un maillage d’éléments
triangulaires (Verfuth, 1996). L’idée est de repérer les éléments dont au moins une aréte
partage un nceud non conforme, pour ensuite le décomposer et former deux nouveaux

triangles éliminant la discontinuité du maillage (figure 3-6). En deux dimensions, cette
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procédure est simple a mettre en pratique, mais elle ne permet pas de conserver la régularité
des éléments produits lors de I'élimination des nceuds non conformes et une attention

particuliere doit étre portée sur la qualité du maillage produit.

Figure 3-6 : Méthode de raffinement « Red and Green refinement»

2) Condensation des neuds non conformes dans le systéme d’équations

L’autre alternative pour traiter les nceuds non conformes introduits par la décomposition
des arétes est de les éliminer directement de la formulation du probléme 2 résoudre par une
procédure de condensation des degrés de liberté non conformes (Fortin et Tanguy, 1984).
Pour y arriver, il suffit d’exprimer les nceuds non conformes en fonction des nceuds
conformes pour ensuite les éliminer du systéme d’équations a résoudre. Cette méthode est
utilisée pour respecter la continuité des fonctions d’interpolation sur les nceuds non
conformes. Le développement détaillé de l'opération de condensation des nceuds non

conformes est fourni en annexe 2 ce mémoire.

En résumé, la méthode de raffinement par les arétes avec élimination des nceuds non
conformes apparait la plus appropriée pour le raffinement de maillage adaptatif, car elle
conserve la régularité du maillage et les propriétés de convergence. Clest dailleurs cette
technique qui a été retenue par Bertrand ef 24 (2003) pour modéliser Pécoulement en deux

dimensions dans les entrefers en extrusion bivis.



25

Techniques de raffinement adaptatif de maillage en trois dimensions

Pour étendre le raffinement de maillage en trois dimensions, des patrons de subdivisions
ont été élaborés pour décomposer des éléments finis tétraédriques. En généralisant les
stratégies de raffinement pour le cas trdimensionnel, des méthodes basées sur la

décomposition des barycentres et des arétes ont été développées et implantées dans

POLY3D™, ces méthodes présentant chacune des avantages et des inconvénients.

Raffinement par le barycentre

L’extension de la méthode de raffinement barycentrique au cas tridimensionnel est directe.
Elle s’obtient en ajoutant un nceud au barycentre du tétraédre a décomposer, cette
subdivision créant ainsi quatre nouveaux éléments. Comme pour les trangles en deux
dimensions, ce raffinement dégéncre de maniere importante la qualité des éléments du
maillage et les propriétés de convergence du systeme. Cette méthode n’améliore pas la
discrétisation de la région raffinée car elle ne réduit pas la taille maximale des arétes de
Pélément décomposé. Lefficacité de cette méthode est donc limitée par la régularité du
maillage généré et il semble difficile de décomposer plusieurs fois un méme élément sans
détériorer de maniére importante la convergence et la précision numérique associée au

maillage.

flément PJ 4 Eléments Pf

Figure 3-7 : Patron de subdivision par le barycentre en trois dimensions
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Raffinement par les arétes

La méthode de raffinement basée sur la décomposition des arétes est plus complexe a
visualiser pour les tétracdres. La technique suggérée consiste a4 décomposer un tétracdre en
huit nouveaux tétraédres : quatre tétracdres « externes », situés aux sommets du tétracdre de

base et quatre tétraédres « internes », formant une double pyramide a base rectangulaire.

Elément PI 8 Eléments P!

Figure 3-8 : Patron de subdivision parles arétes en trois dimensions

Les éléments externes, des quatre coins », sont géométriquement semblables au tétraédre de
base et la régularité des éléments est identique. Pour les éléments internes, formant une
double pyramide a base rectangulaire, la régularité géométrique n’est pas toujours conservée
et une légére perte en régularité est inévitable si 'élément de base est déja déformé avant le
raffinement. Mentionnons qu’en trois dimensions, il n’existe a priori aucune méthode pour

décomposer les tétraedres sans affecter la qualité des éléments.

Figure 3-9 : Eléments internes produits par la décomposition des arétes
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Traitement des neuds non conforme

Comme en deux dimensions, la décomposition par les arétes introduit des discontinuités sur
certains neeuds situés sur la frontiere des régions raffinées. Les approches pour traiter les
discontinuités sont hmitées et plus complexes a2 mettre en ceuvre que pour le cas

bidimensionnel.

1) Elimination des discontinuités par raffinement de maillage

L’élimination des discontinuités par une stratégie de type « raffinement rouge et vert » est
ardue a réaliser en trois dimensions. L'implantation d’une telle stratégie est difficile, car des

algorithmes efficaces et plusieurs patrons de décomposition sont nécessaires (figure 3-10).
Décomposition par les arétes

8 éléments

Traitement des faces non conformes :

4 éléments

Traitement des aréres non conformes

2 éléments

Figure 3-10 : Elimination des discontinuités en trois dimensions par subdivisions
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En pratique, la méthode de raffinement rouge et vert en trois dimensions est souvent
inefficace, car un trop grand nombre de tétraédres doivent étre subdivisés pour éliminer les
nceuds non conformes. Dans ces conditions, il est difficile de contrdler efficacement le
nombre d’éléments du maillage et de limiter la taille des problemes a résoudre. De plus,
cette technique ne conserve pas la régulanité des éléments produits lors du raffinement
supplémentaire éliminant les neeuds non conformes. Par conséquent, cette stratégie ne
permet pas d’atteindre les objectifs du raffinement local, soit de contrdler le maillage tout en

conservant la régularité des éléments.

2) Elimination des discontinuités par condensation des neeuds non

conformes

Pour permettre d’éliminer les discontinuités introduites par le raffinement basé sur les
arétes, la stratégie de condensation des nceuds non conformes, proposée en deux

dimensions, doit étre généralisée au cas tridimensionnel.

En trois dimensions, les fonctions d’interpolation doivent étre continues sur les frontiéres
entre les éléments, c’est a dire les faces et les arétes internes des tétracdres. Pour que
interpolation soit continue entre les différents éléments finis, il faut exprimer les nceuds
non conformes comme une combinaison de nceuds conformes. Toutefois, pour étre
. . . . . . .
compatible avec Popération de condensation, il apparait nécessaire que les fonctions

d’interpolation forment une base compléte.

Pour les problemes thermiques, P'utilisation de fonctions de base complétes de type P1
(linéaire) ou P2 (quadratique) permet la condensation des nceuds non conformes et ne pose
aucune difficulté. Par contre, pour les problemes fluides, le choix des fonctions
d’interpolations est compliqué par le couplage entre la vitesse et la pression. En fluide, les
fonctions d'interpolations peuvent étre classées selon que la pression est continue ou non
entre les éléments. Dans le cas d’éléments a pression continue, des bases d’interpolations
complétes sont disponibles et la condensation des nceuds non conformes peut étre réalisée,

comme par exemple avec 'élément de type Taylor-Hood P2-P1 et ’élément mini P1+-P1.
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Par contre, pour les éléments a pression discontinue, les bases d’interpolations utilisées en
vitesse sont incomplétes et ne sont pas compatibles avec la méthode de condensation des
nceuds non conformes. Pour ces bases, une fonction bulle incompléte est ajoutée au centre
des faces des éléments pour respecter la condition de Brezzi (1974), entre le couplage de la

vitesse et de la pression.

En trois dimensions, les méthodes a pression discontinue utilisant des fonctions de base
incomplétes sont donc incompatibles avec la méthode de condensation des nceuds non
conformes, ce qui est le cas entre autre pour les éléments de Crouzeix-Raviart et pour les
éléments P1+-P0. Le logiciel d’éléments finis POLY3D™, utilisé dans cette recherche pour
réaliser les simulations numériques, utilise des éléments finis 2 base complete pour les
problémes thermiques et 4 base incompléte pour les problémes fluides. A Iheure actuelle, la
méthode de raffinement de maillage basé sur les arétes est donc inapplicable pour les

problemes d’écoulement de fluides dans POLY3D™.

Mentionnons qu’une description de chacun des éléments mentionnés ci-dessus est fournie
en annexe a ce mémoire. Davantage d’informations sur les choix des éléments finis sont

données dans le livre de Brezzi et Fortin (1991).

Traitement des discontinuités pour les éléments i base compléte

Considérons un maillage de deux tétragdres dont l'un est raffiné par la méthode non
conforme (figure 3-11). Le raffinement introduit des discontinuités sur la face commune

entre les deux éléments.

Maillage avant raffinement ( 2 éléments)  Maillage raffiné par les arétes (9 éléments)

Figure 3-11 : Exemple de raffinement par les arétes en trois dimensions
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Elément linéaire de type P1

Le nombre de nceuds non conformes 2 éliminer varie selon la base d'interpolation utilisée
pour les éléments finis. Pour les éléments linéaires P1, trois nceuds non conformes sont a
traiter ( nceuds #4,5 et 6 de la figure 3-12).

1 1

5

Face avant raffinement Face aprés raffinement

Figure 3-12 : Face non conforme du probléme de la figure 3-11 ( Eléments P1)

Ia procédure didentification des nceuds non conformes est identique au cas
bidimensionnel; elle est basée sur le fait que ces nceuds sont toujours situés sur le milieu
d’une aréte d’un autre élément. Cette caractéristique fait en sorte qu’en trois dimensions, les
opérations de condensation des nceuds non conformes sont basées sur des contraintes de

continuité similaires au cas bidimensionnel.

De maniére générale; on doit exprimer un degré de liberté non conforme en utilisant
Pinterpolation donnée par I'élément conforme partageant 'aréte non conforme. Pour
exprimer le dégrée de liberté £ associé au nceud non conforme J situé au milieu d’une aréte

entre les nceuds conformes & et j, on utilise Pexpression

f, =%{f + £} (Eq.3-4)

@ B %

i

g
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Pour la face problématique des figures 3-11 et 3-12, il est possible d’interpoler les degrés de

liberté non conformes a partir des équations

fo =2 {f + £}, (Eq.3-5)
fi="%{f + £}, (Eq.3-6)
f,=%{f, + f} (£q.3-7)

L’opération de condensation revient ensuite a modifier les fonctions tests et les fonctions
d’interpolations (méthode de Galerkin) utilisées avec la méthode des éléments finis et a
ajouter une opération de condensation lors de lassemblage des systemes matriciels

élémentaires ( voir annexe II).

Elément quadratique de type P2

Pour les éléments quadratiques P2, neuf nceuds non conformes sont a traiter.

£
w L g .

Face avant raffinement Face aprés raffinement

Figure 3-13 : Face non conforme du probléme de la figure 3-11 ( Eléments P2)

Pour obtenir une interpolation quadratique continue sur une aréte non conforme, on doit

Pexprimer en terme de trois nceuds conformes partageant cette aréte. Ainsi,

=12 £, + 173§ +3/8¢1,. (Eq.3-8)

- —»- » '

. 1
i i k
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Traitement d’éléments a base incompléte de type PIP

L’ajout des fonctions de bulles pour les bases incomplétes introduit des discontinuités sur
les nceuds situés aux centres des faces des éléments décomposés. Pour des éléments
d’'interpolations P1-+-P0, utilisés pour les probleémes fluides en trois dimensions, on doit
éliminer trois nceuds sur les arétes et trois nceuds au centre des faces des éléments non

conformes.

Face avant raffinement Face aprés raffinement

Figure 3-14 : Face non conforme du probléme de 1a figure 3-11 ( Eléments P1P)

Il est possible de démontrer I'incompatibilité de la condensation des nceuds non conformes
dans le cas d’éléments finis P1+P0 4 base incompléte (voir annexe II). Somme toute, les
résultats obtenus avec la condensation des nceuds non conformes montrent que Putilisation
d’une base incompléte n’assure pas la continuité de I'interpolation sur Pensemble de la face.
En réalité, la méthode de condensation des nceuds non conformes est incompatible pour les

bases d’interpolation incompletes utilisées pour la résolution de problémes fluides.
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Etude sur Pefficacité du raffinement adaptatif de maillage en trois

dimensions

Une étude a été menée pour connaitre le potentiel des méthodes proposées en trois
dimensions pour le raffinement adaptatif de maillage. Rappelons que lobjectif du
raffinement est d’améliorer la précision des simulations en réduisant la taille de maille des
éléments dans les zones critiques de Pécoulement. Il est donc intéressant de mesurer le

potentiel des méthodes de raffinement proposé.

Pour ce faire, les méthodes de raffinement ont été expérimentées sur un probléme fluide
avec une géométrie simple, représentant un cube, et avec un écoulement de Poiseuille dont
la solution analytique est connue. Les méthodes de raffinement basées sur la décomposition
des barycentres et des arétes ont été appliquées sur tous les éléments du maillage et répétées
de facon récurrente pour comparer la décomposition aprés plusieurs niveaux de
raffinement. L'influence du raffinement sur deux types de maillages a également été étudiée
et comparée, soit pour un maillage structuré et pour un maillage non structuré avec des

éléments tétraédriques linéaires P1+-P0 (figure 3-15).
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Maillage structuré (192 éléments P1+-P0) Maillage non structuré (271 éléments P1+-P0)

Figure 3-15 : Maillages pour étude de Pefficacité du raffinement adaptatif
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Analyse de 'erreur en fonction de la taille de maille

Pour quantifier Perreur de la solution numérque, il est utile de définir les normes suivantes :

Q _ *
Norme infinie : “ . "w - A{)CDC'M —u (Eq.3-9)

1/2

Norme euclidienne “ ’ ";2 = j(u ~u’ )2 dQ (Eq.3-10)
O

ot u est la solution analytique tandis que u” est la solution numérique.

Pour un écoulement de Poiseuille, le champ de vitesse correspond a un profil quadratique et
la solution numérique de la méthode des éléments finis est exacte pour des éléments
dlinterpolation quadratique. Pour un élément linéaire de type P1+-PO, la théorie des
éléments finis montre que la norme de erreur de la solution numérique suit une asymptote

quadratique en fonction de la taille de maille.

On a ainst

Q 2
5 =C2h , (Eq. 3-11)

*
Joe

Q 2
o :Cooh , (Eq.3-12)

*
e

ou h est la taille de maille, C, et C, sont des constantes pour une méme famille de

maillages.

A la figure 3-16, les courbes des normes infinies et euclidiennes de Perreur en fonction de la
taille de maille sont présentées pour le cas des maillages structurés et on remarque une
convergence quadratique. Ces résultats valident les outils numériques utilisés pour le calcul
des normes et ces courbes serviront de référence pour Ianalyse des maillages raffinés

structurés.
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Figure 3-16 : Norme de Perreur (maillage structuré sans raffinement)

Evaluation du critére de régularité 3 pour le cas d’un tétraédre régulier
Raffinement par les barycentres

Soit ¥, la valeur du critére de régularité pour le niveau de raffinement i, ona
o,y

V2
w_ 12 ™

. (Eq. 3-13)
)
VR;E]

X

On veut exprimer le rapport entre ' et ¥ dans le cas d’un tétraédre régulier. Sachant que

pour la décomposition barycentrique on a

v =y 4 (Eq.3-14)

éel



36
et que la subdivision ne modifie pas la taille maximale des arétes du maillage, on a aussi

i+1 i -
hx(n:x) = hr(ruzx = hmax (Eq. 3-15)

(Eq. 3-16)

HEn substituant dans 3-13,0n a

2
_1'2— (hmax )3

—E—— Eg. 3-1
o (Fa>m

(i+1) =

X

et finalement

G+

7D =4 49 (Eq. 3-18)

Pour la décomposition barycentrique, I’équation 3-18 indique que Paugmentation de % est

exponentielle, a chaque niveau de raffinement le critére régularité étant multiplié par 4.

Raffinement par les arétes

Pour la décomposition par les arétes d’un tétraedre régulier, on sait que

Vil =Vin 18 (Eq. 3-19)
et
D =p? 2, (Eq.3-20)

En substituant 3-19 et 3-20 dans 3-12, on obtient

max

Llurd 20

(i+1) —

X (Eq. 3-21)

(i) @ )
VRéel / 8 VRéel

d’ou

75 = 9 (Eq.3-22)
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Pour la méthode de subdivision par les arétes, 'expression 3-22 montre que le critére de
régularité y demeure constant avec le raffinement. Toutefois, ce dernier résultat se limite au
cas d’un tétraedre idéal et régulier. Dans le cas général, le raffinement par les arétes génére
une augmentation de } puisqu’une des arétes créées par la subdivision est légérement plus

grande que les arétes de I'élément décomposé (aréte en rouge sur la figure 3-17).

, Aréte créée par
le raffinement

Figure 3-17 : Illustration de Paréte maximale pour le raffinement par les arétes

La régularité y est donc conservée seulement pour les éléments externes de la
décomposition (les quatre coins). Remarquons toutefois que la perte en régularité n’est pas
trop prononcée st 'élément raffiné est déja de bonne qualité. De plus, lors de la création des
quatre tétracdres internes, il est possible de minimiser I'aréte maximale en choisissant parmi

les trois possibilités illustrées a la figure 3-18.

Figure 3-18 : Trois possibilités pour le choix de la plus grande aréte
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Influence du raffinement de maillage sur la régularité des maillages

La figure 3-19 illustre I'évolution de la moyenne du critere de régularité % en fonction du
niveau de raffinement pour les maillages structurés et non structurés du cube utilisé dans
cette étude. On note qu'avec la subdivision barycentrique, le cdtére de régularité augmente
de mani¢re importante a chaque niveau de raffinement tandis que pour la méthode basée
sur la décomposition des arétes, la régularité augmente légerement aprés chaque

raffinement.

100,0 -5 Raffinement barycentres &

maillage structuré
mnfpem R 2 ffinement barycentres &

maillage non structuré
=== Raffinement arétes & |

maillage structuré

—&— Raffinement arétes &
maillage non structuré

10,0

Critére de régularité

0 1 2 3
Niveau de raffinement

Figure 3-19 : Critére de régularité ) en fonction du niveau de raffinement de maillage
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Influence du raffinement de maillage sur la précision numérique

Les normes de Perreur ont été calculées pour les différents maillages et méthodes de
raffinement dans le but de quantifier linfluence du raffinement sur la précision des
simulations. L’idée est tout simplement de vénfier si les méthodes de raffinement
permettent d’améliorer réellement la précision des solutions numériques qui est Uobjectif du

raffinement adaptatif de maillage.

Les figures 3-21 et 3-22 présentent la valeur des normes infinies et euclidiennes de Perreur
pour différentes tailles de maille moyenne avec les deux méthodes de raffinement et pour

les deux types de maillage du cube.

1,0E-01 7 i
N -

T [

.i

i ;

@ 4 .0E- - g =i Raffinement barycentres & L]
E ,0E-02 + ﬁ illage non ‘structuré E
o o :
. E - == Raffinement arétes & maillage

@ L 1‘ non structuré j]

|

é e ! ~=fr=Raffinement barycentres & B
‘ZD 1,0E-03 @f/ maillage Stascturé B

~—sr— Raffinement arétes & maillage E
structusé 1
seeeiB=== Sans raffinement (Structré) N
1 0E-04 f [ L P ITTe
0,01 0,10 1,00

Taille de maille moyenne h

Figure 3-21: Norme infinie de Perreur pour différents maillages raffinés
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g //) non structngé H
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i
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| [ H
1,0E-04 ’ BRI
0.01 0.10 1,00

Taille de maille moyenne h
Figure 3-23 : Norme cuclidienne de Perreur pour différents maillages raffinés

L’analyse des normes de Perreur en fonction de la taille de maillage montre que pour la
méthode de raffinement basée sur les arétes, Perreur diminue avec la taille de maille tandis
que pour la méthode basée sur le barycentre, Perreur augmente lorsque la taille de maille
diminue. Ainsi, seule la méthode basée sur la décomposition des arétes permet de réduire
Perreur de la solution numédque et donc de répondre a Pobjectif de raffinement de
maillage. La légere perte de régularité pour la décomposition par les arétes permet
d’expliquer les écarts observés par rapport 4 la courbe de référence pour les maillages sans

raffinement.

En résumé, cette étude montre que la méthode de raffinement par le barycentre détériore la
précision des résultats numériques en raison de la perte de régularité des éléments, et ce,
malgré Paugmentation du nombre de degrés de liberté pour le probléme a résoudre. Avec la
méthode par les arétes, la régularité étant mieux conservée, le raffinement permet

d’améliorer la solution numérique.
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Conclusion sur les méthodes de raffinement en trois dimensions

Deux méthodes de raffinement de maillage basées sur la subdivision de tétraedres ont été
développées dans ce mémoire. La méthode basée sur les barycentres est simple a mettre en
oeuvre, mais elle ne permet pas d’améliorer la précision de la solution, ce qui la rend inutile
dans la pratique. La méthode basée sur les arétes conserve la qualité du maillage, mais elle
introduit des discontinuités qui sont incompatibles avec les éléments finis 4 pression
discontinue utilisés dans POLY3D™. En trois dimensions, la nécessité d’assurer la
continuité de la solution entre les faces des éléments restreint en effet le choix des fonctions

d’interpolation compatibles avec cette méthode de raffinement.
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4. Stratégie de partitionnement des entrefers

Les méthodes de raffinement adaptatif de maillage présentées au chapitre précédent
s’avérant inefficaces pour la résolution des problémes fluides, une solution de rechange a
été mise au point pour générer les maillages de géométrie a faibles entrefers en trois
dimensions. La stratégie proposée est basée sur le partitionnement efficace du volume du
fluide dans le but de controler la position des nceuds et le nombre d’éléments du maillage

dans certaines zones critiques de 'écoulement.

La méthode de partitionnement est réalisée avant la génération du maillage. Elle consiste 2
scinder judicieusement le domaine de calcul en plusieurs sous-volumes afin de spécifier une
taille de maille adaptée a chacun des sous-volumes. La méthode de partitionnement est
donc utilisée pour générer des maillages ayant une taille de maille non uniforme. De plus, les
partitions ajoutent de nouvelles surfaces internes situées a lintersection entre chacun des
sous-domaine. Les algorithmes de maillage étant contraints de positionner des nceuds sur
ces surfaces internes, les partitions permettent ainsi un certain contréle de la position des

nceuds du maillage.

La simulation de problemes instationnaires a parties mobiles avec la méthode des éléments
finis virtuels étant basée sur un seul maillage, la stratégie de partiionnement du maillage
doit étre adaptée pour tous les pas de temps. Dans ces conditions, le maillage de référence
doit étre partitionné en tenant compte de ensemble des positions possibles des parties

mobiles et des entrefers.
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Application : Ruban hélicoidal dans une cuve agitée

Pour mettre en évidence les stratégies de partiionnement du maillage, considérons un
systeme d’agitation étudié expérimentalement par Brito ez 2/(1992), composé d’un ruban
hélicoidal en rotation dans une cuve cylindrique (figure 4-1). Dans ce systéme, entrefer
o’est pas aussi faible qu'en extrusion bivis mais on note quand méme une différence
d’échelle de 1 :16 entre la dimension de I'entrefer et le diametre de la cuve. Cet exemple est
toutefois utile pour mesurer Pinfluence des partitions du maillage, car des données
expénimentales sont disponibles. La comparaison entre la puissance d’agitation calculée et la
puissance d’agitation expérimentale permet de quantifier la qualité des résultats pour les

différentes stratégies de partitionnement du volume.

P — 185 e

185

27

< 210 >

Figure 4-1: Ruban hélicoidal (dimensions en millimétres)

La simulation numérique de 'écoulement dans une cuve agitée est simplifiée par la présence
d’un repere lagrangien pour lequel la résolution du probléme se fait en régime permanent,
en supposant un écoulement périodique (Tanguy ez 4/, 1992). Dans le repere de Pagitateur,

la cuve est en rotation par rapport a Pagitateur et le volume du fluide reste inchangé dans le
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temps. En considérant un écoulement établi, il suffit de résoudre un seul probleme

stationnaire.

La présence du repére lagrangien fait en sorte que la méthode des éléments finis virtuels
n’est pas nécessaire pour traiter la partie mobile de ce systéme, car un seul maillage est
suffisant pour modéliser Iécoulement du fluide en régime permanent. Il est toutefois
intéressant de comparer les deux méthodes. Celles-ci ont été employées pour comparer
deux stratégies de partitionnement des entrefers du maillage, soit le partitionnement de la

paroi de cuve et le partitionnement du ruban hélicoidal.

Avec différents maillages, 'écoulement isotherme d’un fluide newtonien ayant une viscosité
de 1000 Pa s, une densité de 1000 kg/m’ et une vitesse de rotation du ruban de 10

tours/minutes a été calculé et la puissance d’agitation a permis de comparer les résultats.

Calcul de la puissance d’agitation
La puissance d’agitation est une donnée utile pour la validation des résultats numériques des
systémes d’agitation; elle peut étre mesurée expérimentalement et elle s’obtient aussi a partir

de la solution numérique du champ de vitesse.

La puissance est évaluée numériquement par

P= [n(p)p 2, (fiq. 4-1)

g=y:y. (Eq. 4-2)

En utilisant 'analyse dimensionnelle, il est possible de comparer les résultats numériques et
expérimentaux indépendamment du fluide et des conditions opératoires. La variable sans
dimension Kp caractérise ainsi la puissance associée a un systeme d’agitation. Pour un fluide
newtonien, on a

P

Kp:};ﬁ? (Eq.4-3)



45

ou P est la puissance d’agitation, i la viscosité, N la vitesse d’agitation (tours/minute) et D
le diametre de lagitateur. En régime laminaire, Kp est une constante géométrique qui

caractérise la consommation de puissance associée 2 un systeme d’agitation.

Puissance calculée avec les éléments finis classiques et virtuels

Dans un premier temps, la puissance d’agitation a été calculée pour des maillages sans
partition afin de mesurer 'influence de la taille de maille sur la précision des solutions. Pour
ce faire, plusieurs maillages avec différentes tailles de maille ont été générés pour les

méthodes classique et virtuelle des éléments finis.

Avec les éléments finis virtuels, la discrétisation du systéme d’agitation est basée sur un
maillage du volume de la cuve et un maillage de surface du ruban hélicoidal. Le repére
lagrangien a été utilisé 2 nouveau pour comparer 'approche classique avec la méthode des

éléments finis virtuels.

s

17 185 Elments P1+-P0 218 732 Eléments P1+-P0
bh=15mm bh=5mm

Figure 4-2 : Exemples de maillages avec les éléments finis classiques
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Cuve Ruban hélicoidal
131 007 élements P1+-P0 1 806 paints de contrile virtuels

Figure 4-3 : Exemples de maillages avec les éléments finis virtuels

Les résultats du calcul de la constante Kp sont présentés au tableau 4-1. Ceux-ci montrent,
comme prévu, que Perreur sur Kp diminue avec la taille de maille et que, pour les maillages
fins, la prédiction de la puissance est tres proche de la valeur expérimentale, d’autant plus

que celle-ci posséde déja une certaine incertitude.

Les résultats indiquent que la méthode des éléments finis virtuels permet d’obtenir des
résultats comparables a la méthode classique, mais avec environ 50 % de plus d’équations.
Lorsque la discrétisation est grossiére, on note que lerreur commise avec la méthode

virtuelle est considérable, d’ot 'importance d’utiliser un maillage bien adapté.

La régularité des éléments est meilleure pour la méthode virtuelle, car la géométrie de la
cuve est simple. Avec la méthode classique des éléments finis, le maillage du volume du
fluide peut étre ardu en raison de la difficulté a prendre en compte la géométrie du ruban.
Par exemple, I'épaisseur du ruban oblige le mailleur a traiter une surface mince et 2 y insérer
des éléments plus ou moins aplatis. Dans ces conditions, il est difficile de maintenir bonne
régularité des éléments du maillage. La méthode des éléments finis virtuels a donc Pavantage

de ne pas présenter de difficulté importante pour la création de maillages réguliers.



Tableau 4-1: Maillages et valeurs de Kp sans partitionnement du maillage
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Classique Virtuelle
Taille de maille (mm) 10 75 5 10 5 4
Nombre d’éléments 35 262 75 680 218732 34 904 131 007 320 086
Nombre de neeuds 80 810 171772 490 698 57 675 298 755 715 843
Nombre d’équations | 218142 472105 | 1378792 | 153719 | 818288 | 2027438
Crtere de régularité
_ 6000 2100 2600 13 11 8,1
maximale
Critére de régularité
32 27 2.6 23 2,1 2,5
moyenne
Puissance (W) 25,9 24,7 239 30 26 235
Kp 1473 1404 135,9 170,6 147.8 133,6
Kp—Kp
— 7 9,1% 40% 0,7% 26,4% 9,5% 1,0%
Kp exp
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Méthode de partitionnement du maillage

La consommation de puissance étant localisée prés du ruban et dans Pentrefer, i est
mntéressant d’adapter les maillages par des partitons dans le but d’obtenir un niveau de
précision comparable aux maillages fins, mais avec moins d’équations a résoudre. Deux
stratégies de partition de maillage ont été expérimentées avec les méthodes des éléments
finis classiques et virtuels, soit la partition du volume de la cuve en plusieurs cylindres
concentriques et la partiion du volume englobant le ruban hélicoidal et Tentrefer. En
spécifiant des tailles de mailles différentes pour chaque partition, les maillages créés sont

alors fins prés de la paroi de la cuve ou prés de Pagitateur.

Figure 4-4 : Partitions du mailiage pour un ruban hélicoidal (€léments finis classiques)

i) Maillage aprés partitionnement de la paror de la cuve (Vue de haut)
if) Maillage aprés partitionnement de la parot de la cuve (Vue sométrique)
i) Maillage apres partitionnement prés de agitateur (Vae de haut)

iv) Maillage apsrés partiionnement prés de Pagitateur (Vue isométrique)



Figure 4-5 : Exemples de construction des partitions de la cuve et maillages résultants.

)
ii)

iii)
iv)

Partitionnement de la cuve (Vue de haut),

Maillage de la cuve aprés partitionnement (Vue de haut),
Partitionnement de la cuve (Vue isométrique),

Maillage aprés partitionnement (Vue 1sométrique).

49
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Le tableau 4-2 présente les informations sur les maillages avec partitions et les valeurs de
Kp calculées par simulation. Pour les méthodes classique et virtuelle, le partitonnement au
niveau de P'agitateur permet d’obtenir une puissance équivalente a celle d’un maillage fin,
mais avec motns d’équations a résoudre. Pour la partition au niveau de la paroi de la cuve,
Perreur ne diminue pas significativement pour la méthode classique des éléments finis et il
est probable que la valeur maximale du critére de régularit¢ du maillage qui est

particulierement élevée en soit responsable.

Tableau 4-2 : Maillages et valeurs de Kp avec partitionnement du maillage

Classique Virtuel

Type de partition Paroi de la cuve Ruban Paroi de la cuve Ruban

Cuve:15mm | Cuve:15mm | Cuve:15mm | Cuve: 10 mm

Taille de maille ] .
Paroi: 5mm | Ruban:2mm | Paroi:5mm | Ruban:4mm
Nombre d’éléments 51 561 72 005 37318 76 361
Nombre de nceuds 123 078 175 390 85 196 171 916
Nombre d’équations 305 455 416 473 233 908 480 097
Critere de régularité
. 1000 530 25 18
maximale
Critere de régularité
3,3 5,9 296 2’5
moyenne
Puissance (W) 25,3 23.8 24,8 237
KP 143,8 135,3 141,0 1348
Kp - erxp
K 6,7% 0,2% 4.5% 0,2%
pexp

Somme toute, la comparaison entre les résultats des tableaux 4-1 et 4-2 montre que la
stratégie de partitionnement, lorsque bien adaptée au probleme a traiter, permet de réduire

la taille des problémes a résoudre tout en conservant la méme précision.
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5. Etude de cas : Extrusion bivis

La modélisation de I'écoulement en trois dimensions dans une extrudeuse bivis constitue un
défi d’envergure pour les techniques de simulation numérique. Les différences d’échelles
entre les dimensions géométriques requiérent l'utilisation de maillages trés fins et les
problémes qui en découlent sont généralement fort coiteux en temps de calcul. Le maillage
d’'une extrudeuse entiére peut aisément impliquer quelques centaines de millions
d’équations. Il est donc impensable a Iheure actuelle de résoudre couramment ces
problemes, méme avec des calculateurs trés performants. Pour traiter des problémes de
dimensions plus raisonnables, moins de 3 millions d’équations, la modélisation se limite
habituellement a seulement une portion d’extrudeuse bivis comprenant une ou plusieurs

paires d’éléments de vis.

La modélisation de I'écoulement d’un fluide dans une paire d’éléments mélangeurs pour une
extrudeuse co-rotative de type ZSK-30 a été effectuée dans le cadre de cette recherche en
utilisant la méthode des éléments finis virtuels et la stratégie de partitionnement efficace du

maillage.

Choix de conditions aux limites

En trois dimensions, le choix des conditions aux limites 4 Pentrée et a la sortie est
problématique lorsque seulement une portion de Pextrudeuse est modélisée. Pour fixer un
profil de pression ou de vitesse a entrée ou a la sortie du fourreau, il faut connaitre a priori
cette information, ce qui est rarement le cas en pratique ou habituellement seuls le débit et
la perte de charge sont connus. Sachant que 'écoulement en amont est fortement influencé
par Pécoulement en aval, 1 est difficile de traiter les conditions aux limites sans
approximations importantes sur les conditions d’entrée et de sortie. Pour imposer
adéquatement des conditions aux limites en extrusion bivis, une modélisation du systéme
d’extrusion complet serait nécessaire, comprenant la trémie d’alimentation et la filiere

d’extrusion.
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Modélisation 3D d’une paire d’éléments mélangeurs

La géométrie et les dimensions de la section d’une extrudeuse ZSK-30 ont été présentées a
la figure 1-1 du chapitre 1. En trois dimensions, les éléments mélangeurs sont obtenus en
extrudant la section dans la direction axiale. Une profondeur est ainsi ajoutée au fourreau

comme illustré a la figure 5-1.

Figure 5-1: Maillage d’une paire d’éléments mélangeurs en trois dimensions

Le probléme considéré est un écoulement laminaire, isotherme et non inertiel pour un
fluide newtonien et une extrudeuse pleine (Tableau 5.1). Le choix des conditions aux limites
pour la composante axiale de la vitesse étant ambigu, un débit nul a été fixé comme
conditions d’entrée et de sortie. Avec ce choix, Pextrudeuse bivis se réduit a un mélangeur
interne, analogue aux cames triangulaires déja étudiées, mais cette fois-ci avec de faibles
entrefers. Cette simplification permet d’évaluer le cisaillement dans les entrefers qui est

produit par la rotation des vis.

Tableau 5-1: Conditions opératoires pour les €¢léments mélangeurs
Viscosité (Pas) 1000 ( Newtonien )
Masse volumique (Kg/m®) |1000

Vitesse de rotation (RPM) |100
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La méthode des éléments finis virtuels avec convergence partielle des solveurs itératifs a été
utilisée pour résoudre ce probleme instationnaire. Des déplacements de vis correspondant a
une rotation de 3° ont été utilisés 2 chaque pas de temps et la résolution a été effectuée a

Paide du schéma de Gear.

Il est intéressant de remarquer que la géométre des éléments mélangeurs a deux filets
présente une symétrie trés utile pour la simulation. Aprés une rotation d’un demi-tour, les
vis reviennent a leur position initiale, ce qui permet de limiter les calculs a une demi-
révolution des vis et de supposer par la suite une solution périodique de Pécoulement. Cette
hypothese, qui est valable pour un fluide visqueux en supposant un régime laminaire établi,

nous a permis de faire les calculs avec 60 pas de temps au lieu de 120.

00

180°

Figure 5-2 : Symétrie des éléments mélangeurs aprés une rotation de 180°
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Maillage des faibles entrefers

Le maillage du fourreau présente des difficultés en raison des entrefers tres fatbles et de
leurs déplacements avec la rotation des vis. Pour calculer avec précision I'écoulement dans
les entrefers, un maillage avec une taille de maille trés fine dans tout le fourreau serait idéal

pour assurer une discrétisation toujours bien adaptée aux entrefers en déplacement.

L’estimation du nombre d’éléments nécessaires pour mailler finement I'ensemble du
fourreau nous permet d’apprécier Penvergure d’un tel maillage. Le tableau 5-2 présente le
nombre d’éléments nécessaire pour mailler le fourreau avec une taille de maille de 0.05 mm,

permettant d’insérer au moins trois éléments dans les entrefers.

Tableau 5-2 : Estimation du nombre d’éléments pour un maillage trés fin du fourreau

Nombre d’éléments
2D 600 000
3D | 30000 000 /millimétre de profondeur

Ces estimations suggérent quavec un maillage fin dans tout le fourreau, la taille du systeme
d’équations a résoudre est démesurée en trots dimensions. Les extrudeuses mesurant au
minimum un métre, la résolution de milliards d’équations devrait étre répétée pour les 60

pas de temps!

Une stratégie est donc nécessaire pour limiter la taille des problémes tout en assurant une
bonne description des entrefers. Etant donné que les méthodes de raffinement adaptatif de
maillage ne sont pas efficaces en trois dimensions, la stratégie de partiionnement du
maillage, présentée au chapitre 4, a été utilisée pour modéliser Pécoulement dans les
éléments mélangeurs. Les résultats obtenus a I'aide de deux maillages générés avec le logiciel
IDEAS ont été comparés, soit un maillage grossier et un maillage fin, avec partitionnement

des zones de faibles entrefers.
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Maillage grossier
Dans le cas du maillage grossier, la taille de maille est adaptée aux dimensions du fourreau
et celle-ci est plus fine au niveau de la zone d’interpénétration (figure 5-3). Par contre, une

seule bande d’éléments est présente dans les entrefers pour ce maillage grossier.

Figure 5-3 : Maillage grossier des éléments mélangeurs (66 439 éléments P1+-P0)

Maillage fin avec partitions des entrefers

Pour le maillage fin, la présence d’entrefers trés faibles est prise en compte avant la
génération du maillage, par la méthode de partitionnement du volume. La figure 5-4 montre
le maillage obtenu avec la méthode de partiionnement, ou les régions d’entrefers vis-

fourreau et vis-vis sont discrétisées tres finement.

Figure 5-4 : Maillage fin avec partitionnement (334 869 éléments Pi+-P0)



56

Rappelons que le partitionnement du fourreau dans les régions de faibles entrefers contraint
les algorithmes de maillage a insérer des éléments dans chacun des sous-volumes et a mettre
des nceuds sur chaque surface interne des partitions. Les partitions permettent ainsi de

controler le nombre d’éléments et la position des nceuds dans les entrefers.

La construction des partitions du fourreau se fait de manieére analogue aux partitions
utilisées pour la parot de la cuve du ruban hélicoidal. Elle consiste a générer des sous-
volumes pres des parois et dans la zone d'interpénétration des vis. Dans un premier temps,
des cylindres sont utilisés pour représenter chaque demi-fourreau et des partitions sont
créées sur ces cylindres au niveau des entrefers vis-fourreau ( figure 5-5.). Eansuite, le
volume du fourreau est construit avec l'addition des deux cylindres et la zone
d’interpénétration est alors bien adaptée aux positions des deux vis. (figure 5-5.1 et 5-5.iif).
Cette méthode de construction permet d’assurer la présence de partitions dans les entrefers

pour toutes les positions possibles des vis en rotation.

ii)

csuasesessssosess

Figure 5-5 : Construction des partitions avant la création du maillage

i) Partitionnement des deux demi-fourreaux,
ii) Addstion des deux demi-fourreaux
iii) Partiionnement dans la zone d'nterpénétration des vis
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A la figure 5-6, certaines zones du maillage fin avec partitions sont agrandies, ce qui permet
d’observer la présence de plusieurs bandes d’éléments au niveau des entrefers. On remarque

ausst la transition rapide et assez réguliere entre les régions fines et grossiéres.
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Résultats numériques

Les informations sur les maillages et les résultats des simulations numériques sont présentés
au tableau 5-3. Les calculs ont été réalisés avec un calculateur IBM HPC690, 4 16
processeurs et 32 GB de mémoire. Pour le maillage grossier, le temps de calcul est de

quelques jours tandis que pour le maillage fin, le temps de calcul est de I'ordre de 20 jours.

Tableau 5-3 : Paramétres et résultats des simulations pour les éléments mélangeurs

Maillage grossier Maillag © I.TH
avec partitions

Profondeur du fourreau 5 mm 1,25 mm
Nombre d’éléments 66 439 334 869
Nombre de neeuds 155 130 765 501
Nombre d’équations 422 496 2 181 344
Nombre de points de contrdle virtuels 4 344 1048
Nombre de pas de temps 60 60
Temps de calcul approximatif 32 heures 500 heures
Ecart maximal de la vitesse aux points de

1. ger 3,94E-02 7,97E-03
controle, 17 pas de temps (m/s)
Ecart moyen sur vitesse aux points de

AT ger 1,33E-03 8,68E-04
contrdle, 1 pas de temps (m/s)
Valeur maximale de la vitesse,

e 0,49 0,20

1% pas de temps (m/s) _

Notons que la profondeur du fourreau est différente pour les deux maillages utilisés. Il s’est
avéré impossible de produire un maillage fin avec une profondeur de 5 mm, car plus d’un
million d’éléments auraient été nécessaires pour un tel maillage. C’est pourquoi dans le cas
du maillage fin, seulement le quart de Pépaisseur du fourreau et des vis a été considéré, soit

1.25 mm.
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Profil de vitesse

Pour le maillage grossier, les résultats du tableau 5-3 indiquent une valeur maximale de
vitesse a lintérieur du fourreau de 0.49 m/s, soit une vitesse environ trois fois supérieures a
la vitesse périphérique en bout de vis, qui est de 0.17 m/s. A la figure 5-7, la norme de la
vitesse sur un plan de coupe au centre du fourreau montre que cette vitesse maximale est
située a 'intérieur des vis virtuelles, pres des entrefers. Cette observation est importante, car
la solution cherchée se trouve a lextérieur des vis et le comportement de la vitesse 2

Fintérieur des vis est un artéfact numérique sans importance.
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Figure 5-7 : Norme de la vitesse au 1* pas de temps pour le maillage grossier

( Plan de coupe au centre du fourreau avec vis virtuelles superposées)

Pour la norme de la vitesse a Pextérieur des vis, on note une valeur maximale d’environ
0.22 m/s, située de part et d’autre de la vis se trouvant dans la zone d’interpénétration. A
ces endroits, la vitesse est plus importante que la vitesse périphérique, ce qui correspond 2a

une accélération du fluide en réponse aux mouvements combinés des deux vis.

Les résultats pour le maillage fin avec partitions du fourreau sont illustrés 4 la figure 5-8. La
vitesse maximale est encore une fois située de chaque coté de la wis dans la zone
dinterpénétration. L’utilisation du maillage fin avec partitions permet aussi d’éliminer la

présence de vitesses élevées a intérieur des vis qui sont observées avec le maillage grossier.



m/s
0,20
0,15
8,10

0,05

0.60

60

Accélération
Figure 5-8 : Norme de la vitesse au 1° pas de temps pour maillage avec partitions

( Plan de coupe au centre du fourreau)

La figure 5-9 compare sur un plan de coupe, la composante v de la vitesse dans la région

dinterpénétration des vis, obtenue pour les maillages fin et grossier. Pour ces deux
maillages, les profils de vitesse dans Pentrefer sont comparables, mais dans le cas du

maillage fin, les gradients de vitesse entre les deux vis semblent mieux définis en raison de la

présence d’un nombre élevé d’éléments dans cette région.

Maillage grossier Maillage fin

m/s
0,38

021

0,04

-

e

0,13
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Figure 5-9: Composante v de la vitesse dans la zone d’interpénétration.
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Profil de pression

Les figures 5-10 et 5-11 montrent un plan de coupe du profil de pression au premier pas de
temps pour les deux maillages. Comme prévu, des zones de compression et de dépression
du fluide sont présentes de chaque coté des vis en raison de leur rotation 2 lintérieur du

fourreau.

P MPa

L

Figure 5-10 : Profil de pression, 1 pas de temps, Maillage grossier, Plan de coupe

P MPa

Figure 5-11: Profil de pression, 1 pas de temps, Maillage fin, Plan de coupe
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La figure 5-12 montre le graphique de la valeur de la pression sur un point de mesure situé a

Pintersection des deux demi-fourreaux. Ce graphique permet de comparer les résultats des

deux matllages en fonction de angle de rotation des vis.

Pression (kPa)

Point de mesure de la

T pression

o®

3,0E+03 ma@ue A 2jliage grossier

=wfig=a \Maillage avec partitions

2,0E+03
1,0E+03
0,0E+00
-1,0E+03
-2,0E+03

-3,0E+03 L R e e A
90° 120°
Angle de rotation des vis (degrée)

180°

150°

00

120° 150°

Figure 5-12 : Profil de pression en fonction de la position des vis.
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Pour les deux maillages, les profils de pression de la figure 5-12 montrent qu’avant le
passage des vis, le fluide subit une compression. Aprées le passage des vis pres du point de
mesure, une dépression soudaine est produite et une pression de méme intensité, mais de
signe opposé, est observée. Par la suite, la compression du fluide recommence jusqu’au
prochain passage des vis. L’amplitude de la pression est fort différente entre les deux
maillages, la pression maximale du maillage grossier étant quasiment trois fois plus élevée
que celle du maillage fin avec partitions. Ces différences apparaissent lorsque les vis sont
prés du point de mesure. Apres 30° et 60° de rotation, les vis sont loin du point de mesure
et les valeurs de pression sont semblables entre les deux maillages tandis que pour les autres
positions, le point de mesure est pres des entrefers et des différences sont observées. Ces
différences s’expliquent par une description plus précise des entrefers dans le cas du
maillage fin, ce qui permet une meilleure modélisation de la pression dans le systeme. La
courbe du maillage fin est plus réguliére et elle présente moins d’oscillations de la pression

lors du passage des vis.

Bien que les profils de pression correspondent qualitativement aux mesures expérimentales
disponibles dans la littérature, la validation a partir de données expérimentales serait utile
pour bien évaluer la qualité des résultats obtenus par la simulation numérique. A cet effet,
comme mentionné au chapitre 1, McCullough et Hilton (1993) ont publié des mesures de
pression en fonction de la rotation des wvis pour des éléments mélangeurs avec une
extrudeuse ZSK-30. Par contre, un polymeére fondu dont la rhéologie est non newtonienne
a été utilisé pour ces mesures et la simulation d’une loi de viscosité fortement non linéaire
augmente les difficultés et la charge de calculs des méthodes numériques. Compte tenu des
temps de calculs d’un écoulement newtonien, il nous apparaissait prématuré de réaliser des
simulations avec des rhéologies non newtoniennes, car le traitement des non linéarités est
trés cotteux en temps de calcul. Mentionnons que pour le cas bidimensionnel, Bertrand ef
al. (2003) ont validé les simulations numériques en extrusion bivis avec ces mesures

expérimentales et des résultats satisfaisants ont été obtenus.
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Profil de cisaillement

Connaissant le champ de vitesse dans le fourreau, il est possible de calculer le cisaillement
qui est appliqué sur le fluide par les vis en rotation. Le tenseur de vitesse de cisaillement est

évalué numéniquement par Pexpression

.1 T .

r=3 gradv +(gradv) | (Eq.5-1)
Les composantes dominantes du tenseur de vitesse de cisaillement sont données par les
composantes en X et en y de la vitesse, le maximum étant obtenu pour 7, . Les figures 5-13

et 5-14 montrent le profil de vitesse de cisaillement ¥, sur un plan de coupe pour les deux

maillages. Notons que des coordonnées cylindriques seraient utiles pour caractériser le

cisaillement 7,,, mais la forme en huit du fourreau est mal adaptée a ces coordonnées.

s

340

405
. 270

135

Figure 5-13 : Vitesse de cisaillement } o (Maillage grossier)

P

g

Figure 5-14 : Vitesse de cisaillement » (Maillage Fin)
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Les figures 5-15 et 5-16 présentent la composante 7 _dans les entrefers vis-vis et vis-

fourreau.

)

540

405

270

135

Figure 5-15 : Composante } » dans les entrefers (Maillage Grossier)

i) Entrefer Vis-Vis
ii) Entrefer Vis-Fourreau
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Comme on s’y attend, la valeur maximale de la composante 7, est située dans Pentrefer

entre les deux vis, ou les gradients de vitesse sont les plus prononcés en raison de la rotation

en direction opposée des éléments mélangeurs.

i)

800

600

400

Figure 5-16 : Composante J » dans les entrefers (Maillage fin)

i) Entrefer Vis-Vis
ii) Entrefer Vis-Fourreau
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Pour valider les valeurs de la composante 7, calculées par les simulations, il est possible de

les comparer avec celles données par Papproximation de la vitesse de cisaillement simple

entre deux plans paralléles, basé sur la dimension des entrefers et la vitesse des vis.

Les résultats du tablean 5-4 montrent que les vitesses de cisaillements calculées par
simulation sont du méme ordre de grandeur que celles obtenues avec le calcul de la vitesse
de cisaillement simple entre deux plans paralléles. En prenant cette vitesse de cisaillement
entre deux plans comme référence, on constate que la vitesse de cisaillement calculée est
plus grande pour le maillage fin, tandis que C’est le contraire pour le maillage grossier. Pour
ce dernier, il est probable que le manque de résolution dans les entrefers soit responsable

par sa mauvaise estimation de la vitesse de cisaillement.

Tableau 5-4 : Comparaison des valeurs de la vitesse de cisaillement ( s)

Vis-Vis Vis-Fourreau
Cisaillement entre 2 plans paralléles 682 533
Maillage grossier 540 400
Maillage fin avec partitions 760 570

Conclusion sur Ia modélisation de Pextrusion bivis

La simulation de ’écoulement d’un fluide dans une extrudeuse bivis a permis de constater
que le temps de calcul est une contrainte importante pour la modélisation précise de
Pécoulement dans les entrefers. Un maillage fin et de trés grande taille est nécessaire pour
bien prédire le comportement du fluide dans ces entrefers. Les résultats obtenus pour le
maillage grossier sont toutefois intéressants, car qualitativement, ils sont comparables aux
résultats du maillage fin. Somme toute, cette étude de cas illustre bien le potentiel de la
méthode des éléments finis virtuels et des techniques de partitionnement de maillage pour
prédire la vitesse de cisaillement du fluide dans les zones de faible entrefer en déplacement

qui est une information importante pour estimer 'usure des éléments de vis.



68

6. Conclusion

Cette recherche avait pour objectif de développer et mettre en pratique une stratégie pour
modéliser en trois dimensions écoulement de fluide dans des géométries a faible entrefer et
a parties mobiles. Il existait un double défi ié d’une part a la géométrie instationnaire et
d'autre part 2 la taille des maillages nécessaires pour prendre en compte adéquatement ces
entrefers. Dans cette étude, une stratégie basée sur la méthode des éléments finis virtuels et
le partitionnement du maillage a été proposée pour modéliser 'écoulement dans de faibles
entrefers. Concretement, cette stratégie a été expérimentée dans le cas d’un mélangeur

interne, d’un ruban hélicoidal et d’une extrudeuse bivis.

La méthode des éléments finis virtuels a été utilisée pour prendre en compte les parties
mobiles dans les géométries considérées. L’avantage de cette technique réside dans le fait
qu'un seul maillage est nécessaire, ce qui évite la fastidieuse tiche de générer des maillages
pour chacun des pas de temps. Dans cette recherche, la convergence pastielle des solveurs
itératifs a été utilisée afin d’accélérer la résolution numérique de la méthode des éléments
finis virtuels, ce qui a permis de réduire significativement le temps de calcul pour cette
méthode. En pratique, la modélisation numérique de la dispersion pour les cames
triangulaires a permis de valider en trois dimensions la méthode des éléments finis virtuels

dans un contexte simplifié d’extrusion bivis ou les entrefers n’étaient pas trop faibles.

Pour prendre en compte la présence d’entrefers tres faibles en déplacement, des méthodes
de raffinement local et adaptatif de maillage, basées sur la décomposition par les barycentres
et par les arétes, ont été développées pour le cas de tétraedres. Cette recherche a montré
que ces deux techniques sont inefficaces pour traiter des problémes d’écoulement de fluide
avec des éléments finis 2 pression discontinue en trois dimensions. D’un c6té, la méthode
de raffinement par le barycentre compromet de maniere trop importante la qualité du
maillage et la précision des solutions numériques est moins bonne apres le raffinement.

D’un autre cdté, la méthode de raffinement par les arétes introduit des discontinuités dans
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la topologie du maillage et le traitement de ces discontinuités peut étre réalisé seulement
pour des bases completes dinterpolation par éléments finis. Cette restriction rend
incompatible le raffinement adaptatif pour les problémes fluides a pression discontinue qui

utilisent des bases incompleétes.

Une taille de maille tres fine étant nécessaire pour mailler de faibles entrefers, une solution
de rechange aux méthodes de raffinement de maillage a été développée pour limiter la taille
des problémes 4 résoudre. La méthode de partitionnement efficace du domaine a été utilisée
pour controler la position des nceuds et la taille des éléments lors de la création du maillage.
Le potentiel de cette méthode a été démontré et validé avec I'étude de la puissance

d’agitation pour un ruban hélicoidal dans une cuve agitée.

Finalement, Pétude de ’écoulement dans une extrudeuse bivis a montré la capacité de la
stratégie de partitionnement du maillage combinée a la méthode des éléments finis virtuels
pour modéliser les systémes a faible entrefer en déplacement. Néanmoins, méme avec des
calculateurs trés performants, le cott des calculs constitue toujours une contrainte majeure
dans la réalisation des simulations en trois dimensions de ’écoulement dans les extrudeuses
bivis. Plusieurs simplifications sont nécessaires pour permettre un temps de calcul

raisonnable et celles-ci rendent difficiles la validation des simulations en extrusion bivis.

Dans le futur, plusicurs améliorations peuvent étre envisagées pour résoudre des problemes
de plus en plus volumineux avec la méthodologie proposée dans cette recherche. Pour
réduire la taille des problémes, il serait entre autre fort approprié de mettre au point une
méthode de raffinement adaptatif de maillage en trois dimensions pour des bases
d’interpolations incomplétes 2 pression discontinue. L’utilisation de bases d’éléments finis

complétes, a pression continue serait une possibilité intéressante, par exemple en implantant

dans POLY3D™ Pélément finis P2-P1 a dix nceuds de Taylor-Hood.

Dans le but d’accélérer les calculs, des méthodes efficaces de parallélisation seraient utiles

pour distribuer les calculs sur plusieurs processeurs. A cet effet, les méthodes de
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décomposition de domaine semblent tout a fait appropriées pour la simulation de
Pextrusion bivis. La modularité des éléments de vis utilisés en extrusion bivis rend naturelle
la décomposition du fourreau en plusieurs sous-domaines, composés d’un ou de plusieurs
éléments de vis. Par contre, cette méthode est encore difficile a2 mettre en pratique de
maniere efficace et performante. Des améliorations informatique et mathématique sont
encore nécessaices pour permettre d’exploiter cette stratégie pour la résolution de

problémes d’écoulement industriel concrets.

En conclusion, la stratégie proposée dans cette recherche permet d’améliorer la
compréhension du comportement d’un fluide dans des entrefers en déplacement. Par
contre, la précision des résultats est limitée en pratique par le temps de calcul, la mémoire et
Pespace disque nécessaire. Heureusement, 'amélioration continue des performances des
ordinateurs permet d’étre optimiste face aux perspectives futures de modélisation des

systémes complexes tels les procédés d’extrusion bivis.
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Annexe I: Formulation mathématique des éléments finis

Dans cette annexe, la formulation classique des éléments finis pour le probleme de Stokes
est présentée pour compléter les explications de la méthode des éléments finis virtuels

présentée au chapitre 2.

Equations d’échanges
L’écoulement d’un fluide incompressible dans un domaine £ et une frontiere I est

gouverné par les équations de Navier-Stokes et Péquation de continuité :

p(%‘tl +u-grad u) +dive+grad p=f surQ, (Eq. AL1)

diva=0 sur 0, (Eq. AL-2)
ol u est le vecteur vitesse, p la pression, f une force et T le tenseur des contraintes. Pour

exprimer T en fonction du champ de vitesse, on utilise un modele rhéologique de la forme
v =-2n(3)7 (Eq. AL3)
ou ¥ est le tenseur de vitesse de cisaillement :
;7=—12—[grad u+(grad u)T] (Eq. AL4)

Avec une solution initiale et des conditions aux limites appropriées, le probleme est

mathématiquement bien posé.
Formulation des éléments finis
Pour simplifier I’écriture, considérons le cas stationnaire d’un fluide newtonien et isotherme,

ou les forces d’inertie sont négligées par rapport aux forces visqueuses.

On veut résoudre, avec la méthode des éléments finis le probleme

—pAu+grad p=f sur 02, (Eq. AL-5)

diva=0 sur Q. (Eq. AJ-6)
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En utilisant des conditions aux limites homogenes de Dirichlet, ce probléme revient a

trouver U € [H (N H? (Q)]3 et p e I*(Q) satisfaisant les équations A.I-5 et A.I -6.

Formulation continue
On obtient la forme variationnelle, en multipliant les équations A.I-5 et AI-6 par des

fonctions-tests bien choisies et en intégrant sur le domaine 2 :

- [purudQ+ [pgrad pdQ = j¢fdQ, ot O e[LYQP (EqALT)
Q Q o
I¢ divadQ =0, ou o eLX(O) (Eq.AI-8)
Q
On obtient, apres intégration par parties,

ﬂfgrad¢gradudﬂ~j‘pdiv¢dﬂ+J{—la@—;‘{ —p-n}M= j¢fdQ (Eq. A9)
Q Q r Q

Si les fonctions-tests sont choisies dans Pespace H,'(€2), ce qui correspond 2 des conditions

aux limites de Dirichlet homogenes, alors I'intégrale de bord

I{% -p- n]¢d{‘ =0 sur I' pour ¢ eH'(Q). (Eq.AI-10)
r

On peut finalement réécrire le probléme continue sous la forme

a(u,g)-b(p,p)=(E.9). Voe|H@f (Eq.AL11)
b(u,p) =0, Voel (Q) (Eq. AJ-12)
ol
a(u,$) = u jgradgﬁ gradudQ) , (Eq. AJ-13)
Q

b(u,p) = [pdivudQ. (Eq. AJ14)
Q
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Formulation discréte

Le probleme continu A I-11 et AI-12 peut étre résolu par la méthode des éléments finis de
Galerkin sous forme discréte a partir d’un maillage du domaine €. La discrétisation est
obtenue en utilisant un sous-espace V,, de [H,"(Q)]’ pour u et ¢ ainsi quun sous-espace Q,

de LXQY) pourpet ¢ :

a(uh’¢h)wb(uha¢h) =(fh>¢h)7 v¢h th (Eq. A.I-IS)
b(u,.9,)=0, Vo, €0, . (Eq. AJ-16)
Linterpolation pour la vitesse et la pression est donnée par des polynémes de Lagrange. En

utilisant la méthode de Galerkin, ces polynomes d’interpolation sont identiques aux

fonctions-tests :

u, =>g.u (Eq. AX-17)
=]

ph =Z¢hjpj » (EqAI—lS)
=1

ou U, et p;sont les valeurs discretes de la vitesse et la pression sur les nceuds du maillage.

Le probleme a résoudre étant couplé en vitesse et en pression, les espaces d’approximation
V, et Q, doivent respecter la condition de Brezzi-Babuska (Babuska, 1973, Brezzi 1974)
pour garantir Punicité de la solution. Remarquons que Pélément fini tétraédrique P1+-P0O

qui est utilisé dans ces travaux pour les simulations, respecte la condition de Brezzi-

Babuska.
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Formulation discréte
Le probleme A.I-15 et A.I-16 peut s’écrire sous forme matricielle
AU+B'P=F, (Eq. AI-19)
BU=0, (Fq. AI-20)

ou U et P représentent les degrés de liberté en vitesse et en pression, A est la matrice de
diffusion, B la matrice de divergence et F une force.

Equivalence avec un probléme d’optimisation

La formulation du probléme A.I-11 et AI-12 peut étre obtenue a partir d’un probleme de
minimisation avec contrainte (Fortin et Glowinsky, 1982). A Paide de multiplicateur de

Lagrange, ce probléme est alors équivalent a un probléme de point selle

inf  sup L(v,p)

Fq. AL21
ve[Hé(Q)f pel?(Q) (Ea )

ou

L(v,p)z% L|gmd vlde—Lpodiv vdQ+ Lf-va’Q, (Bq. AL22)

est le lagrangien a minimiser. Pour améliorer les propriétés de convergence, on peut utiliser

le lagrangien augmenté

s .
L,(v,p)=L(v,p) +'2_ lew V|2 dQ, (Eq. AI-23)

ol r est un parametre de pénalisation.
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Résolution du systéme matriciel
La solution du probléme A.I-21 peut étre obtenue par I'algorithme d’Uzawa. Cet algorithme
permet de résoudre le couplage entre la pression et la vitesse de fagon itérative par une

méthode de point fixe :

0. Etant donné V© et P©
1. Pourn = 0,1,2, ... jusqu’a convergence
1.1 Résoudre le probléme primal pour déterminer V&'
[A+ BB VEY = BPY+F
1.2 Résoudre le probleme dual
B[ A + rB'B'B" P*"Y = B[ A + B"B]'F

1.3 Mettre 2 jour V&P

Figure A.I-1 Algorithme d’Uzawa pour la résolution des problémes fluides
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Annexe I1 : Eléments finis tétraédrigues

Cette annexe présente les différents éléments finis de POLY3D™ utilisés dans ce mémoire.

P1

Pi1+-P0O

P1+-P0O

P2+-P1

P2-P0

Figure A II-1: Fléments finis de POLY3D™
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Annexe ITl : Traitement des nceuds non conformes

Cette annexe présente le traitement des discontinuités introduites avec la méthode de
raffinement de maillage par les arétes. Ce traitement est basé sur la condensation des nceuds
non conformes situés sur les discontinuités. Considérons un maillage de deux tétracdres

dont un des éléments est décomposé selon la méthode par les arétes (Figure A-IIL1).

Maillage avant raffinement ( 2 éléments)  Maillage raffiné par les arétes (9 éléments)

Figure A.III-1: Maillages avant et aprés raffinement par les arétes

Sur le maillage raffiné, 'élément qui n’a pas été décomposé posséde une face I', commune
avec quatre faces ( I'y, I'c I'; et I'y) des éléments produits par la subdivision. De facon
générale, on notera par I' la région correspondant a ces faces.

,=Tul vl uly, (Eq. AIII-1)

N

/ ’a'@
SN
vl

Figure AIII-2 : Face ' commune aux éiéments A, B, C,D et E

Selon le type d’élément fini utilisé, plusieurs noeuds appartenant aux faces I'y, I T’y et I'y
présentent des discontinuités topologiques avec les nceuds de la face I'y de Pélément non

décomposé. Celles-ci se traduisent par des discontinuités au niveau des fonctions
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d’interpolation sur cette face et un traitement est nécessaire pour éliminer les nceuds

problématiques aussi appelés non conformes.

Traitement des discontinuités pour des fonctions d’interpolation P1 (

Base compléte )

La figure A-IIL.3 montre la face I' avec les discontinuités topologiques pour le cas de
fonctions d’interpolation P1. On note la présence de trois nceuds non conformes (en rouge)

situés au milieu des arétes de I’élément A.

Table des connectivités

Elément | Neeud | Neeud | Neeud
1 2 3
A 1 2 3
B 3 5 6
C 2 4 5
D 1 4 6
E 4 5 6

Figure A.III-3 : Numérotation des nceuds sur la face I' pour éléments finis P1

Soit £, la variable a interpoler par éléments finis ( température, vitesse, pression ).

La condition pour que Uinterpolation de f sur la face soit continue malgré la présence de

nceuds non conformes est
(B) ;

f si xely
©) i

f si. xely
(D) i

¥ sio xel,

®
S/ si xely

(Eq. AIII-2)

f(A) —

Une condition nécessaire pour que la condition A.ITI-2 soit respectée est que P'interpolation

sur les nceuds non conformes soit continue entre les éléments.
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Ainsi, il faut que
P =1, (Eq. AJIL-3)
FAMCAEY A (Eq. AJII4)
SO =15 (Eq. AIIL5)

On démontre facilement qu’on doit avoir

1

/s =5(f1 +12), (Eq. ATIL-6)
1 ,

Js =-2—(fz +£), (Eq. AIIL.7)
1 z.

Js ='2'(f1 +f). (Eq. AJIL-8)

Ces relations nous permettent d’exprimer les nceuds 4, 5 et 6 comme une combinaison
linéaire des nceuds 1, 2 et 3. On peut alors interpoler fsur les éléments B, C, D et E sans

faire appel aux fonctions de base correspondant aux nceuds non conformes.

Par exemple, sur ’élément B, on a
B B B B I3
fE=NPf, +NPf. + NP f, (Eq. AJIL-9)

En utilisant les équations A.III-7 et A I1I-8 on obtient

fE=NPJ, +N§B){fz + /i }+N§B){f1 + /5 } (Fiq. AIII-10)
fP=NPf «NPf + NP (Eq. AJIL-11)
]\7(3) _ 1 N(B)
1 TSt
2
avec N® = _;_ N® )

7 NP Ly )



84

ot NP sont les fonctions de base modifiées. De la méme maniére, on obtient les

fonctions de base modifiées sur les éléments C, D et E.

Tableau A-III-1: Fonctions de base modifiées (Fonctions de base P1)

Elément B Elément C
]’\7{3) - _1_N6(B) ﬁl(C) _ lNic)
2 2
N =N RO =N© + VO + N}
ﬁ(B) N(B) 1 { (B) (B) AT (O) 1 )
= NP+ =N+ N VA =5 NS
Elément D Elément E
N® = N® +%{N§D) +N§D)} N® :%{Ni‘” +N§E)}
wo =Ly 5 =Ly s )
N = le) NE —1—-{N(E) + N‘E)}
3 2 6 3 2 6 5

Il est possible de montrer a 'aide d’un exemple que linterpolation des fonctions de base

modifiées est continue sur la face T

Considérons le cas particulier
fi =f, =0 et f;=1

Ia condition A.ITI-2 devient alors

NP @) =N, =4

Si

Si

ST

si

xely
xel,
xel),

xely

(Eq. AIII-12)

(Eq. AIII-13)
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La figure A.III-4 montre le profil de N 5 apres I'opération de condensation des nceuds non

conformes.

Aprés la
condensation des

naends non conformes

Figure AI11-4 : Profil de N 3 apreés la condensation (P1)

Apres Popération de condensation, I'interpolation devient continue sur Pensemble de la face

I'. Cette illustration confirme que la réécriture des fonctions de base permet d’obtenir une

interpolation continue pour des fonctions d’interpolation P1.

Traitement des discontinuités pour fonctions d’interpolation P1+ ( Base
incompléte )
En utilisant des fonctions d’interpolation P1+, six nceuds non conformes (en rouge) sont

générés lors de la subdivisions par les arétes : trois nceuds sur les milieux des arétes (4, 5 et

6) et trois nceuds sur le milieux des faces (8, 9 et 10).

Table des connectivités

Elément | Neeud | Neeud | Neeud | Neeud
1 2 3 4
A 1 2 3 7
B 3 5 6 8
C 2 4 5 9
D 1 4 6 10
E 4 5 6 7

Figure A.III-5 : Numérotation des neeuds sur Ia face I pour éléments finis P1+



86

Comme pour le cas des fonctions de base P1, il est nécessaire de respecter la condition

AJII-2 qui stipule que Pinterpolation de f doit étre continue sur P'ensemble de la face I

Pour réécrire les interpolations sur les éléments B, C, D et E en terme des nceuds

conformes uniquement, on utilise Pinterpolation donnée par f“ sur les différents nceuds

non conformes. On a ainsi

fa
fs
fs
Js
fo

Jo

-~

—~(,

1%

-,

-~
i

-2,

+/2)
+/3),
+fy).
+/7),
+f),
+ 1)

(Eq. ATIL-14)
(Eq. AIII-15)
(Eq. A.TII-16)
(Eq. ATII-17)
(Eq. A.III-18)

(Eq. AIII-19)

En substituant ces équations dans les interpolations des éléments B, C, D et E on obtient

les fonctions de base modifices présentées au tableau A-III-2.
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Tableau A-III-2 : Fonctions de base modifiée (Fléments finis P1+)

Elément B Elément C
~ 1 ~ ]
Nl(B) - _Z_NéB) NI(C) - ENZEC)
~ 1 ~ i
NP =N N =N+ 2 NO 4 NO + NOY

RO = N® 4 % N® L N® 4 NP | FO = %Ngw
1

e - %Nés) F© - ENéC)

Elément D Elément E
P =N+ LV - N+ N ® =V + N )
R <N W = e+ v
R R = v v

1

~ AT (E) (B)
(D) _ (D) N> =N
N7 ——ENIO 7 7

Dans le cas de fonction de base P1+, il est possible de montrer 4 'aide d’un exemple que les
fonctions de base modifiées produisent une interpolation discontinue sur la face ou sont

situés les nceuds non conformes. Pour ce faire, posons

H=fh=f=0c¢e f,=1 . (Eq. AIII-20)
On veut vérifier que
NP si oxely
~ N© si xeTl
N®x)=N, = NiD) . c ,
N, si xel, (Eq. AIII-21)

B o
N osioxely
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—~

La figure AJII-6 montre le graphique du profil de N;pour le cas de fonctions
d’interpolation P1+. Celle-ci montre que méme aprés Popération de condensation des
nceuds non conformes, Pinterpolation n’est pas continue. La continuité entre N et N, est

respectée seulement sur les nceuds et sur les arétes tandis que des différences sont observées

sur le restant de la face.

Apres la
condensation des
neEnds non

conformes

Figure A.III-6 : Profil de NV 3(A) et N 3 avant et aprés la condensation (P1+)

On obtient des résultats similaires pour la fonction bulle.
Ainsi, en posant
fi=h=f=0 e f =1, (Eq. ATIE-22)

on peut observer le profil de N, apres la condensation des nceeuds non conformes (figure

AJILY).

Aprés la
condensation des
neends non

conformes

Figure A.II1-7 : Profil de N ;A) et N - avant et apreés la condensation (P1+)
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Les résultats des figures A.ITI-6 et A.III-7 montrent que la méthode de condensation n’est
pas compatible avec des fonctions d’interpolation P1+ car elle ne permet pas d’obtenir une
interpolation continue sur les faces ou les nceuds non conformes sont présents. On peut
expliquer cette situation par le fait que les fonctions d'interpolation P1+ forment une base
incompléte. Dans le cas de bases incomplétes, la condition AII-2 qui stipule que
Pinterpolation doit étre continue sur les nceuds non-conforme est nécessaire mais pas
suffisante pour assurer la continuité sur 'ensemble de la face. C’est pourquoi seul les
fonctions de base complétes sont compatibles avec Popération de condensation des nceuds

non conformes.



