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RESUME

Ce mémoire est une contribution au domaine des réseaux de neurones appliqué aux
problemes de classification et d’approximation de fonctions. La fonction que nous
voulons ¢tudier est une fronti¢re bilinéaire, c'est-a-dire qu’elle est formée par deux demi-

droites sécantes.

Le réseau utilisé appartient a la famille des MLP (Multilayer Perceptrons). I est formé
d’une premicre couche a deux entrées, une couche cachée a deux neurones et une couche
de sortie ayant un seul neurone. Les sorties des neurones d’entrées définissent un nouvel

espace que nous appelons ’espace caché.

Dans un premier temps, I’étude est orientée vers la séparation de deux classes de
données. A I’aide d’une analyse dans Pespace caché, nous obtenons des résultats
permettant de savoir sous quelles conditions le réseau est capable de parfaitement
séparer deux classes séparables par une fronti¢re bilinéaire. L.’importance de la valeur du

parametre de la fonction d’activation des neurones est mise en évidence.

Dans un deuxieme temps, et dans le but d’approfondir I’étude du réseau, une fonction
explicite, représentant la fronticre générée par le réseau, est obtenue. L’analyse de cette
nouvelle fonction permet ['obtention de diverses informations relatives a Peffet des

parametres du réseau sur la frontiére qu’il génere. Nous verrons aussi qu’il est possible
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‘de généraliser ce résultat et d’obtenir une équation explicite méme en augmentant,

jusqu'a quatre, le nombre de neurones cachés dans ce réseau.

Finalement, et dans le but d’optimiser le réseau afin qu’il reproduise le mieux possible
une frontiere bilinéaire, nous définissons une expression représentant [erreur

d’approximation. Nous cherchons a minimiser cette erreur et trouver les valeurs

optimales des parametres.
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ABSTRACT

This paper is a contribution to the field of neural networks. It provides an innovative
solution to the problem of classification and function approximation. The function we
want to approximate is a bilinear boundary, since it is formed by two semi-lines

intersecting at one point.

The network developed in this study is a multilayer perceptron (MLP) formed by the
combination of two inputs, two hidden neurons, and one output. The outputs of the

hidden neurons form what we call the hidden space.

First, we will study the network’s capacity to isolate two classes of data that can be
separated by a bilinear frontier. The analysis of the hidden space will provide results on
how and when the network is capable of forming a perfect separation of these two
classes. The activation function used by the network is the sigmoid, and the importance

of the value of its parameter is highlighted.

Second, we will obtain an explicit analytical function describing the boundary generated
by the network. A thorough analysis of this function will provide information on the
effect each parameter has on the network’s behavior. We will also see how to generalize
the results in order to get an explicit function even with additional neurons in the hidden

layer of the network.
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Finally, we want to optimize the network in order to make it reproduce the best possible
bilinear boundary. The ultimate purpose is to optimize the parameters of the network in

order to achieve minimum error.
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INTRODUCTION

L’homme s’est souvent inspiré de la nature afin de pouvoir mener a bien ses propres
créations. Alors quol de mieux que le cerveau humain en guise d’inspiration pour celui
qui veut créer de |’intelligence artificielle? En e ffet, le cerveau humain est une entité
biologique fort complexe dont la puissance et I’étendue ne sont pas a mettre en doute.
C’est donc dans le but ultime de pouvoir un jour reproduire artificiellement le cerveau
que les réseaux de neurones ont vu le jour en 1943. A partir de ce moment, et pendant
plusieurs années, ce domaine fut I’objet de nombreuses recherches. Cependant en 1969,
Minsky et Papert publiaient une monographie qui semblait prouver I’'inutilité des
réseaux de neurones. Cette publication fut un des facteurs qui a amené beaucoup de
chercheurs & se désintéresser de ce domaine. A partir des années 80, aprés diverses
publications par plusieurs auteurs, 1’intérét pour les réseaux de neurones réapparut et est

resté en continuelle croissance.

Depuis, les réseaux de neurones sont utilisés dans différents domaines, et pour plusieurs
types de problémes. Dans ce travail nous faisons une analyse mathématique détaillée du
probléme de classification et d’approximation de frontieres bilinéaires. Les problemes de
classifications sont connus, et se retrouvent dans plusieurs applications. Par exemple,
lorsque nous recensons des données et que nous voulons les séparer suivant certains
criteres alors nous traitons un probléme de classification. Il en va de méme pour les

problemes d’approximation de frontieres, que nous retrouvons par exemple pour faire de



la modélisation. Dans plusieurs domaines nous pouvons trouver des applications au type
de frontiere que nous étudions. En chimie, par exemple, les courbes représentant
I’évolution de la conductance d’une solution acide, a laquelle nous ajoutons une solution
basique, ont la forme d ’une frontiére bilinéaire; et encore, les courbes représentant le
titrage d’un acide par une base ou d’une base par un acide peuvent &tre approximées par

P"union de deux fronti¢res bilinéaires.

Les réseaux de neurones étant une tentative de reproduire artificiellement un cerveau
humain, 1l existe en conséquence plusieurs analogies entre le mode de fonctionnement
de ces deux entités. En effet, afin de tenter de reproduire la propagation des signaux
¢lectrochimiques dans le cerveau, des vecteurs de données sont traités dans un réseau de
neurones artificiels. Chaque neurone peut avoir un signal ou plusieurs signaux d’entrées
et un signal ou plusieurs signaux de sortie. Dans la littérature, 1l est possible de retrouver
les différentes équations qui ont été définies et qui permettent de trouver les liens entre
ces entrées et ces sorties. Ces équations seront le point de départ de notre ¢tude qui
utilisera un réseau de type MLP (MultiLayer Perceptrons). Il existe cependant d’autres
types de réseaux tels les RBF (Radial-Basis Function Networks), les SVM (Support

Vector Machine), etc.

Il a déja été démontré qu’un MLP est capable de reproduire n’importe quelle séparation
non linéaire, a condition d’avoir un nombre suffisant de neurones. Il est aussi connu

qu'un réseau aune seule couche cachée est capable de reproduire n’importe quelle



fonction avec le degré de précision désiré, a condition d’ajouter le nombre de neurones
nécessaires dans la couche cachée. Diverses €tudes se sont penchées sur le choix de la
fonction d’activation d’un réseau. Une fonction d’activation est une fonction
quelconque, généralement non linéaire, qui définit la sortie d’un neurone en fonction de
ses entrées (Haykin, 1999). 1l a été montré qu’avec un choix adéquat de la fonction
d’activation, un réseau a une seule couche est capable de résoudre certains problemes

non linéaires dont celui du ou-exclusif (Zhengwen et Sarhadi, 1993).

Parmi les différentes recherches qui se rapportent aux problémes des fronticres et des
réseaux neuronaux, il n’y en a que trés peu qui traitent directement le probléme de
frontiere doublement linéaire; notons I’article de Chulhee et Eunsuk (2000) et celui de
Chulhee et Kwon (2001‘), Dans le premier de ces documents les auteurs présentent, pour
des réseaux a trois couches, I’effet des neurones cachés, ’aspect de non linéarité qu’ils
introduisent et leurs effets sur la dimensionnalité de 1’espace caché. Différents types de
frontiéres, dont une bilinéaire, sont aussi illustrées. Dans le second document, les auteurs
s’attardent sur I’apprentissage de la représentation de la frontiére d’un objet. Pour ce
faire, ils générent des données de part et d’autre de cette frontiere et utilisent ces
données pour P’apprentissage du réseau. L’une des frontiéres qu’ils proposent est
doublement linéaire. Elle est obtenue & 1’aide d’un réseau a d eux neurones d’entrées,

trois neurones cachés et deux neurones de sorties.

Cependant, a la différence des deux articles que nous venons de citer, notre étude est



une ¢tude théorique, analytique et détaillée des frontiéres bilinéaires et d’un probleme de
classification quit lui est reli¢. En effet, dans un premier temps, nous montrerons
comment un réseau, treés simple, a deux neurones d’entrées, deux neurones cachés et un
seul de sortie, est capable de séparer deux classes séparables par une frontiére bilinéaire.
Nous mettrons aussi en évidence ["'importance de la valeur du parameétre de la fonction
d’activation. Dans un deuxieme temps, nous développerons une fonction nouvelle de la
forme y = fix). Cette fonction explicite permettra de tracer la frontiére générée parle
réseau, elle sera indispensable pour étudier avec exactitude le comportement de cette
frontiere. Nous verrons aussi qu’il est possible de généraliser le résultat obtenu et de
trouver une fonction explicite méme en ajoutant un certain nombre de neurones dans la
couche cachée. Ensuite, a I’aide de la fonction explicite nous trouverons une expression
générale de D'erreur que nous cherchons a mimimiser. Finalement, grice a de
remarquables simplifications nous serons en mesure de simplifier la fonction explicite

trouvée.

Le but final de cette étude exhaustive est de trouver les parameétres optimaux du réseau.
C'est-a-dire les parametres qui vont permettre de minimiser ’erreur entre la fronticre
générée par le réseau et la fonction bilinéaire a approximer. Une fois cette valeur
minimale obtenue, elle peut nous étre tres utile puisqu’elle sert de référence. Nous
pouvons I’utiliser pour évaluer les performances d’un algorithme d’apprentissage. Si
par exemple, 1’algorithme d’apprentissage appelé algorithme de rétro propagation

permet d’obtenir une performance comparable & la performance optimale théorique, il



n’est peut étre pas nécessaire de chercher un autre algorithme qui serait plus complexe et
qui impliquerait une augmentation du temps d’apprentissage. Si par contre la
performance obtenue est considérablement inférieure a celle de la référence, il est
probablement utile de chercher une solution alternative. Nous pouvons aussi utiliser ce
pourcentage optimal afin de comparer ce réseau a un réseau d’une autre famille
(exemple RBF), mais qui a le méme nombre de paramétres. L.’étude théorique que nous
faisons va donc permettre d’obtenir des résultats qui serviront & évaluer des

performances pratiques.

Tout au long de ce mémoire, et dans le but de clarifier les différents lemmes et

théorémes obtenus, nous présenterons des exemples clairs et intéressants.



CHAPITRE 1 SEPARATION DE DEUX CLASSES

i.1 Fronti¢re doublement linéaire

Nous allons commencer par expliquer ce qu’est une frontiere doublement linéaire.

Soit un plan xy et deux classes différentes de données. L’une de ces classes forme
I’ensemble des données que nous nommons C,, tandis que Pautre classe forme
I’ensemble nommé C,. Supposons que les données provenant de la classe C; soient
représentées par des cercles (O) et ceux de la classe (), soient représentées par des
croix (#); alors ces cercles et ces croix peuvent étre disposés d’une infinité de maniéres
dans le plan xy. Cependant, dans le cadre de cette étude, nous nous intéressons a un cas

particulier: le cas ou C, et C, peuvent étre séparés par une fronti¢re doublement linéaire.

Figure 1.1  Frontiére doublement linéaire



Nous voyons, dans la figure 1.1, que les deux classes C, et C, peuvent €tre séparées a
I’aide des deux demi-droites 4, et d, qui se coupent en un point. La séparation formée par
ces deux droites est ce que nous appelons une frontiere doublement linéaire ou

bilinéaire.

Comme nous ['avons déjad mentionné, nous pouvons trouver plusicurs exemples de
frontiéres bilinéaire dans le domaine de la chimie, en voici un.

Soit une solution d’acide chlorhydrique a laquelle nous avons ajoutée de I’eau.

Si nous notons la valeur de la conductance apres avoir procédé a des additions répétées

de quantités connues d’ions hydroxyde. Voici la courbe que nous obtenons

2
LA

Wductance

¥k

1,5 4
1_
0,35 -
V(OH ,versé)
g B ] ¥ E R 3 T Ed 5 k) L) T ¥ T T 3 ¥ T3
6 2 & 6 5 1o 12 1 dmbg

Figure 1.2 Fonction de variation de la conductance en fonction du volume de soude

La frontiére que nous voyons dans la figure ci-dessus peut &tre approximée par une

fonction bilinéaire comme celle de la figure 1.1.




1.2 Réseau a un seul neurone

La base de tout réseau est un simple neurone. La représentation mathématique et les
différentes équations qui gouvernent un neurone sont citées ci-dessous.
La figure 1.3 représente un seul neurone avec :

¢ Deuxentréesxetytelque(x,y) e R

e Une sortie §

e  Deux poids w, et w,

e Unbiaish

e  Une fonction d’activation ¢(.)

e  Une sortie linéaire V;

Poids Biais
X Wy b
Sortie
Entrées { Vs _o() S
Y Wo

Figure 1.3 Réseau formé d’un neurone

Les équations mathématiques pour ce neurone sont:

Vi=wx +wy+b

§=pVs)




Soit un plan xy avec des données provenant des deux classes C; et C, comme le montre
la figure 1.4

Soit aussi une droite d; d’équation :

y=-Wix-B=>Wix+y+B=0

Figure 1.4  Séparation linéaire avec un seul neurone

En posant w; = Wy, wp =1, et b = B, nous obtenons I’équation de la sortie linéaire :
Vi=wix +y+ b

Cette derniére équation est identique a celle de d;. La droite d; coupe le plan en deux

demi-plans : P"et P". Dans le demi-plan P" la sortie Vs est positive, dans le demi-plan 7

la sortie Vs est négative et le long de la droite, Vs est nulle. Un seul neurone est donc

capable de séparer des données linéairement séparables, le signe de la sortie linéaire V;
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du réseau permet d’identifier le demi-plan auquel le vecteur d’entrée appartient.

Note:
o Le rble du biais est de générer des frontiéres qui ne passent pas
nécessairement par |’origine.
® Dans notre cas nous faisons une étude en 2 dimensions x et y. Nous étudions
donc le cas d’une droite dans un plan. Cependant, dans le cas ol nous
travaillons avec plus que deux dimensions, il est possible, avec un neurone

ayant plus que deux entrées, de tracer n’importe quel hyperplan.

1.3 Réseau a deux couches et deux neurones

Sachant qu’un perceptron formé d’un neurone est capable de tracer n’importe quelle
droite, il est normal d’avoir recours a un réseau a deux neurones afin de former deux

droites dans un plan.

Soit deux demi-droites d; et o, formant une séparation bilinéaire, d’équations
respectives
y=-Wnx-B=> Wix+y+B =0

1.1
y=-Wipx-By=>Wpx+y+B=0
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Soit le réseau suivant ;

{17}3 {“} g&
*. '

Figure 1.5  Réseau a deux neurones

Le réseau a deux neurones de la figure 1.5 ci-dessus devrait nous permettre de tracer les
deux droites d) et db. En effet, V; et 1, étant respectivement les sorties linéaires du
premier et du deuxieéme neurone, nous pouvons €crire les équations suivantes :

Vi=wix +wiy + by

1.2
Vz = WX + wny + b2
Si=oi(V)
13
S=m(V2)
Avec I’équation 1.1 et en fixant
Win=wi, Wo=1etBi=b
Wyu=wyu, Wa=letB,=b
Nous retrouvons alors les équations des deux droites que voici :
V] = WX +y -+ b]
14

Vy=wsyx +y + by
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Les deux grandeurs ¥, et V, permettent de définir deux demi-plans positifs P etPy, et
deux autres négatifs P; et P,” (Figure 1.6) de sorte que :

e V7>0 dans P;"

e JV; <0 dans Py

e V5, >0 dans Py

e <0 dans Py

Figure 1.6  Séparation d’un plan par deux droites

Note :
e  Nous appelons P" I’intersection des 2 demi-plans P,” avec Py
e Nous supposons toujours que la classe C; appartient 2 P' et C, appartient au

reste du plan.

Nous ¢tudions le cas ot nous voulons reproduire une frontiere bilinéaire qui est une
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fonction, c'est-a-dire une valeur de y pour une valeur de x. Nous verrons plus loin
comment nous pouvons toujours nous ramener a une frontiére respectant cette

contrainte.

Ftudions maintenant les sorties S) et Sy, pour ce faire nous allons analyser la fonction

d’activation ¢.

1.4 Fonction d’activation

Des résultats mathématiques ont déja montré que pour qu’un réseau de neurones génére
des frontieres plus complexes que des frontieres linéaires, il faut utiliser des fonctions
d’activation non linéaires. Parmi les différentes fonctions non lin€aires auxquelles nous
pouvons avoir recours, la sigmoide a des propriétés trés intéressantes. C’est d’ailleurs
avec cette fonction trés communément utilisée dans les réseaux de neurones que nous

allons travailler.

1.4.1 Sigmoide

Voici ’équation et la représentation d’une fonction Sigmoide :

p(x) = ———F 15
[+e™
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A\

Figure 1.7  Fonction Sigmoide

Note:
e ¢ estappelé le paramétre de la sigmoide, il est toujours positif. La variation
de ce paramétre permet de modifier la courbure de la fonction (Figure 1.7).
¢ Nous considérons que les fonctions d’activation des différents neurones d’un

méme réseau sont égales. Donc dans notre cas que ¢; = ¢2 = ¢.

Caractéristiques de la sigmoide
o(x) € 10, 1]

p(x) > 0.5s1x>0
p(x) <0.5s1x<0

o(x)=05s1x=0

Une sigmoide a deux asymptotes, en effet :

lime(x)=0

X->-®

limg(x) =1

x>+
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1.4.2 Transformation de ’espace des entrées

Sachant que ¢; = @, et en combinant les €quations 1.3 et 1.5 nous obtenons :

1
Sl = —al,
1+ e L6
1
S. =
Pl e

Nous pouvons donc dire que S; est I'image de V; par la fonction ¢(.) et S, est 'image de
V, par cette méme fonction. Le plan S)5; est donc I'image du plan xy. Ce nouveau plan
S1$2 que nous nommons espace caché va s’ avérer tres utile pour ’é¢tude du réseau. En
effet, plusieurs de nos résultats vont découler d’analyses faites dans cet espace, il est

donc important que nous I’analysions en détail.

Sachant quelles sont les caractéristiques d’une sigmoide nous pouvons conclure que
(S1,$) €10, 1]

L’image de chacun des points du plan xy se situe dans un carré unitaire tel que nous le

voyons ci-dessous. Tout le plan xy est réduit a ce carré unitaire (excluant les c6tés).

Nous appelons les points dans ’espace caché les points images.
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0.5

<
v

S

Figure 1.8  Espace caché

Nous voulons trouver les correspondances entre 1’espace caché (Figure 1.8) et ’espace

des entrées (Figure 1.6).

Le long de la droite d; (Figure 1.6):
Vi=10 et V, varie de -0 & +0
Vi=0,1e R} ={Si=(V)=058=0()2) €]0,1[ }.
Le segment de droite d’; dans ’espace caché est défini par :
{S1=05etS€]0,1[}.
Nous pouvons donc conclure que I’image de la droite d; du plan xy est le segment
d’y dans le plan S15,. Avec une analyse similaire nous pouvons montrer que le segmeht

d’y est Pimage de la droite .

Analysons les demi-plans générés par les deux droites (d, et ).

. +
Nous avons un demi-plan P ou :
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e -0< ), <+4w => S e 10, 1]

Et un demi-plan P, ol

® -0 < Jp <400 => Sy €10, 1]

Ainsi, 'image de P" défini par (V) et V3) = 0, est le carré hachuré P', 3 Pintérieur
duquel (S et ) = 0.5 (Figure 1.8). Le carré hachuré de la figure 1.8 est donc la
transformation de la partie du plan P" de la figure 1.6. Pour reproduire la frontiére
bilinéaire nous devons isoler P™ du reste du plan, ce qui correspond a isoler les points
images dans le carré hachuré, P’*, du reste des points images. De méme, pour isoler les
données contenues dans P* du reste des données, il suffit d’isoler leurs points images

+ v v
contenus dans P, du reste des points images.
2

1.4.3 Fonction Heaviside

Nous avons vu que le paramétre ¢ de la sigmoide affecte la courbure de cette demiere. Si
ce parametre devient égal & Uinfini, nous avons alors un cas particulier, la fonction
sigmoide devient la fonction Heaviside donnée par la figure 1.9 ci-dessous.
Nous avons :

p(x)=1s1x>0

p(x)=0s1x<0
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o(x)

v "

Figure 1.9  Fonction Heaviside

Dans ce cas, les grandeurs S; et S, ne peuvent plus prendre que les valeurs O et 1.

La densité des points images sera nulle partout, mis a part dans les quatre coins du carré.
Comme nous le voyons dans la figure ci-dessous, avec une seule droite il est possible de
séparer les points images appartenant au carré supérieur droit (P°*) du reste des points

images.

Figure 1.10 Espace caché pour a égale ’infini
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1.5 Réseau a trois couches et trois neurones

Nous venons de voir que si a est égale & 'infini alors une seule droite est capable de
séparer I’ensemble des points images de V) de ceux de V,. Pour tracer une droite dans le
plan S1S, il suffit d’un seul neurone. Nous utilisons les sorties S; et S comme entrées
pour ce nouveau neurone qui va donc former une nouvelle couche, et qui va permettre
de tracer une droite ds dans le plan S,5,. Cependant, dans la figure 1.8 une seule droite
n’est pas suffisante pour isoler parfaitement le carré P** du reste du carré. Mais étant
donné le résultat que nous venons d’exposer avec la fonction Heaviside et dans le but de
trouver un compromis entre la performance de notre réseau et sa simplicité, nous avons
décidé de n’ajouter qu’un seul neurone. Nous obtenons le réseau a trois couches suivant:

by
X Wi1 V]

Figure 1.11 Réseau a deux entrées, une sortie et deux neurones cachés

Les équations du neurone de sortie sont:

V3=wy S +wSy +b; 1.7

S=¢((V3)
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1

Voici quelques possibilités quant au positionnement de la droite d3, générée par le

neurone de sortie, dont I’équation est :

wS| FwnS +5=0

Figure 1.12 Différentes possibilités pour la droite d3

1.5.1 Lemme 1

Soit un réseau de neurones dont Parchitecture est donnée par la figure 1.11. Ce
réseau est capable de séparer deux classes C; et C, qui sont séparables par une

[frontiére bilinéaire, si la fonction d’activation utilisée est la fonction Heaviside.
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Preuve :

La figure 1.10 représente ’espace caché pour le réseau de la figure 1.11 lorsque nous
utilisons la fonction Heaviside. Nous avons vu que dans ce cas une seule droite permet
de séparer les points images appartenant au carré supérieur droit (P*") du reste des points
images, donc une seule droite est capable de séparer les points images de V) des points
images de V5. Par conséquent, le réseau proposé dans la figure 1.11, permet de tracer une
droite, d3, dans I’espace caché, qui sépare la classe C; de ;. En fait dans ce cas tous les
points de P’ seront séparés du reste du plan xy, et le réseau va reproduire la frontiére

bilinéaire.

En pratique, le parametre a ne peut prendre que des valeurs finies. En effet les
performances des algorithmes d’apprentissage d’un réseau dépendent de la valeur de ce
parametre. Par exemple, ’algorithme de rétro propagation ne peut pas étre utilisé si a
est égale a ’infini. Donc bien qu’avec la fonction Heaviside nous obtenons un résultat
parfait, en pratique cette fonction est inutilisable puisque nous ne pouvons pas Putiliser

pour I’apprentissage du réseau. Nous devons alors étudier la fonction sigmoide.

1.6 Etude pratique de la fonction sigmoide

Nous savons que les réseaux de neurones sont principalement simulés a l'aide des
ordinateurs. Dongc, il est intéressant d’étudier I’effet de ’utilisation de I'informatique sur

le réseau. L’algorithme de Rétro propagation, par exemple, est un outil informatique
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dont les performances peuvent étre affectées par les approximations des ordinateurs.
Dans cette section nous allons faire une analyse pratique de quelques aspects que nous

étudions.

En théorie, nous avons noté que la sigmoide a deux asymptotes 'une en 0 et autre en 1.

En pratique, cependant, il y a des approximations.

Avec Matlab :

1V (1+e %=1

U (1+e™=0
Avec MAPLE :

1/ (+e )y =1

1/ (1+¢ 4944763831) =0

Comme les valeurs ci-dessus nous le prouvent, avec 'utilisation de I'ordinateur, les
asymptotes n’existent pas. Voici d’ailleurs allure de la fonction sigmoide avec les
approximations. La figure 1.13 qui suit n’est pas exacte, elle est exagérée afin de bien

visualiser I’effet des approximations



23

Y
X

v

Figure 1.13  Allure de la fonction sigmoide pratique

[.’espace caché obtenu avec ces approximations est le méme carré unitaire que celui de

la figure 1.10, mais dans ce cas, les cotés sont inclus.

1.6.1 Proposition 1

Soit un réseau de neurones dont ’architecture est donnée par la figure 1.11 utilisant
une sigmoide comme fonction d’activation. Soit des données dont les coordonnées
sont connues, et provenant de deux classes séparables par une frontiére bilinéaire. Il
est possible de trouver une infinité de valeurs finies pour le paramétre a de la sigmoide

qui va permettre au réseau de parfaitement séparer les deux classes.

Preuve :
Soit ¢

D Vensemble des données.
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N le nombre total de données contenues dans D.
N, Pensemble des données de 1a classe .

N, ensemble des données de la classe €.

d; correspond & la ™ de ces dormées pour i € 1, N].

V1 correspond 2 la sortie linéaire du premier neurone pour i € Ny.
V> correspond a la sortie linéaire du deuxiéme neurone pour i € N;.
Vi~ correspond 2 la sortie linéaire du premier neurone pour j € N,.

V5~ correspond a la sortie linéaire du deuxiéme neurone pourj € N,.

Nous avons déja vu (p.22) les résultats suivants :

Avec MatLab, version 6.1.0.450, release 12.1:

V(+e ™ =1et1/(14e ' =0

Avec MAPLE, version 7.00

1/ (1+e 215 =1 et 1/ (1+¢ 4763831 = g

Soient les données et la séparation bilinéaire que nous recherchons :
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yx o)

‘*” © o O O O o d
%’%,\’ O o
) \"\k (x1,>yl’) //
““x&f {.Q /2
X \ (x2, y2 ’ji\ X

"4

% X
X X X
x X X x‘

)

Figure 1.14 Données et surface de séparation

Soit (x;’, 31’) les coordonnées de la donnée la plus proche des deux droites et
appartenant a son demi-plan défini positif, notons par x; la distance entre cette donnée et
la droite la plus proche (Figure 1.14).
Soit (x2°, ¥2°) les coordonnées de la donnée la plus proche des deux droites et
appartenant a son demi-plan défini négatif, notons par x; la distance entre cette donnée et
la droite la plus proche (Figure 1.14).
Si la distance x; est relative a la droite
o d;, alors posons :
V'i=wnx) + 1+ by
e d,, (Figure 1.14) alors posons :
V= wyx 1+ by

V" est donc la plus petite valeur positive que peut prendre ¥; ou V5.
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Si x3, est défini par rapport a n’importe quelle droite (donc si la donnée est équidistante
des deux droites), alors nous pouvons définir V™ avec n’importe laquelle des deux

€quations présentées plus haut.

Si la distance x; est relative a la droite
e d), (Figure 1.14) alors posons :
V7o=wixy +wiy’ + by
e d,, alors posons :
V™ =wyx2’ +wayn' + by

V" est la plus petite valeur négative possible que peut prendre Vyou V5,

Si x,, est défini par rapport & n’importe quelle droite (donc si la donnée est équidistante
des deux droites), alors nous pouvons définir 7" avec n’importe laquelle des deux

équations présentées plus haut.

Nous voulons déterminer la valeur de a & partir de laquelle 1’image de chacune de nos

données sera a 'un des coins du carré. Pour ce faire, il faut déterminer la valeur de

a pour laquelle :

T =1, T =1, VieN
1+ et 1+ eb?%
1.9
1 1

) "aVleI = 07 L+ l_ay—‘zj:]’ = 0, \vd j e N
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Puisque que V7 est la plus petite valeur positive pour ¥ et ¥, et V™ est la plus petite

valeur négative possible pour V; et 7. Donc, le systeme 1.11 est vérifié si :

1

Et

Si nous travaillons avec MatLab,
Nous savons que
Vt>0=>aV">0
Donc pour que
1/ (1+ exp(-a V™) =1
1l faut que
-a (") <-10

=>q> (10/ V")

de plus
V<0 =>aV <0
Donc pour que
V/(1+exp(-aV ™) =0
il faut que

a (V) <710
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=>q >(-710/ V")
donc
a=max {(10/V"), (-710/V ")} 1.10
Cette valeur de a est suffisamment grande pour que 1’'image de chacune des données se
situe & I’'un des coins du carré.
Avec MAPLE et en procédant de la méme maniere, nous obtenons :

a=max {(21.5/7°"), (-4944763831/V ")} .11

En utilisant cette méthode pour fixer a, voici ’espace caché que nous obtenons (figure

AW
1 ] Y

0.5

1.15).

N <

0 0.5 1 S1

v

Figure 1.15 Séparation parfaite de données

Cette figure a des caractéristiques identiques a celles de la figure 1.10, en effet les deux
représentent un espace caché ot tous les points images sont concentrés dans les coins du
carré, et une seule droite permet de séparer toutes les données des deux classes.

Les équations 1.10 et 1.11 donnent la valeur minimum de a qui va permettre d’obtenir
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un réseau qui sépare parfaitement les deux classes. Toutes les valeurs supérieures a ce
minimum sont aussi valides.

Note :

Si une donnée appartient a la droite d; (dans la partie de cette droite qui ne forme pas la
frontiére que nous étudions), alors quelque soit la valeur de ¢, Vimage de cette donnée
va étre sur le segment de droite d’. De méme si une donnée appartient a la demi-droite
d, alors son image va étre sur le segment d’;. Mais avec le raisonnement que nous
venons de faire il nous sera toujours possible de trouver une droite qui va faire une

parfaite séparation de deux classes.

Notons que I’étude que nous venons de faire est basée sur des approximations dues a
I'utilisation de Dordinateur, cette étude ne peut pas étre utilisée pour une étude
théorique. Nous venons donc de faire une étude pratique qui a permis de montrer qu’il
existe une valeur finie du paramétre g a partir de laquelle il y a une séparation parfaite
des classes C; et C,. Cependant placer tous les points images dans les coins du carré est
une condition trop restrictive ; en effet nous allons voir comment nous pouvons changer
cette condition en une autre moins stricte. Ceci nous permettra d’obtenir un résultat
théorique plus intéressant. Dans la section suivante, nous allons donc nous concentrer

sur Paspect théorique de la séparation faite par ds.
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1.7 Théoreme 1

Soit un réseau de neurones dont Parchitecture est donnée par la figure 1.11 ufilisant
une sigmoide comme fonction d’activation. Soit des données dont les coordonnées
sont connues, et provenant de deux classes séparables par une frontiére bilinéaire.
Alors il existe une valeur pour le paramétre a, de la sigmoide, a partir de laquelle le

réseau sera capable de parfaitement isoler les deux classes.

Preuve :

Nous savons que les demi-droites séparent le plan xy en quatre parties que voici :

%

Figure 1.16 Deux demi-plans positifs et deux autres négatifs

Chacune des deux droites engendre un demi-plan positif et un autre négatif.
Soit,

e P'Dintersection des deux demi-plans positifs (Figure 1.16)
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e P [Dintersection des deux demi-plans négatifs
s P" [Pintersection du demi-plan positif de d; avec le demi-plan négatif défini
par d

e P lintersection du demi-plan négatif de d avec le demi-plan positif défini

par d,

Cila classe qui appartient & P*

Nous fixons une certaine valeur positive pour g, avec cette valeur nous plagons dans le
plan S15; les points images de toutes les données. De ces points images, nous devons en
choisir deux (P et P,), appartenant a la classe (3, qui forment une droite ds, tel que tous
les points de la classe C; sont du méme co6té de cette droite (Figure 1.17). De plus le
point (0, 0) doit étre dans le demi-plan négatif de cette droite a pente négative. Par
exemple, dans la figure 1.17 ce sont les deux croix encerclées qui définissent P; et P, en

effet, toutes les données appartenant & C; (&) sont d’un méme co6té de cette droite.

A4
S,
0.5, 1)
1 o
% % \\
o
0.5 N, k1,05
% x( )
® b4
% xP 2
0 05 1 S

Figure 1.17 Espace caché et recherche du a minimum
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Si nous augmentons graduellement la valeur de ¢ alors :
e Lespoints images des données contenues dans le plan P se dirigent vers le
point (0, 0)
e Les points images des données contenues dans le plan P* se dirigent vers le
point (1, 0)
e Les points images des données contenues dans le plan P~ se dirigent vers le
point (0, 1)
s Lespointsimages des d onnées contenues dans le plan P se dirigent vers le

point (1,1)

Ornous savons, a 'aidedulemme 1, qu’ala limite sia est égale 4 'infini alors les
points images vont se trouver dans les coins, et la droite d3 va étre capable de séparer les
deux classes. Nous pouvons dire maintenant qu’il existe une valeur de a dans 'intervalle
10,o0] qui permet de parfaitement séparer les deux classes.

Nous venons de montrer qu’il existe une valeur de a a partir de laquelle nous pouvons
réaliser la classification désirée. Afin de trouver cette valeur, qui est la valeur minimum,
nous devons fixer une valeur pour a, tracer les points images et tracer la droite d; suivant
la méthode expliquée.

Si avec cette valeur de a la séparation est bonne alors il faut répéter avec une valeur plus
petite pour a et retracer la droite 5 et vérifier la validité de la séparation. La valeur
minimum recherchée est la plus petite possible qui va bien séparer les données.

. Si avec cette valeur de « la séparation est mauvaise alors 1l faut répéter avec une valeur
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plus grande pour a et retracer la droite d3 et vérifier la validité de 1a séparation. La valeur
minimum recherchée est la plus petite possible qui va bien séparer les données.
Une fois la valeur minimum de a obtenue, nous utilisons 1’équation de la droite formée
par les deux points P; et P, afin de fixer les paramétres du neurone de sortie.
Voici un exemple dans lequel nous fixons les paramétres du neurone de sortie a partir
des points Py et P,.
Si I’équation de la droite formée par P; et P;est :
2514385, +1=0
Alors par analogie avec I’équation
W3S+ w S+ b3=0
Nous devons fixer :
w1 =2 wi, =3ethy=1.
L’exemple qui suit va nous permettre de bien comprendre la méthode que nous venons

d’exposer.

Exemple 1.1

Voici un exemple dans lequel nous cherchons la valeur minimum de a et les valeurs des
parametres du neurone de sortie correspondantes.
Les équations des deux droites formant la frontiére sont :

y=-2/5x+42

y=3/5x-32

Voici les coordonnées des données 4 séparer
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(5, 2.5), (6, 1.81), (7, 0.5), (5, 2.1), (7.2, 1.25), (7.5, 1.5), (8, 1.3), (7.4, 1.2), (9, 3.5),
(9, 4), (10, 2) et (9, 2).

Voici ’espace des entrées (figure 1.18).

Figure 1.18  Différentes données dans I’espace des entrées

Figure 1.19 Espace caché poura =1
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L’espace caché pour a = 1 est représenté ci-dessus, figure 1.19. Les deux croix entourées
d’un triangle représentent les deux points P; et P, qui vont permettre de tracer la droite
de séparation (d;). Apres avoir tracé ds, nous remarquons que la séparation des deux

classes n’est pas parfaite : deux données représentées par des cercles sont mal classées,

elles sont dans le mauvais demi-plan relativement a la droite.

Nous avons graduellement augmenté la valeur de ¢ jusqu' a 3.3.

Figure 1.20 Espace caché pour ¢ = 3.3

Dans la figure 1.20, nous voyons que la droite sépare parfaitement les deux classes.
Sachant que pour ¢ =3 .2 la séparation n’est p as p arfaite, nous p ouvons affirmer que

a = 3.3 est la valeur minimum pour laquelle le réseau proposé est capable de faire une
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séparation parfaite des deux classes. Bien sfir, il est possible de trouver une valeur plus
précise avec plus de chiffres significatifs. Les coordonnées des deux points formant ds
sont : (0.9902, 0.3497) et (0.4182, 0.9995). Plus loin dans de ce rapport nous

reviendrons sur cet exemple.

Nous avons montré, qu’avec un réseau 2 trois couches, si nous avons nos données et la
frontiére bilinéaire, il est possible de trouver une valeur pour a qui va permettre de
parfaitement séparer les deux classes. Cependant, séparer deux classes n’est pas la méme
chose que de reproduire une frontiere bilinéaire. Dans le cas ou notre but serait de
reconstruire la frontiére bilinéaire, il faudrait que « tende vers ’infini, or comme nous

I’avons déja mentionné, cette valeur ne peut pas &tre utilisé en pratique.

Dans ce premier chapitre, nous avons montré comment, en faisant varier la valeur du
parameétre de la sigmoide, il est possible d’obtenir une parfaite séparation de deux
classes séparables par une frontiere bilinéaire. Dans le chapitre suivant, nous allons nous

concentrés sur la capacité du réseau a approximer une frontiére bilinéaire.
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CHAPITRE 2 EQUATION EXPLICITE

Dans ce chapitre, nous allons obtenir une fonction qui représente la frontiére engendrée
par le réseau. Cette fonction explicite de la forme y = f{x) permettra d’analyser I’effet de

chaque parametre du réseau (poids, biais...) sur la frontiere qu’il géneére.

2.1 Equation explicite de la frontiére

2.1.1 Lemme 2

Soit un réseau dont architecture est donnée par la figure 1.11 et dont la fonction
d’activation est la sigmoide. Nous pouvons obtenir une équation explicite de la
[frontiére engendrée par le réseau s’il y a deux neurones dans la couche cachée, et que
les deux poids issus de ’'une des entrées sont unitaires.
Preuve :
Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment, a partir des équations de deux
droites, obtenir les équations des sorties linéaires du réseau montré dans la figure 1.11
(Equation 1.4).

Vi=wiux+y+b

Vi=wax+y + b

La restriction dans le lemme 2 (les deux poids issus de I'une des entrées sont unitaires)
se traduit par le fait que nous n’avons pas de poids associés a y. Ceci est dii au fait que

nous avons utilisé des droites de la forme
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y=ax+b
et non pas de la forme

ax+by+c=0

Remarque :

Nous venons de voir que notre étude va se faire sur un réseau ayant un poids fixe sur
chacun de ses deux neurones cachés. Cette restriction semble affecter I’étude du réseau.
Cependant, il a été démontré (Labib et Assadi, 2004) qu’il est possible de fixer un des
poids de chacun des neurones cachés d’un MLP sans affecter la performance générale du
réseau. Donc, le fait que les poids issus de I'une des entrées sont unitaires n’affecte pas

I’étude que nous faisons.

Nous pouvons écrire,

S, = " e[—a(}unz\’-FJ“Fb])]
S, = 1+ e[_a(»lvz,ﬁwbz)]
De plus,
Vs= w381 + winSh + b3
= Vy=wy, Calm sy T Va2 —ai o T -
1+ el bl 4 bttt
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Soit
A=wyx+H

B=wyx+ b

Sur la frontiére du réseau, la sortie V3 est nulle (V3 = 0), I'équation 2.1 devient :

1
kel 14 eaU+) HE 1+ e 2B) t6 =0
En fixant
C = el o]
D = bl
1 1
= W, ———— 4+ W,, ———+ b, =0
TR ce ™ P rype
wo A\l +De™™ J+w, |1+ Ce™™
- 31( ) 32( )+b320

(1+Ce™)(1+ De™™)

=> Wy, + Wy, De™™ +wy, +w,Ce™™ +b,[1+Ce™™ [[1+De”™ | =0 2.2

Effectuons les substitutions suivantes :
Y=
T1=5bCD doncT1#0car (C, D, b3)#0
Ts=w31D + b3D wapt w3 C + b3C 2.3

T3= b3+ ws + w3
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L’équation 2.2 devient :
T (X0 + T (X" + T3=0
Avec une derniére substitution,
Y=
Nous obtenons:
T Y+ TV +T3=0 2.4

C’est une équation du second degré (T # 0) que nous pouvons résoudre.

Les deux solutions de cette équation sont :

. ~T, &[T - 4Ty T,

27,
Donc
() B ALT X:i/—f’m/f’f—ﬂa 7,
2T, 2T
Gu

A T, X:\/—Tz—\/Tf—mn

27 27
De plus, nous avons :
X=e7 avec X>0

Donc
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27,

1

= Infe™)=1In G\/—Tz + 17 —ar1,

N Y LY T2 = AT, T,
27,

En substituant les variables 73, T et 75 par leurs valeurs en fonction de C et D nous

obtenons I’équation suivante :

y=—In a\/‘(Wle+baD+W32C+b3C)i\/(w31D+b3D+w32C+b3C)Z —4b,CD(b, +wy, +W31)]
2b,CD

ou

- l(W31 v o301y (g s 173)€['M]J+
2bgel- e lpl-aB ] }

y=— —In =
“ \/KW31 + b3)€['ﬂB Yy (wy + 173)6’[*“/1 ]]2 - 4b3€["aA]€[“aB ]((b3 +wy 4+ wip )
20y T LT ]

Finalement, voici y en fonction des parametres du réseau :

- [(W31 + b})e['a(wnmbz 0y (Wn +b, ) BRI )]] N
2bse[“a(wl B )]e['a(WuerBz P T

1
y=—=I -
a J[(W:n + b3 )e[‘“(wztx+bz )J + (W32 + b3 )e[“”(wx W )] ]2 _ 4b36['a(wnx+bl )]el‘a(wzx*'*bz)]((bs + W32 + w}] )) 2.5

2b3 e[-—a(w”x-i-b\)] e[‘“(""zx*”bz)}

Signe de la racine carrée

Dans I’équation 2.5, il existe deux possibilités pour le signe de la racine carrée. Chacune

représente une des deux solutions de I’équation du second degré (Equation 2.4). Faisons
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une analyse afin de savoir quel est le signe que nous devons employer. Le terme a
Pintérieur du logarithme doit étre positif pour que 1’équation soit réelle. Or, dans le
premier chapitre, nous avons ajouté un troisiéme neurone pour tracer la droite d3 (Figure
1.12), cette droite doit &tre de pente négative, et le point (1, 1) devrait se retrouver dans
son demi-plan positif. Ces deux constatations peuvent se traduire par les inégalités
mathématiques suivantes :

e wyx+wyy+tbi>0pourx=1lety=1

:>W31+W32+b3 >O:>T3>O

o byi<0=>-4b€ [~a(wiix+t )}e [-a(waix+b3)] >0
= 471 >0

=>.4717T5>0

e [(W31+ b3) e [~a(wax+82)] +(W32+ b3) e [-a(wix+8;)] ]2 >0

Nous savons que
2
T, 27,
Or nous venons de montrer que :

4T 73>0

Donc

1/Tz2 ~4T.T, > T,

=> [T} - 4T, T, - T, > 0
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De plus
T et -47T,T, >0
Donc
NSEEY A RN
Par suite
—\JI2 -4TT, - T, <0
De plus
by <0=>2T,<0
Donc
ST, + AT} — 4T, T
2 2 173 < O
2T,
Et

_Tz_\/Tz2 ~‘4TlT3 >0

2,

Donc, pour obtenir une valeur réelle pour y, nous devons utiliser la forme suivante de

I’équation :

y=-—1In

=T, - VT, - 4T\T,
27,
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En fonction des paramétres 1nitiaux nous obtenons :

~{(ws +b3)e[‘a(wz b)) | (w5p+ bj)e[”a(wl ety
2b3e[—a (w] x+B; )]e[—a (wz x+5; )]

y=—1
a \/ (s, +b3)e[”a(wz pbo)l (wyy+by )e[—a(w, web P ~4by dralmperiy)] falw by )]((b3 +wy+ws )
2by Aralmpby)] [-abwypedy )]

2.6

Cette équation 2.6 représente 1’équation explicite de la forme y = f{x), elle permet de

tracer la courbe générée par le réseau.

En guise d’exemple, nous allons utiliser MAPLE afin de tracer cette fonction.
L’étude que nous faisons se fait dans un intervalle fini et non pas sur la totalité du plan.

Ainsi nous devons définir un espace de variation des données.

Exemple 2.1:
wy=-3/5, by=3.2
wy =2/5, by=-4.2
wy=1l, win=1b3=-14,a=2
L’espace de variation est le suivant :

xe [8.5,13.5] ety € [0, 2.7]
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85

x
3 10 11 2 13 7%

Figure 2.1 Courbe générée par le réseau

Dans la figure 2.1, nous voyons la frontiére bilinéaire a reproduire, c’est celle qui est
formée par les deux demi-droites et la surface de variation est celle délimitée par le
rectangle. Les surfaces pleines représentent la surface d’erreur qui est proportionnelle au
pourcentage d’erreur. Nous verrons plus loin en détail ce que représente le pourcentage

d’erreur.

Dans cet exemple, quand nous nous €loignons de la discontinuité, point d’intersection
des deux demi-droites, la courbe semble bien suivre la fronticre.

Notons que dans ’exemple illustré il y a deux points d’intersection entre la courbe et les
droites, ceci n’est pas toujours le cas. Justement, nous allons maintenant trouver des
équations analytiques qui nous permettront de savoir s’il existe aucun, un ou deux points
d’intersection. Nous allons aussi trouver des équations qui permettent de trouver les

coordonnées des intersections si elles existent. La surface d’erreur dans la figure 2.1
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varie en fonction des intersections, nous avons donc besoin de leurs cordonnées afin de
pouvoir exprimer cette surface. Voici une des raisons qui nous motivent a chercher ces

équations.

2.1.2 Intersection entre les droites et la surface de séparation

Trouvons, s’il existe, un point d’intersection entre la droite d; et la surface de
séparation :
Sur la droite &4
wyx+y+b,=0
=>exp [-a (wyx +y + b)]=exp(0) = 1
Donc, pour les points qui appartiennent 2 la droite d), I’équation 2.1 se simplifie et

devient:

1 1
Vy=wy Ta1 o | gFatmrt)] + b 2.7

Nous cherchons un point qui appartient aussi a la frontiére tracée par le réseau, donc un
point ou V3= 0.

Nous pouvons donc réécrire I’équation 2.7 de cette fagon:

1
O = W3] 5 1+ e["a(”’zx"*)’*bz)

Tt b,
0= Wy, {1 + e[~a(w2,x+y+bz)]}+ 2W32 4 2b3 {1 +e[~a(w21x+y+bz)]}

= {w3] +2w,, + 2b3}+ e{“”(w“““”)][w}, + 2b3]: 0
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En utilisant I’équation ci-dessus et I’équation de la droite, nous obtenons le systéme

suivant :

w,x+y+b =0

2.8
fwy, + 2wy, -+ 2, el L iy, 4 0p 120
Nous avons donc un systéme a deux équations et deux inconnues (x et y).
La solution de ce systéme existe, donc d; et la courbe ont un point d’intersection, si :
[_ Wy, + 2wy, +2b3J -0

Wy, + 2b, 5o

W31 # 253
Le vecteur solution est donnée par :

v b -b, 1 Y + 2w, +2b,
Woa —Wn a(wzl "Wn) wy, +2b, 2.10

VY =-wnXx - bl

De la méme fagon, pour trouver le point d’intersection entre la courbe et la droite &,

nous devons résoudre le systeme 2.9 suivant:

Wy Xx+y+b, =0

{w,, +2w,, +2b, } b y+b‘)][w32 +2b3] =0
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La solution de ce systéme existe si :

[_ Wy, + 2wy, +2273J -0

Wy, +2b, 512
W32 ;f 263
Le vecteur solution est donné par :
Db 1 h{— Wy, + 2wy, + 2b; j
Wi — Wy a(wn "Wzl) Wy, +2b, 213

Y= -wox — b2

Exemple 2.2:

Supposons deux droites d’équations :

-(3/5)x+y+32=0

2/5)x+y-42=0
Avec ces deux équations, nous fixons les paramétres de la premiére couche du réseau de
la fagon suivante :

win=-3/5,b;=3.2

wn=2/5,b,=-4.2

La valeur du paramétre a de la sigmoide est 2.

Etudions différents cas possibles pour le neurone de sortie.



1 cas ¢
W31 = 1;W32: 1; b3:-1.6.

Voici la frontiére dans I’espace caché (figure 2.2):

\\
™,
14 O
\ ds
1.2] .
“
™,
1
08
06 e
e BN
L
0.4 \
RN
o
021 S,
& \‘\
ad’ A
0 02 04 06 08 1 12 14 1B

Figure 2.2 Droite d; sans intersection avec d’; et d’;

Note :
e La droite d5 ne coupe aucun des deux segments d’; et d’».

Voici la frontiére générée par le réseau (figure 2.3).

& % % a 10 )

Figure 2.3  Exemple de frontiére sans intersection



Graphiquement, nous constatons ici qu’il n’y a pas de points d’intersection.

Utilisons les inégalités 2.9 et 2.12 pour valider nos résultats.

Wy + 2wy, +2b, :(_1+2—32j:(~—02)<0
Wy, + 25, 1-32 ~22

De méme

Wy, + 2wy, +2b, :(~—02)<0
wy, + 25, -2.2
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Nous voyons donc que les deux inégalitdés ne sont pas vérifices et les résultats

analytiques confirment le fait que la courbe ne coupe ni la droite ¢ ni la droite d,.

25" cas :

Wi — 1; W3z = 1; b3 =-14.
Voici la frontiere dans ’espace caché (figure 2.4):

1.4+

2] N\ ds

AN

1 <

0e] \

08y o’ ~

D.44

0.2+ d,l &‘\

g 02 04 0B 08 12 14

Figure 2.4 Droite d3 avec deux intersections
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Note ¢

e La droite d5 coupe les deux segments 4’y et d’;.

Voici la courbe obtenue avec MAPLE

34
1y

2,5‘@\{1’1

24 &‘Wm‘" .

", :"‘*

4 5

44
0.5

X
& & & oot Q iz}

Figure 2.5  Exemple de frontiére avec deux intersections

Cette figure 2.5 permet de voir deux points d’intersection.
Nous allons faire ’analyse analytique pour la droite d5.
A T'aide de P'inégalité 2.12 nous vérifions qu’il existe une intersection entre d, et la

courbe, en effet :

Wy + 2wy, +2b, _(_1+2—2.8)“(_ 0.2 ) -0
Wi, + 20, 1-2.8 ~1.8
De plus

W # b3
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Les coordonnées du point d’intersection sont données par le systeme 2.13.

b1 )h{_wn+2wu+2@}

Wy — Wy, a(wn — Wy Wi, + 2b3
~42-3. :
_-42-32 1 02
3.2 3 2\ 18
5 5 5 5
=6.301

Bt
y=6301(3/5)-3.2
y=1.679
Voici donc les coordonnées du point d’intersection : (6.301, 1.679). A Paide de la figure
2.5, nous remarquons que le point d’intersection entre la courbe et la droite &, (pente

négative) se situe effectivement dans les environs des coordonnées suivantes (6.301,

1.679).

De la méme fagon, nous pouvons prouver I’existence du point d’intersection entre la

courbe et la droite d et calculer ses coordonnées.

Sachant que les images des deux droites d; et d, sont les deux segments d’y et d’; et a
I’aide des résultats que nous venons d’exposer, nous sommes capable de faire les

constatations suivantes.

Remarques

. Siladroitedsa:
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e Un point d’intersection avec chacun des deux segments (d’) et 4°3), alors la
courbe a un point d’intersection avec chacune des deux droites (d; et da).

o Un point d’intersection avec le segment 4’y ou d’,, alors la courbe aura un point
d’intersection avec la droite d) ou respectivement d.

De plus,

e Si la droite d3 n’a aucun point d’intersection avec les deux segments, alors la
courbe n’aura pas de points d’intersection avec les droites d, et d,.

e [l existe au maximum un point d’intersection entre la frontiere générée par le
réseau et chacune des deux demi-droites. En effet, le segment ds ne peut couper

qu’une seule fois chacun des deux segments &’ et .

Dans les trois exemples qui suivent, obtenues a aide de 1’équation 2.6 et de MAPLE,
les demi-droites formant la frontiére bilinéaire sont les mémes, et leurs équations sont :
2TNyx+y+13=0
B/Tyx+y-74=0
Les poids et les biais des neurones cachés sont donc :
wp =-2/7; 6= 1.3
wy =3/7;, b,=-7.4
Notons que nous travaillons sur les parametres du neurone de sortie et que nous fixons la
valeur des paramétres des neurones cachés aux valeurs obtenues par les pentes des demi-

droites formant 1a frontiére bilinéaire.



Exemple 2.3:

W31~ 1; W3 = 1; b3:—1.55; a=1
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Exemple 2.4:
\'\
4 \\
14 "~
\»\
AN d3
1.2 .
~
™~
\\
| b Bttt [t -
H N
H ~
1 ~
0.8 ! AN
i ~
H N
0.5 ! N
S R —— I
i i .
.4 ! A
i N
: ~
! N
[ ! AN
i ~
: S
T 13 L T L ¥ T >
] B2 @4 b6 08 1 12 14

Figure 2.7

Frontiére sans points d’intersection et a = 1

10

2

" % 13

Frontiére sans points d’intersection et a = 5



Exemple 2.5:

1.6

1.4

1.2

8.81

8.6

6.4

0.27
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wiyn=12;wnp=1;b3=-1.6;a=1

02 B84

-
]
=]
]

Figure 2.8

Frontiére avec un seul point d’intersection

A I’aide des ces trois exemples, nous voyons que la forme de ds affecte directement celle

de la courbe. Notons qu’entre I'exemple 2.3 et 2.4, seule la valeur du parametre de la

sigmoide varie, g augmente de 1 a 5. La comparaison des deux figures (2.6, 2.7) permet

de constater que plus la valeur de a augmente plus la frontiére semble se rapprocher de

la séparation désirée. C’est un résultat prévisible étant donné les remarques du premier

chapitre.

Exemple 2.6:

Dans 'exemple 1.1 du chapitre précédent, nous avons trouvé que la valeur 3.3 est la

valeur minimum de a qui sépare les données suivantes :

(5, 2.5), (6, 1.81), (7, 0.5), (5, 2.1), (7.2, 1.25), (7.5, 1.5), (8, 1.3), (7.4, 1.2), (9, 3.5),
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(9,4), (10,2)et (9,2).
Nous voulons tracer ces différentes données et a I'aide de I’équation 2.6 tracer la
frontiere afin de savoir si nous allons obtenir une bonne séparation.
Les équations des deux demi-droites formant la frontiere sont :

y=-2/5x+42

y=3/5x -32
Les coordonnées des points définissant ds sont : (0.9902, 0.3497) et (0.4182, 0.9995).
A T’aide de ces coordonnées nous pouvons déduire que :
Lapente de d3 est-1.1517.
La droite ds coupe I’axe des ordonnées en y = 1.4812.
Nous pouvons donc trouver les valeurs de wy1, waz et b3 que voici :

wa = 1.5117, wyy =1, et b3 =-1.4812

Voici la frontiére obtenue ainsi que les différentes données :

N\

[ G I
RN

Figure 2.9  Séparation des données avec le @ minimum
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La figure 2.9 nous permet de voir que la courbe obtenue permet de séparer les deux
classes. Tous les points de C; (cercles) sont au dessus de la courbe (V3> 0) tandis que le
reste des points, ceux de C,, sont soit sur la courbe soit en dessous (V3 < 0). La valeur a

¢gale a 3.3 obtenue est donc suffisante pour obtenir la séparation désirée.

2.1.3 Frontié¢re du réseau et asymptotes

Dans cette partie, nous voulons savoir s’il existe des valeurs pour wsy, wa, et b3 qui vont
3
permettre d’obtenir une frontieére qui suit asymptotiquement les deux demi-droites.

Nous allons commencer par une étude dans I’espace caché.

Puisque nous voulons que la courbe suive asymptotiquement les deux droites, il faut que
ds se rapproche des segments d’; et d’; sans les couper. L’espace caché qui semble le

mieux répondre & ces exigences est le suivant :

AN

1.2 @3

0.84 \
| AN

0.6 AN
0.41 d>

.29

\
d’

02 04 us 0B 1 12 14

Figure 2.10  Asymptotes et espace caché
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Pour obtenir cette espace caché nous devons avoir :

wiyr=wp=letb;=-1.5
Nous remarquons dans la figure 2.10 que nous sommes a la limite d’avoir un point
d’intersection entre d; et chacun des deux segments d’; et d’,. Les systémes 2.9 et 2.12
permettent de vérifier que pour ces valeurs il n’y a de points d’intersection ni entre d; et

la courbe ni entre d; et la courbe, en effet :

Wy + 2wy, +2bs ) (—1+2_3)=0
Wy, + 25, 1-3

et

_ Wy + 2wy, +2bs | (_1+2——3j:0
w,, +2b, 1-3

Nous voulons maintenant démontrer que ces valeurs permettent a la courbe de se

rapprocher asymptotiquement des demi-droites.

1* Cas :

Supposons que les deux droites ont des pentes de signes opposés, nommons ¢, celle a
pente positive.

Voici I’équation 2.1 :

1 1
7 et + W0 T Falwmert]

V, =w,, +b,

Soit un point (x1, y1) qui se situe trés loin du point d’intersection des deux demi-
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droites, mais sur la droite d; .
Voici les équations applicables aux coordonnées de ce point :
wnxp+weyi+bi=0
et
war x1 +wayy +h >0
ou
war X1 + wnyithy <0
Etant donné que la droite d; est celle a pente positive, et afin de se situer dans le demi-
plan de d;, qui nous intéresse (Figure 1.6), nous étudions le cas ou :
war X1+ wayr thy >0
Si nous travaillons pour des valeurs limites, donc si :
Wy X, + Wy, ¥, +b, — +00

Alors, pour le point (x, y;) d’intérét, 1’équation 2.1 se réécrit de la forme suivante :

v, = wy ! +w !

+5
1+1 21+0 °

Si W31 = Wiy = let b3 = —1.5, alors

V3~>1~—1~+1——1~———3—
I+1 1+0 2
donc
V,—0

Nous venons de monirer que V3 tend vers 0 pour un point (x;, 1) sur la droite ; et loin
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du point d’intersection des demi-droites. Donc, pour ces valeurs des paramétres de
sortie, la frontiére générée par le réseau suit et se rapproche de dj. Cependant, nous
avons montré qu’il n’y a pas d’intersection entre cette droite et la courbe, nous pouvons
donc déduire que loin du point d’intersection de d) avec ¢ la courbe se rapproche
asymptotiquement de d;. De la méme maniére, nous pouvons démontrer que pour ces
mémes valeurs, la courbe suit asymptotiquement la demi-droite ds.

28 Cay

Supposons que les deux droites ont des pentes de méme signe (Figure 2.11).

Dans ce cas et sachant que nous travaillons dans la partie P" du plan, nous pouvons
montrer que la courbe suivra asymptotiquement les deux demi-droites en utilisant le

méme raisonnement que dans le premier cas.

Figure 2.11  Droites de pentes de méme signe

2.2 Généralisation du résultat

Nous avons obtenu une équation explicite de la forme y = f{x) pour le réseau, & deux
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neurones cachés. Cette équation nous a permis de tracer la frontiere générée par le
réseau et d’obtenir des informations concernant I’effet des différents paramétres sur cette
frontiere. Etant donné I"utilité de cette équation, nous voulons essayer de la généraliser.
Nous voulons donc savoir si nous pouvons trouver une équation explicite méme en

rajoutant un troisiéme neurone dans la couche cachée. Le réseau obtenu est alors (figure

212):

() S

bs
W4t
(D{} Sz Wy = Vs (‘p(') A
>
W
o 32 ¥
Figure 2.12 Réseau a trois neurones cachés

2.2.1 Lemme 3

Soit un réseau dont Uarchitecture est donnée par la figure 2.12 et dont la fonction
d’activation est la sigmoide. Nous pouvons trouver une équation explicite de la

frontiére engendrée par le réseau sachant que les poids issus de une des entrées sont

unitaires.
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Preuve :
De la méme fagon gue nous avons procédé pour le lemme 2, nous pouvons donner les
€quations des neurones cachés :

Vi=wpx+ wigy + b

Vo= wyx + Wy + by

V3= wyx+wiy + bs

Et
S1= (M)
S2= (V)
S3=@(V3)

Comme nous I’avons fait dans le premier chapitre pour obtenir les équations des demi-
droites, nous allons poser :

Wiy =wpn= wi=1
Notons que cette restriction (les poids issus de I'une des entrées sont unitaires) est

identique a celle que nous avons dans le lemme 2.

Posons que

wir = Wi wo = Way, wa = W3

by = By; by = By; b3= B3

Nous pouvons écrire
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Vi=Wix+y+ B

Vh=Wx+y +B

Vi=Wsx+y + B;
Pour le neurone de la couche de sortie,

Vs=waSi + waaSo + wazSs+ bs

Vs =Way +e[_a(i/1 ) +e[-a<»izx+y+32>1 Va3 +e[—aoix+y+33>1 +b, 214
Soit
A =Wix+ B
B’=Wx+ B,
C’= Wsx + B3
Donc I’équation 2.14 devient:
1 1 1

W) P e Ty TWs T ey T
41 1+e—a(A +y) 1+e a(B"+y) l+e a{C"+y) s

En posant,
D”: e[—'aA”]
E”: e[—aB”]
Fn:e[—aC”]

W — +W,, — 4+ Wy, —+b, =0 =
aDe® +Ee™® 1+F"e™

wull+ Ee 1+ Fle [+ w1+ D"e |1+ F'e ]+ w,[1+ D'e ][I+ E"e™]
[+D eI+ E e =1+ F'e™]

+b, =0

w1+ E"e @1+ F'e™ ]+ w,[1+D"e P [1+ F'e™ [+ w1 +D"e Y1+ E"e ® ]+
be[l+ F"e @ [1+ D" [+ E"e™]=0
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Aprés développement, nous obtenons :

Wy W e +w E'e™ +w B F'e™ +wy, +w,D'e™ +w,F'e™
+ W, D' F e +w, +wuD'e ™ +woE e ™ +w D'E" e + by + b Fe™
+hE'e™ +bD'e™ + b E'F' e + b B F''e® + by D' F' e
+bD'E' e 4 b DN e =0 215

- Soient,
T =waF” +wa B +wpD” +wonF7 +wiaD twiE + b7 + bE + bD
157 =wnFVE” +wDVF +wis DV E”
137 =bsD’E”’F”
T4 = waq + wap+ waz + by
Nous pouvons donc réécrire 1’équation 2.15 sous la forme suivante :
T4”+ T3” e-3ay+ Tz” C—ZW + Tl” e-ay ={
Si
X=¢”
=T+ X+ T X+ 17X =0
Soit Z=X"
=T+ T 2+ 1 2+ 1 Z=0
L’équation ci-dessus est du troisieme degré ( 73 # 0). Elle admet donc trois solutions Z;,
Z, et Z3, qui ne sont pas nécessairement toute réelles.

En faisant des substitutions inverses, nous obtenons :
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y, = -IngjzZ, = —Lln(Z,)
a

-Ing/Z, = ~~1~ln(Zz)
a
i

y, = -—In4/Z, = ozln(Z3)

i

Yo

Il y alors trois possibilités pour I’équation explicite y = f{x). Parmi ces possibilités, il faut
trouver celle (ou celles) qui permettra d’obtenir une équation explicite qui soit valide et
réelle. Cette équation représentera la frontidre générée par le réseau.

Nous venons de montrer que méme en ajoutant un troisiéme neurone dans la c ouche
cachée nous sommes capables de trouver une ¢équation explicite pour la frontiere du
réseau. Cette équation explicite découle de la résolution d’une équation du troisieme

degre.

Nous venons de montrer qu’il est possible de trouver une fonction explicite de la
frontiére que va engendrée le réseau méme si nous ajoutons un troisiéme neurone dans

sa couche cachée.

2.2.2 Théoréme 3

Soit un réseau dont Darchitecture est donnée par la figure 2.12 et dont la fonction
d’activation est la sigmoide. Si les poids issus de ’une des entrées sont unitaires, nous
pouvons trouver une équation explicite de la frontiére engendrée par le réseau tant

que le nombre de neurones cachés est strictement inférieur a 3.
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Preuve :

Si nous avons quatre neurones cachés dans le réseaun de la figure 2.12, alors en utilisant
la méme démarche que celle du lemme précédent, nous allons aboutir 3 une équation du
quatriéme degré. Sachant qu’il est possible de résoudre une équation du quatricme degré
de fagon analytique (théoréme de Galois-Abel), nous pouvons alors trouver 1’équation
explicite recherchée. Finalement, si nous ajoutons encore un cinqui€éme nNeurone, nous
obtiendrons une équation du cinquiéme degré. Le fait que nous ne pouvons pas, en
général, trouver les solutions d’une équation du cinquieme degré implique que nous ne

pouvons pas toujours trouver une équation de la frontiére générée par ce réseau.

2.3 Justification du choix du repére

Nous avons obtenu une fonction explicite qui représente la frontiere formée par le
réseau. Cependant, et comme nous I’avons déja remarqué, pour que notre €ctude
analytique puisse ce faire, il est indispensable que la fronti¢re désirée représente une
fonction. En pratique, si nous avons une frontiere bilinéaire & approximer il est possible

gw’elle ne représente pas une fonction, voici deux exemples (figure 2.153 et 2.14) :
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Figure 2.14  Frontiére qui n’est pas une fonction : droites de pentes de méme signe

Il est important de remarquer que pour faire ’étude théorique de la frontitre, cette
derniére doit former une fonction. Supposons que nous cherchons & approximer la
frontiére de la figure 2.14. Cette frontiére n’étant pas une fonction, nous devons d’abord
faire le changement de repére afin de satisfaire a cette exigence. Une fois ce changement

effectué nous pourrons utiliser I’équation 2.6 et les différents résultats qui en découlent.
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De plus, comme nous le verrons dans le prochain chapitre, il nous sera possible
d’optimiser les parametres du réseau et d’obtenir la plus petite valeur théorique de
Perreur, cette valeur pourra nous servir, par exemple, de référence. En pratique, lors de
I’apprentissage du réseau, nous n’avons pas besoin que la frontiére bilinéaire soit une
fonction vu que I’apprentissage du réseau ne dépend pas de cette condition. Cependant,
une fois P'apprentissage terminé nous pourrons alors calculer Perreur pratique obtenue
par ce réseau et comparer cette derniére & la valeur théorique. Cette comparaison nous
permet, par exemple, d’évaluer les performances de I’algorithme d’apprentissage utilisé.
Afin de pouvoir procéder a notre etude théorique, nous devons étre capable de faire les
transformations nécessaires a notre repere pour qu’il satisfasse notre condition (frontiere
formant une fonction). Nous allons commencer par présenter des formules qui
permettent de faire un changement de repere, par la suite, nous expliciterons un moyen
qui va permettre de savoir dans quel cas il faut faire un changement de repére et

comment le faire afin de se ramener au cas désiré.

Formules de rotations d’axes :

Soit un repére xv d’origine 0; si nous faisons subir aux axes x et y une rotation autour de
Porigine 0 d’un angle ®, nous obtenons un nouveau repere x’y’. Nous pouvons obtenir
les coordonnées (x°, ') d’un point P dans le plan x’y’ a partir de ses coordonnées (x, y)
dans le repere initial. Les équations sont :

x = x"cos(®D) - y’sin(D)

y=x"sin(®) + y’cos(P)
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Et
x’= x cos(®) + y sin(P)

y’= -x sin(®) + y cos(D)

Formules de translation d’axes :

Si (x, ) sont les coordonnées d’un point P dans le plan xy et (x°, y’) les coordonnées de
P dans le plan x’y dont Dorigine se trouve en (h, k) alors nous pouvons écrire les
€quation suivantes :

x=x+h

y=y tk
Et

X' =x-h

y=y-k
A P’aide des formules que nous venons de présenter, nous pouvons trouver les équations

des droites dans un nouveau repere.

2.3.1 Changement de repére

Nous voulons trouver un critére mathématique qui va permettre de savoir s’il est
nécessaire de faire un changement de repere.
Soit un plan xy et une droite d’équation

y=aix + ¢
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Si a; > 0, donc si la pente est positive, alors le demi-plan positif (P") est a la « gauche »

de la droite (Figure 2.13).

Figure 2.15 Droite a pente positive et signe des demi-plans

Si a; <0, donc si la pente est négative alors le demi-plan positif est a la « droite » de la

droite (Figure 2.16).

Y, y 0 @)
"%O O O
¥ N° oo
X X%‘% O O
X X
s “x X x%%%/
x X S x,
>

Figure 2.16 Droite a pente négative et signe des demi-plans

Note :

e Siay =0, alors le demi-plan positif est « au dessus » de la droite.
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e Sia, = oo, alors le demi-plan positif est 4 la « droite » de la droite.

Les deux figures ci-dessous permettent de voir des séparations de deux classes dont

’une appartient a I’intersection des demi-plans positifs.

Figure 2.17  Union de deux demi-plans positifs

Aprés avoir analysé les figures 2.15. 2.16 et 2.17, nous pouvons affirmer que pour que
la séparation de nos deux classes forme une fonction, il faut que P'une des classes
appartienne a Dintersection des deux demi-plans positifs ou des deux demi-plans
négatifs tandis que I’autre classe doit appartenir au reste du plan. Si cette condition n’est
pas satisfaite, alors la frontiére bilinéaire & approximer n’est pas une fonction. Dans le
reste de notre étude, nous ne prendrons que le cas ol nous voulons isoler Iintersection
des demi-plans positifs du reste du plan. Cependant, si nous voulons isoler 'union des
deux demi-plans négatifs, il nous suffit d’une simple rotation afin de se retrouver dans

le cas étudié ci-dessous.
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Nous allons maintenant traduire nos résultats en équations mathématiques :
Soit nos deux droites d’équations :
y=-ax-c
Y=-ax -G
et deux points de coordonnées (Px;, P y;) et (P xz, P y2) appartenant respectivement aux

classes Cj et (.

Soient les systémes suivants :
( My =m PX1+P_)/]+C]
Mo=a; Px;+ Py + ¢

My=aq PX2+Py2+C1

My=a, Px;+ Py, + ¢

([ (M, M) >0
< ot 2.17
(M, M) <0
(M, M) <0

) et 2.18

(M3, Ms)> 0

Les deux systémes 2.17 et 2.18 permettent de s’assurer que 'une des deux classes

appartient & l’intersection des deux demi-plans positifs, tandis que [’autre classe
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appartient au reste du plan, donc que la frontiére bilinéaire forme une fonction dans le
plan.

Dans le cas ou les deux systémes ne sont pas satisfaits, alors des rotations et des
translations du repére seront nécessaires. Nous allons maintenant expliquer comment

faire ces différentes transformations.

D’abord si le point d’intersection des deux droites n’est pas confondu avec ’origine du
repére, nous faisons une translation qui nous permet de positionner 1’origine du nouveau

repére a I’intersection des deux droites (Figure 2.18).

v

Figure 2.18 Translation d’un repére

Une fois cette translation faite nous travaillons alors dans un nouveau repére x°y” dont
I'origine est confondue avec le point d’intersection des deux droites. Voici les différents

cas possibles dans lesquels nous pouvons nous retrouver :
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17 cas

Si les deux droites ont des pentes positives alors nous devons calculer la valeur de
’angle B entre la droite de plus grande pente et ’axe des ordonnées. Ensuite, calculer la
valeur de I’angle y formé€ par les deux droites, puis faire une rotation au repere d’un
angle o, telque a € B; B+v[

Apres cette rotation 'une des droites se situera dans le demi-plan x < 0, et autre sera

dans le demi-plan x > 0. Voici la figure 2.19 pour comprendre la démarche expliquée.

3

y A

v

Figure 2.19 Rotation avec deux droites a pentes positives
Zﬁmecas
Si les deux droites sont de pentes négatives (figure 2.20) alors nous faisons subir au

repére une rotation de —n/2. Ceci nous permettra de nous ramener au 1% cas ci-dessus.
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A

Figure 2.20 Rotation avec deux droites a pentes négatives
3R oag
Dans le cas ot nous avons deux droites de pente de signes opposés, il nous suffit de faire
une rotation de —7/2 si la classe a isoler appartient au demi-plan x’<0 (Figure 2.21), et
de m/2 si la classe a isoler appartient au demi-plan x> 0 (Figure 2.22). Une fois ces
rotations faites, nous nous retrouvons avec un repére x’y’ dans lequel les deux demi-

droites forment une fonction.

N
x” ’ |
g, M «\'-¥»~4«»m.~v _7{ /2
) C] o ‘M..MM.W W" M
;) i / x’i

Figure 2.21 Rotation de —n/2
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x”

Figure 2.22 Rotation de n/2
47 cag
Si nous avons deux droites dont les pentes sont de signes opposés (figure 2.23) et que
nous voulons séparer I’intersection des deux demi-plans négatifs, nous devons d’abord

faire une rotation de « ou ~7t.

5
ves

29
Vv

Figure 2.23  Séparation des deux demi-plans négatifs
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Ces différents cas couvrent les différentes possibilités. A I’aide des transformations que
nous avons énumérées, nous sommes capables de faire tous les changements de repére
nécessaires pour obtenir une séparation qui est une fonction, une fois ces changements
faits, nous pourrons alors utiliser I’équation 2.6 pour faire I’étude théonque de la

frontiére.
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CHAPITRE 3 OPTIMISATION DES PARAMETRES

Dans le chapitre précédent nous nous sommes attardés sur la recherche de I’équation 2.6.
Cette équation a permis d’obtenir plusieurs résultats intéressants comme les résultats
concernant les asymptotes et les équations des points d’intersection. A présent, nous
cherchons & obtenir le réseau optimal, c'est-a-dire celui qui, pour une valeur fixe de a,
reproduit avec le plus petit pourcentage d’errcur une fronti¢re bilin€aire. Définissons

d’abord ce pourcentage d’erreur.

Soit le plan xy, soit aussi d| et d» qui forment la frontiére bilinéaire désirée et soit fix) la
courbe obtenue par le réseau. L’espace de variation est donné par x € [a bl ety € [c d].
Le pourcentage d’erreur est défini par le rapport entre la surface mal classifiée (surface

pleine dans la figure 3.1) et la surface totale de variation (rectangle).

T ﬁ’ﬁé
s »@f

o,

a ' b

Figure 3.1 Surface d’erreur et espace de définition
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3.1 Pourcentage d’erreur dans I’espace caché

Nous cherchons maintenant a calculer le pourcentage d’erreur dans I’espace caché.
Il est facile de voir, par exemple, dans la figure 3.2 que la surface d’erreur est

représentée par le triangle hachuré.

S,

05 ds:Si+ ;- 1,5=0

v

S

0 0.5 1

Figure 3.2 Espace caché et surface d’erreur

Si nous calculons le pourcentage d’erreur en prenant le rapport de la surface d’erreur sur
la surface totale nous obtenons une valeur de 12.5% (1/8 du carré). Cependant, apres une
bréve réflexion nous nous rendons compte que dans cet espace nous ne pouvons pas
calculer Perreur de cette fagon. En effet, nous devons d’abord calculer la fonction de
densité des points dans S5, ; ensuite, nous devons chercher I’espace image de P’espace
de variation. Afin de clarifier ces deux notions nous allons les développer dans les
sections suivantes. Nous commencerons par I’étude de la fonction de densité, puis nous

suivrons par celle de I’espace image.
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3.1.1 Etude de la fonction de densité dans I’espace caché.

Soit un plan xy et R, une région de ce plan.
Nous pouvons dire que la densité des points, ou que la fonction de densité £ ,(x,y), est
uniforme dans la région R; du plan si la probabilité d’avoir une donnée dans n’importe

quel point de cette région est toujours égale, donc constante.

Nous avons écrit un programme MatLab qui nous permet de visualiser une région de
I’espace des entrées ainsi que son image dans ’espace caché. La densité est considérée

uniforme dans I’espace des entrées.

Figure 3.3  Espace de variation R;

Dans P’espace de variation R, (Figure 3.3), nous prenons uniformément 14 400 points
(120*%120) et nous tragons leurs images dans ’espace caché pour deux valeurs du

parameétre a de la sigmoide (figure 3.4 et 3.5).



Figure 3.4

Espace image avec a =1

Figure 3.5

Espace image avec a =3

81
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Nous remarquens, d’abord, que la densité des points images n’est pas uniforme dans le
carré. Elle est plus élevée dans les coins du carré que dans son centre. Nous remarquons
aussi qu’une variation du paramétre a affecte la dispersion des points images et la
fonction de densité dans I’espace caché. Nous aurions pu prévoir ces résultats étant
donné les analyses faites dans le premier chapitre. A I’aide de la remarque qui suit nous

allons étre capable de calculer la fonction de densité dans I’espace caché.

Remarque :
Soient X, Y deux variables aléatoires continues, et soit le systéme 3.1 suivant :
V=g1(X, 1)

W=g(XY)

3.1

Supposons que
1) e systeme 3.1 posséde comme solution unique le suivant :
x=hw
y=h,w)
2) les fonctions g;, g possédent des dérivées partielles continues V (x, 3) et que le

jacobien de la transformation :

0gy g7 0gy 08y
I, y)== ayz— - >

est différent de zéro V (x, y).

Alors nous pouvons €crire que

Frw(v,w) = Fyy(xy) | Ixy) |

o
O]
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-

L’équation 3.2 permet alors de calculer la fonction de densité aprés avoir fait un
changement de variables. Ainsi, cette équation permet de calculer la fonction de densité
dans I’espace caché. Ayant cette fonction il ne nous reste plus qu’a obtenir ’espace

image de ’espace de variation.

3.1.2 Etude de Pespace image

Voici un exemple (figure 3.6) avec I'espace de variation qui est défini par les intervalles

suivants -

xe[6.4, 8.4]

ye[0.25, 2.25]

Figure 3.6  Espace x €[6.4, 8.4] ety €[0.25, 2.25]

Dans la figure 3.7 nous tragons I’image de cet espace de variation poura = 1.
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Figure 3.7  Délimitation de P'erreur (¥) dans I’espace image pour a =1

L’image est représentée par la forme géométrique hachurée dans la figure 3.7. Elle ne
représente qu’une partie du carré unitaire. Pour formuler une expression de ’erreur,
nous devons intégrer la fonction de densité sur la surface E. Cependant, les bornes
d’intégrations et les limites de E étant dépendantes des parameétres du réseau, il est
difficile de définir une expression générale et manipulable de I'intégrale a optimiser.

Nous avons donc décidé de travailler dans I’espace xy.

3.2 Pourcentage d’erreur dans le plan des entrées

Dans le début de ce chapitre nous avons vu ce que représente le pourcentage d’erreur
dans le plan des entrées (Figure 3.1). Nous allons maintenant définir une expression

mathématique de la surface d’erreur.
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Dans la figure 3.8 nous voyons la frontiére a approximer, la courbe générée par le

réseau, ’espace de variation et la surface d’erreur représentée par les surfaces pleines.

1
H
1
H
i
i
H

1
5 '
1 t
b
1

Bornel Plnt; Pint  Plnt, Borne2 X

Figure 3.8 Bornes définissant la surface d’erreur

Voici I’expression mathématique de la surface d’erreur
Pint, Plnt Pint
Surface Erreur = [(d, (x)= f(0))dx+ [(f()—d,())dx+ [(f(x)—d, (x))dx

Bornel Pint, Pint

33

Borne?

+ [{d ()~ £ ()

Plnt,

Ou
e di(x), da(x) représentent les équations des deux demi-droites.
e f{x) est la fonction qui représente la frontiére (Equation 2.6).
e Borne 1, Borne 2 représentent respectivement la borne inférieure et supérieure de

I’espace de variation des données.
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e PInt; est I’abscisse du point d’intersection entre la courbe et la demi-droite d5.
e PInt, est ’abscisse du point d’intersection entre la courbe et la demi-droite d;.

e Plnt est 'abscisse du point d’intersection entre djet dy.

Si I'une des droites a une pente infinie, alors pour obtenir une expression de la surface
d’erreur, il suffit d’une simple rotation du repére pour éviter d’avoir un probleme avec
les bornes de I'intégrale.

Notons que si la courbe ne coupe pas les deux droites ou ne coupe qu’une seule des deux
droites alors, ’expression de la surface d’erreur n’est plus définie par ’équation 3.3.
Cette derniére constatation entraine une difficulté de plus lors de I’optimisation.

Cependant nous pouvons simplifier I’équation 3.3 et Iécrire de la fagon suivante :

Surface Erreur = | Abs[(d, ()~ £ ()M + [ Abs[(f (x) - ()}

Abs [ix)-di(x)] = Valeur Absolue [f{x)-di(x)]

Nous voyons comment en introduisant la notion de valeur absolue il est possible de ne
plus tenir compte des deux points d’intersection dans I’expression de 'erreur.

Notre but est de chercher 4 optimiser les performances du réseau. Pour ce faire, il faut
chercher & minimiser la surface d’erreur en fonction des différents parametres. En fait,
dans I’expression 3.4 nous retrouvons les parametres suivants : way, wsa, b3, wiy, by, wai,

et by, seulement les poids issues de Pentrée y (wi2 et wyy) ont été fixées a un. Par suite si



87

nous minimisons la surface d’erreur a I’aide de 'expression 3.4 nous serons en mesure
de trouver la valeur optimale de tous les parametres suivants : wai, waz, b3, Wi, by, way,

et bz.

L’équation de f{x) contenue dans les expressions 3.3 et 3.4 est assez complexe et il est
impossible de trouver une valeur analytique de son intégrale. Nous devons donc

procéder a quelques transformations en espérant obtenir les résultats escomptés.

3.3 Fonction explicite symétrique

Voici quelques opérations qui vont permettre de transformer 1’équation 2.6 en une autre

¢équation plus simple.

Lors de T'obtention de I’équation 2.6 nous avons utilisé des demi-droites dont les
équations étaient de la forme :

y=px+tec
Cependant, avec les transformations adéquates, il est possible de transformer les deux
demi-droites quelconques en deux demi-droites symétriques (Figure 3.9) par rapport aux
ordonnées (dans le demi-plan y > 0), elles seront alors de la forme :

dy:y=wx

dy:y=-wx
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dz d;

\ 4

Figure 3.9 Droites symétriques par rapport aux ordonnées.

Avec ces opérations, 1'équation 2.6 se simplifie, puisque nous posons :
b1 = bz = ()

Wit = -wetwy =w

L’équation simplifide se réécrit alors sous la forme suivante :
- [(WSI + b] )e[w (vl + (W32 + b3 )e[_a (WX)]] _
1 20,

In
\/[(sz +b, )e[_a(—m)] + (Wsz +b, )e[‘a (WXH]Z —4b, ((b3 + Wy, Wy ))
25,

y=f(x)=

a

3.5

A titre d’exemple voici une courbe obtenue a 'aide de MAPLE, et avec les valeurs
suivantes :
w =-5/7

W31~ 1.2, W32 = 1, b3=-1.4,a=1
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4 3 2 ‘ 1 2 3
Bornel Pint; 1 Plnt, Borne2

Figure 3.10  Surface d’erreur pour frontiere quelconque

Nous avons choisi un cas général avec deux points d’intersection dont nous pouvons

trouver les coordonnées a Paide des formules 2.10 et 2.13.

3.3.1 Optimisation de la surface d’erreur

Dans le cas de la figure 3.10 I’expression de la surface d’erreur est :

Plnty

Surface Erreur = [(d, (x) ~ f(x))dx + Oj( F(x) = dy(x))dx +

Bornel Pint

Pint

[ ) - d, ()b
0 3.6

Borne2

+ (d, ()~ f(x))dx

Plnt,
Ou
o di(x), dy(x) représentent les équations des deux demi-droites symétriques.
e flx) est la fonction qui représente la fronticre ( Equation 3.5).
e Borne 1, Borne 2 représentent respectivement la borne inférieure et supérieure de
I’espace de variation des données.

e PlInty est I’abscisse du point d’intersection entre la courbe et la demi-droite @
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dans le demi plan x <0,

e Plnt, est I’abscisse du point d’intersection entre la courbe et la demi-droite d;.

Comme nous I’avons fait dans la section précédente, nous pouvons simplifier I’équation

3.6 et obtenir :

Surface Erreur = £ = (}‘Abs [f(x)~ d, (x)]dx + Bor}efibs [f(x)—— d, (x)]a’x 3.7

Borne 1

L’expression 3.7 contient les quatre paramétres que voici :

w, W31, wi et bs

Malgré le fait que I’équation 3.5 soit moins complexe que ’équation 2.6, il est toujours
impossible de trouver une équation analytique de son intégrale, rendant I’optimisation de
la surface d’erreur difficile.

Nous allons tenter de trouver le minimum de I’expression 3.7 en fonction des parameétres
du neurone de sortie : w3;, wx et b3. En effet, nous fixons les poids des neurones cachés
aux valeurs obtenues par les pentes des demi-droites formant la frontiére bilinéaire, et

cherchons & optimiser les valeurs du neurone de sortie.

Soient les dérivées partielles suivantes :

d'y = oF sd'y = o8 yd'y = 5E; 3.8
O wy, ows, ob,
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Afin de minimiser erreur il faut trouver les valeurs de ws;, wsp et b3 solutions du

systéme suivant :

4 OF

.

d| = =0
oWy,

ows,
_E_,
ob,

d, 0

¥

Les solutions de ce systeme représentent un minimum du pourcentage d’erreur.

Cependant, il faudrait s’assurer de trouver le minimum global de E, une solution du

systeme 3.9 pourrait ne représenter qu’un minimum local.

Exemple 3.1:

Soit deux demi-droites d’équations

Le domaine de variation est :

Le but est de trouver les paramétres optimaux du neurone de sortie.

di:y=4/5x

dy:y=-4/5x

x e [-55]

y e [08]

Les équations des droites permettent de fixer les paramétres des deux neurones cachés :

wr=4/5,b;=0

W2=—4/5, bzz 0
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Voici les deux demi-droites et le domaine de définition (figure 3.11).

B
b,
dz\\ 4 "//dl
-,
N
\ 5.
\\\
| and ¥ \\ i 1
¥ 4 2 U ) 1 &

Figure 3.11  Fronti¢re bilinéaire symétrique et domaine de variation

Vu que I’équation 3.5 est complexe, nous allons la manipuler a I’aide de MAPLE. Nous
définissons alors I’expression de ’erreur (Equation 3.7) et les trois termes du systéme
3.9.

Le logiciel utilis¢ n’est pas capable de trouver une solution directe a ce systéme
d’équations (Systéme 3.9). Nous devons trouver une autre fagon de le résoudre.

Sachant que le domaine de variation et que la fronti¢re a obtenir sont symétriques par
rapport a ’axe des ordonnées, nous allons étudier le cas ol la courbe est elle aussi
symétrique par rapport a cet axe. Nous allons donc étudier le cas ol w3; = w3 =1, en

effet avec ces valeurs nous obtenons (Equation3.5) :

Jox) =A%)

Pour ces valeurs de ws; et w3y, voici la courbe qui représente ’erreur pour



byel-1,-1.8]

yd
\'\v_/}/
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b3

.....

21 T T T T T Ty T MRS DA {
8 17 46 45 14 13 12 11

Figure 3.12  Courbe d’erreur.

T

Ty

-1

C’est a I’aide de 'espace caché et sachant que w3; = w3 =1, donc que la pente de d5 est

égale a 1, que nous avons choisi les bornes de bs.

La courbe de la figure 3.12 permet de voir que Perreur passe par un minimum aux

alentours de :

by =-1.49

De plus, voici les représentations de d'y, d; et d’3 pour b3 €[-1.45, -1.51] :



-

-4.5

Figure 3.13 Valeurs de 'y, d’; et 4’3 en fonction de bs.
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Nous ne voyons, dans cette figure, que deux courbes. Ceci s’explique par le fait que si

w31 = w3 alors d’1 = d’5. Nous remarquons cependant que ces courbes se coupent en un

point et semblent étre concourantes avec 1’axe des abscisses aux alentours de b3 = -1.49.

Sachant que I"erreur atteint un minimum dans cet intervalle, nous pouvons alors affirmer

que les trois termes d’1, d’; et '3 s’annulent en un méme point dans cet intervalle.

Pour trouver une valeur plus précise pour b3 nous pouvons utiliser MAPLE. Aprés

plusieurs itérations, nous trouvons que :

e  Sib;=-1.4883 nous obtenons

d’y=d»=-0.0124552924

d’3=-0.01673772762

e  Sib;=-1.4882 nous obtenons

d’y =d’»=0.0498432323
d’3=0.06698459112
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Nous remarquons qu’a cause des approximations faites par MAPLE lors du calcul de
Pintégrale, les valeurs des grandeurs @'y, d’; et d’3 ne sont pas tout a fait exactes.
Cependant ¢tant donné 1’analyse faite a 'aide des figures 3.12 et 3.13 nous pouvons
affirmer que pour b3 = -1.4882, alors &1, &7 et '3 s’annulent simultanément et que le

vecteur (w3 =1, wy = 1, bs= -1.4882) est solution du systéme 3.9.

Nous obtenons comme valeurs optimales :
W31 = W32:1, b3 =-1.4882

Voici la courbe obtenue avec les parametres optimaux (figure 3.14) :
Y

A8,
L

Figure 3.14  Courbe optimale pour I’exemple 3.1

A Taide de MAPLE nous avons calculé le pourcentage optimal d’erreur :

. Surface d'erreur
Pourcentage Erreur Optimale =

Surface totale

6 Surface totale = 10 *8 = 80 um® (o1 um = unité de mesure)
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Surface Erreur = _OISAbs [f(x)-d,(x)lx + ;[Abs [F(x)-d, (x)lax

- _Ojs Abs[f (x)+ %x}dx + ZjAb{ flx)- %x}dx

=72.125629146um’

=> Pourcentage Erreur Optimale = 0.2657036432 %

A titre d’exemple, nous avons calculé le pourcentage d’erreur pour :
wiy=wp=1e¢t b3 =-1.49
Nous obtenons
Pourcentage Erreur = 0.2658668785 %

Ce demnier est effectivement supérieur au pourcentage optimal.

Dans I’exemple que nous venons de faire nous avons montré, comment grace a
Pexpression d éfinie par 1’équation 3.7 et le systeme 3.9, il est p ossible de trouver un

minimum pour le pourcentage d’erreur en fonction des parametres de sortie.

3.4 Fonction explicite simplifiée

L’équation 3.5 est plus simple que I’équation 2.6, cependant il a ¢t€¢ impossible de
trouver une expression analytique de son intégrale.

Nous allons voir comment grice a quelques opérations nous pouvons obtenir une
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équation encore plus simple que I’équation 3.5.
Afin de développer I’équation explicite nous avons utilisé, dans le chapitre II, deux
droites d’équations :

y =-wix-b

Yy =-wux- by
Ces deux équations permettent de représenter n’importe quelles deux demi-droites dans
un plan. Avec des translations et des rotations adéquates il est possible de trouver un
repére dans lequel 'une des demi-droites est confondue avec I'axe des ordonnées et

Iautre se situe dans le demi-plan x > 0. La figure 3.15 ci-dessous en est un exemple :

Y

di
++ o o
i‘+ Oo oO °

+ OO O X,
+ N O o g
+ + +

P+ T

++ 4+

Figure 3.15 Espace des entrées avec d; confondu avec I’axe des ordonnées

Les équations des demi-droites sont alors :
d; cx=0

dy i y=-wnx
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Note :

e Nous nommerons toujours ¢ la droite confondue avec I’axe des ordonnées.

S1 nous utilisons les équations du réseau du chapitre II, nous avons :

Vi=x
Va=wux+y
Donc
Sy = 1_
1+e™**
|

2 1+e~a(w21x+y)

Nous cherchons
V3=0
=> w31 81+ waSp+ by =0
w3 81+ wn S = -b;
w31 @(x) + wap p(waix +y) = -b3
Wiz @(wp1x + y) = -b3 - w31 (x)
Pwax +y)=[-by- waglx) ]/ wi
Posons Ry = -bs/wz; et Ry=ws1/wsp
wax +y= ¢ [R1— Ryg(x)]

y=g¢" [R - Rap(%)] - wx



Or

@' (%) =-a™ In[(1-x)/x]

[1 - (Rl - Rz(”(x)):' — Wy x

R, - R,¢(x)

= y:»——iln
a

= ——l—[ln(l - R + Rz(”(x))_ ln(Rl - qu)(x))]— Wy X
a

S ln(l——V] +V, 1_ )‘-ln(VI—VZ 1_ ) — Wy X
a T+e™ 1+e™

== ——é[ln(l ~R + R, +(1-R )™ )-1n(R, — R, + Rie™ )| wy,x

= (=R + R, v e —Re®)-1n(R, - R, + R |- w,,x
a

Nous obtenons alors I’équation suivante :
1 b, w - b, _ b, w b,
=yl nf [+ pe™ 2™ |-y -2 -2 - ™ | w, x
a Wy Wy Wi Wy Wi Wy
Pour avoir une idée de la forme de la fonction 3.9 voici un exemple.

Exemple 3.2 :

99

3.9

A I’aide de MAPLE, nous avons tracé la fronti¢re 4 1’aide de I’équation 3.9 et nous

avons obtenu la figure 3.16 ci-dessous. Les valeurs utilisées sont les suivantes :
W = 2/5

W31 = 1;W32: 1; b3=-1.5; a=1.
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T

Figure 3.16  Courbe obtenue avec I’équation simplifiée 3.9

3.4.1 Intégrale de la fonction simplifiée

Nous voulons maintenant trouver une expression analytique de Iintégrale de I’équation

3.9. 11 faut donc calculer :

b b b .
] L ln(1+—3—+ﬁ3’—+e”w+—§—e‘“")—m{— TR e““J — Wy, X pdx
a Wi, Wy Wiy Wi Wiy Wi

Avec les substitutions suivantes

Termel =1+ (b3+ W31)/W32
Terme2 = (-b3 - wz;)/wsy

Nous pouvons alors écrire :

b
j{— l{ln(Termel +e @ + ——3—3"‘“J - ln(Terme2 _ b e H - wmx}dx
a Wi, Wa2
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Nous obtenons I'intégrale suivante :

%{dilog(- w;j + IH(M + Termel) ln[- £W32—+b3)f—:——j} -
a

w,Termel Wi, ws,Termel

—x —ax b —ax 5 2
L1 ditogl - =20 Termen - 228 |l 0T L, X0
a’ wy,Terme2 Wiy wy,Terme2 2

Avec

dilog(x) = I%—E%)ﬂ’t

—

Finalement nous arrivons a obtenir une expression analytique de l'intégrale de la
fonction explicite. Ce résultat intéressant est obtenu grace aux transformations que nous
avons faites. 1l existe des tables pour calculer la fonction dilog et les outils informatiques
sont aussi capables de 1’évaluer. Nous sommes donc en mesure d’utiliser 1’équation 3.10
afin de définir la surface d’erreur pour la minimiser de fagon analytique. Notons que
dans ce cas, comme dans le cas de 1’équation 3.5, nous allons chercher a optimiser les
paramétres du neurone de sortie et que nous utilisons les équations des demi-droites,

formant la fronti¢re bilinéaire, afin de fixer les parametres des neurones cachés.

3.5 Méthodes d’optimisation

Dans cette partie, nous avons réussi a optimiser les parameétres du neurone de sortie en
fixant ceux de la couche cachée aux valeurs obtenues par les équations des demi-droites

formant la frontiere bilinéaire. Ensuite, avec de remarquables opérations nous avons
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réussi & transformer I’équation explicite de maniere a pouvoir en déduire une expression

analytique de son intégrale.

Nous avons vu que pour optimiser les parametres des neurones cachés et du neurone de
sortie il faudrait optimiser la fonction 3.4 ; ainsi il serait possible d’obtenir la valeur

optimale des paramétres suivants : wyy, by, ws1, bag, wiy, wag et bs.

Nous pourrons alors comparer la valeur minimale d’erreur obtenue par optimisation de
la couche caché et de la couche de sortie, a la valeur optimale obtenue par optimisation

de 1a couche de sortie seulement.
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CONCLUSION

Le présent mémoire est une étude approfondie d’un réseau formé de deux entrées, deux
neurones cachés et un neurone de sortie. Nous mettons en évidence les capacités du

réseau a résoudre des problemes de classification et d’approximation de fonctions.

En premier lieu, nous faisons une étude sur la séparation de deux classes séparables par
une frontiére bilinéaire. Notre premier lemme montre que si la fonction d’activation du
réseau est la fonction Heaviside alors le réseau est capable de parfaitement séparer les
deux classes. Un résultat pratique encore plus intéressant est obtenu avec le premier
théoréme ; nous prouvons qu’il existe toujours une valeur minimum du parametre de la

fonction d’activation (fonction sigmoide) qui permet une parfaite séparation des classes.

En deuxiéme lieu, nous utilisons une méthode innovatrice d’étudier un réseau en
trouvant une fonction explicite de la frontiére qu’il engendre. De plus, nous prouvons a
I’aide d’un deuxieme théoréme que cette méme démarche peut étre utilisée afin de
trouver la fonction explicite représentant 1a frontiere d’un réseau ayant jusqu'a quatre

neurones cachés (deux entrées et une sortie).

Finalement a I'aide de I’équation explicite nous trouvons une expression de [’erreur.
L’optimisation de cette erreur permet d’obtenir les valeurs optimales des différents

parametres du réseau. Des simplifications importantes de I’€quation explicite ont permis
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P’obtention de résultats concernant les parameétres du neurone de sortie.

Maintenant que nous avons vu et étudié les capacités d’un réseau ftres simple a
reproduire une fronti¢re bilinéaire, il serait intéressant, dans un temps futur, d’essayer de
généraliser les résultats obtenus ici afin de pouvoir approximer des frontieres plus
complexes. Par exemple, il serait intéressant de trouver un réseau simple capable
d’approximer une frontiére formé de trois demi-droites, puis d’essayer de généraliser
jusqu'a trouver un réseau relativement simple qui serait capable d’approximer une
frontiere formé de n demi-droites. De plus, et comme nous ’avons déja mentionné, il
serait i ntéressant de c omparer le réseau que nous venons d’étudier a un réseau d’une
autre famille ayant le méme nombre de parametres que celui que nous étudions. La
comparaison d es r ésultats p ourrait d onner une idée sur les p erformances relatives d es

différentes familles de réseau pour les problemes d’approximation de fonctions.
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