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RESUME

La these s’articule autour de plusieurs axes thématiques complémentaires, présentés ci-

dessous.
Controéle optimal d’un systéme de files d’attente

Dans le modele classique de files d’attente M /M /k, le systeme est décrit de telle manieére que,
selon un processus de Poisson de taux A, les clients arrivent dans le systeme et sont servis
par I'un des k serveurs disponibles. Les temps de service fournis par chaque serveur sont
distribués exponentiellement avec le parametre p. Ces temps de service sont indépendants
et ne dépendent pas des temps interarrivées des clients. Le systeme fonctionne selon une
discipline de service FIFO (premier entré, premier sorti) et a une capacité totale c¢,, qui peut

étre infinie.

Des stratégies de commande optimale pour les systemes de files d’attente ont été explorées
dans de nombreux articles, souvent sous I’hypothese que les parameétres de service peuvent
étre ajustés par le controleur, par exemple, en modifiant le nombre de serveurs actifs ou
le taux de service. Certains auteurs ont également envisagé la possibilité de contrdler les
parametres d’arrivée. L’optimisation de ces parametres varie, incluant des stratégies congues
pour servir différents types de clients et minimiser les cotits totaux sur un horizon temporel

fini ou infini, sur la base de criteres de cofit.

Dans cette recherche, un modele de file d’attente M /M /k modifié est considéré, dans lequel le
nombre de serveurs actifs peut étre controlé dynamiquement dans le systeme a tout moment.
Supposons qu’a un moment donné, k+1 clients attendent un service dans le systeme. Afin de
réduire ce nombre de clients a k+r, ou 0 < r < [, il s’agit de déterminer le nombre optimal
de serveurs a déployer le plus rapidement possible, tout en tenant compte des cofits de
controle associés. La fonction de valeur qui satisfait I’équation de programmation dynamique
est dérivée dans le cas général, et des solutions sont proposées pour des cas particuliers du

probleme.
Distribution optimale des temps de service dans une file d’attente M/G/1

Un systeme de files d’attente M/G/1 est considéré dans lequel le serveur a la flexibilité de
choisir entre deux distributions de temps de service distinctes. L’objectif est de déterminer
le choix qui minimise la valeur espérée d’un critere de cotit, qui prend en compte a la fois le
colit d’exploitation & un taux de service plus élevé et le temps nécessaire pour vider la file

d’attente. Le temps final aléatoire est défini comme le premier instant ou aucun client ne reste
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en ligne en attente de service. La programmation dynamique peut étre appliquée pour obtenir
la solution optimale lorsque les temps de service suivent une distribution exponentielle. Dans
le cas plus général, la probabilité conditionnelle est utilisée pour analyser le comportement
du systeme. En outre, des solutions explicites sont fournies pour des cas particuliers dans

lesquels la capacité du systeme est finie.

Pour déterminer les distributions optimales du temps de service d’un serveur unique actif
opérant en continu sur un intervalle de temps aléatoire, une méthodologie novatrice est pro-
posée dans ce travail. Ce travail apporte une solution a un probléme non résolu concernant la
prédiction de la vitesse de service optimale des modules actifs a un instant donné, permettant
ainsi un controéle efficace du systeme dans un cadre temporel aléatoire continu. L’accent est
mis sur un cadre ou un serveur peut fonctionner a deux vitesses distinctes, et la question

centrale est de déterminer quelle vitesse est optimale selon les conditions.

La méthodologie proposée integre la programmation dynamique avec un conditionnement sur
les taux d’arrivée et de service, garantissant une approche structurée pour optimiser la dyna-
mique de service. Le modele de file d’attente est formulé sur la base d’un systeme d’équations
différentielles qui analyse le comportement du systéme dans ce cadre. Une formulation mo-
difiée de commande optimale est appliquée afin de minimiser la valeur espérée de la fonction

de cofit et de déterminer la distribution optimale du temps de service a un instant donné.

La méthodologie proposée peut étre adaptée a diverses applications réelles, lesquelles sont
abordées ici comme des cas particuliers avec capacité finie du systeme. Elle peut aussi étre
utilisée pour déterminer la politique optimale en fonction des préférences du systeme, telles
que les contraintes de capacité et le nombre initial de clients au moment de la planification.
Les résultats sont illustrés graphiquement afin de montrer I'impact significatif de la solution

proposée sur I'optimisation des performances du systeme pendant les périodes analysées.

Comparée a d’autres travaux, la méthodologie actuelle se distingue par sa capacité a contro-
ler le processus via une programmation dynamique et une modélisation conditionnelle sur
un horizon temporel indéterminé. Cela apporte un niveau supérieur de sophistication aux
modeles de commande optimale, en abordant des aspects encore inexplorés. La validation
des modeles proposés montre leur aptitude a déterminer efficacement les politiques de com-
mande optimales et a assurer la stabilité du systéme selon ses parametres. Les résultats
démontrent que la programmation dynamique et la modélisation conditionnelle constituent
un cadre systématique pour optimiser les cofits totaux dans des conditions opérationnelles

variables.

Politique optimale d’inspection et de maintenance : Intégration d’une chaine de

Markov en temps continu
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L’état d'une machine est modélisé comme une chaine de Markov a temps continu contro-
lée, ot les temps de service sont aléatoires. En intégrant les cotits de maintenance, 1’objectif
est de maximiser le temps de fonctionnement avant qu'une réparation soit nécessaire. Cette
recherche dérive ’équation de programmation dynamique associée a la fonction de valeur,
permettant une prise de décision optimale concernant les taux d’inspection. Cette métho-
dologie résout explicitement des problémes visant a minimiser a la fois les cofits directs de
maintenance et les dépenses liées aux défaillances, offrant ainsi un cadre robuste pour iden-
tifier des fréquences d’inspection optimales dans un contexte de maintenance centrée sur la
fiabilité.

Le développement d'une politique optimale d’inspection-maintenance pour les systémes, en
modélisant I’état de dégradation comme une chaine de Markov & temps continu, est I’'objectif
principal de cette recherche. En particulier, 'ajustement dynamique du taux d’inspection u,
qui détermine la fréquence ou l'intensité des taches de maintenance préventive, constitue le
concept central. Ce taux agit comme un parametre de controle équilibrant les compromis

entre les activités de maintenance et le risque de défaillances.

Un taux élevé u augmente les activités de maintenance, réduisant potentiellement le taux de
défaillance, mais génére également des cofits directs plus élevés. A linverse, un taux faible
u diminue les coflits immédiats mais peut engendrer davantage de défaillances et d’indispo-
nibilités a long terme. Déterminer le taux d’inspection optimal u qui équilibre ces facteurs
est donc I'enjeu central. L’objectif est d’appliquer la programmation dynamique pour obtenir
la valeur optimale de u, minimisant les cofits espérés a long terme en prenant en compte la

fréquence des interventions et les indisponibilités dues aux pannes.

La programmation dynamique est un cadre adapté pour évaluer diverses stratégies de mainte-
nance sous incertitude. La nature dynamique du probleme, ou I’état du systeme et la politique
optimale dépendent des états et décisions antérieures, exige un modele capable de gérer la
prise de décision séquentielle sous aléa. Cette recherche vise a développer une méthode in-
tégrant la programmation dynamique dans une chaine de Markov a temps continu, afin de
déterminer le taux d’inspection-maintenance optimal. Cela permet une planification robuste
et adaptable aux fluctuations en temps réel des conditions du systeme et des contraintes

opérationnelles.

Dans cette méthodologie, un nouveau probleme de type "homing" est proposé dans le contexte
de la théorie de la fiabilité, caractérisé par une prise de décision dans des environnements
stochastiques. La formulation et I'implémentation de 1’équation de programmation dyna-
mique présentent des défis théoriques que ce travail vise a relever. Représenter correctement

les phénomenes de dégradation implique d’intégrer efficacement les cotits de maintenance et
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d’indisponibilité, tout en assurant une résolution calculable des équations pour les systeémes
complexes. Surmonter ces défis permettra de faire progresser les stratégies de maintenance,
en fournissant des solutions flexibles et économiquement efficaces pour différents contextes

opérationnels et profils de risque.
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ABSTRACT

The thesis is structured around several complementary research themes, presented below.
Optimal control of a queueing system

In the classic M /M /k queueing model, the system is described so that, according to a Poisson
process with rate )\, customers arrive at the system and are served by one of the k available
servers. The service times provided by each server are exponentially distributed with para-
meter p. These service times are independent and do not depend on the interarrival times of
customers. The system operates under a FIFO (first in, first out) service discipline and has

a total capacity of c¢,, which may be infinite.

Optimal control strategies for queueing systems have been explored in numerous papers,
often under the assumption that service parameters can be adjusted by the controller, for
example, through changes in the number of active servers or the service rate. Some authors
have also considered the possibility of controlling the arrival parameters. The optimization
of these parameters varies, including strategies designed to serve different types of customers
and minimize total costs over a finite or infinite time horizon, with the optimizer’s objective

based on cost criteria.

In this research, a modified M/M/k queueing model is considered, where we, as decision
makers, can dynamically control the number of active servers in the system at any given
time. Suppose that, at a particular time instant, k 4+ [ customers are waiting for service in
the system. In order to reduce this number of customers to k£ + r, where 0 < r < [, our aim
is to determine the optimal number of servers to be deployed as quickly as possible, while
accounting for the associated control costs. The value function which satisfies the dynamic
programming equation is derived in the general case, and solved solutions are proposed for

specific instances of the problem.
Optimal service time distribution for an M/G/1 waiting queue

We consider an M/G/1 queueing system in which the server has the flexibility to choose
between two distinct service-time distributions. The objective is to determine the choice that
minimizes the expected value of a cost criterion, which considers both the cost of operating at
a higher service rate and the time needed to empty the queue. The random final time is defined
as the first instance in which no customer remains in the line waiting for service. Dynamic
programming can be applied to obtain the optimal solution when service times follow an

exponential distribution. In the more general case, conditional probability is employed to



analyze the system’s behavior. In addition, explicit solutions are provided for particular

cases in which the system has a finite capacity.

To determine the optimal service-time distributions of an active single server operating conti-
nuously over a random time interval, a novel methodology is proposed in this work. This work
provides a solution to the previously unsolved problem of predicting the optimal service speed
of active modules at any given time, thereby enabling effective control over the system within
a continuous random time framework. The primary focus is on a setting where a server can
operate at two distinct speeds, and the central concern lies in determining which speed is op-
timal under varying conditions. The proposed methodology integrates dynamic programming
with conditioning on both arrival rates and service rates, ensuring a structured approach to

optimize the service dynamics.

The proposed queueing model is formulated on the basis of a system of differential equations
that analyzes the system’s behavior within the dynamic programming framework. A modified
optimal control formulation is applied to minimize the expected value of the cost function
and to determine the optimal service time distribution at any given time instant, leveraging

conditioning based on the comparison of arrival and service speeds.

Ultimately, the proposed methodology can be adapted to various real-world applications,
which will be discussed in this investigation as particular cases where the system capacity
is finite. Furthermore, the proposed methodology can be employed to determine the optimal
policy in different preferences of the system, such as capacity constraints and the initial num-
ber of customers in the planning stage. Finally, the results are illustrated through graphical
representations to demonstrate the significant impact of the proposed solution in optimizing

system performance over the analyzed periods.

Compared to other studies, the key advantage of the current methodology lies in its ability to
achieve process control by leveraging dynamic programming and condition-based modeling
over an undetermined time horizon. This characteristic introduces a higher level of sophistica-
tion to optimal control models, addressing aspects that have not been explored in prior works.
The validation of the proposed research models confirms their ability to accurately determine
optimal control policies and to ensure the stability of the system based on the parameters of
the system. The findings illustrate that both dynamic programming and conditioning-based
modeling provide a systematic framework for optimizing total costs under varying operating
conditions. The results are further supported by specific problem scenarios that are explicitly

solved using the proposed equations.

Preventive maintenance and inspection policy
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The state of a machine is modeled as a controlled continuous-time Markov chain, where
the service times are random. By incorporating maintenance costs, our objective is to maxi-
mize operational time before the machine requires repair. The research derives the dynamic
programming equation associated with the value function, enabling optimal decision ma-
king regarding inspection rates. This methodology explicitly solves specific problems that
aim to minimize both direct maintenance costs and potential failure-related expenses, the-
reby establishing a robust framework to identify optimal inspection frequencies within a
reliability-centered maintenance context. These findings improve the development of mainte-
nance strategies and provide explicit solutions for particular scenarios, which provide valuable

insight for application in reliability engineering.

Developing an optimal inspection-maintenance policy for systems by modeling the degrada-
tion state as a continuous-time Markov chain is the main focus of this research. Specifically,
the dynamic adjustment of the inspection rate u, which dictates the frequency or intensity
of preventive maintenance tasks, is the central concept. The inspection rate acts as a control
parameter that balances the trade-off between maintenance tasks and the risk of system

failures.

A higher inspection rate u increases maintenance activities, potentially reducing failure rates ;
however, it also contributes to higher direct maintenance costs. In contrast, assigning a lower
inspection rate u reduces immediate maintenance costs, but can lead to long-term increases
due to the increased number of failures and prolonged downtimes. Determining the optimal
inspection rate u that effectively balances these opposing factors is the central challenge of
this research. As mentioned above, our objective is to apply dynamic programming to obtain
the optimal value of the inspection rate u that minimizes expected long-term costs. These
costs account for both the frequency of maintenance activities and the potential unavailability

of the system resulting from failures.

A well-suited framework for this problem is dynamic programming, as it enables the systema-
tic evaluation of various maintenance strategies under uncertainty. The intrinsically dynamic
nature of the problem, where the state of the system and the selection of the optimal main-
tenance policy are influenced by historical states and actions, demands a model capable of
handling sequential decision-making under randomness. The objective of this research is to
develop a method that integrates dynamic programming within a continuous-time Markov
chain framework to determine the optimal inspection-maintenance rate. This approach offers
valuable information on the optimal scheduling of maintenance tasks based on the current
state of the system. These insights contribute to robust maintenance planning, enhancing

responsiveness to real-time fluctuations in system conditions and operational constraints.
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In this methodology, a novel type of homing problem is proposed in the context of reliability
theory, characterized by decision making in stochastic environments. The formulation and
implementation of the dynamic programming equation involve significant theoretical chal-
lenges, which this research aims to address. Accurately representing degradation phenomena
is a key aspect of these challenges, which requires effective integration of maintenance and
downtime costs, while ensuring computational tractability in solving the dynamic program-
ming equations for complex systems. The advancement of maintenance planning strategies
will be enabled by overcoming these difficulties, providing cost-effective and flexible solutions

across a diverse range of operational settings and risk preferences.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Systemes de files d’attente

La plupart des installations de services sont capables d’absorber davantage de clients a long
terme ; cependant, en dehors des périodes de pointe, les systemes deviennent souvent sous-
utilisés, laissant les serveurs inactifs, ce qui augmente le cofit par service fourni. Par consé-
quent, les concepteurs du systeme de files d’attente doivent équilibrer le cofit des services
offerts avec le cotit du temps d’attente moyen des clients pour recevoir les services. La pla-
nification et 'analyse de la capacité de service sont basées sur la théorie des files d’attente,
qui est une technique mathématique permettant d’étudier le temps d’attente et le temps de

réponse dans lequel la file d’attente est généralement créée par 'arrivée des clients.

Les systemes de files d’attente sont des processus stochastiques qui impliquent des entités
entrant dans les systemes a un taux d’arrivée donné et attendant en ligne pour recevoir des
services. Ils sont utilisés dans divers domaines tels que les télécommunications, les systemes
de demande en ligne, les banques, etc. Pour concevoir des systemes de files d’attente efficaces,
la théorie de la commande optimale est appliquée afin de déterminer la meilleure allocation
des ressources et d’optimiser la capacité de service. Cela peut étre réalisé par I'optimisation
en formulant un probléme de programmation mathématique qui vise a trouver les conditions
optimales, y compris le taux des services fournis et la capacité du systeme de files d’attente
afin d’optimiser la fonction objective. Le terme taille maximale de la file, également connu
sous le nom de capacité du systeme, fait référence au plus grand nombre possible de clients
pouvant attendre dans une file en plus de ceux étant actuellement servis. De plus, la stabilité
fait référence a la propriété du systeme de files d’attente dans lequel il y a un nombre fini de

clients dans le systeme a tout moment donné.

La fonction objective contient le temps total d’attente, le temps de service et les cofits liés
a la capacité du systeme. Ces facteurs permettent d’évaluer les performances du systeme et
aident a établir des politiques de commande optimales en équilibrant les compromis entre des
objectifs concurrents. Les fondements de la théorie moderne des files d’attente ont été initiés
par un ingénieur danois, Agner Krarup Erlang, au début du vingtieme siecle. Peu d’études
ont été menées sur le sujet avant la Seconde Guerre mondiale, bien que la théorie mentionnée

ait été mise en ceuvre dans un large éventail de pratiques.



1.1.1 Modélisation de la commande optimale des files avec un temps aléatoire

Le modele de file d’attente M /M /k (qui décrit un systeme de file d’attente avec k serveurs,
des arrivées de type Poisson et des temps de service exponentiels) est modifié en permettant
d’ajuster le nombre de serveurs a tout moment. Le scénario envisagé a un instant donné est
celui dans lequel il y a k + [ clients dans le systéme, tous en attente de service. L’objectif est
de déterminer le nombre de serveurs nécessaires pour réduire le nombre de clients a k+r, our
est une valeur comprise entre 0 et [ (0 < r < [), aussi rapidement que possible, tout en tenant
compte du cotit du controle des serveurs. L’équation de programmation dynamique satisfaite
par la fonction de valeur est obtenue dans le cas général et des problemes spécifiques sont

résolus explicitement a 1’aide de cette équation.

I est essentiel de considérer que les files d’attente a temps aléatoire peuvent étre plus com-
plexes a modéliser que les systeémes déterministes. Cependant, les perspectives issues de cette
recherche pourraient avoir des effets considérables sur la conception et la gestion de divers
systemes de services. Dans les systemes de files d’attente a temps aléatoire, les intervalles
entre les arrivées des clients dans le systeme ou le temps nécessaire pour fournir un service a
un client sont aléatoires. L’application du temps aléatoire est utile pour modéliser des situa-
tions réelles ou les temps ne sont pas supposés déterministes, mais suivent une distribution
de probabilité spécifique. Cela est crucial pour reconnaitre le comportement stochastique des

files et faire des prévisions plus optimisées sur leur fonctionnement.

1.1.2 Objectifs de ’analyse de file d’attente

Le contenu des sections 1.1.2 & 1.1.4 est adapté de Aryanezhad et al. [1], et résumé par 'auteur
pour cette these. Un objectif dans I'analyse des files est la minimisation des coiits, soit le
temps perdu par les clients en attente, soit les cofits associés a la prestation des services. En
raison de la complexité du calcul du cotit d’attente, celui-ci est généralement remplacé par la
taille de la file, pour laquelle des informations pertinentes sont insérées dans le modele par
des experts comme valeur par défaut. Un objectif secondaire dans I’analyse des systemes de
files est I’équilibre entre les services fournis et le temps total perdu des clients dans la file;

cette notion est illustrée a la figure 1.1.

Une file est une fonction de la variation de 'entrée et des services fournis; dans de nombreux
cas, cette variation peut étre modélisée par une distribution connue. Les schémas d’entrée
de nombreux systémes sont caractérisés par la distribution de Poisson, et les temps de ser-
vice sont définis par une distribution exponentielle. La distribution exponentielle modélise

le temps entre les événements dans un processus de Poisson, en supposant que les événe-
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Figure 1.1 Cotits du systeme

ments se produisent indépendamment a un taux constant et sans schéma prédéterminé dans
le processus de Poisson. Dans la distribution de Poisson, le taux d’arrivée des clients dans le
systeme est constant et bien que les distributions de Poisson et exponentielle soient liées, la
premiere décrit le nombre d’arrivées dans un intervalle de temps fixe, tandis que la seconde

modélise les temps inter-arrivées.

Les événements quotidiens et expériences dans les systémes impliquent des files d’attente,
comme attendre dans une file a une agence bancaire ou utiliser des services électroniques.
Ces événements sont souvent soumis a l'incertitude et a la variation, ce qui peut rendre

I'optimisation des performances une tache difficile.

La théorie de la commande optimale est une méthode pour créer des systemes de files efficaces
en analysant I'interaction entre les parametres d’entrée et de sortie. L’application de la théorie
de la commande optimale dans les files peut aider a réduire les temps d’attente, a optimiser
les performances du systeme et a allouer les ressources de maniere efficace. En conséquence, la
théorie de la commande optimale fournit un outil précieux pour améliorer la conception et la
planification des systemes de files dans divers domaines, y compris la formulation de politiques
de maintenance et la conception de réseaux de systemes dans de multiples installations. Il
a toujours été supposé que la fenétre temporelle dans laquelle le systeme entier est examiné
tend vers l'infini ¢ € [0, 00) ou que les plages horaires et les intervalles de temps sont définis &
I'avance dans t € [0, T, ce qui serait irréaliste, car avec I’émergence de nouvelles technologies
connectées, telles que 'IoT (Internet des objets), 'informatique en nuage et dans le domaine
de I'Industrie 4.0, la définition du temps devient dépendante du comportement dynamique
de divers parameétres, selon la perspective de 'efficacité du systeéme; il serait donc judicieux

d’initier des recherches sur la stochasticité de I’horizon temporel.



1.1.3 Définition de la fonction objective

1- L’utilisation du systeéme, qui définit le pourcentage d’utilisation du systeme, notée p.

2- La relation entre le cotit d’utilisation a un niveau donné d’utilisation du systéme et la

longueur de file résultante.

p= o (1.1)

Coefficient d’utilisation du systeme
Taux d’arrivée des clients
Nombre de serveurs

P
A
k
i Taux de service
A
— Indicateur de flux du systeme
14

Si le flux du systeme (rapport entre le taux d’arrivée et le taux de service) dépasse 1 et
qu’il n’existe qu’un seul serveur dans le systeme, alors le processus ne pourra pas gérer tous
les clients. Le calcul et l'interprétation du concept d’utilisation nécessitent une attention
particuliere, car il définit le pourcentage de temps pendant lequel le systéme est occupé par
rapport a I’état d’inactivité. Par conséquent, le systéme global devrait étre congu de maniere
a ce que les cotlits combinés du temps d’attente des clients et du fonctionnement des serveurs

(équipements) soient minimisés.

1.1.4 Hypotheses
— Le taux d’entrée suit une distribution de Poisson ; par conséquent, le taux d’arrivée
des clients dans le systeme est constant.

— Le systeme fonctionne dans des conditions stables, ce qui entraine des valeurs moyennes

constantes pour les temps d’arrivée et de réponse.
— Le nombre moyen de clients en attente dans la file est connu et noté L,.
Les modeles couramment utilisés dans la littérature sont listés dans la section suivante.
a. Modeles de systémes de files d’attente avec population infinie

1- Systéme a serveur unique avec temps de service exponentiel (M/M/1), ou les arrivées

suivent une distribution de Poisson (voir Figure 1.2).

La Figure 1.3 illustre le systéme a serveur unique avec plusieurs étapes de service.
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Figure 1.2 Serveur unique, étape unique
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Figure 1.3 Serveur unique, étapes multiples

Arrivée Départ

2- Systéme a serveur unique avec taux de service constant (M/D/1), ou les variations dans

le taux d’arrivée et le taux de service sont atténuées ou négligeables.

3- Systeéme a serveurs multiples avec temps de service exponentiel (M /M /k), ou deux ser-
veurs ou plus fournissent indépendamment des services avec les hypothéses suivantes (voir
Figure 1.4) :

Arrivées oW -—*b Départs

Figure 1.4 Serveurs multiples, étape unique

3.1- Les arrivées suivent une distribution de Poisson, et les temps de service sont distribués

exponentiellement.
3.2- Tous les serveurs ont un taux de service identique.

3.3- Tous les clients forment une seule file d’attente et une méthode de service selon la priorité

du premier arrivé, premier servi est utilisée.

Un autre élément discuté dans la conception de la capacité serait la détermination de la
taille de la salle d’attente, qui devrait étre définie de maniere a ce que la probabilité que
la longueur de la file dépasse un certain niveau reste en dessous d’un seuil prédéfini. Par

exemple, le concepteur peut viser & garantir que la taille de la file soit adéquate dans 98%



des scénarios. La longueur estimée de la file résulte de la résolution des équations suivantes :

n= 28 (1.2)
ogp
l -«
ou: k=—-—-— 1.3
Ly(1—p) (13)
p: Coefficient d’utilisation du systeme

a:  Pourcentage attendu

L,: Nombre moyen de clients dans la file

b. Modeles de systémes de files d’attente avec population finie

Ces modeles sont utilisés lorsque la population interagissant avec le systéme est limitée (par
exemple, lorsqu’on regoit un soutien de ressources externes ou qu’on dispose d'un petit
nombre de clients); I'un des facteurs distinctifs entre les modeles de files a population fi-
nie et infinie est le taux d’arrivée des clients dans le systéme : le taux d’entrée dans la file
est constant dans les modeles a population infinie, tandis que dans les modeéles a population
finie, le taux d’arrivée dépend du nombre de clients actuellement présents dans le systeme
(plus la taille est grande, plus le taux d’arrivée diminue, car la population génératrice de la
file décroit).

1.1.5 Processus stochastiques en temps continu et a états discrets

Le contenu de cette section est adapté et résumé a partir de Lefebvre [2], initialement pré-
senté dans le contexte des processus stochastiques appliqués, afin de convenir au cadre de
modélisation utilisé dans cette these. Ce modele mathématique prend en compte tous les

clients dans le systeme, y compris ceux en attente et ceux en cours de service.

La distribution conditionnelle de la variable aléatoire N, qui représente le nombre de clients
dans le systeme a 1’état stationnaire, sachant que N < m, est donnée par :
T, A )"
Py(n| N <m)=—4—= T,S/'u) , pourn=0,1,...,m (1.4)
kZ_:O Tk X_:O(/\//J)k

Il est important de noter que cette condition n’implique pas que la capacité du systéme est
égale a m, mais plutot qu’a un moment donné a I’équilibre, il y avait au plus m clients dans

le systeme.

Note 1 : L’étude examine également une modification du systeéme de file M /M /1, dans lequel



un client retourne en fin de file avec une probabilité p € (0, 1), ¢’est-a-dire qu'un client peut
retourner dans la file un nombre illimité de fois. Les équations d’équilibre du systeme sont

présentées comme suit :

Etat j: Taux de départ de I'état j = Taux d’arrivée a D'état j (1.5)
Etat 0: Amo = p(l —p)m (1.6)
Etat n (>1): A u(1 = p)]mp = Moy + p(1 — p)mis (1.7)

Note 2 : De plus, le modele M /M /s est discuté, qui est une généralisation du modele M /M /1.
Ce modele suppose qu’il y a s serveurs dans le systeme, avec un taux exponentiel u. Les
clients arrivent selon un processus de Poisson avec un taux A. Le systéme est supposé avoir

une capacité infinie et la politique de service par défaut est premier arrivé, premier servi.

Comme les clients arrivent un par un et sont servis un par un, le processus {X(t), t > 0},
ou X (t) représente le nombre de clients dans le systeme de file d’attente au temps ¢, est
un processus de naissance et de mort, un processus stochastique dans lequel la taille de la
population peut augmenter ou diminuer d’une unité a la fois. Les équations d’équilibre de ce

systeme sont exprimées comme suit :

Etat j: Taux de départ de j = Taux d’arrivée a j (1.8)
Etat 0: Amo = pm (1.9)
O<k<s: A+kp)m=(k+ Dump1 + A1 (1.10)
k>s: (AN sp)m = Sumpe1 + Amp_1 (1.11)

Figure 1.5 illustre le modele M/M/2 :

: A ;: .’:“. i : : .)'- a»: :
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Figure 1.5 Diagramme de transition d’état pour le modele M /M /2

Note 3 : Pour calculer la distribution du temps total qu'un client passe dans un systeme
M/M/S a équilibre, on doit trouver le produit de convolution de la fonction de densité
de probabilité de la variable aléatoire @ et S ~ Exp(u), qui désigne une variable aléatoire

suivant une loi exponentielle de parametre p.



Note 4 : La formule suivante donne les probabilités limites valides pour un modele plus
général connu sous le nom de systeme de perte d’Erlang ou M/G/s/s, avec un temps de
service arbitraire non négatif. Ce résultat permet de résoudre les problemes ou le temps de
service ne suit pas une distribution exponentielle.

k /1)
B L D T (1.12)

> (AE[s])7 /5!

j=0
De plus, la Note 4 précise que dans le systeme M/M/s, le taux d’arrivée des clients doit
étre inférieur au taux total de service fourni par les s serveurs, ce qui est représenté par
la condition A < su, afin que le systeme atteigne une distribution stationnaire; sinon, la
longueur de la file continuera de croitre et aucun équilibre ne sera atteint. Toutefois, en
pratique, certains clients peuvent choisir de ne pas entrer dans le systeme s’ils voient que la

file est trop longue, et d’autres peuvent partir avant de recevoir un service.

1.2 Maintenance préventive et politique d’inspection

Dans le contexte de I'ingénierie de la fiabilité, de la maintenance et de I'optimisation de la
disponibilité, la maintenance préventive et la politique d’inspection se sont révélées étre des
éléments clés pour obtenir des systémes fiables et efficaces. La planification de la maintenance
implique des taches planifiées visant a garantir un fonctionnement ininterrompu et a prévenir
les pannes par la détection précoce et le controle des défaillances potentielles. Modéliser
la dégradation par des processus stochastiques, tout en tenant compte de 1’aléa inhérent
au comportement du systéme, rend l'objectif d’optimisation de ces stratégies de plus en
plus complexe. Pour modéliser efficacement les transitions probabilistes entre les états de la
machine pendant la période de maintenance planifiée, un modele mathématique largement

adopté est la chaine de Markov en temps continu.

L’équilibre entre les cofits associés aux taches de maintenance et les pannes potentielles du
systeme est un élément crucial de I'optimisation. Dans une stratégie de maintenance efficace,
il est nécessaire de prendre en compte a la fois les cotits directs liés a la mise en ceuvre des
actions de maintenance et les cofits indirects associés aux arréts de systeme, aux pertes de
production et aux réparations. Cet ajustement optimal est particulierement essentiel dans
les secteurs ou une grande fiabilité et disponibilité des systémes sont exigées pour répondre

aux besoins de sécurité opérationnelle et aux contraintes de cotits des processus.

La commande optimale du taux d’inspection, en tant qu’élément essentiel de la maintenance

préventive, joue un role clé dans la réalisation de cet équilibre. La fréquence des inspec-



tions détermine la fréquence a laquelle I’état d’un systeme est évalué, influencant ainsi la

planification de la maintenance et la nécessité d’interventions.

Bien qu’effectuer des inspections trop fréquemment entraine des cofits de maintenance ex-
cessifs, des inspections trop espacées peuvent augmenter la probabilité de défaillances et les
cotits d’arrét associés. Par conséquent, identifier le taux d’inspection optimal est crucial pour

minimiser les cotits globaux de maintenance tout en améliorant la fiabilité du systeme.

1.2.1 Maintenance conditionnelle (CBM)

Comme introduit dans des ouvrages tels que ceux de Demitri Kececioglu [3], les distributions
statistiques couramment utilisées pour modéliser les temps de défaillance comprennent les

distributions de Weibull, exponentielle, uniforme, Rayleigh, normale et log-normale.

Formules pour la maintenance préventive :

_ G, +EIN(,)] -G

C(ty,) ; , pour un remplacement a intervalle fixe (1.13)
P
C,- R(t Cy-F(t
C(t,) = —2= (t) +t s Fity) , pour un remplacement a age fixe (1.14)
b Rlty) + oL (t) de
C(t,) : Coit moyen par unité de temps sous la politique de remplacement

C,: Coflit de la maintenance préventive
Cy: Cotit de la défaillance (action corrective apres panne)
N(t,) : Nombre de défaillances
E[N(t,)] : Nombre moyen de défaillances pendant U'intervalle [0, 7,]

t, :  Temps de remplacement planifié

R(t,) Fonction de fiabilité (probabilité de non-défaillance jusqu’a t,)
F(t,) : Fonction de répartition des défaillances, i.e., F(t,) =1 — R(t,)
f(t):  Fonction de densité de probabilité du temps de défaillance

Ainsi, selon les formules ci-dessus pour la maintenance préventive, qu’il s’agisse de rem-
placements a intervalle fixe ou a age fixe, le cotit total de la maintenance préventive peut
étre déterminé en fonction du cott des défaillances, du cotit des actions de maintenance, du
nombre de défaillances et de la distribution de fiabilité associée. Cette estimation des cofits

permet une planification plus approfondie et une optimisation des stratégies de maintenance,
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favorisant la rentabilité.

Les activités attendues visent a orienter les décisions tant en matiere de maintenance préven-
tive que corrective afin de minimiser les défaillances et de réduire les temps de maintenance
et de réparation, évitant ainsi a la fois la surconception et la sous-conception. Ces activités
peuvent inclure la détermination des taux d’inspection optimaux, la planification des pieces

de rechange et des taches connexes.

1.2.2 Surveillance en ligne de ’état

En complément des méthodes précédemment utilisées, la surveillance en ligne de 1'état est
une approche adaptée pour diagnostiquer 1’état des systemes a partir de données en temps
réel, permettant ainsi de prédire a I’avance les états futurs du systeme et d’estimer sa durée de
vie (durée de vie restante). Par conséquent, 1’évaluation du systéme est un processus continu
qui nécessite une maintenance et une surveillance constantes pour garantir le respect durable

des normes en vigueur.

1.2.3 Détermination de ’intervalle de maintenance et de la durée de vie restante
(RUL)

Un autre aspect clé de la maintenance prédictive concerne la prévision de la durée de vie
restante (RUL) des composants du systeme. Une combinaison de modélisation physique,
de connaissances d’experts et d’approches basées sur les données est essentielle pour une

estimation précise de la RUL et une planification efficace de la maintenance.

En conséquence, des études récentes se sont concentrées sur l'analyse et la préparation des
données, menant a des résultats issus de 'application de techniques d’apprentissage automa-
tique. L’objectif est de développer des modeles prédictifs capables de déterminer le moment
optimal pour le remplacement des composants au sein des systémes. La formulation d’un
programme de maintenance préventive implique un équilibre entre le risque de gaspillage de

durée de vie utile et la fréquence des arréts imprévus dus aux pannes.

Le principal défi réside dans 'utilisation efficace des données de durée de vie pour produire des
prévisions précises de la RUL, ce qui est vital pour la planification efficace de la maintenance.
Diverses techniques, notamment la régression et la classification, ont été appliquées pour
estimer la RUL. L’identification de la RUL demeure un élément critique de la planification
de la maintenance préventive. L’objectif principal est d’exploiter les données sensibles au
temps afin d’entrainer des modeles statistiques et d’apprentissage automatique capables de

prédire la RUL avec précision, comme & travers l'utilisation du parameétre d’échelle (O) et
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du parametre de forme (), exprimée par la formule suivante :

-t f () de R db

RUL(t,) = E(T — - | T > 1,) R(t,) R(t,)

(1.15)

1.3 Programmation dynamique

En tant que technique mathématique, la programmation dynamique est une méthode struc-
turée utilisée pour prendre une séquence de décisions interdépendantes et résoudre des pro-
blemes complexes d’optimisation. Il s’agit d'une approche polyvalente capable de traiter a la
fois des problemes linéaires et non linéaires. La programmation dynamique est généralement
utilisée dans les cas ou un probléme peut étre décomposé en plusieurs sous-probléemes inter-

connectés et ou aucune technique analytique standard ne permet de le résoudre efficacement.

Bien que les principes fondamentaux de la programmation dynamique soient bien compris,
leur application efficace a des problémes variés et I’obtention de solutions optimales néces-
sitent une attention et une précision rigoureuses. Elle est qualifiée de “dynamique” car elle
résout les problemes de maniere séquentielle, en ne considérant que les solutions réalisables a
chaque étape. Cette décomposition systématique d’un probléme en sous-problemes plus petits
et gérables — connue sous le nom de staging du probleme — a constitué la base du dévelop-
pement de la programmation dynamique par Richard Bellman en 1957. La programmation
dynamique est largement appliquée dans divers contextes de planification et d’optimisation,
y compris la gestion des stocks, la planification de la production, la planification de la main-
tenance, la prise de décisions d’investissement, 1’allocation des ressources, ’appariement de

produits et les systemes de controle.
Définition des concepts de base :

Dans le cadre de tout probleme de programmation dynamique, les facteurs fondamentaux

suivants doivent étre clairement définis :

1. Etape (notée n) : Un probléme de programmation dynamique est décomposé en

sous-problémes plus petits, appelés étapes, chacun nécessitant une décision.

2. Etat (noté (n,i)) : A chaque étape, le décideur doit déterminer I'état du systéme.
Chaque étape comporte plusieurs états possibles, et une caractéristique fondamentale

d’un état est qu’il sert de lien entre les étapes consécutives.

3. Action (notée k) : Dans chaque état, un ensemble d’actions (également appelées
variables de décision) est disponible, parmi lesquelles une ou plusieurs doivent étre

choisies. Ces choix influencent directement les transitions entre états.
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4. Procédure : Une procédure représente la stratégie choisie pour résoudre le probléme.
Elle spécifie quelle action doit étre entreprise a chaque état, orientant ainsi le systeéme
de I’état actuel vers I’état final. La procédure optimale est la politique de décision qui

donne le meilleur résultat possible.

5. Revenu (noté r(n,i,k)) : Cette fonction représente le résultat obtenu a chaque étape.
Elle peut prendre diverses formes, telles que bénéfice, économie de cotits, revenu ou

toute autre mesure de performance du systéme.

6. Fonction de transition d’état (notée j = t(n,i,k)) : Cette fonction détermine
comment le systeme passe d'un état a un autre au fil des étapes. Elle est particulierement
importante dans les probléemes impliquant des espaces d’états continus, car elle régit

I’évolution du systeme en fonction des décisions prises.

7. Valeur d’un état (notée f(n,i)) : La fonction de valeur d'un état représente la valeur
espérée cumulée (revenu ou cofit) si le systeme suit une procédure particuliere a partir
de cet état. Elle quantifie I'intérét d’étre dans un état spécifique selon une stratégie de

décision optimale.

8. Equation de récurrence : Lors de la résolution d’un probléme de programmation
dynamique, une fois les éléments fondamentaux définis et les symboles appropriés at-
tribués, I’équation de récurrence peut étre formulée. Cette équation constitue 1'outil de
calcul principal permettant d’obtenir la solution optimale en évaluant récursivement la

valeur de chaque état.

Avant d’introduire I’équation de récurrence, il est essentiel de souligner que la programmation
dynamique repose fondamentalement sur la décomposition d’un probleme en plusieurs étapes
et la détermination de la solution optimale par la sélection de la meilleure décision a chaque
étape. En général, connaitre I’état actuel dans un probleme de programmation dynamique
fournit toutes les informations nécessaires pour dériver la solution optimale. En d’autres
termes, pour un état donné, la procédure optimale pour les étapes restantes est indépendante
des décisions prises lors des étapes antérieures. De plus, a chaque étape, les solutions optimales
de toutes les étapes précédentes restent disponibles. L’équation de récurrence, qui est formulée
en fonction de la valeur optimale d’un état tout en tenant compte de toutes les actions

possibles durant les transitions, est définie comme suit :

f(n,i) = min [r(n,i,k) + f(n —1,5)] ouj=t(n,i,k) (1.16)
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1.4 Chaines de Markov

Chaine de Markov. Considérons X; comme une variable aléatoire dépendant du temps ¢.
Une suite de variables aléatoires X1, X», ..., X} forme un processus stochastique. En général,
Iindice temporel ¢ peut appartenir a un ensemble 7', qui peut étre continu ou discret. Dans
la majorité des cas d’'intérét, T' est associé a des temps discrets et est souvent représenté

comme un ensemble d’entiers non négatifs : T = {0, 1, 2, ... }.

Dans sa forme générale, la distribution de probabilité de la variable aléatoire X, peut dé-
pendre de I’ensemble de 'historique des valeurs précédentes, ce qui s’exprime mathématique-

ment par :
P(Xn:l'n | X1 :xlw'-an—l :xn_l). (117)

Un modele qui capture pleinement une telle dépendance est souvent complexe et cotiteux
en termes de calcul. Cependant, dans de nombreux cas pratiques, on suppose la propriété
de Markov, selon laquelle la valeur de X,, ne dépend que de sa valeur précédente immédiate

X,,_1. Cette hypothese simplifie I'expression de probabilité conditionnelle :

P(Xn = Tn | X1 =T1,y... aXn—l == l’n_l) == P(Xn = Tp | Xn—l == an_l). (118)

Classification des états

Tout comme une chaine physique peut adopter différentes structures, une chaine de Markov
peut également présenter diverses caractéristiques structurelles, chacune correspondant a une

classification particuliere.

Définition 1 : Une chaine de Markov dans laquelle tous les états communiquent entre eux,
c’est-a-dire qu’il est possible d’atteindre n’importe quel état a partir de n’importe quel autre,

est appelée une chaine de Markov irréductible.

Au sein d’'un processus de Markov a chaine unique, les états individuels peuvent étre classés

en fonction de leur comportement a long terme, comme indiqué ci-dessous.

Définition 2 : Un état est dit transitoire s’il existe une probabilité non nulle que, une fois
que le systeme quitte cet état, il n’y revienne jamais. Un état transitoire est ainsi nommé

parce que, a long terme, le systéme ne le traverse qu’un nombre fini de fois.

Définition 3 : Un état qui n’est pas transitoire est dit récurrent, ce qui signifie que si le

systeme entre dans cet état, il est certain qu’il y reviendra un jour.
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Types d’états récurrents
Les états récurrents peuvent étre classés en trois catégories :

1. Etats absorbants
2. Etats périodiques

3. Etats apériodiques (également appelés états ergodiques dans certains contextes)

Définition 4 : Un état est dit absorbant si, une fois que le systeme y entre, il est impossible

d’en sortir. Autrement dit, la probabilité de quitter cet état est nulle.

Définition 5 : Un état est dit périodique si le systéeme y revient a intervalles de temps fixes
et réguliers. Il existe alors un entier d > 1 tel que le systeme ne peut revenir dans cet état

qu’a des multiples de d unités de temps.

Définition 6 : Un état est dit apériodique s’il est certain que le systeme y reviendra, mais que
le moment exact du retour est imprévisible, ce qui signifie qu’il ne suit pas un intervalle fixe.
Ces états sont souvent appelés états ergodiques, en particulier dans les contextes d’analyse

du comportement a long terme et de 1’équilibre.

Propriétés et types de problémes résolus par les chaines de Markov

Les problemes de programmation dynamique probabiliste formulés a 'aide de chaines de

Markov pour la prise de décision a long terme présentent les propriétés clés suivantes :

— L’horizon de planification est considéré comme infini, ce qui signifie que le systeme est
analysé sur un nombre illimité d’étapes temporelles.

— L’espace des états du systeme est fini, ce qui signifie que le systeme peut occuper un
nombre fixe d’états possibles. Cet ensemble d’états est noté : £ = {1,2,...,N}.

— La fonction de transition d’état est définie a l'aide d’un vecteur de probabilités de

transition, exprimé comme suit :
pij(k) = P(Xp1 =j | Xp=i,dy=k), keD (1.19)

ou :
— X, représente I'état du systeme a l'instant n.
— d,, est la décision ou action prise a l'instant n.

— La somme des probabilités de transition vers tous les états suivants doit étre égale

aun: Y pi(k) =1
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— La récompense ou le gain associé a ’action k£ dans I’état ¢ est donné par une fonction
r(i, k), qui définit le résultat — tel que le cotit, le bénéfice ou l'utilité — résultant

d’une décision particuliere dans un état donné.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LA LITTERATURE

2.1 Revue de la littérature sur le controle optimal des files d’attente

Un apercu des recherches antérieures et des études fondamentales liées au premier axe de

recherche est présenté au début de ce chapitre :

La théorie des files d’attente fournit un cadre de modélisation mathématique pour étudier
et analyser le flux de demandes au sein d’un systéme. L’objectif principal est d’examiner le
comportement du systéme et d’obtenir les indicateurs clés de performance, tels que le temps
d’attente moyen des clients, 'efficacité du systeme et le nombre moyen de clients dans le

systeme.

Cette revue de littérature sur les systemes de files d’attente avec des parametres stochastiques
dépendant du temps explore les recherches antérieures qui ont examiné le comportement des
files d’attente sous l’aléa des arrivées et des temps de service. Ces études appliquent des
techniques de modélisation mathématique pour évaluer comment la dynamique du systeme
de files d’attente est affectée par différentes hypotheses de distribution concernant les arri-
vées de clients et les temps de service. De plus, ces travaux traitent des effets de différentes
stratégies de controle sur la performance des systemes de files d’attente, telles que les po-
litiques d’ordonnancement ou I’allocation de ressources, qui fonctionnent dans un contexte
de temporalité stochastique. En outre, cette revue explore les applications pratiques de la
théorie des files d’attente dans divers domaines, y compris 'analyse des systemes bancaires,

des industries de services et d’autres contextes réels.

L’analyse des systemes de files d’attente avec des intervalles de temps aléatoires reste un sujet
de recherche actif dans les domaines de la recherche opérationnelle et de la théorie des files
d’attente, avec plusieurs publications récentes mettant 1’accent sur les stratégies de controle
des files d’attente.

Dans les travaux existants, plusieurs modeles ont été introduits pour considérer la perspective

générale de 1'« horizon temporel infini », qui sont listés ci-dessous :

Cet ensemble d’études comprend la recherche de Wang [4] sur les files d’attente dont le serveur
n’est pas fiable en raison de pannes, entre autres problemes, et propose un modele de cofit
pour la politique optimale ; dans un autre article, Kumar et al. [5] ont proposé une méthode
numérique pour résoudre une classe de problemes de controle stochastique. Ke [6] a étudié la
file M /G /1 pour déterminer une commande optimale et les seuils minimisant le cotit en tenant

compte des vacances distribuées généralement et des pannes du serveur. Aksenova et al. [7]
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ont considéré deux files FIFO et des marches aléatoires bidimensionnelles, et ont présenté des
modeles mathématiques et des algorithmes optimaux pour controler les systémes. Banik [§]
a présenté une analyse pour une file a serveur unique ayant la caractéristique d’un processus
d’arrivée markovien ; la politique optimale a colit minimal ainsi que les distributions de la
longueur de file et les mesures de performance ont été obtenues. Ozkan et al. [9] ont étudié
un systeme de file markovienne a deux serveurs et ont conclu que le routage des clients vers
le serveur le plus rapide serait toujours optimal; pour les serveurs plus lents, une politique
optimale a seuil existe selon la longueur de la file et I’état du serveur le plus rapide. Ahmed
et al. [10] ont étudié les problémes de controle de puissance stochastique sur un canal avec
file de données et contraintes de délai; des algorithmes de controle et leur efficacité ont été

proposés et vérifiés par des simulations numériques.

Grishunina [11] a travaillé sur 'optimisation des systéemes de files M /G/1/00, dans lesquels
il a été montré que si une politique optimale existe, alors elle serait de type seuil. Jiang
et al. [12], afin de dériver la stratégie de commande optimale, ont proposé des méthodes
d’apprentissage par renforcement pour la gestion active des files d’attente, et une détection
précoce aléatoire est proposée; la longueur moyenne de la file serait contrdlée en tenant
compte de diverses charges du réseau. Asadzadeh et al. [13] ont contribué a la littérature en
étudiant la performance d'une station-service; pour optimiser le systeme de file d’attente,
un modele de régression du second ordre a été proposé a partir de données simulées, et le
nombre optimal de pompes et d’opérateurs de pompes a été déterminé, en tenant compte
des ventes de carburant et des cofits. Lefebvre [14] a modifié le modele de file M/M/m/n
qui permet aux taches de requérir jusqu’a m serveurs et d’avoir un temps d’attente aléatoire
avant exécution. Luo et al. [15] ont proposé une politique de gestion de file tenant compte
a la fois du nombre de clients et de la charge de travail du serveur; la longueur de file et le
colit attendu a long terme sont analysés, et les politiques optimales sont comparées a 1’aide

d’exemples numériques.

Dans le deuxieme ensemble d’articles, d’autres modeles sont proposés sur la base d’horizons

temporels prédéfinis, qui sont présentés comme suit :

Fan-Orzechowski [16] a étudié 'admission optimale de clients dans une file a capacité finie,
contenant plusieurs types de clients ; une solution via la programmation linéaire est proposée,
dans laquelle des politiques optimales sont caractérisées et une structure est établie a cette
fin. Dans la recherche de Cao et al. [17], une politique optimale est examinée pour servir
des clients dont la valeur évolue; une politique heuristique et une étude numérique sont
proposées, montrant que dans la plupart des cas cette politique est proche de la solution

optimale. Lefebvre [18] discute d’un modele de théorie des files d’attente, dans lequel le
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débit d’une riviere est prédit pendant les périodes de hautes eaux; en outre, il présente une
application démontrant la pertinence du modele de file M/M/1/c lorsque le débit dépasse
un certain seuil, utilisé pour prévoir une augmentation des taux d’événements. Wen [19] a
proposé un modele de probleme optimal pour les clients & haute priorité, visant a minimiser
le cotlit total d’attente en assignant des cibles de temps d’attente ; pour résoudre les problemes
a grande échelle, une politique de seuil est présentée comme solution de commande optimale,
validée par des expériences numériques. Bhati [20] a introduit un probléme de commande
optimal, dans lequel I’dge moyen de I'information est minimisé en tenant compte de serveurs

hétérogenes.

Le troisieme groupe d’articles traite de l'objectif d’« horizon temporel infini » dans le cas
distinct de « réseau de files », qui sont présentés dans les paragraphes suivants : Dans un
article, une file d’attente exponentielle multi-serveur a été analysée par Efrosinin [21] et
des méthodes pour calculer les probabilités a 1'état stationnaire ont été démontrées; les
distributions des temps d’attente et de séjour ont été dérivées, et enfin les caractéristiques de
performance du systeme de commande optimale ont été comparées aux politiques de controle
heuristiques. De Santi [22] a introduit une politique de réseau pour trouver une gestion
optimale des files d’attente ; cela est comparé a la détection précoce aléatoire et a montré de
meilleures performances dans les réseaux a forte latence de bande passante. Une politique de
controle de réseau a été proposée par Banirazi [23] afin de minimiser le délai réseau sous des
conditions temporelles variables dans des réseaux sans fil stochastiques, laquelle est optimale
et mise en ceuvre sans connaissance préalable des statistiques du systeme. Un algorithme de
gestion de file d’attente a été proposé par Ping et al. [24] pour traiter les systémes Internet a
grande latence, afin de prédire la longueur de la file d’attente et d’améliorer la stabilité et la
robustesse du systeme. Afin de calculer les caractéristiques d’une file d’attente a source finie
pour maximiser le revenu total, Ponomarov et al. [25] ont présenté une solution au probleme
en considérant des modeles de Markov bidimensionnels et tridimensionnels et des politiques
de controle par seuil. Pour évaluer et classer les réseaux Internet, Chavari et al. [26] ont utilisé
I’Analyse Enveloppante des Données ; en simulant un réseau de services et en introduisant un
modele de cross-efficacité pour le classement, le réseau le plus performant a été sélectionné.
Zheng [27] a exploré la stabilité et la planification optimale de réseaux stochastiques dans des
environnements aléatoires ainsi que les problemes de controle de diffusions avec sauts. Afin de
maximiser le taux de détection de données a long terme des dispositifs sans fil, Li et al. [28]
ont proposé un algorithme pour un systeme mobile sans fil visant 'efficacité énergétique,
sous la contrainte de stabilité de la file d’attente de données. Reticcioli et al. [29] ont utilisé
des modeles prédictifs du comportement des dispositifs réseau pour permettre un controle

plus flexible et plus facile du réseau; les données historiques recueillies a partir du réseau
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sont utilisées a cet effet. Petrovi¢ et al. [30] ont étudié le probleme des péages autoroutiers et
proposé une méthodologie de commande optimale en temps continu, dans laquelle le nombre
optimal d’unités actives dans les stations est prédit a ’aide de réseaux neuronaux et de la
théorie des files d’attente. Dans le but de mettre en ceuvre un contréle prédictif pour les
bus, Gao et al. [31] ont utilisé un modele pour estimer le temps d’inactivité et prédire les
variations du trafic aux intersections a l’aide d’une architecture de cloud véhiculaire, afin de

réaliser des économies d’énergie et de temps d’attente par rapport aux décisions humaines.

Enfin, Fu et al. [32] ont considéré les deux objectifs de « réseau de files » et de « temps
prédéfini », et étudié le commande optimale dans des réseaux de files stochastiques; afin de
maximiser 1'utilité totale obtenue a la fin d'un horizon temporel fini. Un ensemble de taches
reliées & un ensemble de serveurs paralleles avec files d’attente a été considéré pour proposer

une politique de controle.

De nombreuses études dans la littérature révelent un écart de recherche notable concernant
Iintégration du temps aléatoire dans les problemes de commande optimale, que nous explo-
rerons plus en détail dans la section suivante. La diversité des méthodologies utilisées dans le
domaine de la théorie des files d’attente est démontrée dans ces études, ou des intervalles de
temps aléatoires sont discutés. Ces méthodes incluent la modélisation analytique, 'analyse

numérique et les techniques d’optimisation.

2.2 Revue de la littérature sur la distribution des temps de service dans les

systémes de files d’attente

Ensuite, ce chapitre se poursuit par une revue de la littérature relative aux travaux antérieurs

liés a cette thématique.

La théorie des files d’attente integre la modélisation mathématique des arrivées de clients
et de leurs temps de service correspondants dans les systemes de files d’attente et joue un
role unique dans la prise de décision en fournissant des perspectives sur le fonctionnement
et l'efficacité des systemes. L’optimisation des décisions est un aspect essentiel de la théorie
des files d’attente qui permet aux décideurs d’optimiser les mesures de performance en se
concentrant sur I'examen des parametres fondamentaux et des contraintes du modele. Plu-
sieurs configurations de files peuvent étre évaluées, y compris la vitesse de service et le nombre

de serveurs, afin d’établir la politique la plus rentable.

L’analyse de sensibilité constitue un autre aspect essentiel de la théorie des files d’attente dans
le cadre du processus décisionnel. Elle permet aux décideurs de comparer divers scénarios en

modélisant plusieurs configurations de files d’attente, leur permettant ainsi d’examiner les
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effets des variations de parametres dans le systéme, notamment en termes de coftit associé aux
changements dans les schémas de service des clients. De plus, 'analyse de sensibilité permet
aux décideurs de comprendre les résultats potentiels résultant de différentes configurations
du systeme. Cela facilite des actions éclairées basées sur la compréhension des dynamiques

des systemes, comme discuté dans Hosseinzadeh Lotfi et al. [33].

Une revue de littérature complete est effectuée pour observer les études qui traitent du pro-
bleme de l'identification de la vitesse de service optimale dans les systemes de files d’attente
a tout instant donné, et donc du controle de l'efficacité du systeme dans un cadre de temps

aléatoire continu.

De nombreux articles ont étudié des variantes de la vitesse de service afin de réduire les
files d’attente. Al-Hawari et al. [34] ont examiné la position optimale du capteur et étudié
son impact sur la performance du systeme. Dans cette étude, un systeme de production
controlé est analysé a 'aide d’un modele de simulation contenant trois stations, y compris un
goulot d’étranglement. Srinivas et al. [35] ont utilisé des processus de Poisson pour examiner
un modele de file d’attente avec des taux de service dépendant de I'état et ont analysé
les comportements transitoires. Les mesures de performance sont dérivées et les applications
pratiques dans les réseaux de communication sont mises en évidence. Li et al. [36] ont examiné
une file markovienne a serveur unique avec un taux de service variable. Les cotits d’attente,
les récompenses et les stratégies d’équilibre pour tous les clients sont pris en compte. Chen et
al. [37] ont contribué au domaine pour capturer des modeles similaires du trafic Internet. En
se concentrant sur le modele de trafic de mouvement brownien fractionnaire, les limitations

du modele et la vitesse de service sont explorées.

Lee et al. [38] se sont concentrés sur les applications aux centres de données pour optimiser
une file multiserveur avec des taux d’arrivée et de service variables. Pour explorer les po-
litiques de commande optimales, un processus de décision de Markov en temps continu est
utilisé, basé sur la rétention des clients, les cotits de fonctionnement des serveurs et les récom-
penses de fonctionnement du systéme. Munoz et al. [39] ont fourni des analyses de systéeme
et amélioré la théorie floue des files d’attente en introduisant une méthode de simulation
pour modéliser des arrivées et taux de service variables. L’impact des véhicules électriques
sur les réseaux électriques est étudié par cette approche; pour une évaluation précise de la
performance du réseau, leurs demandes de recharge sont modélisées comme un probleme de
files d’attente floues. Delasay et al. [40] ont introduit un modele de file avec des vitesses de
serveur adaptatives, pouvant répondre aux périodes de forte charge du systeme. Le modele
met en évidence les décalages potentiels entre performance attendue et réelle, ce qui impacte

les décisions d’affectation de personnel. Pour réduire les temps d’attente dans un modele
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M/G/1, une distribution de Poisson étendue a été introduite par Rodrigues et al. [41] pour

modéliser la congestion d’une file finie, validée par simulation et données réelles.

Pour passer en revue les travaux connexes et comparer les méthodes récentes de contréle des

vitesses de service variables, les articles suivants ont été listés.

Dans le but d’optimiser les vitesses de service pour minimiser les cofits, Laxmi et al. [42] ont
examiné une file en temps discret a ’aide de 'optimisation par essaim particulaire et exploré
son application dans les centres de contact email entrants. Pour maximiser le bien-étre en
ajustant de maniere optimale les prix d’admission et les vitesses de service, Chen et al. [43] ont
présenté une méthode utilisant I'optimisation basée sur la sensibilité pour un commutateur
de réglage de débit, avec des expériences numériques pour valider I'approche. En utilisant
un modele pour équilibrer la qualité de service et les cotits des ressources humaines, Dai et
al. [44] ont décrit un nouveau modele de service client en ligne dans lequel les agents peuvent
aider simultanément plusieurs clients ; ’approche a ensuite été validée par simulations. Biike
et al. [45] ont utilisé des processus stochastiques pour 'analyse, et pour comprendre ces
processus sous différentes politiques de routage, les auteurs ont employé des martingales
dans I’étude. Ainsi, des systemes de files d’attente a plusieurs serveurs avec taux de service
variables ont été explorés. Su et al. [46] ont établi la politique optimale en se concentrant
sur des vitesses de service variables dans une file a serveur unique dans des réseaux de

communication avec plusieurs types de clients.

Laxmi et al. [47] ont travaillé sur la stabilité du systeme et les mesures de performance pour
optimiser la vitesse de service en analysant un systeme M /M /2 avec un deuxiéme service
optionnel. Enfin, 'impact de divers parametres du modele a été illustré par des résultats nu-
mériques. Pour développer une politique optimale de vitesse de service et minimiser les cotits,
Lakkumikanthan et al. [48] ont utilisé la théorie de la décision markovienne et la program-
mation linéaire pour un systeme de files d’attente-inventaire en temps discret. Ensuite, les
vitesses de service sont ajustées en fonction des arrivées de clients et du réapprovisionnement
de l'inventaire. Un modele de files d’attente avec deux types de requétes a été analysé par
Dudin et al. [49] pour explorer le comportement du systeme a 1’aide d’une chaine de Markov :
le type 1 avec un taux de service constant et le type 2 avec des taux flexibles et un partage

de processeur.

Pour un apercu d’autres études dans le domaine concerné, le lecteur est invité a consulter
Chen et al. [50], dans lequel des politiques de commande optimales sont développées via une
optimisation basée sur les événements afin d’explorer le controle de la vitesse de service. Un
algorithme est introduit pour déterminer les vitesses de service et son efficacité est comparée

a 'optimisation basée sur les états par une analyse numérique. Wu et al. [51] visent & réduire
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les cofits et les temps d’attente en menant une analyse a 1’état stationnaire pour I'optimisa-
tion du systeme. Une file GI/M /1 avec des vitesses de service variables est examinée pour
controler I'entrée des clients. Singh et al. [52] analysent les changements dans la distribution
de probabilité d’un processus stochastique pour détecter les points de changement dans la
vitesse de service d’une file M /M /1/m. Une fonction de vraisemblance basée sur le nombre
de clients observés aux départs est utilisée. Des simulations de Monte Carlo montrent 1'ef-
ficacité et la validité de cette approche. Enfin, un systéme de file markovien avec un seul
serveur offrant des vitesses de service variables est examiné au moyen de chaines de Markov
en temps continu pour modéliser et analyser comment les décisions des clients affectent la

performance a ’équilibre de la file, dans I’étude de Tian et al. [53].

La littérature ci-dessus tend a illustrer les avancées fondamentales et & identifier les lacunes

dans la littérature existante que cette recherche vise a combler.

2.3 Revue de la littérature sur l’inspection et la maintenance en contexte sto-

chastique

Enfin, nous cloéturons ce chapitre en présentant le contexte des études existantes liées a

I'objectif principal de cet axe de recherche.

A travers une analyse approfondie des développements dans le domaine de la commande
optimale des chaines de Markov en temps continu, notamment dans le contexte de la théorie
de la fiabilité, une attention significative a ce domaine est évidente, en particulier dans le
cadre de la planification de la maintenance. Les études antérieures couvrent un large éventail
de modeles et de méthodologies visant a obtenir des politiques de maintenance optimales
pour améliorer la fiabilité, la disponibilité et la sécurité des machines tout en minimisant
simultanément les cotits. Ces travaux indiquent les efforts continus en vue de 'amélioration

des techniques de commande optimale dans ce domaine.

Les premiers développements en matiere de commande optimale et de planification de main-
tenance ont été introduits par Parmigiani [54] pour identifier les meilleures fréquences de
maintenance ; une chaine de Markov en temps continu a été appliquée et un modele de com-
mande optimale pour un systéme de fabrication a été proposé. Un développement ultérieur
de ce modele a été effectué par Boukas et al. [55]; le modele se concentre sur 'amélioration
de la fiabilité du systeme et discute du contréle de maintenance en utilisant un processus
de Markov en temps continu en appliquant la commande optimale des taux de maintenance
préventive et corrective. Ensuite, en développant des modeles de politiques de maintenance et

d’inspection, Wang et al. [56] ont contribué au domaine et développé une politique optimale
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pour minimiser le cotit total ; un modele de chalne de Markov en temps continu a été utilisé
pour les intervalles d’inspection et la maintenance de la détérioration dans un systéme de

production.

Suryadi et al. [57] ont élargi ce champ en fournissant une méthode de programmation mathé-
matique et en utilisant des chaines de Markov en temps continu pour modéliser la maintenance
afin d’optimiser la planification de la maintenance dans les usines. Afin de permettre des ré-
parations imparfaites avant le remplacement du composant, Liying et al. [58] ont optimisé
le cycle d’inspection pour maximiser le revenu et le diagnostic de défaillance, et la politique
d’inspection a été identifiée ; le processus vectoriel de Markov et un exemple numérique ont
été utilisés pour valider la méthodologie. En prenant en compte la commande optimale dans
des conditions aléatoires selon I'état de santé du patient, un modele de processus décisionnel
de Markov partiellement observable a été utilisé par Erenay [59]; une stratégie de dépistage
optimale a été fournie pour prévenir le cancer et surveiller, et le taux optimal de coloscopies
a été déterminé.

Dans le but de trouver une politique de commande optimale pour maximiser la disponibilité
du systéme, Jiang et al. [60] ont modélisé un processus de Markov en temps continu pour
fournir une approche de prévision des défaillances dans un systeme observable avec pannes.
Pour trouver une politique de commande optimale qui optimise les cotits de maintenance et
d’inspection, et avec I'objectif de maximiser les profits en tenant compte de la dégradation
du systéme sous controle, Ahmadi et al. [61] ont utilisé le processus de Markov pour fournir
un modele d’optimisation de la planification de maintenance et des stratégies d’inspection

dans un systeme en dégradation.

Dans l'optimisation des politiques de maintenance, la maintenance conditionnelle (CBM) est
apparue comme une approche tres efficace qui dépend de I’état en temps réel de I’équipement
plutot que de suivre des intervalles prédéfinis. L’intégration de la maintenance conditionnelle
et des politiques de commande optimale a suscité une attention notable de la part des cher-
cheurs ; Golmakani et al. [62] ont utilisé le processus de Markov et proposé un modele visant
a optimiser les cotits de maintenance avec des intervalles d’inspection équilibrant les cofits de
remplacement préventif et de défaillance ; une stratégie de remplacement optimale et une fré-
quence d’inspection ont été fournies pour la maintenance conditionnelle. D’autre part, dans
le but de minimiser les cotits tout en maintenant la fiabilité par des politiques de mainte-
nance et d’inspection efficaces, Wang [63] a cherché a optimiser les fréquences de surveillance
a ’aide de la théorie bayésienne et d’un modeéle non markovien. Une politique de commande
optimale pour un systeme vieillissant a été proposée en mettant en évidence les stratégies

optimales de maintenance préventive et de remplacement par Kim et al. [64]; une chaine de
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Markov en temps continu a été utilisée dans leur travail, se concentrant sur la minimisation
du coiit total. Liu et al. [65] visaient & optimiser les intervalles d’inspection pour minimiser
les cotits de maintenance et ont utilisé un modele de chaine de Markov en temps continu
avec maintenance conditionnelle tandis que Kutzner et al. [66] ont pris en compte les colits
de réparation et la qualité de la production pour minimiser les cofits attendus en considérant
les stratégies de maintenance et d’inspection et en évaluant la variabilité de la production
et les fréquences d’inspection ; en mettant en ceuvre un processus de Markov, un modele de

commande optimale a été proposé dans ce travail.

Par conséquent, pour ajuster les intervalles d’inspection selon les états de vieillissement et mi-
nimiser les coiits de maintenance, Naderkhani et al. [67] ont développé une stratégie optimale
de maintenance conditionnelle en appliquant un processus de Markov caché en temps continu ;
les taux d’inspection sont ajustés en fonction des états de dégradation des composants pour
réduire les dépenses de maintenance. Une méthode de planification et des applications de
I'optimisation de la maintenance dans le domaine de la santé pour l'inspection des stents
ont été proposées par Arab et al. [68]; des modeles de fiabilité et le probleme de commande
optimale ont été utilisés pour optimiser les plannings d’angiographie tout en équilibrant les
risques pour la santé et les cotits totaux. En utilisant un modele vectoriel autorégressif (VAR),
des modeles de Markov cachés en temps continu et une méthode de controle bayésien op-
timal, Lin et al. [69] ont utilisé la prévision de la durée de vie restante et la maintenance
conditionnelle ; une méthode de cotit optimal pour la détection précoce de défauts dans des

boites de vitesses a ’aide de données de capteurs a été développée dans cette étude.

En utilisant un modele d’optimisation pour la maintenance conditionnelle et un cadre de
processus décisionnel de Markov partiellement observable, Kim [70] a abordé le contrdle ro-
buste pour les systémes avec pannes dans 'industrie miniere ; par conséquent, des stratégies
qui restent efficaces en présence d’aléas dans le modele ont été définies dans ce travail. La
méthode de planification de maintenance optimale dans les systémes de santé a été déve-
loppée dans une these a 1'aide de processus stochastiques par He [71]; les événements avec
des intervalles d’inspection imparfaits et une maintenance préventive non ponctuelle y sont
abordés. Pour améliorer la fiabilité a I'aide d’un cadre markovien par des stratégies de mainte-
nance optimales, Mousavi et al. [72] ont optimisé les politiques de réparation en maintenance
conditionnelle ; les cotits de réparation, la probabilité de défaillance et les stratégies de rem-
placement préventif ont été intégrés pour minimiser les cotits attendus. Pour modéliser la
dégradation afin de minimiser les coiits de maintenance, Li et al. [73] ont utilisé un proces-
sus semi-markovien caché en temps continu et une maintenance optimale pour la détection

précoce de défauts dans une boite de vitesses d’hélicoptere a été proposée.
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De plus, Sun et al. [74] ont utilisé le processus de décision de Markov pour proposer des
stratégies optimales d’inspection et de remplacement pour les systemes vieillissants ; afin de
modéliser la dégradation des composants et ainsi trouver les intervalles d’inspection et les
choix de remplacement pour minimiser le cotit opérationnel total, I’étude utilise le processus
de Wiener. Dans l'objectif de la gestion de la santé et de la maintenance prévisionnelle
(PHM), Liu et al. [75] ont présenté une stratégie de maintenance dynamique; pour établir
le moment optimal d’inspection, un modele a été développé pour analyser la fiabilité du
systeme, combinant les effets de la dégradation et du vieillissement. Dans un autre travail
utilisant un processus de décision de Markov partiellement observable, Liu et al. [76] ont
développé des politiques de maintenance qui integrent I'inspection incomplete ; les politiques
de maintenance optimales pour minimiser les cofits sont obtenues en tenant compte des états

non observables du systeme selon les inspections incompletes.

Pour gérer les incertitudes dans la prise de décision en matiére de maintenance, des modeles
plus avancés sont introduits dans les travaux récents, qui combinent les processus de décision
de Markov partiellement observables et les réseaux bayésiens dynamiques. Andriotis et al. [77]
ont développé un modele de quantification de la valeur pour une structure de surveillance de
la santé afin d’optimiser la durée de vie utile des systemes en dégradation avec incertitude,

basé sur un processus de décision de Markov partiellement observable.

L’utilisation de la chaine de Markov en temps continu et de la programmation dynamique
s’étend au-dela des pratiques industrielles classiques. Dans le but d’optimiser les procédures
d’évaluation logicielle, un modele de controle stochastique en temps continu a été appliqué par
Cao et al. [78], visant a équilibrer les cofits de test par rapport au temps de mise sur le marché
afin de réduire les cotlits totaux. La programmation dynamique a été utilisée dans le modele
proposé pour déterminer le temps de test optimal. En utilisant ’optimisation stochastique et
les méthodes de chaines de Markov et en appliquant le processus de Wiener pour modéliser
la dégradation, Sun et al. [79] ont développé une planification de maintenance pour gérer
les composants vieillissants dans les systemes en série ; la méthode optimise le remplacement
préventif et minimise les cofits opérationnels totaux. En se concentrant sur la planification de
I'inspection et de la maintenance, une approche de gestion de la santé et de la maintenance
prévisionnelle (PHM) a été introduite par Mancuso et al. [80]. En outre, un processus de
commande optimale ajustant a la fois la maintenance et les cotits a été étudié en utilisant un
cadre de contréle markovien ; la planification de la maintenance a été développée en utilisant
les équations de Hamilton-Jacobi et un temps de défaillance basé sur le processus de Wiener
par Ahmadi [81].

De plus, en utilisant un processus de décision de Markov en temps discret et en intégrant la
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dégradation du systeme et la gestion des pieces de rechange, une stratégie de maintenance
de commande optimale pour les systémes de production a été développée par Gan et al. [82].
Wang et al. [83] ont utilisé le processus de décision de Markov pour explorer la commande
optimale d’un systéeme avec pieces de rechange limitées sur une période de temps finie afin
de développer un plan de maintenance. Afin de minimiser les cotlits moyens de maintenance
sur une période de temps infinie, Roux et al. [84] ont contribué au domaine et, pour plani-
fier la maintenance sous surveillance imprécise, un modele efficace de processus de décision
de Markov partiellement observable a été introduit dans leur travail ; un algorithme efficace
a été développé pour optimiser les politiques de maintenance conditionnelle couvrant 'ins-
pection parfaite, la maintenance préventive et la maintenance corrective. Pour résoudre les
limites des méthodes heuristiques, optimiser la fiabilité des structures et minimiser les cotits
par 'optimisation stochastique, les réseaux bayésiens dynamiques intégrés aux processus de
décision de Markov partiellement observables ont été incorporés par Morato et al. [85]; la
planification optimale de I'inspection et de la maintenance de la détérioration structurelle a

été explorée comme résultat de cette étude.

Des avancées plus récentes sur la commande optimale et la programmation dynamique en
maintenance ont été proposées par Lefebvre et Pazhoheshfar [86] ; reconnaissant que le temps
final sera une variable aléatoire, un probleme de commande optimale pour la maintenance
des machines est présenté. Dans cette étude, 'usure normale et aléatoire des systémes est
prise en compte afin de maximiser les revenus au cours de la durée de vie de la machine; la
méthodologie consiste a résoudre une équation de programmation dynamique pour identifier

si des activités de maintenance doivent étre réalisées a chaque unité de temps.

Asadzadeh et al. [87] ont formulé une politique optimale de maintenance conditionnelle pour
les panneaux électriques en utilisant un modele de risque proportionnel. Dans le but de
minimiser les cotits attendus, leur modele tient compte de 'interdépendance des défaillances

des composants.

Dans une littérature plus récente, les applications des chaines de Markov en temps continu
ont été appliquées a des contextes complexes de maintenance ; en utilisant un processus de
Markov déterministe par morceaux, un modele de maintenance conditionnelle a été proposé
par Wang et al. [88]. Dans le but d’identifier des stratégies de maintenance pour minimiser
les cotits en présence de réparations imparfaites, le modele proposé prend en compte a la fois
la dégradation progressive et les chocs aléatoires en appliquant la théorie de la commande
optimale. Leur travail est notable, en particulier dans les cas ot les deux types de phénomenes
de dégradation doivent étre gérés efficacement. Enfin, pour obtenir des controleurs optimaux

a temps fini et & temps infini, Wang et al. [89] abordent la commande optimale des systéemes
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avec données échantillonnées et échantillonnage stochastique.

Bien qu’il y ait eu des avancées considérables dans la commande optimale des chaines de
Markov en temps continu dans le cadre de 'optimisation de la maintenance, des lacunes de
recherche subsistent encore. De nombreux modeles existants sont formulés pour des applica-
tions spécifiques, telles que les systemes de production ou les soins de santé, sans explorer de
maniere exhaustive le taux d’inspection optimal dans un cadre plus généralisé. De plus, I'in-
tégration de la programmation dynamique pour obtenir des variables de décision continues,
telles que les intervalles de test, n’a pas été suffisamment explorée, en particulier en ce qui

concerne les problemes de type homing dans la théorie de la fiabilité.

Cette étude vise a combler les lacunes existantes en fournissant un cadre complet permettant
d’obtenir un taux optimal de maintenance préventive et d’inspection des systémes en utilisant
des chaines de Markov en temps continu combinées a la programmation dynamique, comme
discuté dans Lefebvre et Yaghoubi [90]. Le modele proposé dans notre étude suggérera une
solution robuste au probleme de type homing dans I'optimisation en théorie de la fiabilité en
intégrant des techniques avancées de controle stochastique pour formuler des politiques de
maintenance optimales. De plus, en intégrant les dernieres avancées en matiere d’optimisation
de la planification de maintenance avec les approches de programmation dynamique, cette
recherche contribue a faire progresser la théorie de la fiabilité et a promouvoir la rentabilité
dans les systemes d’ingénierie. Elle propose des politiques applicables aux industries ou la

fiabilité des composants est hautement critique.
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CHAPITRE 3 OBJECTIFS

Objectifs principaux

Dans le cadre de la théorie des files d’attente, notre objectif principal est de traiter le pro-
bleme de homing. Cela consiste, par exemple, a controler la durée espérée pendant laquelle
le processus contrdlé reste dans un intervalle [a;b], soit en prolongeant ou en réduisant cette
durée, soit en forcant le processus a sortir de 'intervalle par une extrémité prédéterminée.
Un systeme de file d’attente est considéré sans déterminer explicitement 1’horizon temporel
d’optimisation, c¢’est-a-dire en supprimant I’hypothese conventionnelle d’un horizon temporel
infini (0, 00) ou d’une période prédéterminée (0,7"). Dans ce cas, le temps de controle est
considéré comme une variable aléatoire et 1’'objectif est de modéliser le probleme dans le but
d’optimiser 'utilisation du systeéme, ou la fonction de cotlit associée est étudiée sur une pé-
riode allant de 0 a un instant terminal aléatoire. Cet intervalle de temps représente la durée
pendant laquelle la capacité du systéme est contrélée ou la période assignée pour servir les

clients.

Sous I'hypothese ci-dessus, dans un premier temps, on a examiné la dynamique des files
d’attente en optimisant le nombre de serveurs, comme présenté dans la premiere partie de la

these.

Deuxiemement, une analyse de sensibilité du systeme de file d’attente a été réalisée en ce
qui concerne les variations de la vitesse de service, comme discuté en détail dans la partie

consacrée a cette thématique.

Par la suite, la recherche a été complétée par I'application des chaines de Markov en temps
continu, en tenant compte des mémes caractéristiques stochastiques que celles considérées
précédemment. L’objectif est d’identifier une politique efficace de maintenance et d’inspection

pour le systeme analysé.

Objectifs dérivés

1. Etudier les techniques d’optimisation des entrées et sorties du systéme, telles que le
nombre de serveurs et la vitesse de service, pour minimiser les temps d’attente et

optimiser la performance du service.

2. Evaluer la performance des systémes de files d’attente avec plusieurs serveurs, dans des

conditions ou le temps présente une nature aléatoire dans I’ensemble du systéme.

3. Construire des modeles qui integrent des intervalles de temps aléatoires pour les pro-
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cessus d’arrivée et de service, et explorer leur impact sur la performance du systeme de
file d’attente.
4. Etudier l'influence de différentes distributions de probabilité des temps de service pour

en observer les effets sur la performance du systeme.

5. Développer des solutions a des problemes pratiques en appliquant la programmation
dynamique et les processus stochastiques, tels que le probléeme de homing et les chaines

de Markov, plutot que de se limiter a des exemples mathématiques.

Notre méthodologie de recherche étend les modeles existants. La Figure 3.1 illustre les étapes

de recherche pour les modeles de files d’attente étudiés dans les premieres parties de la these.

Début de I’analyse du
systéme de files d’attente

Application des résultats de Analyse des
I’analyse a des cas particuliers |* indicateurs de
performance
v !
Evaluation du fonctionnement du Modélisation des
modéle opérant sur un horizon processus d’arrivée et
temporel aléatoire de service

v

Exécution de I’algorithme et
recommandations

Veérification
du modele

Conclusion de
’analyse du
svstéme de files

vt

Exécution du modéle

v

Optimisation des
parameétres du systéeme

'

Conception d’algorithmes pour des
systemes de files d’attente avec :
1: Serveurs multiples
2: Distributions de service variables

¥

Vérification de
I’algorithme

Figure 3.1 Schéma des étapes de recherche des modeles de files d’attente
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La Figure 3.2 illustre le schéma détaillé des principales étapes méthodologiques de la recherche

appliquées a la politique optimale de maintenance et d’inspection.

Conclusion du processus
d’optimisation de la
maintenance

Figure 3.2 Schéma pour la politique optimale de maintenance et d’inspection

Début du cadre d’optimisation
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Calcul du taux d’inspection optimal
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invariant dans le temps

Y

Veérification de
I’algorithme

v T

Obtention d’une politique de minimisation
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CHAPITRE 4 APPROCHE

Interconnexion des études de recherche

La connexion et la cohérence de ma recherche doctorale sont mises en évidence dans ce cha-
pitre, montrant comment chaque axe de recherche a contribué a une mise en ceuvre détaillée
de la commande optimale dans les processus stochastiques en reliant la théorie des files d’at-
tente a la maintenance et a I'ingénierie de la fiabilité a travers des méthodologies communes,

faisant ainsi progresser a la fois les fondements théoriques et les techniques appliquées.

La these est structurée autour de trois axes de recherche principaux, tous centrés sur le
controle optimal et la prise de décision dans des processus stochastiques. Chaque article
traite d’'un domaine d’application distinct, a savoir le controle du nombre de serveurs dans
les files d’attente, I’évaluation des distributions des temps de service dans les systemes de files
d’attente, et enfin le développement de politiques de maintenance et d’inspection. En utilisant
des cadres mathématiques tels que la programmation dynamique, leur adaptabilité et leur
efficacité sont mises en évidence dans plusieurs domaines. En particulier, notre recherche
fournit une approche méthodologique pour relever les défis en théorie des files d’attente, en

planification de la maintenance et en ingénierie de la fiabilité.

La programmation dynamique constitue le principe fondamental des trois articles. Ce cadre
mathématique optimise les processus de prise de décision séquentielle dans des environne-
ments incertains. Dans I'ensemble des travaux présentés, la fonction de valeur joue un role
fondamental dans 1’obtention de la politique optimale. Ce cadre commun relie les trois pro-
blemes de recherche distincts, proposant une base robuste pour I’étude des processus dans

divers domaines d’application.

Commande optimale d’un systeme de file d’attente

L’optimisation de 'allocation des serveurs dans des files M /M /k est abordée dans la premiere
partie de la these. Déterminer le nombre optimal de serveurs actifs dans le systeme, a tout
instant donné, est 'objectif central afin de minimiser la longueur de la file dans le temps le
plus court possible tout en tenant compte du cofit total de controle. Le compromis dynamique

entre le colit et la performance du systeme est exploré en détail dans cette partie de la these.

Pertinence par rapport aux autres parties de la these :

— La gestion des serveurs dans les files est parallele a 'optimisation des distributions
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des temps de service dans la partie consacrée a la distribution des temps de service et
a la détermination des taux d’inspection dans la partie relative a la maintenance et a
I'inspection

— L’utilisation du cadre de programmation dynamique pour dériver la fonction de valeur

constitue un lien méthodologique entre es différents axes de recherche.

Distribution optimale des temps de service pour une file d’attente M/G/1

Dans la partie consacrée a cette thématique, le champ d’optimisation du systeme de files
d’attente est élargi en se concentrant sur un systeme M /G /1, dans lequel les serveurs peuvent
choisir parmi plusieurs distributions de temps de service. Minimiser la fonction de colit est
ici notre objectif, de maniere a équilibrer le taux de service, le temps d’attente dans la
file et les cofits totaux sur la durée. Dans cette recherche, la programmation dynamique et
la probabilité conditionnelle sont intégrées pour choisir la distribution de temps de service

optimale parmi les options possibles.

Pertinence par rapport aux autres parties de la these :

— En cohérence avec la premiere partie de la these, cette étude se concentre sur la prise
de décision optimale dans les files d’attente tout en ajoutant une seconde couche de
complexité par la sélection de la meilleure distribution du temps de service.

— L’objectif de minimisation des cofits, tout en atteignant simultanément une perfor-
mance optimale, reflete celui de la partie relative a la maintenance et a l'inspection,
ou l'obtention de taux d’inspection optimaux vise a équilibrer les cotits totaux de

maintenance et la fiabilité du systeme.

Politique optimale d’inspection et de maintenance

Le domaine dans cette partie de la these passe des systemes de files d’attente a celui de la
maintenance et de la fiabilité. Une machine représentée par une chaine de Markov en temps
continu est analysée, avec 1'objectif d’optimiser les taux d’inspection et les coiits de main-
tenance afin de minimiser les temps d’arrét opérationnels. Ce travail progresse en intégrant
le cadre de programmation dynamique aux processus de Markov en temps continu afin de

fournir des solutions explicites pour différents cas particuliers.

Pertinence par rapport aux autres parties de la these :
— Cette étude est en cohérence avec les parties précédentes de la thése en se concen-
trant sur la minimisation des cofits, 'incorporation d’un cadre de programmation

dynamique pour dériver des solutions optimales, et enfin 'adoption de stratégies de
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controle dépendant de I'état. Cette stratégie dépend de ’état actuel et s’adapte dyna-
miquement a I’évolution du systéme, plutét que d’adopter des stratégies fixes et non
personnalisées.

— Le modele de chaine de Markov en temps continu utilisé dans cette étude est cohérent
avec la modélisation par processus stochastiques dans les parties précédentes de la
these, démontrant la polyvalence et la cohérence de ces techniques mathématiques
dans divers domaines d’application.

La Figure 4.1 synthétise la cohérence méthodologique entre les trois études.

Décisions optimales dans les files d'attente,
incluant la sélection de la meilleure distribution
des temps de service

Contrdle du nombre de | _\,-( Evaluation des temps
serveurs L de service
o Détermination paralléle des Programmation dynamique o Minimisation des colts avec
taux d'inspection ; Principe fondamental performance optimale, reflétant

Fonction valeur = politique optimale

méthodologie commune fondée sur I'équilibre entre colts de

la programmation dynamique (DP) maintenance et fiabilité observé
via la fonction valeur ; dans les politiques d'inspection ;
@ La modélisation par chaines de Markov @ Le modeéle markovien en
en temps continu s'aligne avec le temps continu est cohérent avec
cadre stochastique de la thése. notre modélisation des processus
stochastiques.
Y

( Maintenance et inspection ]

Figure 4.1 Organisation et interconnexions de la these.
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CHAPITRE 5 CONTROLE OPTIMAL D’UN SYSTEME DE FILES
D’ATTENTE

Ce chapitre s’inscrit dans des travaux de recherche en controle optimal stochastique appliqué
aux systemes de files d’attente [91], dont les résultats sont ici repris et étendus dans un cadre

de modélisation unifié.

5.1 Introduction

Dans cette partie, la présente section étudie une version modifiée du modele de file d’attente
M /M /E dans laquelle le nombre de serveurs actifs peut étre modifié dynamiquement au cours
de la horizon de controle. A un moment donné, supposons qu'il v ait k + [ clients présents
dans le systeme de files d’attente, tous en attente de service. L’objectif de cette étude est
d’identifier le nombre optimal de serveurs pouvant étre activés afin de réduire le nombre de
clients a k+r, ou 0 < r < [, aussi rapidement que possible, tout en tenant compte des cofits
de contrdle associés induits dans le systeme par ces décisions. L’équation de programmation
dynamique satisfaite par la fonction de valeur est dérivée dans le cas général, et enfin des
cas particuliers sont résolus explicitement pour démontrer ’applicabilité de la méthodologie

proposée.

Les arrivées des clients dans le modele classique M /M /k se font selon un processus de Poisson
de taux A, et I'un des k serveurs disponibles sert le client nouvellement arrivé. Les temps de
service suivent une loi exponentielle de taux pu, sont indépendants les uns des autres et sont
indépendants des temps entre les arrivées. La capacité du systeme, qui peut étre infinie,
est notée ¢,, et le systéme fonctionne selon une discipline de service FIFO (premier arrivé,

premier servi).

Plusieurs études dans la littérature ont traité de la commande optimale des systémes de
files d’attente. Typiquement, on suppose que les parametres liés au service peuvent étre
modifiés par le décideur, comme le nombre de serveurs actifs et/ou le taux de service. De
plus, certaines études considerent la possibilité de controler les parametres d’arrivée. En outre,
les modeles peuvent intégrer plusieurs classes de clients, en essayant d’obtenir la stratégie de
service optimale pour chaque type de client. La commande optimale peut étre effectuée sur
un horizon de temps fini ou infini, avec des objectifs selon des criteres de cotit moyen ou de

colit actualisé.

Des travaux antérieurs sur le controle des files d’attente incluent I'étude de Wen et al. [19],
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qui se concentre sur l'insertion optimale de clients a haute priorité en intégrant des objectifs
de temps d’attente associés a leurs niveaux de priorité. L’objectif principal est de minimi-
ser le temps d’attente des clients réguliers, tout en maintenant la qualité de service pour
les clients a haute priorité. Un probleme de commande optimale est formulé par Bhati et
al. [20], qui implique des serveurs hétérogenes, avec pour objectif de minimiser 1’dge moyen
de l'information. Asadzadeh et al. [13] se concentrent sur la performance opérationnelle d'une
station-service, afin d’optimiser le nombre de pompes a essence et les opérateurs en fonction
des ventes de carburant et des cofits associés. Une politique de gestion des files d’attente
est développée par Luo et al. [15] en tenant compte & la fois du nombre de clients et de
la charge de travail des serveurs; la distribution de la longueur de file, la longueur de file
espérée et le colit moyen a long terme par unité de temps sont examinés dans leur travail, et
leur approche est validée par des comparaisons numériques de politiques optimales. Xinzhe
et Modiano [32] abordent la commande optimale dans les réseaux de files d’attente stochas-
tiques, en supposant que les taches sont associées a des files en parallele, et proposent une
stratégie de controle qui maximise 1'utilité cumulée sur un horizon temporel fini. Enfin, un
cadre de commande optimale en temps continu est introduit par Petrovi¢ et al. [30] pour
prédire le nombre optimal d’'unités de péage actives dans les opérations de péage autoroutier,

utilisant des réseaux de neurones combinés avec la théorie des files d’attente.

Dans notre travail, il est supposé que le nombre de serveurs actifs peut étre controlé a tout
moment. Soit X (¢) le nombre de clients dans le systéme a Uinstant ¢, et soit n(t) € {1,...,k}
le nombre de serveurs en activité a ce moment. Le systeme est supposé démarrer a I'instant

to, avec k + [ clients initialement présents, ou [ > 1.

Remarque. La constante ¢y peut représenter ’heure d’ouverture d’'un magasin spécifique. En
conséquence, il est supposé que k + [ clients attendent déja que le magasin commence a

fonctionner.

L’objectif est de déterminer le nombre optimal de serveurs a engager afin de réduire le nombre
initial de clients X (tg) = k+1a k+r, on 0 < r <[, le plus rapidement possible, tout en
minimisant I’espérance de la fonction de cotit (interprétée comme une récompense lorsqu’elle

est négative)

T(toty, 1 r) = / AT ) — min()} dt, (5.1)

to
ol
T(to,t1,l,r) :=1inf{t > to: X(t) =k +rout =t (>t | X(to) =k +1}. (5.2)

m[n(t)] est la somme gagnée par unité de temps par le systéme lorsque n(t) serveurs sont en

service, et gq est une constante positive. La variable aléatoire T est appelée instant de premier
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passage en théorie des probabilités. Ce type de probleme, dans lequel I'optimiseur controle
un processus stochastique jusqu’a ce qu’un certain événement se produise, est désigné comme
probléme de « homing ». Whittle [92] a étudié les problemes de homing pour les processus de
diffusion n-dimensionnels; on pourra se référer au travail de Lefebvre et Pazhoheshfar [86]

pour une extension de ces problemes au contexte de la maintenance optimale.

Les problemes de controle stochastique tels que les problemes de homing sont étroitement liés
a la théorie du contrile robuste telle que discutée par Zhou et Doyle [93]. Dans une contribu-
tion récente a ce domaine, Ugurlu [94] propose une mesure de risque multivariée quantifiant
les risques conjoints provenant de plusieurs sources, tout en conservant les propriétés d’une
mesure de risque cohérente. Cette approche permet une plus grande flexibilité pour la gestion
des risques dans les modeles de mélanges gaussiens et les structures dépendantes, généralisant
la moyenne a risque univariée a un cadre multivarié, notamment dans les contextes financiers
et actuariels. De plus, 'application de mesures de probabilité déformées pour gérer le risque
de portefeuille en situation d’incertitude de marché est examinée par Ugurlu et Brzeczek [95].
Dans cette étude, une version dynamique de ces opérateurs est développée pour soutenir les
politiques de commande optimale et la programmation dynamique, et la méthode est mise

en ceuvre sur un exemple numérique d’optimisation de portefeuille.

Soit F'(tg,t1,1,7) la fonction de valeur :

F(to,tl,l,r) = inf E[J(to,tl,l,'f’)]. (53)
n(t)
te [to,T)

La condition aux limites est F'(to,t1,l,7) =0 si | <r, et on suppose que

F(to,tl,l,’r) =F; >0 si T(to,tl,l,T) =1. (54)

L’équation de programmation dynamique que satisfait la fonction de valeur est dérivée dans

la section suivante.

5.2 Programmation dynamique

Soit n(tg) =n € {1,2,...,k}. On note par A et D le temps nécessaire pour qu'un nouveau
client arrive et pour qu'un client quitte le systéme, respectivement, apres le temps 5. On a

A ~ Exp(A) et D ~ Exp(nu). Il en résulte que

P[A < At] =1 — e = MNAt 4 o(At) (5.5)
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Cette équation exprime la probabilité qu’une arrivée de client se produise pendant 'intervalle
de temps infinitésimal (¢g, to + At], sur la base de 'hypothése que les temps entre les arrivées
suivent une distribution exponentielle de taux A. La fonction de répartition (CDF) de la loi

exponentielle est donnée par :

P[A < At] =1— e, (5.6)

En appliquant le développement de Taylor d’ordre un de la fonction exponentielle autour de
At = 0, on obtient :

AAL)?
e g yar | 2') e (5.7)
En substituant I’équation (5.7) dans I’équation (5.6), on obtient :
1 — e = \At + o(Al). (5.8)

Par conséquent, pour un At petit, la probabilité d’'une seule arrivée est approximativement

proportionnelle a AAt, les termes d’ordre supérieur étant négligeables.

De plus, on a :

P[D < At] = nuAt + o(At). (5.9)

L’équation ci-dessus donne la probabilité qu'un service se termine (départ) pendant l'inter-
valle (g, to+ At], en supposant que 7 serveurs sont en activité et que chacun opeére de maniére
indépendante avec un taux exponentiel u. Le temps jusqu’a la premiere fin de service suit

une loi exponentielle de taux nu. Ainsi, la fonction de répartition est :

P[D < At] =1 — e ™A1, (5.10)

En utilisant le méme développement de Taylor que dans 1’équation (5.7), en remplagant A

par nu, on obtient :

At)?
enuAtzl_nMAt_i_(n’uz')_... . (511)

En substituant 1’équation (5.11) dans I’équation (5.10), on obtient :

1 — e ™A = nuAt + o(At). (5.12)

Ainsi, pour un At petit, la probabilité qu’un client quitte le systeme de files d’attente est

approximativement nuAt, ot o(At) représente les termes d’ordre supérieur négligeables.
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De plus, par indépendance,
P[A < At, D < At] = o(At). (5.13)

Cette équation indique que la probabilité qu'une arrivée et une fin de service aient lieu dans
le méme petit intervalle (tg,to + At] est négligeable. En supposant I'indépendance entre le

temps d’arrivée A et le temps de départ D, on peut écrire :

P[A< At, D < At] = PA < At]- P[D < Ad]. (5.14)

En utilisant les approximations d’ordre un dérivées précédemment dans les équations (5.8)

et (5.12), on remplace :

P[A < At] = MAt + o(At), P[D < At] = nuAt + o(At). (5.15)

En multipliant les deux expressions de ’équation (5.15), on obtient :

P[A < At, D < At] = (AAt + o(A1)) (nult + o(At)) = AquAt? + o(At). (5.16)

Puisque At? = o(At) lorsque At — 0, on conclut que :

P[A < At, D < At] = o(At). (5.17)

Ce résultat implique que la probabilité que les deux événements (arrivée et départ) aient lieu
simultanément pendant l'intervalle (to,to + At] est négligeable (égale & o(At)) par rapport
aux probabilités des événements individuels. Ainsi, le nombre X (to + At) := k + L de clients

dans le systeme a l'instant ¢, + At sera égal a

k+ 141 avec une probabilité de AAt + o(At),
k+1—1 avec une probabilité de nuAt + o(At), (5.18)
k+1  avec une probabilité de 1 — NAt — nuAt + o(At).

Explication mathématique : Toutes les transitions possibles dans le nombre de clients dans
le systeme de files d’attente pendant un petit intervalle de temps (¢g,to + At| sont décrites
dans cette équation. Soit X (¢) le nombre de clients a l'instant ¢, et supposons que X (ty) =
k + [. Selon les résultats précédents, seuls trois événements mutuellement exclusifs peuvent

se produire dans cet intervalle :
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— Une arrivée (sans départ) : augmente la taille de la file a k4 1+ 1, avec une probabilité

AAt + o(At).

— Un départ (sans arrivée) : diminue la taille de la file & k + [ — 1, avec une probabilité
At + o(At).

— Aucune arrivée ni départ : la taille de la file reste k + [, avec une probabilité 1 — AAt —
nult + o(At).

Cette formulation par cas est nécessaire pour formuler la fonction de valeur espérée dans
I'équation de programmation dynamique. Elle garantit qu'un seul événement (arrivée ou

départ) affecte I’état du systéme pendant un intervalle de temps At suffisamment petit.

En appliquant le principe d’optimalité de Bellman, on peut écrire (en omettant la dépendance

de F en t; et r pour alléger la notation) :

Flto,l) =  inf {E Vwm{qon(t)—m[n(t)]}dt

n(t) to

te [tQ,T)
T
o fan® = mi () dt] }
= b {lan— m)) At E[F(to + At L)} 4 o(A)
n(t)
t € [to, to + At]
= inf {lgon — m(n)] At + F(to + At, 1 + 1) ANAt
n(t)
te [t(], to + At]
4 F(to+ ALL— D)uAt + F(ty + At 1) (1 — AAt — nuAt)}
+ o( At). (5.19)

Explication mathématique : Le principe d’optimalité de Bellman stipule que la fonction de
valeur optimale a I'instant ¢y peut étre décomposée en la somme du colit espéré immédiat sur
I'intervalle [tg,to + At] et de la valeur espérée du processus a partir de to + At. Soit F(to,1)

le cotlit espéré optimal quand il y a [ clients dans la file a I'instant ¢y. Alors :
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to+At
Flto,)) =  inf {E V (qon(t) — mn(t)]) dt

n(t) fo

t € [to,T)

T
b1 )~ mince) e}
to+At
= inf {(gon — m(n)) At + E[F(ty + At, L)]} + o(At).  (5.20)
n(t)
t e [to,to + At]

Dans I"équation (5.20), le controle est constant sur [tg, tg + At] a la valeur n = n(t), et L est
le nombre aléatoire de clients dans le systeme a £y + At. Le premier terme correspond au cotit
sur l'intervalle court, et le second a la valeur future espérée. En utilisant les probabilités de

I'équation (5.18), la valeur future espérée est :

E[F(to+ At,L)] = F(to+ At 14 1) - AAt + F(to + At, 1 — 1) - nuAt
FF(to+ At 1) - (1 — AAt — nuAt) + o(At). (5.21)

En remplagant I’équation (5.21) dans I’équation (5.20), on obtient ’expression récursive com-
plete de F(tg,1) sur l'intervalle [tg,to + At].

En considérant cette formulation récursive, on soustrait F(ty + At,l) des deux cotés de

I’équation pour isoler le changement de la fonction de valeur pendant At, soit :

F(to,1) — F(to + At,1) = inf {(qon —m(n)) At
n(t)
t € [to, to + At]
+ F(to + At, I+ 1)AAt + F(to + At, 1 — )nuAt

— F(to + At, 1) (AAL + nuAt)} + o(At). (5.22)

Cette équation représente la différence d’ordre un de la fonction de valeur sur I'intervalle At,

exprimée en fonction du cotit immédiat et des transitions espérées.

Développement de Taylor et passage a la limite : Pour dériver I’équation de programma-
tion dynamique en temps continu, on applique un développement de Taylor d’ordre un aux

expressions :

F
Flto + At, 1) = Flto, 1) + At 91 (to,1) + o{A), (5.23)
0
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F(to+ At,l +1) = F(to,l + 1) + At - gf(to, [+1)+ o(At), (5.24)
0
oF

F(to+ At,l — 1) = F(to,l — 1) + At - g(zﬁo, [ — 1)+ o(At). (5.25)
0

En remplagant les équations (5.23)—(5.25) dans I’équation (5.22) et en divisant les deux cotés

par At, on obtient :

F(to,l) — F(to + At, 1)
At

= f{gon —m(n) + AF(lo, L + 1) + nuk (to, 1 = 1)
o(At)

—(+ ) F(to, D} + T (5.26)

En divisant a nouveau par At et en laissant At — 0, on obtient la proposition suivante :

Proposition 5.2.1. La fonction de valeur satisfait [’équation de programmation dynamique
(EPD)

OF

— aTO(tO’ [) = inf {gon — m(n) + AF(to, L + 1) +npF(to,l = 1) = (A+np) Fto, 1)} . (5.27)

L’équation (5.27) est I’équation de programmation dynamique qui régit I’évolution optimale
de la fonction de cotit F'(to,[) sous le controle n. Elle équilibre le cotit instantané et les valeurs

attendues des transitions futures :

OF (ty, 1
(‘gto’) = — (codt instantané + variation attendue du cott due aux transitions de file) .
0
(5.28)
De plus, les conditions aux limites sont :
0 sil<r,
F(to,l) = = (5.29)
F1 si to = tl.

Remarque. Si la capacité du systeme c, est finie et qu'un nouveau client arrive alors que le

systeme est plein, on fixe la fonction de valeur F' égale a zéro.

Explication mathématique des conditions aux limites : Les conditions aux limites appropriées
doivent étre spécifiées pour résoudre 1’équation de programmation dynamique (5.27). Ces
conditions garantissent que le probleme est bien posé et dépendent du comportement du

systeme dans les états critiques. La premiere condition aux limites dans nos problemes de
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controle est :
F(to,])=0 si [ <, (5.30)

Cela reflete le fait que lorsqu’on a [ < r, il n’y a plus de coiit supplémentaire a considérer
et le processus se termine ou reste inactif. Typiquement, on suppose que le controleur cesse
d’agir lorsque le systeme est vide. Une condition aux limites spécifiée pour I'instant terminal
t est :

F(to,l) = Fy sity=t. (5.31)

ou I} représente un cofit terminal. Ces deux conditions — d’état terminal et d’état absor-
bant — sont essentielles pour l'intégration en arriere de ’'EPD, permettant la résolution

(numérique ou analytique) de la fonction de valeur F'(to,[) pour tout ¢ty < t;.

5.3 Exemples numériques

Cas 1. Le premier cas particulier considéré est celui pour lequel k£ = 2 et la capacité du
systeme est ¢, = 3. De plus, on suppose [ =1, r =0, A =p =1, ¢o = 1 et m[n(t)] = cn(t),

ou ¢ > 0. Ainsi, il existe deux possibilités : soit n(ty) = 1, soit n(ty) = 2.

1 : On précise ci-apres une explication détaillée des parametres de notre modele afin de

faciliter la compréhension de leur influence et de leur importance dans le systéme.

Le choix de ces valeurs de parametres permet d’analyser les dynamiques du systeme et son
comportement avec des taux d’arrivée et de service équilibrés, ce qui fournit une intuition
de Defficacité d’utilisation des serveurs. Cette hypothese permet d’illustrer les dynamiques

fondamentales de la file d’attente dans des conditions simples mais représentatives.

Dans le cas 1, un scénario du modele de files d’attente est examiné, dans lequel :

— k = 2 : Indique le nombre maximal de serveurs qui peuvent travailler activement a un
instant . Le systeme limite le fonctionnement a deux serveurs actifs en parallele.

— A= p = 1:Lemodele de file M /M /k dans lequel les clients arrivent selon un processus
de Poisson de taux A, et sont servis par I'un des k serveurs disponibles. Chaque serveur
a un temps de service exponentiel avec parametre p. Les temps de service sont des
variables aléatoires indépendantes et indépendantes des temps inter-arrivées. Ici, A
et p sont tous deux égaux a 1, ce qui signifie qu’en moyenne, un client arrive et un
serveur traite un client par unité de temps.

— ¢, = 3 : Ce parametre signifie que la capacité du systeme est de ¢, (ici finie), et une
politique de service FIFO (premier arrivé, premier servi) est utilisée ; indiquant que

le systeme peut contenir jusqu’a trois clients simultanément avant que les nouvelles



43

arrivées soient bloquées ou rejetées.

— =1, r=0: Ces parametres spécifient le nombre initial et cible de clients excédant
le nombre de serveurs actifs. En particulier, [ = 1 signifie qu’il y a initialement un
client de plus que le nombre de serveurs en activité, et » = 0 signifie que I'objectif est
de réduire la file a seulement k clients. L’objectif du modele est donc de trouver une
stratégie optimale minimisant a la fois le temps et le cotit nécessaires pour ramener la
file a un niveau égal au nombre de serveurs.

— qo = 1 et m[n(t)] = en(t), avec ¢ > 0 : gy est une constante représentant le cofit par
serveur et par unité de temps, ici fixé a 1. La fonction m[n(t)] représente le revenu
généré par le systeme lorsqu’il y a n(t) serveurs actifs.

Désignons la fonction F'(tg,l) par F; ;(to) si n(ty) =i et ny(to) = j, ot ny(to) est le nombre
de clients en attente de service lorsque n(ty) = i. On déduit de la proposition 1 que si

I'optimiseur choisit toujours n(t) =i pour tout t € [to,T), alors :

—F,(ty) = 1—c+ Fis(to) + Fii(te) — 2F12(to), (5.32)
—Fé,l(to) = 2—2c+ Fya(to) +2F50(to) — 3F21(to)- (5.33)

Puisque ¢, = 3, il convient de poser Fjs(ty) = 0 et Fys(ty) = 0. De plus, la condition
aux limites F'(tp,0) = 0 implique que Fy(to) = 0. Il en résulte que le systeme d’équations

différentielles ordinaires (EDO) se réduit a :

—Fy(to) = 1—c+ Fia(te) —2F15(to), (5.34)
—F;,(ty) = 2—2c—3F(t), (5.35)

ou la fonction F1(ty) satisfait I’équation :

—F1,71(t0) = 1l—c+ Fl’g(to) + Fl,[)(tO) — 2F171(t0)
= 1—-c¢ + Fl,Q(tO) — 2F171(t0). (536)

La solution de 'équation (5.35) qui satisfait la condition aux limites Fy(t;) = F} est

Fa(f) = §<1 — et (- §(1 -9). (5.37)

Dérivation mathématique de la solution :
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Réécrivons I'équation (5.35) :

F2/71(t(]> + 3F2,1(t0) =2—2c. (538)

C’est une équation différentielle ordinaire (EDO) linéaire du premier ordre non homogene de
la forme :

F/(t) +p(t) F(t) = (D), (5.39)
avec des coefficients constants p(ty) = 3 et q(to) = 2 — 2c.

Etape 1 : Facteur intégrant. Le facteur intégrant est

w(to) = eJ 3dto — g3t (5.40)

Multiplions les deux cotés de 1'équation (5.38) par u(ty) = e :

e Fy 1 (to) + 3™ Fy(to) = (2 — 2c)e™. (5.41)

Le membre de gauche devient la dérivée d’un produit :

d

d—to <€3t0F271(t0)> = (2 — 2C)€3t0. (542)

Etape 2 : Intégrons les deux membres.
i 3to o . 3to
(6 FQ 1(t0)) dto = (2 26)6 dto, (543)
dty ’

2—2
eStOFQ,l (to) = ?Cegto + C (544)
Divisons les deux cotés par e :

2
FQ}l(tO) = g(l - C) + 06_3t0. (545)

Etape 3 : Appliquons la condition aux limites Fy1(t1) = Fi.

Substituons dans 'équation (5.45) :

2
E:§ﬂ—@+05%, (5.46)
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2 3t
C= <F1 — 5(1 — c)) e, (5.47)
Etape 4 : Substituons C' dans la solution générale.

F@@@zgﬂ—wy+0ﬂ—§ﬂ—@>§%4ﬁ (5.48)

C’est la solution explicite de 'EDO (5.35) qui satisfait la condition aux limites & I'instant ¢;.

De plus, la solution du systeme (5.34), (5.36) tel que Fy1(t1) = Fio(t1) = F} est :
Fl,l(tO) = FLQ(tO) =1—c+ €t0_t1 (Fl +c— 1) . (549)
Dérivation mathématique de la solution du systeéme (5.36) et (5.34) :

On considere le systeme :

_F1/,1(t0) =1—c+ Fia(to) — 2F1,1(t0)7 (5.50)
_Fll,2(t0) =1—c+ Fi1(to) — 2F1 2(to), (5.51)

avec les conditions aux limites : Fy (1) = F12(t1) = Fi.

Supposons que F1(ty) = Fi2(tg) =: D(ty). Alors les deux équations se réduisent a la méme

EDO linéaire du premier ordre :

— D'(ty) =1 — ¢ — D(ty). (5.52)

Mise sous forme standard :

D'(ty) + D(tg) =1 —c. (5.53)
Etape 1 : Calcul du facteur intégrant. Le facteur intégrant est :

w(te) = eJ 1o — gto. (5.54)

Multiplions les deux membres de 1’équation (5.53) par e’ :

e D' (ty) + e D(ty) = (1 — c)e™, (5.55)
ddto (¢ D(to)) = (1= c)e. (5.56)
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Etape 2 : Intégrons les deux cotés :

¢ D(to) = / (1—c)eto dty = (1 — c)e' + C. (5.57)

En isolant D(ty), on obtient :
D(ty) =1—c+ Ce™ ™. (5.58)

Etape 3 : Appliquons la condition aux limites D(ty) = Fy :

Fi=1l—c+Ce™ = C=(F+c—1)". (5.59)

Etape 4 : Remplacons dans la solution générale :

D(tg)=1—c+e* " (F+c—1). (5.60)

Ainsi, la solution du systeme (5.50)—(5.51) est :
F171<t0) = F1,2(t0) =1—c+ €t0_t1 (Fl +c— 1), (561)

ce qui satisfait les deux équations et les conditions aux limites.

On définit ensuite :
G(to) =1-c + min{FM (to), FQ,O(tO)} -2 miH{Fl’Q(to), F271(t0)} (562)

et
H(to) =2—-2c + 2 min{Fl,l(to), F270(t0>} -3 min{Fl’g(t()), F271(t0>}. (563)

C’est-a-dire que les fonctions G(ty) et H(ty) correspondent au membre de droite de I’équa-
tion (5.27) si I'optimiseur choisit respectivement n(ty) = 1 et n(ty) = 2. Pour déterminer la

commande optimale n*(y), on peut comparer ces deux fonctions.

Supposons que t; =1, c =2 et F} =1, alors :
2 5
Foulto) = =5 + §e3<t0—1> (5.64)

et
Fl,l(t(J) = F1,2<t0) =-1 + 2€t071. (565)
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Puisque Fy(ty) = 0, on peut écrire :

min{FLl(tg), F270(t0)} = mln{—l + 26t0_1, 0}, (566)
et 5 &
min{Fm(to), FQJ(tO)} = min {—1 + 26t0_1, —g + 363(t0_1)} . (567)

Les fonctions G(to) et H(to) sont représentées dans la figure 5.1. On observe que la solution

optimale consiste a prendre n(ty) = 2 pour tout to € [0,1).

02 0,4 0,6 038 |

_5

Figure 5.1 Fonctions G(ty) (ligne pleine) et H(ty) pour to € [0, 1] lorsque t; = 1, ¢ = 2 et
F1 = 1

Supposons ensuite que t; = 2, ¢ = 1/2 et F; = 1. On obtient alors :

1 2
Foalto) = 5 + 563“0—2) (5.68)

° 1 1
Fi(to) = Fia(to) = 3 + ieto_z. (5.69)

Les fonctions correspondantes G(ty) et H(ty) sont illustrées dans la figure 5.2. Les deux
courbes se croisent en 7 /&~ 1,538. On peut donc écrire que la commande optimale est donnée
par :

) 1 si0<t,<r, 5.70)
n = .
‘ 2 siT<ty<?2

De plus, la fonction de valeur F'(tg,l = 1) est représentée dans la figure 5.3. Elle est obtenue
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-0.24

-0.44

-0.64

-0.8

-1

-1.24

-1.44

-1.64

-1.8

r

Figure 5.2 Fonctions G(tg) (ligne pleine) et H(tg) pour tg € [0,2] lorsque t; =2, ¢ = 1/2 et
=1

en utilisant d’abord I’'EDO :

— F'(tg,l =1) = H(tg) pour tg € [1,2) (5.71)
avec la condition aux limites F'(2,] = 1) = 1. Ensuite, on utilise 'EDO :

— F'(tg,l = 1) = G(ty) pour ty € [0, 7] (5.72)

et le fait que la fonction est continue en tq = 7.

0

_3

Figure 5.3 Fonction de valeur F(ty,l = 1) sur l'intervalle [0,2] lorsque t; = 2, ¢ = 1/2 et
=1
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Remarques. (i) Dans cet exemple, on a :

1 1
min{ Fy1 (o), Faolfo)} = min {2 e, o} — 0. (5.73)
(ii) Ici, il n’est pas possible de poser ¢ = 1, sinon J(tg,t1,l,7) = 0, ce qui rend la valeur de

n(ty) sans importance.

(iii) Supposons que si un serveur vient de terminer de servir un client et qu’un autre client
attend, alors il/elle le servira immédiatement. La fonction H (ty) définie dans I’équation (5.63)

devient :

H(to) =2—-2c—3 min{FLg(tO), FQJ(tO)}. (574)
Considérons t; = 10, c =2 et F; = 1. On calcule :
2 5
Fyi(to) = -3+ §e3<t0—10> (5.75)

et
F171(t0) = Fl,?(tO) =—-1+ 2€t0_10. (576)

Les fonctions G(tg) et H(to) sont représentées dans les figures 5.4 et 5.5 pour ¢, € [0,10] et
to € [8,10], respectivement. Il apparait que la solution optimale consiste a prendre n(ty) = 1
si tg € [0,0], ol 0 & 8,825, et n(ty) = 2 si ty € [0, 10).

Figure 5.4 Fonctions G(ty) (ligne pleine) et H(ty) pour ¢y € [0,10] lorsque ¢t; = 10, ¢ = 2 et
Fl - 1

La fonction de valeur F'(tg,l = 1) est présentée dans la figure 5.6. Comme précédemment,
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-5

Figure 5.5 Fonctions G(tg) (ligne pleine) et H(to) pour to € [8,10] lorsque t; = 10, ¢ = 2 et
=1

elle est obtenue en utilisant d’abord 'EDO :

— F'(tg,l =1) = H(ty) pour tq € [0, 10] (5.77)
et la condition aux limites F'(10,/ = 1) = 1. Ensuite, on utilise 'EDO :

— F'(ty,l =1) = G(ty) pour ty € [0,0] (5.78)

ainsi que la continuité de la fonction F(tp,l = 1) en ty = 0. On doit également diviser
I'intervalle [0, o] en deux parties : [0, s] et [s, o], ot s est la valeur de ¢y pour laquelle Fi 5(to) =

Fy1(to), & savoir :

3V5 _ ;) ~ 8,233

=10+1
S —|—n<10

Cas 2. Supposons maintenant que le nombre de serveurs soit k£ = 3, la capacité du systeme
¢, =5 et | =2. Comme dans le Cas 1, on prend r =0, A = u = qo = 1 et m[n(t)] = cn(t),
ou ¢ > 0. Il y a trois possibilités : n(tg) = 1,2 ou 3. Les EDO correspondantes sont :

—F,(t)) = 1—c+ Fiz(to) —2F14(to), (5.79)
—Fy3(te) = 2—2c+2F5(t) — 3F23(to), (5.80)
—F3,(to) = 3—3c+3F3:(ty) — 4F32(to). (5.81)
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0.51

-0.54

Figure 5.6 Fonction de valeur F(ty,l = 1) sur l'intervalle [0, 10] lorsque t; = 10, ¢ = 2 et
=1

De plus, on a besoin des EDO suivantes :

5.86
5.87

—F|,(t)) = 1—c+ Fis(to) —2F1.1(to), (5.82)
—F,(to) = 1—c+ Fiato) + Fii(to) —2F12(to), (5.83)
—Fi3(te) = 1—c+ Fia(t) + Fia(to) — 2F13(to), (5.84)
—I34(t) (5.85)
(to) (5.86)
(to) (5.87)

)
)
= 2—2c+ Fys(ty) — 3Fp1(to),
= 2—2c+ Fys(ty) +2F51(to) — 3Fa(ty),
= 3—3c+ F3a(to) — 4F31(to).

On résout les équations ci-dessus car :

— Elles fournissent les fonctions de valeur F, ;(ty) pour toutes les combinaisons de con-
troles sur les serveurs n € {1,2} et les longueurs de file [ € {0, 1, 2}.
— Ces équations sont essentielles pour construire la politique optimale en comparant le
cotit attendu sous chaque controle.
— Les décisions de changement de politique peuvent étre identifiées a ’aide de ces équa-
tions.
Définissons ensuite la fonction G;(ty) qui correspond au membre de droite de I’équation (5.27)

si optimiseur choisit n(ty) =i, pour i =1,2,3:

Gz(t()) = 1—ic+1 miH{FLg(tQ), F272(t0), F371(t0)}
- (1 + Z) min{FlA(tg), ngg(to), Fg’g(to)}. (588)
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Les fonctions Gy (ty), Ga(to) et Gs(to) sont représentées dans la figure 5.7 dans le cas ou
t1:2, 621/2 et F1:10

Figure 5.7 Fonctions Gy(to) (ligne pleine), Ga(ty) (pointillée) et Gs(tg) (pointillée longue)
lorsque to € [0, 2].

Les trois courbes se croisent en deux points : s; & 0,683 et sy &~ 1,972. On en déduit a partir

de la figure 5.7 que la commande optimale est donné par

1 si0 S to S S1,
n*<t0) = 3 si 51 <t < S92, (589)
1 sisy <tyg<2.

Enfin, la fonction de valeur est présentée dans la figure 5.8.

Nl
L

0
!

=
h

o
1

w
1

w
N

0’5 i 15 2

Figure 5.8 Fonction de valeur F'(to,l = 2) sur 'intervalle [0, 2].
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5.4 Conclusion

Le probleme de la réduction rapide de la longueur de file est examiné dans le premier travail
présenté dans ce chapitre, dans un systeme M /M /k modifié, ou le controleur interrompt le
contrdle de la file une fois que 'objectif est atteint ou qu'un instant terminal prédéfini est

atteint.

L’équation de programmation dynamique (DPE) prend la forme d’une équation différentielle-
différence, et apres avoir établi la DPE satisfaite par la fonction de valeur, on a résolu deux
cas spécifiques de maniere explicite pour démontrer ’applicabilité de notre méthodologie.
La premiere étape pour résoudre un probléme consiste a résoudre un systeme d’équations
différentielles ordinaires (EDO) du premier ordre en supposant qu'un nombre fixe de serveurs
est utilisé sur l'intervalle [0, T'). Ensuite, les fonctions représentant le membre de droite de la
DPE sont définies pour chaque décision initiale possible prise par I'optimiseur. En comparant
ces fonctions, le décideur peut identifier la politique de commande optimale a I'instant initial

to, et par conséquent a tout instant futur.

L’élément clé est de souligner que I’approche par programmation dynamique dépend gé-
néralement de I’hypothese selon laquelle les temps d’arrivée et de service suivent des lois
exponentielles. Si I’équation (5.5) ou I’équation (5.9) n’est pas satisfaite, des complications
peuvent survenir lors de la prise de la limite lorsque At — 0 dans la dérivation de 1’équation

de programmation dynamique.
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CHAPITRE 6 DISTRIBUTION OPTIMALE DES TEMPS DE SERVICE
DANS UNE FILE D’ATTENTE M/G/1

Ce chapitre s’appuie sur les résultats développés en recherche sur des temps de service dans
les systemes de files d’attente [96], qui sont ici reformulés et étendus dans une formulation

unifiée.

6.1 Introduction

Dans un systeme de files d’attente M/G/1, il est supposé que deux distributions de temps
de service distinctes peuvent étre sélectionnées par le prestataire de service. L’objectif de
ce travail est de minimiser la valeur espérée d’une fonction de coflit en déterminant le type
de service qui prend en compte a la fois le colit opérationnel d'un service plus rapide et le
temps requis pour vider la file d’attente. Dans cette étude, le temps terminal aléatoire est
défini comme le premier instant ou il ne reste plus de clients dans le systeme de files d’at-
tente. La méthode de programmation dynamique peut étre intégrée pour dériver la politique
optimale lorsque les temps de service suivent des distributions exponentielles, mais des tech-
niques de probabilité conditionnelle seront employées pour notre analyse dans le cas d’autres
distributions de temps de service. Enfin, des solutions explicites seront fournies pour des cas

particuliers ou le systeme de files d’attente a une capacité finie.

La théorie des files d’attente fournit une modélisation mathématique des arrivées de clients et
des temps de service associés, et joue un role essentiel dans la prise de décision en fournissant
des informations sur le fonctionnement des systemes de files d’attente. L’optimisation des
décisions analyse les parametres et contraintes du modele pour soutenir les décideurs dans
I'optimisation des indicateurs de performance, ce qui constitue un élément fondamental de
la théorie des files d’attente. Plusieurs structures de files d’attente, telles que la vitesse de
service variable ou le nombre de serveurs, peuvent étre évaluées pour déterminer une stratégie

opérationnelle efficace et rentable.

L’analyse de sensibilité est une autre contribution de la théorie des files d’attente a la prise
de décision, qui permet, par la simulation de différents parametres du systéme, aux décideurs
d’examiner un éventail de scénarios. Cette approche permet d’évaluer les effets des change-
ments dans les parametres du systeme, tels que les cofits associés a des modifications dans
les stratégies de service client. De plus, elle permet de mieux comprendre le comportement

du systeme et favorise des décisions plus informées et proactives; voir [33].
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La théorie des files d’attente est appliquée dans un large éventail de domaines, tels que la
transmission de données mobiles dans les réseaux sans fil, comme 'ont examiné Li et al. [28],
la modélisation du débit fluvial en période d’inondation dans une étude de Lefebvre [18], et
la planification des rendez-vous dans les cliniques, comme étudié par Aziati et Hamdan [97],

entre autres.

Un défi central dans la gestion des files d’attente est la réduction du nombre de clients dans
le systeme, une préoccupation fréquente dans de nombreux systemes de service. Ce défi a
été abordé dans diverses études, telles que la perte de productivité causée par les retards de
circulation (voir De et Rajbongshi [98]) et les effets néfastes sur la santé (Requia et al. [99]),

qui soulignent 'effet inefficace des systemes de files d’attente.

Augmenter le nombre de serveurs dans le systeme est une décision simple pour réduire la
congestion des clients dans les files d’attente. Cependant, chaque serveur supplémentaire
engendre des cofits liés au service. Ce compromis a été étudié dans la littérature par plusieurs
chercheurs, afin de déterminer le nombre optimal de prestataires de service en incluant la
fonction de coiit dans l'objectif, comme discuté par Lefebvre et Yaghoubi [91]. Ainsi, un
compromis doit étre trouvé entre la réduction du temps d’attente des clients et le cotit global
de la gestion de 'accélération du service, que ce soit par une augmentation de la vitesse de
service ou du nombre de serveurs. Déterminer le taux de service optimal représente donc un

défi pratique pour les décideurs.

Les ajustements du taux de service ont été largement étudiés pour réduire les files d’attente.
Avec le développement de l'intelligence artificielle, de nombreuses techniques de calcul ont
émergé dans le but d’optimiser les performances. Par exemple, afin d’identifier la vitesse de
service optimale qui minimise le colit total, un modele de file d’attente en temps discret
est examiné par Laxmi et Jyothsna [42] a I'aide de I'algorithme d’optimisation par essaims

particulaires dans le contexte des centres de contact par courriel.

Les orientations récentes de la théorie des files d’attente incluent de nouveaux modeles de
programmation mathématique, comme dans une étude de Tian et al. [53] qui analyse un
systeme de file d’attente a serveur unique avec des taux de service variables pour observer
I'impact du comportement des clients sur la performance a 1’équilibre du systeme, en utilisant
des chaines de Markov en temps continu pour la modélisation et I’analyse. Une méthode de
détection de points de changement dans le taux de service d'une file M /M /1/m a été proposée
par Singh et al. [52], fondée sur une fonction de vraisemblance dérivée du nombre de clients

observés lors des départs.

Un systeme de file d’attente M /M /2 a été développé par Laxmi et al. [47], dans lequel un

service secondaire alternatif est intégré a ’étude et applique un cadre d’évaluation des perfor-
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mances et de stabilisation du systeme. Wu et al. [51] ont étudié un systeme de files d’attente
a vitesses de service variables afin de controler les arrivées de clients, dans le but d’optimiser
la performance du systéme en minimisant les coiits et les temps d’attente. Chen et al. [50]
ont utilisé des techniques d’optimisation basées sur les événements pour explorer le controle
du taux de service. Leur étude propose un algorithme pour déterminer les taux de service
optimaux, et sa performance est évaluée en comparaison avec des approches d’optimisation

basées sur 1’état.

Un autre modele de file d’attente a été étudié par Dudin et al. [49], impliquant deux caté-
gories de demandes : un taux de service de type fixe et un taux de service adaptable. Ils
ont examiné le comportement du systeme a ’aide d’un cadre de chaines de Markov, en se
concentrant sur les indicateurs de performance. Lakkumikanthan et Balasubramanian [48]
ont exploré une stratégie de taux de service optimal pour une file en temps discret avec tam-
pon fini, en exploitant la théorie des décisions de Markov et la programmation linéaire pour
optimiser les cotits en ajustant les taux de service en fonction des arrivées de clients et du

réapprovisionnement des stocks.

Su et Li [46] ont analysé un systeme de files d’attente a serveur unique dans les réseaux de
communication utilisant des taux de service variables et divers types de clients. En fonction
des différents parametres du systeme, différents niveaux de controle sont comparés dans leur
analyse, permettant de déterminer une politique optimale lorsqu’il existe plusieurs politiques
optimales. Biike et Qin [45] ont exploré des files multi-serveurs avec des taux de service
variables et ont caractérisé la dynamique du systeme sous différentes politiques de service,

en utilisant la théorie des processus stochastiques pour I’évaluation des performances.

Pour une revue approfondie des contributions associées, le lecteur est invité a consulter les
travaux de Dai et al. [44], Chen et Xia [43], et Rodrigues et al. [41].

Dans cette recherche, on suppose que le temps de service aléatoire est soit Sy, soit S;. De

plus, dans la section 2, le serveur peut passer de S7 a S5 a tout moment.

6.2 Description du probleme

On note respectivement par X (¢) et X,(f) le nombre total de clients dans le systeme et
le nombre de clients en file d’attente a I'instant ¢. Il est supposé qu’au temps initial ¢,
X(to) = X,(to) € {2,3,...,¢p}, ol ¢, est la capacité du systéme, qui peut étre infinie. Le
serveur commence donc son service a l'instant ¢y, qui pourrait étre, par exemple, I’heure

d’ouverture d’'un magasin.
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On définit l'instant de premier passage T'(k) [= T'(k,to,t1)] comme suit :
T(k’) = 1nf{t > 1 Xq<t) =0out= t1(> to) | X(tg) = k} (61)

Définition (Instant de Premier Passage). L’instant de premier passage T'(k) est défini
comme l'instant aléatoire auquel le nombre de clients en file d’attente devient nul, ou bien
lorsqu’on atteint un temps terminal fixé ¢;, en partant de k clients a 'instant tq. ou :

— X, (t) désigne le nombre de clients en file d’attente a l'instant ¢;

— X(to) = k indique le nombre initial de clients dans le systeéme;

— 11 est un instant terminal fixé agissant comme une échéance.
Ce temps d’arrét détermine I’horizon temporel aléatoire du probleme de controle de la file

d’attente en analyse.

Notre objectif est de déterminer si le serveur doit choisir le temps de service S; ou Sy a

I'instant ¢ pour minimiser la valeur espérée de la fonction critere

J(k) == /T(k) {qo + C} dt + K[T(k)] (6.2)
oo L(E[S®)])’ ’

ou S(t) = Sy ou Ss, qo et C sont des constantes positives, et K(-) est la fonction de cotit

terminal. Si E[S;] > E[Ss], alors le cofit instantané (ou courant) qo/(FE[S(t)])? sera plus faible.

Cependant, il faudra plus de temps pour réduire a zéro le nombre de clients en attente, ce

qui entraine une pénalité plus élevée (puisque C' > 0). L’optimiseur doit également prendre

en compte le colit terminal K[T'(k)].

Remarque. Le terme (E[S(t)])? dans la fonction de cofit J(k) correspond au terme quadra-
tique de contrdle u?*(t) dans les modeles quadratiques linéaires (LQ) et quadratiques linéaires
gaussiens (LQG), ou leffort de contrdle est pénalisé afin d’équilibrer performance et cofit.
De plus, lorsque le temps de service S(t) reste constant dans le temps (indépendant de t),
et donc E[T(k)] = E[S], comme considéré dans la section 4, 'emploi d'un terme de coiit
de la forme ¢o/FE[S] meéne a 'annulation du temps de service espéré. Dans ce cas, la durée

moyenne du service n’influence pas le critéere d’optimisation.

Le probleme de commande optimale traité ici est un cas particulier de « homing problem » ;
voir Whittle [92]. Dans ces problémes, 'optimiseur cherche a trouver un controle d’un pro-
cessus stochastique qui minimise la valeur espérée d’une fonction de cotit donnée entre un
temps initial et I'instant ot un certain événement survient. Whittle [92] a traité le cas ou le
processus stochastique est un processus de diffusion n-dimensionnel. Rishel [100] a formulé

de tels problémes pour des processus de diffusion n-dimensionnels pouvant modéliser 1'usure
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des dispositifs. Lefebvre a rédigé de nombreux articles sur les problemes de retour. Dans un
article récent ( [101]), il a étendu les problémes de retour au cas des processus autorégressifs ;

voir aussi Lefebvre et Pazhoheshfar [86] pour un probléme optimal de maintenance.

Des problémes de retour pour des systémes de files d’attente M/G/k modifiés ont été traités
par Lefebvre et Yaghoubi [91]. Dans ces articles, la variable de contrdle était le nombre de

serveurs actifs a un instant donné ¢.

Remarque. 1l existe de nombreuses applications de la théorie des files d’attente. Dans de nom-
breuses situations, le temps T'(k) est en fait une variable aléatoire. Par exemple, supposons
que les « clients » dans les systemes sont des commandes regues par une entreprise. Le temps
nécessaire pour satisfaire les commandes n’est généralement pas fixe. De plus, la constante #;
pourrait représenter 1’échéance a laquelle les commandes doivent étre satisfaites, sous peine

d’une pénalité imposée a I'entreprise.

La section 4 présente une application aéronautique. Dans ce cas, les clients sont des aéronefs
amenés en atelier pour maintenance. L’objectif est bien sfir de remettre les avions en service
aussi rapidement que possible. Une fois de plus, le temps requis pour effectuer la maintenance

est aléatoire, car des problemes peuvent étre détectés lors de I'inspection de base.

La fonction de valeur est ensuite définie

Flkto)=  inf  E[J(K). (6.3)
S(t)
tE[tQ,T(]{))

C’est-a-dire que F'(k, ty) représente le colit espéré encouru si I'optimiseur choisit la commande
optimale entre I'instant initial ¢ et le temps final aléatoire T'(k), lorsque le systéme contient
initialement k clients a l'instant ¢y, et que le serveur sélectionne la distribution de temps de
service S(t) sur 'intervalle [ty,T'(k)). Cette fonction de valeur est définie pour capturer le
compromis entre un service accéléré (pour réduire la file d’attente) et les cofits plus élevés
résultant de cette opération, évalués sur un horizon temporel aléatoire se terminant lorsqu’il

n’y a plus de client dans la file ou lorsqu’un temps terminal fixé t; est atteint.

Par ailleurs, on suppose que

{ 0 siT(k)€ [to,t),

ou F1 > 0.

Cette définition spécifie la forme de la fonction de cotit terminal K[7T'(k)] dans la fonction de
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valeur. Elle attribue un cotit nul si la file d’attente est vide avant le temps terminal fixé ¢y,
c’est-a-dire si T'(k) € [to,t1), et une pénalité F; > 0 si le systéme n’est pas capable de servir
tous les clients avant 1’échéance, c’est-a-dire si T'(k) = t;. Cette forme reflete une préférence
pour le traitement des clients avant 1’échéance et pénalise les retards au-dela de 'intervalle

de temps prévu.

Il s’ensuit que la fonction de valeur satisfait les conditions aux limites

0 sik=1,

_ (6.5)
Fi osi (k? >1 et) to = t1.

F(k,ty) = {

Remarque. Ceci signifie que s’il n'y a qu’'un seul client dans le systeme (k = 1), la file est
considérée comme immédiatement vide (puisqu’il s’agit d’une file a serveur unique), donc le
cotit est nul. En revanche, si le temps actuel ¢y atteint le temps terminal ¢; et qu’il reste plus
d’un client dans le systeme (k > 1), alors le controle n’est plus appliqué au probléeme, et un

cotit terminal prédéterminé F) est imposé.

Dans la section 3, il est utilisé le fait que lorsque S; ~ Exp(p;), c’est-a-dire lorsque S; suit une
loi exponentielle de parameétre pu;, pour ¢ = 1,2, il est possible d’utiliser la programmation
dynamique pour déterminer la commande optimale. Dans le cas général, en supposant que
I'optimiseur choisit soit S, soit Se pour tout ¢ dans [ty, T'(k)), la probabilité conditionnelle
sera utilisée pour trouver la solution optimale. Ceci sera fait dans la section 4. Enfin, la

section 5 conclut par quelques remarques.

6.3 Commande optimale de la file M/M/1 modifiée

Lorsque S; ~ Exp(u;), il s’agit d’'un modele de file d’attente M /M /1 modifié, dans lequel la
distribution des temps de service n’est pas fixe. La fonction de cotit J(k) s’écrit alors comme
suit :

J(k) = / " {qo?(t) + C} dt + K[T(k)), (6.6)

to
ou u(t) = py ou ps.
Soit A le temps mis par un nouveau client pour arriver apres 'instant ¢5. On a A ~ Exp()),

donc

P[A < At] =1 — e = MNAt 4 o(At) (6.7)

Ezplication. 1’équation (6.7) définit la probabilité qu'une arrivée de client survienne dans un

court intervalle de temps At apres l'instant ¢y, en supposant que les temps d’arrivée suivent
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une distribution exponentielle de taux A. Soit A ~ Exp(\) le temps avant la prochaine arrivée.

La fonction de répartition (CDF) de la loi exponentielle est donnée par
PIA< At =1— e (6.8)

En appliquant le développement de Taylor a I'ordre un autour de zéro :

At)2
e M =1 — \At + (A Qt) — (6.9)
on obtient
(AAL)?
PA< At =1- 1—)\At+T—--- = AAt + o(At), (6.10)
ou le terme o(At) désigne une fonction telle que
o(At)
A A =0 o4y

En d’autres termes, o(At) englobe tous les termes d’ordre supérieur qui deviennent négli-

geables par rapport a At lorsque At — 0.

De maniere similaire,

P[S; < At] = At + o(At). (6.12)

FEzplication. L’équation (6.12) donne la probabilité qu’un service soit terminé dans un petit
intervalle de temps At, en supposant que les temps de service S; suivent une distribution

exponentielle de taux j;. Etant donné que S; ~ Exp(u;), on a
P[S; < At] =1 — e 18, (6.13)
En utilisant le méme développement de Taylor que dans I’équation (6.9), on obtient
P[S; < At] = p; At + o( At), (6.14)

ce qui exprime I'approximation linéaire de la probabilité de fin de service pour des At tres

petits.

Par ailleurs, la probabilité que deux événements ou plus (arrivées ou départs) se produisent

dans un intervalle de longueur At est égale a o(At).

P[A < At,D < At] = o(Ab). (6.15)
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Cette équation énonce que la probabilité qu’une arrivée et une fin de service aient lieu dans
le méme petit intervalle (¢o,to + At] est négligeable. Par hypothese d’indépendance entre le

temps d’arrivée A et le temps de départ D, on peut écrire :
P[A<At, D < At] = P[A < At]- P[D < At]. (6.16)

En utilisant les approximations du premier ordre précédemment établies aux équations (6.10)
et (6.12), on substitue :

P[A < At] = MAL + o(At), P[D < At] = nuAt + o(At). (6.17)

En multipliant les deux expressions de ’équation (6.17), on obtient :

P[A < At, D < At] = (AAt + o(Al)) (nult + o(At)) = MuAt® + o(At). (6.18)

Puisque At? = o(At) lorsque At — 0, on en déduit :

P[A < At, D < At] = o(Ab). (6.19)

Puisque, par indépendance, min{ A, S;} ~ Exp(A+ p;), le nombre aléatoire de clients X (to +

At) dans le systeme a l'instant ¢y + At sera :

k41 avec une probabilité AAt + o(At),
X(to+ At) = ¢k —1 avec une probabilité p; At + o(At), (6.20)
k avec une probabilité 1 — (A + p;) At + o( At).

FEzplication. L’équation (6.20) décrit comment le nombre de clients dans le systéme peut
évoluer pendant un tres court intervalle de temps At apres 'instant ¢y. Cela signifie :

— un nouveau client peut arriver avec probabilité AAt + o(At) ;

— un client peut terminer son service avec probabilité p; At + o(At);

— si aucun événement ne se produit, le nombre de clients reste inchangé, avec une pro-

babilité égale a 1 moins la somme des autres probabilités.
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Ensuite, a I'aide du principe d’optimalité de Bellman, on peut écrire que

F(k,to) = ﬁ) {E l /:W {aop*(t) +C} dt
t € [to, T(k))
T(k
+ to;; {aop(t) + C} dt] }
= inf {[qo,u2(t0) + C) At + E[F(X (to + At), to + At)]}
te [t:i?Jr At]
+ o(At)
= inf {[qo,u2(t0) + C|At + F(k + 1,to + At) AAL
te [t:i?%— At]

+ F(k —1,t0 + At) ulto) At
+ F(k,to+ At) (1 - A+ u(to)]At)}
+ o(Ab). (6.21)

FEzplication. 1’équation (6.21) est construite en appliquant le principe d’optimalité de Bellman
sur un court intervalle de temps At, en partant de 'instant actuel tq avec k clients présents

dans le systeme. L’objectif est de déterminer le cotit total espéré F(k,to) comme la somme
de :

1. le cout immédiat espéré encouru pendant l'intervalle [tg, o + At];

2. le cotit futur espéré a partir du temps ¢y + At jusqu’au temps terminal aléatoire T'(k),

conditionné aux événements pendant At.

Le cofit immédiat sur U'intervalle [to, tg + At] est donné par :
[a01* (to) + C]AL, (6.22)

ou :
— qop?(tg) correspond & l'effort de contrdle (service plus rapide),
— C représente une pénalité fixe (ex. coit de congestion ou de retard).
Ensuite, on considere le cotit futur espéré a partir de 'instant ¢y + At, dépendant de I’état du

systeme a ce moment, conditionné aux événements. En utilisant les probabilités de transition
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de I’équation (6.20), le cott futur espéré est :

E[F(X(to + At),to + At)] = F(k + 1,to + At) - (AAt + o(At))
+ F(k = 1,to + At) - (u(to) At 4 o(At))
+ F(k,to+ At) - (1 — (N + p(to)) At + o(At)). (6.23)

En combinant le cotit immédiat de 1'équation (6.22) et le cout futur espéré de l'équa-
tion (6.23), on obtient :

F(kto) = inf {[gop(to) + ClAL + E[F(X (to + At), to + At)] | +o(At),  (6.24)

p(t)e{p,pn2}

qui est identique a 1’équation (6.21) dans notre modele. Cette structure récursive servira de
base pour dériver I’équation de programmation dynamique en temps continu dans la limite

At — 0, laquelle sera discutée dans cette étude.

On a, en posant jg = u(ty),

F(k,to) = F(k,to + At) = inf { (g3 + C) At
0
+ F(k+1,to+ A AAL

— F(k‘, to + At) ()\ + ,U())At}

+ o(Ab). (6.25)

Ezxplication. L’équation (6.25), ou py = p(to) est introduit pour simplifier la notation, est
obtenue en réorganisant le membre droit de I’équation (6.21) afin de mettre en évidence la

différence entre la fonction de valeur actuelle F'(k,ty) et sa valeur future F(k,t, + At).

Plus précisément, on soustrait F'(k, o+ At) des deux cotés (ce terme ayant été mis en facteur
dans la moyenne pondérée du membre droit), pour montrer comment le changement dans la
fonction de valeur sur le petit intervalle At peut étre exprimé en termes de :

— le cofit immédiat de contrdle gou? et le cofit de pénalité C,

— les transitions possibles du nombre de clients (vers k + 1, k — 1 ou restant a k).

Par ailleurs, en utilisant le développement de Taylor, on peut écrire :
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Fxplication. En appliquant un développement de Taylor du premier ordre a la fonction de
valeur F'(k,to+ At) autour du point £y, en supposant que F' est différentiable par rapport au

temps, on obtient :

oF
F(k,to+ At) = F(k,ty) + At - a—t(k, to) + o(At), (6.27)
0

ou :

— F(k,to) est la fonction de valeur a 'instant courant,

— g—fg(k, to) est la dérivée partielle de F' par rapport a la variable temporelle ¢,

— o(At) désigne les termes d’ordre supérieur qui tendent vers zéro plus rapidement que

At lorsque At — 0.

Il en résulte que :

F(k+1,tg + At)ANAt = F(k + 1,t9) \At + o( At). (6.28)

Ezplication. 1L’équation (6.28) est dérivée en appliquant un développement de Taylor du
premier ordre au terme F'(k + 1,ty + At) autour de to. En supposant la différentiabilité de
F(k,t) par rapport au temps, on écrit :

F
F(k+1,to+ At) = F(k+1,ty) + At - gt(k + 1,t9) + o(At). (6.29)
0

Cependant, dans le développement de Bellman ci-dessus (équation (6.25)), le terme F'(k +

1,to + At) est multiplié par le taux d’arrivée A et par At, ce qui donne la forme :

F(k+1,tg+ At) - X - At.

En substituant le développement de Taylor, on obtient :

dto
=A-F(k+1,t) - At + o(At), (6.30)

F
F(k+1,tg+ At)- XAt = <F(k+1,to)+At-a(k:+1,t0)+o(At)> XAt

car le terme du second ordre A - g—g(k +1,t0) - At? est d’ordre o(At) et donc négligeable dans

la limite.

Par conséquent, on peut approcher :

F(k+1,tg+ At)-X- At =X F(k + 1,tg) - At + o(At), (6.31)
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ce qui justifie I’équation (6.28). La méme méthode d’approximation s’applique aux termes
contenant F'(k — 1,ty + At) et F(k,to + At) dans 'équation (6.28), chacun étant multiplié
respectivement par g - At et (A + po) - At.

Ainsi, en appliquant également la formule de Taylor aux termes F(k — 1,ty + At) oAt et
F(k,to+ At) (A + 1) At, on obtient :

F(k,to) = F(k,to + At) = inf { (g0 + C) At
+ F(k+1,t) AAL
+ F(k —1,t0) po At
— F(k,to) (A + uo)At}
+ o(At). (6.32)

Enfin, en divisant les deux membres de 1’équation précédente par At et en faisant tendre At

vers zéro, on obtient la proposition suivante.

Proposition 1. 57 S; ~ Ezp(u;), pour i = 1,2, la fonction de valeur F(k,ty) satisfait
I’équation de programmation dynamique (EPD)

B
—5F(k,to) = inf {aosd + C + Fk+ 1,t) A+ F(k — 1,t0) o

iy
— F(k,to) (A + po)}- (6.33)

De plus, les conditions aux limites sont données par l’équation (6.5).

Remarque. L’équation (6.33) est valide pour tout k € {2,3,...} si la capacité du systéeme est

infinie. Dans le cas ol ¢, < oo, I'équation (6.20) pour k = ¢, se réduit a :

{ k —1 avec probabilité u; At + o(At), (6.34)

k  avec probabilité 1 — p; At + o(At).

FEzplication. L’équation (6.34) montre la forme simplifiée des probabilités des événements
futurs lorsque la capacité maximale du systeme est atteinte, c’est-a-dire lorsque k£ = ¢, (le
nombre maximal de clients autorisés dans le systéme). Dans ce cas, la file est bloquée, ce qui

signifie qu’aucune nouvelle arrivée n’est possible.

Rappelons a partir de I’équation (6.20) que, en général, le systéme peut passer de 1'état k

Vers
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— k + 1 avec une probabilité AAt + o(At) (arrivée d'un nouveau client),

— k — 1 avec une probabilité p; At + o(At) (fin de service d’'un client),

— k avec une probabilité 1 — (A + ;) At 4+ o(At) (aucun événement).
Cependant, lorsque k = ¢,, aucune arrivée supplémentaire n’est autorisée. Ainsi, la probabi-
lité de transition vers I'état k + 1 doit étre nulle, car le systeme ne peut pas accueillir plus

de ¢, clients. Les événements possibles se réduisent donc a :

¢, — 1 avec une probabilité u; At 4+ o(At),
X(to+At) =47 P a (&7) (6.35)

[on avec une probabilité 1 — p; At + o(At).

Il s’ensuit que I'équation de programmation dynamique devient :

0 .
— ——F(k, to) = inf {qops + C'+ F(k — 1,t0) jto — F(k, to) pio } - (6.36)
8250 MO
pour k = ¢,. On pourrait également supposer, par exemple, que si un client arrive alors que le
systeme est déja plein, le probleme de controle est arrété et 'on pose F'(c, + 1,t9) = F» > 0.

On aurait alors :

0
- aTF(k;to) = inf {%M% +C+ A+ F(k—1,t0)po — F(k,to) (A + Mo)} (6.37)
0 0

pour k = ¢,. Dans cette étude, il est supposé que I’équation (6.36) est celle qui s’applique

lorsque & = c,.
Ensuite, comme gy = g1 ou g, 'équation (6.33) peut étre réécrite comme suit :

)
———F(kt) = min {qopg+C+ F(k+1,t) A+ F(k—1,t0) g

8t0 mo€{p1,p2}
— F(k,to) (A + o)} - (6.38)

FEzxplication. L’équation (6.38) est une forme particuliere de 1’équation générale de program-
mation dynamique présentée précédemment dans I’équation (6.33). Ce qui distingue les deux

équations, c’est le domaine de choix de la variable de contréle uy.

Dans I’équation (6.33), 'optimisation est effectuée sur tous les g possibles (c’est-a-dire toutes

les valeurs non négatives, puisque j représente un taux de service) :

oF ,
— p o) = inf {0t + C+ F(k + 1, t0)A + F(k — 1,t0)pto — F(k,to) (A + po) }, (6.39)
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ce qui permet un contrdle continu du taux de service.

En revanche, I’équation (6.40) limite le choix de o & un ensemble discret de taux de service,

a savoir fu; et o -

OF ,
_ 070(’“’ to) = min {aonsd + C + F(k + 1, t0)A + F(k — 1,t0)uo — Fk, o) (A + o) } -
(6.40)

La structure de notre probléme initial est capturée dans cette formulation, ou le serveur peut
uniquement basculer entre deux taux de service prédéterminés. Le décideur remplace donc
Iinfimum par un minimum, et la comparaison est effectuée en évaluant la fonction objectif

pour les deux cas py et po.

Pour déterminer la valeur de F'(k,tg), on peut considérer I’équation différentielle issue de
I’équation (6.40) lorsque l'optimiseur choisit pg = p; pour toute valeur de k et tout ¢y, a

Savoir :
— Fi/(k’, to) = QQ,UZQ + O + Fl(k’ + 1,'[50))\ + Fl(k — 1, tO)le — E(kﬁ,to) ()\ + [LZ), (641)

sous les conditions données dans 1’équation (6.5). Pour obtenir Fj(k,to), il faut en général

résoudre un systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre.

Une fois les fonctions F;(k,ty) calculées pour i = 1,2 et pour tout k, on définit :

Gl(k?,to) = (](),LLZ2 + C + mm{Fl(k + ]_,t()), FQ(I{? + 1, to)}/\
+ mln{Fl(k: — 1,t0), FQ(k’ - 1,t0)},ul

pour 7 = 1, 2.
FEzplication. La fonction G;(k,tg) est définie pour représenter le membre de droite de I’équa-

tion de programmation dynamique (6.33) lorsque le contrdle est fixé a p; € {ug, p2}. Clest-

a-dire,
Gi(k,to) = qop; + C + F(k +1,t0)A + F(k — 1, to)pi — F(k, to) (A + i), (6.43)

ou :
— F(k+1,ty), F(k,ty), et F(k—1,t) sont les évaluations de la fonction de valeur,
— p; est le taux de service sélectionné (soit gy, soit o),

— )\ est le taux d’arrivée, et
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— (' est le colit de pénalité associé a 'attente des clients.
En pratique, puisque la commande optimale dépend du temps, la fonction de valeur est
évaluée pour les deux politiques 1 et us, ce qui génere deux fonctions de valeur candidates
de la forme F} (k, to) et Fy(k,to), respectivement. Ces fonctions sont les solutions des équations

différentielles :

OF;
— 871500{:’750) = qopt; + C + Fy(k + 1, to) A + Fy(k — 1,t0) i — Fi(k, to) (N + 1), (6.44)

pour i = 1,2, sous les conditions aux limites spécifiées dans I’équation (6.5).

Une fois que Fi(k,ty) et Fy(k,ty) sont obtenues, une comparaison peut étre effectuée a chaque

instant pour choisir le contrdle préféré. Dans ce contexte, I’équation (6.43) devient :

Gz(k?7t0) = Q(),uz2 + C + mlH{Fl(k‘ + 17t0), Fg(k’ + ]_,t())} - A
+ Il’llIl{Fl(k? — 1,t0), Fg(k’ — 1,t0)} iy
—min{ F1(k,to), Fa(k,t0)} - (A + i), (6.45)

ou chaque G;(k, to) est calculé en supposant que le taux de service choisi est j;, et les quantités

(G1 et Gy seront comparées pour obtenir la commande optimale a 'instant tq < t;.

Enfin, pour obtenir la fonction de valeur F'(k,ty), on peut résoudre I’équation :
— F'(k,to) = Gi(k, to) (6.46)

dans tout intervalle ou la commande optimale est py = pu;, en utilisant la condition limite

F(k,t;) = F ainsi que la continuité de la fonction F(k,t).

Remarque. 11 est important de noter que la programmation dynamique ne fonctionne que
pour le modele M /M /1 (a exception de quelques cas particuliers considérés dans des travaux
récents de M.Lefebvre). En effet, les résultats donnés dans les équations (6.8) et (6.12) ne
sont pas valides pour des distributions générales. Si P[A < At] ou P[S; < At] n’est pas
proportionnel & At¢, un probléeme surgit lorsqu’on divise les deux membres de I’équation (6.21)
par At et que 'on fait tendre At vers zéro. Supposer que A et S; suivent des lois exponentielles
est une hypothese simplificatrice. Cependant, il est raisonnable de considérer que le modele

M/M/1 peut servir de modele approximatif dans de nombreuses applications.

On consideére maintenant un exemple qui sera résolu explicitement.
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6.3.1 Un exemple

Le probleme le plus simple que 'on puisse considérer est celui ou & = ¢, = 2. On a alors

I'équation suivante [voir I’équation (6.36)] :
— F/(2,t0) = qop? + C — F;(2,to) pu:. (6.47)

FEzplication. 1équation (6.47) décrit 1’équation de programmation dynamique lorsque le sys-

teme est plein.

Dans cet état, les clients ne sont plus autorisés a entrer dans le systéme; celui-ci ne peut
donc passer a k = 1 qu’en servant un client. Ainsi, les probabilités de transition se simplifient
comme indiqué dans I’équation (6.34), et I'équation générale de programmation dynamique
(voir I’équation (6.39)) se réduit a :

OF;

— 5(2,150) = qopti + C + Fy(1,t0) - i — Fi(2,t0) - - (6.48)
0

D’apres la condition limite dans I’équation (6.5), on a F;(1,t5) = 0, car lorsqu’il ne reste
qu'un client dans le systéme, la file est considérée comme vide. En remplacant cela dans

I’équation, on obtient :

OF;
- 87150(2’150) = qopti + C — Fi(2,10) - i, (6.49)

ce qui donne a nouveau ’équation (6.47).

La solution qui satisfait la condition limite F;(2,t,) = F} est donnée par :

24+ 0
Fi<27 tO) = M [1 _ e—ui(tl—to)} + By e Hilti—to) (6.50)

2%

FEzplication. On réécrit I'équation (6.49) sous la forme standard d'une EDO linéaire :

oF;
87750(2’750) — wiFi(2,t0) = —(qop + C). (6.51)

Pour résoudre cette EDO, on utilise le facteur intégrant :

I(tg) = e Mo, (6.52)
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En multipliant les deux membres de 1'équation (6.51) par (), on obtient :

OF, | |
eI =2 (2,t0) = e MO (2,10) = —(qop; + C)eT, (6.53)
0

ce qui se simplifie en :

d — it _ 2 — it
e (e # DFi(Z,t0)> = —(qop; + C)e Hi'o. (6.54)

Les deux membres de I’équation sont maintenant intégrés entre ¢y et ¢y, en utilisant la condi-
tion terminale F;(2,t,) = F} :

t
e MU — eTHP (2, ) = / I(QO,U? + C)e"ds. (6.55)
to

Le calcul de I'intégrale donne :

e Hito _ g—pit1

t1
/t (qop + Cheds = (qupef + )+ . (6.56)

En isolant F;(2,t,), on obtient :

2+ C
E(tho) — eHito le—uitlFl + M (e—uito _ 6_,U«it1)‘| ’ (6.57)

)

ce qui correspond a ’équation (6.50).
On considere C =1, 3 =2, s =3, qo =1, F1 = 20 et t; = 10. On a alors :

5 35
F1(2, to) = -+ 76_2(10_150)

o+ (6.58)

et
10 50
Fa(2,te) = - + e 200710

pour ty < 10. Les fonctions G1(2,ty) et G2(2,ty) peuvent maintenant étre calculées. Ces

(6.59)

fonctions sont représentées dans les figures 6.1 et 6.2. Les courbes se croisent lorsque ¢ty =

s :=10 — 3 In(10). Il en résulte que la commande optimale s’écrit :

2 510 <ty <s,

5 6.60
Fo {3sm§m<m. (6.60)
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Figure 6.1 La figure présente les fonctions G(2, ty) et Go(2, ty) sur 'intervalle [0, 10]. La ligne
pleine représente G et la ligne pointillée représente G,. Ces deux fonctions sont calculées
a partir des parametres C' = 1, uy = 2, us = 3, ¢ = 1, F; = 20 et t; = 10. Le point
d’intersection de ces deux courbes est s := 10 — 1/31In(10), ce qui suggere le moment de
bascule optimal entre p; et ps pour le controle du temps de service.

Finalement, en appliquant la démarche précédente, La fonction de valeur F(2,t) peut étre

calculée. Elle est illustrée dans la figure 6.3.

Explication de la figure : Pour i € {1, 2}, la fonction G;(k,t,) est définie comme suit :

qui représente le membre de droite de I’équation de programmation dynamique.

Pour la figure 6.1 (ot k =2) :

Les expressions ont été évaluées pour G1(2,ty) et Go(2,to) en utilisant la définition donnée
dans ’équation (6.61). Ces expressions correspondent au membre de droite de I’équation de

programmation dynamique lorsque le contrdle est fixé a u; et uo, respectivement :
G1(2,t0) = qop + C + Fi(3,t0) - A+ Fu(1,t0) - 1 — Fu(2,t0) (A + ), (6.62)
G2(2, to) = qO,U/% + C + F2<3, to) - A + Fz(l, to) c U2 — F2<2, to)(/\ + ,LLQ). (663)

Comme le systéme a une capacité finie ¢, = 2, les états au-dela de k = 2 ne sont pas permis.

Ainsi, on pose : Fi(3,t9) = Fx(3,t) = 0, et selon les conditions aux limites, Fi(1,ty) =
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time [()
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1,2)

Functions Gl_( 2, 10) (i

Figure 6.2 Les fonctions G1(2,to) et Go(2, ) sont zoomées sur l'intervalle critique [9.2,9.3].
On observe sur la figure le moment exact de l'intersection, point a partir duquel le controle
doit étre modifié, validant ainsi le point de bascule optimal identifié dans la figure 6.1.

F5(1,tp) = 0. En substituant ces valeurs, les équations se simplifient comme suit :
G1(2,t0) = qopi + C = Fi(2,10) (A + ), (6.64)
Ga(2,t0) = qopts + C — Fo(2,t0) (A + pa). (6.65)
Ces expressions simplifiées sont utilisées pour générer les courbes présentées dans la figure 6.1.

Dans la section suivante, Le cas est considéré ou les temps de service ne sont pas nécessaire-

ment exponentiels.

6.4 Commande optimale de la file d’attente M /G/1 modifiée

Supposons que ['optimiseur doive choisir soit le temps de service aléatoire Sy, soit Sy, a partir
du temps initial ¢y jusqu’au temps final T'(k), et que la fonction K(-) soit identiquement nulle.

Alors, la valeur espérée de la fonction de cott J(k) définie dans 1’équation (6.2) devient (en

posant ¢ty = 0) :

ElJ(k)] = E VOT(M {(E[qg’])Q + C} dt] - ((E[q;])2 + C) E[T(k)], (6.66)

ou S =51 ou Ss.

Ezplication. Dans I’équation (6.66), l'intégrale du membre de gauche est éliminée dans 'ex-
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Figure 6.3 Cette figure illustre la fonction de valeur F'(2,ty) sur l'intervalle [0, 10]. Les para-
metres utilisés sont les mémes que dans les figure 6.1 et figure 6.2 (C' =1, uy = 2, ps = 3,
qo =1, F; =20, et t; = 10). La fonction de valeur F(2,ty) exprime le cotit minimal attendu
sous la stratégie de commande optimale obtenue précédemment.

pression finale parce que l'intégrande est constant par rapport au temps. Plus précisément,

ord (097

ne dépend pas de t, et peut donc étre sorti de 'intégrale. Ensuite, par linéarité de I’espérance,

E Vom) { (E([Jg])z + 0} dt} _ (w[qu])? v o) CE[T(k)], (6.68)

ce qui donne 'expression simplifiée finale dans ’équation (6.66).

le terme :

on a :

La section suivante examine plusieurs cas particuliers.

Cas 1. Supposons que k = ¢, = 2. Comme le systéme est plein, aucun nouveau client ne
peut entrer entre ¢y et T(2). De plus, on peut écrire que T'(2) est simplement égal a S. 1l en

résulte que

E[J(2)] = ((E([Jg’])Q + C’) E[S]. (6.69)

FExplication. Dans le Cas 1, puisque le systeme est plein, le seul événement possible est le
service d'un client. Une fois que le premier client est servi, le systéme passe a I’état k = 1,

auquel cas la fonction de valeur devient nulle grace a la condition aux limites F'(1,ty) = 0.

Par conséquent, le cofit s’accumule uniquement jusqu’a ce que le service du premier client
soit terminé. Cette durée correspond a une réalisation unique du temps de service aléatoire

S, choisi selon la distribution de service sélectionnée. Ainsi, dans ce cadre de modélisation,



onaTl(2)=2S5.

Dans le cas particulier ou S; ~ Exp(p;), pour ¢ = 1,2, I’équation ci-dessus devient

1
E[J2)] = (a1’ +C) "
ce qui donne
2+ C
F(2,tp) = min M.
pefpr,p2} w
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(6.70)

(6.71)

Supposons que p; = 1, uo = 2 et C' = 1. Alors, on trouve que la solution optimale est ©* = 1

si et seulement si gy > 1/2.

FExplication. En substituant u; = 1, us = 2 et C' = 1, on évalue les deux options :

qo+1 P - o dge+1
T our f1 = fiy : 5

Pour p = py :

Pour déterminer quand g est optimale, comparons :

4 1
QO‘f‘lS q02+ )

290 +2 <4qy+1,

—2¢0+1<0 = ¢ >

Remarque. Sil'on fait tendre ¢, vers U'infini dans I’équation (6.57), on obtient :

2+ C
Hi

ce qui est en accord avec I’équation (6.71).

Cas 2. Soit k = 2 et ¢, = 3. On peut alors écrire :

i <A
T(Q): S[ SIS[_ y
S;+T(2) siA<S,

(6.72)

(6.73)
(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

ou St est le temps nécessaire pour servir le premier client, et A ~ Exp(\) est le temps entre

deux arrivées successives, supposé indépendant des temps de service.

Ezxplication. 1équation (6.77) caractérise le temps de premier passage T'(2). Elle distingue

deux scénarios mutuellement exclusifs :
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— Si §; < A : Aucune arrivée ne se produit avant la fin du service pour le premier
client. Par conséquent, un client sera servi, sans qu’un nouveau client n’entre dans le
systeme. Le nombre de clients passe de 2 a 1, et le systeme n’est plus saturé. Dans
ce cas, le temps total pour vider la file est simplement égal a la durée du temps de
service : T'(2) = 5.

— Si A < 57 : Un nouveau client arrive dans le systéme avant que le premier service
ne soit terminé, augmentant ainsi le nombre de clients de 2 a 3. Le systeme devient
saturé (c’est-a-dire atteint sa capacité ¢, = 3). Ensuite, apres que le premier client a
requ le service, un client quitte le systeme et celui-ci revient a ’état avec k = 2 clients
(le systéme suit donc la séquence 2 — 3 — 2). Dans ce cas, le processus redémarre
essentiellement a partir de la configuration initiale de maniere récursive : le temps total
pour vider le systeme devient : temps de service actuel S; + un autre cycle complet

T'(2), donc du point de vue du décideur, le processus redémarre a 1’état initial : k£ = 2.

Ainsi, 'équation (6.77) met en évidence la structure récursive du temps de premier passage

selon les deux événements stochastiques.

Il en résulte que :

E[T(2)] = 1 g[[ji 57 (6.78)
FEzplication. Soit p := P(A < Sy). En appliquant la loi de I'espérance totale :
E[T(2)]=E[T2)|S<A]-P(ST<A)+E[T2) | A<SI]-P(A<S)). (6.79)
D’apres
S[, si S[ S A,
T(2) = (6.80)
Sr+T(2), siA<S,
on obtient :
E[T(2)] = E[Si]- (1 —p) + (E[SI] + E[T(2)]) - p- (6.81)
On résout :
ET@2)]=E[S]+p-ET(?2)] = E[T2)]1-p)=E[S], (6.82)
ce qui donne :
' B8,
E[T(2)] = 1= PA<S) (6.83)

C’est le résultat donné dans ’équation (6.78).
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Si St~ Exp(u), on a :

Ainsi,
E[T(2)] M;A (6.85)

Pour obtenir la solution optimale, Il convient de comparer la valeur de E[J(2)] déduite de

I'équation (6.66) et celle de la formule ci-dessus, pour p = 1 et p = po.

Remarque. Soit Y1, Ys, ... une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi Exp(u),

et soit N une variable aléatoire géométrique de parametre :

— Py, < A= H. 6.86
pim Pl <A = 2 (6.5
On peut écrire :
N
1
BIr@) - £ [y_vi = BN ply) = 221 12 (6.57)
i=1

Ainsi, on retrouve la formule de 1’équation (6.85).

Pour les cas suivants, on note 7'(k) par T'(k,c,).

Cas 3. Lorsque k = 3 et ¢, = 3, aucun nouveau client ne peut entrer dans le systeme pendant

le service du premier client. Par conséquent :

T(3,3) =S +T(2,3) = E[I(3,3)] = ;Jr — ]lj[fi ST (6.88)
Si St ~ Exp(u), alors :
E[T(3,3)] = ; + “;A. (6.89)

Remargue. Dans la section 2, pour obtenir la fonction F} (3, o) lorsque ¢, = 3, on doit résoudre

le systeme d’équations différentielles linéaires du premier ordre :

—F{(3,t0) = qopi+C+ Fi(2,t0) 1 — Fi(3,t0) 1, (6.90)

La solution de ce systeme, satisfaisant les conditions de I’équation (6.5), est facile a obtenir.

En posant C' =1 et p; = 3, on trouve que la limite lorsque ¢; — oo de la solution est donnée
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par :

F1(2,t0):3(9q0+1) ot Fi(3.t0) = ~(9g0 + 1). (6.92)

NeR N

On remarque que 4/9 = FE[T(2,3)] et 7/9 = E[T(3,3)] [voir respectivement les équa-
tions (6.85) et (6.89)].

Cas 4. Supposons enfin que ¢, = 4 et que kK = 2 ou k = 3. On définit I’événement B; :
exactement ¢ clients arrivent pendant le temps de service S; du premier client, pour i = 0, 1, 2,
et on note Ay (resp. Ayr) le temps nécessaire pour l'arrivée du premier (resp. second) nouveau

client pendant S;. On peut écrire :

Sr+1(2,4 i By ali
7(3,4) = { 5 T2A) s oo tien, (6.93)
Sr+T(3,4) si By a lieu.
De méme,
St si By a lieu,
T(2,4) =14 S;+1T(2,4) si By a lieu, (6.94)

Sr+T(3,4) si By a lieu.

FEzplication. Les équations (6.93) et (6.94) représentent le processus récursif pour déterminer
le temps total nécessaire a vider le systéeme a partir de 1'état & = 3 ou k = 2 lorsque la

capacité est ¢, = 4.

— Dans I’équation (6.93), si aucun client n’arrive pendant le premier service (By), la file
diminue a k = 2, et le temps restant est 7°(2,4). Si exactement un client arrive (By),
la file reste a 3 clients, redémarrant le processus : 7'(3,4).

— Dans I'équation (6.94), si By a lieu, la file passe a 1 et se vide apres un service. Si By
a lieu, la file retourne a 2, et le processus se répete. Si By a lieu, la file passe a 3, et

le temps restant devient 7°(3,4).

Alinsi, on obtient :

E[T(374)] = E[S}] —+ E[T(2,4)]P[S[ < A[] + E[T(3,4)]P[S} > A[] (695)
et
E[T(2,4)] = E[S[] + E[T(2,4)]P[A[ < S, Ar+ A > S[]
+E[T(3,4>]P[A]+AH < S]] (696)

Ezxplication. Les équations (6.95) et (6.96) décrivent les espérances du temps pour vider le
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systeme a partir des états £ = 3 ou k = 2, respectivement, dans une file a capacité finie
cp = 4.

— Dans "équation (6.95), le temps moyen nécessaire pour vider le systéme a partir de

I'état k = 3 comprend le temps de service initial E[S;], auquel s’ajoute le temps moyen
de continuation selon le nombre d’arrivées pendant S;. Si aucun client n’arrive (By),
la file descend a k = 2 et le temps restant est E[T(2,4)]; sinon, avec une arrivée (By),
le systeme reste a I’état k& = 3, menant a un temps supplémentaire E[T'(3,4)].
Ici, la condition P[S; > Aj] correspond au scénario dans lequel le prochain client
arrive avant la fin du service en cours, maintenant ainsi le systeme a I’état k = 3. En
revanche, P[S; < A;] indique que le service est terminé avant l'arrivée d’un nouveau
client, permettant au systeme de passer a 1'état k = 2.

— Dans 'équation (6.96), pour k = 2, I'espérance prend en compte trois scénarios : au-
cune arrivée (By), une arrivée (By), ou deux arrivées (Bsy) pendant S;. Ces événements
entrainent respectivement la fin du processus, un retour a I’état 2, ou une transition
vers |'état 3.

Dans cette expression, la condition P[A; < Sr, A; + A;r > S| indique le cas ou la
premiere arrivée a lieu pendant S;, mais la seconde non, entrainant une seule arrivée
et maintenant le systéeme & k = 2. En revanche, P[A; + A;; < S;| signifie que deux
clients arrivent avant la fin du service, ce qui augmente la taille de la file a k = 3.

Pour obtenir E[T'(2,4)] et E[T(3,4)], on peut résoudre le systeme ci-dessus de deux
équations linéaires. Les diverses probabilités présentes dans le systeme peuvent au

moins étre évaluées numériquement dans un cas particulier.

6.4.1 Probleme particulier

Un probleme particulier est considéré dans le cas 4. Supposons que S; ~ Exp(1) et Sy ~

G(2,2), c’est-a-dire que Sy suit une loi gamma avec les deux parametres égaux a 2, donc :
fs,(t) = 4te™® pour t > 0. (6.97)

Explication. La forme générale de la loi gamma est donnée par :

ara—1,—pFt
f(t) = Btrwlj pour ¢t > 0, (6.98)
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ou I'(a) est la fonction gamma. Pour a = 2 et = 2, et sachant que I'(2) = 1, on obtient :

9241 ,-2t
fs,(t) = = 4te”® pour t > 0. (6.99)

Pour traiter un cas plus pertinent, la distribution gamma est ici considérée, car elle permet
de modéliser un temps de service caractérisé par un délai initial suivi d’une probabilité
croissante d’achevement. La densité de probabilité est asymétrique a droite et est souvent
utilisée pour modéliser des durées comme des opérations de maintenance ou des services en

plusieurs étapes.
On remarque que E[S)| = E[S,] = 1.

Ezxplication.

— Pour la distribution exponentielle S; ~ Exp(1), la moyenne est :

E[S)]==-=-=1. (6.100)

1

i

— Pour la distribution gamma Sy ~ Gamma(a = 2, § = 2), la moyenne est :
E[S))====-=1. (6.101)

Il en découle que la commande optimale dépendra uniquement de la valeur de E[T'(k,4)],
pour k =3 et k =4.

Posons :
p1i = P[Sn < A, (6.102)
pai = P[Ar + A1 < Sri (6.103)
et
pai = P[Ar < S, Ar + Arr > Sril, (6.104)

ou Sy; est la variable aléatoire St si S = S;, pour ¢ = 1,2. On trouve que :

1 4

Pu =T Pz = 12 (6.105)
A2 A (A +6)
_ _ A0 1
P21 O+ 12 P22 0128 (6.106)
A A
5 (6.107)

P31 = m7 D32 = m
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FEzplication. Les équations (6.105)-(6.107) représentent les probabilités de trois événements
mutuellement exclusifs liés aux arrivées de clients pendant une période de service Sy;, ou

t = 1,2 correspond a la distribution exponentielle ou gamma.

— L’équation (6.105) donne py; = P[S;; < Aj], la probabilité que le service se termine
avant la premiere arrivée.
— Pour i =1, S;; ~ Exp(1), donc :

00 1
= l—e™) - deMda=——. 1
P11 /0 (1—e") - Xe “= (6.108)
— Pour i = 2, S;y ~ Gamma(2, 2), et en utilisant la fonction de répartition :
prs = /oo (1- (1 +2a)) - Ae ™ da = 4 (6.109)
0 (A+2)2

— L’équation (6.106) donne py; = P[A; + A;r < Sp], la probabilité que deux clients
arrivent avant la fin du service.

— Comme A; 4+ A;; ~ Gamma(2, \), pour i = 1, on a :

9] )\2
= e " Nae Mda = ————. 6.110
b A (A+1)? (6.110)
— Pour 7 = 2, en intégrant la convolution des densités gamma, on obtient :
N (A +6)
= —"2. 6.111
P22 O\ 1 2)3 ( )

— L’équation (6.107) donne p3; = P[A; < Sp, Aj+Arr > S, représentant le cas ot un

client arrive pendant le service, mais pas un deuxieme. Elle s’obtient par soustraction :

p3i =1 —p1i — pai (6.112)
— Pouri=1":
A
P31 = TG (6.113)
— Pour ¢ =2: =
P32 = e (6.114)

Remarquons que Z;’-Zl pji = 1 pour ¢ = 1,2, comme requis.

Soit E[T;(k,4)] la valeur de E[T'(k,4)] si S = S;, pour i = 1,2. Pour obtenir E[T;(2,4)] et
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E[T;(3,4)], il faut résoudre le systéme d’équations linéaires suivant :

E[Ty(2,4)] = 1+ E[Ty(2,4)]ps; + E[Ti(3,4)] pas, (6.115)
E[T;(3,4)] = 14 E[Ti(2,4)]pu + E[T(3,4)](1 — pui). (6.116)

On trouve alors :

1 1
E[T1(2,4)] =X+ A+1, E[Ty(2,4)] = 1—6>\4 - 5)\3 + A+ A+, (6.117)
2 1 4 1 3 ) 2
E[Ti(3,4)] = N +2)A+2, E[D3,4)] = oA+ 50 + 70 + 2042, (6.118)

Ces fonctions sont illustrées dans les figures 6.4 et 6.5, respectivement.
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Figure 6.4 Cette figure montre les deux fonctions de temps moyen E[T}(2,4)] et E[T5(2,4)]
pour A € [0,2]. La ligne continue représente E[T7(2,4)] et la ligne pointillée E[T5(2,4)].

On observe que E[T7(2,4)] et E[T5(2,4)] sont presque égales lorsque A est tres petit. Toutefois,
lorsque A augmente, E[T7(2,4)] devient nettement plus petit que E[T5(2,4)]. En fait, on
montre que E[T7(2,4)] < E[T(2,4)] pour tout A > 0. Ainsi, la solution optimale est toujours
de choisir S = S;. Les mémes conclusions s’appliquent a E[T}(3,4)] et E[T5(3,4)].

6.4.2 Une application pratique

Le probleme du choix d’une politique de maintenance optimale pour les aéronefs est examiné.
En pratique, les programmes de maintenance doivent étre optimisés afin de minimiser le temps
d’immobilisation et de garantir le niveau de sécurité attendu, deux éléments fondamentaux

dans l'industrie aéronautique. Dans notre formulation, il s’agit de trouver un équilibre entre
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Figure 6.5 Comme la figure 6.4, cette figure illustre les deux fonctions E[T}(3,4)] et E[T5(3,4)]
sur le méme intervalle [0, 2] pour A. La ligne continue représente E[T7(3,4)] et la ligne poin-
tillée E[T5(3,4)]. Ces résultats mettent en évidence la différence entre les stratégies de gestion
de files d’attente dans le cas de distributions de temps de service variables.

les cotits de maintenance et la nécessité de remettre I'appareil en service le plus rapidement

possible.

Supposons que S; suive une loi de Rayleigh, de densité :

2
fs,(s) = % exp {—2802} pour s > 0, (6.119)

ou o est une constante strictement positive, et que
fs,(s) =0e™" pour s > 0. (6.120)

C’est-a-dire, Sy suit une loi exponentielle de parametre §. La distribution de Rayleigh, avec
sa queue plus lourde, est plus adaptée aux activités de maintenance complexes, tandis que

la distribution exponentielle peut étre utilisée pour les taches de maintenance courantes.

Les cofits espérés E[J(3,4)] et E[J(2,4)] associés a 'exécution des taches de maintenance ont
été calculés sous chacune des deux hypotheses sur la distribution des temps de service, pour
différents taux d’arrivée d’aéronefs. Ces cotits incluent a la fois les cotits liés a la rapidité de
I'exécution (dépendant de la distribution de S) et les cotits liés au temps d’immobilisation

de laéronef (influencés par le colit de pénalité C).
La figure 6.6 présente les cotits espérés E[J(3,4)] et E[J(2,4)] pour 0 =3, 0 =1, gy = 50 et
A€ [0.1,5]. A la lecture de cette figure, on peut conclure que pour les inspections de routine

et les opérations prévisibles, 'usage d’une distribution exponentielle pour le temps de service
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serait plus rentable, notamment lorsque le taux d’arrivée est élevé et que des interventions

rapides sont requises.

Comparaison de J (3.4) pour des temps de service Gamma et exponentiels Comparaison de J (2.4) pour des temps de service Gamma et exponentiels
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Figure 6.6 Coits espérés E[J(3,4)] (graphique gauche) et E[J(2,4)] (graphique droite)
lorsque S; suit une loi de Rayleigh de parametre o = 3 (ligne continue) et Sy une loi expo-
nentielle de parametre 6 = 1 (ligne pointillée), avec go = 50 et A € [0.1, 5].

FExplication — Analyse de sensibilité : Une analyse de sensibilité a été réalisée en supposant que
le temps de service suit une distribution de Rayleigh, en comparaison avec la distribution
exponentielle, pour différentes valeurs des parametres. Les résultats ont été recalculés et

représentés dans deux graphiques séparés, chacun pour la fonction de cotit J(3,4) et J(2,4),
sur un intervalle de valeurs de A allant de 0.1 a 5.

Les résultats de ces analyses mettent en évidence l'effet de A sur les temps d’attente et les

cotlits correspondants dans le systeme de files d’attente, éléments essentiels pour améliorer la
performance et 'efficacité économique.

Remarquons que les valeurs des parametres des distributions sont : ¢ = 3 (Rayleigh); p =1

(Exponentielle).

Pour résoudre le systeme d’équations avec les probabilités indiquées et mener une analyse

pour différentes valeurs de A, on suit les étapes suivantes :

1. Substitution des probabilités dans les équations.
2. Fixation d’une valeur pour ¢y (ex. gy = 50).

3. Résolution du systeme pour 7'(2,4) et T'(3,4).
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4. Analyse de sensibilité pour différents .
5. Création de graphiques et tableaux pour E[J(3)] et E[J(2)] selon les valeurs de A.

6. Intégration de I'hypothese alternative (temps de service exponentiel) dans 1’analyse de
sensibilité, calcul des cofits, et comparaison graphique entre J(3,4) et J(2,4) sous les

deux distributions.

Tout d’abord, les valeurs des probabilités P, et P3 en fonction des différentes valeurs du taux

d’arrivée A sont indiquées dans le tableau 6.1 :

Tableau 6.1 Relation entre les probabilités P, et P5 et le taux d’arrivée A.

Lambda |P3_rayleigh |P3_Expo Lambda |P2_rayleigh [P2_Expo
0.1 0.238 0.083 0.1 0.937 0.992
0.6 0.220 0.238 0.6 0.385 0.846
12 0.109 0.248 1.2 0.174 0.705
17 0.061 0.232 1.7 0.094 0.598
2.3 0.038 0.212 2.3 0.058 0.517
2.8 0.026 0.193 2.8 0.039 0.455
3.4 0.019 0.177 3.4 0.028 0.406
3.9 0.014 0.162 3.9 0.021 0.366
4.5 0.011 0.150 4.5 0.016 0.333
5.0 0.009 0.139 5.0 0.013 0.306

Ensuite, les graphes comparatifs permettant d’évaluer la performance (fonction de cotit) des
deux distributions, Rayleigh et exponentielle, en fonction des variations du taux d’arrivée A,

sont présentés dans la figure 6.6.

Enfin, un tableau regroupant les valeurs numériques des fonctions de cofit associées aux

graphes ci-dessus est présenté dans le tableau 6.2.

Discussion

Pour J(3,4), qui représente une fonction de coiit dépendant du temps d’attente dans la file,

les remarques suivantes peuvent étre formulées :

Lorsqu’on utilise la distribution de Rayleigh pour modéliser le temps de service, le cotit
J(3,4) décroit initialement a mesure que A augmente dans lintervalle inférieur a 1. Cela
traduit D'effet classique dans les files d’attente : une augmentation du taux d’arrivée (ou du
service) réduit le temps d’attente moyen, et donc les cofits associés. Cependant, au-dela de
A = 1, une nouvelle tendance se manifeste : la fonction de colit commence a croitre a cause

des dépenses supplémentaires induites par des taux de service plus élevés.
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Tableau 6.2 Valeurs de la fonction de cotit pour les distributions Rayleigh et exponentielle
selon différentes valeurs de .

Lambda |J(3,4)_Rayleigh |1(3,4)_Expo Lambda |J(2,4)_Rayleigh |1(2,4)_Expo
0.1 -89 -160 0.1 -77 -149
0.6 17 -39 0.6 21 -36
12 14 50 1.2 15 52
1.7 15 16 1.7 14 17
2.3 16 14 2.3 14 14
2.8 16 15 2.8 14 14
3.4 16 17 3.4 14 15
3.9 17 19 3.9 14 16
4.5 17 21 4.5 14 17
5.0 17 23 5.0 14 17

La distribution exponentielle montre un comportement similaire mais génere des cotits systé-
matiquement plus faibles pour différentes valeurs de A, ce qui montre qu’elle est plus adaptée
pour les taches de maintenance de routine ou la prédictibilité est essentielle. En effet, pour des
taux de service identiques, la distribution exponentielle conduit a des cofits d’attente espérés
inférieurs a ceux associés a la distribution de Rayleigh, et ce, pour la majorité des valeurs de
A. Ce phénomene peut étre attribué a la queue plus lourde de la distribution de Rayleigh,
qui reflete une plus grande probabilité de durées de service prolongées — un inconvénient
majeur lorsque les taches de maintenance sont peu fréquentes mais longues. A Dinverse, la
distribution exponentielle, grace a sa propriété de mémoire nulle, s’avere plus performante

dans ces cas.

Concernant J(2,4), une fonction de cott affectée par la probabilité que le systeme soit dans

un état donné :

il apparait que le cotit J(2,4) est généralement plus faible pour la distribution exponentielle
que pour la distribution de Rayleigh aux faibles valeurs de A\, mais que les cofits convergent
vers des valeurs similaires & mesure que A augmente. Cette tendance, observée dans les deux
cas, confirme I'hypothese selon laquelle un service plus efficace permet de réduire les cotits

associés a ’état du systeme.

Les résultats obtenus offrent des pistes intéressantes pour les travaux de modélisation en
théorie des files d’attente et en optimisation des systémes de service, car ils montrent dans
quelle mesure la loi de distribution du temps de service influe sur les fonctions de cofit
globales. Ces éléments sont essentiels dans la prise de décision pour la conception de systemes

et 'allocation optimale de ressources limitées.

Dans les cas d’activités complexes ou fortement variables (par exemple dues & des imprévus
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dans les opérations de maintenance), la distribution de Rayleigh peut représenter un choix
de modélisation plus réaliste, bien qu’elle génére un cotit plus élevé. Ces résultats sont fonda-

mentaux pour planifier efficacement la disponibilité du personnel et des pieces de rechange.

Les centres de maintenance et compagnies aériennes peuvent ajuster leurs politiques de main-
tenance en fonction de la fréquence historique des interventions (reflétée par \) et de la
complexité des taches (complexes ou standards). Par exemple, pendant les périodes de forte
activité, il pourrait étre plus judicieux de privilégier la réduction du temps d’immobilisation

(via un temps de service exponentiel).

6.5 Conclusion

Ce travail étudie un probléme de commande optimale dans un modele de file d’attente avec
un seul serveur. Ce modele constitue une extension du modele classique M/G/1, dans lequel
le serveur peut choisir entre deux distributions différentes pour le temps de service. L’objectif
est de réduire a zéro le nombre de clients en attente dans la file, tout en prenant en compte
un cofit de controle quadratique. Le temps final du probléme est aléatoire et correspond au

premier instant ou il ne reste plus aucun client dans le systeme.

Dans la section 6.3, il est supposé que le temps de service suit une loi exponentielle, de
parametre p; ou ps. Cela a permis d’utiliser la programmation dynamique pour dériver
I’équation vérifiée par la fonction de valeur, laquelle donne le cotit espéré lorsque la stratégie

optimale est appliquée depuis l'instant initial jusqu’au temps final aléatoire.

Par la suite, le probleme est généralisé dans la section 6.4 au cas ou le temps de service
est une variable aléatoire positive quelconque. Dans ce contexte général, la programmation
dynamique n’est plus applicable directement. Plusieurs cas particuliers sont analysés en sup-
posant une capacité finie pour le systeme. En théorie, tout probleme particulier peut étre
traité, mais lorsque la capacité du systeme devient importante, la méthode de résolution

devient rapidement complexe.

Il est possible d’envisager d’autres modifications du modele de base M/G/1. Par exemple,
on pourrait supposer qu’il y a plusieurs serveurs. L’objectif pourrait alors étre de contréler le
taux d’entrée des clients dans le systeéme. Si toutes les variables aléatoires du modele suivent
des lois exponentielles, on peut espérer utiliser les principes de la programmation dynamique

pour déterminer la solution optimale.
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CHAPITRE 7 POLITIQUE OPTIMALE D’INSPECTION ET DE
MAINTENANCE : INTEGRATION D’UNE CHAINE DE MARKOV EN
TEMPS CONTINU

Ce chapitre s’appuie sur des travaux de recherche en inspection et maintenance fondées sur
des chaines de Markov en temps continu [90], dont les résultats sont ici réintroduits et étendus

dans une approche unifiée.

7.1 Introduction

Dans la troisieme partie de cette these, on a représenté les conditions opérationnelles d’une
machine par une chaine de Markov en temps continu controlée, avec des activités de service
se produisant a des moments aléatoires. L’objectif principal est de prolonger la période de
fonctionnement avant que la machine ne nécessite une réparation, tout en tenant compte des
cofits de maintenance associés. A cette fin, Péquation de programmation dynamique satisfaite
par la fonction de valeur est dérivée, ce qui permet une prise de décision optimale concernant
les fréquences d’inspection, suivie de problemes spécifiques résolus explicitement. L’approche
proposée permet de minimiser les cotits directs de maintenance ainsi que les cofits potentiels
de défaillance, établissant ainsi une méthodologie robuste pour déterminer les fréquences

d’inspection dans le cadre de la planification de maintenance centrée sur la fiabilité.

La maintenance préventive constitue un élément essentiel de I'ingénierie de la fiabilité, de ’op-
timisation de la disponibilité et de I’amélioration de l'efficacité opérationnelle. Elle implique
des interventions programmées pour éviter les pannes du systeéme et garantir la continuité
des opérations. La complexité de 'optimisation de telles stratégies de maintenance augmente
lorsque I’aléa intrinseque du comportement du systeme est explicitement pris en compte dans
la modélisation des phénomenes de dégradation. L’un des cadres mathématiques les plus cou-
ramment utilisés pour capturer les processus probabilistes est la chaine de Markov en temps
continu, qui représente les transitions d’état du systeme sur un horizon de planification dé-

terminé.

Un élément clé de l'optimisation de la maintenance est l'ajustement des cotits associés aux
activités de maintenance et aux défaillances potentielles du systeme. Une politique de main-
tenance efficace doit prendre en compte a la fois les cofits directs liés a ’exécution des taches
de maintenance et les cotits indirects associés aux arréts de systeme, a la perte de production

et aux réparations dues aux défaillances. Cet ajustement optimal est essentiel dans les do-
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maines ou des exigences élevées sont imposées a la fiabilité et a la disponibilité du systeme,

en raison des enjeux de sécurité opérationnelle et de cotits de processus.

Dans le cadre de la maintenance préventive, la commande optimale de la fréquence d’inspec-
tion joue un role fondamental dans 'atteinte Des objectifs de cotlit et de fiabilité, lesquels
sont examinés en détail dans les sections suivantes de cette these. La fréquence d’inspection
détermine la fréquence a laquelle I'opérateur doit inspecter I'état du systeme; elle affecte
donc directement la planification de la mise en ceuvre de la maintenance. Un taux d’ins-
pection plus élevé entraine davantage de taches d’inspection, ce qui peut réduire le taux de
défaillance, mais augmente simultanément les cofits directs d’inspection-maintenance. A 'in-
verse, un taux plus faible réduit les dépenses immédiates de maintenance, mais peut entrainer
des cotits a long terme plus élevés en raison de 'augmentation des défaillances et des temps
d’arrét. Le probleme revient & identifier le taux optimal qui équilibre les facteurs contradic-
toires mentionnés. Ainsi, I'identification d’une politique optimale pour le taux d’inspection
est cruciale pour réduire les cotits totaux liés a la maintenance tout en assurant une fiabilité

élevée du systeme.

La présente étude propose un plan optimal d’inspection et de maintenance en modélisant
les états de dégradation d’un systéeme comme une chaine de Markov en temps continu et
en ajustant le taux d’inspection u, variable de controle spécifiant l'intensité des taches de
maintenance préventive. Ce taux d’inspection u sert de parametre de contrdle équilibrant le
compromis entre les actions de maintenance et le risque de défaillance du systeme. L’objectif
est d’appliquer la programmation dynamique pour déterminer la valeur optimale de u, en
minimisant les cotits a long terme associés aux opérations d’inspection et aux temps d’arrét

potentiels du systeme dus aux défaillances.

La programmation dynamique constitue un cadre naturel pour évaluer des politiques de
maintenance dans un contexte d’incertitude. La nature dynamique du probleme, dans le-
quel I’état du systeme et le choix de la stratégie de maintenance optimale sont influencés
par les états et décisions passés, nécessite un cadre capable de traiter la prise de déci-
sion séquentielle sous aléa. En appliquant la programmation dynamique dans un cadre de
chaine de Markov en temps continu, I’étude définit un taux optimal d’inspection-maintenance
en fonction de I'état du systeme, ce qui éclaire le positionnement temporel des activités
d’inspection-maintenance. Ces perspectives peuvent contribuer a modéliser une planification
robuste d’inspection-maintenance adaptable aux modifications en temps réel des conditions

du systeme et des exigences opérationnelles.

Cette méthodologie développe un nouveau type de “homing problem” appliqué a la théorie de

la fiabilité, caractérisé par une prise de décision sous aléa. La dérivation et la mise en ceuvre
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de I'équation de programmation dynamique associée présentent des défis théoriques notables
abordés dans cette recherche. Ceux-ci incluent la modélisation précise des phénomenes de
dégradation, I'intégration appropriée des cotits d’inspection-maintenance et de temps d’arrét,
ainsi que 'assurance de la faisabilité computationnelle lors de la résolution des équations de

programmation dynamique pour des systémes complexes.

7.2 Revue de la littérature

Une revue approfondie des développements récents en matiere de commande optimale des
chaines de Markov en temps continu, en particulier dans le cadre de la théorie de la fiabilité,
révele que le sujet a été largement étudié dans ce domaine, notamment en ce qui concerne
la planification de l'inspection et de la maintenance. Les travaux antérieurs couvrent une
large gamme de modeles et de stratégies pour établir des stratégies optimales de test et de
maintenance visant a améliorer la fiabilité, la disponibilité et la sécurité des machines tout
en réduisant les cofits. Ces explorations témoignent des efforts continus pour améliorer les
méthodes de commande optimale dans ce domaine. Ce qui suit met en évidence une série

chronologique de contributions clés ayant faconné ce domaine.

Pour commencer, G. Parmigiani [54] présente un modeéle de planification optimale d’ins-
pections faillibles dans un systeme de production. L’étude applique une chaine de Markov
en temps continu pour controler de maniere optimale les fréquences de maintenance afin
d’améliorer la fiabilité du systeme. A la suite de ce travail, E. K. Boukas et Z. K. Liu [55]
abordent le contréle de la maintenance a I’aide d’un processus de Markov en temps continu.
Le modele se concentre sur la commande optimale des taux de maintenance préventive et cor-
rective pour améliorer la fiabilité du systeme. En s’appuyant sur ces fondations, C.-H. Wang
et S. H. Sheu [56] prennent en compte les erreurs d’inspection et développent une politique
optimale pour les intervalles d’inspection et la maintenance d’un systéme de production se dé-
gradant, en utilisant un modele de chaine de Markov en temps continu pour minimiser le cotit
total, en tenant compte de la fiabilité du systéme. Dans une direction parallele, H. Suryadi
et L. G. Papageorgiou [57] proposent une méthode de programmation mathématique pour
optimiser la planification de la maintenance dans les usines, utilisant des chaines de Markov

en temps continu pour modéliser la maintenance afin d’améliorer la fiabilité du systeme.

De plus, W. Liying et al. [58] identifient une politique de diagnostic des pannes et d’inspection
et optimisent le cycle d’inspection pour maximiser les revenus, permettant des réparations
imparfaites avant le remplacement des composants. Un processus vectoriel de Markov et un
exemple numérique sont utilisés pour validation. D’autres contributions apparaissent dans

les travaux de H. R. Golmakani et F. Fattahipour [62], qui utilisent un processus de Markov
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pour proposer une stratégie optimale de remplacement et une fréquence d’inspection dans
le cadre d’'une maintenance conditionnelle. Le modeéle vise a optimiser les cofits de main-
tenance, les intervalles d’inspection équilibrant les coflits de remplacement préventif et de
défaillance, améliorant ainsi la fiabilité du systeme. En élargissant les capacités de modélisa-
tion, F. Naderkhani et V. Makis [67] développent une stratégie de maintenance conditionnelle
optimale a I'aide d’un processus de Markov caché en temps continu. Elle ajuste les intervalles
d’inspection selon les états de vieillissement afin de minimiser les cotits de maintenance et

d’améliorer la fiabilité.

Dans une application novatrice, K. He [71] développe une méthode de planification optimale
de la maintenance dans les systemes de santé, en se concentrant sur les événements avec
intervalles d’inspection imparfaits et maintenance préventive non ponctuelle, en utilisant des
processus stochastiques. Le domaine a également connu des développements dans ’analyse
de systémes multiunités, comme le montrent ). Sun et al. [74], qui proposent des straté-
gies optimales d’inspection et de remplacement pour les systemes vieillissants en utilisant un
cadre de processus de décision markovien. Le processus de Wiener est utilisé pour modéli-
ser la dégradation des composants et déterminer les intervalles d’inspection et les choix de
remplacement afin de minimiser le cotit opérationnel total tout en maintenant la fiabilité du
systéme. Parallelement, P. Cao et al. [78] proposent une sélection optimale pour les tests lo-
giciels a ’aide d’un controle stochastique en temps continu. Il prend en compte le compromis
entre les cotits de test et le temps de disponibilité pour minimiser les cotits totaux. Le modele
proposé utilise la programmation dynamique pour déterminer quand tester, livrer ou rejeter

un logiciel, en tenant compte de la fiabilité du logiciel.

Egalement, en abordant la fiabilité structurelle, Q. Sun, Z.-S. Ye, et X. Zhu [79] examinent le
contrdle du vieillissement des composants dans les systémes en série en optimisant la politique
de remplacement préventif et de réaffectation, en utilisant I’optimisation stochastique et la
chaine de Markov. Dans le domaine de la surveillance de la santé structurelle, C. P. Andriotis
et al. [77] se concentrent sur la commande optimale du cycle de vie des systemes vieillissants
dans un environnement incertain. Un processus de décision markovien partiellement obser-
vable est utilisé pour trouver des stratégies optimales d’intervention et de surveillance. Le
controle de la maintenance dans les systemes discrets est également exploré par S. Gan et
al. [82], qui développent une stratégie de maintenance pour un systeme de production avec
plusieurs états de traitement, intégrant 1’age des machines et la gestion des pieces de rechange
pour optimiser les taches de maintenance. La méthode utilise un processus de décision mar-
kovien en temps discret pour identifier les activités de maintenance optimales dans le but de
minimiser les cofits globaux a long terme. Le contexte plus large de la maintenance durable

est capté par P. Vrignat et al. [102], dont la revue de littérature aborde la fabrication du-
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rable en se concentrant sur les politiques de maintenance, la gestion de la santé des systemes
(HMS) et les pronostics. Elle discute de 'intégration de 'industrie 4.0 et de 'e-maintenance
pour faire évoluer les stratégies de maintenance proactive compatibles avec les objectifs de
durabilité.

Pour aborder la planification complexe de 'inspection des structures, P. G. Morato et al. [85]
introduisent un schéma intégrant les réseaux bayésiens dynamiques et les processus de déci-
sion markoviens partiellement observables pour explorer la planification optimale de I'inspec-
tion et de la maintenance de la détérioration structurelle. L’étude met en évidence les limites
de la méthode heuristique pour optimiser la fiabilité structurelle et minimiser les cofits via
I'optimisation stochastique. En complément, M. Roux et al. [84] introduisent un modele effi-
cace de processus de décision markovien partiellement observable pour la planification de la

maintenance en présence d’observations imprécises.

En ce qui concerne les modeles en temps discret, M. Lefebvre et P. Pazhoheshfar [86] dé-
veloppent un probleme de commande optimale pour la maintenance des machines a l'aide
d’un modele de processus stochastique en temps discret. La méthodologie consiste a résoudre
une équation de programmation dynamique pour déterminer si des activités de maintenance
doivent étre effectuées a chaque unité de temps, sachant que le temps final sera une variable
aléatoire. Pour les systémes disposant de pieces de rechange limitées, Y. Wang et Y. Li [83]
développent un schéma de planification de la maintenance avec un processus de décision mar-
kovien afin d’explorer la commande optimale d’un systeme disposant de pieces de rechange

limitées sur une période de temps finie.

Une étude récente de S. Nasersarraf et al. [87] développe une politique de maintenance opti-
male fondée sur I’état pour des panneaux électriques dans des systémes paralleles, en utilisant
un modele de risques proportionnels pour tenir compte de la dépendance de défaillance entre
les composants. Le modele vise a minimiser les cotits totaux espérés tout en maintenant la
fiabilité du systéme, en déterminant les intervalles d’inspection et les stratégies de remplace-
ment préventif optimaux. D’autres innovations apparaissent chez W. Wang et X. Chen [88],
qui proposent un modele de maintenance conditionnelle utilisant un processus de Markov
déterministe par morceaux. Celui-ci integre la maintenance corrective et imparfaite. L’article
applique la théorie de la commande optimale pour explorer la politique de maintenance op-
timale, dans le but de minimiser le coiit total du systéme. Enfin, G. Wang et Z. Zhu [89]
étudient la commande optimale d’un systéme avec des données échantillonnées et un échan-
tillonnage stochastique. L’article présente plusieurs fonctions de cofit, y compris une pour la
fréquence d’échantillonnage, et implémente la programmation dynamique pour obtenir des

controleurs optimaux en temps fini et infini.
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Désormais, les chaines de Markov en temps continu et la programmation dynamique sont de
plus en plus appliquées au-dela des contextes industriels classiques, soutenant des stratégies
avancées en fiabilité et en optimisation, comme le montrent les études récentes (voir, par
exemple, Liu et al. [75] et Mancuso et al. [80]) dans le contexte de la gestion de la santé des
systemes (PHM).

Malgré des avancées remarquables dans la commande optimale des chaines de Markov en
temps continu appliquées a 'optimisation de la maintenance, il subsiste encore plusieurs
lacunes dans cette littérature. De nombreux modeles existants sont adaptés a certaines ap-
plications spécifiques, telles que les systémes de production ou les soins de santé, avec une
évaluation incomplete du taux d’inspection optimal dans un cadre plus généralisé. En outre,
I'utilisation de la programmation dynamique pour extraire des variables de décision conti-
nues, comme les intervalles de test, n’a pas encore été explorée, notamment dans le contexte

des problemes de retour en théorie de la fiabilité.

Cette recherche vise a combler ces lacunes en proposant un cadre étendu pour définir le
taux optimal de maintenance préventive et d’inspection d’un systeme en utilisant les chaines
de Markov en temps continu et la programmation dynamique. Le modele présenté offrira
une approche robuste du probleme de retour en optimisation de la fiabilité, qui integre des
techniques avancées de controle stochastique pour formuler une planification optimale de la
maintenance. De plus, en synthétisant les derniéres avancées en matiere d’optimisation de la
planification inspection-maintenance et de programmation dynamique, cette étude contribue
a 'objectif plus large de faire progresser la théorie de la fiabilité et la rentabilité des sys-
temes d’ingénierie, en proposant des politiques pratiques pour les industries ou la fiabilité

des composants est d'une grande importance.

Cette recherche traite de la question des moments d’inspection optimaux pour la maintenance
dans un cadre généralisé en améliorant ’applicabilité des chaines de Markov en temps continu
dans un contexte plus global. La section 4 de I’étude traite des taux d’inspection obtenus par
programmation dynamique, ce qui permet de proposer une méthodologie polyvalente pour
déterminer le taux d’inspection optimal dans un systeme, sans limiter sa pertinence a des
domaines spécialisés. Cette méthodologie est appuyée par 1’équation (7.35), dans laquelle
la formulation généralisée du calcul du taux d’inspection optimal est décrite, améliorant la

flexibilité du modele pour divers contextes d’application en maintenance.

La lacune est en outre comblée par I'intégration de la programmation dynamique pour dé-
terminer des variables de décision continues, comme le taux d’inspection, dans le domaine de
la maintenance et de la fiabilité et dans le contexte du probleme de retour. Les résultats, en

particulier dans les sections 5 et 6, illustrent comment la détermination de l'inspection op-
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timale est soutenue par la programmation dynamique, notamment lorsque des temps finaux
aléatoires sont pris en compte dans la fonction de cofit, ce qui constitue une mise en ceuvre
novatrice du probleme de retour dans le domaine d’application abordé. En se concentrant
sur les variables de décision continues, le modele proposé comble cette lacune en proposant
une approche robuste pour le calcul des fréquences d’inspection qui équilibre les cofits et la
fiabilité découlant des états de fonctionnement-maintenance du systéme, comme le soulignent

les résultats.

7.3 Formulation mathématique du probléme

Soit X (t) ’état d’une machine au temps ¢. On suppose que le processus stochastique { X (t), t >

to} est une chaine de Markov en temps continu ayant les états suivants :

la machine est en fonctionnement,
la machine fait 'objet d’une maintenance de routine,

la machine fait I'objet d’'une maintenance prolongée,

w N = O

la machine est en cours de réparation.

Le diagramme de transition de la chaine de Markov est présenté dans la figure 7.1. Cette
figure offre une illustration visuelle des transitions d’état pendant le cycle de vie opérationnel
de la machine, qui est modélisé comme une chaine de Markov en temps continu. Les fleches
indiquent les transitions possibles entre les états définis, chacune avec des probabilités de
transition spécifiées. La machine peut suivre différents chemins au cours de son fonctionne-
ment dans ’état « En fonctionnement ». Elle peut passer a 1’état « Maintenance de routine
» (avec une probabilité de transition pg;), ou a I'état « Maintenance prolongée » (avec une
probabilité de transition pg2), ou a I’état « Réparation » (avec une probabilité de transition
Po3). Chacune de ces transitions est déclenchée par des besoins particuliers en maintenance
ou par des événements de défaillance. A la fin de la « Maintenance de routine » ou de la
« Maintenance prolongée », la machine revient a 1’état « En fonctionnement », comme in-
diqué par les transitions p1o = 1 et pag = 1, respectivement. Cela indique qu'une fois la
maintenance terminée, la machine fonctionne a nouveau a pleine capacité (comme neuve).
De méme, la transition p3 o = 1 indique qu’apreés une « Réparation », la machine retourne
a I'état « En fonctionnement », retrouvant ainsi toute sa fonctionnalité (comme si elle était

neuve).

Le temps passé par la chaine de Markov dans I’état ¢ est une variable aléatoire exponentielle 7;
de parametre v;, pour ¢ = 0, 1,2, 3; de plus, I'inspection est effectuée a des instants aléatoires.

On suppose que le temps écoulé entre deux opérations d’inspection est une variable aléatoire
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En fonctionnement

Maintenance courante Maintenance prolongée

Repair (terminal)

Figure 7.1 Diagramme de transition de la chaine de Markov.

exponentielle de parametre v > 0. Lors de ’entretien de la machine, il y a une probabilité
égale & p qu’aucun probléme sérieux ne soit détecté (et une probabilité égale a 1 — p qu’au

moins un probléme important soit découvert).

Soit p; ; la probabilité que la chaine de Markov passe a 1'état j lorsqu’elle quitte ’état ¢,
pour i # j € {0,1,2,3}. On peut écrire (voir, par exemple, Lefebvre [2]) que p;o = 1 pour

i=1,2,3 et
pu (1-pu Vo

, =——" et = .
u—+ 1y Poy2 U+ Po3 U+ 1

p0,1 = (71)

Ezxplication.

ATétat 0 (représentant 1’état de fonctionnement), on observe la présence de deux déclencheurs

de transition indépendants :
1. un mécanisme de défaillance agissant avec un taux vy,
2. un mécanisme d’inspection agissant avec un taux u.

Dans un tel cadre, le temps jusqu’au prochain événement (défaillance ou inspection) est
gouverné par le minimum de deux processus exponentiels, ce qui donne un nouveau temps
de séjour exponentiel de parametre u + vy, qui définit le taux réel auquel le systeme quitte
I’état 0.

Lors du départ de I’état 0, la destination est sélectionnée en fonction de I’événement qui s’est
produit en premier :
— Avec une probabilité vy/(u + 1), une défaillance survient et le systéme passe a ’état
3 (réparation),

— Avec une probabilité u/(u + 1), une inspection est effectuée. L’issue de I'inspection
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détermine :

état 1 avec une probabilité p,
(7.2)
état 2 avec une probabilité 1 — p.

Par conséquent, les probabilités de transition totales depuis 1’état 0 sont celles données dans

I'équation (7.1).

Ensuite, le temps de premier passage est défini
7(1) =inf{t >ty : X(t) =3 out =t (>ty) | X(to) =1} (7.3)

pour i = 0,1,2 (avec 7(3) = to).

Interprétation de ’équation (7.3) : Instant de premier passage

L’équation (7.3) introduit le concept du temps de premier passage 7(i) pour le processus de
Markov en temps continu {X (¢),t > to}, commengant dans 1'état i € {0,1,2}, ou t; > to est

un horizon temporel fini fixé, et X (¢) désigne I’état du systéme au temps ¢.

Cette expression représente le premier instant auquel :
— le processus atteint 1’état 3, correspondant a un scénario de réparation, ou
— le temps final prédéterminé t; est atteint,
selon celui qui survient en premier. Ainsi, 7(¢) définit le moment de terminaison du probleme

de commande optimale.

La définition du temps de premier passage est essentielle dans la formulation de la fonction
de cotlit a I'équation (7.4), puisqu’elle délimite l'intervalle d’intégration sur lequel les cofits

d’inspection et de maintenance sont accumulés.

On suppose que 'optimiseur peut choisir a tout instant une valeur quelconque de la constante
u € U (le taux d’inspection), de sorte que u = wu(t) soit la variable de contréle et que p; ;
devienne p; ;(t). On cherche la valeur u*(t) > 0 de u(t) qui minimise la valeur espérée du

critere de cofit :

J(i) = / P = A} i+ K I, (7.4)

to
ou f(0) =0, flu(t)] > 0 pour u(t) > 0, A >0, K > 0, et Ir est la fonction indicatrice de
I'événement F' : 'optimiseur choisit u(t) = 0. Le but est donc de maximiser le temps espéré

avant que la machine n’ait besoin d’étre réparée, tout en tenant compte des cotits de controle
flu()].

FExplication. Interprétation de la fonction indicatrice I :
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Dans la fonction de cotit définie par 'équation (7.4), le terme KIp introduit une pénalité
fixe appliquée sous une stratégie de controle particuliere. Le symbole I désigne la fonction

indicatrice de I’événement F, ou :

F: wu(t)=0 pour tout t € [ty, 7(i)]. (7.5)

En d’autres termes, ’événement F' correspond a une politique de controle dégénérée ou
I'optimiseur ne procede a aucune inspection ni maintenance préventive a aucun moment. La

fonction indicatrice prend la valeur :

1, siu(t)=0,
Ip = (7.6)

0, sinon.

En incluant le terme K I dans la fonction de cofit, une pénalité est introduite par le modele
pour toute stratégie omettant completement 1'inspection et la maintenance. En appliquant
ce terme, on s’assure que de telles politiques de non-intervention ne sont choisies que si elles
représentent réellement le compromis optimal entre fiabilité et cofits. Le cofit fixe de pénalité
K > 0 agit comme un désincitatif économique a éviter les actions préventives, et met l'accent

sur 'importance de maintenir la fonctionnalité du systeme pendant I'horizon de planification.

Remarques. (i) Le colt final K est imposé si optimiseur décide de ne pas effectuer de
maintenance, afin de refléter le fait que lorsque la machine doit étre réparée (état 3), les

colits de réparation sont plus élevés.

(ii) Le probleme ci-dessus constitue un cas particulier de “homing problem”, dans lequel
I'optimiseur controle un processus stochastique jusqu’a ce qu’un certain événement survienne ;
voir Whittle [92] et [103]. Les auteurs ont récemment étudié des problémes de retour pour
des systemes de files d’attente ; voir Lefebvre et Yaghoubi [96] et [91].

(iii) A la connaissance de 'auteur, c’est la premiére fois qu’un probléme de retour est traité
pour une chaine de Markov en temps continu qui n’est pas un modele de file d’attente. De
nombreux articles ont été publiés dans le domaine de la fiabilité, dans lesquels des chalnes de
Markov en temps continu ont été utilisées comme modeles. De plus, comme I’a montré la revue
de la littérature, les problemes de commande optimale pour ces modeles ont également fait
I’'objet de nombreuses publications. Dans ce probleme, plutot que de contréler un processus
stochastique jusqu’a un instant final fixé ou infini, le contrdle du processus cesse a I'instant ou
la machine doit étre réparée (ou lorsqu’un certain temps s’est écoulé). En réalité, cet instant

est effectivement une variable aléatoire.
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(iv) Pour valider le modele formulé, on a appliqué une série d’actions visant a évaluer
sa robustesse et sa fiabilité. En premier lieu, une analyse de sensibilité est effectuée pour
examiner 'effet de la variation des parametres clés sur les résultats du modele. Cette analyse
a permis de vérifier que le modele reste fiable et produit des résultats cohérents dans une
certaine plage de scénarios hypothétiques. En outre, on a analysé la réponse du modele
a plusieurs conditions et parametres initiaux afin de simuler différents comportements du
systeme. Ces étapes de vérification démontrent 1'utilité du modele pour la prise de décision

en matiere de maintenance.

La fonction de valeur est maintenant définie par

Flit)=  inf  E[J(i) (7.7)
u(t)
t € [to, 7(i))

pour ¢ = 0,1,2,3. De plus, on peut écrire que F(3,y) = 0.

FEzplication. Dans 1'équation (7.7), la fonction de valeur F'(i, ) désigne I'infimum de la fonc-
tion de colit espérée J(i) sur I'ensemble des fonctions de contrdle admissibles u(t) définies

sur lintervalle [tg, 7(4)), & partir de 1’état i au temps to.

Lorsque le processus commence dans 'état 3, il est déja en état de réparation, ce qui est
considéré comme un état terminal dans le modele. Par définition, le temps de premier passage
dans ce cas est :

7(3) = to. (7.8)

En substituant cela dans la fonction de coiit définie a ’équation (7.4), on observe que le

terme intégral s’annule puisque l'intervalle d’intégration est de longueur nulle :

7(3) to
/t {flu(t)] — A} dt :/t (-)dt = 0. (7.9)
0 0
Par ailleurs, aucune action de controle n’est exercée au-dela de ce point, et le cotit terminal
n’est pas engagé (ou est implicitement nul lorsqu’on commence en état 3), le cott total espéré
est donc :
JB)=0 = F(3,t) = 1r(1tf)E[J(3)] =0. (7.10)

Cela reflete le fait qu’une fois le systeme en état de réparation, la période de controle se

termine immeédiatement et aucun colit supplémentaire n’est accumulé.
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Il en résulte que

A
F(i,to) = =AE[L] + F(0,t)) = —— + F(0,%0) pouri=1,2. (7.11)

(2

FEzplication. Interprétation de I’équation (7.11) :

L’équation (7.11) exprime la fonction de valeur F'(i,t) lorsque le systéme commence dans
I'état i € {1,2}, ce qui correspond aux états de maintenance de routine et de maintenance

prolongée, respectivement.

Tant que le processus demeure dans ’état 1 ou 2, le taux d’inspection est supposé nul, c’est-
a~dire u(t) = 0. En conséquence, la fonction de cofit se réduit au terme —\, et aucun cofit
lié a l'inspection n’est encouru, ce qui signifie que la fonction de coflit de contrdle satisfait

f[0] = 0, donc seul le terme —\ contribue a la fonction de cofit.

Le temps de séjour dans 'état ¢ suit une loi exponentielle de taux v;, donc le temps moyen
passé est :
E[T;] = —. (7.12)

Pendant cet intervalle, la seule contribution a la fonction de cofit est le terme —A\. Par

conséquent, le colit accumulé espéré dans ’état ¢ est :

to+T; by
/ (=A)dt = =X-E[T}] = ——. (7.13)

to v;

Une fois la maintenance terminée (état 1 ou 2), le systéme passe de maniere déterministe a
I'état de fonctionnement (état 0), d’ou le cotlit espéré restant est F'(0,tp). En combinant les

deux, on obtient :

F(i,tg) = A + F(0,ty), pouri=1,2. (7.14)

(2
Remarque. Notons Fy(0,tg) la valeur espérée de J(0) si 'optimiseur n’utilise aucun contrdle,

donc u(t) = 0. Etant donné que f(0) = 0, on peut écrire :

A
0

Ainsi, la fonction de valeur F'(0, %) doit nécessairement étre inférieure ou égale a —% + K.

La section suivante dérive 1’équation de programmation dynamique satisfaite par la fonction
F(0,1y). Ensuite, dans la section 4, un cas particulier du probléme ci-dessus sera résolu

explicitement. La section 5 traite le cas ou la constante t; dans la définition de 7(i) tend vers
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I'infini. La section 6 conclut I’étude par quelques remarques.

7.4 Equation de programmation dynamique
Supposons que la machine soit en fonctionnement au temps to, donc X(t5) = 0. On a :

P[Ty < At] =1 — ™8 = yy At + o(At). (7.16)

Ezxplication.

Soit T la variable aléatoire représentant le temps de séjour dans 1’état 0, supposée suivre

une loi exponentielle de parametre 1. Autrement dit, Ty ~ Exp(vp).

Alors, la probabilité que la machine quitte I’état 0 pendant un court intervalle de temps At
est donnée par :
P[Ty < At] =1 — e A, (7.17)

En utilisant un développement de Taylor d’ordre un de la fonction exponentielle autour de
At = 0, on obtient :
1 — e = g At 4 o At) (7.18)

ou o(At) désigne les infinitésimaux d’ordre supérieur satisfaisant lima; o O(AAtt) =0.
Ainsi, pour At suffisamment petit, la probabilité qu'une transition se produise dans l'inter-

valle [tg, to + At] est approximativement linéaire en At, et 1'on écrit :

P[Ty < At] = vy At + o(At). (7.19)

Il en résulte que l'on peut écrire :

avec une probabilité vy Atpg(to) [+o(At)],

X(to + At) = avec une probabilité vy Atpga(to), (7.20)

avec une probabilité vy Atpgs(to),

S W N

avec une probabilité 1 — vy At.

FExplication.

L’équation (7.20) décrit le comportement probabiliste du processus X (t) immédiatement
apres le temps £y, en supposant que le systeme est en état de fonctionnement au temps t,
c’est-a-dire X (to) = 0.
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Pour un petit incrément de temps At, la probabilité de quitter I’état 0 est approximativement
At + o(At), comme indiqué dans 'équation (7.19), ou 1 est le taux de transition expo-
nentielle hors de 1'état 0. Les probabilités de transition vers les autres états sont pondérées
par les probabilités conditionnelles pg ;(tg) pour j = 1,2, 3. Ainsi, les probabilités totales de

transition sur 'intervalle [t,to + At] sont données par I’équation (7.20).

Remarque. Le fait que les différentes probabilités dans ’équation ci-dessus soient toutes pro-

portionnelles a At est essentiel pour pouvoir utiliser la programmation dynamique.

Soit
glu()] == flu(®)] = A. (7.21)
On a
to+AL 7(0)
F(0,t)) = inf E [/ glu(t)]dt + g[u(t)]dt} (7.22)
U(t) to to+AL
t € [to,7(0))
7(0)
= inf E {g[u(to)] At + glu(t)]dt + O(At)} :
u(t) to+AL
t € [to,7(0))
Ezxplication.
Pour simplifier la dérivation de la programmation dynamique, on définit : g[u(t)] := flu(t)] —

A, et la fonction de valeur F'(0,ty) représente le cofit espéré minimal & partir de I’état de

fonctionnement (état 0) au temps to, tel qu’exprimé dans ’équation (7.22).

Dans cette décomposition :
— Le premier terme intégral rend compte du colit accumulé pendant le petit intervalle
[to, to + At].
— Le second terme intégral représente le cotit restant a partir du temps to + At jusqu’au
temps d’arrét 7(0).
— Le terme o(At) prend en compte les contributions infinitésimales d’ordre supérieur
qui tendent vers zéro plus rapidement que At.

De plus,

E [ /t " g[u(t)]dt] —E [E l /t O () at ‘ X(t0+At)H . (7.23)

0+At o+At

Ezxplication.

Evaluation conditionnelle et décomposition par état :
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L’équation (7.23) applique la loi de l’espérance totale pour réécrire le colit futur espéré apres
le court intervalle [tg, to + At].

A ce stade, on évalue le cofit espéré restant & partir de to + At jusqu’au temps terminal 7(0).
Ce cotit dépend de 'état aléatoire X (to + At) dans lequel le systéme se retrouve apres ce

court intervalle.

Au temps to+ At, le systeme peut passer dans I'un des états {0, 1,2, 3}, avec des probabilités
déterminées précédemment dans I’équation (7.20). Puisque le cotit futur dépend de ’état
atteint, on applique la loi de I'espérance totale pour décomposer le cotit attendu global en

composants conditionnels, comme exprimé dans I’équation (7.23).

Ainsi, en appliquant le principe d’optimalité de Bellman, on peut écrire :

iﬁ E¢£iﬂ@@ﬁ4=EFﬂWm+Amm+Aﬂ. (7.24)

t € [to + AL, 7(0))

Ezxplication.

Dans cette étape, on a appliqué le principe d’optimalité de Bellman, qui stipule qu'une
politique de commande optimale doit rester optimale a chaque étape du processus de décision,
a partir de I’état que le systéme atteint au moment suivant, et ce, indépendamment de I’état

initial et des décisions de controle initiales.

Dans ce contexte, une fois que le systeme passe a un nouvel état au temps to + At, le coit
espéré minimal encouru a partir de cet instant, optimisé sur ’ensemble des fonctions de
controle admissibles u(t), est donné par la fonction de valeur évaluée au nouvel état et au
nouveau temps. Par conséquent, le cotit de continuation a partir de to+At dépend uniquement
du prochain état du systeme X (¢t + At) et de la stratégie de contrdle appliquée a partir de
ce moment. Ainsi, le colit espéré restant, minimisé sur la trajectoire de controle u(t) définie

sur l'intervalle [tg + At, 7(0)), peut étre exprimé comme indiqué dans I’équation (7.24).
Par ailleurs, on déduit de I’équation (7.20) que [puisque X () = 0]
2

E[F[X(to+ At),to+ At]| = > F(j,to + At)voAtpo (to) (7.25)

=1

+ F(0, b0+ AL (1 — 1y AL).

Euplication. Evaluation de la fonction de valeur espérée

L’espérance de la fonction F(X(tg + At),to + At) est maintenant calculée, qui représente
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le cotit futur espéré a partir de 1’état atteint au temps ty + At. Cette formulation découle
de la loi de l'espérance totale, ou les états possibles sont pondérés par leur probabilité de

transition.

Puisque le systéme est initialement dans I'état X (tg) = 0, les probabilités de transition vers

les autres états sur 'intervalle At sont données par 1'équation (7.20).

Pour calculer la valeur espérée de la fonction F'(X (to + At), to + At), on effectue une somme
pondérée de F'(j,to + At) sur tous les états j, chacun étant multiplié par sa probabilité

d’occurrence sur l'intervalle At.

Dans cette expression :

— Les termes pour j = 1 et j = 2, correspondant aux transitions vers les états 1 et
2, apparaissent sous la forme 1At - pg ;(to), out vy est le taux de sortie de 'état 0 et
Do.;(to) est la probabilité de transition.

— Le terme correspondant a rester dans 1’état 0 est approximé par la probabilité 1 —vyAt,
ce qui reflete le fait qu’aucune transition ne se produit pendant At.

— La transition vers I’état 3 est exclue du calcul car la fonction de valeur dans cet état
est définie comme nulle, i.e., F(3,t) = 0. Cela reflete le fait qu’entrer dans 1'état 3
correspond a une défaillance du systeme et a la fin immédiate du processus de controle,
sans cotlits supplémentaires.

En supposant maintenant que la fonction F(0,ty) est dérivable par rapport a tg, il découle

du théoreme de Taylor que

FExplication. Développement temporel via le théoreme de Taylor :

On suppose que, pour chaque état, la fonction de valeur F'(i,t) est dérivable par rapport au
temps t. F'(-,ty) désigne la dérivée partielle de F' par rapport au temps, évaluée en tg, et le
terme o(At) comprend les termes d’ordre supérieur qui tendent plus rapidement vers zéro

que At lorsque At — 0.

Ce développement permet de remplacer les valeurs futures de la fonction F' au temps ¢+ At
par une approximation en fonction des valeurs connues et des dérivées temporelles évaluées

au temps actuel tg.

Il s’ensuit que

Foto+ At) (1 — vgAt) = (1 — iy AL F(-, 1) + AtF'(-, o) + o( At). (7.27)



103

Ezxplication.

A ce stade, on multiplie le développement de Taylor de F (+,to + At) par le terme 1 — vyAt,
qui représente la probabilité que le systeme reste dans I’état 0 pendant l'intervalle de temps
At. Cette étape permet de simplifier I’expression de I'espérance formulée précédemment dans
I'équation (7.25).

En utilisant les résultats précédents, on obtient :

0 = it {alu(] 8t ALY ) P10 (7.28)

u(to) )

— VoAtF(O, to) + AtF/<O, to) -+ O(At)}

FExplication.

On part de la fonction de valeur a l'instant ¢, dans I'état 0 :

ut)

to

F(0,ty) = inf E [ / O )] dE + F(X (o + At + At)] | (7.29)

ou glu(t)] = flu(t)] — X est le coiit instantané.

Le premier terme est approché par un développement du premier ordre :

/ IR ()] dt ~ glu(to)] AL (7.30)

to

Le second terme est évalué a 'aide de la loi de 'espérance totale, comme a I’équation (7.25) :

2
E[F(X(to + At), t() + At Z F j, to + At VQAtpoj(t(]) + F(O to + At)(l — VoAt) (731)
7j=1

On développe la fonction de valeur dans le temps via le théoreme de Taylor :
F(0,tg 4+ At) = F(0,t) + At F'(0, o) 4+ o(At), (7.32)

et de méme, F(j,to + At) = F(j,t0) + o(At) pour j =1,2.
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En remplagant (7.30) et (7.31) dans (7.29), on obtient :

F(0.1) = inf {g[u(to)]At AL oy (1) F )

u(to) j=1

+ (1 — V()At> [F(O, to) + At F,(O, to)] + O(At)} (733)

En soustrayant F'(0,ty) des deux cOtés et en réarrangeant, on obtient 1’équation (7.28).

Par ailleurs, on déduit de I’équation (7.11) que

0 = inf {g[u(to)]At + vy At ipo,j (to) {—V)\ + F(0, to)} (7.34)

ulto) j=1 j

— vy AtF(0,t) + AtF'(0,t0) + O(At)}.

Finalement, en divisant chaque coté de ’équation précédente par At et en prenant la limite

lorsque At tend vers zéro, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 1. La fonction de valeur F(0,ty) satisfait [’équation de programmation dyna-
mique (EPD)

0= inf { glulto)] + vo i Do (to) [—j + F(0, to)] — w F(0,t) + F'(0, to)}. (7.35)

ulto) j=1 j

De plus, on a la condition limite suivante : F(0,t1) = 0 si u(ty) > 0.

Posons ug := u(ty), et comme mentionné dans I’équation (7.1), on a :

pug (1 —p)uo
ty) = et ty) = ————. 7.36
o (to) wo + 1o Po2(to) wo + 1o ( )
En outre, la fonction f(-) est souvent choisie sous la forme :
Lo
flu(®)] = 5 q0u™(?), (7.37)

ol ¢op est une constante strictement positive. Alors, si u(t) est une fonction continue de ¢,
on peut obtenir la commande optimale uf en fonction de F'(0, %y, %) en dérivant I'expression
entre accolades dans 1’équation (7.35) par rapport a ug et en résolvant I’équation obtenue

pour uyg.
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Si I'on parvient a déterminer une expression explicite de wuj, on la remplace dans 1’équa-
tion (7.35) et l'on tente de résoudre I’équation différentielle résultante, sous la condition au

bord F(0,t;) = 0.

La section suivante considére le cas le plus simple possible, & savoir celui ot u(t) = ky ou k.

7.5 Cas particulier

Supposons que 'ensemble U ne contienne que deux valeurs, notées k; et ko. Il découle de

I'équation (7.35) que 1’équation suivante doit étre considérée :

0= g(ks) + v ( pki ) (—A + F(O,t0)> (7.38)

k’i + 140 121

+ v <m> (—;\2 + F(0, t0)> — u F(0,t0) + F'(0, )

pour ¢ = 1, 2.

Choisissons la fonction f[u(t)] définie dans I’équation (7.37) avec gy = 2. De plus, on prend
A=v;=1pouri=0,1,2,3,p=1/2, k; =1 et ky =0.9.

Ezxplication.

Dans ce cas particulier, les parametres du modele sont choisis afin de faciliter la résolution
analytique de I’équation de programmation dynamique. En fixant le coefficient de cofit gy = 2
dans 1'équation (7.37), on obtient une fonction de coiit quadratique de la forme flu(t)] =

u?(t), indiquant une augmentation proportionnelle au carré du taux d’inspection.

Les valeurs vy = 11 = 19 = v3 = 1 représentent les taux de transition a partir de chaque état
défini dans le processus de Markov. Leur affectation a 1 implique que la durée moyenne de

séjour dans chaque état est d’une unité de temps.

Le facteur A = 1 reflete 'importance relative accordée aux cofits futurs dans la fonction de
cotit.

Une probabilité égale de transition vers I'état 1 ou 2 apres une inspection est donnée par le

parametre p = %, ce qui reflete une incertitude symétrique concernant le comportement de

dégradation du systeme apres inspection.

Enfin, I'ensemble de controle U = {ky, ka} est restreint & deux taux d’inspection constants.
Ici, k1 = 1 correspond & une fréquence d’inspection élevée, tandis que ko = 0.9 représente
une intensité d’inspection réduite. Ces valeurs fixes permettent une évaluation comparative

directe entre deux politiques d’inspection définies dans le méme cadre de modélisation.
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Avec ces valeurs, il apparait nécessaire de résoudre des équations différentielles linéaires du

premier ordre (en notant la fonction F(0,ty) par F;(to) si ug = k;, pour i = 1,2)
1=—Fi(to) +2F|(to) (7.39)

et
0=639 + 1000F2(t0) + 1900F2'(t0). (7.40)

Ezxplication.

Les équations différentielles (7.39) et (7.40) résultent de la substitution des taux d’inspection
constants ug = k; = 1 et up = ko = 0.9 dans I’équation de programmation dynamique (EPD),

telle que présentée précédemment :

0 = g(k;) + 1o ( Pk ) (—A + F(O,t0)> (7.41)

]{?Z‘ + 1 141
1—p)k; A /
+ IZ0) <(k‘z—|—p]zo> <_V2 + F(O, to)) — l/()F(O,t()) + F (O, to)

La fonction de cotit de controle est donnée par :

gluo] = fluo] = A =ug — 1 (7.42)

Les probabilités de transition deviennent :

PUo (1 —p)ug
to) = , ty) = /0 7.43
po,1(to) wo + o Po2(to) wo + 1o ( )
En substituant les valeurs des parametres : p = %, vp=1r=1v=1 A=1
L’équation (7.39) est dérivée comme suit : pour ug = k; =
D’apres 1'équation (7.42) :
gll]=1*-1=0 (7.44)
D’apres I’équation (7.43), on obtient :
1/2-1 1 1/2-1 1
Do = ==, Do2= 121 = — (7.45)




107

En substituant dans I’équation (7.41), on obtient :

0=0+1 i (—=1+ Fi(to)) + i (=14 Fi(to))| — 1 - Fi(to) + Fi(to) (7.46)

En simplifiant :

11
0=—5 = 5Fto) + Fi(to) = 1 = —Fi(to) + 2F (o) (7.47)

L’équation (7.40) est dérivée comme suit : pour ug = ko = 0.9

On calcule maintenant :

g[0.9] = (0.9 = 1=0.81 - 1= —0.19 (7.48)

D’apres I’équation (7.43), on obtient :

1/2-0.9  0.45 0.45

_ _ 2 7.49
09+1 19° P27 79 (7.49)

Po1 =

En substituant tout dans I’équation (7.41), on a :

0.45 0.45
0=-0.19+1 W(_l + Fy(to)) + 1—9(—1 + Fy(to))| — Fa(to) + Fy(to) (7.50)
Ainsi :
19 9 )

On multiplie les deux membres par 1900 pour éliminer les fractions, et apres simplification,
on obtient le résultat indiqué dans les équations (7.40) : 0 = 639 + 1000 Fy(to) + 1900 Fy(to).

Les solutions des équations ci-dessus qui satisfont la condition aux limites F;(¢;) = 0, pour

1=1,2, sont

Fi(ty) = —1 + elto~t)/2 (7.52)
et
Fy(ty) = 1603’0% {1— ettt} (7.53)
FExplication.

Les équations différentielles (7.39) et (7.40) sont maintenant dérivées, sous la condition aux
limites F;(t1) =0, pour i = 1,2.
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Solution de l'équation (7.39) :

= —Fy(to) +2FI(t) —> Fl(t) — ;Fl(to) _ ; (7.54)

En utilisant le facteur intégrant pu(ty) = e~/2 pour cette EDO linéaire du premier ordre, on
obtient :

d 1
o (e_t°/2F1(t0)) = 56_t0/2 (7.55)
En intégrant les deux membres :
e PR (t)) = —e "2+ C =  Fi(t) = -1+ Cel/? (7.56)

En appliquant la condition aux limites F(¢;) = 0, on obtient C' = e~%/2, donc le résultat est

identique & celui présenté dans 'équation (7.52) : Fy(tg) = —1 + efo—1)/2,

Solution de 1’équation (7.40)

1000 639
0 =639 + 1000 F>5(t 1900 F5(t = Pt ——Fy(ty) = ———— 7.57
+ >(to) + 5(t0) 5(to) + 1900 2(to) 1900 (7.57)
En posant le facteur intégrant u(to) = e18%, on écrit :
(BB (1) = — et (7.58)
dto ° 1900 '
L’intégration des deux membres donne :
Bomt) =~ i 4 0 = Fy(ty) = — o 4 e Bt 7.59
e Eato) = =g T 2(f0) = {00 T C¢ " (7.59)
En utilisant la condition limite Fy(t;) = 0, on obtient C' = 1603506%“, ce qui donne le méme
résultat que celui indiqué dans I'équation (7.53) : Fa(to) = o (1 - e%(“*t‘))).

Les deux fonctions sont représentées dans la figure 7.2 dans le cas ot t; = 2. On observe que

la solution optimale dans cet exemple est de choisir

09 si0<ty <t*
uoz{ BU=te=t (7.60)

1 sitr<ty;<2,

ou t* ~ 1.2285.
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Figure 7.2 Fonctions Fj(to) (ligne pleine) et Fy(ty) définies respectivement par les équa-
tions (7.52) et (7.53) pour t € [0,2], avec t; = 2.

Remarque. La valeur de uy donnée dans ’équation (7.60) est en fait la solution optimale si
'on suppose que l'optimiseur doit choisir u(t) égal a k; = 1 ou ks = 0,9 pour tout t € [to, t1).
Cependant, si I'on admet la possibilité de choisir u(t) = 0, alors ce résultat est correct au
temps tq si, et seulement si, la fonction de valeur correspondante est inférieure ou égale a
K —1 (voir I'équation (7.15)). Lorsque K = 0, on constate que 'optimiseur ne devrait exercer

aucun controle pour ¢y € [0.21,2) (approximativement).

La section suivante considere le cas ou t; tend vers I'infini.

7.6 Le cas invariant dans le temps

Une fois la fonction de valeur calculée dans la section précédente, il est possible de considérer
la limite lorsque ¢; tend vers I'infini. En réalité, comme on peut le voir dans I’exemple présenté,
la fonction de valeur devient alors constante. Cela est di au fait que lorsque t; — o0, le

probleme devient stationnaire, de sorte que F’(0,ty) = 0.

FExplication.

Cette section formule des observations essentielles sur le comportement de la fonction de
valeur lorsque la borne de temps t; tend vers I'infini. Dans un cadre de commande optimale
a horizon fini, la fonction de valeur F(0,%y) dépend explicitement du temps restant jusqu’a
I'instant terminal £;. Toutefois, lorsque t; — oo, I’horizon de planification devient illimité.

Dans ce cas, la fonction de valeur devient indépendante du temps ¢ :

lim F(0,%) = F(0), (7.61)

t1—o0
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ou F'(0) est une constante représentant le cofit a long terme en régime stationnaire.

En conséquence, la dérivée de la fonction de valeur par rapport au temps s’annule :

d
F'(0,tg) = —F(0,t9) = 0. (7.62)
dty
Cette condition exprime le fait que, dans les problemes de commande optimale stationnaire,

les décisions optimales dépendent uniquement de I’état du systeme et non du temps absolu.

I1 en résulte que 1’équation de programmation dynamique (7.35) se réduit a :

0= int {g[u@o)] 0’3 poylto) [—A " F(O)] - qu<0>} | (7.63)

j=1 J

Un cas particulier pouvant étre résolu explicitement est maintenant présenté. Supposons que

la fonction f(-) apparaissant dans le cotit J(i) défini dans ’équation (7.4) soit donnée par :

2
cug

flug) = m,

(7.64)

ou ¢ est une constante positive. On remarque que f(0) = 0 et que f(ug) > 0si ug > 0, comme
requis. De plus, f/'(ug) > 0, ce qui indique que les coiits de maintenance augmentent avec u,

ce qui est logique.

Supposons ensuite que v; = v, (les taux de transition depuis les états dégradés 1 et 2). En

dérivant 1’équation (7.63) par rapport a ug, on obtient, apres simplification :

0= — 24y F(0). (7.65)

Il en résulte que la commande optimale est donnée par :

= Vg [1 — v F(0)]

" 2cv; — vy [1 =1 F(0)] (7.66)

Ezxplication.
Pour dériver 'expression de 1’équation (7.65), on part de la forme stationnaire de I’équation

de programmation dynamique donnée en (7.63).
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On suppose :

vy = Uy,
U Ug
= = = = ———
D 2 pﬂ,l(“O) 2(“0 + VO)? p0,2<u0) 2(u0 + VO)’ (767)
2 2
cug Cup
=_ "0 = — )\

Ainsi, le terme de somme dans 1'équation (7.63) se simplifie comme suit :

ﬁhwww<j§+F@m0: & <—A+F@m0. (7.68)

i Ug + Vo 2

En remplagant dans I’équation (7.63), on obtient :

2 A
0= — M0 N4y 0 <—+Iﬂu@>—mF@%) (7.69)

(uo + 1p)? Ug + Vg 41

Pour trouver la commande optimale uf, dérivons le membre de droite de I’équation (7.69)

par rapport a ug :

d cud 2ug(ug + 19)* — ud - 2(ug + 1) 2cuply
@ —c. = . (7.70)
dUO (UO + V0)2 (Uo —I— l/[))4 (UO + V0)3
Egalement
d( T )Z:w°+””'1‘”m'1: i (7.71)
duo Ug + IZ0) (UO -+ 1/0)2 (’LLO + Vo)Q. '
Ainsi, la dérivée de I’équation (7.69) devient :
d cud U A
— 0ty — 2 L F(0,t
dug { (uo + 10)? . ug + g vy (0,t0)
2cuoly A o
S (A RO — 7.72
(Uo + 1/0)3 Yo ( 141 ( 0)> (Uo + 1/0)2 ( )
Multipliant les deux termes par (ug + vo)? pour éliminer les dénominateurs :
0= 20N o) 4y (=2 4+ F(0,10) ) - —2(up + o). (7.73)
(uo + 19)? iz (uo + 10)?

En simplifiant et en posant A = 1 comme dans le cas particulier de la section précédente, on
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obtient : 5 )
cuply Y 9
0= — 2 4 2F(0,t). 7.74
BP0, (7.74)
En divisant par vy :
2
0= 10 0 R0, ). (7.75)

uo+ 1y

En réarrangeant cette équation pour isoler ug, on obtient :

2
o == @ — VoF(O, to) = ZCUO = (VO — V()F(O, to)) (Uo + 1/0)
w+rv 21 (7.76)
= 2cuy = A(ug + o)
ou A := @ — l/()F(O, to)
V1
AVO
= 2cup = Aug + Avyg = up(2c — A) = Ay = up = 5 A (7.77)
C —
En résolvant pour ug, on obtient 'expression fermée :
y Vo(]_ - VlF(O, to)) l/g(]_ - VIF(O,t()))
A=2_ L F(0.t)) = = uf = 7.78
141 Yo ( ’ 0) 121 Ho 20V1 — 1/0(1 - I/lF(O, to)) ( )

Comme ug représente un taux de contrdle (taux d’inspection), il doit satisfaire ug > 0.

Prenons maintenant vy = v; = 1. Alors, u devient :

_ 1_F(0>t0)
C2c—1+F(0,t)

*

Ug

(7.79)

En remplagant cette expression dans ’équation (7.63), on obtient, si p = 1/2, que la fonction

de valeur F(0,t() satisfait ’équation algébrique :

w L [1 — F(0,t)] _ 2¢ =1 F(0,t)] F(0,t0). (7.80)

0= 4e 2c 2c

Ezxplication.
Etant donné que vy = 1, = 1, Pexpression de la commande optimale dans 1’équation (7.66)

se simplifie en (7.79) :

*

. 1/3 []_—VlF(O,to)] % 1—F(O,t0)
N0 e — L= F(0,80)] T 2e— 11 F(0,f0)°
1 0 1 » L0 y L0

(7.81)
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Cette expression est maintenant insérée dans I’équation stationnaire (7.69) :

Ug

0= f(u0) = A+ —=—(=A+ F(0,t0)) = F(0, ), (7.82)

U0—|—

2
cu
0 2et)\zl.

ou f(ug) = m

1 — F(0, o)
2c — 1+F(0,t0)’
c(ug)* (1= F(0,1))

alors f(ug) = (s + 172 = 1c )

Etant donné u, =

uf+1 2c ’

Egalement,

En remplacant dans I’'équation DPE :

*

0= flug) — A+ (u;j 1) (14 F(0,10)) — F(0, o)

(1= F(0,1)))? 1— F(0,t)
B dc mAt < 2c

) (=1 + F(0,t)) — F(0,ty). (7.83)

ce qui se simplifie pour donner 1’équation (7.80).

On trouve que :

3F(0,t) =2¢c— A — V42 +8cA+ A2+ 6\ — 3, (7.84)

d’ou il découle que la commande optimale est donnée par :

—34+2c—A— A2+ 8c+6)A+4c2—3
ugy = . (7.85)
3—8c+ A+ /A2 + (8c+6)A+4c2 —3

Ezxplication.

Pour déterminer la fonction de valeur F'(0, %), on résout I’équation algébrique obtenue dans
le cas stationnaire (voir I’équation (7.80)), qui prend la forme d’une équation quadratique.
En utilisant la formule quadratique, on obtient deux racines possibles. Parmi celles-ci, seule

celle qui satisfait la condition F'(0,%y) > 0 est retenue comme solution.

L’expression explicite pour la commande optimale u est obtenue en remplagant cette solution
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1 — F(0, )
2c — 1+F(0,t0)

de F(0,ty) dans la relation précédente donnée par (7.79) : uf =

En utilisant cette solution pour F(0, ), a savoir :

1
F(0,t) = 3 (2c — A= \/)\2 + (8¢ +6)A + 4c? — 3> , (7.86)

et en la substituant dans ’expression de u{;, puis en procédant a une simplification algébrique,

on parvient a exprimer la commande optimale de maniére entierement explicite, comme cela
—34+2c— A — /A2 + (8c+6)A+4c2 -3

3—8c+ A+ A2+ (8c+6)A+4c2 -3

Il apparait clairement que la commande optimale doit étre uj = 0 si K = 0 et A < 1. Prenons

est présenté dans I’équation (7.85) : uf =

A = 10. On trouve alors que la constante ¢ doit vérifier :

1
> (12 + V139) ~ 4.76. (7.87)

Par exemple, si 'on prend ¢ = 5, alors F'(0,t;) = —+/657/3 ~ —8.544 et

., —1-73

= — ~ 20.93. 7.88
Ug 1— \/7—3 ( )

La commande optimale est représenté dans la figure 7.3 pour ¢ € [5, 10].

Figure 7.3 Commande optimale u donnée par 'équation (7.85) lorsque A = 10 et ¢ € [5, 10].

Remarque. Si u(t) = 0, alors Fy(0,ty) = K —10. Par conséquent, la commande optimale vaut

bien approximativement 20.93 lorsque A = 10 et ¢ = 5 si et seulement si K > 1.456.
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7.7 Conclusion

Dans le cadre d’une chaine de Markov a temps continu, cette étude traite d’'un probleme de
commande optimale appelé probléme de retour a I’état initial (homing problem), représen-
tant I’état de fonctionnement d’une machine. L’objectif principal était de déterminer le taux
d’inspection optimal qui maximise le temps de fonctionnement avant que la réparation ne

devienne nécessaire, tout en tenant compte des cotits de maintenance.

Le modele peut étre étendu pour inclure d’autres états, tels qu'un état absorbant représentant
une panne irréversible de la machine. Si aucun controle n’est appliqué, ¢’est-a-dire en ’absence
de maintenance, la chaine évoluera trés probablement de 1’état de fonctionnement vers cet

état de défaillance terminale.

Des solutions analytiques exactes ont été obtenues pour deux problemes particuliers dans
cette recherche. Pour des cas plus généraux, des techniques numériques ou des simulations
peuvent étre nécessaires afin d’évaluer la fonction de valeur et de dériver la politique de

commande optimale correspondante.
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CHAPITRE 8 CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS

8.1 Conclusion

Le premier ensemble d’objectifs de notre travail était le développement d’'une méthodologie
pour réguler efficacement le flux de clients dans un systeme de files d’attente en déterminant
le nombre optimal de serveurs et en identifiant la distribution optimale des temps de service
pour servir les clients. On a mené cette recherche afin d’atteindre des objectifs tels que la
minimisation des temps d’attente dans la file, la maximisation du débit, ou la réduction des
colits totaux, tout en respectant les contraintes imposées, telles que des capacités limitées
et des temps d’arrivée et de service stochastiques. Le second ensemble d’objectifs était de
proposer une politique optimale de maintenance et d’inspection, de maniere a satisfaire les

objectifs dérivés et les contraintes.

Lors de la modélisation du temps comme variable aléatoire, notre souci est de construire
des modeles tenant compte de l'aléa dans 1'horizon temporel des systemes étudiés et de
développer des politiques de controle intégrant cette incertitude pour améliorer 'efficacité
des opérations. Cette approche implique 'utilisation de la modélisation probabiliste, des
méthodes d’optimisation stochastique et des politiques de contréle pour prendre des décisions

éclairées sur la base des informations disponibles concernant le systeme de file d’attente.

Chacun des trois articles issus de notre these examine comment les temps de premier passage
dans les processus stochastiques peuvent étre utilisés pour déclencher des actions spécifiques
lorsqu'un systeme atteint un seuil prédéterminé. Certaines orientations clés de cette étude

sont listées ci-dessous.

1. Analyse des indicateurs fonctionnels :
En intégrant le temps aléatoire, notre analyse se concentre sur la simulation ou la
modélisation des effets des horizons temporels stochastiques sur les indicateurs de per-
formance du systéme, dans un contexte ou les temps ne peuvent pas étre supposés
déterministes mais suivent plutot une caractéristique aléatoire. Cela est essentiel pour
comprendre la nature stochastique et formuler des prévisions précises concernant leur
comportement, tant dans les systémes de files d’attente que dans 'amélioration de la

fiabilité des systemes par 'optimisation de la politique de maintenance et d’inspection.

2. Modélisation des pratiques d’arrivée et de service :
La conception d'un systeme de service est envisagée dans un horizon temporel allant

de 0 a un instant terminal aléatoire. L’objectif est d’établir une condition d’équilibre
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entre la capacité du systeme de files d’attente et le cofit global de 'attente des clients,

qui est intégré dans les formulations de programmation mathématique.

Progression de la recherche :

1.

8.2

Gestion du nombre de serveurs dans les systemes de files d’attente

Notre these s’est initialement concentrée sur I’optimisation de I'affectation des serveurs
dans les files M /M /k, ce qui a permis d’établir une méthodologie de controle dépendant
de I'état.

Choix de la distribution des temps de service
En s’appuyant sur cette base, notre travail s’est poursuivi avec un accent mis sur
I'optimisation du temps de service dans les files M/G/1, dans lesquelles la distribution

du temps de service est considérée comme variable de décision principale.

Politique de maintenance et d’inspection

La these a ensuite évolué vers la planification de la maintenance et 'ingénierie de
la fiabilité, en appliquant les chaines de Markov en temps continu et en intégrant la
programmation dynamique pour la prise de décision dans des environnements stochas-

tiques, dans le but d’optimiser les taux d’inspection.

Suggestions pour les travaux futurs

. Optimisation des parameétres dans un réseau de files et systémes en main-

tenance :

Lorsqu’on considere le temps comme une variable aléatoire, 'optimisation des para-
metres du systeme peut devenir difficile dans le contexte d'un réseau de files d’attente
ou de systemes intégrés en maintenance, notamment dans les scénarios ou les unités
opérationnelles sont en activité. Ainsi, la méthodologie pour obtenir les résultats at-
tendus dans de telles conditions représente une voie prometteuse pour des recherches

futures.

Extension de ’optimisation des files multi-serveurs M /M /k avec modélisa-
tion prédictive et ajustements dynamiques :

En plus du fait que I'on peut décider du nombre de serveurs actifs a chaque instant,
d’autres modifications du modele de file M /M /k peuvent étre explorées. Par exemple,
les serveurs pourraient étre autorisés a servir plusieurs clients simultanément, ou la
discipline de la file pourrait étre modifiée. De plus, l'intégration de techniques d’ap-
prentissage automatique ou de modeles autorégressifs pour prédire la dynamique des

files dans des conditions variables pourrait améliorer la prise de décision en temps réel et
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la planification de 'optimisation, et peut étre proposée comme une extension précieuse

de ce travail.

. Extension de la file M/G/1 pour I'optimisation de la prise de décision :
Diverses modifications du modele de file M/G/1 peuvent étre proposées, telles que
I'introduction de plusieurs serveurs. L’objectif pourrait étre de mettre en ceuvre des
mécanismes de controle qui améliorent le taux d’entrée des clients dans le systeme de
file. L’exploration d’extensions du modele actuel a des systemes plus complexes, tels
que les files multi-serveurs et les systéemes interconnectés, fait actuellement partie de
nos intéréts, car cela serait plus représentatif des systemes réels.

Pour surmonter les limites des solutions explicites, le recours a des simulations numé-
riques est suggéré; les travaux futurs pourraient inclure des simulations pour évaluer
I’applicabilité de nos résultats dans des contextes plus vastes. Cela pourrait aider a
identifier le comportement des stratégies de controle dans différents scénarios et sous

diverses distributions de temps de service.

. Modélisation des états de défaillance de machines : de I’exploitation a la
panne irréparable (dans le modéle de défaillance des machines) :

Le modele peut étre étendu en introduisant des états supplémentaires pour capturer
un comportement de dégradation plus réaliste. Par exemple, un état peut étre ajouté
pour représenter un scénario dans lequel une panne de machine devient irréparable. En
I’absence de pratiques de contrdle, c¢’est-a-dire si la machine n’est jamais entretenue, il
peut exister une forte probabilité que le processus passe d'un état opérationnel a un

état de panne irréversible.
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