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RESUME

Ce mémoire est consacré au calcul des sensibilités pour des écoulements instation-
naires. Une sensibilité représente le taux de variation d’une variable par rapport
a un parametre de design. Deux types d’équations sont considérés: I'équation de
conduction non linéaire et les équations de Navier-Stokes pour des fluides visqueux
incompressibles, la premiere servant d’étape préliminaire vers le cas plus complexe
de la seconde. Pour les deux types de problemes, les équations instationnaires pour
les sensibilités continues sont développées dans un cas tres général permettant ainsi
de traiter n’importe quel parameétre de valeur ou de forme. Un modele d’éléments
finis semi-discret est appliqué pour la résolution des équations. Ce modele utilise
des éléments finis pour la discrétisation spatiale et des schémas de différences finies
pour l'intégration en temps. Pour la partie temporelle, notre choix s’est arrété sur
le f-schéma qui nous permet d’avoir un schéma d’intégration en temps de premier
ou de deuxieme ordre selon la valeur de 8. Pour la discrétisation spatiale, des
¢léments quadratiques sont utilisés. Nous vérifions le code ainsi construit a l'aide
de solutions manufacturées. En particulier, nous vérifions que 'ordre de précision
observé correspond a celui prédit par la théorie. Deux applications sont présentées
dans la suite. La premiere est dans le domaine de la conduction non linéaire transi-
toire. Nous étudions la réponse thermique d’un matériau de propriétés thermiques
variables. Les sensibilités aux parametres définissant les propriétés sont calculées,
ainsi que la sensibilité & un parameétre de forme. La seconde application concerne
les écoulements instationnaires. Nous calculons 1'écoulement autour d’un obsta-
cle carré immergé dans un écoulement pulsé. Dans les deux cas, 'application des
sensibilités & Panalyse d’incertitude et au calcul rapide de solutions voisines est

présentée.
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ABSTRACT

This thesis is devoted to sensitivity analysis of unsteady flows. Sensitivities char-
acterize the influence of a design parameter on state variables. We consider two
kinds of equations : the nonlinear heat conduction equation and the Navier-Stokes
equations for viscous incompressible flows, the first one serving as a preliminary
step towards the more complexe case of the second ones. For the two kinds of
problems, the unsteady equations for the continuous sensitivities are developped in
a very general form allowing us to deal with any value or shape parameter. A semi-
discrete finite element model is applied for the resolution of the equations. This
mode] uses finite elements for space discretization and finite difference schemes for
time integration. Concerning time, our choice is the #-scheme, which allows us to
have a time integration scheme of first or second order depending on the value of 6.
For space discretization, we use quadratic finite elements. We verify the program
obtained by using manufactured solutions. In particular, we verify that the ob-
served convergence rate corresponds to that predicted by theory. Two applications
are presented. The first one is in the field of nonlinear transient heat conduction.
We study the response of a material with temperature-dependent properties. The
sensitivities to the parameters defining the thermal pr;)perties are computed as well
as the sensitivity to a shape parameter. The second application deals with unsteady
flows. We compute the flow past a square obstacle immerged in a oscillating flow.
In the two cases, we present the application of sensitivities to uncertainty analysis

and to the fast computation of nearby solutions.
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INTRODUCTION

Ce mémoire s’inscrit dans le développement d’un code d’éléments finis adaptatif
pour la résolution de problemes en mécanique des fluides. La méthode des éléments
finis est une technique numérique puissante pour la résolution d’équations aux
dérivées partielles. Parmi ses avantages sont la capacité de traiter des problemes
définis dans des domaines géométriques complexes et la facilité d’imposer des condi-
tions limites non-homogenes (Gresho ¥, Reddy ). Combinés avec une procédure
de remaillage adaptatif 321 les éléments finis permettent 'obtention de solutions

numériques tres précises.

Le code d’éléments finis en question a 6té initialement congu par Hétu " pour la
résolution d’écoulements visqueux laminaires en coordonnées cartésiennes. Par la
suite, des modifications ont été apportées permettant de traiter des écoulements
turbulents (Tlinca [%]), des problemes axisymétriques (Turgeon B%), des probleémes
avec conduction de chaleur, I'analyse de sensibilité (Turgeon *%). Ce dernier
développement constitue une avancée majeure et ouvre la porte vers une étude

beaucoup plus approfondie des problémes considérés.

Une sensibilité traduit U'influence d’un parametre de design sur les variables d’état.
Le paramétre de design peut étre une propriété physique, le nombre de Reynolds,
un paramétre entrant dans les conditions limites ou les termes sources ou bien
un parametre définissant la géométrie du domaine de calcul. Dans tous les cas,
la connaissance de la sensibilité des variables d’état au parametre nous fournit
des informations supplémentaires sur le probleme traité. Les sensibilités peuvent
étre utilisées pour le calcul rapide de solutions voisines, 1’analyse d’incertitude,

I'identification de zones sensibles et de parametres dominants et le design optimal.



Le concept des sensibilités n’est pas nouveau en soi. Elles sont utilisées le plus
souvent dans des problemes de design optimal ou il est nécessaire de calculer le
gradient d’une fonctionnelle définie sur les variables d’état par rapport a un ou
plusieurs parametres de design. On peut classer les méthodes pour le calcul des
sensibilités en deux catégories - les méthodes dites continues et les méthodes dites

discretes (voir le schéma ci-dessous).

' R {~ N\
S . o 4 . L
discré- Equations discretes da Equations discretes
tisatione”} hour I'écoulement pour les sensibilités (1
Equations continues S J L )
[ ' 7\ 4 w
pour I'écoulement X )
d Equations continues Equations discrétes
da pour les sensibilités discré- pour les sensibilités (2
L tisation L
S/ ~

Dans approche des sensibilités discretes, la différentiation par rapport au parametre
g’effectue au niveau des équations pour P'écoulement discrétisées. Dans I'approche
des sensibilités continues, les équations décrivant le probleme sont d’abord différen-
tiées par rapport au paramétre et ensuite discrétisées. Le résultat final dans les
deux cas est un systéme d’équations discrétes pour les sensibilités. Tout de méme,
ces deux systemes ne sont pas identiques, étant donné que dans le cas général les

opérations de différentiation et de discrétisation ne commutent pas.

Chacune de ces approches a ses points forts et et ses points faibles 7], TLes sen-
sibilités discretes fournissent des gradients dits consistants c’est-a-dire des gradi-
ents qui représentent les dérivées exactes de la solution discrete par rapport au
parametre. Elles sont également plus faciles & implanter numériquement, au moins
pour des paramétres de valeur (c’est-a-dire des parameétres qui n’affectent pas la
définition de la géométrie du probleéme). Les sensibilités continues d’autre part,

exigent plus d’efforts de programmation et elles ne fournissent qu’une approxima-



tion des sensibilités nodales (discretes). Leur précision peut étre augmentée tout
de méme en raffinant le maillage. Il est admis qu’asymptotiquement avec les deux
approches, continue et discréte, on obtient la méme solution. Les avantages des
sensibilités continues se situent au niveau du traitement des parametres de forme
(19] et des problemes définis avec une formulation éléments finis stabilisée (291 Elles
permettent aussi d’utiliser une méthode de résolution pour les sensibilités différente

de celle pour Pécoulement.

On peut également classer les méthodes de calcul des sensibilités en méthodes
basées sur la différentiation directe (continues ou discrétes) et méthodes avec vari-
ables adjointes (continues ou discrétes) ['7). Tl existe aussi des outils de différentiation

automatique comme ADIFOR, [ ou bien 4 I’aide de variables complexes [ 211,

En ce qui concerne les domaines d’application des sensibilités, ils sont tres divers:
design optimal de structures et optimisation de forme (Haug et al. [13]) ) con-
duction nonlinéaire et/ou transitoire (Dems at al. 7 Gu et al. [!%), design
d’expériences (Dowding et al. 1), conception de batteries thermiques (Blackwell
et al. B1), intéractions fluide-structure (Li 2%), éléments finis stochastiques (Kleiber
et al. (¥1)) milieux poreux (Tocci *®), contréle optimal d’écoulements (Gunzburger
[11,121) "etc. Dans la plupart de ces travaux, c’est 'approche des sensibilités discrétes
qui est appliquée, les sensibilités continues étant peu étudiées et connues a ce jour-

ci.

Dans le cadre de ce mémoire nous allons utiliser un code basé sur I’approche con-
tinue (Turgeon [29]). Une méthode de différentiation directe est appliquée ce qui sig-
nifie que les sensibilités sont obtenues comme solution d’une équation aux dérivées
partielles. Cette équation est développée dans une forme tres générale permettant

ainsi de traiter n'importe quel parametre de design, y compris parametres de forme.



Le présent projet a deux objectifs principaux. Premiérement, nous voulons ¢largir
le domaine d’application du code d’éléments finis jusqu’a maintenant uniquement
stationnaire & des problémes dépendant du temps. Deux types d’équations sont
considérés: Péquation de conduction transitoire et les équations de Navier-Stokes
instationnaires pour des écoulements incompressibles visqueux laminaires. Le cas
de la conduction est inclus comme une étape préliminaire vers le cas plus complexe
des équations de Navier-Stokes. Le deuxiéme but de ce projet est de développer les
équations des sensibilités instationnaires correspondant aux deux types de problemes

mentionnés.

La résolution des équations pour I’écoulement et les sensibilités se fait par une
méthode d’éléments finis semi-discrete. Cette méthode utilise des éléments finis
pour la discrétisation spatiale des équations et des schémas de différences finies
pour leur intégration en temps. Cette approche a été choisie puisqu’elle nous
permet d’utiliser le travail effectué précédemment pour les équations stationnaires.
En fait, résoudre une équation instationnaire avec la méthode des éléments finis

semi-discrete, revient & résoudre a chaque pas de temps une équation stationnaire.

Ce mémoire est construit de la facon suivante. Dans les deux premiers chapitres,
nous présentons les équations de conduction et de Navier-Stokes instationnaires
dont la résolution fait I'objet de ce projet. Les équations générales des sensi-
bilités sont également développées pour les deux types de problemes considérés. Le
chapitre 3 est dédié a la méthode des éléments finis semi-discrete. Nous décrivons
les formes faibles des équations, leur discrétisation spatiale et 'intégration en
temps. Dans le chapitre 4, nous vérifions la méthodologie de résolution a ’aide
de solutions manufacturées. En particulier, par une étude de raffinement du mail-
lage et du pas de temps, nous nous intéressons a l'ordre de précision observé.
Finalement, les deux derniers chapitres sont consacrés & des applications en régime

instationnaire. Dans le chapitre 5, une application dans le domaine de la conduction



non linéaire transitoire est présentée. Le deuxieme probléme, donné au chapitre
6, concerne I’écoulement instationnaire autour d’un obstacle carré immergé dans
un écoulement pulsé. Dans les deux cas, une analyse de sensibilité est effectuée et

diverses applications des sensibilités sont montrées.



CHAPITRE 1

METHODE DE I’EQUATION DES SENSIBILITES POUR
L’EQUATION DE CONDUCTION

Ce chapitre expose la méthode de I’équation des sensibilités dans le cas de I’équation
de conduction transitoire. L’étude de cette équation, plus simple que celle de
Navier-Stokes, constitue une étape préliminaire avant d’aborder les écoulements

transitoires et leurs sensibilités.

1.1 Equation de conduction

On considere un probleme de conduction non-linéaire transitoire. Son modele

mathématique est donné par Péquation suivante

oT
pey e = V- (WT) +q, dans © (1.1)
sujette a la condition initiale
T(x,t=0) = Tp(x) dansQ (1.2)
et aux conditions limites
T(x,t) = Ts(x,t) surTp (1.3)

—kVT -n = ¢(x,t) surTy (1.4)

Ici, T(x,t) est le champ de température, ¢,(x,t) la source de chaleur, p, ¢, et k

sont la masse volumique, la chaleur massique & pression constante et la conductivité



du matériau, dépendant éventuellement de la température. Le domaine de calcul
est désigné par (. Sa frontiere, OS2, est divisé en deux parties, I'p et T'y, avec
des conditions limites de Dirichlet et de Neumann respectivement. Pour que le

probleme soit bien défini il faut que

FDUPN:aQ et FDQFNZQ (15)

Les conditions de Dirichlet, appelées aussi conditions essentielles, fixent la valeur
de la température sur le bord du domaine. La température imposée est notée
ici Ty. Les conditions de Neumann, appelées aussi conditions naturelles, fixent
quant 3 elles la valeur du flux thermique ¢ = —k07/0n = —kVT - n appliqué
sur la frontiere. Le flux appliqué est noté par g, avec n, la normale extérieure au

domaine.

1.2 Equation générale des sensibilités en conduction

L’équation de conduction donne la distribution de la température dans le do-
maine de calcul et son évolution avec le temps. Lorsque I'on effectue une anal-
yse de sensibilité, la température n’est pas considérée comme fonction uniquement
des coordonnées et du temps mais aussi de différents parameétres définissant le
probléme. Des exemples de tels parametres sont la température ou le flux appliqué
aux frontieres, des parametres définissant la géométrie ou les propriétés physiques,

etc. Si on désigne par a un parametre arbitraire du probleme, on a donc

T ="T(x,ta) (1.6)

Par définition, la sensibilité de la température est la dérivée de la température par



rapport au parametre o

oT
S8 = S(x,t50) (L.7)

Dans la suite on omet le nom du paramétre dans la notation des sensibilités (S¢ =

St) sauf en cas d’ambiguité.

Dans ce mémoire, on adopte I'approche des sensibilités continues. Selon cette ap-
proche, la sensibilité Sy, tout comme la température, est solution d’une équation
aux dérivées partielles. On obtient cette équation en dérivant I'équation de con-
duction par rapport au paramétre a. On se place dans une situation tres générale
en supposant que toutes les variables et propriétés dépendent du parametre, ce qui
nous permet de traiter un tres large spectre de situations. Ainsi, apres dérivation

de (1.1), on obtient pour I'équation générale des sensibilités en conduction

, 0T dSr , ,
(pep + pcp)a + Per—, = V- <k VT + kVST> + ¢, dans Q2 (1.8)

Iei, p', ¢, k', g désignent les derivées totales des propriétés physiques et du terme

source par rapport au parametre a. Pour expliquer ce que I'on entend par derivée
totale, prenons I'exemple d’une conductivité k définie par interpolation linéaire
entre les valeurs k(T31) = ky et k(Ts) = ko

Ty =T T-T

k(T) = k?l T2 — T1 -+ k2 T2 — Tl (19)

Dans ce cas, on aura les expressions suivantes pour la dérivée totale £’

e par rapport au parametre ky

dk ok ok oT T —T -k
; . 8 o 2 + kQ 1 Skl (110)

= —— —m — —_ —
dk ok TaTok, T,—-T  T,—T T




e par rapport au parametre vy, ne participant pas dans la définition de k(T)

mais agissant sur la température

k'_ﬁ_gﬁa_T_l”*klsv
—d’)’—aTa")/_TQ—Tl T

(1.11)

Pour étre bien définie, 'équation des sensibilités (1.8) nécessite une condition ini-
tiale et des conditions aux frontieres. La condition initiale est obtenue en dérivant,
celle de ’écoulement, par rapport au parametre a

_dT,

= %(X) dans Q (1.12)

ST(X,t = 0)

Quant aux conditions limites, une attention particuliere leur est prétée dans la

section suivante.

1.3 Conditions limites pour les sensibilités

Jusqu’ici nous ne nous sommes pas préoccupé de la nature du parameétre a. On
doit tout de méme mentionner qu’il existe deux grandes familles de parametres:
les parameétres de valeur et les parametres de forme. Les parametres de forme
représentent le cas plus général ou non seulement les variables et les propriétés
physiques mais aussi la définition de la géométrie dépendent du parametre. Pour les
parametres de valeur, seules les variables et les propriétés physiques sont fonctions

du parametre.

Un des avantages de la méthode des sensibilités continues est qu’elle permet de
traiter facilement les deux types de parametres (ce qui n’est pas le cas de la méthode
des sensibilités discrétes par exemple). En fait, 'équation générale des sensibiltés

(1.8) est la méme indépendemment du type de parametre. Ce qui change, ce sont
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les conditions aux frontieres. Voyons cela en détails.

1.3.1 Conditions de Dirichlet

Tout comme pour Péquation générale des sensibilités, on obtient la condition limite
de Dirichlet pour les sensibilités en dérivant celle de la température par rapport au

parametre a

d d

—T(x,t;a) = —T¢(x,t;a) sur 1.13
“T(x,t50) = £Ty(x,ta) sur Tp (1.13)
Pour un parametre de valeur, la définition de la géométrie, et donc celle des courbes
frontieres, ne dépend pas du parametre a. Les dérivées totales de Pexpression

(1.13) deviennent donc des dérivées partielles. Ainsi, pour un parametre de valeur

la condition limite de Dirichlet est

or _ 0Ty,
—-a-g(x,t, a) = Sr(x,t;a) = E(X’t’ a) surI'p (1.14)

Pour un parametre de forme, par contre, en plus de la variation de la valeur de
la condition limite T¢(x, t; a), il faut tenir compte du fait que la frontiere I'p elle-
méme se déplace lorsque le paramétre a varie. Soit la paramétrisation suivante de

la frontiére I'p

Tp = { (2180, 5(6;0)) | 0 € [051]} (1.15)

ou (xy,yy) sont les coordonnées des points appartenant a I'p. L’expression (1.13)

devient alors

o | OTos, 9Ty _ dTy

90 s oa T Oy 00 da bW surlo (1.16)
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ce qui donne pour la condition limite de Dirichlet d’'un parametre de forme

oT dT oT ox; IT Jy
%(x,t; a) = Sp(x,t;a) = %i(x,t; a) — (—%—a—af — —@—éa’i surT'p  (1.17)

Dans Pexpression précédente, les termes 0z ;/0a et Oyy/0a correspondent au dépla-
cement de la frontiere alors que le terme dTy/da, & la variation de la valeur
de la condition limite de la température avec a. Ces quantités font partie des
données du probleme. La particularité principale de la condition de Dirichlet pour
un parametre de forme est la présence des dérivées premieres de la température
(évaluées sur la frontiere), qui sont connues une fois I'’équation de conduction
résolue. Cependant, 1'évaluation de ces dérivées a la frontiere du domaine n’est
pas une tache facile ce qui explique une moins bonne performance du solveur pour

des parametres de forme (voir Turgeon [2).

Remarquons aussi que la condition limite pour un parametre de valeur peut étre
obtenue & partir de celle pour un parameétre de forme en annulant les déplacements
de la frontiere (0z;/0a = dys/0a = 0) ce qui conduit a une mise en ceuvre générale

de la méthode.

1.3.2 Conditions de Neumann

Pour obtenir les conditions de Neumann pour les sensibilités, on procede de la
méme fagon. Pour un parametre de valeur, les définitions des courbes I'y ainsi
que celle de la normale extérieure n = (ng,n,) sont indépendantes de a. Apres
dérivation de (1.4), on obtient pour un parametre de valeur

d d
35[ — k(x,t,T;a)VT(x,t;a) - n] = %qa(x,t, a) sur 'y (1.18)
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= —k'VT-n—kVST-n:%%(x,t;a) sur I'y (1.19)

Le membre de gauche dans (1.19) correspond & la sensibilité du flux de conduction
thermique que I’on note ¢’ dans la suite. Notons que la sensibilité du flux ¢’ est
différente du flux de conduction des sensibilités —kV Sy - n dans le cas général
oil les propriétés physiques sont variables. La formule (1.19) représente la fagon

consistente d’imposer une condition limite de Neumann pour les sensibilités.

Pour un parametre de forme, il faut tenir compte dans (1.18) du déplacement de

la frontiere T'y. De nouveau, on introduit une paramétrisation de la courbe

Dy = { (s6:0), 050 0) | 6 € 0:1]} (1.20)

et on considére que la normale n, elle aussi, peut dépendre du parametre a. Ainsi

on va avoir pour les dérivées totales des deux composantes n, et n,

dng  Ong Oxy N ong Oy;
da 0x Oa Oy 0Oa
dn,  On, O0z; N ony, 0ys
da Ozr Oa dy Jda

(1.21)

(1.22)

Faisons également une remarque & propos de la conductivité k. Dans une situation
véritablement générale, la conductivité peut dépendre directement du parametre a
ainsi qu’indirectement, & travers les coordonnées et la température. Dans ce cas,

la dérivée totale de la conductivité sur la frontiere I'y devient

dk ok (0T Ox oT Oy ok Ox Ok Oy
xtToa) =k + oo (o 2 29 htieted T4 4 T )
2o ot T) = K+ g (5 3y 5e) * 527 gy B S [v (1:23)
ol, comme précédemment,
K = Ok | ok (1.24)

=% TarT
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La formule (1.23) nécessite un peu d’explications. Nous avons représenté la dérivée
totale dk /da sur la frontiere I'y comme la somme de la dérivée &/, celle qui participe
dans I’équation des sensibilité (1.8), et des termes supplémentaires faisant intervenir
les dérivées de la géométrie. La raison pour faire une telle distinction est que tous
les termes qui expriment comment le parametre affecte la géométrie font partie
des données du probleme et doivent aller dans le membre de droite, tandis que la
dérivée de la conductivité k' reste dans le membre de gauche, dans la définition de

la sensibilité du flux thermique.

Apres ces quelques précisions, on obtient la formule suivante pour la condition de

Neumann pour un parametre de forme a partir de I'expression (1.18)

qJ = —k'VT-n—kVST-n:%(X,t;a)
ot o (mat ay al) |
+ (G5t gy et (o + e
+ k%giizx+g—z%} sur I'y (1.25)

Ce que l'on remarque tout de suite, c’est que cette fois, en plus des dérivées
premieres de la température, les dérivées secondes apparaissent également. Leur
évaluation a la frontiere du domaine est une tache encore plus difficile que celle de
Pévaluation du gradient de la température. Présentement, notre solveur ne posséde
pas de procédure permettant de récupérer ces dérivées secondes et donc, dans les
applications plus loin, nous n’allons pas traiter de probleme avec des conditions de

Neumann sur des courbes affectées par un parameétre de frome.
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CHAPITRE 2

METHODE DE L’EQUATION DES SENSIBILITES POUR LES
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Ce chapitre présente le développement de I’équation générale des sensibilités dans
le cas d’écoulements incompressible transitoires décrits par les équations de Navier-

Stokes.

2.1 Equations de Navier-Stokes

On considere ’écoulement transitoire d’'un fluide visqueux et incompressible. On
suppose que I'écoulement est isotherme (4 température constante) et laminaire (a

faible nombre de Reynolds). Les lois physiques régissant ce type d’écoulement sont

e |’équation de continuité qui traduit la conservation de la masse

V-u=0 dans (2.1)

e l’équation de conservation de la quantité de mouvement

0
p—é—l—t{eru-Vu:—VerV-%—kf dans €2 (2.2)

Iei, u(x, ) est le champ de vitesse, p(x,¢), le champ de pression, p, la masse volu-

mique du fluide (constante pour un fluide incompressible), f, les forces volumiques
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et 7, le tenseur des contraintes visqueuses. Par définition
7 = p(Vu+ vu’) (2.3)

ol u est la viscosité dynamique du fluide. Finalement, {2 désigne de nouveau le
domaine de calcul. Les deux équations précédentes portent le nom d’équations de

Navier-Stokes.

Dans le cadre de ce mémoire, nous allons nous limiter &4 un systeme de coordonnées
cartésien bidimensionnel. Dans ce systeme de coordonnées, les équations de Navier-

Stokes se décomposent comme suit :

e |'équation de continuité
ou Ov
—+=—=0 2.4
or Oy (2:4)

e P’équation de conservation de la quantité de mouvement

ou ou ou Op . 0Ty n O0Typ v, (2.5)

Pot ox dy  Or Oz Ay
ov ov ov Op Oy = OTyy
U U = e o Y T W 2.
ot P e T ey e Ty (26)
avec
Ou (% 2
po | T Tl g oz 2\0y Oz
[ P B RGO B
wew 2\0y Oz dy

Pour définir completement le probleme, il est nécessaire d’ajouter aux équations

(2.4-2.6) une condition initiale pour le champ de vitesse
u(x,t = 0) = Up(x) dans (2.7)

et des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann.
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Les conditions de Dirichlet portent sur le champ de vitesse. Elles fixent la valeur

de la vitesse sur la partie I'p du bord du domaine

u(x,t) = Ug(x,t) surI'p (2.8)

Les conditions de Neumann portent, quant a elles, sur le tenseur des contraintes
& qui représente la somme des contraintes visqueuses 7 et des contraintes de com-

pression non-visqueuses créées par la pression p. Par définition
o=7-pl (2.9)

olt I désigne le tenseur unité, ici de dimension deux par deux pusiqu’on s’intéresse

3 des écoulements bidimensionnels.

Si on dénote par n = (ny,n,) la normale extérieure au domaine, les conditions de
Neumann fixent la valeur des tractions t = (g, 1,) sur la partie I'y du bord du
domaine

t=a(x,t) n(x,t) =FV(x,t) surTy (2.10)

ou bien décomposé selon les axes x et y

t, = (QN%Z—p)neru(gg-—kg—;)ny:Ff sur I'y (2.11)
tyzp<g—z+-gg)nx+ (QM%— )ny =F) surTy (2.12)

Pour que le probleéme soit bien défini, il faut qu'une et une seule condition, Dirichlet

ou Neumann, soit imposée sur toutes les parties du bord du domaine

FDUTN:6Q et FDOFN:@ (213)
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2.2 Equations générales des sensibilités

Comme pour la conduction, on obtient les équations des sensibilités en dérivant
celles de I’écoulement par rapport & un parametre arbitraire a. On se place de
nouveau dans une situation générale ot on considere toutes les dépendances pos-
sibles. On note par S, et S, la sensibilité des champs de vitesse et de pression

1 . ! - LSSy vy . .
respectivement et par (') les dérivées totales des propriétés physiques et des forces
volumiques

ou op ,  dp , dp df

_ap p_ o
da’ 5 N f da

S po = — — —
u aa7 /U' da,, p da,

(2.14)

Ainsi, les équations de continuité et de mouvement pour les sensibilités s’écrivent

V-Sa=0 (2.15)
,0u 0S.
p?£+p8t +pu-Vu+pS,-Vu+pu- VS,

= —VS,+ V- i (Va+ VuT) + u(VSy + VST)| + £ (216)

La condition initiale pour les sensibilités s’obtient, elle aussi, par dérivation de celle

17 A dU
de I’écoulement Su(x,t = 0) = daﬂ (x) dans Q (2.17)

La partie la plus délicate est 'obtention des conditions aux limites pour les sensi-
bilités. Comme nous 'avons déja montré avec ’exemple de ’équation de conduc-
tion, ce sont les conditions aux limites qui font la différence entre un parametre de

valeur et un parametre de forme.
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2.3 Conditions limites pour les sensibilités

2.3.1 Conditions de Dirichlet

Dans le cas plus général d’un parameétre de forme, quand non seulement la vitesse, la
pression et les propriétes physiques mais aussi la définition du domaine géométrique
dépendent du parametre a, on obtient les conditions aux limites en tenant compte
dans les derivées totales du déplacement de la frontiere I' . Nous allons détailler ici
seulement le cas de la condition pour la vitesse en z; des raisonnements analogues

s’appliquent pour la condition en y.

Notre point de départ est donc I’équation (2.8) que 'on dérive par rapport a a

d d
%u(X,t; a) = %Uf(x,t; a) sur I'p (2.]8)
Ju Oudzy Oudyy,  dU; . ‘
da + 0z Oa + dy da ' da (x,t;a) surI'p (2.19)

En isolant & gauche le terme correspondant a la sensibilité de la vitesse, on obtient

finalement pour les conditions de Dirichlet pour S, et S, d’un parametre de forme

dUu Ou Ox Ou Oy
Su(x,t;0) = —L(x,t;a) — a— =L — — .
(x,t;a) P (x,t;a) 9z 00 0y da sur I'p (2.20)
. . de . ov 8:17f Ov 8yf
Sy(x,ta) = 7 (x,1;a) 9z 9a 9y da sur I'p (2.21)

Comme précédemment, les termes 9z ;/3a et Jy;/0a correspondent au déplacement,
de la frontiére I'p et les termes dUy/da et dVy/da, & la variation de la condition
limite de I’écoulement. Remarquons encore une fois, que pour un parametre de
forme, les dérivées des vitesses sur la frontiere du domaine apparaissent dans les

conditions aux limites des sensibilités.
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Pour un parametre de valeur, la définition du domaine de calcul ne dépend pas
du parametre et par conséquent, les déplacements 0z;/0a et dy;/0a sont nuls. La

condition de Dirichlet pour un parametre de valeur se simplifie donc a

Su{x,t;a) = %(x,t; a) surI'p (2.22)
Sy(x,t;a) = %(x,t; a) sur['p (2.23)

2.3.2 Conditions de Neumann

Pour obtenir la condition de Neumann pour un parametre de forme, on procede de
la méme maniére qu’avec la condition de Dirichlet — on prend la dérivée totale de
la condition de P’écoulement. Ainsi, pour la force de traction dans la direction z,

on obtient & partir de (2.11)

d d

%tm(x,t,a) = %Fz (x,t;a) sur I'y (2.24)
d ou ou  Ov dFY
d—a- |:(2,U,% - )nx -+ /1/('@ + %)ny] = da (X,t, CL) sur FN (225)

Ecrite en détails pour le cas p = u(x,¢; a), la derniére expression donne

Oudzy  Opdys\ du 0S, udzy  0%u Oys
2 ! e aiated A i T u
{ (w455 g By 7)o 2“(az+axzaa+axayaa)

9z da Oy Oa ox da
1 Ondzy | Ondysy (Ou | Ov
+<M Y o5 da " Oy 8a><8y Bx)n”

N {8Su N O*u Oxy N 0% Oy N o8, N 0%*v Oz ¢ N O*v Oy;
H dy  Oydxr da  0y? Oa Ox  0z% Oa  Oxz0y Oa "y
du @) dny _ dF}

+M<@+8x T~ da (x,t;a) sur I'y (2.26)
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Dans cette longue expression on peut isoler d’abord la sensibilité de la force de

traction dans la direction z que ’on note par ¢,

(2.27)

L <2ug—z+2u%—5p)n +p (gz gZ)n u(%%+aaiv)n

C’est exactement sur t,, que doit porter la condition de Neumann qui pour un

parametre de forme s’écrit finalement

dFN Oudzxs  Oudys\ Ou Pudz;  0*u Oy
o _ Ipory  CHIYINTY | 4
’ da {2(6:1: da N Jy 8@)83: ’u<8x2 da + 0z0y 8@)
Opdzy  Op Oy Opdzy  Opdys\ (du  Ov
Or da Oy Oa (8:1: da +8y 6a)<6y+83:>n1"
B OPu Oz  Pudyy 0% Oz N % dy;
8@/8:1: Oa  Oy% da  0x%2 0a  0Ox0y Ja
( ou )dnm (Gu 81)) dn,

e — htiod
8::: p da u8y+8x da

sur I'y (2.28)

Par des raisonnements analogues, on obtient pour la sensibilité de la force de trac-

tion dans la direction y

(3 (5 B (25, o

et pour la condition de Neumann dans cette direction

dFN 2 2
g 95 {2<8u8xf %%)Qﬁ+2 <8u8xf+ o%u Gyf)
Y da Or da Oy Oa / Oy 0x? 0a  Ox0y da
Op Oxzy  Op Oy opudzy Opdyp\ (Ou Ov
5o a0~ ag o0 )™ (Gmoe * 5 70 ) Gy + 35)m

{ O*u Oz N &% Oy N 0*v Oz ¢ N 0%*v dyy
Oydxr 0a  Oy? 0a  Oz? da  Oxdy Oa

- (QM%_ )%—u(gz gz)dnx sur I'y (2.30)
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Comme dans le cas de la conduction, des dérivées secondes évaluées a la frontiére
apparaissent — ici il s’agit de celles des deux vitesses u et v. De plus, le gradient de
la pression ainsi que celui de la viscosité, si elle est variable, également évalués a
la frontiere font partie de la condition limite. Ces quantités, bien que connues une

fois I’écoulement résolu, sont difficiles a calculer.

Pour un paramétre de valeur, tous les termes comprenant des dérivées de la géométrie
Ox/da, Oyy/da, ainsi que les dérivées de la normale dn,/da et dny/da, s’annulent.
Dans ce cas, la condition limite de Neumann devient tout simplement la dérivée

de la condition limite de I’écoulement

OFY

i = a”” (x,t;a) sur Ty (2.31)
a
OFN

t = —L(x,t;a) sur 'y 2.32
y da

Il est intéressant de noter aussi que les sensibilités et ’écoulement ont toujours le
méme type de conditions limites. Sur les parties de la frontiere ou une condition de
Dirichlet est imposée pour la vitesse, ce sera également une condition de Dirichlet
pour les sensibilités, et de méme pour les conditions de Neumann. Ceci permet
d’utiliser les mémes structures de données pour I’écoulement et les sensibilités lors

de la résolution des équations.
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CHAPITRE 3

METHODE DE RESOLUTION

La résolution des équations instationnaires est effectuée par un modele d’éléments
finis semi-discret. Ce chapitre présente les formulations faibles, la discrétisation
spatiale et I'intégration en temps des équations de conduction, de Navier-Stokes et

des sensibilités.

3.1 Méthode des éléments finis

Le but principal de ce mémoire est d’élargir le champ d’application du code d’élé-
ments finis developpé par Hétu ), Tlinca [* et Turgeon [ pour des équations
stationnaires & des problémes instationnaires. Les étapes principales du code ap-

pliqué & une équation stationnaire sont les suivantes :

1. Création du maillage — on divise le domaine de calcul en sous-domaines de
forme géométrique simple, des triangles ou des carrés en 2D, que I'on appelle

des éléments;

2. Discrétisation — sur chaque élément, on approche les variables dépendantes
par une combinaison linéaire de coefficients constants inconnus 7;, Sz, etc.,

et des fonctions d’interpolation ¢7 (x), ¢F7(x), etc.;

3. Résolution — on résoud le systeme global (c’est-a-dire assemblé pour tous les
éléments) d’équations algébriques obtenus de la discrétisation de la formula-

tion faible des équations aux dérivées partielles;
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4. Calcul des sensibilités — une fois la température ou ’écoulement obtenus, on
procéde au calcul des sensibilités, un parameétre a la fois, suivant la méme

procédure: discrétisation, assemblage et résolution du systeme global.

Lorsqu’on résoud des équations instationnaires, deux possibilités s’offrent a nous.
Une premiére approche consiste & considérer le temps comme une coordonnée
supplémentaire et de travailler avec des éléments finis espace-temps, c’est-a-dire
des éléments pour lesquelles les fonctions d’interpolation sont fonction des coor-
données spatiales et du temps @; = ¢;(x,t). Toute autre difficulté mise & part,
cette voie a 'inconvénient de nous éloigner de ce qui a été fait précédemment pour

les problemes stationnaires.

C’est, pourquoi dans ce mémoire nous choisissons I’autre approche, celle des éléments
finis semi-discrets. Dans ce cas, les fonctions d’interpolation dépendent unique-
ment des coordonnées spatiales (ce sont les mémes fonctions ¢;(x) que pour un
probleme stationnaire), et la dépendance du temps est transférée aux coeflicients
d’interpolation. De cette approzimation spatiale résultent des systémes élémentaires
d’équations différentielles ordinaires pour Ti, ST,-, etc. On introduit par la suite une
approzimation temporelle. Elle consiste & approcher les équations différentielles
ordinaires par des schémas de différences finies pour obtenir un systéme global
d’équations algébriques pour les coefficients T/*1?, S{,ﬁjl, etc. (au temps t"*!) en
fonction des coefficients aux temps précédents. Ainsi, résoudre une équation in-
stationnaire par la méthode des éléments finis semi-discrete revient a résoudre a
chaque pas de temps une équation “stationnaire” dont les inconnues sont les vari-

ables au temps t"+1.

Dans les prochaines sections, nous nous penchons plus en détails sur les différentes
étapes de la méthode des éléments finis semi-discrete. La section 3.2 est consacrée

a la formulation variationnelle des équations de conduction, de Navier-Stokes et des
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sensibilités. Dans les sections 3.3 et 3.4, nous présentons les discrétisations spatiale
et temporelle des formulations faibles. Finalement, dans la derniére section, nous
nous arrétons sur d’autres points importants comme le choix d’élément fini et la

convergence des schémas.

3.2 Formulation faible des équations

3.2.1 Formulation faible des équations de conduction

Le point de départ est I’équation de conduction (1.1). Pour obtenir sa formulation
variationnelle, on multiplie I'’équation par une fonction test 67(x) et on l'integre

sur la surface du domaine )

T
pcpa— (5T—/V- (kVT) 5T—/q55T:0. (3.1)
o Ot 0

Q

En effectuant une intégration par parties du deuxieme terme, on obtient la formu-

lation variationnelle suivante

oT '
/pcp——JT+/kVT-V6T-/q56T+/ (—kVT-n) 5T = 0. (3.2)
0 at Q T

Q N

Apres le méme type de manipulations effectuées cette fois sur I'équation générale
des sensibilités en conduction (1.8), on obtient pour sa formulation faible
oT oS
/(p’cp + p&,) == 65t + /pcp—T §ST + /(k'VT + kVSr) -VéSr —
Q ot o = Ot Q
/q;(SSTnL/ (—k’VT-n—kVST-n> 857 = 0. (3.3)
Q T'n



On remarque que

— les termes avec les dérivées temporelles sont gardés tels que dans les équations

de départ;

~ les intégrales de bord qui apparaissent en raison de I'intégration par parties
font intervenir le flux thermique ¢ = —kVT - n et la sensibilité du flux ther-
mique ¢ = —k'VT -n — kVSy - n, qui sont les conditions limites naturelles.
Seulement I'intégrale sur la partie I'y de la frontiere 0S2 a été gardée puisque
les fonctions test 07 sont telles qu’elles s’annulent 13 olt une condition limite

de Dirichlet est imposée, 6T € Hy o, = (¢ € Hy|p =0 sur T'p).

3.2.2 Formulation faible de I’équation de Navier-Stokes

Pour obtenir la formulation variationnelle de 'équation de Navier-Stokes et de la
continuité, on suit la méme démarche. On note les fonctions test pour la vitesse
par du = (du, 6v), et celles pour la pression par dp. L’intégrale des équations (2.1)

et (2.2) sur la surface du domaine donne

Lp(%—?+u-Vu)-6u—-/Q(V—7A'—Vp)'5u—/Qf-6u:O (3.4)
/Q(V-u) op = 0. (3.5)

Dans la premiére équation, le terme faisant intervenir la gradient de la pression et
la divergence du tenseur des contraintes visqueuses peut étre intégré par parties.

Dans le résultat, I'intégrale de bord de la condition naturelle apparait

/p<@—+u-Vu>-6u—/p(V-6u)+
Q ot 0



/ (Vu+Vu) %(V6u+V5uT)—/f-6u— du-(6-n)=0. (3.6)

0 Ty

Ecrites pour le cas bidimensionnel, les formulations faibles (3.5) et (3.6) se résument
A trois équations — deux pour la conservation du mouvement (en z et en y) et

I’équation de continuité

ou ou dou
/———5u+/ <u5£+va—)6u— P

1 Ou dou ou 85u
/qu{Za—x% + (ay } /fx du — /t du = 0; (3.7)

a—5v+/p(u§2+v@>5v~ p@—

P ot oz '8 oz
1 Oov ddv ou 857}
/ {28y8y+(8y } /fyav—/cav_o (3.8)
au v
/ ( 5+ o )5p 0. (3.9)

Des équations analogues peuvent étre obtenues pour la formulaton variationnelle

des équations générales des sensibilités

ou S,
/p(a +u- Vu)éS +/<8t >6Su+

855 DudsS, (du  Ovy 96
2 u | Ov) 905, 1
/ {ax oz +<8y+8x) 0y}+ (3.10)

oS a(ss 89S, 05, 988
9 U U v uw| , B , .
/Q“{ 3z 0z +<ay + 8:1:) 5 } /Qfmésu /thésu 0;

N

ov S,
/ - A 5
/(,20<at+u Vv) Sv+/§'10<8t >(5Sv+

06, ov 9.5, Oou  Ov\ 048,
5,200 _ [ ] gu | guy 990
/Qp Jy /Q“{ dy 8y +(8y+8x) oz }+ (3.11)
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§ 0S5, 068, oS aS, \ 06S
2 v v U v v o rt (SSU _ tl 581) ___0,
/Q“{ 5ot ot ) } /ny /r

S, S,
L( s, )85, =0, (3.12)

3.3 Discrétisation spatiale

Comme déja mentionné, les variables u, v, p, T et leurs sensibilités sont approchées
par des combinaisons linéaires de coefficients dépendant du temps et de fonctions
d’interpolation ¢;. Dans la méthode de Galerkin, les fonctions d’interpolation sont
également les fonctions test utilisées dans les formulations faibles. Ainsi, on a pour

les variables dépendantes

a(x,t) ~ ap(x,t) = Zai(t) P(x) et oy = ¢¥(x), (3.13)

ot a=uwu, v, p, T, Su, Sy, Sp, St. Le nombre de fonctions d’interpolation pour
chacune des variables est noté par N®. L’indice h indique I’approximation éléments
finis. En général, on permet d’avoir des fonctions d’interpolation différentes pour

une variable et sa sensibilité. En pratique, on utilise les mémes pour simplicité.

Apres ces précisions, on peut procéder a la discrétisation spatiale des formula-
tions faibles, le premier niveau de discrétisation dans la méthode des éléments finis
semi-discrete. Pour cela, il suffit de remplacer les variables dépendantes par leurs

approximations éléments finis, et les fonctions test, par les fonctions d’interpolation.
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3.3.1 Equation de conduction

La discrétisation de la formulation faible (3.2) de I’équation de conduction conduit

au systeme suivant

MMT+ KT T = Q, (3.14)

avee My = [pe,di ), Kij= /kvéf Vi,
o

Q
Qi:/s(f)?_/qa(ﬁ?'
Q I'n

Ici, T et T sont les vecteurs {T};} et {TJ} j =1,...NT composés des valeurs
nodales de T et de 0T /0t respectivement. La matrice M, multipliant les dérivées
temporelles T, est appelée matrice de masse et la matrice K est celle provenant du
terme de diffusion. Les deux peuvent dépendre de la température (si les propriétés
thermiques sont variables) auquel cas le systéme est non linéaire. Finalement,
le vecteur de droite Q regroupe l'intégrale du terme source et des conditions de

Neumann (sur la partie I'y de la frontiére o elles s’appliquent).

3.3.2 Equation des sensibilités en conduction

En discrétisant la formulation faible (3.3) des sensibilités en conduction, on aboutit

a un systeme de structure semblable

M(T) S+ K(T) Sy + M(T, S7) T + K'(T, 5¢) T = @, (3.15)

avec Mij = pcp¢fT¢fT 3 lcij = /{fv(ﬁf’f‘ ) V(Zsz ’
Q

Méjsz(zp’cwpc;) &P Kéjz/k’VqﬁfT-W)f,

Q
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Q‘r/q'ésT*/%¢~ST-
(2 QS 7 FNda T

Dans I'équation (3.15), les dépendances des différentes matrices de T" et St sont
écrites explicitement afin de souligner une caractéristique importante des équations
des sensibilités : ce sont toujours des équations linéaires. La raison en est simple.
Méme si le probléme de départ est non linéaire, a cause de la regle de différentiation
d’un produit ((ab) = a’b+ ab'), on se retrouve en fin de compte avec un probleme

linéaire pour les sensibilités.

3.3.3 Equations de Navier-Stokes

Pour les équations de Navier-Stokes, on discrétise les formulations faibles (3.7)-
(3.9) et on écrit le résultat sous forme matricielle, chaque ligne correspondant a

une des équations (mouvement en z, mouvement en y, continuité)

My 0 0 U K+ M K12 ¢ U 2
0 MQ 0 ) + }CQl ICQQ + NQ CQ v - _7:2 )
0 0 0 P C{ C; 0 D 0

avec (M) 2/60(?? 7, (Ma)ij = /é"ﬁf I

g O
KCi0)ii = o= t 7]
(K12)ij = (Ka1); [
0gt 09 Ot 0P
o 2 1 J 7 J
(K1) /gu dx Ox tH oy Oy ’
o7 08! 04 04
= 2 1 7 1 7
(Ka2)ss /Q“ay 5y Moz oz
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W, /(Zukqﬁk) 1¢“+p(2vk¢”) ‘%; v

s ()50 )

(C1)i = aqﬁu Ty (C)i= éw ;
(# z—/fzqﬁ“ /FM, (o) /W [ e

Ici encore, u, v et p sont les vecteurs composés des valeurs nodales des deux vitesses

et de la pression, et @, 0 et p, leur dérivées temporelles.

L’équation de Navier-Stokes nécessite un peu d’attention. D’abord, on note que
¢’est une équation non linéaire & cause des termes de convection N; et Ny. Si de
plus la viscosité est variable, les termes de diffusion X;; deviennent non linéaires

également.

Deuxiemement, il faut mentionner la forme spéciale de la matrice de masse. Les
coefficients nuls devant p refletent le fait que la pression n’apparait pas explicite-
ment dans I'équation de continuité. Il en résulte une matrice de masse singuliére
qui rend impossible I'utilisation de schémas explicites d’intégration en temps (au

moins dans cette formulation du probléme).

On peut réécrire le systéeme d’équations obtenu par la discrétisation de la formula-
tion faible des équations de Navier-Stokes de fagon similaire & celui obtenu par la

discrétisation de ’équation de conduction

MU+ (K+N)U —-CP=F (3.16)
~CTU =0, (3.17)
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ou le vecteur U contient les valeurs nodales des deux vitesses et P, cclles de la
pression. La définition par bloc des matrices M, K, N et des vecteurs C et F est

celle donnée plus haut.

3.3.4 Equations des sensibilités pour Navier-Stokes

Pour les équations des sensibilités, on va se contenter d’écrire ici uniquement la
forme abrégée de leur discrétisation spatiale & la facon de celle de I’écoulement
(pour voir I’écriture matricielle ainsi que la définition détaillée de tous les termes,

se référer & 'annexe I)

My + (K4 N) Sy = CSp+ MU+ (K +N)U=F  (3.18)
TSy =0 (3.19)

La définition des différentes matrices est tout a fait analogue a celle des matrices de
Pécoulement; 'utilisation du prime est selon la méme logique que dans le cas des
sensibilités en conduction. Notons que la matrice provenant du terme de convection
pour les sensibilités est linéaire — la vitesse de convection pour les sensibilité est u et
non S, (voir les équations (3.10) et (3.11)). Pour souligner cela, nous ’avons notée
par N au lieu de V. Quant 4 la matrice de masse M, elle est de nouveau singuliere
et pose le méme type de difficultés numériques que dans le cas des équations de

Navier-Stokes.

3.4 Intégration en temps

Le résultat des discrétisations spatiales présentées a la section précédente sont

des systemes d’équations différentielles ordinaires pour T', Sy, U et Sy. Afin
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d’obtenir des équatons algébriques, on effectue une approximation temporelle par
des schémas de différences finies. Dans le présent travail, nous avons choisi d’utiliser

le f-schéma dont la définition est

yn—H e

i=1) — T =T (-0 (3.20)

Selon les valeurs de 6, on obtient les schémas suivants

=0 :  FEuler explicite,
=1 : Euler implicite,
6 =1/2 : TRegle du trapeze (Crank-Nicholson).

Les schémas de Euler explicite et implicite sont de premier ordre, et celui de Crank-
Nicholson, de deuxiéme ordre. Ce sont tous des schéma a un pas - c’est-a-dire que
pour calculer la solution & 'itération en temps n + 1, on a besoin de celle au pas
de temps précédent. En ce qui concerne la stabilité, le schéma d'Euler explicite est
conditionnellement stable, tandis que les schémas d’Euler implicite et de Crank-

Nicholson sont inconditionnellement stables.

3.4.1 Intégration des équations de conduction

L’équation de conduction (3.14) et I’équation pour les sensibilités (3.15) forment
un systeme d’équations ordinaires différentielles pour T et Sr, que I’on résoud en

deux étapes.

D’abord on intégre en temps 1'équation de conduction (3.14) (qui ne dépend pas
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des sensibilités)

Tn+1 —Tn
M——— = 0 [T+ Q]+ (1 - 0) [-K" T+ Q" (3.21)

Ici, la témpérature au temps précédent est connue. On obtient donc un systéme
d’équations algébriques pour T"*! (Az = b) qui est résolu de la méme maniére que
le systéme obtenu pour une équation stationnaire. La seule différence est que la
matrice de gauche (A) et le membre de droite (b) ne sont pas identiques pour les

deux cas.

Une fois la température 77! obtenue, on peut intégrer I’équation des sensibilités
b

(3.15)

n+l _ on ntl _ Tmn
Sr — 5% T (3.22)

At At
6 [—K’Hl SoAl gt nl Q’n-H} +(1-8) [_}Cn Sn_ KT Q’"]

M

Pour I'équation de conduction, on n’a pas de limitation quant & la valeur de 8 &

utiliser (@ € [0, 1]).

3.4.2 Intégration des équations de Navier-Stokes

Pour les équations de Navier-Stokes on procéde de la méme maniere. On intégre

premierement les équations pour I'écoulement (3.16) et (3.17)

e par le schéma d’Euler implicite:

Un+1 _ynr
M = = (K™ 4+ M) U Pt 4 (3.23)

~cfurt =0 (3.24)
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e par le schéma de Crank-Nicholson:

Un—H _ Un 1 1
e = —_ n n no__ ICn+1 n+1 n—+1
M— 5 (K" + N U 5 (K™ + N U
1 1
+C5(P" + P™ 4 F(F"+ FrH (3.25)
—CT%(U” + UM =0 (3.26)

Les systémes algébriques obtenus pour U™ et P"*! sont résolus de la méme

maniere que pour un cas stationnaire.

Une fois les variables de I’écoulement obtenues, on integre de facon analoguc
les équations des sensibilités (3.18) et (3.19) et on résoud le systéme algébrique

résultant.

3.5 Détails d’implantation

Dans les sections précédentes, nous avions pour but de montrer comment la résolu-
tion d'une équation instationnaire par la méthode des éléments finis semi-discrete
se raméne & la résolution & chaque pas de temps d’une équation “stationnaire”.
Le gros du travail effectué dans le cadre de ce mémoire consistait donc a mod-
ifier le code stationnaire existant de facon qu'une boucle de temps puisse étre
insérée et que les équations instationnaires puissent étre inserrées. La résolution a
I'intérieur de chaque pas de temps se fait de la méme maniere que précédemment.
Le systeme algébrique, écrit sous forme résiduelle, est résolu par une méthode
itérative (substitution successive ou de Newton), ceci s’appliquant a I’écoulement
(ou & la température) et aux sensibilités. Pour la pression, une formulation en

[22] et utilisée. Des changements ont été apportés pour que

lagrangien augmenté
le code puisse traiter des conditions limites et des termes sources dépendant du

temps.
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3.5.1 Choix d’élément fini

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous sommes restreint a utiliser un seul type
d’élément, I’élément de Crouzeix-Raviart, appelé encore Py P_; 9. Cest un
élément avec des interpolants quadratiques pour la température, quadratiques en-
richis d’une bulle cubique pour la vitesse, et linéaires discontinues pour la pression.
Pour les équations de Navier-Stokes, cela donne au total 17 degrés de liberté par
élément. Cependant, il est possible de diminuer ce nombre & 13 (12, si la formula-
tion en lagrangien augmenté est utilisée pour la pression) en éliminant au niveau
élémentaire quatre des degrés de liberté : les deux vitesses u et v associées au
noeud central ainsi que les gradients de la pression ). Ceci permet de réduire
considérablement la taille du systéme global a résoudre, et par conséquent le temps

de calcul.

I:Eﬂ> pression P et son gradient

0] vitesses u et v
. temperature T

®.

TRIA7 TRIA7x

Figure 3.1 Elément de Crouzeix-Raviart. A droite sont montrés en pointillé les
degrés de liberté éliminés au niveau élémentaire
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3.5.2 Normes et erreur

La théorie des éléments finis nous dit que, pour un élément avec des interpolants
quadratiques, I'ordre de convergence est de deux. Cela signifie que, asymptotique-

ment lorsque A tend vers 0, I’erreur se comporte comme
llell = ChH>. (3.27)

Pour la vitesse et la température, qui sont discrétisés par des interpolants quadra-
tiques, on utilise la semi-norme H' définie au niveau des derivées premieres, qui
elles, sont linéaires et discontinues entre les éléments. Les normes de l'erreur ex-
acte, c’est-a-dire la différence entre la solution exacte et la solution obtenue par la

méthode d’éléments finis, sont définies par

lle¥]] = ( /ﬂ[(Vuh— Vo) + (Vu, — Vuex)T]
: [(Vuh — Vug,) + (Vu, — Vuem)T} a2 )1/2(3‘28)

vl = ( /Q (VT = V1) - (VT — VT d2r ) (3.29)

Pour la pression, qui est linéaire et discontinue entre les éléments, la norme de

I'erreur est définie directement sur p (au lieu de sur Vp); c’est la norme L? usuelle

el = ([ =pean )" (3.30)

Des définitions analogues s’appliquent pour les normes de ’erreur en sensibilité.

L’erreur décrite jusqu’ici provient de la discrétisation spatiale. Pour des équa-

tions instationnaires, une erreur supplémentaire due a la discrétisation temporelle
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s'ajoute

lle(h, At)|| = Cy h? + C, AtP. (3.31)

ot p = 1 pour les schémas de premier ordre (Euler implicite ou explicite), et p = 2

pour les schémas de deuxiéme ordre (Crank-Nicholson).

Dans le prochain chapitre, on va comparer ce taux de convergence théorique avec

le taux réellement observé.
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CHAPITRE 4

VERIFICATION

Ce chapitre est consacré i la vérification de l'implantation de la méthode de
résolution présentée jusqu’ici. Dans ce but, nous utilisons la méthode des solutions
manufacturées. Nous effectuons une étude de raffinement de maillage et de pas de
temps et une comparaison entre des schémas d’intégration en temps de premier et
de deuxieme ordre. Une attention particuliere est prétée a I’aspect instationnaire

des équations.

4.1 Méthode des solutions manufacturées

La méthode des solutions manufacturées (MSM) (voir Roache [%]) sert a vérifier
différents aspects de I'implantation d’un code — la formulation des équations dicréti-
sées, la précision de la procédure de résolution, ainsi que les instructions fournies

par 'usager.

1’idée de 1la MSM est la suivante. On choisit d’abord une solution analytique et on
fait de sorte que cette solution satisfasse ’équation & laquelle on s’intéresse. Cela
est toujours possible en ajoutant un terme source approprié. Pour que la méthode
soit vraiment utile il faut que la solution choisie soit suffisemment riche afin de faire
participer le plus de termes possible de ’équation. Ensuite, en faisant une étude
de raffinement du maillage, on s’attend 4 observer une erreur exacte qui diminue
et cela avec un taux proche de celui prédit par des considérations théoriques. Tout

décalage de cette situation est signe de probleme dans 'implantation numérique
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et/ou dans la facon dont on se sert du code. La MSM fournit donc une démarche
générale qui permet de nous assurer que le code résoud correctement et avec la
précision attendue les équations implantées. Elle représente une étape préliminaire

et nécessaire avant de s’attaquer a des problemes réels.

Le solveur utilisé pour nos calculs, et plus particulierement sa partie dédiée a la

résolution des équations stationnaires (de conduction ou de Navier-Stokes), a été

soumis & maintes reprises au test des solutions manufacturées [16: 142329 Oy
. . s s

peut affirmer avec assez grande confiance que la partie spatiale (c’est-a-dire les

équations stationnaires) est implantée et résolue correctement. On observe en

régime stationnaire un taux de convergence de 'erreur de deux, ce qui est la valeur

théorique lorsque des éléments quadratiques et les normes d’erreur décrites dans la

section précédente sont utilisés

lle(h)|| = Ci h*. (4.1)

Notre but ici est d’étudier le comportement du solveur lorsque des équations in-
stationnaires sont résolues. Nous présentons d’abord deux solutions manufacturées
instationnaires pour I’équation de conduction et de Navier-Stokes respectivement.
Ceci nous permet en méme temps de montrer la facon de construire des solu-
tions manufacturées. Dans la suite, nous utilisons ces problémes afin de vérifier
si les équations instationnaires sont résolues correctement et d’étudier I'ordre de

précision.
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4.2 Description des problémes de vérification

4.2.1 Probléme de vérification pour la conduction transitoire

Afin de vérifier notre solveur en ce qui concerne 'implantation de 'équation de con-
duction transitoire, nous avons construit une solution analytique bidimensionnelle

et instationnaire, définie dans un domaine carré de taille un par un

Tla,y,t) = exp [~ A((@ = 20)" + (v = 00)?) (42)
xg = Rsin(27t) + z. (4.3)
Yo = Rcos(2nt) + y, (4.4)

Q=[0,1x[0,1), ¢e][0,0.25].

Les propriétés physiques sont constantes : p = 1, ¢, = 1, k = 1. Les valeurs des

divers parametres participant dans la définition de la température sont

A=10, R=03, z2.=y.=05 (4.5)

La figure 4.1 montre les isothermes de cette solution au temps initial et au temps

final.
Pour que I’équation de conduction transitoire soit satisfaite, un terme source calculé

a partir de la solution analytique est ajouté :

oT
q(z,y,t) = pcp—a? — kAT (4.6)

La solution analytique évaluée au temps ¢ = 0 est imposée comme condition ini-



41

Figure 4.1 Probleéme de vérification pour la conduction : isothermes pour la solution
au temps initial ¢ = 0 (& gauche) et au temps final t = 0.25 (& droite)

tiale. En ce qui concerne les conditions limites, n'importe quelle combinaison de

conditions de Dirichlet et de Neumann peut étre appliquée.

Pour les sensibilités, on s’intéresse & deux parameétres de valeur, R et A. Les
solutions analytiques, les termes sources ainsi que les conditions limites et initiales
pour ces sensibilités sont calculés en dérivant ceux de la température par rapport

aux parametres.

4.2.2 Probléme de vérification pour les écoulements transitoires

Le cas de vérification choisi pour tester I'implantation de I’équation de Navier-
Stokes transitoire est inspiré du modeéle de Stommel pour un océan rectangulaire (31,
C’est une solution bidimensionnelle dans le plan xy. Les expressions analytiques

pour le champ de vitesse (u,v) sont données ci-dessous

F
u(z,y) = T ¢os (%?i) [Clek“ + Coef>® — 1] (4.7)
bF . m - -
v(z,y) = ——psin (Ty) [C’lklekl + Cokgek? ] , (4.8)
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avec
Dg DpB\? T 2
=2 )
Ry or) g (4.9)
et
1 — ekz)\ ek])\ -1
Cr= oFix _ ghaX’ Ca = okIh _ ghan (4.10)

La signification ainsi que les valeurs des divers parametres sont présentées dans
le tableau 4.1. Pour des raisons de commodité de calcul et de visualisation, les
valeurs des constantes ont été adimensionnalisées avec comme échelle de longueur

L* = b= 27 x 10°m et échelle de temps T* = 1/8L*.

Tableau 4.1 Définition des parametres pour le modele d’océan

Parametres dimensionnels adimensionnels
latitude, b 21 x 10°m 1.00

longitude, A 10" m 1.59
profondeur, D 200 m 3.1831 x 107°
force de vent, F 0.3 x 107°m?2s72 1.9249 x 1071
coefficient de friction, R 0.6 x 107*ms~! 1.5198 x 10~¢
effet de Coriolis, 3 1071 mtst 1.00

La figure 4.2 montre les lignes de courant de la solution dans deux situations
différentes. A gauche, une solution symétrique obtenue avec § = 0 correspondant
4 un océan avec rotation uniforme. A droite, une solution asymétrique obtenue
avec J # 0 pour un océan subissant une rotation non uniforme. Dans ce cas, une
concentration des lignes de courant vers 'ouest est observée, phénomene a l'origine

des courants marins comme le Gulf Strecam et Kuroshio (prés du Japon).

Dans le modele original, il s’agit d’une solution stationnaire. Ici, on a besoin d’une
solution instationnaire afin de vérifier la partie transitoire de notre solveur. On a

choisi donc de prendre une force de vent dépendante du temps plutot que constante
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Figure 4.2 Modele d’océan : lignes de courant pour § = 0 & gauche, et pour 3 # 0
3 droite. La ligne en pointillée montre la force de vent F

que 'on note dans la suite F (& la place de F')

F = Fsin(nt), tc[0,0.25]. (4.17)

’

Puisque la pression n’est pas fixée par le modele, nous 'avons choisie de fagon a
pouvoir imposer des conditions limites libres (FyN = 0) sur les cotés nord et sud du

domaine (voir 'équation (2.12))

ov F s -
ple,y) = 2ua—y = —2E cos (—By-) [Clklek”’ + Chkoe®? ] (4.12)

Finalement, puisque le champ de vitesse choisi est & divergence nulle, il ne reste
qu’a déterminer des termes sources tels que les équations de Navier-Stokes insta-

tionnaires soient satisfaites (avec p =y = 1)

ou ou ou .
folz,y,t) = p(—a—t + o + va—y) + — — pAu (4.13)

o 8
U u v@i) + P une (4.14)

folz,y,t) = p(g o Vay
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En ce qui concerne les sensibilités, on s’intéresse a4 deux parametres : [, 'effet
de Coriolis et R, le coeflicient de friction. Ce sont des parametres de valeur.
Les solutions analytiques ainsi que les termes sources et les conditions limites
pour I'équation des sensibilités pour ces deux parametres sont obtenus par sim-
ple différentiation de la solution et des termes sources de ’écoulement. Le domaine
de calcul et les conditions aux frontiéres imposées (écoulement et sensibilités) sont

présentés a la figure 4.3.

Nord, y
Sy U =libre
Sy, V =libre
y = b = —
Sy, U =exacte Sy, U =exacte
Sy, V =exacte Sy, V = exacte
y= 0 4 o 7
x=0 Sy, U =libre X =A
Sy, V =libre Est, x

Figure 4.3 Domaine de calcul et conditions limites pour le probléme de vérification
pour les équations de Navier-Stokes

4.3 FErreurs et convergence — un premier apergu

Une premiere idée consiste a faire varier les discrétisations spatiale et temporelle et
a observer le comportement de I’erreur exacte. Nous avons donc effectué une série
de simulations sur un certain nombre de maillages de plus en plus fins avec un pas
de temps fixe. Ensuite, nous avons répété cette série de simulations sur la méme

famille de maillages en variant le pas de temps.
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Les figures 4.4 et 4.5 présentent les résultats de tels calculs dans le cas du modele
d’océan avec B = 0 !. Nous avons choisi quatre maillages, notés MO0, M1, M2 et
M3, dont MO est le plus grossier et M3, le plus fin; et cinq pas de temps de plus
en plus petits. L’erreur exacte pour la vitesse a été évaluée au temps final ¢ = 0.25.
Pour l'intégration en temps, un schéma de premier ordre (Euler implicite) et un

schéma de deuxiéme ordre (Crank-Nicholson) ont été utilisés.

A premiere vue, les résultats semblent non concluants. Sur les quatre graphiques on
voit souvent des trajectoires d’erreur presque horizontales. Une erreur exacte qui
ne diminue pas fait penser que la solution obtenue par le solveur n’est pas correcte.
En réalité, une analyse plus attentive montre que le comportement observé est tout
a fait normal étant donné que I'on résoud des équations instationnaires. Dans ce
cas, l'erreur exacte calculée & un temps donné dépend non seulement de la finesse
du maillage, mais également du pas de temps et de 'ordre du schéma d’intégration
en temps utilisés

lle(h, At)]| = Cy, h* + C, At?, (4.15)

ot p = 1 pour un schéma de premier ordre (Euler implicite), et p = 2 pour un
schéma de deuxiéme ordre (Crank-Nicholson). C’est exactement le jeu entre la
partie spatiale et temporelle de 'erreur qui explique le comportement observé sur

les graphiques. Voyons cela de plus pres.

La figure 4.4 montre le tracé de la norme de P'erreur en fonction du nombre de
noeuds pour les différents pas de temps. On observe que pour les grands pas de
temps, erreur exacte ne diminue pas (ou seulement légérement) quand on raffine
le maillage. Plus le pas de temps est petit, plus la pente de la trajectoire de

'erreur se rapproche de un, sa valeur théorique ?. Ce comportement est en accord

! Des résultats similaires ont été obtenus pour le probléme de conduction.
2Etant donné que la taille des éléments est proportionnelle (approximativement) a l'inverse de
la racine carrée du nombre de noeuds, une pente de deux lorsque erreur est tracée en fonction
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complet avec I’expression pour l'erreur totale (4.15) — quand on raffine le maillage
en gardant le méme pas de temps, la partie spatiale de 'erreur diminue, tandis
que la partie temporelle reste inchangée et devient éventuellement dominante. On
remarque également que pour le schéma plus précis de Crank-Nicholson, la pente
spatiale de un est retrouvée plus vite (At < 0.025) que lorsque 'on utilise le schéma

de premier ordre (At = 0.001).

La figure 4.5 contient de l'information complémentaire & la figure 4.4. Elle présente
la trajectoire de la norme de I'erreur en fonction du nombre de pas de temps. On
remarque que la pente temporelle de un pour le schéma d’Euler implicite et de
deux, pour Crank-Nicholson est observée seulement pour les maillages les plus fins
(M2 et M3) et pour les pas de temps les plus grands (début des courbes). D’apres
Iexpression (4.15), c’est exactement dans ces conditions que le comportement de
Perreur est dominé par sa partie temporelle. Lorsque le pas de temps diminue ou
le maillage est grossier, les courbes deviennent plates — dans ce cas, c’est la partie
spatiale de D'erreur qui prend le dessus. Cette tendance qu’ont les trajectoires
d’erreur a étre horizontales est beaucoup plus claire lorsque le schéma en temps de

Crank-Nicholson, plus précis, est utilisé.

La série de simulations présentée jusqu’ici donne des résultats satisfaisants et en-
courageants quant au comportement du solveur mais ne nous permet pas de con-
clure de fagon décisive que P'ordre de convergence observé correspond aux attentes

théoriques. D’autres tests sont effectués a la section suivante.

de la taille des éléments est équivalente & une pente de moins un si c’est le nombre de noeuds qui
est pris comme argument.
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Figure 4.4 Probleme de vérification pour Navier-Stokes : norme de l'erreur en
fonction du nombre de noeuds. La courbe de pente un correspond au taux de
convergence théorique. En haut, résultats avec un schéma en temps de premier
ordre; en bas, schéma en temps de deuxieme ordre
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Figure 4.5 Probleme de vérification pour Navier-Stokes : norme de l'erreur en
fonction du nombre de pas de temps. En haut, résultats avec un schéma en temps
de premier ordre; en bas, schéma en temps de deuxieme ordre. Les courbes de
pentes un et deux correspondent aux taux de convergence théorique
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4.4 Vérification de I’ordre de convergence du solveur

Nous avons effectué une deuxieme série de simulations, cette fois en sélectionnant
avec soin la taille des éléments et le pas de temps, l'idée étant de faire diminuer

I'erreur avec un facteur donné pour chacune des simulations.

Lorsque le schéma de Crank-Nicholson est utilisé pour I'intégration en temps, on
se retrouve avec un solveur d’ordre deux en espace et en temps. Dans ce cas, si
pour chacune des simulations on diminue avec un facteur de deux le pas de temps
et la taille des éléments, on devrait observer une erreur exacte qui décroit avec un

facteur de quatre

ES (At h) = CPN A2 + C5N b2
At h Aty 2 2 1
CN( T Ty — oN [T oN [ 7° — _ SN
EQ(z’z) Ct<2)+ch() e
At h At\? 2
ON(—" 'y oN f T oN (7 — ___FCN
B =G <4> Ch (4) 601

Si, par contre, le schéma d’Euler implicite est utilisé, le solveur devient d’ordre
deux en espace et d’ordre un en temps. Dans ce cas, pour voir 'erreur diminuer
d’un facteur de quatre, il faut prendre un pas de temps quatre fois plus petit pour

chacune des simulations et, garder la méme séquence de maillages que précédemment

EP (At h) = CF' At + CFh?
At h At AN2 1
joi VS W) s Sk 21 — _[EI
2(4’2) Cy 4 +Ch (2) 4E1
At h At Ay 1
EEY(ZS Iy — oFr 2 BI (' . Bl
3 (16’4) Ci 16 + Ch (4) 16E1
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Les tableaux 4.2 et 4.3 présentent les détails sur le choix des maillages et des pas
de temps pour les deux problemes de vérification (conduction et Navier-Stokes).
Dans les deux cas, les maillages sont réguliers afin de mieux contréler la taille des
éléments. Les résultats des simulations sur ces quatre maillages sont donnés a la
figure 4.7 pour le modele d’océan et 4 la figure 4.6 pour le probleme de conduction.
Etant donné que l'ordre de grandeur de la solution pour les variables principales
(vitesse, pression ou température) et les sensibilité different, nous avons tracé les

erreurs exactes relatives, ¢’est-a-dire divisées par la norme de la solution.

Tableau 4.2 Probleme de vérification pour la conduction : définition des maillages
et des pas de temps

Maillage (Conduction) Euler Implicite | Crank-Nicholson
Nel Nnoeuds h NAt At NAt At
1 o0 121 0.1633 5 0.05 5 0.05
2 200 441 0.08165 20 0.0125 10 0.025
3 800 1681  0.040825 80 0.003125 20 0.0125
4 || 3200 6561 0.0204125 || 320 0.00078125 | 40 0.00625

Tableau 4.3 Probleme de vérification pour Navier-Stokes : définition des maillages
et des pas de temps

Maillage (Océan) Euler Implicite | Crank-Nicholson
Nel Nnoeuds h NAt At NAt At
1 48 117 0.2098 5 0.05 5 0.05
2| 192 425  0.1049 20 0.0125 10 0.025
3| 768 1617  0.05245 80 0.003125 20 0.0125
4 11 3072 6305 0.026225 || 320 0.00078125 | 40 0.00625

Les résultats de ces tests sont tout a fait satisfaisants. Sur les trois graphiques, on
voit erreur exacte diminuer avec un facteur de quatre, et ceci tant pour le schéma

d’Euler implicite que pour le schéma de Crank-Nicholson.

On observe également que les trajectoires des erreurs relatives de I'écoulement et



de la température d’une part, et des sensibilités d’autre part sont tres proches 'une

de 'autre. Ceci montre qu’on a le méme ordre de précision sur toutes les variables.

En conclusion, les simulations effectuées avec les deux problemes de vérification

nous ont permis de montrer que

- les solutions obtenues par le code d’éléments finis sont correctes;

- lorsque les discrétisations spatiale et temporelle sont choisies convenablement,

I’erreur exacte diminue avec un taux conforme & la théorie;

- la méme précision est observée pour 1’écoulement et la température, et leurs

sensibilités.
1 : . I
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g 01t A~ 2° ordre @ .
= o SR 1% ordre —-a--
o T 2% ordre ----a--- 1
2 ]
& 0.01 ]
& ]
o ]
5
L
m  0.001 ]
: pente log(4)
0.0001 L 1 ) .

Figure 4.6 Probleme de vérification pour la conduction : étude de raffinement
spatial et temporel
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Figure 4.7 Probléeme de vérification pour Navier-Stokes : étude de raffinement

spatial et temporel



53

CHAPITRE 5

APPLICATION EN CONDUCTION TRANSITOIRE

Dans ce chapitre, nous présentons un probleme de conduction non linéaire tran-
sitoire. Des sensibilités par rapport & des parametres de valeur et de forme sont
calculées. Nous montrons par la suite différentes utilisations des sensibilités dans
Ianalyse d’incertitude, le calcul rapide de solutions voisines et 'analyse de sensi-

bilité du systeme.

5.1 Description du probléeme

Le probleme considéré est une expérience concue par Dowding et al. ¥ dont le but
est de déterminer la conductivité et la chaleur massique d’'un matériau dans le cas
ou ces propriétés dépendent linéairement de la température. La configuration de

I’expérience est montrée a la figure 5.1.

4 Aluminium

[ 1 Echantillon
% Elément

w chauffant

1 _ 7

X 2I-h Lf Lal

ANANRRN

W\

Figure 5.1 Probleme de conduction transitoire : design expérimental



Deux échantillons identiques du matériau (dans notre cas, il s’agit d’'une mousse
de polyuréthane) sont séparés par un élément chauffant. A Vextrémité opposée
de chaque échantillon sont posés des blocs d’aluminium dont la fonction est de
maintenir une température constante. L’expérience consiste & appliquer un flux
thermique & I’aide de I’élément chauffant pendant une certaine période de temps et
de mesurer la réaction de I’échantillon pendant et apres le chauffage. Connaissant
le flux thermique appliqué et en mesurant la température dans I’échantillon, les
propriétés physiques du matériau peuvent étre déterminées (pour plus de détails,
voir Dowding et al. ). Ici, nous nous concentrons surtout sur la prédiction de la
réponse thermique de 1’échantillon; les calculs effectués par Dowding et al. nous

servirons de référence pour juger de 'exactitude des résultats obtenus.

774 El chauffant (k,,Cy, )
y [ 1 Echantillon (k,,Cy )

y

-
'

qa(t) _

T=

A
I

Y
x

Ly, L

Figure 5.2 Probleme de conduction transitoire : modele bidimensionnel

L’expérience décrite plus haut peut étre représentée par un modele bidimensionnel.
On se place dans le plan zy et on suppose que le transfert de chaleur est unidimen-
sionnel (dans la direction z). Le probleme étant symétrique, on considere seulement
la, moitié de la configuration expérimentale, comme montré a la figure 5.2. De plus,

le bloc d’aluminium, dont la fonction est de maintenir une température constante,
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est remplacé par une condition limite isotherme — la température sur ce coté est
fixée & la température initiale de I’échantillon Ty. Du c6té de P'élément chauffant,
un flux thermique non nul g, est appliqué jusqu’au temps ts0p. Les deux autres

frontieres sont adiabatiques.

L’épaisseur de I’élément chauffant est noté par Ly, et celle de I’échantillon de mousse
par L;. Les propriétés physiques de I’élément chauffant, sa conductivité ks et
sa chaleur volumétrique ! C, sont constantes. Celles de la mousse, par contre,
dépendent de la température. Elles sont modélisées par interpolation linéaire entre
les valeurs k; = k(T}) et ko = k(T3) pour la conductivité ky, et entre C, = C(T1)
et Cy = C(T) pour la chaleur volumétrique CY, soit

B T,—T T-T,
B T,-T _,T-T
1) = +(Cigr— + Co—y) (5.2)

avec k = v = 1. Les valeurs des autres parametres sont données dans le tableau 5.1.
Comme dans Dowding et al. 8], nous considérons deux configurations différentes,
chacune se caractérisant par son epaisseur L, son flux appliqué g, et son temps
d’arrét du chauffage t5,,. La configuration avec Ly = 2.54cm est appelée dans la
suite cas fini et celle avec Ly = 34.3 cm, cas semi-infini. Toutes les valeurs ont été

adimensionnalisées avec comme échelles &y, Cy, T3 et L}r"”.

5.2 Solution pour la température

Afin de choisir un maillage et un pas de temps tels que les solutions obtenues soient

indépendantes de la discrétisation, nous avons effectué une étude de raffinement.

1Dans ce probléme, a la place de la chaleur thermique & pression constante cp, nous utilisons
la chaleur volumétrique C' = pc,.
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Tableau 5.1 Définition des parametres pour le probleme de conduction transitoire

Parametres  dimensionnels adimensionnels
) Ly, 0.63mm 0.0248
Propriétés thermiques kn 0.1 W/mK 2.0
Elément chauffant 2.3 x 10 J/m*K  5.31178
k1 0.05 W/mK 1.0
ko 0.102W/mK 2.04
, _ c 0.43 x 10° J/m?K 1.0
Propriétés thermiques C, 1.19 x 10° J/m3K  2.75
Echantillon T, 95 °( 0.195
T 200°C 1.0
Ty 25°C 0.125
L 2.54cm 1.0
Cas fini a 500 W/m?2K 1.27
Lstop 1.5 x 10 s 2.68
L; 34.3cm 13.0
Cas semi-infini da 450 W/m*K 1.143
Estop 7.5 x 10%s 1.34

Nous avons comparé les températures maximales atteintes dans deux positions de
la configuration finie pour trois maillage et trois pas de temps différents. Le schéma
de deuxieme ordre de Crank-Nicholson est utilisé pour 'intégration en temps. Les
résultats sont résumés dans le tableau 5.2. On remarque que ni le maillage, ni le pas
de temps tels que choisis ont un impact significatif sur les températures maximales
calculées. On observe quand méme une légere variation de T4, avac la diminution
du pas de temps. Nous avons donc décidé de travaillé avec le maillage moyen (641

éléments) et avec un pas de temps adimensionnel de At = 0.05.

L’intervalle de simulation est fixé & 4.5 (2.5 x 10* s temps dimensionnel) pour le cas
fini, et & 1.8 (1x10* 5), pour le cas semi-infni. Pour chacune des configurations, nous
visualisons I’évolution de la température en deux points de mesure: directement
sur I’élément chauffant, en 2 = 0.0; et a I'intérieur de ’échantillon, en x = 0.5 pour

le cas fini et en z = 1.0 pour le cas semi-infini. Les résultats des simulations sont
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Tableau 5.2 Etude de raffinement spatial et temporel pour la configuration finie

Nombre d’éléments At Tinaz (2 = 0.0)  Thes(xz = 0.5)

387 0.1 0.93938 0.58930
641 0.1 0.93938 0.58931
1680 0.1 0.93938 0.58931
641 0.05 0.93942 0.58913
641 0.025 0.93947 0.58909

donnés & la figure 5.3.

Lorsque Ly = 2.54 ¢m (haut de la figure 5.3), on observe une augmentation progres-
sive de la température durant le chauffage et un refroidissement assez rapide une
fois le flux thermique arrété aux deux points de mesure. Donc, I’échantillon réagit
comme un corps fini — chaque changement du flux appliqué provoque une réponse
thermique dans tout le domaine. Pour la configuration avec Ly = 34.2 cm (bas de
la figure 5.3), le comportement de I’échantillon est différent. L’arrét du chauffage
a un impact sur la réponse thermique pres de ’élément chauffant, mais aucun plus
loin dans le domaine ou la température continue d’augmenter. La mousse réagit

donc comme un corps thermique infini dans ce cas.

Il est intéressant de comparer la réponse thermique obtenue dans le cas de pro-
priétés physiques variant linéairement avec la température et celle d’'un syteme
dont les propriétés physiques sont constantes. Nous avons donc résolu I’équation
de conduction (linéaire) avec des propriétés constantes pour la mousse en choisis-
sant k; = %(kl + ky) et Cf = %(Cl + Cy). Les résultats de ces simulations sont
donnés de nouveau & la figure 5.3. On observe que I’évolution de la température
dans les deux cas est trés semblable. La seule différence majeure est que, lorsque
les propriétés physiques sont constantes, la température dans le domaine est moins

élevée.
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Figure 5.3 Probleme de conduction transitoire : flux thermique appliqué et
évolution de la température pour les cas fini et semi-infini avec des propriétés
thermiques variables ou constantes



Finalement, mentionnons qu’en guise de validation, nous avons comparé nos résul-
tats avec ceux obtenus avec le code de volumes finis de Dowding et al. Dans les
deux cas (fini et semi-infini), la réponse thermique du systeme que nous avons

obtenue est la méme que celle rapportée par Dowding et al. 18],

5.3 Sensibilités

En ce qui concerne les sensibilités, nous avons effectué deux séries de calculs. En
premier lieu, nous nous sommes intéressé aux quatre parametres de valeur ky, ko, Ci
et Cy participant & la définition des propriétés physiques de I'échantillon de mousse
(Dowding et al. considérent les mémes parametres). L’évolution temporelle de
ces quatre sensibilités dans les configurations finie et semi-infinie est donnée aux
figures 5.5 et 5.6. Nos résultats, encore une fois, sont identiques a ceux de Iarticle
de Dowding et al. Nous allons analyser plus en détails ces calculs dans la sous-

section sur 'analyse de sensibilité.

Deuxiémement, nous nous sommes intéressé a trois autres parameétres (cette fois-
ci, dans la configuration finie uniquement). D’abord, nous avons considéré « et
7, les deux constantes caractérisant les propriétés thermiques de la mousse (voir
équations (5.1) et (5.2)). Les sensibilités par rapport & ces parameétres peuvent nous
fournir, comme nous allons le voir un peu plus loin, de I'information sur les plages
d’incertitude de la réponse thermique de I’échantillon. La troisieme sensibilité
calculée est celle de V'epaisseur de la mousse L;. Puisque L; participe dans la
définition du domaine de calcul, il s’agit d’'un parametre de forme. Le calcul de
cette sensibilité ne pose cependant aucune difficulté — 'aisance avec laquelle les
sensibilités de forme peuvent étre calculées est un des grands avantages de notre
solveur. Le seul point délicat est la condition limite sur la courbe © = L;. Sur

cette courbe, la dérivée de la géométrie n’est pas nulle : Oz;/0Ls = 1; et donc la
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dérivée de la température évaluée i la frontiere fait partie de la condition limite

pour la sensibilité S;f (voir Ia figure 5.4).

m El. chauffant

y
[:l Echantillon
> =T
|
L™ T
1
__0xg 0T _ ol
Gal) | ST AL X 9
1
1
1
- » X
Li+A L

Figure 5.4 Conditions limites pour le parametre de forme Ly

Pour étre précis, il faut mentionner qu’il existe encore deux courbes sur lesquelles
une des dérivées de la géométrie n’est pas nulle. Il s’agit des deux courbes avec
condition adiabatique. On peut paramétriser ces courbes avec =y = L0, 6 € [0,1],
et yr = const (0 ou w) et dans ce cas on voit bien que la dérivée Oz;/0L; n’est
pas nulle. Tout de méme, & cause des particularités du probleme, la condition
limite pour la sensibilité ne pose pas de probleme — elle est adiabatique, tout
comme celle pour la température. Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire ’expression
générale pour une condition limite de Neumann d’un parameétre de forme (1.25),
en tenant compte que dans notre cas particulier on a ¢, = 0, dy;/0L; = 0 et
dng/dL; = dny/dLs = 0. On obtient donc

9 2
= 28 (220 [;;_Tv@_f;] e (GE%E) o 5] =

0 0

Ces simplifications ont été possibles grice au fait que le probleme considéré est

unidimensionnel et que les dérivées par rapport a y sont identiquement nulles.
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On a utilisé aussi le fait que les normales pour les deux courbes en question sont

constantes et vallent n = (0, £1).

5.4 Applications des sensibilités

Apres ces quelques détails techniques, nous nous arrétons plus en détails dans les

prochaines sous-sections sur des exemples d’utilisations des sensibilités.

5.4.1 Analyse de sensibilité

Par définition, une sensibilité traduit V'influence d’un parametre sur la solution.
Une application naturelle des sensibilités est donc I'identification de zones sensibles
et de parametres dominants. En d’autres termes I’analyse de sensibilité sert &
caractériser le comportement du systéme. Afin de déterminer lequel des parametres
a le plus d’influence sur la solution du probléeme, il est nécessaire de comparer
les différentes sensibilités entre elles. Dans ce cas, on utilise les dites sensibilités

normalisées, ¢’est-a-dire multipliées par la valeur nominale de leur parametre

or
Sf},nom = S;“ Apom = 5; Anom (5-3)

Cette manipulation a pour effet de donner aux différentes sensibilités les mémes
unités (celle de la variable traitée), ce qui les rend comparables entre elles. Dans
notre cas, les sensibilités normalisées ont des unités de température. De plus, sur les
figures 5.5 et 5.6, elles ont été adimensionnées par la température maximale atteinte
dans P’échantillon, soit T,,,, = 193°C pour le cas fini et T,,,, = 196°C pour le
cas semi-infini. Ainsi, méme des sensibilités obtenues pour des configurations de

calcul différentes (cas fini et semi-infini), et donc avec des plages de variation de la
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température différentes, peuvent étre comparées entre elles.

Pour voir plus clairement quelle est la signification des sensibilités normalisées, on
peut se servir du développement de Taylor au premier ordre (puisqu’on travaille

avec des sensibilités de premier ordre) autour de la valeur nominale du parametre

orT

AT = T(X,t; Gnom + Aa) — T(X,t; Gpom) = %(x, £ Gnom)Aa + O(Aad?)  (5.4)
soit, pour de petites perturbations,
AT 1 aT Aa
T = T ga fm . (5:5)
max max nom

variation relative  sensibilité normalisée perturbation relative

On interpréte cette formule de la fagon suivante : pour un méme pourcentage de
variation des parametres, plus la sensibilité normalisée est grande, plus la vari-
ation relative de la température induite par une perturbation du parametre est

importante.

L’analyse de sensibilité peut étre utilisée comme une étape préliminaire dans la
conception d’expériences pour déterminer les propriétés thermiques d’un materiau.
Une exigence essentielle pour une telle expérience est de choisir une configuration

dans laquelle les sensibilités sont grandes et non corrélées.

En comparant les configurations finie et semi-infinie (figures 5.5 et 5.6), on remarque
que les amplitudes pour les quatre parametres sont plus importantes dans le cas
fini. Cela signifie que lorsque I'epaisseur Ly est petite, la réponse thermique du
systeme est beaucoup plus sensible aux constantes du modéle linéaire utilisé pour
les propriétés physiques, ce qui est a retenir. Ega]ement, en comparant les deux
points de mesures (z = 0 et x = 0.5) dans le cas fini, on voit que la zone pres de

I'élément chauffant (z = 0) est beaucoup plus sensible.
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Une autre observation concerne la forme des courbes dans les deux configurations.
Dans le cas semi-infini, arrét du flux thermique n’a presque pas d’impact sur les
sensibilités. De plus, elles semblent corrélées — elles ont, deux a deux, des formes
semblables, surtout en z = 0.0. Pour le cas fini, les quatre courbes ont une forme
assez différente les unes des autres et changent de tendance brusquement lorsque
le flux est arrété. Les sensibilités par rapport & Cy et Cs, par exemple, changent
de signe aux deux points de mesures. Ceci montre qu’avec la configuration finie on
peut obtenir beaucoup plus d’informations sur le comportement du matériau que
dans le cas semi-infini. On aura également tout intérét & mesurer la température

prés de I'élément chauffant sur une configuration de type “fini”.

Ainsi, analyse de sensibilité permet d’obtenir une premiere impression et des in-
dications utiles sur la configuration & choisir pour cette expérience. Une analyse
plus approfondie comme dans Dowding et al. 8] est nécessaire afin de trouver les

conditions optimales pour le design expérimental.
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5.4.2 Analyse d’incertitude

En pratique, les valeurs des parametres participant dans la définition d’un probleme
ne sont pas connues exactement mais avec une certaine marge d’incertitude. Il est
donc important de savoir dans quelle plage varie la réponse du systeme lorsque un
ou plusieurs des parametres sont incertains. La réponse a cette question est donnée

par 'analyse d’incertitude.

Supposons que la température T dépend de plusieurs parametres a;, 1 = 1...n
que l'on regroupe dans le vecteur a. En se basant sur le développment de Taylor,

on obtient pour la variation de la température AT

n

oT
AT =T(x,t;a+ Aa) — T(x,t;a) = Z —8——(X,t; a)Aa; + O(]|Aal]?) (5.6)
- a;
=1
olt on peut négliger les termes d’ordre supérieur si les perturbations Aa; sont pe-
tites. En prenant la valeur absolue de part et d’autre on obtient une approximation

de AT au premier ordre

.10 - A
AT~ Y [T ()|l dad = 3 [t )1 (5.7
i=1 t i

=1

Ainsi, si les paramétres sont connus avec une marge d’incertitude af & Aaf, la

réponse du systeme varie dans la plage T(x,t;a*) + AT* avec

AT = 2 'S{ﬁ(x,t; a*)|Aa’ (5.8)
i=1

Dans la derniére expression, on a ommis les valeurs absolues pour AT* et Aa} étant

donné que ces deux incertitudes sont positives (af £ Aa} et T(x,t;a*) + AT*).

Voyons un exemple. Lors de la définition des propriétés thermiques de la mousse de
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polyuréthane, nous avons introduit les parametres & et v avec valeur nominale un.

Supposons que la conductivité et la capacité volumétrique peuvent &tre connues

4 10% pres. Cela signifie une plage d'incertitude de 10% sur & et -, c’est-a-dire

Ax = Ay = 0.1. Pour obtenir la marge de variation pour la réponse thermique du

systéme, il suffit de remplacer ces valeurs dans la formule (5.8)

AT

— 0.1]S5(x, )] +0.1]S%(x, 1)

olt SE(x,t) et S.(x,t) sont obtenues par la simulation.

La figure 5.7 montre la température T'(¢) avec sa marge d’incertitude. On remarque

que la bande d’incertitude est plus serrée au point de mesure x = 0.5, la ou la

réponse du systeme est moins sensible.
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5.4.3 Solutions voisines

Une autre application des sensibilités est le calcul rapide de solutions voisines. Le

point de départ est de nouveau la série de Taylor & 'ordre un

T(x,t;a" + Aa) =~ T(x,t;a") + Z ST (x,t;a%) Aa; (5.10)

=1

Ainsi, si on connait la solution pour la température et les sensibilités pour une valeur
du parametre a*, on peut obtenir par extrapolation linéaire la solution voisine pour
a = a* + Aa. Les perturbations admissibles (1%, 5% ou plus) avec lesquelles on
peut obtenir des solutions voisines “correctes” dépend beaucoup de la nature du
probleme. Si la température dépend linéairement en a, il suffit de calculer T et

¢ pour une seule valeur du parametre, pour connaitre par extrapolation linéaire
la solution pour n’importe quelle valeur de a. Par contre, si T dépend de fagon
non linéaire du parametre, la plage dans laquelle on peut appliquer avec succes
I’'extrapolation linéaire sera plus petite. Pour plus de précision dans ces cas, on
peut utiliser une extrapolation de plus haut degré, en évaluant la solution pour

plusieurs valeurs du parametre, ou bien en utilisant des sensibilités d’ordre deux.

Pour le design expérimental considéré ici, nous avons extrapolé les solutions pour
une epaisseur de I'échantillon Ly = 0.9 et Ly = 0.8 a partir de la solution pour
L; = 1. Pour vérifier si les solutions voisines obtenues sont correctes, nous avons
également calculé les vraies solutions pour Ly = 0.9 et L; = 0.8. Les résultats
sont donnés aux figures 5.8 et 5.9. Pour L; = 0.9, c’est-a-dire une perturbation
de 10%, la solution extrapolée se superpose & la vraie solution, ce qui indique
que la dépendance T'(Ly) doit étre essentiellement linéaire dans cette plage. Pour
Ly = 0.8, par contre, des écarts importants sont observés ce qui veut dire que

I'extrapolation linéaire n’est plus valide.
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Figure 5.8 Probléme de conduction transitoire : solution voisine
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CHAPITRE 6

APPLICATION A DES ECOULEMENTS INSTATIONNAIRES

Ce chapitre présente une application de Panalyse de sensibilité aux équations de
Navier-Stokes instationnaires. Nous nous intéressons a I’écoulement obtenu quand
un obstacle carré est immergé dans un écoulement pulsé. Nous calculons par la

suite la sensibilité aux parameétres définissant la pulsation.

6.1 Description du probleme

On considére un obstacle carré, appelé aussi dans la littérature cylindre carré, de
c6té d = 1. La longueur d sera utlisée dans la suite comme échelle pour exprimer

toutes les autres distances.

La configuration de calcul est donnée & la figure 6.1. Les dimensions du domaine
ont une grande influence sur les résultats et doivent par conséquent étre choisies
avec soin. Une étude assez complete sur le sujet, dans le cas de cylindre carré a
bas nombre de Reynolds (exactement le cas qui nous intéresse), a été effectuée par

(6], En se basant sur leur résultats, nous avons choisi H = 13 pour

Sohankar et al.
la hauteur du domaine, X,, = 6 pour la distance en amont de 'obstacle et X; =15
pour la distance en aval de 'obstacle. Bien que non optimales, ces valeurs nous ont
semblées raisonnables. Prendre un domaine de calcul plus grand aurait augmenté

considérablement le temps de calcul sans pour autant changer véritablement les

résultats.

A Ventrée, un écoulement pulsé de moyenne Uy, d’amplitude « et de période T, est
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u=libre,v=0

(@)

= d=1 - u, v = libre

(
eL=H

u=libre,v=0

u

Figure 6.1 Définition du domaine de calcul et des conditions limites

imposé

Us(t) =Ty <1 + asin 2T_7;t> (6.1)
avec

Up=1, a=04, T,=4. (6.2)

Sur les frontieres du haut et du bas, des conditions limites de symétrie sont ap-
pliquées. Sur I'obstacle, les vitesses sont mises & zéro, et a la sortie, une condition

limite libre est imposée.

Comme déja mentionné, la longueur du c6té de Pobstacle est utilisé comme échelle
de distance. Comme échelle de vitesse, on prend la vitesse moyenne a l'entrée Uy, ce
qui donne une adimensionnalisation du temps par d/U,. Le nombre de Reynolds,
quant & lui, est défini comme Re = pUyd/u. Pour nos calculs, nous avons choisi

Re = 100 avec p=1 et u = 0.01.

En ce qui concerne les sensibilités, nous nous intéressons aux trois parameétres

“naturels” de ce probleme c’est-a-dire Uy, a et T, définissant la pulsation de
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’écoulement & I'entrée. Ce sont tous des parametres de valeur. Leurs conditions
limites sont identiques & celles de I’écoulement, sur toutes les frontieres & I'exception

de Pentrée ou on a

SV (t) = g% =1+ asin -?-t (6.3)
U 2t
S (1) = % = Uy sin Ti (6.4)
oU 2t 27t
To(yy — 22F _ 2 -
S, (t) = T, = Up « ( 72 ) cos T (6.5)

Un dernier point important, concerne les conditions initiales. Nous avons décidé
d’initialiser le calcul instationnaire de 1’écoulement avec la solution stationnaire
obtenue pour Re = 100. De méme, la condition initiale pour la sensibilité au
parametre Uy est la solution obtenue pour cette sensibilité en régime stationnaire.
Quant aux deux autres parametres a et T,, leurs conditions initiales sont nulles
étant donné que ces sensibilités n’ont pas d’équivalent en régime stationnaire. Ce
choix a sa signification physique — on considére que ’écoulement initialement sta-
tionnaire devient pulsé & partir d’'un certain moment. Du point de vue numérique,
le probléme ainsi défini est bien posé étant donné que les champs initiaux de vitesse

et de sensibilités de la vitesse sont & divergence nulle.

6.2 Maillage et pas de temps

L’importance d’un maillage bien adapté au probléeme résolu est indiscutable. De
plus, quand plusieurs variables (écoulement et sensibilités) sont calculées avec
la méme discrétisation, il est important que le maillage soit adapté a chacune

(29]

d’entre elles 2. Avec le solveur utilisé, il est possible d’obtenir un tel maillage

en régime stationnaire a ’aide du remaillage adaptatif. En régime instationnaire,
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nous n’avons pas cette possibilité pour le moment, la difficulté étant qu'un maillage

adapté devrait évoluer avec le temps pour suivre le développement de la solution.

Nous avons donc décidé d’utiliser pour notre calcul instationnaire un maillage
adapté & Pécoulement stationnaire. Ce dernier a approximativement la méme
structure que celle de I’écoulement transitoire moyenné. Ainsi, on a un maillage
qui respecte en général les caractéristiques de I’écoulement (voir la figure 6.2). Il
est raffiné sur le bord d’attaque de 'obstacle (surtout autour des coins) et dans le
sillage et il est plus grossier dans le reste du domaine. Ceci nous permet d’épargner
sur le temps de calcul — si on avait construit manuellement la décomposition du
domaine en éléments, on aurait abouti trés probablement 2 un nombre d’éléments
beaucoup plus important. Notons que le maillage donné a la figure 6.2 est adapté
aussi a la sensibilité au parametre U, mais pas & celles des parametres o et T,

puisqu’elles sont nulles en régime stationnaire.

Figure 6.2 Maillage pour le calcul de ’écoulement autour d’un obstacle carré

En ce qui concerne 'intégration en temps, nous avons utilisé le schéma de pre-
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mier ordre et inconditionellement stable d’Euler implicite. Ce shéma est souvent
préféré pour les équations de Navier-Stokes devant le schéma plus précis de Crank-
Nicholson ¥, Le pas de temps a été choisi comme At = 0.025, valeur encore une
fois tirée des études de Sohankar et al. [*®! La période de 1’écoulement étant T, = 4,

on obtient 160 pas de temps par période, nombre largement suffisant.

6.3 Solution pour Pécoulement

Comme déja mentionné plus haut, au temps ¢ = 0, on initialise I’écoulement avec
la solution stationnaire obtenu pour Re = 100. En imposant une condition oscil-
lante pour ¢ > 0, on s’attend & voir I’écoulement changer. En particulier, un laché
tourbillonnaire forcé par la pulsation a I'entrée devrait apparaitre. C’est exacte-
ment, ce que nous observons dans la simulation. La figure 6.3 montre en parallele
la vitesse appliquée a lentrée et la réponse dans le sillage de 'obstacle. Le signal
est montré pendant six périodes T,, commengant au temps ¢ = 0. Le point de
mesure (z = 2,y = 0) se trouve & une unité de longueur derriere I'obstacle a sa mi-
hauteur. La vitesse v dans cette position est nulle, ce qui indique que I’écoulement
est symétrique. La vitesse longitudinale et la pression par contre, oscillent avec
une période imposée par la pulsation a I'entrée. La pression p est décalée de phase
a m/2 par rapport & la vitesse d’entrée. La vitesse u, quant a elle, est en phase et

son oscillation correspond aux tourbillons relachés derriere ’obstacle.

Nous nous arrétons plus en détails sur chacune de ces observations dans les proch-

aines sous-sections.
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Figure 6.3 Réponse du systéme en (z = 2,y = 0)

6.3.1 Laché tourbillonnaire

Pour mieux voir les tourbillons relachés derriere 'obstacle, nous avons présenté a
la figure 6.4 les contours d’isovorticité pendant une période T, (celle montrée en
gris sur la figure 6.3) & tous les huitieémes de période. Huit images sont données au
total, la neuvieme étant identique (pres du carré) a la premiere. Sur cette séquence,
on voit clairement les deux tourbillons qui se forment pendant la phase ascendante

de la pulsation et qui sont relachés a son maximum. Pendant la phase descendante,
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Figure 6.4 Isovaleurs pour la vorticité durant une période T,. A gauche est montré

avec un point noir la phase correspondante de la vitesse u
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les tourbillons sont transportés plus loin dans le sillage tandis que les deux tour-
billons de la période suivante commencent & apparaitre. Notons aussi que, du-
rant toute la séquence présentée ici, ’écoulement reste symétrique — les lignes
d’isovorticité sur Paxe de 1'obstacle (1 ou la vorticité change de signe) sont droites
sur toutes les images. Le phénomeéne dominant & ce stade est donc le laché tour-
billonnaire provoqué par la pulsation de I’écoulement. Comme nous allons le voir

un peu plus loin, cela n’est pas toujours le cas.

6.3.2 Pression

Revenons & la figure 6.3 ot on avait noté que la pression oscille avec une période
imposée par la condition d’entrée mais avec une phase décalée de 7/2. Si on visu-
alise les lignes de pression constante, on remarque qu’elles ont une allure différente
de celle qu’elles auraient en régime stationnaire. La figure 6.5 montre ces lignes au
temps ¢ = 15, correspondant au minimum de la pulsation d’entrée. A 'exception de
la zone pres du carré, les contours d’isopression sont des lignes verticales également
espacées, ce qui indique que la pression est linéaire en x. Ceci est vrai peu importe

a quel instant on se place durant la période de pulsation.

On peut expliquer ce comportement en se basant sur le bilan de I’énergie cinétique.
On obtient ce dernier en multipliant I'équation de conservation du mouvement (2.2)

par la vitesse u et en I'intégrant sur le domaine de calcul

d 2 1
_/B_:/u'(é'-n)+/'f':—(Vu+VuT)dQ+ f-u (6.6)
dt Jo 2 o9 2

N 2

La pression intervient dans la derniére équation a travers le tenseur des contraintes
0. Puisqu’ici on cherche a trouver une explication pour le comportement global de

la pression, on se place loin du carré, 13 ou 'influence de Pobstacle sur I’écoulement
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est négligeable. Dans cette zone, le gradient de la vitesse est nul et il en est de méme
pour le terme correspondant au travail des forces visqueuses. En ce qui concerne
I'intégrale de bord, & cause des conditions limites appliquées (u libre, v = 0 ou
u,v libre), elle est nulle sur toutes les frontieres sauf sur I'entrée. En prenant en

compte que, dans le probléme traité, il n’y pas de forces de volume, I’équation de

2
—d-/u—:/u% (6.7)
dt Jo 2 entrée

On peut calculer le terme de gauche en sachant que, loin de I'obstacle, la vitesse

bilan devient

est égale a la vitesse de pulsation Uy

d uw  d U]?
— p
A

oUy
~ 22 — o7 L surf(Q .
7\ surf(Q)) pU; 5 surf(£2) (6.8)

De V'autre coté, on rend explicite le terme intégré sur 'entrée, qui ne fait intervenir

finalement que la condition d’entrée et la pression

U

uty = Uy (2/13; - P> Ne = Usp (6.9)

Ainsi, on obtient pour le comportement de la pression loin de I'obstacle dans un
écoulement pulsant

ou 2 2mt
P :cpa—tf =zIpa Ug%‘r‘ <COS i) (6.10)

La derniére formule explique pourquoi la pression est décalée par rapport a la
pulsation de I’écoulement. Elle justifie aussi les contours d’isopression verticales et

également espacées, qui sont observées a la figure 6.5.
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Figure 6.5 Isovaleurs pour la pression a { = 15.0

6.3.3 Transition de 'écoulement

Si on revient de nouveau & la figure 6.3, un détail visible sur cette image mais que
nous avons passé sous silence lors de nos premiers commentaires, est que la vitesse
v ne reste pas nulle jusqu’a la fin de la simulation. Durant la derniére période, on
voit bien que, tout en restant faible, elle commence & osciller elle aussi et qu’au
temps final ¢t = 24, elle est légérement positive. Ceci indique que I’écoulement n’est

plus symétrique et qu’il est peut-étre en train de subir une transition de régime.

Afin de voir quelle sera son évolution, nous avons continué les calculs pendant trois
périodes supplémentaires. La figure 6.6 donne les contours d’isovorticité vers la
fin du premier calcul (t = 23) et durant les trois périodes supplémentaires (t =

27, 31, 35).

On remarque que ’écoulement devient fortement asymétrique. En plus du laché
tourbillonaire causé par la pulsation, une allée de Von Karman se développe. En

fait, & Re = 100 le sillage de ’obstacle carré est instable (Re., = 51 selon Sohankar
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et al. (%)) et une allée tourbillonnaire se serait développée méme si I’écoulement am-
biant était uniforme et stationnaire. Donc, I’entrée pulsante ne fait que déclencher
ce phénomene. Le développement de I’écoulement dans la suite dépend du rapport
entre la période T, de la pulsation forcée et la période de Poscillation naturelle.
Pour voir quel sera I’état périodique final atteint par le systeme (s’il en existe un), il
faudrait effectuer une simulation beaucoup plus longue que celle montrée & la figure
6.6. Notre but ici en continuant le calcul était plutot de trouver une explication
pour le comportement de la vitesse transversale. Ceci nous servira également lors

de I'analyse des sensibilités.



t=23.0
t=27.0
t=31.0
t=35.0
Figurc 6.6 Isovaleurs pour la vorticité & ¢ = 23,27, 31, 35 montrant

développement d’une allée tourbillonnaire derriere I’obstacle
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6.4 Solution pour les sensibilités

Dans cette section, nous présentons les résultats pour la sensibilité de I’écoulement,
aux trois parametres o, T, et Uy. La figure 6.7 donne le signal temporel pour ces
trois sensibilités au méme point de mesure (x = 2,y = 0) que pour I’écoulement.

Plusieurs observations s’imposent:

1. Tout comme pour I'écoulement, on observe un comportement périodique pour
les sensibilités S, et S, aux trois parametres. La période d’oscillation est celle

de I’écoulement pulsé, Ty;

2. Pour les parametres « et Uy, la premiére période semble étre une période de

réajustement. Le vrai comportement périodique commence plus tard;

3. Les sensibilités ST= et Sga, 3 la différence des autres, croissent en ampli-
tude. Ceci n’est pas étonnant étant donné que, pour cette sensibilité, nous
avons imposé 4 entrée une condition limite qui dépend directement du temps

(Sa = (=2ntUpa/Ty) cos Z);

4. Le fait le plus marquant dans la réponse des sensibilité est sans doute le
comportement de la sensibilité de la vitesse v. Pour les trois parametres
(mais surtout pour Up), elle devient tres vite importante — déja a la troisieme,
quatriéme période. Pour le parametre Up, a la fin de la simulation, elle est
méme plus grande que la sensibilité de la vitesse u. Nous avons déja observé
ce changement de comportement dans P’écoulement. Cependant, avec les
sensibilités, il arrive plus tot et il est beaucoup plus marqué. Nous allons

analyser la signification de ce phénomene et ses implications plus loin.

5. Notons que les sensibilités a la figure 6.7 ne sont pas normalisées. Pour pou-

voir les comparer entre elles, il faudrait les multiplier par la valeur nominale
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de leur parametre. Par exemple, les sensibilités S¢ et SU° varient dans la
méme plage. Cependant, comme o = 0.4 et Uy = 1, le parametre Uy a,
pour une perturbation relative égale, plus d’influence sur I'écoulement que le

parametre a.

pression

vitesse
pression

Sy - temps

pression

_2 “\ r" \ K ," ‘"l I‘. “» ,‘, L " S | "‘ ’.' _1 0
0 5 10 15 20

temps

Figure 6.7 Réponse pour les sensibilités en (z = 2.0,y = 0.0)
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6.4.1 Sensibilité de la pression

Le comportement de la sensibilité de la pression peut étre expliqué de la méme
maniere que nous Pavons fait pour I'écoulement. Toutefois, au lieu de déveloper
Iéquivalent du bilan de I'énergie cinétique pour les sensibilités, on peut tout sim-
plement différentier I'expression déja obtenue pour I’écoulement (formule (6.10)).
Ainsi, on obtient que S et Sgo ont un comportement semblable a la pression p a

un facteur pres

op 27 27t
Y = ——mrplUy—= — 6.11
5 0o w °T, <COS Ta> ( )
op 27 27t
Uo _ ~ .
Sy = T :cpaTa <C05 Ta> (6.12)

La sensibilité S;a a un comportement différent. Puisque dans ce cas il faut dériver
par rapport au parametre Ty, une somme de cosinus et de sinus apparait, ce qui
explique pourquoi la sensibilité Sg“ est décalée par rapport aux deux autres sensi-

bilités de la pression (voir la figure 6.7)

Spe = (6.13)

~zrpalUy= | = sih — — cos —

2 (27wt . 27t 27t
T2\ T, T, T,

a7,

En particulier, on voit que cette sensibilité a une amplitude d’oscillation croissante

a cause de la présence de t devant le sinus.

6.4.2 Sensibilité de la vitesse

Sur la figure 6.7 nous avons montré 1'évolution avec le temps des sensibilités de la
vitesse en un point. Il est également intéressant de voir leur distribution spatiale.
Nous donnons donc & la figure 6.8 les contours de valeur constante pour les vitesses

u et v et leurs sensibilités aux trois parametres «, T, et Uy. Les contours correspon-
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Figure 6.8 Isovaleurs pour la vitesse et les sensibilités de la vitesse a ¢ = 10
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dant & dix valeurs entre le minimum et le maximum pour chacune des variables
sont tracés. Le temps de la figure est ¢ = 10, ce qui nous situe (selon la figure 6.7)

dans la période ol les sensibilités S, sont presque nulles.

On observe que dans ce cas (& t = 10) les solutions pour I’écoulement et pour les

sensibilités sont symétriques.

Parmi les trois paramétres, la sensibilité & Uy a la structure la plus “riche”. Changer
la valeur de ce parameétre revient & modifier le nombre de Reynolds de I'écoulement.
Les contours de SU° représentent des ilots de valeurs positive ou négative en al-
ternance (malheureusement, on n’a pas pu montrer cela sur les graphiques). On
reconnait dans leur structure les tourbillons de I’écoulement. Une augmentation
de Uy (c’est-a-dire du nombre de Reynolds) fait augmenter leur intensit¢ en rap-
prochant en méme temps les tourbillons vers la ligne centrale du sillage ( I'epaiseur

du sillage diminue).

On remarque également que les sensibilités aux parametres Uy et « ont une struc-
ture semblable dans le sens ou pour les deux parametres, I'effet d’une perturbation
est ressenti surtout dans le sillage en aval de I'obstacle. Ceci est normal étant
donné que ces deux parametres contrélent la vitesse de I’écoulement — Uy, 1a valeur

moyenne et «, Pamplitude d’oscillation de I’écoulement amont.

Finalement, la distribution de la sensibilité au parametre 7, est différente des deux
autres. Ce parametre a beaucoup plus d’influence sur I’écoulement dans la zone

proche autour de l'obstacle que dans son sillage.
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6.5 Application des sensibilités

Comme avec ’équation de conduction, nous pouvons nous servir des sensibilités
pour faire une analyse d’incertitude ou pour calculer des solutions voisines. Nous
allons nous limiter dans cette section & étudier I'effet de deux des trois paramétres
présentés jusqu’ici, notamment la vitesse moyenne Uy et 'amplitude de I’oscillation

(o8

6.5.1 Amnalyse d’incertitude

A titre d’exemple on suppose que la vitesse Uy est connue avec une marge d’incerti-
tude de 2%, et I'amplitude de pulsation ¢, avec une marge d’incertitude de 5%.
Pour savoir dans quelle plage varie la solution pour I’écoulement dans ce cas, il suffit
d’utiliser le développement de Taylor au premier ordre comme nous I'avons fait avec
la température. Tout de méme, & la différence de ce qui a été fait précédemment, ici
nous allons varier les paramétres un a la fois. Ainsi, on obtient pour les estimation

des marges d’incertitude sur les vitesses :

o pour a = 0.4+ 5% a=04+0.02,

u(x,t) € u(x, t;a = 0.4) £ Au, Au=0.02 x |Sy| (6.14)

v(x,t) € v(x,t;a = 0.4) £ Av, Av=0.02 x |S]]; (6.15)

e pour Uy =14+2%U; =14 0.02,

u(x,t) € u(x,t; Uy =1) £ Au, Au=0.02 x |SYe) (6.16)

v(x,t) € v(x,t; Uy = 1)+ Av, Av=0.02 x |S|. (6.17)
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Les figures 6.9 et 6.10 montrent ces résultats en deux points de mesure. D’abord,
le point (x = 2,y = 0), qui se trouve sur Iaxe de symétrie de I'obstacle. Nous
avons décidé d’utiliser également un deuxieme point (z = 2,y = —0.7), déplacé
verticalement par rapport au premier, afin de pouvoir mieux juger de la marge
d’incertitude sur la vitesse v (qui n’est pas nulle en ce point). Notons aussi, qu’a
la différence des résultats présentés précédemment, aux figures 6.9 et 6.10 le signal
est montré jusqu’au temps ¢ = 36 (pendant neuf périodes T, au lieu de six). Notre
but est de voir ce qui arrive avec les prédictions des sensibilités quand I’écoulement

subit une transition et ne se trouve plus dans un état périodique établi.

On observe que jusqu’au temps ¢ = 20 (et méme plus loin pour la vitesse u), les
plages de variation des vitesses dues a l'incertitude sur n’importe quel des deux
parametres, sont tres serrées. Ceci correspond a l'intervalle de temps ou le com-
portement de ’écoulement est périodique et dicté par la pulsation de I’écoulement

a entrée.

Apres ¢ = 20, les plages de variation s’élargissent, ce qui indique que ’écoulement
devient plus sensible. Cette augmentaion d’incertitude sur les vitesses est modérée
pour le parametre « et beaucoup plus forte pour Uy, ce qui montre que I'écoulement
devient trés sensible & ce parametre. Pour ¢ > 30, les plages de variation de
la vitesse pour une incertitude de 2% sur Uy sont méme telles que 1'on peut se
demander jusqu’a quel point elles sont représentatives du vrai comportement du

systeme.
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6.5.2 Calcul de solutions voisines

Afin de répondre & la question posée & la fin de la section précédente, nous avons
extrapolé les solutions voisines correspondant & une vitesse moyenne Uy augmentée
de 2% (Uy = 1.02), et 4 une amplitude d’oscillation o augmentée de 5% (o = 0.42).
Ces extrapolations & I'aide des sensibilités sont comparées aux vraies solutions pour
ces valeurs des parametres aux figures 6.11 et 6.12. De nouveau, les résultats aux
deux points de mesure (z = 2,y = 0) et (z = 2,y = —0.7) sont montrés pendant

neuf périodes T,.

On voit que, comme on pouvait s’attendre, les solutions extrapolées, pour « et pour
Uy, sont trés proches, méme superposées aux vraies solutions pendant I'intervalle
ot le comportement du systeme est dicté par I’écoulement pulsé (5 < ¢t < 25).
Pendant la période de transition, les solutions voisines obtenues pour le parametre
« s’éloignent légérement des vraies solutions mais leur forme est en général bien

approchée.

En ce qui concerne le parametre Uy, le comportement des vitesses, et surtout celui
de la vitesse v, est assez mal prédit. Ceci montre que 'extrapolation linéaire qui
fonctionne trés bien pendant les premiéres périodes de la simulation, n’est plus
valide lorsque 1’écoulement devient asymétrique. La sensibilité au parametre Uy
perd donc un peu de sa capacité de prédire le comportement de I’écoulement pour
des petites perturbations. Toutefois, une autre propriété intéressante de cette sen-
sibilité mérite d’étre retenue. Il s’agit du fait que le changement dans le comporte-
ment de la sensibilité S° (& la figure 6.7) est advenu beaucoup plus t6t et de fagon
beacoup plus marquée que dans I’écoulement. Cette sensibilité semble prédire la

transition dans I’écoulement vers un état asymétrique avec allée de Von Karman.
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Jusqu’ici nous avons présenté uniquement des solutions voisines en un point en

fonction du temps.

Il est possible également d’extrapoler des profils de vitesse a un temps donné. La
figure 6.13 donne les solutions voisines pour les profils de la vitesse transversale v
en trois positions : z = 2,4, 6. Ces solutions sont obtenues a I'aide de la sensibilité
SYo pour la méme perturbation de Uy que précédemment (AU, = 2%). Nous
montrons en parallele les solutions voisines & deux temps différents : en ¢; = 15, qui
correspond 3 un minimum de la pulsation & I’entrée, et en {3 = 17, qui correspond a
un maximum de la pulsation. On remarque qu’en général, les solutions extrapolées
au temps t5 sont meilleures (c’est-a-dire plus proches des vraies solutions) qu’au
temps t;. Ceci confirme une autre observation que nous pouvions faire lors de
I'analyse d’incertitude — sur la figure 6.10, on voit que les marges d’incertitude sur
la, vitesse sont plus importantes quand la vitesse u est dans son minimum. En ce
qui concerne la position en z des profils, on note que plus on s’éloigne de I'obstacle,
plus la solution voisine differe de la vraie solution. Ceci peut étre tout de méme

attribué a la taille insuffisante du domaine de calcul.
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CONCLUSION

En conclusion de ce mémoire, nous pouvons affirmer que les deux objectifs princi-
paux posés au début ont été atteints. D’abord, nous avons développé les équations
générales des sensibilités pour des problemes de conduction et d’écoulements vis-
queux laminaires dépendant du temps. Pour cela, nous avons suivi approche des
sensibilités continues, selon laquelle les équations pour les variables d’état (conduc-
tion ou Navier-Stokes) sont différentiées par rapport au parametre de design avant
d’étre discrétisées. Cette approche a I'avantage de traiter avec la méme aisance des

parametres de valeur et de forme.

Ensuite, nous avons implanté la résolution des ces équations instationnaires par la
méthode des éléments finis semi-discréte. Pour la discrétisation spatiale, nous avons
utilisé des éléments finis quadratiques. Pour la discrétisation temporelle, notre
choix s’est arrété sur le f-schéma, qui nous permet d’avoir un schéma d’intégration
en temps de premier ou de deuxiéme ordre selon la valeur de §. En ce qui concerne
la résolution des systémes d’équations algébriques, les techniques déja implantées

pour la résolution des équations stationnaires ont été utilisées.

Le code ainsi construit a été vérifé sur des problemes avec des solutions analy-
tiques. En effectuant un raffinement du maillage et du pas de temps synchronisé,
nous avons montré que ordre de précision observé est en accord avec la théorie.
Pour des éléments quadratiques, erreur diminue asymptotiquement en h?, Ierreur
temporelle est de premier ou de deuxiéme ordre en At selon le schéma d’intégration

utilisé.

Deux applications en régime instationnaire ont été présentées dans la suite. La

premiere étudiait la réponse thermique d’un matériau dont les propriétés physiques
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dépendent linéairement de la température. La seconde, concernait I’écoulement
instationnaire autour d’un obstacle carré immergé dans un écoulement pulsé. Dans

les deux cas, une analyse des sensibilités a été effectuée.

La contribution scientifique du présent mémoire se situe premierement dans I'exten-
sion & des problémes dépendant du temps du code d’éléments finis de Hétu (1],
Tlinca 1 et Turgeon [ jusqu’ici stationnaire. Deuxiémement, nous avons fait
un premier pas dans analyse de sensibilité pour des écoulements instationnaires.
Des études plus approfondies peuvent montrer d’autres applications intéréssantes
et pertinentes de cet outil. En ce qui concerne les améliorations possibles du code,
I'utilisation d’un schéma d’intégration en temps plus précis pour les équations de
’écoulement est souhaitable. Une adaptation du maillage & la solution instation-
naire (écoulement et sensibilités) serais aussi trés utile. Quant aux applications,

une suite logique de ce mémoire est 'application des sensibilités pour le controle

d’écoulements.
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DISCRETISATION SPATIALE DE LA FORMULATION FAIBLE
DES EQUATIONS DES SENSIBILITES POUR NAVIER-STOKES

M; 0 0 Su K+ /\71 Ko Cy
0 My O S, | + Ko Ko+ Ny Co
0o 0 0|35 cf G 0
Mll O 0 U ’Clll -+ Nll &2 0 U

0 M, 0| ||+ Ky, Kh+N, 0| | w
o 0 0]]|p 0 0 of]»

avec (M) Z/Qmﬁiuﬁb}gu , (Ma)iy = /ﬂpd)isv(bfv 4

(Mﬁ)ijZ/P'fﬁf" 7 (Mé)ijZ/Plfﬁf” I
Q Q

(Ki2)ij = (Ka1)ij = /Q Nagju % )

- [0

(Kol = /Q ” 8;;5 a(;,sjv . ua;sjv agfv |

= [ w208y = [
(K1)is = / 2#’855 aﬁ + M,agju %7 :

ags 06y 045 09}
X! = 9 =t J [ TS
(Kza)i /M Oy Oy T e B

#

— 7

2 3



N NV ¢Su
p (Z Wﬁ“) tr (Z ”k‘ﬁz) ?’
— k=1
. \
0
P (Zumﬁu> Yt (}: U’“(bv) ¢y i
k=1
/ . N : ¢i Su
p updy | +p ZSM(ﬁk ¢
1
() oot )) B
o=
(PI uk¢u ( Sup Pk ) : b7 +
=1
/ = v - a Z
p ZU/@‘% Z oy e
k=1 k=
o¢3
coi=- [ 2o (e / ,
FN
= [ - [ TEe (R /MS

S~

H
S~

H
S~
Mz

B
Il

2

??‘
§ »—-A

= |

dFN

104



