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RESUME

Cette thése traite du calcul de sensibilités en mécanique des fluides. Une sensibilité
représente le taux de variation d’une variable par rapport a un paramétre de design.
Dans le contexte de la mécanique des fluides, les sensibilités sont les dérivées des
variables de I’écoulement par rapport 4 un paramétre définissant le probléme. Les
équations permettant le calcul des sensibilités peuvent étre développées au niveau
continu ou discret. Dans ce travail, on opte pour I’approche continue qui consiste
a différentier les équations aux dérivées partielles de I'écoulement par rapport a un
paramétre de design pour générer les équations aux dérivées partielles des sensibilités.
Ces équations sont ensuite résolues numériquement par une méthode d’éléments finis

adaptative.

Le développement tout a fait général des équations aux dérivées partielles des sen-
sibilités constitue un point important de ce travail. Contrairement 4 ce que l'on
retrouve habituellement dans la littérature, on considére ici un paramétre de design
quelconque et on admet donc toutes les dépendances possibles et simultanées des
variables et coefficients face a ce paramétre. Le résultat net est une équation permet-

tant de traiter n'importe quel paramétre par la spécification des données appropriées.

Le traitement des conditions aux limites suit également une approche tout a fait
générale. Plus encore, on unifie le traitement des paramétres de valeur et de forme.
Un paramétre de forme affecte la géométrie alors que tous les autres paramétres se
classent dans la catégorie valeur. Le développement des conditions aux limites pour
un paramétre de forme a la particularité qu’il doit tenir compte de la variation de
la position du point d’application de la condition aux limites de I’écoulement. L’ap-
proche générale raméne un paramétre de valeur a un cas particulier d’'un paramétre

de forme général.
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Malgré l'effort de généralité, deux situations ne sont pas supportées i cause des
complications non résolues qu’elles engendrent. Il s’agit des conditions de Neumann
sur une frontiére affectée par un paramétre de forme de méme que les solutions

comportant des discontinuités.

Deux modéles d’écoulement sont considérés. Le premier correspond aux équations
de Navier-Stokes en régime laminaire, incluant le transfert de chaleur, la convection
naturelle et les fluides & propriétés physiques variables. Le deuxiéme est le modéle
de turbulence k — € standard combiné a des lois de paroi et conditions de tangence,
jamais traité auparavant par une approche de sensibilités continues. Pour assurer la
préservation de la positivité des variables de turbulence, on utilise la formulation en
variables logarithmiques qui correspond tout simplement a un changement de varia-
bles de calcul. Cette approche offre en plus des avantages au niveau de la robustesse

et de la précision numérique.

La résolution des équations aux dérivées partielles des sensibilités se fait par une
méthode d’éléments finis insérée dans un code de résolution d’écoulement existant.
L’approche de résolution des sensibilités est similiaire & celle de I’écoulement, avec
quelques ajustements pour profiter de la linéarité des équations des sensibilités. On
utilise ’élément de Crouzeix-Raviart, une construction des matrices élémentaires
par jacobien numérique et des techniques de stabilisation de type SUPG et GLS, au

besoin.

Afin de maximiser la précision numérique tout en limitant les ressources informa-
tiques requises, on applique une méthodologie de remaillage adaptatif. Avec cet al-
gorithme, on génére une séquence de maillages progressivement raffinés et adaptés
au probléme particulier traité par des concentrations locales d’éléments. La prédic-
tion des tailles élémentaires utilise I’estimation d’erreur obtenue par une technique

de projection locale par moindres carrés. La nouveauté ici consiste & ajouter une
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estimation d’erreur sur les sensibilités, permettant ainsi d’adapter le maillage non
seulement pour ’écoulement mais aussi pour toutes les sensibilités. Il en résulte un
contrdle de la qualité des solutions de I’écoulement et des sensibilités qui utilisent en
outre le méme maillage. Les applications numériques confirment I'excellente perfor-
mance de cette approche de remaillage adaptatif. Les résultats obtenus sont indépen-
dants du maillage et donc trés prés de la solution exacte. La méthodologie permet
non seulement d’atteindre des niveaux de précision élevés, mais en plus, elle permet

d’illustrer la convergence de la solution par rapport au maillage.

La vérification constitue une étape essentielle lorsqu’on utilise des méthodes nu-
mériques et particuliérement lorsqu’on développe un nouveau code, comme c’est le
cas ici. La résolution de problémes possédant une solution analytique permet de
telles vérifications rigoureuses. Les résultats présentés démontrent le bon fonction-
nement du code de calcul de sensibilités. On remarque également que le traitement
de paramétres de forme conduit a des solutions moins précises. D’autres vérifications
sont omniprésentes dans les diverses applications présentées : on compare I'extrapola-
tion de solutions voisines par les sensibilités au calcul de ces nouvelles solutions. Ceci
est équivalent & comparer le présent calcul de sensibilité & une sensibilité obtenue

par différence finie.

Les applications numériques couvrent une vaste gamme d’écoulements, de paramétres
de design et d’utilisations des sensibilités. On présente un probléme de convection
naturelle de sirop de mais et des écoulements dans un canal, autour d’un profil aéro-
dynamique et sur une plaque plane. Les paramétres traités comprennent la vitesse
d’entrée ou a l'infini, une condition aux limites en température, la position d’une
frontiére, des paramétres des propriétés physiques et les coefficients de fermeture du
modéle de turbulence et des lois de paroi. On illustre le potentiel et la réussite de

'utilisation des sensibilités pour accomplir efficacement diverses taches telles que le



@ -
design optimal, I’analyse de sensibilité, le calcul rapide de solutions voisines, 1'iden-

tification de zones sensibles ou de paramétres dominants et I’analyse d’incertitude.
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ABSTRACT

This thesis deals with sensitivity computations in fluid dynamics. A sensitivity ex-
presses the influence of a design parameter on a state variable. In the context of
fluid dynamics, flow sensitivities are simply the derivatives of the flow variables with
respect to a parameter defining the problem. Sensitivity equations are derived by
differentiating the flow equations with respect to the design parameter. This could
be done at the continuous level (the flow partial differential equations) or at the
discrete level (the discretized flow equations). In this thesis, we consider the contin-
uous approach : differentiation of the flow partial differential equations leeds to the
sensitivity partial differential equations which are then solved for the sensitivities

using a finite element method.

Typically, authors develop the sensitivity equations for a specific application or a
specific design parameter. Source terms are adjusted each time. Here we develop the
sensitivity equations in a general framework : we consider a generic parameter and
thus admit all possible simultaneous dependancies of the variables and coefficients
on this parameter. The net result is an equation that can treat all possible design pa-
rameters. The user specifies proper input data to produce the equation corresponding

to the specific parameter he wants to treat.

Boundary conditions are also treated in a general way, for any design parameter.
Moreover, the formulation unifies the treatment of value and shape parameters. By
definition, a shape parameter influences the geometry, whereas all other parame-
ters belong to the value category. This distinction is necessary because for shape
parameters the point of application of the flow boundary condition moves with the

parameter. However, the general formulation presented allows for both changes in



the boundary condition value and boundary position. Thus, value parameters are

simply treated as particular shape parameters with a zero boundary displacement.

Despite an effort put on the generality of the formulation, two situations are not
supported : discontinuities in the solution and Neumann boundary conditions for
shape parameters. These involve unresolved complications such as the need to get

accurate second derivatives of the flow solution.

Two flow models are considered. We first treat laminar flows modeled by the Navier-
Stokes equations including heat transfer, free convection and fluids with variable
properties. Turbulent flows are then considered, using the standard & — ¢ model
with wall functions and no-penetration conditions. No publication on the continuous
sensitivity equation method for this flow model has been found in the literature.
To preserve positivity of turbulence variables, we proceed to a change of dependent
variables leading to the formulation in logarithmic variables. This approach offers

other advantages such as robustness and increase in numerical accuracy.

A finite element method is used to solve both the flow and sensitivity equations.
The sensitivity solution algorithm has been implemented in an existing flow solver,
following a very similar structure. However, we take advantage of the linearity of
the sensitivity equations. Simulations all use the Crouzeix-Raviart finite element
and a numerical jacobian technique to construct elemental matrices. When needed,

stabilization techniques such as SUPG or GLS are used.

To maximize numerical accuracy for limited computer resources, we apply an adap-
tive remeshing algorithm. This strategy produces a sequence of meshes progressively
refined and well adapted to the specific solution at hands by local concentration
of nodes. Prediction of element sizes uses error estimations obtained by local least-

squares projections. The new feature here is that the adaptive algorithm takes into



account both the flow and sensitivity errors, allowing a quality control not only for
the flow solution but also for the sensitivity solution. Note that the flow and all sensi-
tivities use the same mesh. Numerical simulations confirm the excellent performance
of this adaptive remeshing algorithm. Flow and sensitivity results are grid indepen-
dent et thus numerically very accurate. Not only does the methodology produce

accurate solution, but it also illustrates grid convergence of the results.

Verification is essential when dealing with numerical methods and even more when
developing a new code, as is the case here. One way to perform rigorous verifications
is to solve a problem possessing a closed-form solution. Results presented for such
problems verify the sensitivity code. These results also illustrate that the treatment
of shape parameters leeds to less accurate sensitivities than for value parameters.
Another kind of verification may be found in the thesis : we compare extrapolations
of nearby solutions using the sensitivities to the flow solutions computed at the
nearby values of the parameters. This is equivalent to comparing our sensitivity

computation to a sensitivity computed by a finite difference.

Numerical applications cover a wide range of flows, design parameters and uses of the
sensitivities. Flows in a channel, around an aerodynamic airfoil and over a flat plate
are presented. We also study free convection of corn syrup. Parameters studied in-
clude inlet or free stream velocity, boundary condition on the temperature, boundary
position, parameters describing the fluid properties, and closure coefficients of the
turbulence model and wall functions. We illustrate the potential and success of using
sensitivities to perform efficiently different tasks such as optimal design, sensitivity
analysis, fast computation of nearby solutions, identification of dominant parameters

or sensitive zones, and uncertainty analysis.
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INTRODUCTION

L’étude de la mécanique des fluides pour des problémes d’ingénierie a déja un long
historique. Comme toute bonne science, ses premiers pas ont d’abord été sous forme
d’observations expérimentales qui ont éventuellement conduit a I'élaboration de mo-
déles mathématiques. Les études expérimentales combinées a I’expérience accumulée
des scientifiques et ingénieurs ont longtemps constitué les fondements des études et
conceptions en mécanique des fluides. Les modéles mathématiques, bien que dévelop-
pés depuis de nombreuses années, n’ont pu étre mis a plein profit pour des raisons
de complexité : il existe en effet bien peu de problémes qui soient résolvables ana-
lytiquement et encore moins qui soient en plus d’intérét pratique. Ces modéles ont
trouvé un second souffie avec ’arrivée de I’ére informatique. On assista alors a I'éclo-
sion d’un nouveau joueur en mécanique des fluides : la simulation numérique. Avec
la puissance actuelle des ordinateurs modernes, la mécanique des fluides assistée par
ordinateur ou CFD (Computational Fluid Dynamics) s’impose non seulement comme
une alternative aux études expérimentales, mais aussi comme un outil d’analyse de-
venu essentiel. On arrive aujourd’hui a résoudre des problémes trés complexes a coiits
moindres que I’expérimental. La simulation numérique ne se veut cependant pas un

substitut absolu a I’expérimentation, mais un complément efficace.

Les premiéres études numériques se sont concentrées sur le probléme d’analyse, c’est-
a-dire la prédiction d’un écoulement pour des conditions de fonctionnement données
(géométrie, modéle mathématique, conditions aux frontiéres,...). Ces méthodes ont
maintenant atteint un niveau de maturité considérable. La suite logique, évidemment
beaucoup plus récente, est de passer du probléme d’analyse au probléme de design.
Une approche classique et efficace consiste a utiliser les techniques d’optimisation

basées sur les gradients. Typiquement, ces techniques requiérent, a une valeur donnée
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des paramétres de design, I'évaluation de la fonction objectif & optimiser ainsi que
son gradient. La clé est alors de déterminer ces dérivées de la fonction par rapport

aux paramétres de design.

Dans ce contexte de design optimal, les sensibilités présentent un attrait indéniable.
Une sensibilité exprime justement le taux de variation d’une variable de la solution
par rapport & un paramétre. Elle peut en outre étre utilisée directement pour le
calcul du gradient d’une fonction objectif. Cette approche n’est cependant pas la
seule possible. En fait, deux approches se sont particuliérement imposées dans cette
quéte du gradient : les méthodes de variables adjointes et les méthodes de sensibilités.

Ces deux techniques sont comparées en détails au chapitre 1.

La méthode retenue pour le présent projet est celle des sensibilités. Ce choix est
principalement basé sur la vaste gamme d’utilisations potentielles des sensibilités,
outre le design optimal, par comparaison aux variables adjointes. A titre d’exemple,
les sensibilités peuvent étre utilisées pour du calcul de solutions voisines, de I’analyse
d’incertitude, de I'identification de paramétres dominants ou de zones sensibles, etc.
Les applications présentées tenteront de couvrir ces diverses possibilités offertes par
les sensibilités. Notons enfin que les équations des sensibilités sont formulées dans le
continu, soit au niveau des équations aux dérivées partielles, par opposition i une

approche discréte. Simplicité et souplesse ont motivé ce choix.

Le projet est donc consacré au calcul de sensibilités en mécanique des fluides, sui-
vant la méthode de 1’équation des sensibilités, soit I’approche continue. Les écoule-
ments laminaires et turbulents sont tous deux considérés. Dans le cas turbulent,
le modéle k — € standard avec lois de parois est utilisé. La formulation implantée
conserve un maximum de généralité, permettant le traitement de n’importe quel
paramétre. Par exemple, il peut s’agir d’'un paramétre explicite tel qu’une propriété

hysique (la viscosité, la masse volumique,...), d’'un paramétre entrant dans une
? q b b p



condition aux frontiéres (la vitesse d’entrée, la température d’une paroi,...), d’'un
terme source ou d’une charge, d’'une quantité controlant la forme du domaine, etc.
On prend habituellement soin de faire la distinction entre les paramétres de valeur
et les paramétres de forme. Cette distinction est nécessaire dans la mesure ou leur
traitement est différent. On entend par paramétre de forme un paramétre qui affecte
la géométrie du domaine de calcul. Ce cas exige des considérations particuliéres. Les
autres parameétres sont associés a la catégorie valeur. Ici, on adopte une formulation

unifiée permettant le traitement de ces deux types de paramétres.

L’utilisation d’'une méthode numérique implique la présence d’erreurs de discrétisa-
tion. Le calcul de I’écoulement et celui des sensibilités sont entachés d’erreur. L’élimi-
nation compléte de ces erreurs est impossible, mais on peut a tout le moins les con-
troler. Les méthodes adaptatives constituent un outil trés puissant en ce sens. Dans ce
projet, on utilise une méthode d’éléments finis adaptative utilisant une technique de
projection locale pour I'estimation d’erreur. L’algorithme adaptatif tient compte non
seulement des erreurs de I'écoulement mais aussi de celles des sensibilités. L’accent est
constamment mis sur ['obtention de solutions numériques précises et la démonstra-
tion de cette précision par des études systématiques de raffinement de maillage. Des
exercices de vérification et de validation tels que suggérés par Roache [1] sont un

élément important de la démarche suivie.

La thése est structurée de la fagon suivante. D’abord, au chapitre 1, une revue bi-
bliographique permet d’illustrer les réalisations antérieures et les diverses voies en-
visageables. En particulier, on y compare les méthodes de variables adjointes et de
sensibilités pour justifier le choix de cette derniére. Les avantages et difficultés y
sont discutés. Le chapitre 2 traite du cas spécifique de I'application de la métho-
de des sensibilités aux équations de Navier-Stokes en régime laminaire. Le cas des

écoulements turbulents fait 'objet du chapitre suivant. Au chapitre 4, I’algorithme



adaptatif appliqué au calcul de sensibilités est présenté. Des vérifications et applica-
tions en régime laminaire (chapitre 5) puis turbulent (chapitre 6) illustrent la grande
versatilité des sensibilités et le bon fonctionnement de la méthodologie implantée.
Evidemment, le tout se termine par des conclusions et une ouverture vers des travaux

futurs.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Afin de bien situer la position du projet mené dans I’état actuel des recherches, il
s’avere essentiel de débuter par une revue bibliographique. Ce chapitre est principale-
ment axé sur la comparaison entre les deux méthodes rivales les plus populaires en
design optimal : le calcul de sensibilités et les méthodes adjointes. On y confronte en
outre diverses variantes de ces méthodes, ce qui permet une justification du choix de
la méthode retenue, soit la méthode de I'équation des sensibilités. On ouvre aussi une
parenthése sur le cas particulier de I'optimisation de forme qui pose des difficultés
particuliéres. Un recensement d’utilisations antérieures permet ensuite d’identifier
des filons exploitables menant & une contribution originale. Finalement, les objectifs

spécifiques du projet sont énoncés.

1.1 Introduction

L’optimisation n’est pas le but ultime du présent travail, mais elle constitue une
bonne fagon de faire ressortir le probléme plus général du calcul de sensibilités.

Introduisons certaines notations a I'aide d’'un probléme type en design optimal :

Trouver a qui minimise F(X; a) (L1)
1
sujet A G(X;a)=0

oi X est le vecteur des variables dépendantes (ou variables d’état ou simplement
P p

états), a est le vecteur des paramétres de design (aussi appelés controles dans un



contexte de controle optimal), F' est une fonction objectif (ou fonction coiit ou fonc-
tionnelle) & minimiser et G représente les contraintes (ou équations d’état). Par
exemple, dans le cas d’un probléme discret en mécanique des fluides, X représente
les valeurs nodales de la pression et de la vitesse et les contraintes G correspondent
a la discrétisation des équations de Navier-Stokes et de continuité. En présence de
ny variables, on compte également nx contraintes. Ainsi, pour des paramétres de
design donnés, la résolution des contraintes G donne les états X. Afin d’expliciter

la dépendance de ces états face aux paramétres de design, on note :
X = X(a) (1.2)

La fonction objectif ne dépend donc que des n, paramétres de design (méme si cette

dépendance est en fait implicite) et on utilise la notation suivante :
F(a) = F(X(a); a) (1.3)

On peut voir le design optimal comme une forme particuliére d’optimisation pour

laquelle on a un vecteur réduit de parameétres sur lesquels on peut agir.

Voyons briévement les diverses formulations utilisées en design optimal de méme que

les diverses techniques d’optimisation.

1.1.1 Formulations en design optimal

On distingue plusieurs formulations en design optimal. Frank et Shubin 2] les passent
en revue. La premiére formulation consiste a considérer le probléme d’optimisation
dans son ensemble, avec les contraintes. On résout simultanément les variables dépen-

dantes X et les paramétres de design a@. Le respect des contraintes n’est alors atteint



qu’a la convergence de I'algorithme d’optimisation et non lors d’états intermédiaires.
C’est la méthode dite tout couplé. Dans la littérature anglaise on parle de méthode

one-shot ou all-at-once.

La deuxiéme formulation est celle de type boite noire. Cette approche plus populaire
utilise les contraintes G(X;a) = 0 pour déterminer la dépendance implicite de X
par rapport 4 a. On a ainsi X = X (a). Le probléme d’optimisation se raméne donc
a:

Trouver a
(1.4)

qui minimise F(a) = F(X(a); a)

Cette derniére expression ne contient plus de contraintes et les seules variables a
résoudre sont a. On calcule séparément les états X en résolvant les contraintes pour

une valeur donnée de a.

La formulation de type boite noire posséde 'avantage de permettre de découpler le
code d’optimisation du code d’analyse (qui résout les contraintes). L’implantation est
donc plus simple. Avec la formulation tout couplé, le code d’analyse n’est pas isolé.
Par contre, cette derniére formulation requiert en général un moins grand nombre de
résolutions des contraintes, d’oli une économie potentiellement significative. C'est le
cas des problémes ou les contraintes forment un trés gros systéme dont la résolution
constitue 1'étape la plus colteuse. On présentera dans les sections suivantes des

exemples de méthodes utilisant ces formulations.

1.1.2 Techniques d’optimisation

On distingue enfin les diverses techniques d’optimisation selon le type d’information

qu’elles utilisent afin de converger vers un optimum. Une technique d’ordre zéro



ne nécessite que I'évaluation de la fonction objectif. Cette technique est donc trés
simple 4 implanter, mais le prix & payer peut étre prohibitif. En effet, elle requiert
un trés grand nombre d’évaluations des états i.e. de résolutions des contraintes. Une
technique d’ordre un requiert pour sa part I’évaluation du gradient de la fonction
en plus de la fonction elle-méme. Cette évaluation de gradient est plus complexe
mais globalement on obtient un algorithme plus efficace et surtout moins coiiteux
en terme de temps de calcul. Enfin, I'étape logique suivante est d’utiliser en plus les
dérivées secondes. On parle alors de techniques d’ordre deux, dont la plus connue est

la méthode de Newton.

Les algorithmes d’optimisation efficaces (d’ordre un ou deux) utilisent donc au mini-
mum le gradient de la fonction & minimiser. L’intérét pour des méthodes robustes et
efficaces d’estimation de gradient est donc trés marqué. Dans les sections suivantes,
on présente trois méthodes de calcul du gradient de la fonction objectif : différences
finies, méthode des sensibilités et méthode des variables adjointes. Un lecteur in-
téressé trouvera une présentation et une comparaison des méthodes relativement

détaillées dans [3,4] et moins complétes dans |5, 6).

1.2 Différences finies

La méthode la plus simple & implanter pour déterminer le gradient d’une fonction
objectif est d’effectuer une différence finie. On connait en un point de design donné le
vecteur des parameétres a (dont les composantes sont a;), les états X et la fonction F.
Les paramétres a; sont successivement perturbés d’une petite quantité et on recalcule
les états associés a ces nouveaux parameétres. Les dérivées partielles F /8a; peuvent
donc étre évaluées par une différence finie. Si on désire une différence centrée plus

précise, deux perturbations sont nécessaires.



Le charme de cette méthode réside dans son implantation tout simplement triviale. 11
s'agit d’une méthode de type boite noire ne nécessitant aucune modification au code
d’analyse. Par contre, elle nécessite n, résolutions supplémentaires du systéme des
contraintes (et méme 2n, avec une difféerence centrée). Typiquement, la résolution
des contraintes (par exemple, une résolution des équations de Navier-Stokes pour
un écoulement) est I'étape la plus coiiteuse. Il faut donc en minimiser la fréquence
d’appel. Ainsi, ’approche par différences finies n’est pas trés avantageuse du point de
vue du temps de calcul. De plus, le choix de la perturbation n’est pas si simple. Une
perturbation trop grande produit des dérivées imprécises alors qu’une perturbation
trop faible conduit & des erreurs numériques de troncature dues a la représentation

informatique des nombres (nombre fini de décimales).

1.3 Meéthode des sensibilités

On présente dans cette section quelques variantes d’'une autre approche permet-
tant 1’évaluation des dérivées premiéres d’une fonction objectif par rapport aux
paramétres de design. Il s’agit de la méthode des sensibilités. On y porte une at-

tention particuliére puisqu'il s’agit de la méthode retenue pour le présent projet.

1.3.1 Généralités

L’objectif est de déterminer le gradient de la fonction objectif

F(a) = F(X(a); a) (1.5)
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ol les dépendances implicites de X par rapport 4 a sont données par les équations

d’état (les contraintes) :
G(X;a)=0 (1.6)

On se place donc dans un contexte de méthode de type boite noire. Pour simpli-
fier, on considére pour l'instant un systéme discret. Les dérivées premiéres de la
fonction objectif par rapport aux parameétres de design s’obtiennent simplement en

différentiant la fonction objectif, selon le théoréme des fonctions implicites :

_dF _9F 9FdX

=% —9a T 9X da (L7)

VF
La notation utilisée est plutot symbolique que rigoureuse et ce dans le but d’illustrer
simplement les opérations et les termes impliqués. Les dérivées explicites F/0a et
OF/0X sont généralement faciles a calculer puisque F est directement exprimée en
termes de X et a. Par contre, le terme d X /da est inconnu pour I'instant. On I’appelle
senstbilité : la dérivée premiére des états par rapport aux paramétres. Elle exprime
comment la solution (états) varie lorsque le parameétre est légérement perturbé autour
de sa valeur courante. Le probléme du calcul du gradient d’une fonction objectif est

donc transformé en un probléme de calcul de sensibilités.

Pour obtenir les sensibilités, il faut générer et résoudre les équations des sensibilités.
Ces équations s’obtiennent tout simplement en différentiant les équations d’état par
rapport au paramétre considéré. Un dilemme se pose alors dans le cas des équations
continues, c’est-a-dire des équations différentielles de dimension infinie (au lieu d’un
systéme discret de dimension finie). La solution exacte s’obtient de la résolution des
équations différentielles d’état alors que les sensibilités exactes s’obtiennent des équa-
tions différentielles obtenues en différentiant les équations d’état. Or dans les deux

cas, il est habituellement impossible de trouver les solutions analytiques, de sorte
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qu’on doit utiliser des méthodes numeériques et introduire une certaine approxima-
tion. Deux choix s’offrent alors pour le positionnement de I’approximation numérique,
c'est-a-dire la discrétisation : différentier les équations aux dérivées partielles puis
discrétiser ou discrétiser les équations aux dérivées partielles puis différentier. Ces

deux possibilités sont traitées dans les deux prochaines sous-sections puis comparées.

1.3.2 Sensibilités discrétes

La premiére technique de calcul de sensibilités procéde d’abord i la discrétisation et
a la résolution des équations d’état. Ensuite, on génére les équations discrétes des
sensibilités en différentiant les équations d’état discrétes par rapport aux parameétres.
La résolution de ce dernier systéme donne les sensibilités des valeurs nodales des
états. On parle alors de sensibilités discrétes. Evidemment, cette approche est la seule
envisageable dans le cas d’un probléme formulé dans le milieu discret. Ainsi, suivant
la notation utilisée jusqu’a présent, les états discrets s’obtiennent de la résolution des
équations discrétes (1.6) alors que le systéme d’équations linéaires des sensibilités

s'obtient par différentiation de ces équations d’états :

dG(X(a);a)

- =0 (1.8)
0G 0GdX
9a Tox da = ° (1.9)
0G dX 0G
39X da - da (1.10)

Par exemple, pour un systéme i un seul paramétre a;, deux variables X; et X,

et donc deux contraintes G, et G, on doit résoudre le systéme suivant pour les
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sensibilités :
9G, 8Gy ax; _9G,
X, 8Xa da) = day (1 11)
3G, 8Gy 13,61 _9G;
ax, X2 day da,

Lorsque plusieurs paramétres entrent en jeu, on génére un systéme (1.11) pour chaque

paramétre.

1.3.3 Sensibilités continues discrétisées

Une alternative de calcul de sensibilités consiste a développer les équations différen-
tielles des sensibilités en différentiant les équations différentielles d’état (les con-
traintes) par rapport aux paramétres. On discrétise ensuite (séparément) ces deux
systémes différentiels pour obtenir une solution numérique. On parle ici de sensibili-
tés discrétisées ou de la méthode de I'équation des sensibilités. Quelques références
utiles en mécanique des fluides se trouvent dans [7-9|. L’ordre des opérations différen-
tiation et discrétisation est donc inversé par rapport i la méthode des sensibilités
discrétes. Notons que de facon générale, ces opérations ne commutent pas de sorte
que les résultats sont différents. Dans le cas trés particulier d’'un paramétre de valeur,
avec maiilage indépendant du parameétre et utilisant une méthode d’éléments finis
de type Galerkin sans artifice de stabilisation numérique, Burkardt [9] montre que la
méthode de I’équation des sensibilités conduit au méme systéme algébrique que celui
obtenu avec la méthode des sensibilités discrétes pour les équations de Navier-Stokes.

Dans les deux cas, on obtient une approximation des sensibilités exactes.

A titre d’exemple, considérons une équation scalaire de convection-diffusion-réaction
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(tirée de [3]) :

K

—V-(BV¢) +u-Vo+6° =D ougi(z,y) dans Q (1.12)
k=1

¢=0 sur T (1.13)

oit I est la frontiére du domaine bidimensionnel Q. Les fonctions §(z,y), u(z,y)
et gi(z,y) sont supposées connues. La variable dépendante (variable d’état) est ¢
et les paramétres de design sont aj. L’équation différentielle des sensibilités et les
conditions aux frontiéres associées s’obtiennent en différentiant (1.12) et (1.13) par

rapport aux paramétres :

~V - (Vi) +u-Vor +3¢*¢r =g dans Q, k=1,...K (1.14)
¢ =0 sur T (1.15)

ou ¢y est la sensibilité de ¢ par rapport a a4 :

b = 20 (1.16)

- Bak

Il y a une équation différentielle par paramétre.

Dans un contexte d’optimisation, on doit minimiser une fonctionnelle. Prenons com-

me exemple la fonctionnelle suivante :

K

F= % /9 (¢ — $)%d2 + gZ(ak)2 (1.17)

k=1

qui exprime l'objectif de s’approcher le plus prés possible d’une solution prescrite

¢. Le second terme est une pénalisation pour éviter des contrdles excessifs. Les
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composantes du gradient de F pour ce probléme type sont alors :

9

o =dap + L((f) - é)‘bk ds, k=1,.. K (1.18)

1.3.4 Comparaisons

On est maintenant en droit de se demander laquelle des deux options précédentes,
sensibilités discrétes ou sensibilités discrétisées, est la plus appropriée dans notre cas.
Voyons d’un peu plus prés les avantages et inconvénients relatifs de ces méthodes de

calcul de sensibilités.

Un premier point est 'interprétation des dérivées (sensibilités) obtenues. Dans les
deux cas, on n’obtient pas les sensibilités exactes du probléme continu : il faut a
un moment ou un autre introduire une certaine forme d’approximation. Les sen-
sibilités discrétes donnent les sensibilités eractes du probléme discret, soit le taux
de variation de la solution discréte par rapport 4 un paramétre. En ce sens, on dit
que les dérivées obtenues sont consistantes. Les sensibilités discrétisées donnent pour
leur part une approximation des sensibilités exactes. Cependant, ce ne sont pas de
vraies sensibilités, au sens strict du terme, dans la mesure ou elles ne représentent
pas la dérivée exacte de quoi que ce soit. Ces dérivées sont dites inconsistantes. Un
exemple de danger potentiel de cette inconsistance est dans le cadre d’une optimi-
sation utilisant un algorithme sensible aux imprécisions du gradient. Supposons par
exemple qu’'on obtienne avec les sensibilités un gradient de la fonction objectif de
—0.1 alors qu’en fait la solution discréte croit dans cette direction (par exemple,
un gradient discret de +0.1). L’algorithme d’optimisation, en quéte d’'un minimum,
cherche alors un nouveau point candidat dans la mauvaise direction. Constatant que
la fonction objectif est plus élevée & ce nouveau point, peu importe le pas, ’algo-

rithme devra s’arréter, ne pouvant converger davantage. L’'impact de cette lacune
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peut étre minimisé. En effet, la méthode de I’équation des sensibilités peut fournir
des gradients asymptotiquement consistants, c’est-a-dire que les gradients obtenus
selon les deux techniques tendent tous les deux vers les gradients exacts |7, 10, 11].
La méthode de I’équation des sensibilités combinée 4 un algorithme d’optimisation

robuste comme BFGS/intervalle de confiance fonctionne alors trés bien.

Comme autre point de comparaison, la différentiation des équations par rapport
aux parameétres de design est beaucoup plus simple dans le cas des sensibilités dis-
crétisées. Il suffit de différentier 1’équation différentielle. Dans le cas discret, cette
différentiation peut étre beaucoup plus ardue. Par exemple, si le maillage varie avec
le paramétre, comme dans le cas d’optimisation de forme, il faut exprimer la dépen-
dance du maillage par rapport a ce parameétre et en plus différentier ces termes. Cette
contrainte rend presque impossible l'utilisation de maillages non structurés adapta-
tifs. L’utilisation de facilitateurs numériques, tel que les techniques de stabilisation
avec upwinding, constitue un autre exemple de complication pour la différentiation
des équations discrétes. Notons que le systéme d’équations discrétes peut étre dif-
férentié a la main ou en utilisant des outils de différentiation automatique tel que
ADIFOR |[12,13], ce qui peut réduire la charge de travail. Ces problémes de dif-
ferentiation sont évités avec la méthode de 1’équation des sensibilités. D’ailleurs, les
sensibilités par rapport au maillage ou aux artifices mathématiques n’ont rien de

physique.

Comme dernier point, mentionnons que la méthode de I’équation des sensibilités
offre en plus la possibilité d’utiliser des maillages et schémas numériques différents
pour la résolution du probléme d’analyse et de celui des sensibilités. Cela permet un
plus grand contrdle et augmente le potentiel de précision numérique. Dans le cas des
sensibilités discrétes, ces derniéres découlent directement du choix de la discrétisation

des variables d’état.
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Globalement, la méthode de I'équation des sensibilités est plus simple et plus écono-
mique tout en conservant un potentiel de grande précision. On privilégie donc cette
approche, au détriment des sensibilités discrétes. Voyons maintenant son compéti-

teur : les méthodes adjointes.

1.4 Meéthode des variables adjointes

La section précédente s’est penchée sur les méthodes basées sur le calcul des sensi-
bilités. Une autre approche trés populaire en optimisation ou pour I’évaluation de la
dérivée d’une fonctionnelle est celle utilisant les variables adjointes. Cette derniére
méthode fait 'objet de la présente section. On trouvera dans [14-17] des détails
théoriques de cette méthode appliquée a la mécanique des fluides. A la section sui-

vante, les méthodes de sensibilités et de variables adjointes seront comparées et

confrontées.

L’approche par variables adjointes est une approche de multiplicateurs de Lagrange
pour des problémes d’optimisation sous contraintes. On introduit la variable adjointe

(multiplicateur de Lagrange) £ et on définit le lagrangien
L(X;a;§) = F(X;a)- <§,G(X;a) > (1.19)

ou < -, - > représente un produit scalaire. Dans le cas discret, il s’agit du produit de

deux vecteurs :

£-G ou £'G (1.20)
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alors que dans le cas continu on a plutét une intégrale :

/QEGdQ ou /QC-GdQ (1.21)

ou & est une fonction scalaire de (z,y), ou un vecteur £(z,y) s’il y a plusieurs équa-

tions différentielles d’état. De facon symbolique, on utilisera la notation générale :
L=F-¢G (1.22)

Tout comme dans le cas des sensibilités, on peut formuler le probléme discret avant
d’introduire des variables adjointes discrétes ou formuler le probléme dans le continu

et ne discrétiser qu’a la fin les équations d’état et des variables adjointes.

Le probléme d’optimisation consiste maintenant a trouver les états X, les controles
a et les variables adjointes € qui extrémisent L. Ce nouveau probléme d’optimisation
ne contient plus de contraintes et X est considéré indépendant de a. Pour ce faire,
on annule les premiéres variations de L par rapport 4 X, a et &, ce qui donne
symboliquement :

Variation par rapport 4 X : (— équations adjointes)

oG oF

ﬁf =3 (1.23)
Variation par rapport 4 a : (— condition d’optimalité)
oG oF
2" 3 = 0 (1.24)

Variation par rapport 4 £ : (— équations d’état)

G=0 (1.25)
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Reprenons I’exemple continu de la section 1.3.3. L'annulation des premiéres varia-
tions de L donne, aprés quelques manipulations (dont des intégrations par parties) :

Equation adjointe :
—V-(BVE)+V - (uf) +3¢°€ =¢—¢ dans Q et £€=0 sur T (1.26)
Condition d’optimalité :

Jak = —/fgk dQ, k= 1, ,K (127)
0

Equation d’état :

K
-V - (V) +u-Vo+¢° = Eakgk(z, y) dans Q et ¢ =0 sur ' (1.28)
k=1
Les détails du développement de trouvent dans [3]. Rappelons qu’ici la variable d’état

est ¢, les contrdles sont oy et la variable adjointe est §.

La résolution de ce systéme d’équations peut étre abordée de diverses fagons. Une
résolution simultanée de toutes les équations conduit a une formulation tout couplé
(one-shot) telle que définie A la section 1.1. Une autre approche consiste a résoudre
de fagon séquentielle ces trois systémes et a itérer. Le résultat net est alors équivalent
a un algorithme d’optimisation de type steepest descent qui est plutét lent [3]. Enfin,
on peut résoudre 1’équation d’état puis I’équation des variables adjointes et se servir
de cette solution pour déterminer le gradient de la fonctionnelle. On applique alors
un algorithme d’optimisation efficace identique & celui utilisé avec les sensibilités.
Dans le reste de ce chapitre, on considére uniquement cette derniére approche de

résolution.

Voyons maintenant comment récupérer le gradient de la fonctionnelle objectif a partir
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des variables adjointes. A une étape intermédiaire des itérations, soit 4 un a donné,
la solution X des équations d’état (1.25) et la solution € des équations adjointes
(1.23) sont calculées. En combinant I’expression du gradient de la fonction objectif

(tel que développé pour les sensibilités)

dF OJF dX OF

da ~9Xda ' 2a (1.29)
avec la solution des équations adjointes (1.23), on obtient :
dX OF
dF _ (9G dX (1.30)

da "0X da = da
Enfin, en utilisant I’équation des sensibilités (1.10) on obtient I’expression finale :

dF 3G  OF

Za - %3t 7a (1.31)

Cette notation est plus appropriée pour la résolution d’un probléme discret mais
elle convient bien pour expliquer la démarche a suivre dans le cas continu qui est
un peu plus complexe. Dans le cas particulier de notre exemple, le gradient de la

fonctionnelle s’obtient de I'expression suivante :

97 _ 6ak+/£gkdﬂ, k=1,...K (1.32)
Jay Q

Notons enfin que tout comme dans le cas des sensibilités, I’ordre de discrétisation
et de développement des équations adjointes génére des gradients différents, avec le

méme probléme au niveau de leur consistance.
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1.5 Sensibilités vs variables adjointes

On est maintenant en mesure d’évaluer et de comparer les avantages des méthodes
de sensibilités et de variables adjointes dans le but de justifier le choix final. La
comparaison se concentre principalement sur la méthode de ’équation des sensibilités

et la méthode des variables adjointes formulée dans le continu, soit les versions

privilégiées ici.

1.5.1 Nombre de parameétres et de fonctionnelles

Dans le cas d’'un probléme d’optimisation a un seul paramétre, les deux méthodes
conduisent a des résolutions similaires. Si on considére par exemple un probléme dis-
cret, la résolution des états est identique et la résolution des sensibilités ou des vari-
ables adjointes est trés similaire : dans les deux cas, on obtient un systéme linéaire de
dimension nx (le nombre d’inconnues du probléme d’analyse i.e. de valeurs nodales
d’état) avec la méme matrice a factoriser. Seul le membre de droite différe. En con-

tinu, on obtient aussi des systémes similaires.

En présence de plusieurs paramétres, la méthode des variables adjointes offre un
avantage indéniable. En effet, il n’y a qu’un seul probléme adjoint a résoudre, de la
taille du probléme d’analyse, peu importe le nombre de paramétres mis en jeu. Le
contréle ou le nombre de paramétres de design peut ainsi étre enrichi sans grande
pénalité. La méthode de 1'équation des sensibilités requiert pour sa part une résolu-
tion du systéme des sensibilités pour chaque paramétre. Cet inconvénient peut étre
contourné en partie si on factorise la matrice une fois pour toutes et qu’on conserve la
factorisation. En effet, les systémes d’équations des sensibilités ont le méme membre

de gauche et le méme type de conditions aux frontiéres. Seul le membre de droite et
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les valeurs spécifiques des conditions aux frontiéres différent.

A P'opposé, en présence de plusieurs fonctionnelles dont on veut étudier la sensibilité
ou déterminer le gradient, la méthode des sensibilités reprend ’avantage. Dans ce
cas, il n’y a qu’un seul probléme de sensibilités par paramétre peu importe le nombre
de fonctionnelles, alors qu'il y a autant de problémes adjoints que de fonctionnelles.
Globalement, le rapport entre le nombre de fonctionnelles et le nombre de paramétres

indique laquelle des deux méthodes est plus économique.

1.5.2 Utilisations potentielles

Le point précédent souléve un fait important. Les variables adjointes sont intimement
associées a la fonctionnelle définissant le probléme d’optimisation : elles n’existent
que si une fonctionnelle est définie. Les sensibilités ont pour leur part une existence
et une signification propres, indépendantes d’une fonctionnelle ou du fait que l'on
fasse ou non de 'optimisation. Le résultat net est que les sensibilités offrent une
gamme d’applications et d’utilités beaucoup plus variée que les variables adjointes.

Par exemple, elles peuvent étre utilisées en :

design optimal ;

— contréle optimal ;

— analyse de sensibilité de systéme;

— calcul rapide de solutions voisines;

— identification de zones sensibles;;

- identification de paramétres dominants;
— analyse d’incertitude;

— éléments finis stochastiques.
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Il existe siirement d’autres applications des sensibilités, mais la liste précédente est
suffisante pour démonter sa trés vaste utilité. Voyons plus en détails quelques exem-

ples.

Les sensibilités permettent de prédire une solution voisine d’une solution déja déter-
minée, et ce a coidt modique (nettement inférieur a une nouvelle résolution compléte).
La prédiction de toute la distribution de cette solution voisine nécessite une connais-
sance locale des sensibilités de la solution. Cette information n’est pas disponible
avec les variables adjointes qui ne permettent que le calcul du gradient d’une seule

quantité définie par une fonctionnelle.

La méthode des sensibilités permet aussi I'étude de I'effet des paramétres sur la so-
lution, permettant l'identification des zones sensibles et des variables importantes.
Dans le cas d’un probléme a plusieurs parameétres, les sensibilités normalisées (mises
a I'échelle) permettent la priorisation des variables de design par ordre d’influence
relative. On enrichit ainsi I'information pertinente disponible pour I'ingénieur con-
cepteur ou analyste. La seule connaissance des tendances, sans quantification précise,

peut étre d'une grande utilité.

Un autre exemple d’utilisation des sensibilités est ’analyse d’incertitude sur le modeé-
le mathématique qui permet d’examiner I'influence de certains coefficients, propriétes
physiques ou conditions aux limites incertains. On peut ainsi prédire le changement
de réponse di & un changement de la valeur d’un paramétre et méme borner la
solution si des bornes d'incertitude sur ces paramétres sont connues. Les éléments fi-
nis stochastiques constituent un exemple frappant de cette utilisation des sensibilités
dans un contexte d’incertitude statistique. Les problémes de fiabilité avec probabilité

de rupture peuvent aussi étre traités.
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1.5.3 Simplicité

Le développement des équations différentielles, des conditions aux frontiéres et du
gradient de la fonctionnelle est généralement plus simple avec la méthode de I’équa-
tion des sensibilités qu’avec les variables adjointes. Il s’agit d’une simple différenti-
ation. Les développements avec les variables adjointes sont moins triviaux, particu-

liérement pour le gradient de la fonctionnelle et les conditions aux frontiéres.

1.5.4 Problémes transitoires

Les problémes transitoires ne seront pas considérés dans le présent projet. On se
contente ici de mentionner la différence majeure entre les approches avec variables
adjointes et avec sensibilités lors du traitement de tels problémes. Le probléme adjoint
est défini a rebours, c’est-a-dire qu’on doit spécifier une condition « initiale » au
temps final du probléme d’analyse et résoudre en remontant le temps [3, 18, 19)].
Ainsi, on doit connaitre et conserver en mémoire la solution des états a tous les pas
de temps pour pouvoir résoudre les variables adjointes. Le colt associé peut étre
trés important. De son c6té, I'équation des sensibilités est définie dans le méme sens
temporel que 1’équation des états, de sorte qu’on peut résoudre les deux systémes
parallélement i chaque pas de temps et ne pas tout mémoriser. Dans une vision a
plus long terme d’incorporation de problémes transitoires, la méthode de ’équation

des sensibilités présente 4 nouveau un avantage sur les variables adjointes.

1.5.5 Conclusion

En conclusion, bien que les deux méthodes présentées soient toutes deux exploitables,

on retient la méthode de I’équation des sensibilités. Les principaux arguments qui
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ont guidé ce choix sont la simplicité de la méthode et la vaste gamme d’applications
potentielles issue de la signification propre des sensibilités. Le projet présenté n’est
pas uniquement centré sur l'optimisation, mais plutét sur les diverses applications

des sensibilités.

A titre complémentaire, on discute a la section suivante du cas particulier et plus

complexe de 'optimisation avec paramétres de forme.

1.6 Optimisation de forme

Le probléme d’optimisation de forme pose des difficultés supplémentaires par rapport
au probléme avec paramétre de valeur. Dans le cas discret, on a déja mentionné
la complication issue de la sensibilité du maillage. La méthode de 1’équation des
sensibilités évite ce probléme. Voyons d’autres difficultés spécifiques a I'optimisation

de forme et le traitement possible.

Une complication se situe au niveau des conditions aux frontiéres. Prenons comme
exemple le cas d’une frontiére située & une position variable y = y,, yo étant le
paramétre considéré. Dans le contexte de la méthode de I'équation des sensibilités,
on cherche une condition aux frontiéres sur la sensibilité ¢,, d’une variable d’état
¢. Supposons par exemple que ¢ = O sur la frontiére, peu importe sa position. La

dérivée particulaire d’un point d’identité fixe sur la paroi est donc nul, soit :

D¢ _0p dpdc dpdy _ ¢ _0¢

—_— et ——— 4+ = =—4+—=0 1.33
Dy, Jyo Ozdyy Oydyo Yo Jy ( )
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d’ou la condition aux frontiéres suivante pour la sensibilité :

_0¢
dy

boo00) = %‘3

0 tyo

(1.34)

Yo

La principale conséquence se situe au niveau de la précision de la solution de I'équa-
tion des sensibilités. En effet, 0¢/0y n’est connu que numériquement et sa précision
est limitée puisqu'il s’agit d’une dérivée, moins précise qu’une valeur de ¢ par exem-
ple. Une telle imprécision dans les conditions aux frontiéres se répercute dans tout
le domaine. Pire encore, si la condition aux frontiéres sur I’état ¢ est de type dérivée

nulle, alors la condition correspondante pour la sensibilité fait intervenir des dérivées

secondes de ¢.

La variation de la géométrie pose une autre complication au niveau de la différentia-
tion d’intégrales de surface. L’opération de différentiation ne peut étre simplement
transférée a l'intérieur de I'intégrale. Dans le cas discret utilisant une formulation
éléments finis, ces intégrales a différentier sont omniprésentes. Par contre, dans le cas
de la méthode de I’équation des sensibilités, ce probléme ne se pose pas au riveau de
la résolution des sensibilités comme tel, puisqu'’il n’y a pas d’intégrale a ce niveau.
Le probléme fait surface seulement lors du post-traitement, par exemple pour |’éva-
luation du gradient d’une fonctionnelle (intégrale) en optimisation. Mieux encore, le
probléme disparait si cette fonctionnelle n’est pas définie sur tout le domaine, comme
par exemple dans le cas d’une intégrale sur une sortie fixe. Le traitement est donc

plus simple en continu (méthode de I’équation des sensibilités) qu’en discret.

Deux approches typiques pour traiter ce type de probléme a géométrie variable
utilisent respectivement le domaine de référence (domain parameterization method)
et la dérivée matérielle. L’idée générale de 'approche avec domaine de référence est
de procéder a un changement de repére et de résoudre le probléme dans ce nouveau

repére qui est fixe, c’est-a-dire indépendant des paramétres de forme originaux. La
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différentiation n’est effectuée qu’aprés le changement de repére, donc sur une surface
d’intégration fixe. Notons qu'il faut étre prudent quant a I'interprétation des sensi-
bilités obtenues. Il s’agit de la variation d'une variable par rapport 4 un paramétre
a une position fixe dans le domaine transformé, soit une position variable dans le
domaine réel. De son c6té, ’approche dérivée matérielle utilise une configuration de
référence qui coincide avec la configuration réelle et impose des variations de forme.
Le résultat net peut se ramener & la transformation de la dérivée d’une intégrale sur
un domaine variable en la somme d’une intégrale a I'intérieur de laquelle on a fait
entrer la dérivée et d’une intégrale de contour. On trouvera plus de détails dans les
livres de Kleiber et al. [20] et Haug et al. [21], de méme que les travaux de Tortorelli

et al. [19,22| ou ceux plus anciens de Dems [23].

Dans ce projet, on ne considérera pas de fonctionnelles définies sur des régions varia-
bles. Notons que cette considération n’est qu'un post-traitement pour un probléme

d’optimisation particulier et n’affecte en rien le calcul de sensibilités.

1.7 Utilisations antérieures

Afin de déterminer des voies d’étude intéressantes, voyons d’un peu plus prés ce qui
s'est déja fait. Les méthodes de sensibilités et de variables adjointes, discrétes ou
discrétisées, ont été grandement utilisées pour I’analyse de sensibilité dans divers
domaines. La mécanique des solides (structures) constitue une des branches pion-
niéres [20, 21]. Elle a plutot favorisé la voie discréte. On note aussi des utilisations
en conduction de chaleur transitoire [18,23-28], en design aérodynamique [7,29-35],
en éléments finis stochastiques [36-39] ou autres approches de calcul d’incertitudes
ou de fiabilité [40, 41|, en optimisation multidisciplinaire [42, 43|, en interaction

fluides-structures [44], pour ne donner que quelques exemples. Les revues théoriques
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et bibliographiques faites dans |45, 46] constituent également une bonne source de

références, particuliérement en design aérodynamique.

Parmi les applications plus spécifiques, on retrouve par exemple le contréle par chauf-
fage/refroidissement [47-49], la conception de batteries thermiques [50], le calcul de
solutions voisines (perturbation de I'angle d’attaque d’un profil [51], vol asymétrique
d’un avion a partir du vol symétrique moins gourmand en ressources [52]), le calcul
des dérivées de stabilité d’un avion ou d’un profil aerodynamique [52,53], des proble-
mes avec réactions chimiques [51,54], 'optimisation des coefficients de fermeture du
modéle de turbulence k — € [55], le contréle d'instabilités d’un écoulement laminaire
pour retarder la transition turbulente [56], le design d’une contraction pour minimiser
la perte de charges [57], ’optimisation pour réduire la porosité lors de la solidification
d’une piéce d’acier dans un moule [19], le moulage au sable [58], 'identification de
paramétres importants (sensibilités normalisées de la solution) [59], 'optimisation de
forme pour générer un écoulement prescrit (générer le méme I’écoulement en entrée
d’un moteur d’avion, mais en utilisant un corps plus compact que le devant complet

de cet avion) (8], etc.

Comme on peut le constater, le calcul de sensibilité, tout comme ['utilisation des
variables adjointes, n'est pas nouveau en soi. Cependant, il persiste des bréches, des
améliorations possibles, des voies de recherche et de contribution originale. Comme
premier point, on constate que les formulations utilisées manque habituellement de
généralité. Par exemple, les équations de Navier-Stokes sont différentiées pour un
parameétre particulier et il faut ajouter au code les termes sources (membres de

droite) spécifiques a chaque cas.

Comme autre point, I'incorporation des méthodes adaptatives dans un contexte de
calcul de sensibilités est relativement rare. En structures, on note par exemple les

travaux de Bugeda et Oliver [60], Dutta et Ramakrishnan [61] et Sienz et Hinton [62).
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Du cé6té de la mécanique des fluides, Bugeda et Onate [63,64], Mohammadi et Piron-
neau [65], de méme que Borggaard et Pelletier [66] ont apporté leur contribution.
Dans tous les cas, ’adaptation se faisait au niveau de la solution seulement. Des
études plus récentes considérant en plus les sensibilités pour I’adaptation du maillage
sont fournis par Borggaard et Pelletier [67,68] et Stewart [69], pour des écoulements
cartésiens laminaires et incompressibles. L'importance de procéder ainsi réside dans
le fait que les erreurs sur les sensibilités et celles sur les variables de I’écoulement
peuvent se trouver dans des zones différentes. Dans les travaux de cette thése, la
méthodologie adaptative est utilisée non seulement pour guider un maillage de qua-
lité, mais également pour effectuer des études rigoureuses de raffinement de maillage
permettant la vérification de I'obtention d’une grande précisién numérique. Notons
enfin les travaux de Buscaglia et al. [70] présentant une rare investigation sur 1’esti-

mation d’erreur sur une fonctionnelle objectif et son gradient.

Finalement, certains types d’écoulements ont regu bien peu d’attention : les écoule-
ments de fluides a4 propriétés variables et les écoulements turbulents. Du cote des
propriétés physiques variables, outre en mécanique des solides, on retrouve comme
rare cas les travaux de Dowding et Blackwell [71] en conduction de chaleur. Le cal-
cul de sensibilités pour les écoulements turbulents est pour sa part particuliérement
récent et presque inexistant avec I’approche de 1’équation des sensibilités. En sensi-
bilités discrétes, notons par exemple les travaux trés récents de Kim et al. [72] et de
Ahn et al. [73]. Les gens intéressés au domaine connexe des variables adjointes pour-
ront également consulter les travaux de Nielsen et Anderson [74,75] et de Rumsey et
Gatski [76], en discret, ou ceux de Sung et Kwon [77] en continu. Les seuls travaux
connus en formulation continue des sensibilités sont ceux de Godfrey et Cliff [78] qui
ont utilisé trois modéles de turbulence : le modéle algébrique de Baldwin-Lomax, le
modéle a une équation de Spalart-Allmaras et le modéle £ — w a deux équations de

Wilcox. Il semble qu’a ce jour aucune publication extérieure au présent projet n’ait
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traité la formulation continue des sensibilités pour le modéle & — e combiné a des lois

de paroi.

1.8 Objectifs spécifiques

Les diverses observations faites dans les sections précédentes permettent maintenant
de définir plus clairement la portée du projet. Le but général est de développer une
méthodologie générale d’éléments finis pour le calcul de sensibilités des écoulements

de fluides.

Les objectifs plus spécifiques rattachés a ce but sont :

- développer la forme générale des équations de sensibilités tenant compte des
variations possibles de tous les parameétres : les propriétés physiques, les con-
ditions aux limites, les paramétres de forme et les coefficients de fermeture du

modeéle de turbulence;

- implanter la méthode de I’équation des sensibilités dans un code d’éléments
finis;

~ développer un algorithme d’estimation d’erreur et d’adaptation du maillage

tenant compte des sensibilités;

~ démontrer I'usage de la méthode de I’équation des sensibilités sur des problé-
mes d’analyse de sensibilités, de calcul de solutions voisines, de propagation
d’incertitude et d’optimisation ;

- appliquer la méthodologie a divers types de fluides ou d’écoulements : écoule-
ments laminaires et turbulents, fluides a propriétés variables, convection na-

turelle et transfert de chaleur.
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CHAPITRE 2

METHODE DE L’EQUATION DES SENSIBILITES POUR LES
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES

Ce chapitre présente la méthode de I'équation des sensibilités appliquée aux équations
de Navier-Stokes modélisant les écoulements laminaires. La premiére partie traite
de la formulation générale des équations de sensibilités et de leurs conditions aux
frontiéres. La deuxiéme partie se penche sur la méthode de résolution par éléments
finis et sur certains détails d’implantation. Enfin, on discute de certaines difficultés

numeériques. Les écoulements turbulents feront I'objet du chapitre suivant.

2.1 Equations de Navier-Stokes

On considére ici les écoulements permanents, laminaires et incompressibles de fluides
visqueux avec transfert de chaleur. Ces écoulements sont modélisés a ’aide des équa-
tions de continuité, de Navier-Stokes et d'énergie, avec I'hypothése de Boussinesq

pour le phénomeéne de convection naturelle :

V-u=0 (2.1)
pu-Vu=-Vp+V- [u (Vu + (Vu)T)] —pgB(T-To)+f (22
pcpu - VT =V - (AVT) + ¢, (2.3)

Les variables de I'écoulement sont le vecteur vitesse u de composantes (u,v), la

‘ pression p et la température T'. Les propriétés physiques sont la masse volumique p,
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la viscosité dynamique p, le coefficient de dilatation thermique 3, la chaleur massique
a pression constante c, et la conductivité thermique A. En général, ces propriétés
peuvent dépendre des variables de I’écoulement et en particulier de la température.
Enfin, g est le vecteur gravité, Tp est une température de référence, f est une force

volumique et g, est une source de chaleur.

2.2 Equations générales des sensibilités (Navier-Stokes)

Les équations de I’écoulement permettent de déterminer la distribution spatiale de
u, p et T pour une configuration donnée. En analyse de sensibilité, on considére
plutét que les variables de I’écoulement dépendent non seulement des coordonnées

(z,y) mais aussi du paramétre a. On note cette dépendance de la fagon suivante :

u = (u,v) = u(z,y;a) (2.4)
p =p(z,y;0) (2.5)
T =T(z,y;a) (2.6)

et on définit les sensibilités de ces variables par :

Jdu
8y = (su, Sv) = % (27)
_op
Sp = % (28)
oT
ST = 5o (2.9)

Ces dérivées partielles représentent donc le taux de variation de la solution par
rapport au paramétre a, a une position (z,y) fixe, I’écoulement étant a 1'équilibre

(respect des équations aux dérivées partielles pour toute valeur de a).
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Les équations des sensibilités s’obtiennent en différentiant les équations aux dérivées
q

partielles d’origine par rapport au parameétre a. Ainsi, pour 1'équation de continuité

ona:
7] 3]
5-(V 1) = 2-(0) (2.10)
Ju
v. (a—a> =0 (2.11)
= V-.8,=0 (2.12)

Le méme procédé s’applique aux équations de mouvement et d’énergie. Dans une
approche complétement générale, on considére que le paramétre a est quelconque
et que toutes les variables et coefficients impliqués peuvent donc en dépendre. La

différentiation de (2.2) et (2.3) par rapport a a donne :

pu-Vu+ps,-Vu+pu-Vs, =-Vs,
+ V. [u' (Vu. + (Vu)T) + (Vo + (vs,,)T)]
—(p'9B+pg'B+pgB') (T — To) — pgB (st — Tp)
+F

(2.13)

et
(dep+pc)u-VT + pey (8u- VT +u-Vsr) =V - (XVT +AVsr) +¢, (2.14)

Par convention, les sensibilités des variables d’écoulement sont représentées par le
symbole s alors qu'un « ' » identifie les sensibilités de toutes les autres quantités.
Notons aussi que dans le cas d’une étude a plusieurs parameétres, il y a un systéme

d’équations (2.12)—(2.14) pour chaque paramétre.
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Pour un fluide & propriétés variables, les sensibilités des propriétés sont variables et il
faut en déterminer les expressions. Considérons par exemple un modéle de viscosité

avec des dépendances complexes :
1= p(y,v,T;a) (2.15)

La sensibilité u' s’obtient de la différentiation de ce modéle en tenant compte de la
dépendance de u, v et T en terme de a. On applique donc une dérivée en chaine qui

donne :

 _Ou, Oudu  Oudv  OuOT
B= da Ouda Ovda OT Oa
_a_p op ou o

+ =Sy + Sy + =S
u v 8TT

" da  Ou v (2.16)

Cette expression est une relation linéaire entre u' et les sensibilités des variables de

calcul s,, s, et s7. Par exemple, si
p = aT? (2.17)
alors
p' =T?+ 2aTsr (2.18)

Passons maintenant aux conditions aux frontiéres.

2.3 Conditions aux frontiéres pour les sensibilités

Le probléme de mécanique des fluides modélisé par les équations (2.1) & (2.3) ne de-

vient mathématiquement bien posé que si on lui ajoute des conditions aux frontiéres
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appropriées. Il en est de méme pour le probléme de sensibilités. La détermination
des conditions aux frontiéres pour les sensibilités suit la méme procédure que celle
appliquée aux équations aux dérivées partielles : on différentie les conditions aux

frontiéres de I’écoulement par rapport au paramétre de design a.

Les sous-sections suivantes traitent les divers types de conditions aux frontiéres :
Dirichlet et Neumann. Au départ, on distingue les cas avec paramétre de valeur et

de forme pour finalement adopter une formulation générale couvrant les deux cas.

2.3.1 Condition de Dirichlet : paramétre de valeur

Soit une condition de Dirichlet typique sur la température :

T=T sur I't (2.19)

ou la frontiére I'r ne dépend pas de a. La condition aux frontiéres pour la sensibilité

de la température s’obtient par différentiation de (2.19) par rapport a a, soit :

or oT
= 2.20
Jda da (2.20)
= sp= 3a SUr Cr (2.21)
Par exemple, pour un profil de température imposé donné par :
T = ay® (2.22)

on obtient :

st =y’ (2.23)
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On utilise ici la température comme variable caractéristique, mais les équations

développées dans cette section s’appliquent tout autant aux autres variables dépen-

dantes.

2.3.2 Condition de Dirichlet : paramétre de forme

Reprenons la méme condition de Dirichlet qu’a la sous-section précédente :

~

T=T sur [y (2.24)

sauf qu’ici la frontiére ['r, divisée en portions I'r;, se déplace lorsque le parameétre a

varie :

Iz, = {(zf(t; a),ys(t;a)) | t € [0, 1]} (2.25)

ou (zs,yy) sont les coordonnées d’un point de la frontiére paramétrisée par ¢t. Pour
sa part, la température imposée T peut varier le long de la frontiére et dépendre de

a.

La condition aux limites sur sr s'obtient alors a I'aide d’une dérivée matérieile qui

suit un point frontiére d’identité fixe, soit un t constant (voir la figure 2.1) :

DT DT
Da — Da (2.26)
T 08T odzry  8Tdy; DT
9% 9592 T35 9 ~ Da (2.27)
= DT 0T 0z; 9T 9y sur [y (2.28)

T=Da 0z Oa 8y Oa

. Les termes Oz /0a et dys/da correspondent au mouvement de la frontiére alors que
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T = T(1, a,+Aa)

I'(a, +Aa)
I'(a,)

Figure 2.1 Condition de Dirichlet avec paramétre de forme

DT/ Da correspond & la variation de la valeur de la condition aux limites. Si T est

connu directement en fonction de ¢ (T = T'(t; a)) alors

DT 8T
e = o (2.29)

tandis que si on connait son expression en terme des coordonnées spatiales (T =

~

T'(zs,yys;a)) alors on utilisera plutot :

DT _ O’f“ BT 6.’1,’] a’fay,
Da _ da ' 0zy Oa * dyy Oa (2:30)

On conserve donc le symbolisme général DT/ Da pour éviter toute ambiguité.

A titre d’exemple, considérons un canal avec un profil de vitesse parabolique en

entrée. Le parameétre a définit la hauteur de la section d’entrée et le débit doit



demeurer constant peu importe la valeur de a. On a alors :

Ainsi,

or f
da
dys
da
Du

Da

.’L'f=0

yr=at
-t

a

t €[0,1]
=0
=t
_0a_ 4t(1-t)
" fa a?

et on obtient la condition aux limites suivante pour s, :

u

_dt(1-t)  du

= _

a? dy
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(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
(2.36)

(2.37)

(2.38)

La figure 2.2 illustre cet exemple. Lorsque a augmente, le canal devient plus haut et

les vitesses diminuent. La sensibilité s, considére une position spatiale fixe alors que

Du/Da et Di/Da suivent un point frontiére (t = cte).

Globalement, la condition aux limites avec paramétre de forme contient tout sim-

plement des termes supplémentaires par rapport au cas valeur. Dans une optique de

formulation générale, I’équation (2.28) est toujours utilisée, peu importe le paramétre

considéré. Le traitement d’un paramétre de valeur consiste tout simplement i imposer

0z;/0a = dy;/da = 0. Regardons maintenant du c6té des conditions de Neumann.
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s/

a

Figure 2.2 Exemple de condition de Dirichlet sur une frontiére mobile

2.3.3 Condition de Neumann

A titre d’exemple, considérons I'imposition d’un flux de chaleur § :
g=¢ sur [, (2.39)
ou par définition
q=AVT-# (2.40)

et 72 = n(t;a) est le vecteur unitaire normal a la frontiére. La condition correspon-
dante pour les sensibilités s’obtient, dans le cas général d’un paramétre de forme, en

applicant la dérivée matérielle :

Dg _ Dg

Da  Da (2.41)
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c’est-a-dire :

DA__ . D ) DA _ Dj

ce qui donne en développant :

, A3z, O ay,) -
(/\ + 3z 90 -+ % % VT -n
aST 82T 61:, 62T ay, (aST 62T BZf 32T 6y,) ]
+2 [( 5z " 922 Ba dzdy Oa Nz dy + 0zdy Oa + 3y 0a ) ™
on _ D
+AVT - B ~ Da (2.43)

soit finalement :

— E oA al‘f oA Byf -
7= Da <$6a+3y8a vI-n
o*T 8:::, 62T 6y, o°T 6:L'f 32T ay,) 9 44
-2 [(33:2 e | 820y Ba ) et (azay 5 Tooa )| B
an

—\vr.- 28
A da

ou ¢ est le flux thermique des sensibilités, donné par :

7 = (VT + AVsg) - 12 (2.45)

Notons que tous les termes du membre de droite de I’équation (2.44) sont connus
une fois I'écoulement résolu. Si le paramétre n’affecte pas cette partie de la frontiére,
alors cette condition de Neumann se réduit a :

_D§ 94
=12 2.4
q Da Oa (2.46)
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Les conditions de Neumann pour les équations de mouvement s’obtiennent de la

méme fagon. Soit des tractions imposées & :
t;=t; sur I, (2.47)
Les tractions £; sont données par |'expression suivante :
t; = 2u(u) -7 — pi (2.48)
ou le tenseur du taux de déformation 4 est défini par :
: 1 T
¥(u) = 3 (Vu + (Vu) ) (2.49)

Dans ce cas, la condition de Neumann correspondante pour les sensibilités est :

=t Di! a . a.'L‘f a . Byf .
= — — | — — — (2 — .
= 0L - | uitu) B+ 2 uitu) 22| -
dpOzy; Oplys)\ . . on on '
Y e suded St sthd 7 & -9 S g
(6:1: 0 T3y )T WY G P,
ou les tractions Z} des sensibilités désignent :
T = 20/7(w) + 207(3.)] - o — 5,7 (2.51)
Le cas d’un paramétre de valeur se réduit a
. Di, a
t = 5r =5 (2.52)

Il est intéressant de constater que le type de condition aux frontiéres (Dirichlet ou

Neumann) du probléme de sensibilités est le méme que celui du probléme
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d’écoulement, et ce pour un paramétre de forme ou de valeur. D’autres types de
conditions aux frontiéres telles la condition de périodicité et la condition mixte sont

traitées par He et al. [79).

L’aspect du développement mathématique des équations de sensibilités est main-
tenant terminé. Dans la suite du chapitre, on se penche sur I'aspect numeérique : la
méthode de résolution, des détails d’implantation, certaines difficultés et finalement

les limites associées.

2.4 Méthode des éléments finis

La résolution des systémes d’équations aux dérivées partielles pour ’écoulement et
pour les sensibilités s’effectue a ’'aide d’une méthode d’éléments finis. Cette section
présente briévement la formulation variationnelle et la méthode d’éléments finis uti-
lisée, I’emphase étant mise sur les équations de sensibilités. On glisse aussi un mot

sur les techniques de stabilisation.

2.4.1 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle (forme faible) associée aux équations de sensibilités
s’obtient en multipliant ces équations par une fonction test et en intégrant sur le
domaine de calcul Q. On procéde ensuite 4 une intégration par parties des termes
de diffusion et de pression, ce qui réduit 'ordre des dérivées des sensibilités et fait
apparaitre les conditions naturelles. Les formes faibles des équations de sensibilités

de continuité, de mouvement et d’énergie sont, dans |'ordre :

/ 85,V -8,d2=0 (2.53)
Q
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/(p’u-Vu+psu-Vu+pu-Vsu)-6sudQ
Q

+/n[2u"‘y(u) + 2u4(8,)] : ¥(d8y) dQ—/ﬂs,,V-JsudQ

(2.54)
+ /n [(0'98 + pg'B + pgB') (T ~ To) — pgB (st — Ty)] - 68, dQ
_/.f"(ssudQ_ Zlf'ésudr=0
Q re
/ [(d'cp + pc,) u - VT + pcy (8, - VT + u - Vsr)] dsr dQ
N (2.55)

/ (/\,VT + /\VST) - Vs dS) — / q;(SST dS — 6’(587‘(111 =0
Q 0

g

ou dsp, 08, et dsr sont les fonctions tests en s,, s, et st respectivement.

La frontiére 952 est subdivisée selon le type de condition aux limites qui s’y applique.
Ainsi, pour les équations de continuité et de mouvement, on impose des conditions

essentielles (Dirichlet) sur ', et des conditions naturelles (Neumann) sur I, avec

I, Ul =9 (2.56)
r,Nr,=0 (2.57)

De méme, pour I’équation d’énergie, on impose des conditions essentielles sur 't
et des conditions naturelles sur I';. On retrouve exactement la méme division de la
frontiére pour les sensibilités. En effet, comme on I’a vu a la section 2.3, le type de
condition aux limites pour les sensibilités (essentielle ou naturelle) est le méme que

celui de la condition aux limites d’origine pour I'écoulement.

Notons enfin que les équations (2.54) et (2.55) ont été obtenues en intégrant par
parties tous les termes de type diffusion, qu'’ils s’agissent de termes de sensibilités ou

de variables de I'écoulement. Les conditions naturelles qui en découlent sont sur 'f'f
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et g, soit les termes qu’on a fait apparaitre lors du développement des conditions de

Neumann pour les sensibilités (section 2.3.3).

2.4.2 Choix de I’élément fini

La méthode de Galerkin consiste a discrétiser la forme faible et & prendre comme

fonctions test les fonctions d’'interpolation de la solution :

Nsy Nsy Nsp Nsr
—_ £ —_ S _— S — sr
suh - ZNiuSui Suh - ZNI'"SU'- Sph = ZNipspi STh — ZNi S’T'
i=1 i=1 im1 i=1 (2.58)
— 8 —_— 3 — Sp — ST
6Sui - Ni“ 631_;'- _— Niv JSPI- —_ Nl 63’[’. _ Nz

ou, par exemple pour s,, sy, est la solution éléments finis, n,, est le nombre de
noeuds (ou de fonctions d’interpolation), N;™ sont les fonctions d’interpolation, s,

sont les valeurs nodales et ds,,; sont les fonctions test.

L’élément fini utilisé dans toutes les simulations présentées dans cette thése est celui
de Crouzeix-Raviart (P}t — P,) [80]. Il s’agit d’un élément quadratique en vitesse
(enrichi d’une bulle cubique), quadratique en température et linéaire discontinu en
pression. On discrétise les sensibilités et I’écoulement a 1’aide du méme élément fini
et du méme maillage. Ceci simplifie la programmation des structures de données et
I'extraction des informations de ’écoulement requises par les sensibilités. Il s’agit ici
d’un choix et non d’une exigence de la méthode de I'équation des sensibilités (MES).
La MES permet en fait une résolution des sensibilités tout i fait indépendante de
celle de I’écoulement. On utilise des techniques de condensation de la bulle [81] et de
lagrangien augmenté [82] afin de réduire la taille du systéme d’équations résultant,

et ce sans perte de précision.
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2.4.3 Techniques de stabilisation

La méthode de Galerkin conduit a4 des solutions entachées d’oscillations lorsque le
terme de convection est dominant. Des problémes de convergence ont alors tendance
a se manifester. Cette situation est particuliérement fréquente lors de simulations
d’écoulements en régime turbulent. Pour pallier & ces lacunes de la méthode de
Galerkin, de nombreuses méthodes de stabilisation ont été mises au point. Parmi
celles-ci on retrouve les méthodes SU (Streamnline Upwind) [83], SUPG (Streamline
Upwind Petrov-Galerkin) [84] et GLS (Galerkin Least-Squares) [85]. Le détail de ces
formulations et de leur implantation dans le résoluteur de I’écoulement se trouve

dans le mémoire de Turgeon [86].

Les premiers essais numériques de calcul de sensibilités en régime turbulent utilisant
une formulation de Galerkin souffraient de sérieux problémes de convergence. Il a
fallu se rendre a I’évidence que les équations des sensibilités devaient elles aussi
étre stabilisées. En premiére approche, comme les équations des sensibilités sont
proches de celles de I’écoulement, les techniques de stabilisation développées pour
I’écoulement ont été utilisées directement pour les sensibilités, sans véritable garantie
de rendement. En pratique, on a observé une nette amélioration par rapport a la
formulation Galerkin standard, mais peut-étre une moins bonne performance que

pour I’écoulement. Les détails sur les méthodes implantées se trouvent a I’annexe I.

2.5 Deétails d’implantation

Dans cette section, on discute de certains détails d’implantation de la méthode de

I’équation des sensibilités dans un code d’éléments finis existant.
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2.5.1 Données d’entrée

L’organisation des données a fournir au résoluteur des sensibilités est a toutes fins
pratiques une image de celle des données fournies pour ’écoulement. Par exemple,
la résolution de I’écoulement nécessite la connaissance des propriétés physiques du
fluide alors que pour la résolution des sensibilités chaque sensibilité de propriété
doit étre spécifiée. Dans le cas de propriétés variables, une routine usager fournit la
description du modéle de viscosité (par exemple). Similairement, une routine usager
contenant la différentiation du modéle de viscosité doit étre fournie au résoluteur de
sensibilités. Avec notre approche générale, tous les termes sont déja présents. Il suffit
de les désactiver ou de les activer en spécifiant des valeurs nulles ou non nulles des
sensibilités des propriétés physiques. Ceci évite des modifications répétées du code,

soit des ajouts de termes particuliers, qui seraient des sources d’erreur potentielles.

La spécification des conditions aux limites pour les équations des sensibilités différe
quelque peu de celle de ’écoulement. Comme on I’a vu a la section 2.3, les conditions
aux limites pour les sensibilités dépendent de la solution de I'écoulement. On ne
peut donc pas spécifier directement leurs valeurs dans le fichier d’entrée. Ce sont
plutot les coefficients des expressions des conditions aux limites qui sont fournis.
Les conditions aux limites sont calculées par le résoluteur a une étape intermédiaire
entre la résolution de ’écoulement et celle des sensibilités. Ainsi, pour une condition
de Dirichlet (équation (2.28)) on spécifie explicitement et a prior: les coefficients
suivants :

DT 31‘ f ot %

Da’ da % (2.59)

Les coefficients de forme dz;/da et dy;/0a sont communs & toutes les variables (u,

v, T, etc.), alors qu’on spécifie un coefficient de type DT/ Da pour chaque variable.
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2.5.2 Jacobien numeérique

La formulation éléments finis et les conditions aux limites appropriées générent des
équations algébriques qui sont la discrétisation des équations aux dérivées partielles
de I'écoulement et des sensibilités. Pour I’écoulement, ces équations algébriques sont
non linéaires et nécessitent une résolution itérative. Pour les résoudre, on peut utiliser

une combinaison de méthodes de points fixes et de Newton.

Considérons la i équation algébrique d’un systéme dont le vecteur d’inconnues est

X:
R(X)=0 (2.60)

A une itération intermédiaire, la solution courante X" ne satisfait pas exactement

les équations et donc le résidu est non nul :
R(X")#0 (2:61)

On cherche alors une nouvelle solution X™*! telle que R; = 0. Une approximation

linéaire de R; donne :
R(X™') = R{(X™ + AX) = R(X"™) + Z (x" JAX; =0 (2.62)

On parle alors d’une équation linéarisée ou de la méthode de Newton. Le systéme a

résoudre, pour ’ensemble des équations, devient :
a
[ R“] (X} = {-R:} (2:63)

Ce systéme est dit en correction puisque sa solution donne les corrections (ou
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incréments) AX; de la solution. Les coefficients de la matrice & construire représen-
tent la dérivée d’un résidu par rapport a une inconnue (dans notre cas, une variable
nodale de la solution). L’approche classique consiste 4 déterminer analytiquement
cette matrice, ce qui devient rapidement lourd lorsqu’on est en présence de termes
fortement non linéaires (par exemple, un modéle de viscosité complexe). On opte

donc plutot pour une linéarisation approximative, soit par une différence finie :

OR; _ Ri(XP.X3,... X} +0,.,Xp) = Ri(X}, Xg, .. X} = §,..., X))

5% - (2.64)

On perturbe donc une a une les valeurs nodales de la solution d’une petite quantité §
et on réévalue le résidu. La construction du systéme algébrique, incluant le membre
de droite, se fait alors uniquement par des appels successifs & une routine de calcul
de résidu qui contient la transcription de la forme faible des équations. On dit de

cette approche qu’elle utilise un jacobien numérique.

Qu’en est-il pour les sensibilités? Les équations des sensibilités ont la particulari-
té d’étre toujours linéaires, peu importe le paramétre de design considéré. Pour un
systéme linéaire, le jacobien numérique perd un peu de son charme. Il demeure cepen-
dant intéressant et utile pour les sensibilités a cause de sa simplicité d’'implantation.
En effet, méme si les équations des sensibilités sont linéaires, elles ne sont pas pour
autant simples. Par exemple, pour un fluide & viscosité variable, les termes deviennent
rapidement nombreux et il n’est pas si simple de bien construire analytiquement les
matrices élémentaires. En particulier, il faudrait scinder x' en morceaux : un terme
comme Ju/da contribue au membre de droite du systéme alors que du/dT contribue
aux coeflicients de la matrice du membre de gauche. Il faudrait alors faire du cas par
cas ou décomposer a priori tous les termes comme g’ pour faire apparaitre explicite-
ment les sensibilités des variables de I’écoulement. On verra également au chapitre

suivant que l'utilisation d’une loi de paroi conduit rapidement i des équations trés
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lourdes & imbriquer si on désire isoler analytiquement les coefficients de la matrice

et du membre de droite. L’approche par jacobien numérique élimine ces difficultés.

On peut tout de méme profiter de la linéarité des équations des sensibilités pour
simplifier et accélérer le calcul numérique du jacobien. Ainsi, au lieu de procéder a
une différence centrée d’ordre deux comme c’est le cas pour ’écoulement, on utilise

plutét une différence décentrée :

OR, _ Ri(XP, X}, ... X} +4,... X}) - R(X")

2.
X, 5 (2.65)

Les équations étant linéaires, la différence décentrée est exacte. Le nombre d’évalua-
tions des résidus passe de trois a deux, ce qui réduit le temps de construction des

matrices.

2.5.3 Méthode de résolution des systémes d’équations

Les systémes d’équations algébriques de I’écoulement et des sensibilités sont mé-
morisés suivant une architecture en ligne de ciel et factorisés par une méthode de
décomposition LU. Ces structures et algorithmes déja implantés pour ’écoulement

sont donc réutilisés pour les sensibilités.

2.5.4 Itérations et reconstructions

Le systéme d’équations des sensibilités étant linéaire, une seule itération suffit alors
théoriquement pour le résoudre. Malgré tout, on procéde a plusieurs itérations, pour
assurer la convergence. Typiquement, deux itérations suffisent, la deuxiéme confir-

mant la convergence. Plusieurs facteurs ont guidé cette décision. D’abord, c’est une
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facon de vérifier 'implantation : on s’attend & une convergence trés rapide. Aussi,
'accumulation d’erreurs d’arrondi ou des problémes de conditionnement peuvent
faire dévier légérement les résultats. Une deuxiéme itération s’avére donc plus sécu-
ritaire. De plus, la méthode de lagrangien augmenté utilisée étant un algorithme
itératif pour satisfaire la conservation de la masse, on ne peut atteindre la conver-
gence en une seule itération, méme en arithmétique exacte. Finalement, on conserve
la possibilité d’ajouter des techniques de stabilisation quelconques rendant le systéme
non linéaire, ce qui nécessiterait des itérations. On peut toujours limiter la résolution
a une seule itération en spécifiant une valeur de un au nombre d’itérations maximal.
En régime turbulent, ’algorithme est modifié : on se limite a une seule itération (voir

le chapitre suivant).

Dans certaines circonstances, comme avec un parameétre de valeur et une formula-
tion de type Galerkin sans stabilisation, la matrice des systémes d’équations des
sensibilités est la méme pour tous les paramétres et correspond a celle obtenue
par une linéarisation de I'écoulement par la méthode de Newton. On pourrait alors
récupérer la construction et la factorisation de la matrice. Cette approche a été
rejetée puisqu’elle repose sur trop d’hypothéses, souvent difficiles a respecter en pra-
tique. Par contre, la réutilisation de la factorisation pour une deuxiéme itération de
résolution des sensibilités pour un paramétre donné serait avantageuse. Cette ap-
proche n’a pas été implantée mais pourrait trés facilement ’étre. La seule condition
semble alors étre de ne pas introduire de non-linéarités par le biais des termes de

stabilisation.

Globalement, le code résout d’abord I’écoulement puis successivement chacun des
systémes de sensibilités (pour chaque paramétre de design). On peut donc considérer

plusieurs paramétres dans un méme probléme.
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2.6 Difficultés et limites du projet

Pour clore ce chapitre, on discute de deux difficultés associées & la méthode de
I’équation des sensibilités : la présence de dérivées des variables de I’écoulement dans
le probléme de sensibilités et la présence de discontinuités. On énonce en outre les

limites du projet face a ces difficultés.

2.6.1 Présence de dérivées de I’écoulement

Les équations des sensibilités et les conditions aux limites qui leur sont associées
contiennent des dérivées des variables de ’écoulement qui ne sont connues qu’appro-
ximativement d’une résolution numérique. Le probléme de sensibilités contient donc
des données imprécises, ou a tout le moins inexactes, avant méme d’en aborder la
résolution numeérique. Examinons un a un les trois cas suivants : dérivées dans les
équations aux dérivées partielles, dans les conditions aux frontiéres de Dirichlet et

dans les conditions aux frontiéres de Neumann.

Stewart et Stanley [69,87] illustrent 'amélioration obtenue en utilisant des dérivées

reconstruites plus précises dans les équations des sensibilités, soit sur le terme

ps. - [Vu] (2.66)

Deux techniques de projection (locale et globale) pour la reconstruction y sont con-
frontées. Dans notre contexte de résolution adaptative, une technique de reconstruc-
tion de dérivées plus précises basée sur les projections locales existe déja (voir le
chapitre 4). On a donc ajouté I'option d’utiliser ces dérivées enrichies dans les équa-

tions des sensibilités. Ce n’est cependant pas la cause d’erreur la plus importante
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pour le calcul des sensibilités. D’aprés Gunzburger [3], la présence de dérivées dans les
conditions aux limites cause plus de tort que les dérivées présentes dans les équations

aux dérivées partielles.

La condition aux limites de Dirichlet pour un paramétre de forme (équation (2.28))

contient des dérivées premiéres des variables de 1'écoulement :

_DT _|9T0z; |00y

ST=Ps |3z 3 |3y [Pa (2.67)

Comme on ne dispose que d’une approximation numérique de ces dérivées, la condi-
tion aux limites est inexacte et cette erreur se propage dans le domaine. En plus, les
dérivées numériques sont discontinues aux interfaces entre les éléments ce qui génére
des conditions aux limites nodales a valeurs multiples. Typiquement, un probléme
avec paramétre de forme est donc plus exigeant au point de vue numérique que le
cas d’un paramétre de valeur qui contient des conditions aux limites exactes. Pour
limiter les inconvénients, les dérivées projetées (qui sont continues en plus d’étre plus

précises) sont donc toujours utilisées dans les conditions aux frontiéres.

Les conditions de Neumann sont encore plus corsées : elles font apparaitre des
dérivées secondes des variables de 1’écoulement, qui sont encore moins précises que
les dérivées premiéres. Par exemple, pour I’équation d’énergie on a (équation (2.44)) :

_D§ (0A8z; OAdys . on
7= Da (6x3a+6y3a VT -n=AVIT Jda

- - (2.68)
_/\[(WT oz; | &T ay,)nz+ T |ozs aTay,) n,,]

0z2 | Ja 0zdy | Oa 0zdy | Ja Jdy? | da

L’utilisation satisfaisante d’une telle expression nécessite une technique d’obtention
de dérivées secondes suffisamment précises a partir de la solution numérique. De

telles études n’ont pas été entreprises dans le présent projet. On se limite donc & des
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conditions de Neumann appliquées sur des parois fixes (équations (2.46) et (2.52)).

2.6.2 Discontinuités

En différentiant les équations aux dérivées partielles de I’écoulement, on a implicite-
ment supposé qu’elles étaient différentiables. Or dans certaines situations, comme
une onde de choc dans un écoulement compressible simulé avec les équations d’Euler,
des discontinuités sont présentes dans la solution. On ne peut donc pas différentier a
travers ces discontinuités. Les sensibilités résultantes présentent des pics (deltas de
Dirac) ce qui cause des problémes d'ordre numérique. Appel et Gunzburger [88,89]

discutent de ces aspects. Ces cas particuliers ne sont pas traités ici.

Les sensibilités peuvent aussi étre discontinues méme si la solution de 'écoulement
est continue. Prenons 'exemple trés simple de la conduction thermique dans un mur

composite unidimensionnel (figure 2.3). Le domaine est séparé en deux zones de

A=1 A=3
T=0 RN\ zzzzzzz8 T=1

x=0 X=X, x=1

Figure 2.3 Configuration du mur composite

conductivités différentes. La température est continue a l'interface, de méme que le
flux de chaleur, de sorte que la dérivée de la température y est discontinue. L’équation

de conduction utilisée est :

4 (,\g) =0 (2.69)
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La solution exacte de ce probléme est donnée par :

3
1_;;3: pour 0 <z < g
T = 4+ .é:z:?) (2.70)
<
1+ 22 pour o < r <1

alors que la sensibilité exacte pour le paramétre z, (la position de I’interface) est :

-6z
5y bpour 0<z< 1z
st = (12+_22x;) (2.71)
m pour g < r <1
0

La figure 2.4 illustre la solution de ce probléme pour zy = 0.5. La sensibilité résultante

st pour ce paramétre de forme est discontinue a I'interface.

A A
T dT

dx

0 x,=05 1 * x

X

Figure 2.4 Solution dans un mur composite

A cause de la discontinuité de la conductivité, on ne peut pas directement différentier

Péquation de conduction (2.69) sur tout le domaine en négligeant la présence et
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I’effet de I'interface. Une approche proposée par Pelletier et al. [90] considére deux
zones distinctes avec leur propre équation différentielle et les conditions de raccord

suivantes :

T(z3) = T(zf) (2.72)
daT dT
Ao = A — . (2.73)

ol r, et z§ indiquent les points immédiatement & gauche et a droite de zo. Pour le

probléme de sensibilités, on différentie ces conditions de raccord, ce qui donne :

dT dT
+) _ -y — _ 22 il )
ST(ZO ) ST(IO ) d.’l,' Ig. d.'E 1.6 (2 74)
dst dsp| | d&T 2T
G2 P Bt 73 (2.75)

La sensibilité st est donc discontinue a cause de la discontinuité de dT/dz.

L’implantation de cette approche zones/raccords présente deux difficultés. Premiére-
ment, la condition de raccord de flux pose les mémes problémes de précision numeéri-
que que les conditions de Neumann. Deuxiémement, il faudrait changer la structure
de donnée actuelle qui considére un raccord implicite des zones, ce qui est valide pour
la formulation éléments finis du probléme de conduction. Ce cas de discontinuité n’est

donc pas traité dans le présent projet.
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CHAPITRE 3

METHODE DE L’EQUATION DES SENSIBILITES POUR LE
MODELE & — ¢

Ce chapitre présente la méthode de I’équation des sensibilités appliquée au modéle
de turbulence k£ — ¢ avec lois de paroi, pour des écoulements isothermes et incom-
pressibles. La premiére partie traite de la modélisation de I'écoulement : le modéle
de turbulence, sa formulation en variables logarithmiques et les conditions aux fron-
tiéres. On développe ensuite les équations générales des sensibilités pour ce modéle.

Le chapitre se termine par quelques détails d'implantation de la méthodologie.

3.1 Modéle de turbulence k — ¢

Les équations de Navier-Stokes en régime transitoire contiennent tous les ingrédients
nécessaires au calcul des écoulements turbulents. Cependant, la résolution directe et
précise de ces équations est extrémement gourmande en ressources informatiques,
voire inabordable, a cause de ’aspect temporel et de la présence de petites échelles
de longueur caractéristiques. Une approche classique pour contourner ce probléme
consiste & décomposer I’écoulement en un écoulement moyen et des fluctuations. On
applique alors un opérateur de moyenne sur les équations, suivi de modélisations. Les
détails de ces développements se retrouvent dans plusieurs ouvrages, par exemple le

livre de Hinze [91). Ainsi, les équations moyennes de continuité et de mouvement, en
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utilisant I’approximation de Boussinesq, sont les suivantes :

V-u=0 (3.1)
pu-Vu=-Vp+V-[(g+m)(Vu+(Vu))] + f (3.2)

Ici, les variables de 1’écoulement sont des valeurs moyennes dans le temps (et non des
valeurs instantanées fluctuantes) et p, est la viscosité turbulente qui traduit I'effet
des fluctuations sur l’écoulement moyen. Cette étape supplémentaire de modélisa-
tion s’accompagne inévitablement d’une certaine perte au niveau de la physique. La
viscosité turbulente n’est pas une propriété physique mais dépend plutot de ’écoule-
ment et doit & son tour étre modélisée. Dans notre cas, p, est exprimée en fonction

de deux variables de turbulence, soit I'énergie cinétique de la turbulence et son taux

de dissipation € :
k2
He = PC#? (3.3)

ou C, est une constante du modéle et par définition :

k= %uﬁ’ug’ (3.4)
_ p Ou Ouf
€= » 0z, 0, (3.5)

ou la barre supérieure indique une moyenne et le double prime ” identifie la com-

posante fluctuante de la vitesse.

Le systéme est fermé mathématiquement par l'utilisation du modéle de turbulence

k — € standard de Launder et Spalding {92] qui procure des équations pour k et e.

Ces équations de transport écrites sous forme bloc triangulaire inférieur [93] sont les
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suivantes :
_ Ht 2 k?
pu-VE=V - [{p+— ) VEk| + 4,P — p°Cp— + ¢ (3.6)
(4% He
2
pu-Ve=V- l:(/l. + ?) Ve] + pCC kP — C’gp% + ¢ (3.7)
La production de la turbulence P est définie par :
P=Vu: (Vu + (Vu)T) (3.8)

alors que qi et g, sont des termes sources artificiels utilisés pour des exercices de
vérification. Les constantes Cy, C;, C,, o et g, du modéle prennent les valeurs

recommandées par Launder et Spalding [92] qui sont données dans le tableau 3.1.

Tableau 3.1 Constantes du modéle k£ — ¢

C. C C, ox o
0,09 144 102 10 1.3

3.2 Variables logarithmiques

Les variables de turbulence k, € et u, sont positives par définition. Par contre, une ré-
solution numérique des équations (3.6) et (3.7) peut générer localement des valeurs
négatives. En plus d’étre non physiques, ces valeurs négatives peuvent causer de
graves ennuis au résoluteur. Par exemple, un ¢ négatif engendre une viscosité tur-
bulente négative. Les coefficients des termes de diffusion peuvent alors devenir nuls
ou négatifs, rendant inopérant un résoluteur d’équations a caractére elliptique. Pour
éviter de tels problémes, certains résoluteurs imposent une borne inférieure a k et

€ : si la résolution numérique donne une valeur inférieure a la limite imposée, alors
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on remonte cette valeur au niveau plancher. Dans la littérature anglaise on parle de
clipping. Une telle intervention sur la solution est particuliérement nuisible lorsqu’on

veut ensuite faire du calcul de sensibilités.

Une approche plus efficace et plus élégante pour assurer la préservation de la po-
sitivité des variables de turbulence consiste a résoudre les équations de turbulence
en variables logarithmiques [93,94|. Cette approche procéde a un changement de

variables dépendantes :
K =In(k) et & =In(e) (3.9)

Les équations de transport de k et € sont réécrites en termes des nouvelles variables
K et £ et elles sont résolues ainsi. Les variables de calcul deviennent K et &£ alors
que les variables d’origine & et € sont récupérées par I’évaluation d’exponentielles des
variables de calcul, ce qui assure leur positivité en tout temps. Les équations (3.6)
et (3.7) réécrites en termes des variables logarithmiques sont :

pu-wc:v-[(u+ﬂ)wc]+(u+ﬂ>v1c-vzc (3.10)

Ok Ok
K
_ €
+ue P — pzc,‘#— +qx
t

pu-v5=v-[(p+ﬂ)vg]+(u+ﬂ)ve~vg (3.11)

O O

+pC1Cue™ 5P — Copet ™ + ¢¢
La viscosité turbulente s’évalue alors de la fagon suivante :
e = pC ™% (3.12)

Notons que les équations de transport des variables logarithmiques sont tout a fait
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équivalentes aux équations originales de k et €. Le modéle de turbulence est inchangé

puisque seules les variables de calcul différent.

La formulation en variables logarithmiques présente d’autres avantages que la préser-
vation de la positivité des quantités de turbulence. Tout d’abord, les distributions
de K et £ sont en général plus lisses que celles de k et e. L'amplitude des pics est
diminuée par le logarithme. La capacité d’obtention de solutions numériques précises
en est ainsi accrue. Vu autrement, il est possible d’obtenir des solutions convergées
de précision raisonnable sur des maillages plus grossiers. La prédiction de la viscosité
turbulente devient elle aussi plus précise, d’oit un impact direct sur la solution de

I’écoulement moyen.

Le prix a payer pour l'utilisation des variables logarithmiques est I'ajout de ter-
mes non linéaires dans les équations : des exponentielles et des produits de dérivées
premiéres. Malgré cela, I’expérience a démontré que la formulation en variables lo-
garithmiques se comporte trés bien [86,93,95]. On a utilisé cette formulation dans

toutes les simulations en régime turbulent présentées dans cette thése.

3.3 Conditions aux frontiéres

3.3.1 Introduction

La résolution des équations aux dérivées partielles modélisant les écoulements tur-
bulents nécessite I'imposition de conditions aux frontiéres sur les diverses variables
dépendantes, dont les deux nouvelles : k et €. Ces conditions aux frontiéres peuvent
par exemple étre de type Dirichlet ou Neumann, comme dans le cas laminaire. C’est

ce qu’on utilise en entrée, en sortie ou sur un axe de symétrie.
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Sur les parois solides, des conditions aux limites physiquement réalistes seraient
u = v = k = 0. Malheureusement, le modéle k — € standard tel que présenté suppose
que l'écoulement est pleinement turbulent, ce qui est faux prés des parois solides :
la turbulence est amortie et la viscosité moléculaire joue un réle de premier plan.
On ne peut donc pas utiliser ce modéle jusqu’a la paroi et y imposer les conditions
aux limites d’adhérence. L’alternative consiste a résoudre seulement dans le coeur de
I’écoulement, ot le modéle k£ —e s’applique, et a substituer la fine zone prés des parois

solides par une condition aux limites réaliste. C’est I'approche des lois de paros.

3.3.2 Loi de paroi

La figure 3.1 illustre un écoulement turbulent typique prés d’une paroi solide. La
tranche d’épaisseur d au-dessus de la paroi constitue la zone critique a éliminer
puisque le modéle de turbulence n’y est pas valide. On utilise donc un domaine de
calcul réduit par rapport au domaine physique, sa frontiére étant la ligne pointillée
située a une distance d de la paroi réelle. Evidemment, les conditions aux limites ap-
plicables sur cette frontiére de calcul ne peuvent étre celles d’origine, soit I’adhérence.
Comme les profils de vitesse prés des parois sont généralement de type couche limite,
on génére une condition aux limites appropriée en utilisant des modéles qui décrivent

la distribution de vitesse dans ces couches limites turbulentes.

Figure 3.1 Couche limite prés d’une paroi solide
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La loi de paroi utilisée provient de Launder et Spalding [92] et est décrite suivant
une notation plus proche de celle utilisée ici dans [93,96]. Elle décrit le profil de
vitesse universel adimensionnel u* tangent i la paroi en fonction de la distance

adimensionnelle y* normale 4 la paroi selon les expressions suivantes :

+ + +
pour ¥y~ < y,
ut = ‘ (3.13)

In(Ey*) pour y* >yt

<

A=

ou k est la constante de Karméan et E est un paramétre de rugosité. Pour une paroi
lisse, on utilise kK = 0,42 et E = 9,0. Ce modéle considére deux zones distinctes, soit
la sous-couche laminaire (y* < y}) et la zone logarithmique (y* > yt). Le point
critique y} séparant les deux zones s'obtient simplement de I'intersection des deux
courbes, soit ici y} = 11. Par définition, les distance et vitesse adimensionnelles sont

données par :

y* = piuk (3.14)
ut = :‘ (3.15)

ou u, est la vitesse tangentielle et y est la distance normale a la paroi. Deux échelles
de vitesse interviennent, soit la vitesse de frottement u,, et une échelle de vitesse
ux basée sur I’énergie cinétique de la turbulence k évaluée a la frontiére fictive de

calcul :

up = Cy k2 (3.16)

Finalement, la condition aux limites résultant de I'utilisation de ce profil de vitesse
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universel évalué a y = d est sur le cisaillement 7, & la frontiére du domaine de calcul :
Tw = puuuk (3.17)

Il s’agit en fait d’une condition mixte reliant le cisaillement 7, a la vitesse u,. On
peut obtenir I'expression analytique de cette dépendance 7, = f(u.) en imbriquant
les équations (3.13) a (3.17). En pratique, un bon compromis entre la validité du
modeéle de loi de paroi et du modéle k — € consiste a positionner la frontiére de calcul
(choisir d) de fagon a obtenir 30 < y* < 300 [97|, la plage inférieure donnant par

expérience de meilleurs résultats.

En plus de pallier a I'invalidité du modéle k — ¢ prés de la paroi, I'utilisation d’une
loi de paroi évite la résolution numérique d’une zone a forts gradients nécessitant un
maillage trés raffiné, ce qui permet des gains en termes de ressources informatiques.
Par contre, on introduit une autre approximation au niveau de la modélisation.
Enfin, I'utilisation de cette loi de paroi requiert la spécification de trois paramétres

par paroi, soit K, F et d.

3.3.3 Condition de tangence

La loi de paroi décrite a la sous-section précédente ne procure qu’une seule condition
aux limites pour la résolution des équations de continuité et de mouvement, soit au
niveau de la contrainte tangentielle (cisaillement). Pour la résolution d’un probléme
bidimensionnel, une deuxiéme condition, associée a la direction normale, est requise.
A la paroi réelle, la vitesse normale est nulle (non pénétration). A une distance d
(faible) de la paroi, I'écoulement dans la couche limite est & toutes fins pratiques

paralléle a la paroi i.e. la vitesse normale est trés faible. La deuxiéme condition aux
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limites associée a la loi de paroi consiste donc 4 imposer une vitesse normale nulle :
Up=u-1n=0 (3.18)

Ainsi, il n’y a pas de transfert de masse a travers les frontiéres associées aux parois.

3.3.4 Conditions aux limites pour £ et ¢

Les variables de turbulence k et € requiérent elles aussi des conditions aux limites.
Les frontiéres correspondant aux parois solides ayant été déplacées, il faut ici aussi

ajuster les conditions aux limites qui s’y appliquent. La loi de paroi choisie impose :

ok
3 = 0 (3.19)
3
=%
€=~ (3-20)

La forme appropriée de (3.19) pour 'imposition de conditions naturelles en formu-

lation éléments finis est en fait :

(p + ﬂ) Vk-fu=0 (3.21)

Ok

Enfin, avec la formulation en variables logarithmiques on utilise plutét :

(u + g‘:) VK-fi=0 (3.22)
3
£=In (Z—Z) (3.23)

‘ Ceci termine la description du modéle de ’écoulement en régime turbulent. Voyons
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maintenant la formulation du probléme de calcul de sensibilités associée a ce modéle

de turbulence.

3.4 Equations des sensibilités pour le modéle k — ¢

Les équations aux dérivées partielles des sensibilités s’obtiennent, tout comme dans
le cas laminaire, par différentiation des équations de I’écoulement par rapport a un
paramétre quelconque a. On conserve i nouveau le méme dégre de généralité dans
la formulation, c’est-a-dire qu’on tient compte de toutes les dépendances possibles
lors de la différentiation. Ainsi, les équations des sensibilités pour la continuité et le

mouvement sont :
V- 8,=0 (3.24)

pu-Vu+ps, -Vu+pu-Vs, = -Vs,

+ V- [(u’ + 1) (Vu + (Vu)T) + (B + ) (Vsu + (Vsu)T)] +f' (529

La sensibilité de la viscosité turbulente yj s’obtient de la différentiation de (3.3) ou

(3.12) :

oy (2 G g s
#t—ug(p'f'cn'f'?k 6) (3.26)
o/ C. )
= i, —_— 2 — .
ﬂz(p +C,, + 25 — s¢ (3.27)

ot les sensibilités s, = dk/0a et sx = OK/0a sont reliées par la relation suivante :

S = — (3.28)
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et similairement :

se = — (3.29)

Finalement, il faut différentier les équations de transport des variables de turbulence.

A titre indicatif, les équations (3.6) et (3.7) deviennent :

pu-Vk+ps, Vk+pu-Vsp=V- [(;Hﬂ—“‘ k) Vk+( ‘)vsk]
Ok

Y AN
+ 'P+,uP'—pe<2—+—+2——— +gq
£y t p Cp k Ly k

(3.30)

et

! !
pPu-Ve+ps,-Ve+pu-Vs =V [(p’+ﬂ—#;Z‘>Ve+ <p+ﬂ> Vsc]

O¢

f C C, s P e (Cy, p Se Sk ,
+pC'lC,,kP( +Cl+Cﬂ+k+P Cap + -+~26 P +q

La formulation en variables logarithmiques utilisée (équations (3.10) et (3.11)) donne

plutét :
p'u-V/C+psu-VlC+pu~Vs;c=V-[( “‘ ““’k)vzc+( )Vs;c]
+(p'+"‘ "“"‘)wc v1c+2( )VIC Vs
+e ™ (uP + wP' — pPsy) - (2p— —" + s — u—;) + g
p Cy K

(3.32)
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et

pPu-VE+ps,-VE+pu-Vsg=V- [(u’+%—%) V€+<u+?) VSg]

€ € €

! !
+(u'+’ﬁ—%€) vg-v5+2<y+’—‘£) VE - Vs;

Oc g €

+
I

cep (0, G Ca, P
+pCIC,,e P(p C, +Cu+81c Sg + P

C!
—Cgpeg"'c =2 + p— + s8¢ — SK) + (],5

C, p
(3.33)
ou la sensibilité du terme de production est donnée par :
P' =2Vs,: (Vu + (vu)T) (3.34)

Avec cette formulation générale, il faut donc spécifier les sensibilités des coefficients
de fermeture du modéle k — ¢ (C1, C;, C,, o} et g.). Pour pouvoir résoudre, il faut
aussi spécifier des conditions aux limites. Les conditions classiques de Dirichlet et
de Neumann s’obtiennent de la méme fagon que dans le cas laminaire (section 2.3)

alors que les conditions associées aux lois de paroi sont traitées a la section suivante.

3.5 Sensibilités pour les parois solides

Les conditions aux frontiéres pour les équations des sensibilités s’obtiennent par dif-
ferentiation des conditions correspondantes de I’écoulement. Pour les parois solides,
on différentie donc les lois de paroi par rapport 4 un paramétre quelconque a. Par
contre, on se limite 4 ’étude de paramétres de valeur étant donné les difficultés
numériques associées aux conditions de Neumann pour paramétres de forme (voir le

chapitre précédent), et donc & plus forte raison pour une condition mixte commme ici.
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La sensibilité du cisaillement a la paroi (équation (3.17)) est donnée par :
T = p Uk Uee + PULLL + pULU,, (3.35)

ol u} et u/, s'obtiennent de la différentiation de (3.16) et (3.15), en variables loga-

rithmiques, soit :

1C, 1
I i T
Up = Ug (40“ + 28}(;) (336)
vt
u,, = u—i e (3.37)

, yt pour y* < y}
ut = ] ., E y* (3.38)
—( - — 4+ — + > 4t
K(un+E y*‘) pour y* 2 y_
et par differentiation de (3.14) on obtient :
/ ! ! /
v_ P 4w p )
=yt (=+5+2-= 3.39
vy ( p d u p (3:39)
Finalement, la sensibilité de la vitesse tangentielle
up = u-t = ut; + vt (3.40)
est
U= 8y * t = syt; + Suty (3.41)

puisque le vecteur unitaire tangent a la frontiére ¢ est insensible au paramétre de

valeur (# = 0).
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Au niveau de la condition de tangence (3.18), on obtient :
8, -n=0 (3.42)
soit une condition de tangence pour la sensibilité de la vitesse.

Finalement, les conditions aux limites adéquates pour les équations de sy et sg aux

parois solides prennent la forme :

[(,, M _wjk) VK + (# N g_f) vsx] =0 (3.43)

se=3—k % _ 2 (3.44)

3.6 Détails d’implantation

Pour clore ce chapitre, on donne ici quelques précisions concernant I'implantation du

modéle de turbulence présenté et des équations de sensibilités correspondantes.

3.6.1 Algorithme de résolution

La résolution de I’écoulement et des variables de turbulence s’effectue de facon par-
tiellement découplée. Le bloc continuité/mouvement est résolu de fagon couplée alors
que les équations de K et £ sont découplées. On doit donc itérer entre les systémes.

A partir d’une solution initiale, on procéde ainsi :
1 Résoudre les équations de mouvement et de continuité (pour un u; donné)
2 Résoudre les équations de K et £ (pour un p; et un u donnés)

2.1 Résoudre I’équation de K
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2.2 Résoudre 'équation de £
2.3 Mettre a jour y,

2.4 Selon un critére d’arrét, poursuivre les sous-itérations (aller a ’étape 2)

ou aller a I’étape 3
3 Retourner a I'étape 1 jusqu’a la satisfaction des critéres de convergence globale

Le fait d’ajouter des sous-itérations sur les équations de turbulence accélére la con-
vergence globale. On réduit ainsi le nombre de résolutions des vitesses qui est plus
coiteux que la résolution des variables de turbulence. Chaque résolution locale (le
bloc continuité/mouvement, 'équation de K ou I'équation de &) est partiellement
convergée. Typiquement, on exige une convergence locale de 1073 ou 10~* alors que
le critére de convergence globale est plus serré a 107%. Ces critéres de convergence
sont basés sur la correction relative de la solution i.e. le ratio de la norme de la
correction sur la norme de la solution. L’arrét de la boucle de sous-iterations en K
et £ s’effectue pour sa part lorsqu’on atteint un maximum imposé (typiquement 3 a
5 sous-itérations) ou lorsque les corrections relatives sur les variables de turbulence
sont inférieures au tier de celles des vitesses. Il est inutile d’atteindre un niveau de
convergence trés élevé sur les variables de turbulence, pour des vitesses données, si

ces vitesses sont de toute facon mal convergées.

Le calcul des sensibilités suit le méme algorithme, mais les critéres d’arrét locaux
sont différents. Etant donné la linéarité des équations de sensibilités, on effectue une
seule itération par résolution locale (étapes 1, 2.1 et 2.2). Les critéres d’arrét des

sous-itérations et de convergence globale sont maintenus.
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3.6.2 Solution initiale

La solution initiale utilisée pour la résolution de I’écoulement ou des sensibilités peut
provenir d’une résolution antérieure (par exemple, sur le maillage précédent dans un
algorithme adaptatif) ou étre tout simplement nulle, faute de mieux. Dans le cas
d’une condition initiale nulle, I'usager doit cependant spécifier des valeurs initiales
non nulles pour k£ et e. Le champ initial de u; est donc non nul, ce qui aide au
démarrage des itérations. Toutes les autres variables, y compris les sensibilités, sont

initialisées a zéro.

Dans le cas d’une solution initiale interpolée dans une solution précédemment ob-
tenue, toutes les variables de I’écoulement sont interpolées. Par contre, les seules
sensibilités interpolées sont celles des variables de turbulence. En effet, étant donneé
la linéarité des équations, il devient inutile de perdre temps et mémoire pour se batir
une solution de départ en sensibilité de la vitesse. L’interpolation de sx et s¢ est par

contre utile pour se donner un bon estimé initial de y; pour la premiére itération.

3.6.3 Base d’interpolation pour les variables de turbulence

L’élément fini utilisé dans toutes les simulations en régime turbulent est celui de
Crouzeix-Raviart présenté au chapitre précédent. Les fonctions d’interpolation des
variables de turbulence K et £ sont quadratiques. La viscosité turbulente ne posséde
pas sa propre base d’interpolation mais est plutét évaluée directement a partir de

et £. Les sensibilités sk et s¢ utilisent la méme interpolation quadratique élémentaire.
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3.6.4 Loi de paroi

Le calcul de la contribution d’'une loi de paroi au systéme matriciel élémentaire
(formulation éléments finis) se fait par jacobien numérique. Il suffit donc de calculer
le résidu, sans isoler explicitement les divers coeflicients des variables de calcul. Ainsi,
plutot que d’imbriquer analytiquement les équations de la sous-section 3.3.2, on les
évalue simplement dans ’ordre, soit :

1. Evaluer u; avec (3.16)

2. Evaluer y* avec (3.14) ot y =d

3. Evaluer u* avec (3.13)

4. Evaluer u,, avec (3.15), soit ©,, = u,/u”*

5. Evaluer 7, avec (3.17)

On procéde de la méme fagon pour les sensibilités, avec les équations (3.35) a (3.41).

Figure 3.2 Direction d’application du cisaillement

Le cisaillement a la frontiére et sa sensibilité sont imposés via les conditions naturelles
de la formulation éléments finis. Ces quantités scalaires ont en fait une direction
d’application, soit la tangente a la frontiére, dans le sens opposé a la vitesse u, (voir

la figure 3.2). Le vecteur de traction imposé comme condition naturelle est alors

ty = -7yt (3.45)
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pour l'écoulement et
t,=-m,t (3.46)

pour les sensibilités. A cela s’ajoute la condition de tangence.

3.6.5 Condition de tangence

Lorsque la paroi considérée est parfaitement horizontale ou verticale, c’est-a-dire
alignée selon I'axe = ou y, on impose la condition de tangence au sens fort, soit u = 0
ou v = 0. Dans le cas d’une paroi quelconque, on I'impose au sens faible a I’aide de
multiplicateurs de Lagrange f. On traite donc cette condition comme une contrainte.

En résumé, on ajoute des équations de contraintes :

§fu-ndl =0 (3.47)
Ce

et une contribution aux conditions naturelles qui s’ajoute a celle de la loi de paroi :
tr=fn (3.48)

La méme technique s’applique pour les sensibilités. Le traitement des multiplica-
teurs se fait comme pour la pression soit par un lagrangien augmenté. Les détails se

trouvent dans le mémoire de Turgeon [86].



CHAPITRE 4

ALGORITHME DE REMAILLAGE ADAPTATIF

4.1 Généralités

L’utilisation de méthodes numériques en mécanique des fluides est trés répandue.
Malheureusement, ces méthodes ne produisent qu’une approximation de la réalité.
Les écarts observés entre les prédictions numeériques et les observations expérimen-
tales ont deux sources bien distinctes : la modélisation du phénoméne physique et
la résolution numérique de ce modele. Roache (1] distingue deux étapes permettant
de séparer les deux sources d’erreur : la vérification et la validation. La vérification
est associée a la démonstration du bon fonctionnement du code et de la précision
numeérique des simulations. C’est seulement lorsque cette précision numérique est as-
surée que I'on peut entreprendre des validations, a savoir la confrontation du modéle

avec la physique.

Le contréle de I'erreur numérique est donc primordial. D’ailleurs, les revues scien-
tifiques exigent de plus en plus la démonstration du niveau de précision des simula-
tions numériques. Les méthodes adaptatives s’avérent particuliérement efficaces pour
accomplir cette tache. Turgeon et Pelletier [98,99] I'illustrent clairement sur une vaste
gamme de problémes en insistant sur les concepts de vérification et de validation de
Roache. La méthodologie employée permet d’effectuer des études systématiques de
rafinement de maillage qui produisent des solutions trés précises tout en démontrant
le niveau de précision obtenu. On obtient en outre des maillages qui sont trés bien

adaptés a la solution du probléme particulier traité.
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La figure 4.1 résume l'agorithme adaptatif utilisé dans ce projet. Une boucle d’adap-
tation comprend les étapes de génération de maillage, de résolution des équations
(écoulement et sensibilités) et d’estimation d’erreur menant & de nouvelles carac-
téristiques du maillage. Cette boucle est répétée jusqu’a la satisfaction d’un critére
d’arrét. Typiquement, on vise une réduction progressive de I’erreur d’un cycle adap-
tatif & ’autre et ce jusqu’a I'obtention d’une précision désirée ou d’un niveau de

raffinement limite.

r données d’entrée

génération du
maillage

résolution

estimation de
I'erreur

critére d’arrét satisfait ? oui solution

(ex.: erreur < tolérance) o finale

opérateur de
transition

Figure 4.1 Algorithme de la méthode adaptative

Dans les sections suivantes, on examine plus en détails les deux aspects propres a
I'adaptation du maillage, soit I’estimation d’erreur et l'opérateur de transition qui
génére les caractéristiques du maillage adaptatif suivant. On discute en outre du
traitement de problémes a plusieurs variables, dont les sensibilités, et des diverses
normes utilisées. Le tout se termine par un recensement de travaux jumelant métho-

des adaptatives et calcul de sensibilités.
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4.2 Estimation d’erreur

Considérons une solution numérique quelconque ;. L’approximation introduite par
la méthode numeérique fait en sorte que ¢, est entachée d’une erreur e, donnée

par :
eewza = Yr — Pezxa (4.1)

OU .o est la solution exacte de I’équation aux dérivées partielles 4 résoudre. En
pratique, cette vraie erreur est inconnue puisque la solution exacte est elle-méme
inconnue. Il faut donc tenter de trouver une approximation de l’erreur. Une approche
classique consiste a construire une solution ¢ qui soit le plus prés possible de la

solution exacte, de facon a pouvoir estimer l'erreur selon :
el =n—¢ (4.2)

Le niveau de précision de I'estimation d’erreur dépend de la qualité de la méthode
utilisée pour générer la solution améliorée ¢. La méthode retenue ici est décrite en
détails dans la suite de cette section. Mentionnons finalement qu’on définit 'indice

d’efficacité © comme étant le rapport de 'estimation d’erreur sur 'erreur réelle :

(4
e _ ”eest” (4.3)

el

De fagon générale, on utilise une norme (identifiée par les doubles barres verticales)

plutot qu’une valeur ponctuelle de I’erreur.
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4.2.1 Projection locale

La technique d’estimation d’erreur utilisée dans cette thése est basée sur la méthode
de projection locale par moindres carrés présentée par Zienkiewicz et Zhu [100,101].
Considérons un champ typique de la solution, soit la température. L’élément fini
utilisé est quadratique, de sorte que les dérivées premiéres de T sont linéaires par
morceaux, avec des discontinuités aux interfaces entre les éléments. Or la solution
exacte de VT est continue (sauf s’il y a une discontinuité dans la conductivité ther-
mique) et plus riche qu’une simple distribution linéaire. L’idée de la projection locale
est alors de construire, via une projection par moindres carrés, une distribution plus
riche (quadratique) et continue de VT en utilisant de I'information locale, soit la so-
lution sur quelques éléments dans un méme voisinage. Plus précisément, la projection
s’effectue sur un sous-domaine Qp composé de I’ensemble des éléments partageant
un sommet P du maillage, tel qu’illustré a la figure 4.2. L’utilisation d’une surface de
projection plus grande ne serait pas nécessairement avantageuse, comme l'illustre la
figure 4.3. Par exemple, remplacer 100 segments linéaires discontinus par une seule
courbe de degré deux ne serait vraisemblablement pas plus précis que la solution
linéaire par morceaux elle-méme. Pour enrichir la solution, il faut projeter de fagon

plus locale.

Figure 4.2 Sous-domaine §2p utilisé pour les projections locales
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(a) Surface de projection adéquate (b) Surface de projection trop grande

Figure 4.3 Choix du sous-domaine de projection

Voyons comment s’effectue cette projection locale. Soit  une quantité typique a
projeter. Il peut s’agir par exemple de la dérivée de la température 97/0z. On
désigne par Q4 la solution numeérique (obtenue par éléments finis) et par Q* la
solution enrichie que ’on cherche a déterminer par projection et que l'on représente

sous la forme
@'=Pb (4.4)

ou P est une base polynémiale de degré deux et b contient les coefficients a déter-

miner :

P =[1,£1,6, 677 (4.5)
b= [bh b27 b37 b47 b57 bﬁlT (46)

On détermine les coefficients b; par une méthode de moindres carrés sur le
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sous-domaine de projection, soit par la minimisation de l'intégrale suivante :

1

i) @ - (47)

Les dérivées de (4.7) par rapport aux coefficients inconnus doivent s’annuler au mi-

nimum, soit :

0 (- (Pb—Q) dsz) (4.8)
PT

Pb— Q) dQ (4.9)

L

d’ot finalement :

[/rzp PTPdQ] (b} = {/n,, PTthQ} (w10)

Il s’agit d’'un systéme de 6 équations dont la résolution donne les 6 inconnues b;
et donc le polynéme représentant Q* sur le sous-domaine. Notons également que
si 'on désire projeter plusieurs quantités, par exemple pour estimer l’erreur sur
plusieurs variables, la matrice de projection n’a a étre construite et décomposée
qu’une seule fois pour chaque sous-domaine puisqu’elle est identique pour chaque

quantité projetée. Seul le membre de droite varie d’'une quantité Q5 a 1'autre.

La base polynéminale quadratique P de @* peut étre exprimée dans divers repéres.
Un choix naturel consiste a utiliser directement le systéme de coordonnées (z,y)
de la simulation numérique. Malheureusement, des essais numériques ont révélé une
faiblesse de cette approche : dans certaines circonstances, la matrice du systéme
(4.10) est mal conditionnée. Considérons par exemple un sous-domaine de projection
centré autour de (0, 0) et ayant une trés petite surface. Dans ce cas, les coordonnées

(z,y) sont trés faibles sur tout le domaine de projection, de sorte que les termes de
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PT P ne sont pas du méme ordre de grandeur. A titre d’exemple, on passe de 1 a

ot <« 1.

On a donc modifié la base de projection pour améliorer le conditionnement de la
matrice de projection. L’idée est de se ramener a un repére local (£, 7) de telle sorte
que & et 7 soient approximativement dans un intervalle [—1, 1] sur le sous-domaine.

On utilise ici :

L et n= y_urp (4.11)
ou (zp,yp) sont les coordonnées du noeud P autour duquel est construit le sous-
domaine. Ce point est donc ’origine du repére (£, 7n). Les échelles z, et y, sont pour
leur part déterminées de la facon suivante : on calcule les tailles Az et Ay de chacun
des éléments du sous-domaine (figure 4.4(a)) et on attribue & =, et y, les valeurs
maximales de ces tailles sur Qp (figure 4.4(b)). Les paramétres zp, yp, T, et Y,

différent donc d’un sous-domaine a ’autre.

x.\’
Ay | |
P Vs
Y
Ax
(a) Calcul des tailles d’un (b) Choix des échelles
élément

Figure 4.4 Mise i ’échelle des bases de projection
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4.2.2 Récupération d’un champ global unique

La projection locale donne une distribution Q* définie sur un sous-domaine contenant
quelques éléments. On effectue autant de projections qu'’il y a de sommets dans le
maillage, de sorte qu’on accumule plusieurs distributions quadratiques locales Q*. Or
ces diverses projections se chevauchent. Pour pouvoir estimer I’erreur ponctuelle, une
norme d’erreur élémentaire ou encore une norme d’erreur globale, il faut appliquer
une méthode systématique pour choisir parmi ces dédoublements. En fait, il s’agit
de construire un champ global Q défini sur tout le domaine et de facon unique,
en utilisant l'information générée par les projections locales. Une approche simple

consiste a définir ce champ Q sur la base d’interpolation du maillage d’éléments finis :
Q=) NG (4.12)
i=1

oit N; sont les n fonctions d’interpolation de la discrétisation éléments finis et Q;
sont des valeurs nodales. Dans notre cas, cette base est quadratique par morceaux
(par élément), ce qui est compatible avec les projections locales. Cette base donne

aussi une distribution unique et continue.

La construction du champ Q se raméne donc a la détermination de valeurs nodales.
Aux sommets des triangles, ces valeurs nodales s’obtiennent en évaluant Q* au noeud
P auquel la projection est associée (voir la figure 4.2). Pour les noeuds situés au milieu
des arétes, on prend la moyenne des projections associées aux deux extrémités de

’aréte, évaluées au milieu de I’aréte.

La figure 4.5 résume les opérations de projection et de récupération d’'un champ
global sur un probléme unidimensionnel. La technique est la méme pour un do-

maine bidimensionnel. Ici on représente trois éléments quadratiques qui ont donc des
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dérivées Q, linéaires et discontinues. On cherche 4 déterminer les valeurs nodales Q;
sur ’élément du centre. En (a), on illustre la projection locale associée au noeud #1
qui s’effectue sur le sous-domaine couvrant les éléments #1 et #2. De méme, la pro-
jection sur les éléments #2 et #3 est donnée en (b). Ces projections se chevauchent.
En (c), les valeurs nodales pour les noeuds sommets (#1 et #3) s'obtiennent de la
projection respective, alors que la valeur du noeud milieu (#2) prend la moyenne des
deux projections évaluées a cet endroit. Finalement, on utilise la base d’interpolation

quadratique du maillage pour interpoler la dérivée reconstruite Q, tel qu’illustré en

(d).

— solution numérique
-+ solution projetée

— solution numérique
-- solution projetée

noeud #1 noeud #2 noeud #3

e e —
élément #1  élément #2  élément #3 élément #1 élément #2  élément #3

(a) projection sur les éléments #1 et #2 (b) projection sur les éléments #2 et #3

Q Q
S - A T,
g S .
° L)
p:rl(l)jecliol;:kll récupent solution récupérée
e valeurs nodales es
odales récupérées

o projections evaluées au noeud central * valeurs nodales

Elément #1  élément #2  €lément #3

(c) récupération des valeurs nodales
(élément #2)

élément #1  é€lément #2  €lément #3

(d) interpolation de la solution récupérée
(élément #2)

Figure 4.5 Récupération d’un champ global & partir des projections locales
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4.2.3 Normes de ’erreur

La reconstruction d’un champ global enrichi Q avait un but bien précis : estimer
Perreur de la solution numérique. On peut faire de ’estimation ponctuelle, mais dans
le contexte de remaillage adaptatif on recherche plutét une mesure élémentaire ou
méme globale, d’ot la nécessité de se définir des normes. Considérons par exemple le
vecteur vitesse u discrétisé par un élément quadratique. L’estimation d’erreur se fait
au niveau de ses dérivées qui sont linéaires et discontinues. La norme de la solution

en vitesse est définie par :

lu|| = \// (Vu + (Vu)T) : (Vu + (Vu)T) d2 (4.13)
Q
ou pour alléger ’écriture :
ufl? = / (Ve + (Va)T) : (Vau + (Vau)T) 92 (4.14)
Q

alors que pour la norme de I'erreur estimée on remplace Vu par 'erreur Vu, — Vu :

le“]? = /ﬂ ( (Vun ~ V) + (Vuun - ﬂ)T)

(4.15)
: ((vu,, - %) + (Vu,, - %)T) dQ

De méme, on obtient les normes de la solution et de I’erreur pour la sensibilité de la

vitesse en remplagant u par s, :

lsal? = A (Vsu + (V82)T) : (Vs + (V,)T) 42 (4.16)
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et Vuy, — % par Vs,, — 6?9:‘ :

”ea.,”2 = /ﬂ ((V-?u,, - 6;:,) + (Vsu,l - 6;;)71)

(.
(o -F50) # (o) Y

Pour ce qui est de la température et des variables logarithmiques de turbulence,
qui sont toutes quadratiques par élément, on utilise les normes suivantes qui font

intervenir les dérivées premiéres :

1T = / VT . VTdQ (4.18)
Q

IKI? = / VK - VK d (4.19)
Q

IEIP = / VE - VEAR (4.20)
Q

Evidemment, les normes pour I’erreur et les sensibilités s’obtiennent en remplacant

les gradients de la solution par les erreurs et sensibilités correspondantes.

La pression est traitée difféeremment. Comme son interpolation est linéaire et dis-
continue entre les éléments, on la projette directement au lieu de son gradient. La

norme utilisée est alors la norme usuelle L?(Q) :

lIpll* = /Q p*dQ (4.21)

Finalement, la viscosité turbulente dépend directement de K et £ sans avoir sa propre

base d’interpolation. Dans ce cas on utilise tout de méme la norme suivante :

Il = [ V- Vs (4.22)
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Pour la construction de {77;, on utilise les gradients reconstruits VK et VE sans

projeter Vyu, directement.

4.3 Opérateur de transition

La derniére étape dans la boucle de remaillage adaptatif (figure 4.1) consiste a déter-
miner les caractéristiques (tailles élémentaires) que devra avoir le maillage suivant.
L’opérateur de transition effectue cette tache en utilisant les caractéristiques du
maillage courant, les estimations d’erreur et les spécifications de I'usager concernant

I’erreur cible.

De fagon générale, considérons une norme d’erreur globale typique ||e[|q dont la

valeur provient des contributions élémentaires ||e]|x, plus précisément :

Nelemn

lella = Y llelik (4.23)
K=1

0l Nglery €st le nombre d’éléments du maillage courant. On désire réduire progressive-
ment cette erreur d’un cycle adaptatif a 'autre. L’erreur cible sur le maillage suivant

est donc une fraction ¢ (imposée par I'usager) de I'erreur sur le maillage courant :
p 8 g

llecisielle = ¢llelle (4.24)

A cela s’ajoute un critére d’optimalité : répartir 'erreur également entre les éléments.

L’erreur élémentaire cible est alors :

lewellxc = cte = Nectiella (4.25)

vV Nelem
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L’erreur élémentaire doit maintenant étre reliée i la taille de cet élément. L'estima-
tion a priori de 'erreur et le taux de convergence asymptotique de I’élément fini

stipulent que
llell = ch® (4.26)

oll c est une constante, h est la taille des éléments et a est le taux de convergence
qui dépend de I'élément fini utilisé et de la norme considérée. L’erreur est donc
proportionnelle a une puissance de la taille. Dans notre cas, I’élément de Crouzeix-
Raviart conduit & @ = 2 pour toutes les normes présentées. On utilise également
cette valeur pour la norme en g, méme si on ne connait pas formellement 'ordre de

convergence de cette norme. Ainsi, sur le maillage courant on a :
llellx = chk (4.27)
alors que sur le maillage cible on veut :

||e,_.,-b,e||K = C(S?( (428)

La taille 4 que devront avoir les éléments situés dans la zone de 1’élément courant

K s’obtient en combinant les équations (4.24) a (4.28), ce qui donne :

Sk = (&) e hi (4.29)
"e”Kvnelem '

L’application de cet opérateur de transition sur tous les éléments du maillage génére
une distribution spatiale de la taille élémentaire cible définie sur le domaine entier.
En pratique, cette fonction constante par morceaux est lissée pour obtenir une dis-

tribution continue a fournir au mailleur. Le lissage se fait par le calcul de valeurs
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nodales via de simples moyennes des valeurs des éléments voisins. Le mailleur peut

ensuite interpoler dans ce champ de taille.

L'opérateur de transition présenté ne considérait qu’une seule norme de l'erreur.
Or la résolution d’un écoulement turbulent et/ou de sa sensibilité fait intervenir
plusieurs variables. Adapter le maillage en utilisant une seule norme, et donc une
seule variable, n’est pas souhaitable dans ce contexte. En effet, un maillage bien
adapté au champ de vitesse (par exemple) n'est pas nécessairement bien adapté
pour sx. Idéalement, on désire contrdler simultanément la précision numeérique de
plusieurs variables. La stratégie adoptée ici consiste a calculer séparément les tailles
élémentaires prédites pour chacune des normes impliquées. Par exemple, sur I’élément
K, I'erreur en pression commande 6% alors que pour K on obtient plutét 6%. Parmi
I’ensemble des tailles prédites sur un élément donné, on sélectionne la plus restrictive,

soit la plus petite :
dx = min{d%, %, 0%, 6%, ...} (4.30)

La distribution de taille finale (un champ unique) est donc une combinaison des
exigences des différentes variables. Rappelons qu’on utilise le méme maillage pour

’écoulement et pour les sensibilités.

Typiquement, I'adaptation du maillage considére toutes les normes qui font intervenir
les variables impliquées. Par exemple, en régime turbulent, on adapte le maillage
pour u, p, K, £ et pu,. Bien que y; soit une fonction directe de K et £, on utilise
son estimation d’erreur pour la prédiction de tailles puisque sa distribution peut
étre fort différente de celles de KC et £. Etant donné que u, intervient directement
dans I'équation de mouvement, il devient important de contréler son erreur pour
ameéliorer la qualité de la solution en vitesse. De méme, les sensibilités des variables

de I'écoulement sont aussi prises en compte dans la prédiction de taille pour un
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probléme de calcul de sensibilités. Encore une fois, un maillage bien adapté pour
la solution n’est pas nécessairement bien adapté pour les sensibilités. Par souci de
controle, 'implantation du module d’adaptation est telle que I'usager doit spécifier

les normes qu'il désire faire intervenir.

Notons enfin qu’en applicant un opérateur de miminum sur diverses distributions
de taille pour générer une distribution unique, on s’éloigne quelque peu du principe
d’équirépartition de I'erreur. En fait, il est impossible d’équirépartir simultanément
Perreur sur plusieurs normes. Mais le plus important est qu’on arrive a contréler la

qualité de la solution pour toutes les variables.

4.4 Précédents

Bien que les études de sensibilités soient déja relativement répandues, peu d’au-
teurs ont employé des stratégies adaptatives. En structures, on note par exemple
les travaux de Bugeda et Oliver [60], Dutta et Ramakrishnan [61] et Sienz et Hin-
ton [62]. Du cété de la mécanique des fluides, Bugeda et Onate [63,64] de méme que
Borggaard et Pelletier [66] ont apporté leur contribution. Dans tous les cas, 'adap-
tation se faisait au niveau de la solution seulement. Des études récentes considérant
en plus les sensibilités pour I’adaptation sont fournies par Borggaard et al. [67, 68|
et par Stanley [69], mais leurs études se limitent & des écoulements bidimensionnels

cartésiens laminaires et incompressibles.

En optimisation, les sensibilités sont utilisées pour déterminer le gradient d’une fonc-
tionnelle objectif. Par conséquent, ce gradient est entaché d’erreurs numériques, tout
comme la fonctionnelle elle-méme. Une estimation d’erreur sur cette fonctionnelle et

son gradient fournirait des renseignements fort utiles. Buscaglia et al. [70] présentent
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une rare investigation sur cet aspect. Leur étude ne porte cependant que sur des

problémes linéaires (équation de Poisson en élasticité linéaire).

La méthodologie adaptative présentée a déja été utilisée avec succés pour la simula-
tion d’écoulements en régime laminaire [102,103|, en régime turbulent [94,104-108],
avec transfert de chaleur {109-113] et compressibles [114,115]. Il s’agisssait donc ici
de modifier un outil d’estimation d’erreur et d’adaptation existant et non d’en créer
un de toutes piéces. Plus spécifiquement, les contributions du présent projet sont au
niveau de I’ajout de la mise a I’échelle pour les projections locales et de I'ajout du
calcul d’erreur sur les variables de sensibilités, avec le changement correspondant sur

la structure de données.
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS EN REGIME LAMINAIRE

Les chapitres précédents ont abordé les aspects théoriques et d'implantation de
la méthode de I'équation des sensibilités. On passe maintenant a des applications
numériques de la méthodologie en régime laminaire. Premiérement, on considére un
probléme possédant une solution analytique fabriquée de toutes piéces. L’écoule-
ment considéré s’apparente a une couche limite sur une plaque plane. Ici, on adopte
la stratégie de Roache [1] qui consiste a vérifier le code avant de passer a des applica-
tions ou validations. Le deuxiéme cas étudié est un probléme de convection naturelle
de sirop de mais dans une enceinte fermée. Les propriétés de ce fluide varient forte-
ment avec la température. La troisiéme application est un probléme d’optimisation :
on désire maximiser I’extraction de chaleur d’un bloc chaud dans une canalisation.
Finalement, on calcule la sensibilité d'un écoulement autour d’un profit NACA 0012
par rapport a I'angle d’attaque pour extrapoler la solution a des angles voisins. On
couvre donc une vaste gamme de problémes tout en illustrant diverses utilisations
possibles des sensibilités telles que le calcul de solutions voisines, I’analyse de sensi-
bilité, I’analyse d’incertitude et I’'optimisation. Des applications en régime turbulent

seront présentées au chapitre suivant.
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5.1 Vérification : couche limite analytique

5.1.1 Description du probléme

Ce premier exemple est consacré a la vérification du code en régime laminaire avec
transfert de chaleur en convection mixte, selon la méthode des solutions manufac-

turées [1]. On construit la solution analytique artificielle suivante :

u=Uy(l1—e") (5.1)
UO 44 -7

== - 2

v =3\ otes [1-(1+n)e™ (5.2)

T=ATe " +Ty (5.4)

ou :

"=y -w) ,/‘%" (5.5)
vy=Pr'p= (%)n(y—yo)\/% (5.6)

Cette solution reproduit les caractéristiques d’une couche limite sur une plaque plane.

La forme adimensionnelle suivante des équations aux dérivées partielles est adéquate
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pour ce régime :

V-i=0 (5.7)
@ -Va=-Vp+V- [é (va + (V&)T)] —RiT§ (5.8)
@-VI=V- ( Relprvri’> (5.9)

Ici, le tilde identifie les variables adimensionnelles et les nombres de Reynolds,

Prandtl et Richardson sont définis par :

Re = ”(ﬁ’[’ (5.10)
Pr = % (5.11)
. gBATL
m=9U2 (5.12)
0

Pour se ramener 4 une solution adimensionnelle, on choisit donc les valeurs suivantes

pour les divers paramétres de la solution analytique et des équations aux dérivées

partielles :
U0=1 p=1 T0=0
AT =1 =1 g=-j (5.13)
1 1
. Re Re Pr A
n=1/3 Yo =

avec les nombres de Reynolds, Prandtl et Richardson suivants :
Re = 100 Pr=0,7 Ri=0,5 (5.14)

La géométrie est pour sa part adimensionnalisée sur la longueur caractéristique L et
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ses dimensions sont donc de 'ordre de I'unité.

Ces expressions analytiques satisfont I’équation de continuité (2.1). Par contre, pour
qu’elles satisfassent les équations de mouvement (2.2) et d’énergie (2.3), il faut
ajouter des termes sources artificiels appropriés f et ¢;. On détermine ces derniers

en injectant la solution construite dans les équations et en annulant le résidu.

La figure 5.1 illustre la géométrie et les conditions aux limites pour ce cas test.
Notons que pour cette configuration nominale, yo = 0. Sur la paroi (en bas) la
vitesse est nulle et la température unitaire, alors qu’a 'infini T tend vers 0 et u vers
1. Des conditions de Dirichlet sont imposées partout sauf sur une petite portion de la
frontiére de gauche, vers le haut, ot ’on impose une contrainte normale nulle (ce qui
n'est pas exact mais suffisamment vrai pour nos besoins). Ceci est nécessaire pour

permettre la conservation de la masse et fixer un niveau de pression.

™ (l,l+%)
0[ P

(OJv%)/A5;n07A0720/’
u=v=0
T=1

Figure 5.1 Description du probléme analytique de vérification en régime laminaire

Au calcul d’écoulement s’ajoute, évidemment, un calcul de sensibilité. Ici, le parame-
tre considéré est la position de la paroi solide, yo. La solution exacte des sensibilités

s’obtient en différentiant la solution exacte de ’écoulement par rapport au paramétre
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Yo, ce qui donne :

sy = Upe™ ™’ (5.15)

UO U -n../
= 16
o=\t " (5.16)
sp =0 (5.17)
st = —ATe " (5.18)

ou:
S ) (5.19)
7

1= _ (K2, [P

T = ( A ) T (5-20)

A nouveau, ces expressions satisfont les équations aux dérivées partielles des sensibi-
lités (2.12)—(2.14) si on ajoute des termes sources appropriés f' et ¢/. Comme il s’agit
d’un parameétre de forme et qu’en plus on connait la solution exacte, on peut faire les
simulations soit comme un paramétre de forme, soit comme un paramétre de valeur
(en imposant les conditions aux limites exactes plutét qu’en utilisant les dérivées de
la solution de I'écoulement). On va ainsi vérifier successivement I'implantation des

parameétres de valeur et de forme et comparer leur performance.
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5.1.2 Parameétre de valeur

Dans un premier temps, on résout ce probléme en considérant que le paramétre est

de type valeur en imposant les conditions de Dirichlet exactes suivantes :

Sy = Upe™ ™ (5.21)
Uo ll’ -7
L= [ B 5.22
=S\t " (5.22)
st = —ATe™ " (5.23)

Pour ce faire, on spécifie les valeurs suivantes des coefficients de la forme générale

des conditions aux limites (équation (2.28)), avec a =y :

Di

Dy = Upe™ "' (5.24)
% - %2 e~ (5.25)
-57]: = —ATe™ "y (5.26)
% _ g_zg —0 (5.27)

Enfin, la condition de Neumann (0., = 0) de I'écoulement devient, pour les sensibi-

lités, une condition de Neumann nulle : o, = 0.

La figure 5.2 présente ’évolution des normes de ’erreur avec le raffinement adap-
tatif du maillage. Les erreurs vraies sont comparées aux estimations obtenues par la
technique de projection locale, et ce pour les variables u, T, s, et sp. Comme on
peut le constater, toutes les erreurs décroissent de fagon réguliére pour atteindre de
trés faibles niveaux. La solution numérique converge donc vers la solution exacte des

équations aux dérivées partielles, tant pour 'écoulement que pour les sensibilités.
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Figure 5.2 Couche limite analytique : trajectoires des erreurs pour un paramétre de
valeur
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Pour donner une meilleure idée du niveau de précision, mentionnons que 'erreur re-
lative (ratio de la norme de 'erreur sur la norme de la solution) est d’environ 0,02%
sur toutes les variables. Les sensibilités sont donc aussi précises que I’écoulement,
contrairement a ce que peut laisser croire le niveau d’erreur absolu plus élevé. En
conclusion, on peut affirmer que I'implantation est vérifiée en ce sens que le code

résout correctement les équations qu’il est sensé résoudre.

Le taux de décroissance des erreurs a la figure 5.2 est en accord avec le taux de
convergence théorique pour I'élément quadratique utilisé. En effet, on s’attendait a
observer une erreur proportionnelle au carré de la taille (@ = 2 a la section 4.3). Or
comme le nombre de noeuds est approximativement proportionnel a I'inverse du carré
de la taille, on prévoit donc une erreur inversement proportionnelle au nombre de
noeuds, tel qu’observé. Ceci n’est qu’approximatif puisque le raffinement du maillage

n’évolue pas de la méme fagon partout dans le domaine.

Finalement, ce probléme avec solution analytique permet d’examiner la performance
de I'estimateur d’erreur par projection locale. Comme on peut le constater a la figure
5.2, les estimations d’erreur sont trés prés des erreurs vraies. Mieux encore, elles
s’améliorent avec le raffinement du maillage. Les indices d’efficacité sur le maillage
final sont supérieurs 4 95%. Ainsi, ’estimateur d’erreur et son implantation sont eux

aussi vérifiés par ce cas test.

5.1.3 Parameétre de forme

Reprenons le méme probléme en considérant cette fois-ci que y est un parameétre

de forme. On utilise donc dans I’expression générale des conditions aux limites de
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Dirichlet (2.28) les valeurs suivantes :

Di Dy DT _

Dyo Dy Dy, 0 (5.28)
ZTZ =0 (5-29)
g—:“/l; =1 (5.30)
Les conditions aux limites résultantes sont :
Sy = —g—z (5.31)
Sy = —% (5.32)
sr= —%Tg; (5.33)

Elles dépendent donc des dérivées premiéres de la solution de ’écoulement, contraire-
ment au cas précédent, et seront forcément moins précises. Pour le reste, la solution

exacte demeure la méme.

Les résultats obtenus pour I'écoulement sont & peu prés les mémes que dans le
cas précédent, ce qui était prévisible puisque la définition du probléme demeure
inchangée. Seule la séquence de maillage différe. Par contre, pour les sensibilités, les
erreurs vraies ont augmenté et les indices d’efficacité de I’estimateur se sont détério-
rés, tel qu’illustré a la figure 5.3. Malgré tout, les niveaux d’erreur sont bas et I’erreur
décroit a un bon rythme. La solution converge encore une fois vers la solution exacte.
En ce sens, la méthodologie est vérifiée. On tentera d’expliquer plus loin la baisse

des indices d’efficacité.

L’obtention de résultats numériques moins précis était prévisible a cause de la pré-

sence de conditions aux limites moins précises. En fait, on aurait méme pu s’attendre
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Figure 5.3 Couche limite analytique : trajectoires des erreurs pour un paramétre de
forme

a une perte au niveau de I'ordre de convergence, soit une décroissance plus lente de
I'erreur. En effet, la variable s, (par exemple) dépend directement de 8u/dy par le
biais de la condition aux limites, de sorte que ds, /3y aurait pu étre d’'un ordre moins

précis que Ju/dy. Cela ne semble pas étre clairement le cas.

La figure 5.4 permet une meilleure comparaison entre les résultats avec parameétres
de forme et de valeur. Les erreurs pour la variable s, et les indices d’efficacité y sont
confrontés. Dans un premier temps, on observe que les erreurs vraies sont nettement
plus élevées dans le cas d’un paramétre de forme, soit par un facteur d’environ 3
ou 3,5. La condition aux limites inexacte contribue donc a une bonne proportion de
I’erreur totale. Par contre, les estimations d’erreur dans les deux cas sont trés proches
I'une de 'autre. L’estimateur détecte en fait les erreurs de type interpolation et non
les erreurs transportées. Ces erreurs d’interpolation sont donc a peu prés inchangées.
Par contre, les erreurs dues a la condition aux limites et qui se répercutent sur tout
le domaine ne sont pas détectées par I’estimateur d’erreur. Il en résulte dans ce cas-ci

des indices d’efficacité avoisinant les 40% et qui ne semblent pas vouloir s’améliorer
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Figure 5.4 Couche limite analytique : comparaison des erreurs et des indices d’effi-
cacité (paramétres de valeur vs de forme)



100

avec le raffinement du maillage. Un autre cas test de calcul de sensibilité de forme
possédant une solution analytique a donné des résultats similaires [116] : de faibles
indices d’efficacité et des erreurs plus élevées que pour un paramétre de valeur. De
plus, dans ce dernier cas, les indices d’efficacité et le taux de décroissance des erreurs

semblaient se détériorer avec le raffinement du maillage.

Une autre fagon d’analyser I’effet de I'inexactitude de la condition aux limites consiste
a regarder I'erreur locale qui en résulte. La figure 5.5 présente une coupe de l'erreur
locale e** = s,, — s,,,., sur la sensibilité s,. Ces données ont été extraites sur les
sixiémes maillages adaptatifs des cas avec paramétre de valeur (6034 noeuds) et
paramétre de forme (8581 noeuds) respectivement. Globalement, on constate que
I'erreur dans le cas d'un paramétre de forme est nettement plus élevée que dans le
cas d'un paramétre de valeur avec condition aux limites exacte et ce méme avec
un plus grand nombre de noeuds. De plus, I'erreur est maximale a la paroi. Malgré
tout, cette solution est trés précise : s, exact vaut -14,14  cet endroit, donc I'erreur

absolue d’environ 0,01 correspond a une erreur relative inférieure a 0,1%.

L] L

fom;e
valeur ----—--
0.8

02

0
-0.006-0.004-0.002 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
s,(num.) - s, (exact)

Figure 5.5 Couche limite analytique : coupe de I'erreur sur s, 4 £ = 0,5
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On constate également a la figure 5.5 que la distribution de 'erreur est fort différente
dans les deux cas étudiés. Avec une condition aux limites exacte, on obtient une erreur
qui oscille autour de zéro, les oscillations se produisant a I’échelle élémentaire. Il s’agit
donc d’erreurs de type interpolation. A I'opposé, on remarque plus de régularité dans
la distribution d’erreur pour un paramétre de forme : ’erreur ne change de signe qu’a
deux reprises. La sensibilité s, est donc surévaluée ou sous-évaluée sur une distance
couvrant plusieurs éléments. L’erreur due a la condition aux limites et propagée dans
le reste du domaine domine donc I'erreur d’interpolation, soit les petites oscillations

autour d’'une courbe moyenne d’erreur non nulle.

L’estimation d’erreur et ’évaluation de son indice d’efficacité se basent sur les dé-
rivées premiéres de la solution et non sur les variables de calcul elles-mémes. C’est
donc du coté des dérivées qu’il faut regarder pour interpréter les mauvais indices
d’efficacité observés a la figure 5.4. La figure 5.6 présente une coupe de I’erreur locale
sur la dérivée ds,/0y 4 £ = 0,5, & nouveau sur les sixiémes maillages adaptatifs.
Cette fois-ci, le niveau d’erreur dans les deux cas est comparable et somme toute
assez bas (0s,/dy vaut 200 a (z,y) = (0,5,0)). Cependant, on note ici encore (mais
de facon moins prononcée que pour s,) que l'erreur dans le cas valeur est plutét
centrée autour de zéro avec des oscillations dues aux erreurs d’interpolation, alors
que dans le cas d’'un paramétre de forme la tendance est au décalage du niveau
moyen de I'erreur. Dans ce dernier cas, I'estimateur d’erreur détecte uniquement les
erreurs de type oscillation ou interpolation et non les erreurs dues au décalage du
niveau moyen de la solution. Ceci explique les faibles indices d’efficacité obtenus.
Une discussion sur le probléme d’estimation d’erreur sur des solutions décalées est

donnée par Turgeon [86].

En conclusion, le calcul de sensibilité avec paramétre de forme est plus difficile que

celui avec paramétre de valeur et conduit typiquement a des solutions moins précises.
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(b) Paramétre de forme

Figure 5.6 Couche limite analytique : coupe de I’erreur sur aa—’yl arz=0,5
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Malgré une moins bonne estimation de I’erreur, I’algorithme continue & bien adapter
le maillage 4 la solution. Globalement, la méthodologie a été vérifiée sur ce pro-
bléme analytique. Il faut simplement é&tre conscient de la difficulté supplémentaire

imputable au traitement d’'un paramétre de forme.

5.1.4 Améliorations possibles

La meilleure facon d’augmenter la précision des sensibilités et les indices d’efficacité
pour des parameétres de forme consiste a améliorer la technique d’estimation d’er-
reur par projections locales au niveau des frontiéres du domaine. Par expérience,
on sait que la technique actuelle donne de moins bons résultats sur les éléments
aux frontiéres, et plus particuliérement pour la récupération de la dérivée normale
a la frontiére. Ceci est principalement di au fait que pour un noeud situé sur la
frontiére, I'information disponible pour la projection est plus pauvre étant donné
I’absence d’éléments du coté extérieur de la frontiére. Une amélioration & cette tech-
nique permettrait de cumuler des effets bénéfiques a 'augmentation de la précision

des sensibilités. Dans 'ordre, on cumulerait les gains suivants :

- ameélioration de I'estimation d’erreur aux frontiéres pour I'écoulement qui sous-
estime actuellement ’erreur vraie. Conséquemment, augmentation de I'indice
d’efficacité pour ’écoulement ;

- augmentation du niveau de raffinement du maillage prés des frontiéres due a la
meilleure estimation d’erreur, d’ou une amélioration de la solution numérique
de I’écoulement a cet endroit ;

- amélioration de la condition aux limites pour les sensibilités 4 cause d’une
meilleure précision de I’écoulement et d’une meilleure projection du gradient

de I’écoulement apparaissant dans la condition aux limites;
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— augmentation de la précision globale de la solution numérique des sensibilités

étant donné la plus grande précision de la condition aux limites;

— augmentation du niveau de raffinement du maillage prés des frontiéres due a la
meilleure estimation d’erreur, d’oi une amélioration de la solution numérique

des sensibilités a cet endroit ;

- ameélioration globale de I'indice d’efficacité pour les sensibilités due a la réduc-
tion de la contribution de la condition aux limites i I’erreur et 4 une meilleure

estimation d’erreur.

Une étude préliminaire pour tenter d’améliorer la récupération de dérivées projetées
au bord a été entreprise. L’idée retenue est d’éviter d’utiliser la projection associée
a un noeud frontiére pour évaluer le champ reconstruit a ce noeud : on tente plutot
d’utiliser I'information d’une autre projection, évaluée au bord. Dans une premiére
approche, on a simplement utilisé une projection d’'un sommet voisin dont le sous-

domaine de projection s’étend jusqu’a la frontiére.

Le tableau 5.1 compare les normes des erreurs et indices d’efficacité globaux obtenus
avec cette approche préliminaire a ceux de I’approche de base. Ces résultats sur le
probléme avec paramétre de forme ont été obtenus aprés cinq cycles d’adaptation. On
constate dans un premier temps que le nombre de noeuds augmente plus rapidement
avec la nouvelle approche. On observe en fait un plus grand raffinement prés de la
paroi. Plus important encore, les erreurs sont significativement réduites, plus que
simplement a cause de la petite augmentation du nombre de noeuds. Finalement,
les indices d’efficacité ont grandement remonté. Ces résultats sont donc satisfaisants,
mais il reste du travail a faire. En particulier, les maillages générés ont tendance a
étre plus irréguliers sur la paroi. Aussi, on voudrait idéalement récupérer des dérivées
avec un ordre de convergence supérieur aux dérivées numériques, ce qui n’est pas le

cas ici.
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Tableau 5.1 Effet de la technique de reconstruction des dérivées sur les frontiéres

méthode nombre de erreur vraie x10 estimation x10 indice d’efficacité
noeuds Sy ST Su st 8y St

standard 4326 2,956 0,8773 1,118 0,4894 37,8% 55,8%

modifiée 5507 1,612 0,4849 1,299 10,4479 80,6% 92,4%

5.1.5 Autres vérifications

Des variantes a ce cas test analytique ont été étudiées et publiées. La référence [117]
présente des calculs de sensibilités par rapport a la vitesse a I'infini de méme que I'éva-
luation subséquente du gradient d’une fonctionnelle objectif. Des vérifications sur un
écoulement de fluide a viscosité variable se trouvent également dans la référence [118].
Dans ce dernier cas, le paramétre de design considéré est un coefficient du modéle de
viscosité. Maintenant qu’on a vérifié 'implantation de la méthodologie adaptative
de calcul de sensibilités par éléments finis en régime laminaire, on peut passer avec

confiance a des applications.

5.2 Convection naturelle de sirop de mais

5.2.1 Description du probléme : écoulement

Comme deuxiéme application en régime laminaire, on considére la convection na-
turelle de sirop de mais dans une enceinte fermée. Cette application soumet notre
méthodologie 4 de nouvelles épreuves : la convection naturelle, la présence de plu-
sieurs zones (fluide et solides) et des propriétés physiques trés dépendantes de la
température. Cet écoulement a fait I’objet d’une étude expérimentale par Chu et

Hickox [119].
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La figure 5.7 présente la configuration utilisée. Etant donné la symétrie du probléme,
on ne résout que sur la moitié du domaine réel. La base de la cavité est faite de
plexiglas avec une bande de cuivre insérée qui fournit de la chaleur. Le reste de la
cavité est rempli de sirop de mais. La largeur de la bande de cuivre est de L = 0,136 m
alors que la hauteur de la zone fluide, k, a une valeur nominale de h = L. Les autres
dimensions sont indiquées a la figure 5.7. Du c6té des conditions aux limites, on
impose une température constante (chaude) 7;, = 57,2°C sur le bas de la plaque de
cuivre alors que le haut de I’enceinte est maintenu 4 une température plus froide
Ty = 5,3°C. Le flux thermique est nul sur les autres frontiéres. Pour ce qui est des
vitesses, on impose des conditions de paroi (vitesse nulle) partout sauf sur I’axe de

symétrie ou le cisaillement et la vitesse normale sont nuls.

y
T,

‘[‘/ axe de
h A sirop de mais symétrie
/
0,5L :
0,02L ; cuivre
|’ 2
e . ————’x

Figure 5.7 Géométrie de la cavité

Un des grands intéréts de ce probléme réside dans la forte non-linéarité des pro-

priétés physiques en fonction de la température. Plus précisément, on utilise les



recommandations de Chu et Hickox [119], soit :

=T/az
age
L = age

/\=bo+b1T

¢ = Co +¢,T + ¢, T?

ou :

ao = 0,2412 be = 0,3724 co = 2,2005
a; = 12,5867 b, = 3,034 x 1074 ¢ = 3,9532 x 1073
as = 55,7805 ¢, = —6,7883 x 107°

A la température de référence Ty = 5,3°C on a donc que :

Lo = 22 535 poises
Ao = 0,3740 W/(m-K)
cpo = 2221 J/(kg-K)
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(5.34)
(5.35)
(5.36)

(5.37)

(5.38)
(5.39)
(5.40)

Notons qu’avec les écarts de température présents (AT = T, — Ty = 51,9°C), le ratio

des valeurs extrémes de la viscosité Lmaz/lmin €St de I'ordre de 1000. De plus, la

masse volumique est supposée constante a go = 1,4334 x 10° kg/m3. Finalement, les

conductivités thermiques des solides sont respectivement de 0,5\ pour le plexiglas

et 1000\ pour le cuivre.

Ce probléme est résolu sous forme adimensionnelle. Plus précisément, on utilise la



forme suivante des équations :

v RagPrg coua
ol :
- u
u=—
Uo
-
u — —
Ho
avec :
et :

V-a=0
Vﬁ:—Vﬁ+V-['(V&+(Vﬁ) )]— Rao 7
PI’O
vT:v-(I\vT)
-__P_ -_T—Tg
P Po T= AT
- A . _ G
iz =2
% ? =
uy = o, [Rao
°~ nLV Pry

Pro = P9%0 _ 134 x 107

Ao
llgll G AT L?

2
Rag = 2% = 2850
HoAo
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(5.41)
(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

L’indice 0 identifie les quantités de référence et le tilde identifie les variables adi-

mensionnelles. La longueur de référence est la largeur L de la bande de cuivre. Pour

résoudre sous cette forme adimensionnelle en utilisant 'implantation dimensionnelle

du code (équations (2.1) a (2.3)), on spécifie tout simplement les valeurs suivantes
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comme données d’entrée :

/Rag b = _ [Rao =i =)
p = P—ro, Cp - PrOCp, ﬂ - Pro ) ﬂ - /J et /\ - /\ (5'49)

5.2.2 Description du probléme : sensibilités

La motivation principale a choisir ce probléme pour faire des calculs de sensibili-
tés réside dans la présence d’incertitudes dans les données. On insiste donc ici sur
l'utilisation des sensibilités a des fins d’analyse d’incertitude. Plus précisément, on

considére quatre paramétres de design qui sont entachés d’incertitude :

1. La précision du modéle de viscosité est évaluée a 6,5%. On choisit le coefficient

ag pour absorber toute cette incertitude, soit ag + Aag avec Aag = 0,065a,.

2. La conductivité thermique du sirop de mais est précise 4 environ 3%. On

attribue une incertitude de Aby = 0,03by & by pour en tenir compte.

3. Chu et Hickox [119] affirment que la hauteur de I’enceinte est égale a la largeur
de la plaque chauffante en cuivre. Or, ils utilisent A = 0,98 L dans leurs simula-
tions numeériques. On considére donc une incertitude de 0,02L pour h. Notons
qu'’il s’agit ici d’'un paramétre de forme.

4. Les différences de température mesurées le long de la région centrale de la

laque chauffante varient d’environ 2%. On choisit donc d’imposer une incer-
p

titude a T}, soit AT, = 0,02AT.

Mentionnons qu’on ne traite ici que des incertitudes sur des paramétres discrets. Par
exemple, ag absorbe I'incertitude sur le modéle de viscosité et T}, bien que possédant
une incertitude, demeure un paramétre discret i.e. la condition aux limites demeure
une constante. Une approche plus réaliste considérerait des incertitudes distribuées.

Ainsi, la condition aux limites 7}, ne serait pas unitorme, mais posséderait plutot des
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Tableau 5.2 Sensibilités des propriétés physiques

paramétre 74 X
a =T,
ag £ —2ye /62 g1, by st
bo —%pe‘”“zsr 1+ bysr
T —%,ue"r/ a2g5r by st
— 8 ,0-T/a2
h o pe st byst

déviations locales. Plusieurs paramétres, avec des déviations admissibles, pourraient
décrire cette distribution de la condition aux limites. En premiére approche, on se

limite a des incertitudes sur peu de paramétres, avec des effets plus globaux.

Les propriétés physiques du sirop de mais étant variables, leurs sensibilités le sont
aussi. Ces sensibilités s’obtiennent en différentiant les équations (5.34) a (5.36). Par

exemple, pour c, on obtient :
c;, = (¢ +2¢2T)st (5.50)

pour les quatre paramétres étudiés. Les sensibilités de la viscosité et de la conducti-
vité thermique sont données au tableau 5.2. De plus, onaque p) =g = ' =T =
0 pour les quatre paramétres considérés. Pour une simulation adimensionnelle, on
utilise, par exemple pour la viscosité, i’ = u'/ . Les quantités de référence servant
a I’adimensionnalisation sont des constantes fixées au départ et qui sont insensibles
aux paramétres. Ainsi, g = 0. En effet, on ne désire pas réadimensionnaliser le pro-
bléme pour un changement de paramétre. Notons enfin que dans I’approche présente,
les équations de mouvement et d’énergie sont entiérement adimensionnelles alors que
les équations des sensibilités ne le sont pas. En effet, I'opération de différentiation
par rapport & un paramétre dimensionnel tel que ao fait apparaitre des unités au

dénominateur. A titre d’exemple, s, et /i’ possédent les unités de ag’.
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Le dernier point i considérer pour le calcul de sensibilité est I'imposition de con-
ditions aux limites. Pour les paramétres ao et by, on a partout des conditions de
Dirichlet ou de Neumann nulles. Pour T}, les mémes conditions s’appliquent sauf sur
la paroi chauffée ou sy = T} = 1. Finalement, pour le paramétre de forme h qui
déplace la paroi du haut, on impose les coeflicients de condition aux limites suivants

sur cette paroi :

Di Di DT

Dh=Dh - Dr-° (5.51)
Ozs _

Lo (5.52)
dyr

=1 (5.53)

En fait, la condition sur s, en haut pour ce paramétre de forme a été légérement
modifiée suite & des problémes de convergence. Normalement, cette condition serait
sy, = —0u/8y. Or sur cette paroi horizontale, u = 0 et donc du/0z = 0. On en
déduit que dv/dy = 0 pour satisfaire I'équation de continuité. Ainsi, on a directement

imposé la condition aux limites exacte s, = 0.

La difficulté avec I'approche normale s, = —dv/dy est qu'il peut y avoir un débit
net des sensibilités sur cette face puisque s, ne sera pas exactement nul, méme s’il
est faible et qu’il tend vers zéro avec le raffinement du maillage. Il devient alors
impossible de satisfaire I’équation de continuité des sensibilités. En effet, ’équation
de continuité élémentaire associée a la premiére fonction test en pression (dp = 1)

est :

V-8,dQ2=0 (5.54)
Qe

ou €2, est la surface de I’élément. L’interpolation en pression étant discontinue, cette

équation se retrouve telle quelle dans le systéme d’équations global assemblé. En
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additionnant toutes ces équations élémentaires ou obtient :
/ V- -8,d2=0 (5.55)
Q

Finalement, I'application du théoréme de la divergence sur cette derniére équation

conduit & :
/ s, -ndll =0 (5.56)
an

qui stipule que le débit net des sensibilités sur les frontiéres du domaine doit étre nul.
Si cette condition n’est pas respectée, alors les équations élémentaires 5.54 ne pour-
ront pas I’étre. C’est exactement ce qui se produit lorsqu’on utilise s, = ~dv/dy # 0
sur la paroi du haut. Dans ce cas, le débit net imposé peut étre non nul sur cette
paroi et donc sur ’ensemble de la frontiére 92 puisqu’ailleurs la condition de Dirichlet
8, - 1 = 0 donne un débit nul. C’est le danger d’utiliser des conditions de Dirichlet

sur toutes les frontiéres sans laisser de liberté d’évacuation de masse.

Dans les prochaines sections, on présente les résultats numériques obtenus. Suivant
les résultats de 'écoulement, trois usages des sensibilités sont illustrés : 'analyse de

sensibilité, ’analyse d’incertitude et le calcul de solutions voisines.

5.2.3 Solution de I’écoulement

Le figure 5.8 illustre le comportement de cet écoulement. On y voit la formation
d’un tourbillon de convection provoqué par le réchauffement du fluide au-dessus de
la plaque chauffante. Au niveau thermique, on note la présence de couches limites
prés des parois chaude et froide. Les gradients de température sont particuliérement

élevés juste au-dessus de la plaque de cuivre. Dans cette plaque, la température est
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presque uniforme a cause de la trés grande conductivité thermique.

(a) Lignes de courant (b) Isolignes de la température

Figure 5.8 Cavité : solution de I’écoulement

Le maillage final généré par l'algorithme adaptatif est présenté a la figure 5.9. Ce
maillage de 26 003 noeuds a été obtenu aprés 4 cycles d’adaptation ou I'on exigeait
une réduction de l'erreur par un facteur 2 pour les normes en vitesse, température et
toutes les sensibilités correspondantes. Il semble étre trés bien adapté a la solution

de I’écoulement et aux sensibilités présentées i la section suivante.

Figure 5.9 Cavité : maillage final
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5.2.4 Analyse de sensibilité

Les sensibilités ont une interprétation propre, sans post-traitement : elles représen-
tent 'influence d’un paramétre sur la solution. En particulier, elles permettent d’iden-
tifier les zones les plus sensibles ou bien les paramétres qui sont dominants. Par
contre, les sensibilités telles quelles sont difficilement comparables pour divers pa-
ramétres dans la mesure ou elles n’'ont pas les mémes unités et peuvent avoir des
valeurs trés différentes simplement a cause des écarts d’ordre de grandeur entre les
parameétres. Pour cette raison, on utilise plutot les sensibilités nomalisées, c’est-a-dire

les sensibilités multipliées par la valeur nominale du paramétre :

ou orT Jdp
%anm, a_a“"‘"" et a—aa,mm (5.57)

Les sensibilités normalisées pour divers paramétres ont donc toutes les mémes unités,
soit celles de la variable de I’écoulement. Mieux encore, ces sensibilités normalisées
expriment le changement de la solution correspondant a un pourcentage de variation
du parameétre. Pour illustrer ceci, considérons le développement de Taylor au premier

ordre pour la température :
ar
T(z,y;a+ Aa) = T(z,y;a) + a—aAa (5.58)
ou:

AT =T(z,y;a + Aa) — T(z,y;a) = ZT—aAa (5.59)
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que ’on peut aussi écrire sous la forme suivante :

AT = ganm x A (5.60)
a Qnom

sensibilité normalisée  perturbation relative

Ainsi, 1% de la sensibilité normalisée correspond a la variation de la température suite
a une variation de 1% du paramétre. En d’autres mots, une sensibilité normalisée n
fois plus élevée qu’une autre signifie que la solution varie n fois plus dans ce cas que

dans ’autre, pour le méme pourcentage de variation des deux parameétres.

Les figures 5.10 et 5.11 présentent les distributions des sensibilités normalisées de la
norme de 8, et de sy. Sur ces graphiques, on déplace verticalement les noeuds du
premier maillage adapté proportionnellement aux valeurs des sensibilités normalisées.
Les échelles sont les mémes pour permettre les comparaisons, sauf pour les sous-

figures (e) qui illustrent la solution de ’écoulement.

Pour la vitesse (figure 5.10), les paramétres T}, et h sont ceux qui ont le plus d’effet sur
la solution. Les sensibilités sont maximales prés de 'axe de symétrie, 14 ou la vitesse
elle-méme est plus élevée. D’ailleurs, la distribution de la sensibilité par rapport a T},
qui est le moteur principal de I’écoulement, ressemble beaucoup a la distribution de
la vitesse. On remarque également que seul /& a une influence prés de la paroi froide
du haut, qui bouge avec h, mais prés de la bande de cuivre chaude son influence est
moins élevée que les autres paramétres. Les fortes variations prés de cette bande,
principalement celles de la sensibilité a 7}, et de I’écoulement, indiquent la nécessité

de raffinement du maillage a cet endroit.

Du c6té de la température (figure 5.11), le paramétre h est nettement le plus influent,
surtout dans la partie supérieure du domaine. Les sensibilités de forme dans une

couche limite sont typiquement élevées. A 'opposé, le champ de température est
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(c) Paramétre T} (d) Paramétre h

(e) Solution {|u|

Figure 5.10 Cavité : sensibilités ||8,|| normalisées



(a) Paramétre ag (b) Paramétre bg

(c) Paramétre Ty, (d) Paramétre h

(e) Solution T

Figure 5.11 Cavité : sensibilités s normalisées

117



118

assez peu sensible a ag et by. Prés de la plaque chaude, la température de cette
plaque 7} a évidemment le plus d’effet. Au niveau du signe, seules les sensibilités par
rapport a T} sont positives sur tout le domaine. Les autres changent de signe. Par
exemple, une augmentation de a9 ou de b, semble induire une augmentation de la
température 1a ou elie est élevée et une réduction dans les zones déja froides. Enfin,
la diversité de ces solutions justifie notre approche qui consiste a adapter le maillage

a toutes les variables qui interviennent, incluant les sensibilités.

5.2.5 Analyse d’incertitude

Certaines mesures expérimentales sont disponibles pour cet écoulement. La meilleure
facon de comparer prédictions numeériques et mesures expérimentales est d’ajouter
a ces valeurs ponctuelles une bande d’incertitude. Un chevauchement des intervalles

de prédiction et de mesure indique alors un accord entre les deux.

Au niveau expérimental, Chu et Hickox [119] affirment que l'incertitude sur les
mesures de vitesse est d’au plus 7%. On ajoute donc cet intervalle d’incertitude
aux mesures. L'incertitude sur les mesures de la température est moins clairement
indiquée par les auteurs. Cependant, une valeur de 0,7% est souvent mentionnée. On

adopte donc cette valeur, soit en fait 0,7% de (T}, — Tp).

Au niveau des prédictions numeériques, l'incertitude sur la solution provient de I'in-
certitude sur les paramétres d’entrée. On a déja établi l'incertitude sur les quatre
parameétres considérés. Voyons maintenant comment faire la cascade de I’incertitude
vers la solution en vitesse ou en température. Considérons a titre d’exemple le champ
de température qui dépend de quelques paramétres @ = (ai,ay,...,a,). Pour de

faibles perturbations Aa de ces paramétres, on peut représenter approximativement
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les changements de température par une série de Taylor du premier ordre :
AT =T(z,y;a + Aa) — T(z,y;a Z (z y; a)Aa; (5.61)
Mathématiquement on a alors :

== (z,5;0)||Aai] (5.62)

Cette derniére expression correspond exactement a ce que 'on désire en analyse
d’incertitude : la plus grande déviation possible de la température associée a des
perturbations admissibles de paramétres, soit le pire scénario (les changements de T
s’accumulent dans le méme sens). Ainsi, pour une incertitude Aa sur a, qui signifie
que a peut en fait se situer dans l'intervalle @ + Aa, 'incertitude résultante AT se

calcule de la facon suivante :

n

AT:ZST

i=1

a.) Aa,- (563)

de sorte que T se trouve dans l'intervalle T & AT. Les sensibilités interviennent donc
dans cette cascade d’incertitude. Dans un contexte d’analyse d’incertitude, on omet
les valeurs absolues sur Aa; et AT (par exemple) qui sont positives par définition,

contrairement au cas général d’une perturbation de signe quelconque.

Les figures 5.12, 5.13 et 5.14 comparent des prédictions numériques et des mesures
expérimentales en incluant des bandes d’incertitude : la vitesse verticale ay = 0,4L et
a y = 0,65L de méme que la température adimensionnelle le long de ’axe de symétrie
(z = 0). Les incertitudes sur les prédictions sont calculées en utilisant la technique
décrite précédemment. Comme on peut le constater, les intervalles d’incertitude se

chavauchent, ce qui indique que les prédictions numériques sont en accord avec les
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mesures expérimentales et ce pour les trois cas. L'ajout des intervalles d’incertitude
permet une bien meilleure comparaison des résultats et les sensibilités sont trés

efficaces pour accomplir cette tache.

2.5 L3 T L T L1
2+ B 4
st -
g
E
B Ir .
2
>
05 + b

prédiction

0k .z VHAY -emeeen S
- expérimental —e—
_0'5 L L A 1 &
-0.3 -0.2 =0.1 0 0.1 0.2 0.3
x/L

Figure 5.12 Cavité : prédiction de v a y = 0,4L

Les sensibilités peuvent aussi étre utilisées pour calculer une borne d’incertitude
sur des quantités déduites des variables primaires de 1’écoulement. Par exemple, la
position du centre du tourbillon est définie comme étant la position (z.,y.) ou la
vitesse est nulle : v = v = 0. Comme pour les autres quantités, on détermine les

incertitudes sur z. et y, selon :

n

oz,
Az, = E—l 7a, Aag; (5.64)
A —i‘ Obe| pq, (5.65)
yC - 60'1 at .

=1

Il faut donc déterminer les sensibilités de la position du centre du tourbillon, soit
0z./0a; et By./0a;, & partir des sensibilités des variables de 1’écoulement. Pour ce

faire, on part du fait que la vitesse est toujours nulle au centre du tourbillon, mais que
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Figure 5.13 Cavité
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Figure 5.14 Cavité : prédictionde T a4z =0
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cette position change avec les paramétres. Ainsi, la dérivée matérielle de la vitesse,

suivant le point (z.,y.) qui se déplace, est nulle pour chaque paramétre considéré

séparément :
Du Judzr, Oudy,
-DE—O—S“-F%@—G{"‘- 3y da; (5.66)
Dv Ovdz. Ovoy.
Da =% % 3;5a T 3y da; (5.67)

Les sensibilités dz./0a; et dy./da; pour chaque paramétre s’obtiennent donc en

résolvant le systéme suivant :

du Ju 3_2:; —Sy

Oz Oyl § 0o & (5.68)
v Fye -5

8r dy da; v

ou les sensibilités (s, s,) et les dérivées de la vitesse sont évaluées a (z., y.).

Dans cette application particuliére, le modéle prédit y./L = 0,365 = 0,0086 alors
que la mesure expérimentale est de y./L = 0,40. L’incertitude de la mesure expéri-
mentale n’est pas fournie par les auteurs. Cependant, comme ils ne fournissent que
deux décimales a la mesure, I'incertitude est d’au moins la moitité de la derniére
décimale, soit Ay, = 0,005L. Les plages d’incertitude ne s’entrecoupant pas, il n’y a
pas d’accord formel entre la prédiction et la mesure. A moins de pouvoir justifier une
plus grande incertitude expérimentale, le modéle n’arrive pas a prédire correctement
la hauteur du centre du tourbillon. D’autres auteurs [110, 119] prédisent également

une valeur trop faible de y. en utilisant le méme modéle.
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5.2.6 Calcul de solutions voisines

Une autre utilité des sensibilités est ’extrapolation d’une solution voisine, i des
valeurs voisines des paramétres. Par exemple, on peut désirer connaitre rapidement
le nouveau champ de température correspondant a des perturbations de 1%, 2%, 3%
et 5% de ay sans recalculer toutes ces solutions. L’approche est tout A fait similaire
au calcul d’incertitude : on suppose que les perturbations sont suffisamment faibles
pour que l'on puisse approcher la solution voisine par une série de Taylor tronquée

au premier ordre. Par exemple, on obtient pour la température :
T(z,y;a+ Aa) = T(z,y;a) + i ?T—(x, y; a)Aa; (5.69)
i=1 aa’

ot les Ag; sont les perturbations des paramétres. Cette extrapolation linéaire fait

donc intervenir les sensibilités.

Ici, on va montrer qu'on arrive a faire de telles extrapolations de solutions et en
méme temps on va vérifier les calculs de sensibilités en comparant les extrapolations
avec les vraies solutions calculées aux valeurs perturbées des paramétres. En effet, a
la limite d’une trés faible perturbation des paramétres, comparer une extrapolation
avec le calcul d’une nouvelle solution revient 4 comparer notre calcul de sensibilité

a un calcul de sensibilité par différences finies (qui est plus coiiteux).

Les perturbations Aa; des paramétres sont choisies comme ayant la méme grandeur
que pour l'analyse d’incertitude, mais avec des signes différents. Ces signes sont
tels que la vitesse verticale au-dessus de la région centrale de la plaque chaude est
réduite. En résumé, on prend : Aagq = 0,065a9, Abg = —0,03by, Ah = —0,02h et
AT, = —0,02AT.

Les figures 5.15 et 5.16 comparent les extrapolations de solutions voisines en utilisant
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les sensibilités (identifiées par eztrapolé) aux vraies solutions voisines recalculées
(identifiées par perturbé). Les solutions aux valeurs nominales des paramétres sont
ajoutées a titre comparatif (identifiées par nominal). Comme on peut le constater,
P'accord est trés bon : on observe de faibles écarts entre la vraie distribution et
son approximation par une série de Taylor. Ces écarts sont dus a la non-linéarité du
probléme. Ceci valide les calculs de sensibilités pour les divers paramétres considérés.
On en conclut également que la technique d’extrapolation s’avére efficace. Les écarts
observés sont dus a la déviation par rapport au modéle d’extrapolation linéaire qui

posséde des limites d’applicabilité au niveau des valeurs des perturbations.

v (cm/min)

Figure 5.15 Cavité : solution voisine de v 4 y = 0,65L

A titre complémentaire, considérons maintenant I'extrapolation d’'une quantité déri-

vée, soit le nombre de Nusselt sur la paroi supérieure :

-oT
Nu = 3% (5.70)
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Figure 5.16 Cavité : solution voisine de T a z =0

dont la sensibilité est donnée par :

dNu L, 0T 957
b U Yo 71
da; Aag Aag (5.71)

ou:
X 90X  9XOT _9x , X

XN OAGL _0A  0A 72
/\0 aa,- + aTaa,- 6a,~ + aTST (5 )

Le tableau 5.2 fournit les expressions de ). Par extrapolation linéaire, on prévoit la

variation suivante de Nu :

(5.73)

ONu dNu ONu ONu ONudy
AT, (6_h+ 35 ah) Ah

ANu= — - g
u Bag Aag + Bbq Aby + 5T,

Ici, on a tenu compte de la variation de la position d’évaluation de Nu, qui suit la

paroi dans son déplacement.

Le méme probléme que pour les conditions de Neumann avec paramétre de forme

surgit alors : la présence de dérivées secondes (dans Nu/8j car Nu = —\3T'/87). On
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a justement choisi cet exemple pour montrer que dans certains cas particuliers il est
possible d’utiliser les équations aux dérivées partielles pour obtenir de 'information

sur les dérivées secondes. Voyons comment.

Le long de la paroi du haut, la vitesse est nulle (u = 0) et la température uniforme,

d’on :
8 (-oT
— A= ] = .
EE: ( 6:2) 0 (5.74)
L’équation d’énergie se rameéne alors a :
8 (0T
— (A== 7
3 (z\ag) 0 (5.75)
soit :
ONu
b .76
3 0 (5.76)

L’extrapolation de Nu se simplifie donc & I'expression suivante qui ne contient plus

de dérivées secondes :

ONu ONu ONu dNu
ANu = %Aao + %Abﬂ + ﬁh'ATh + WAh (577)

La figure 5.17 montre que l’extrapolation linéaire utilisant les sensibilités est en
accord avec le calcul de la solution aux valeurs perturbées des paramétres. Les écarts
observés entre I’extrapolation et la distribution recalculée sont minimes. La technique

fonctionne donc méme pour extrapoler des flux sur des parois mobiles.

Finalement, une étude de raffinement de maillage confirme que les résultats présentés

ont tous atteint I’état d’indépendance face au maillage. La figure 5.18 illustre la
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Figure 5.17 Cavité : solution voisine de Nu a la paroi du haut

convergence d’une des quantités les plus difficiles 4 obtenir avec précision : la dérivée
normale d’une sensibilité de forme (paramétre h), soit 33r/07 le long de la paroi du
haut. Les faibles écarts entre les solutions sur les deux derniers maillages adaptatifs
confirment la grande précision numérique obtenue. Les autres dérivées, et a fortior:
les variables primaires elles-mémes, sont au moins aussi bien convergées par rapport
au maillage. Notons enfin qu’étant donné cette grande précision numérique, les écarts
observés entre les extrapolations linéaires de solutions voisines et le recalcul de ces
solutions sont dus aux limites de I'extrapolation linéaire et non aux erreurs de la

solution numeérique.

5.3 Optimisation du transfert de chaleur

Cette application se veut une illustration de I'utilisation des sensibilités en optimi-
sation. Plus particuliérement, on chercher 4 maximiser le transfert de chaleur en

variant certains parameétres géométriques.
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Figure 5.18 Cavité : convergence de %ﬂ pour le paramétre h, a la paroi du haut
5.3.1 Description du probléme : écoulement

La figure 5.19 illustre la géomeétrie considérée. De l'air & température ambiante entre
par le bas du canal et se dirige vers la sortie (en haut). Sur son passage, I’air extrait
de la chaleur du bloc chaud situé sur la paroi de droite qui obstrue 20% du canal. La
longueur de référence L est la largeur du canal qui est égale a la longueur du bloc.
On ajoute aussi des effets de convection naturelle avec la gravité qui agit vers le bas.
Afin d’augmenter le transfert de chaleur sur le bloc, on ajoute une plaque qui a pour
tache de dévier I'écoulement vers le bloc tout en ’accélérant. Cette plaque a une
épaisseur de 0,02L et une longueur de 0,25L i laquelle s’ajoute des bouts arrondis
(paraboliques) de 0,01L. Son centroide est situé a (z., y.) et elle fait un angle a avec

I’horizontale. La forme adimensionnelle des équations pour cet écoulement laminaire,
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Figure 5.19 Géométrie du canal pour le probléme d’optimisation
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permanent, avec propriétés physiques constantes et convection mixte est :

V.i=0 (5.78)
—— - 1 . -\T .
- -Va=-Vp+V- [EE (Vu. + (V) )] - RiTg (5.79)
SR 1 =
@-VI=V. ( = PrVT) (5.80)

avec Re = 378, Pr = 0,7 et Ri = 1 dans la zone fluide. Ces conditions sont inspirées
de Habchi et Acharya [120]. Pour la plaque solide, on résout seulement ’équation de
conduction de chaleur avec une conductivité thermique égale a celle du fluide. De
cette facon, on évite de traiter des sensibilités discontinues au niveau de I'interface
pour des paramétres de forme. L’alternative d’imposer un flux nul aux parois de la
plaque sans résoudre son intérieur a également été rejetée A cause des sensibilités :

il s’agit d’'une condition de Neumann avec paramétre de forme.

Au niveau des conditions aux limites, ’écoulement est uniforme en entrée (u = 0
et ¥ = 1), libre en sortie (2 = O et contrainte normale nulle) et la vitesse est nulle
sur toutes les parois. Pour sa part, la température est constante en entrée (T = 0)
et sur les parois du bloc (T = 1) alors que les parois du canal sont isolées. On
impose également un flux nul en sortie alors qu’aucune condition ne s’applique sur
les parois de la plaque puisqu’on résout ’équation d’énergie i I'intérieur de cette

plaque. La continuité de la température et du flux s’y applique donc naturellement

par la formulation éléments finis.

Dans le reste de cette section sur le probléme d’optimisation, tous les résultats présen-
tés sont adimensionnels. On omet cependant d’identifier les variables adimension-

nelles par un tilde pour alléger I’écriture.
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5.3.2 Algorithme d’optimisation

Le but est d’optimiser le transfert de chaleur sur le bloc chaud. La mesure de ce

transfert de chaleur est alors :

Ji@) = [ AVT-qdr, (5.81)
Ty

ot 1o est le vecteur unitaire normal sortant du domaine, I'y est la frontiére du bloc
et a est le vecteur des paramétres de design. Dans ce cas-ci, on utilise au plus trois
parameétres, soit @ = (qa, I, y.). De facon équivalente, par conservation de I’énergie,

on peut calculer 'énergie convectée a travers les frontiéres du domaine, soit :

J2(a) =/ pc,,del"wt—-/ pcpvT dl'iy, (5.82)

FCoute rin

ou Iy, et Ty, sont les frontiéres de sortie et d’entrée respectivement. On évaluera
ces fonctions objectif J; et J, avec les variables adimensionnelles, de sorte que J>

se réduit a :

J2(a) = pcpuT dT gy (5.83)

l"out

puisque la température d’entrée est nulle.

Dans un contexte d’optimisation, chaque évaluation de la fonction objectif requiert la
résolution d’un écoulement. Une réduction du nombre d’évaluations réduit donc d’au-
tant le temps requis 4 I'optimisation. Les méthodes basées sur le gradient s’avérent
donc attrayantes, particuliérement lorsque I’évaluation du gradient est plus rapide
que celle de I'écoulement. On peut également utiliser une méthode d’ordre supérieur
nécessitant le calcul d’'une matrice hessienne H des dérivées secondes, comme une

méthode de Newton. L’approche retenue ici est la méthode BFGS avec intervalle
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de confiance [121-124] qui construit une approximation de la matrice hessienne. En

bref, partant d’'un point de design a; a l'itération k, on résout le probléme suivant :

max J(ax) + VI (ax)Tde + ~dT Hd, (5.84)
el <ds 2

pour le vecteur de correction dj, ce qui donne le nouveau point de design a4, :
Ak = G + di (5.85)

On parle ici d’'une méthode quasi-Newton dans la mesure ou la matrice hessienne est
mise a jour itérativement (et approximativement) sans étre calculée explicitement.
Pour sa part, 'intervalle de confiance §; sert a limiter les corrections admissibles,

particuliérement pour les premiéres itérations.

Cette technique requiert donc I’évaluation du gradient de la fonction objectif par

rapport aux paramétres de design. Dans notre cas, ces gradients sont :

9 .
5= /F ., AVsp - AT, (5.86)
)
oy = / 06, (35T + v57) dTout (5.87)
ai I.‘out

Ils font donc intervenir les sensibilités par rapport aux divers paramétres.

Notons enfin que J; et son gradient V.7, font intervenir des dérivées premiéres de
la solution. Afin d’accroitre leur précision, on les évaluera plutot avec les gradients

reconstruits par la technique de projection locale de I'estimateur d’erreur.
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Tableau 5.3 Probléme d’optimisation : coefficients des conditions aux limites des

sensibilités

Di Do 0z; Oy
Da; Da; da; da;

parameétre (a;)

a 0 0 Y—-ys zp—1z.
T, 0 0 1 0
Ye 0 0 0 1

5.3.3 Description du probléme : sensibilités

Trois paramétres de forme sont considérés dans ce probléme :

a, . et y.. Pour

tous ces parameétres, les sensibilités des propriétés physiques sont nulles. Au niveau

des conditions aux limites, on retrouve des conditions de Dirichlet ou de Neumann

nulles partout, sauf pour la sensibilité de la vitesse sur les parois de la plaque. Dans ce

cas, on utilise les équations générales des conditions aux limites avec les coefficients

fournis au tableau 5.3.

Les termes géométriques de ces conditions aux limites méritent quelques explications.

La figure 5.20 illustre la position (zy,ys) d’un point quelconque sur la frontiére de

€ ny)
(xc. ¥¢)

X

Figure 5.20 Probléme d’optimisation : coordonnées d’un point sur la frontiére
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la plaque, dans le repére z-y. Dans un repére £-n attaché a la plaque, ce méme point
a comme coordonnées (s, 7y). La transformation d’un repére a l’autre s’obtient des

expressions suivantes :

Ty =z, +Efcosa — nysina (5.88)

Yr =y +&fsina+nycosa (5.89)

qui font intervenir 1’angle a de la plaque et la position (z.,y.) de son centroide.
Pour obtenir dz;/0a; et dys/da;, il suffit de différentier les équations (5.88) et (5.89)
en suivant un point d’identité fixe, soit des coordonnées (£s,7;) constantes. A titre

d’exemple, si on considére le paramétre y., alors on obtient :

6yf
- = 5.90
. | (5-90)
Pour a on a plutot :
dy .
a_af =&fcosa — nysina (5.91)

que I'on peut simplifier en utilisant 1’équation (5.88) et ainsi obtenir :

dy
56—{' = 1'] — Zc (5'92)

Notons que l'angle est exprimé en radians pour les calculs méme si des résultats

présentés ultérieurement utiliseront les degrés pour en faciliter 'interprétation.
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5.3.4 Optimisation & un parameétre

Dans un premier temps, on maximise le transfert de chaleur en utilisant un seul degré
de liberté, soit 'angle de la plaque. Son centroide est fixé 4 z. = 0,55 et y. = 1,
soit vis-a-vis le coté amont du bloc. L’angle de départ est fixé a 60° et la correction

maximale admissible a 20°.

Avant de procéder a I'optimisation proprement dite, voyons le degré de précision
numérique que I'on obtient. Le tableau 5.4 résume la séquence des résultats obtenus
avec la méthodologie adaptative pour I'angle de départ. Comme on peut le consta-
ter, les fonctions objectif sont bien convergées par rapport au maillage alors que les
gradients sont plus difficiles & obtenir avec précision, mais sont tout de méme satis-
faisants. Les variations observées entre les solutions sur les deux derniers maillages
donnent une idée de I’erreur numeérique de ces prédictions. Ainsi, on ne peut garantir
une précision supérieure a 10~* ou méme 1073 sur les fonctions objectif et leurs
gradients. Dans un contexte d’optimisation, des corrections de cet ordre de grandeur
sur J, ou J, et des gradients V.7, ou V.7, autour de ces valeurs signifieront que
la poursuite de 'optimisation est inutile puisqu’elle ne répond qu’a du bruit ou de
I'erreur numérique. Finalement, les deux fonctions objectif J; et J, sont en accord,
ce qui indique que I’énergie est bien conservée. On peut donc utiliser I'une ou 'autre

de fagon équivalente. Dans le suite, I'optimisation se fera uniquement sur 7.

La séquence de designs obtenue avec l'algorithme d’optimisation est donnée dans
le tableau 5.5. Les premiéres itérations ont été limitées par la correction maximale
imposée de 20°. Il est inutile de poursuivre aprés l'itération 3 étant donné la précision
numeérique : la fonction 7; ne varie plus que de 'ordre de grandeur du bruit alors que
son gradient trés faible indique la proximité de Poptimum. A Pangle optimal obtenu,

soit autour de 16°, le transfert de chaleur a augmenté d’environ 10% par rapport



136

Tableau 5.4 Probléme d’optimisation : fonctions objectif et leurs gradients 4 a = 60°

nombre de noeuds T T2 V7 VT,
736 0,06274 0,06673 -0,00723 -0,00996

1346 0,06469 0,06410 0,00006 -0,00033

2775 0,06599 0,06598 -0,00790 -0,00770

5772 0,06741 0,06742 -0,01304 -0,01305

13 505 0,06837 0,06835 -0,01374 -0,01367

32 476 0,06891 0,06898 -0,01442 -0,01443

Tableau 5.5 Séquence d’optimisation 4 un paramétre

[tération a Ji VT
0 60,000 0,0689099 -0,0144212
1 40,000 0,0736174 -0,0112043
2 20,000 0,0757117 -0,0019027
3 15,917 0,0755710 -0,0003157

a I'angle de départ et de prés de 25% par rapport a la configuration sans plaque
(ou J; = 0,06116). Une autre tentative d’optimisation plus permissive au niveau des
corrections admissibles (intervalle de confiance) a donné des résultats similaires, soit

un angle optimal autour de 15° ou 16°.

Pour valider la valeur de 1'angle optimal obtenu, on a calculé le transfert de chaleur
J et sa sensibilité a differents angles a entre -15° et 90°. La figure 5.21 illustre les
résultats obtenus. On constate d’abord que ’angle optimal semble effectivement se
situer autour de 15°. De plus, les segments tangents tracés en utilisant les gradients
calculés a partir des sensibilités semblent étre en trés bon accord avec la distribution
de Jh, ce qui valide les calculs de sensibilités. Notons que la courbe en traits pointillés

ne fait que relier les points calculés, soit les petits cercles.

Finalement, la figure 5.22 compare la solution de 1’écoulement et des sensibilités, soit

plus précisément les isolignes de la norme de la vitesse et de la norme de la sensibilité
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Figure 5.21 Probléme d’optimisation : fonction objectif 7, pour divers angles de la
plaque

de la vitesse. Ces résultats sont a 'angle optimal. Comme on peut le constater, les
distributions sont trés différentes. En particulier, la distribution des sensibilités est
trés sévére avec des isolignes concentrées sur les bouts de la plaque. Les sensibilités
de forme sont donc particuliérement élevées prés de la paroi qui se déplace et surtout
la ot les gradients de la solution de I’écoulement sont élevés. Ce champ de sensibilité
dépend donc fortement de la condition de Dirichlet sur la paroi et est donc difficile a
obtenir avec précision. Enfin, le maillage est bien adapté a la solution et cet exemple

illustre & nouveau I'importance de tenir compte des sensibilités pour I’adaptation.

5.3.5 Optimisation a trois paramétres

On tente ici d’améliorer le design en ajoutant deux degrés de liberté supplémentaires :
z. et y.. Le point de design initial est le méme que dans le cas précédent. Le tableau
5.6 résume la séquence obtenue. Notons que pour les itérations 0 & 6, on a utilisé des

maillages plus grossiers de fagon & s’approcher de P'optimum a cofits moindres. A
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(a) lisull (b) [fulf (c) Maillage final

Figure 5.22 Probléme d’optimisation : solution de ’écoulement vs des sensibilités
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Tableau 5.6 Séquence d’optimisation a trois paramétres

Itération z, Ye a Ji VAl
0 0,550 1,000 60,00 0,06794 0,0297
1 0,458 1,263 53,68 0,06850 0,0192
2 0,504 1,132 56,84 0,06884 0,0194
3 0,453 1,166 51,33 0,06911 0,0182
4 0,444 1,193 47,20 0,07022 0,0180
) 0,441 1,231 38,90 0,07209 0,0149
6 0,426 1,274 30,71 0,07235 0,0241
7 0,443 1,325 22,97 0,07660 0,0129
8 0,429 1,338 6,46 0,07870 0,0086
9 0,413 1,331 -13,88 0,07842 0,0056
10 0,425 1,313 -3,62 0,07887 0,0043
11 0,433 1,270 -2,80 0,07931 0,0022
12 0,427 1,291 -3,34 - -

partir de la septiéme itération, on utilise des séquences adaptatives complétes avec
un maillage final d’environ 30 000 noeuds. On constate que la séquence d’itérations
est moins stable que dans le cas précédent. Aussi, la précision numérique limitée
finit par empécher toute poursuite des itérations : les faibles variations du transfert
de chaleur sont prés du niveau d’erreur numeérique. On a jugé inutile de résoudre la
douziéme itération étant donné les faibles variations des trois paramétres. De plus,
a cette itération, les trois paramétres se sont repliés a des valeurs se situant entre
celles des itérations 10 et 11. Notons que la norme du gradient de la fonction objectif
décroit pour atteindre de faibles valeurs, indiquant la proximité de l'optimum. Le
point optimal trouvé se situe autour de z. = 0,433, y. = 1,270 et o = -2,80°.
La plaque s’est donc déplacée en aval et s’est légérement distancée du bloc. Elle
est aussi presque horizontale, blocant ainsi le canal au maximum pour augmenter
la vitesse locale de I'écoulement. Une étude intéressante consisterait a utiliser une
fonction objectif qui maximise le transfert de chaleur mais en pénalisant la perte de

pression dans le canal. Au point de design optimal, le transfert de chaleur est de



140

Ji1 = 0,07931, soit une augmentation d’environ 5% par rapport a I’optimisation a un

seul paramétre.

Les isolignes de la température correspondant aux configurations sans plaque, avec
plaque a angle optimisé et avec plaque i position et & angle optimisés sont tracées
a la figure 5.23. L’ajout de la plaque a pour effet de réduire I'épaisseur de la couche
limite thermique et donc d’augmenter le transfert de chaleur. En ne variant que
I’angle, la couche limite est amincie prés du coin amont alors que 'optimisation a

trois parameétres agit plus loin sur le bloc.

/

=
(a) Sans plaque (b) Angle optimal (c) Position et angle
optimaux

Figure 5.23 Probléme d’optimisation : isolignes de la température

La figure 5.24 illustre autrement les différences entre les trois configurations. On y

. présente la dérivée normale de la température le long des trois faces du bloc. La
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coordonnée curviligne z va de 0 & 0,2 sur la face du bas, de 0,2 & 1,2 sur le long
coté et de 1,2 4 1,4 sur la face arriére. A la conductivité prés, I'intégrale de ces
courbes donne le transfert de chaleur J;. Sur la face amont, les trois solutions sont
pratiquement identiques. Sur la face principale, I’ajout d’une plaque & y. = 1 rend
moins uniforme le transfert de chaleur : il a augmenté sur la partie amont, mais
décroit plus rapidement pour atteindre un plus faible niveau qu’avant sur la derniére
portion. Avec I'ajout de la translation de la plaque, on améliore le transfert de chaleur
plus loin sur cette face principale et méme sur la petite face arriére. Un maximum

local apparait & une position verticale prés de celle de la plaque.

T T T T T

sans plaque
O eeeeees

dT/dn

...........

.

Figure 5.24 Probléme d’optimisation : comparaison des flux sur le bloc

Globalement, les sensibilités se sont avérées utiles et efficaces pour ce probléme d’op-
timisation. L’ajout d’une plaque déflectrice a permis d’augmenter significativement
le transfert de chaleur, principalement en jouant sur son orientation. Sa position

spatiale a eu moins d'impact.
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5.4 Ecoulement autour d’un profil NACA 0012

Cette derniére application en régime laminaire traite de 'écoulement autour d’un
profil NACA 0012 avec un calcul de sensibilité par rapport a 'angle d’attaque a. Cet
exemple montre qu'un paramétre de forme peut parfois étre converti en paramétre
de valeur. En outre, on insiste sur I’extrapolation linéaire de solutions voisines pour
lesquelles un changement de comportement se produit : la séparation d’une couche
limite et I'apparition d’une bulle de recirculation. On y examine en particulier les

limites de I’extrapolation linéaire.

5.4.1 Description du probléme

Le domaine rectangulaire s’étend sur 3 cordes en amont, 2,5 cordes en aval et 3 cordes
au-dessus en en-dessous du profil. L'origine du systéme de coordonnées est placée
au bord d’attaque. On considére un écoulement isotherme a un nombre de Reynolds
de 2000 basé sur la corde ¢ du profil et la vitesse uo, de ’écoulement a 'infini. Ce
probléme est formulé de facon adimensionnelle pour la résolution qui utilise en outre
une méthode de stabilisation SUPG pour toutes les équations. Plutét que de tourner
le profil pour changer son angle d’attaque, on modifie la direction de ’écoulement
incident, ce qui permet de traiter @ comme un paramétre de valeur, donc avec plus
de précision et de simplicité. En plus, les sensibilités résultantes sont plus faciles a
interpréter : on pourra calculer la variation de la solution vue dans un repére fixe

par rapport au profil. Ainsi, on impose en entrée (frontiére amont a gauche) :

U = Ugo COS (5.93)

V= Ugo SiN (5.94)



143

avec Ux = 1 pour faire une simulation adimensionnelle. Des conditions d’adhérence
u = v = 0 s’appliquent sur les parois du profil alors que des contraintes horizontales

et verticales nulles sont imposées sur les trois autres frontiéres externes.

Pour les sensibilités, on impose s, = s, = 0 sur le profil alors qu’en entrée les

conditions de Dirichlet deviennent :

Sy = —Ue SIN QX (5.95)

Sy = U COS (5.96)

par différentiation des conditions de I’écoulement. A l'infini (ou a 'entrée), les vec-
teurs vitesse des sensibilités sont donc perpendiculaires a I'écoulement. Des condi-
tions de Neumann nulles s’appliquent sur les trois autres frontiéres externes. Enfin,

toutes les sensibilités des propriétés physiques sont nulles.

5.4.2 Résultats

On insiste ici sur la séparation de la couche limite et la zone de recirculation corres-
pondante. La figure 5.25 présente la ligne de courant 1y pour divers angles d’attaque.
Cette ligne de courant comprend les parois du profil, le point de stagnation prés du
bord d’attaque et le point de séparation de la couche limite sur I’extrados (s’il y a
lieu). Une ligne qui ne se sépare du profil qu’au bord de fuite correspond a un écoule-
ment attaché. Sur cette figure, on compare les vraies solutions aux extrapolations
linéaires utilisant les sensibilités des solutions a 0° et 3°. L’écoulement symétrique
a un angle d’attaque nul est attaché alors que !a couche limite se détache pour les

autres angles. A 6°, la séparation couvre presque la moitié de I’extrados.

Les extrapolations a partir de la solution symétrique attachée prédisent trés bien



144

angle extrapolation de 0° | extrapolation de 3° vraie solution
d’attaque
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Figure 5.25 NACA 0012 laminaire : point de séparation (ligne de courant 1)

la position du point de séparation, méme a l'angle d’attaque le plus élevé. Ceci est
excellent, voire méme surprenant, étant donné les changements considérables dans la
solution entre ces deux angles. Les sensibilités peuvent donc prédire la séparation a
partir d’une solution attachée, soit un changement de comportement de I’écoulement.
Cependant, la forme de la ligne de courant 1, n’est pas trés bien reproduite : elle
ne se rattache pas au bord de fuite comme le fait la vraie solution, indiquant que la

zone de recirculation n’est pas bien prédite par cette extrapolation.

Les extrapolations a partir de la solution a 3° sont globalement meilleures tant pour
la position du point de séparation que pour la forme générale de cette ligne de
courant. L’explication est fort simple : les perturbations Aa du parameétre sont plus
faibles et donc I'extrapolation linéaire est plus fiable. En effet, les écarts observés
entre les extrapolations et les vraies solutions sont dues a 'erreur de troncature de la
série de Taylor et non aux erreurs numeériques des solutions de ’écoulement ou des
sensibilités. Ainsi, I'extrapolation de 3° a 4° est excellente. Finalement, notons que
Pextrapolation de 3° a4 0° a réussi a éliminer la séparation. Par contre, la solution

n’est pas parfaitement symétrique.
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On soupgonnait d’aprés la figure 5.25 une mauvaise extrapolation de la zone de recir-
culation, 4 tout le moins pour de grandes perturbations de «. La figure 5.26 s’attarde
a cet aspect : on y compare les extrapolations et vraies solutions des lignes de courant
dans le voisinage de la zone de recirculation. Les solutions & un angle donné sont
a la méme échelle, mais les échelles différent d’un angle a autre. Comme on peut
le constater, les extrapolations ne sont bonnes que pour de faibles perturbations de
I'angle d’attaque, comme de 3° a 4°. L’extrapolation de 0° & €°, par exemple, ne
produit méme pas de recirculation en boucle fermée. Le phénoméne de recirculation
n’est vraisemblablement pas une fonction linéaire de a. La technique d’extrapolation
linéaire demeure néanmoins intéressante pour prédire & faibles cotits des changements

modérés dans les conditions de vol.

angle extrapolation de 0° | extrapolation de 3° vraie solution
d’attaque
30
40 f ’E E
50 f f f
60 j f f

Figure 5.26 NACA 0012 laminaire : recirculation

Afin d’illustrer la non-linéarité de la vitesse face a I'angle d’attaque dans ou prés de
la zone de recirculation, les figures 5.27 4 5.29 montrent I’évolution de la composante
horizontale de la vitesse avec « a trois positions au-dessus du profil 4 80% de la
corde : y/c = 0,05, 0,1 et 0,15. A y = 0,05¢c, on observe une quasi-linéarité. Par

contre, en s’éloignant du profil, les non-linéarités sont plus prononcées. Ceci est en



146

accord avec les difficultés d’extrapolation linéaire observées.

0-25 ¥ ¥ L] T T
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Figure 5.27 NACA 0012 laminaire : u/u, & £ = 0,8¢ et y = 0,05¢ pour divers angles
d’attaque o

D’autres résultats sur I’écoulement autour d’un profit NACA 0012 sont présentés au

chapitre suivant qui traite des écoulements turbulents.



uwu,,

147

09 ¢:

08

07 F

06 |

05 |

04

i 1 L

03

1 2 3 4 5 6
a (degrés)

Figure 5.28 NACA 0012 laminaire : u/uy & = 0,8¢c et y = 0,1c pour divers angles
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Figure 5.29 NACA 0012 laminaire : u/uy 4 z = 0,8¢c et y = 0,15¢ pour divers angles

d’attaque o
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CHAPITRE 6

APPLICATIONS EN REGIME TURBULENT

Ce chapitre est consacré aux applications de la méthodologie en régime turbulent,
sans transfert de chaleur et pour des paramétres de valeur. En premier, on consi-
dére un probléme possédant une solution analytique et permettant ainsi de vérifier
I'implantation du code. La seconde application traite de I'’écoulement sur une plaque
plane a incidence nulle. Les calculs de sensibilités couvrent un grand nombre de
paramétres de design. Pour terminer, on considére 1'écoulement autour d’un profil

NACA 0012.

On met surtout Paccent sur la vérification, la démonstration du bon fonctionnement
de la méthodologie et de P'efficacité des sensibilités & accomplir diverses taches dans
diverses situations plutot que sur les complexités géométriques ou de la physique des
écoulements. A travers ces applications, on illustre de nombreux usages des sensibi-

lités.

6.1 Vérification : couche cisaillée analytique

6.1.1 Description du probléme

Cette premiére application en régime turbulent sert & vérifier le code, tant pour
P’écoulement que pour les sensibilités. Tout comme dans le chapitre précédent en

régime laminaire, on se construit une solution analytique artificielle et on ajoute
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les termes sources appropriés dans les équations aux dérivées partielles. La solution

choisie est celle étudiée par Ilinca [93] qui s’est inspiré de Schlichting [125], soit :

w="U, [(1;")+(1;r)erf(‘;—y)] 6.1)

— 1 oy 2
v=U, (1 5 r) a\/ﬁe—(—}) (6.2)
p=0 (6.3)
" . 2
k=ko o +e (%) ] (6.4)
oy \2
¢= fl% [c,c e (2) ] (6.5)
ov\2
He = HegT [Ck +e (%) ] (6.6)
ol :
343 o
- — l—1r)— .
ko 7 OOOUI ( r) /T (6.7)
343 3 ,0°
€ = 2—2T06-C”U1 (1 T) . (68)
343
I‘to - 250 OOOpUl (6'9)
1 -4
Cx = 20 (610)
et enfin :
Up=1 r=03 oc=135 (6.11)

p=10"% p=1

Cette solution se rapproche d’une couche cisaillée, c’est-a-dire la rencontre de deux
couches de fluide ayant des vitesses différentes. La vitesse de la couche supérieure est
de U, (a I'infini) alors que celle de la couche du bas tend vers rU,, plus faible que

U:.
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Le domaine est un rectangle dont les coins inférieur gauche et supérieur droit sont
respectivement aux coordonnées (100, —75) et (300,75). On impose des conditions
de Dirichlet sur toutes les frontiéres et toutes les variables (u, v, K et £), sauf sur la

frontiére du bas ou la contrainte normale est mise & zéro pour I’équation de v.

Au calcul de I’écoulement s’ajoute un calcul de sensibilités. Le paramétre de design
considéré est U, soit la vitesse de la couche de fluide rapide qui affecte également
la vitesse de I'autre couche et toute la solution. Il s’agit d’'un paramétre de valeur.
En différentiant la solution exacte de I’écoulement par rapport a U,, on obtient la

solution exacte suivante pour les sensibilités :

su=(1’;r)+(1;r)erf(‘;—y) (6.12)

— (=) (2
Sy = ( 5 ) a\/7—re (6.13)
55 =0 (6.14)
2k _(eu)?
Sk = 7106 (%) (6.15)
- S -(2)
S¢ = r [ck + 3e ] (6.16)
PR A
He = 7 [ ck+e ] (6.17)

De plus, toutes les sensibilités des propriétés physiques et des coefficients de fermeture
du modéle k — € sont nulles. Finalement, des conditions de Dirichlet s’appliquent

partout, sauf sur la frontiére du bas ol on a une condition de Neumann nulle pour

I’équation de s,.
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6.1.2 Reésultats

La premiére série de simulations utilise une formulation stabilisée GLS pour toutes
les équations. L’algorithme adaptatif vise a réduire I’erreur par un facteur 2 pour les

normes en vitesse, K, £, y, et leurs sensibilités respectives.

La figure 6.1 illustre sommairement la solution, soit les isolignes de la vitesse horizon-
tale u et du logarithme de I'énergie cinétique de la turbulence K. Le comportement
général est une forme conique des isolignes : la couche cisaillée est centrée verticale-

ment et s'épaissit selon .

%

(a) u (b) K

Figure 6.1 Couche cisaillée : solution

Les figures 6.2 et 6.3 montrent 1’évolution des normes de I’erreur de 1’écoulement
et des sensibilités avec I'adaptation du maillage. Rappelons que les variables de
calcul pour la turbulence sont les variables logarithmiques, de sorte que I’erreur est
caculée pour ces derniéres et non pour k et €. Ces graphiques contiennent a la fois
les estimations d’erreur et les erreurs vraies pour permettre la comparaison. On
voit clairement que toutes les erreurs décroissent avec le raffinement du maillage,

confirmant que la solution numérique tend vers la solution exacte des équations aux
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Tableau 6.1 Couche cisaillée : erreurs relatives sur le maillage final

u, 8, K, sk £, se B 1y
écoulement 50x 10™* 85x10"% 87x10* 16x10~%
sensibilités 5,5 x 10™* 2,6 x 10~ 26 x 103 2,7x10™*

dérivées partielles de I'écoulement et des sensibilités. Le taux de décroissance des
erreurs est également en accord avec le schéma numérique utilisé. Le résoluteur est

donc vérifié par cet exercice mathématique.

Pour mieux juger du haut niveau de précision, le tableau 6.1 donne les erreurs relati-
ves vraies sur le maillage final de 54 027 noeuds. Toutes les variables sont trés précises,
I'erreur maximale étant inférieure a 0,3%. Il ne faudra cependant pas s’attendre a
obtenir de tels niveaux de précision sur des applications pratiques qui auront des

solutions beaucoup plus complexes avec des variations plus sévéres.

Les figures 6.2 et 6.3 montrent aussi que les estimations d’erreur sont trés prés des
erreurs vraies, particuliérement pour les maillages plus raffinés. Seule la prédiction
d’erreur sur pj est moins précise. Pour confirmer la performance de I'estimateur
d’erreur, les figures 6.4 et 6.5 présentent 1’évolution des indices d’efficacité avec le
raffinement adaptatif. Ces indices d’efficacité sont d’au moins 95% pour toutes les
normes sur le maillage final, sauf pour 4 ou il se situe a environ 75%. Néanmoins,
cette derniére solution est trés précise, son erreur relative étant méme d’un ordre de
grandeur inférieur a celles de K et £ (voir le tableau 6.1). En conclusion, 'estimateur
d’erreur et son implantation sont vérifiés et peuvent maintenant étre utilisés avec

confiance.
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155

1.2 T T

Indice d’efficacité

0 L 2
100 1000 10000 100000

Nombre de noeuds

Figure 6.4 Couche cisaillée : trajectoires des indices d’efficacité pour 1’écoulement

Indice d’efficacité

0 'l ' re
100 1000 10000 100000

Nombre de noeuds

Figure 6.5 Couche cisaillée : trajectoires des indices d’efficacité pour les sensibilités
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6.1.3 Effets de la technique de stabilisation

Les calculs précédents ont utilisé une méthode de stabilisation GLS. Ceci permet
de réduire les oscillations dans la solution et de faciliter la convergence pour des
problémes dominés par la convection (un nombre de Reynolds élevé), ce qui est
le cas ici. Dans cette section, on reprend les calculs en utilisant une formulation
Galerkin standard, ce qui permet de vérifier cette formulation non stabilisée et par
le fait méme la comparer a la formulation stabilisée GLS. En fait, on utilise une
formulation Galerkin pour toutes les équations sauf celles de K et £ de I’écoulement
ot on a di utiliser une formulation GLS pour arriver 4 converger. Tous les autres
paramétres du probléme demeurent inchangés et on refait une nouvelle séquence

adaptative compléte.

Les figures 6.6 et 6.7 comparent les isolignes de s, et sx sur les maillages adaptés #1
et #2. Comme on peut le constater, les solutions avec la formulation GLS sont plus
lisses qu’avec la formulation Galerkin. Plus de bruit et d’oscillations sont présents
dans les solutions non stabilisées. Cependant, lorsqu’on poursuit le raffinement du
maillage, les différences s’amenuisent et les deux solutions deviennent trés précises.
Il est donc possible d’obtenir des solutions de bonne qualité avec la méthode de

Galerkin, mais avec plus de noeuds. L’approche GLS est donc avantageuse.

Les figures 6.8 et 6.9 comparent les maillages obtenus avec les deux formulations.
Le maillage initial est trés grossier avec ses 419 noeuds répartis assez uniformément.
Par la suite, les maillages Galerkin sont beaucoup moins propres, avec des poches
ou irrégularités de concentration qui ne sont pas liées 4 la physique du probléme.
En particulier, on note une concentration d’éléments dans la partie supérieure oi la
vitesse est la plus élevée mais pourtant presque uniforme, et donc qui ne nécessite

pas de maillage raffiné. On gaspille donc des degrés de liberté a cet endroit. Les
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Figure 6.6 Couche cisaillée : comparaison des isolignes de s, entre les formulations

Galerkin et GLS
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(c) cycle 2, Galerkin (d) cycle 2, GLS

Figure 6.7 Couche cisaillée : comparaison des isolignes de sk entre les formulations
Galerkin et GLS



159

(a) cycle 0, Galerkin (b) cycle 0, GLS

/

(c) cycle 1, Galerkin (d) cycle 1, GLS

(e) cycle 2, Galerkin (f) cycle 2, GLS

Figure 6.8 Couche cisaillée : comparaison des maillages entre les formulations
Galerkin et GLS — cycles adaptatifs 0 & 2
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Figure 6.9 Couche cisaillée : comparaison des maillages entre les formulations
Galerkin et GLS — cycles adaptatifs 3 4 5
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concentrations irréguliéres dans le maillage proviennent des oscillations ou irrégula-
rités dans la solution numeérique (figures 6.6 et 6.7). Les maillages GLS sont trés bien
adaptés 4 la solution alors que ceux de Galerkin sont moins bons mais acceptables.

Les maillages GLS s’adaptent plus rapidement & la solution.

Une derniére vérification de la solution obtenue avec la méthode de Galerkin con-
siste & regarder I'évolution des normes de l'erreur avec le raffinement du maillage,
tel que le présentent les figures 6.10 et 6.11. Ces erreurs décroissent réguliérement
pour atteindre de faibles niveaux. La solution de I'écoulement et des sensibilités con-
verge donc vers la solution exacte. Cependant, on constate que les erreurs avec la

formulation Galerkin sont globalement plus élevées qu’avec la méthode GLS.

10 ¢
1 F
o1 f
001

0.001 F

Norme de I'erreur

0.0001

T

le-05 !
100 1000 10000 100000

Nombre de noeuds

Figure 6.10 Couche cisaillée : comparaison des erreurs sur I’écoulement entre les
formulations Galerkin et GLS

6.1.4 Conclusion

En conclusion, ce cas test analytique a permis de vérifier 'implantation de la mé-

thodologie en régime turbulent. Il a aussi illustré les gains significatifs attribuables
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Figure 6.11 Couche cisaillée : comparaison des erreurs sur les sensibilités entre les
formulations Galerkin et GLS

a la stabilisation.

Pour I’écoulement, ce cas test est complet dans la mesure ot il active tous les termes
des équations aux dérivées partielles. Malheureusement, une application particuliére
de calcul de sensibilités désactive plusieurs termes des équations générales. Ainsi, le
fait d’avoir vérifié le calcul de sensibilité par rapport 4 U, ne garantit pas qu’il n’y a
pas d’erreur dans 'implantation pour d’autres paramétres qui font intervenir d’autres
termes. Il est cependant impensable de vérifier toutes les combinaisons possibles en
construisant pour chacun une solution analytique. Certains paramétres ont déja été
testés en régime laminaire, dont des paramétres de forme et de propriétés physiques.
Une vérification d’un calcul de sensibilité par rapport & C, sur une probléme avec
solution analytique est également donné dans [126]. Une composante importante n’a
toutefois pas été mise a I’épreuve jusqu'ici : les lois de parois. On retrouve dans {127]
une telle vérification (incluant les sensibilités) sur un cas avec solution analytique
simple. Des calculs de sensibilités pour d’autres paramétres seront vérifiées dans le

reste du chapitre par comparaison entre I’extrapolation d'une solution voisine et le



calcul de cette solution.
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Maintenant que les vérifications nécessaires ont été effectuées avec succés, on peut

passer & des applications réelles.

6.2 Ecoulement sur une plaque plane

6.2.1 Description du probléme

.
L

'|<

(S84

- 3

entrée

bas

haut T y
bout

1

r=0,01\‘| ¢

_f plaque
0,01

Figure 6.12 Plaque plane : domaine

sortie

Cette section traite de I’écoulement sur une plaque plane & incidence nulle ou une

couche limite turbulente se développe. Le choix de la géométrie et des conditions aux

limites s’inspire d'une étude détaillée de Lacasse et al. [106]. La figure 6.12 illustre

le domaine adimensionnel utilisé, la longueur de référence étant la longueur de la

plaque. Cette plaque posséde une épaisseur finie et un bord d’attaque arrondi pour

étre plus réaliste, permettant ainsi de bien amorcer la couche limite en générant un

bon niveau de turbulence. Les conditions aux limites pour le calcul de 1’écoulement
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sont les suivantes :

entrée: u=U,, v=0 k=10"% e=18x10"8 (6.18)

haut : u=U,, —p+ 2/.teg—; = -g% = % =0 (6.19)

sortie: —p+ 2“‘% = U, (% + %) = g:— = g—; =0 (6.20)

plaque et bout : loi de paroi avec d = 0,0009 (6.22)

ol u. est la viscosité effective, soit u + . La vitesse adimensionnelle a I'infini Uoo

est définie par :

- Us

= 6.2
U = 72 (6:23)

oit Uy, est la vitesse & 'infini et U, la vitesse de référence. Aux conditions nominales
on prend Uy = U,, soit U., = 1. A des conditions voisines, U, sera différent de 1.
On ne réadimensionnalise donc pas le probléme pour un changement de la vitesse &
Pinfini. De la méme fagon, le nombre de Reynolds, basé sur la longueur de la plaque
et la vitesse de référence constante Uy, est fixé a 2 x 10 peu importe U, Pour cette
simulation adimensionnelle, la viscosité est fixée a 1/Re alors que la masse volumique
est unitaire. Notons enfin que la viscosité turbulente en entrée est dix fois plus élevée

que la viscosité moléculaire.

Dans les sections suivantes, on présente les résultats de trois séries de calcul de

sensibilités qui considérent respectivement les paramétres suivants :
- vitesse a l'infini Uy, ;
— coefficients de fermeture du modéle de turbulence, soit C,,, C1, Cz, 0% et o;

- coefficients qui interviennent dans les lois de paroi, soit d, k et F.
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On y démontre la diversité des utilisations potentielles des sensibilités, soit par exem-
ple :

prédiction du taux de changement de la solution avec les paramétres;

extrapolation de solutions voisines ;

détermination des limites de I’extrapolation linéaire pour Cy et y;

analyse d’incertitude;

)

changements requis des paramétres pour rattraper les corrélations;

analyse de sensibilité;

analyse des modéles de turbulence et de loi de paroi.

Les résultats se concentrent principalement sur le coefficient de friction, pour lequel
on dispose de corrélations empiriques. A la fin, on regroupe les résultats des divers
paramétres pour une analyse de sensibilité globale. Des études de raffinement de
maillage servent a démontrer la précision numérique des solutions. On vérifie égale-
ment les calculs de sensibilités en comparant les extrapolations linéaires au calcul de

ces solutions voisines.

6.2.2 Sensibilité a U,

Le premier paramétre étudié est la vitesse a l'infini Us. Voyons d’abord les résultats

de I’écoulement, puis ceux des sensibilités.

6.2.2.1 Prédiction de I’écoulement

La figure 6.13 montre I’évolution de la distribution du coefficient de friction C sur

‘ la plaque avec le raffinement adaptatif du maillage. Le coefficient de friction est basé
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Figure 6.13 Plaque plane : convergence de Cy avec le maillage

sur U, et non sur Uy, soit :

=T _-_T 2
[o o]
spU2  30U%,

o) (6.24)
ot T est le cisaillement sur la plaque. Pour cette configuration nominale, cela ne
fait aucune différence puisque U, = U,. Par contre, pour des solutions voisines ou
Us # 1, on désire que les changements de Cy correspondent & des changements
de cisaillement et non a un changement de mise & I'échelle. C’est ce qu’on obtient
ici puisque %pr est une constante. Comme on peut le constater sur cette figure,
les écarts de prédictions sont prononcés entre les premiers et les derniers maillages.
Cependant, la solution ne varie presque plus entre les deux derniers maillages, con-
firmant que Cy est convergé par rapport au maillage et donc numériquement précis.
Notons qu’ici 7 est évalué a partir de la loi de paroi (équaticn (3.17)) au lieu des

dérivées de I’écoulement au bord, cette derniére approche étant moins précise.

La figure 6.14 montre que y* est lui aussi convergé par rapport au maillage. Ceci est

important dans la mesure ou la condition aux limites en dépend et doit elle-méme
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étre précise puisqu’elle affecte grandement toute la solution. Les valeurs de y* sont

partout dans la plage de validité, soit [30,300].

300 T T T

cycled s
cycle 2
250 cycle4 - ]
cycle§ --—----
200 cycle 6 §
+>‘ 150 ] -
0 - L 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figure 6.14 Plaque plane : convergence de y* avec le maillage

La figure 6.15 compare la prédiction de C; (sur le maillage le plus raffiné) aux trois

corrélations suivantes :

Cy =0,0592 (Re z) L8 (Schlichting [125]) (6.25)
= h};’(_gffg’g-; (White [128]) (6.26)
C; = 0,3702, (log Re,) ~>°** (Schultz-Grunow [129)) (6.27)
ou :
Re; = Rez f]oo

et z est la distance le long de la plaque. Dans I’ensemble, P'accord est assez bon.
La prédiction est inférieure aux corrélations sauf prés du bord d’attaque. Il faut

dire que les corrélations ne sont pas valides aux trés faibles valeurs de Re, prés du



168

bord d’attaque. En plus, les simulations font I’hypothése que la couche limite est
pleinement turbulente alors qu’en pratique il risque plutot d’y avoir une transition
laminaire/turbulent. Pour = > 0,03, 'écart maximum est de 15% par rapport a la
corrélation de White et de 10% par rapport a celle de Schultz-Grunow. Comme on
a démontré le haut niveau de précision numérique de la solution, ces écarts doivent

étre attribués aux lacunes de la modélisation et non aux erreurs numériques.

O-Ol ' ' ' T L] 1 )
Prédiction
Schlichting --------
0.008 White -+ J
Schultz—Grunow -——
0.006
g
0.004
0.002 | ]
0 L L N L R . . ) .

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

Figure 6.15 Plaque plane : comparaison de Cy avec les corrélations

6.2.2.2 Prédiction des sensibilités

Au calcul de I’écoulement s’ajoute un calcul de sensibilités par rapport a (700. Dans

ce cas, la sensibilité du coeflicient de friction est donnée par :

BCf _ T'

A 6.28
1™ a0, $pU2 (6:28)

Rappelons que U, est insensible & quelque paramétre que ce soit. La prédiction

de 7’ se calcule de I'équation (3.35) et fait intervenir les sensibilités des variables
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de I’écoulement. La figure 6.16 présente la convergence de C} avec les cycles de
raffinement adaptatif. Tout comme pour I'écoulement, on atteint la convergence par
rapport au maillage avec de trés faibles variations de la solution entre les deux
derniers maillages. Tel que prévu, C; a une forme similaire & Cy et un signe positif.
A une augmentation de la vitesse correspond une augmentation du cisaillement, cette

augmentation étant d’autant plus grande que le cisaillement est déja élevé.

La sensibilité de y* est également convergée par rapport au maillage, tel qu’illustré
a la figure 6.17. Un signe positif indique qu'une augmentation de Us produit une
augmentation de y*. Ceci est logique puisque la couche limite s’amincit avec une
augmentation de U, et donc la position de la frontiére de calcul, qui est & une
distance constante d, se trouve plus haut dans la couche limite, soit & un y* plus
élevé. Ces sensibilités indiquent aussi que si U descend en-dessous de 0,4, alors y*
pourrait descendre sous la borne inférieure de son intervalle de validité (y* < 30) et
il faudrait alors augmenter la valeur de d. Les sensibilités permettent donc d’analyser

d’éventuels changements au niveau des conditions aux frontiéres de type loi de paroi.

0.02 ' l
cycle Q0 ---—-
cycle2 ——
cycled -ooooeeee-

0.015 cycle 5 -------- 4
cycle 6
T 001 |
0005 | S s T —
ol N . ’ -
0 02 04 06 08 1

Figure 6.16 Plaque plane : convergence de C} avec le maillage
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de I’écoulement. La figure 6.16 présente la convergence de C} avec les cycles de
rafinement adaptatif. Tout comme pour I’écoulement, on atteint la convergence par
rapport au maillage avec de trés faibles variations de la solution entre les deux
derniers maillages. Tel que prévu, C} a une forme similaire a Cy et un signe positif.
A une augmentation de la vitesse correspond une augmentation du cisaillement, cette

augmentation étant d’autant plus grande que le cisaillement est déja élevé.

La sensibilité de y* est également convergée par rapport au maillage, tel qu’illustré
a la figure 6.17. Un signe positif indique qu'une augmentation de Us produit une
augmentation de y*. Ceci est logique puisque la couche limite s’amincit avec une
augmentation de U, et donc la position de la frontiére de calcul, qui est 4 une
distance constante d, se trouve plus haut dans la couche limite, soit & un y* plus
élevé. Ces sensibilités indiquent aussi que si U, descend en-dessous de 0,4, alors y*
pourrait descendre sous la borne inférieure de son intervalle de validité (y* < 30) et
il faudrait alors augmenter la valeur de d. Les sensibilités permettent donc d’analyser

d’éventuels changements au niveau des conditions aux frontiéres de type loi de paroi.
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0.015

0.005

....................

Figure 6.16 Plaque plane : convergence de C} avec le maillage
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Figure 6.17 Plaque plane : convergence de y*' avec le maillage

La différentiation des corrélations (6.25) a (6.27) par rapport a U, donne les expres-

sions suivantes pour Cj :

C} = "'-0— (Schlichting) (6.29)
2Cy 1 .
== - \%% .
Cy T [l o (O,OGReI)] (White) (6.30)
2Cy 1,292
== - : Itz- .
Cy O [1 logRe, In 10] (Schultz-Grunow) (6.31)

La figure 6.18 compare la prédiction numérique a ces corrélations. L’accord est bon et
méme légérement meilleur que pour I’écoulement. Ceci valide le modéle de 1’écoule-
ment et le calcul de sensibilités. A nouveau, la prédiction est généralement inférieure

aux corrélations et 1'écart le plus faible est avec la corrélation de Schultz-Grunow.
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Figure 6.18 Plaque plane : comparaison de C} avec les corrélations

6.2.2.3 Extrapolation de solutions voisines

Les sensibilités permettent d’extrapoler linéairement C; a des valeurs voisines des

paramétres selon :
Cr(Us + AUx) = C1(Us) + C(Us) AU (6.32)

Les figures 6.19 4 6.21 comparent les extrapolations a partir de I’écoulement et de
sa sensibilité a U, = 1 aux calculs complets des écoulements a U, = 0,96, 0,8
et 0,5. Ces calculs d’écoulement utilisent chacun leur propre séquence adaptative.
A U, = 0,96, I'accord est presque parfait, ce qui vérifie de fagon assez rigoureuse
le calcul de sensibilités. En effet, ’approximation d’une série de Taylor au premier
ordre est fiable pour de si faibles perturbations, de sorte que la comparaison des
solutions voisines (extrapolée et calculée) revient a comparer les sensibilités calculées
avec notre méthodologie aux sensibilités obtenues par différences finies. A U, =
0,8, I’accord est encore bon mais les écarts deviennent perceptibles. Les résultats

a Uy = 0,5 illustrent les limites de I'extrapolation linéaire qui devient carrément
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mauvaise. Une variation de 50% du paramétre constitue une forte perturbation,
de sorte que I’approximation linéaire est imprécise, voire inutilisable. La relation
Cf(Us) n’est donc visiblement pas linéaire. Les corrélations (6.25) a (6.27) suggérent
d’ailleurs cette forte non-linéarité. Ceci n’est cependant pas généralisable : la linéarité
ou non-linéarité dépend du paramétre de design, du probléme étudié et de la quantité

observée.

0.01 : . I '

U_=096 ——

Extrapolation ---------
0.008 U” =] eeeeeens |
0.006 | |

g N
0.004 [ .. ]
0.002 )
0 i 2 1 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 |

Figure 6.19 Plaque plane : extrapolation de C; a Uy = 0,96

Certaines quantités peuvent avoir un comportement plus linéaire sur un plus grand
intervalle. La figure 6.22 présente I’extrapolation de y* a Uy, = 0,5. Malgré la forte
perturbation du paramétre U, I'extrapolation est trés prés de la vraie solution.
Il semble que y* soit une fonction presque linéaire de Uy. Enfin, la valeur de y*

demeure toujours valide mais s’est grandement rapprochée de la limite de 30.
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Figure 6.20 Plaque plane : extrapolation de Cy a U =08
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Figure 6.21 Plaque plane : extrapolation de Cy a Us =0,5
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Figure 6.22 Plaque plane : extrapolation de y* a U, =0,5

6.2.3 Sensibilité aux coefficients de fermeture du modéle k£ — ¢

Cette deuxiéme série de calculs de sensibilités considére cinq paramétres : C,,, C,, Ca,
o et .. L’écoulement et toutes les sensibilités utilisent la méme séquence de maillage
et tous contribuent a I’adaptation du maillage. La figure 6.23 illustre le maillage final
dans son ensemble et prés du bord d’attaque de la plaque. Le raffinement prés de la
plaque capture la couche limite. Les gradients de la vitesse y sont importants, surtout
sur le coin (bord d’attaque). La seconde bande de raffinement un peu au-dessus de la
plaque s’explique plutot par les variables de turbulence. En particulier, les gradients
de la sensibilité 9K/IC, y sont sévéres. Le maillage colle littéralement aux isolignes
concentrées de cette variable. Globalement, le maillage est donc trés bien adapté.

Dans ce qui suit, on se concentre principalement sur ’analyse d’incertitude.

Les coefficients de fermeture du modéle k — ¢ ne sont pas déterminés de fagon ma-
thématiquement exacte, mais ont plutot été calés selon divers critéres. On peut donc
admettre qu'ils pourraient étre légérement modifiés ou qu’ils comportent une certaine

incertitude. D’ailleurs, leurs valeurs admises ont évolué avec le temps. Cependant, il
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Figure 6.23 Plaque plane : maillage final et solution pour la série sur les coefficients
de fermeture
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Tableau 6.2 Plaque plane : incertitudes attribuées aux coefficients de fermeture

AC,; AC[ ACQ Aak AO’(
0,005 0,005 0,005 0,05 0,05

est assez difficile de leur attribuer une incertitude rigoureuse. L’incertitude minimale
résulte du nombre de chiffres donnés dans les valeurs de ces coefficients : on a a
tout le moins une incertitude égale 4 la moitié de la derniére décimale fournie. En se

basant sur ce critére, le tableau 6.2 résume les incertitudes choisies.

Les incertitudes sur les paramétres d’entrée peuvent étre propagées dans la solution a
l'aide des sensibilités en utilisant la technique décrite au chapitre précédent. L’appli-
cation de cette technique ajoute a la prédiction de Cy une bande d’incertitude tracée
a la figure 6.24. Les faibles incertitudes sur les coefficients sont insuffisantes pour
expliquer les écarts avec les corrélations puisque la bande d’incertitude n’intersecte
toujours pas ces corrélations. Il n’y a donc pas d’accord indéniable entre le modéle
de P'écoulement et les corrélations liées a la physique, & moins de pouvoir justifier des
incertitudes plus élevées. Malgré tout, ceci montre la capacité de faire de ’analyse

d’incertitude en utilisant les sensibilités.

Une analyse d’incertitude similaire pour I’écoulement dans une expansion brusque
a donné des résultats similaires (voir Turgeon et al. [130]) : les incertitudes sur les
coefficients de fermeture du modéle étaient généralement insuffisantes pour permettre
un chevauchement des prédictions numériques (avec une bande d’incertitude) et des
mesures expérimentales de vitesse et surtout d’énergie cinétique de la turbulence.
Cependant, la prédiction de la longueur de la zone de recirculation devenait en accord
avec la mesure expérimentale si on ajoutait la bande d’incertitude : la prédiction de

6,3+0,4 chevauche 1’expérience & 710,5.

Pour en revenir a notre application, le tableau 6.3 compare la sensibilité normalisée



177

0.0 l v v ! T T T
Prédiction
0.008 Schlichting -~ i
White ——---

Schultz—Grunow -----
0.006

0.004

0.002 1

0 1 L L L 'l 1 L 'l 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
3

Figure 6.24 Plaque plane : incertitude sur Cy (due & Cj,, Ci, Cy, ok et o)

Tableau 6.3 Plaque plane : sensibilités et incertitudes pour Cy & z = 0,8 (pour les 5
coefficients de fermeture)

parameétre 103%ai incertitude %‘:i pour rattraper
10°AC, %C!'L C; de Schultz-Grunow
Cy 0,23 1,29 0,41% +86%
C -1,26 0,44 0,14% -16%
C, 2,35 0,61 0,20% +9%
Ok 0,04 0,19 0,06% +500%

O 0,42 1,64 0,53% +47%




178

de C; pour les divers parameétres, donne les contributions de chacun a lincertitude
et indique les variations requises des paramétres pour rattraper la corrélation de
Schultz-Grunow, le tout a la position z = 0,8. A cet endroit, la prédiction de Cy est
de 3,11 x 1072 alors que la corrélation de Schultz-Grunow donne 3,31 x 10~3, soit
un écart d’environ 6%. La solution est davantage sensible a C; et C; tel qu’indiqué
par les sensibilités normalisées. A 'opposé, C"f pour oy est si faible que son erreur
numérique est de I'ordre de grandeur de sa propre valeur. Au niveau de I’incertitude
sur Cy, ce sont C, et o, qui contribuent le plus. L’incertitude totale est de 4,17 x 1075,
soit un cinquiéme de I'écart entre la prédiction et la corrélation de Schultz-Grunow.
Le chevauchement de cette corrélation par la bande d’incertitude nécessiterait donc
des incertitudes 5 fois plus grandes sur les paramétres, soit 2,5 unités de la derniére
décimale (au lieu de 0,5 unité). La derniére colonne du tableau 6.3 indique la correc-
tion nécessaire sur chaque paramétre pris séparement pour rattraper la corrélation.
Le coeflicient C; requiert la plus petite correction pour permettre ce rattrapage avec
9%. On ne peut cependant pas justifier un tel changement au modéle sur la base des

résultats d’une seule application particuliére.

Afin de vérifier qu'une augmentation de 9% de C, produit ’augmentation désirée de
6% sur Cy 4 z = 0,8, on calcule un nouvel écoulement avec Cy = 2,09. La figure 6.25
montre qu’effectivement cette solution rattrape la corrélation & z = 0,8. Ailleurs, il
y a toujours des écarts entre la solution et la corrélation. Autour de z = 0,25 I'écart
a été coupé de moitié environ alors que pour z < 0,1 ’écart s’est accentué. Partout
I'extrapolation linéaire & partir de la solution nominale est proche de la nouvelle
solution recalculée, validant le calcul de cette sensibilité. Le manque de régularité de
la solution extrapolée s’explique par le fait que lorsqu’on adapte le maillage sur plus
de variables, le nombre de degrés de liberté requis pour obtenir une méme précision
est plus élevé. Dans ce cas-ci, la solution de I’écoulement (C;) est moins précise

que pour un calcul d’écoulement avec un seul paramétre comme précédemment.
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D’ailleurs, on peut constater a la figure 6.24 que C; est moins régulier que dans le

cas précédent (figure 6.15).

0.01 T T T T . —— :

C, = 1,92 (nominal) ----—

1 C, =209 ——
0.008 F extrapolation --------- i

: Schultz-Grunow ---------
0.006 i

J

0.004 i
0.002 i

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
b3

Figure 6.25 Plaque plane : solution voisine de C; pour une variation du paramétre
C,

6.2.4 Sensibilité aux parameétres des lois de paroi

La derniére série de simulations pour la plaque plane s’attarde aux lois de paroi : on
calcule les sensibilités par rapport aux coefficients «, E et d. La figure 6.26 compare
la sensibilité normalisée de Cy pour ces trois paramétres. Le coefficient de friction
est plus sensible 4 «, moins & F et presque pas i d. On analyse dans la suite ces trois

parameétres un i un.

6.2.4.1 Parameétre x

L’extrapolation linéaire utilisant les sensibilités prédit qu'une augmentation de 5%

de x entraine une augmentation de 6% de Cy 4 z = 0,8, rattrapant ainsi la corrélation
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Figure 6.26 Plaque plane : C} normalisé pour les paramétres des lois de paroi (d, &
et E)

de Schultz-Grunow. Le cisaillement a la paroi est donc encore plus sensible a4 k qu’a
C- puisqu’un plus faible changement du paramétre produit la méme variation de Cy.
Afin de valider le calcul de sensibilités pour «, la figure 6.27 compare I’extrapolation
linéaire a partir de la solution & k = 0,42 4 une solution calculée & k = 0,44 (soit
une augmentation de 5%), de méme qu’a la corrélation. La solution & x = 0,44
s'est effectivement rapprochée de la corrélation, sauf prés du bord d’attaque. Dans le
dernier cinquiéme de la plaque, il y a presque superposition. Plus important encore,
I'extrapolation linéaire est extrément proche de la vraie solution, ce qui vérifie le
calcul de sensibilités pour ce paramétre. En fait, on n'arrive méme pas distinguer les
deux courbes sur le graphique. La perturbation de « est suffisamment faible (5%)

pour que ’extrapolation linéaire soit trés fiable.
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Figure 6.27 Plaque plane : solution voisine de Cy pour une variation du paramétre «
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Figure 6.28 Plaque plane : solution voisine de Cy pour une variation du paramétre

E
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6.2.4.2 Parameétre F

Le cisaillement a la paroi est moins sensible a E qu'a « (figure 6.26). Le signe négatif
indique qu’il faut réduire le paramétre de rugosité E pour augmenter Cy, ce qui
peut sembler contraire a I'intuition. A nouveau on vérifie ce calcul par une solution
voisine, E' passant de 9,0 4 7,0. Un changement aussi important (de I'ordre de 22%)
est nécessaire pour obtenir un changement perceptible de Cy. La figure 6.28 présente
ces résultats. La proximité de I'extrapolation et de la vraie solution voisine, malgré
I'importance de la perturbation, confirme la justesse du calcul de sensibilités pour le

paramétre E.

6.2.4.3 Paramétre d

Le troisiéme et dernier paramétre est la distance a la paroi d. L’étude de ce paramétre
est particuliérement intéressante dans la mesure ou sa valeur n’est pas prédéterminée
mais constitue plutot un choix de I'usager. Idéalement, on voudrait que la solution ne
soit pas du tout affectée par ce choix, ce qui signifierait que le raccord entre le modéle
de turbulence et la loi de paroi est parfait. D’aprés la figure 6.26, la sensibilité de C;
a d est presque nulle, sauf trés prés du bord d’attaque. Ceci est en accord avec la
loi de paroi qui stipule que le cisaillement est constant dans I’épaisseur de la couche
limite. Pour vérifier le tout, on calcule une solution voisine & d = 0,0006 (au lieu
de d = 0,0009) avec une toute nouvelle séquence adaptative (contrairement a & et
E o on a simplement réutilisé un maillage final). La figure 6.29 confirme que C;
est presque identique avec les deux valeurs trés différentes de d, ce qui vérifie du
méme coup le calcul de sensibilités. Il ne faut cependant pas en conclure que toute
solution est insensible au choix de d. Cela peut dépendre du probléme considéré et

de la quantitée interrogée. Par exemple, Lacasse et al. [107] ont montré que dans une



183

conduite courbée en U, la séparation de la couche limite peut étre prédite ou non

selon le choix de d, pour des variations de d comparables a celles du présent exemple.

0.01 T .
d=0.0006 ——
d=0.0009 -~

0.008 1
0.006 -

U&-

0.004 1

0.002 } ]
0 'l L s l

0 0.2 0.4 0.6 0.8 !

X

Figure 6.29 Plaque plane : solution voisine de Cy pour une variation du paramétre d

Méme si Cy varie peu avec d, la valeur de ce paramétre doit demeurer valide. En
particulier, il faut éviter que y* descende sous le niveau plancher de 30. La figure
6.30 montre la distribution de y* le long de la plaque pour les deux valeurs de d et
selon ’extrapolation. Partout y* est supérieur a 30. Aussi, I’extrapolation linéaire
est trés prés de la vraie solution voisine, malgré le changement important imposé a
d. On en conclut que y* varie de fagon presque linéaire avec d sur une large plage
de valeurs et que le calcul de sensibilité a d est vérifié. Les sensibilités peuvent donc
constituer un outil aidant a choisir d. D’ailleurs, le choix de d = 0,0006 n’était pas

aléatoire mais plutot basé sur les sensibilités et la prévision (extrapolation) de y*.

D’aprés la loi de paroi, k£ devrait étre constant dans I’épaisseur de la couche limite
(du moins dans la zone logarithmique). Modifier d, soit I’équivalent de se déplacer

verticalement dans la couche limite sans changer la position de la frontiére de calcul,
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Figure 6.30 Plaque plane : solution voisine de y* pour une variation du paramétre d

ne devrait pas affecter la valeur de k sur cette frontiére. La figure 6.31 confirme ce

comportement : la sensibilité normalisée de k est nettement inférieure au niveau de

k lui-méme, sauf dans le premier cinquiéme de la plaque.
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0.01
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Figure 6.31 Plaque plane : distribution de k et %d sur la frontiére de la plaque

Les sensibilités du paramétre d permettent également d’analyser la qualité du raccord

entre le modéle k — € et la loi de paroi au niveau du profil de vitesse. Si I'utilisation
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Figure 6.32 Plaque plane : comparaison de ‘;—; et s, = g—"; sur la frontiére de la plaque

du modéle de turbulence ou de la loi de paroi dans la zone logarithmique était tout a
fait équivalente, changer d pour un domaine de calcul fixe serait équivalent & déplacer

verticalement le domaine pour un d fixe. Dans ce cas idéal, I’égalité suivante serait

respectée :

Ou _Ou

La figure 6.32 compare s, et du/dy le long de la plaque. Pour améliorer la précision

de I’évaluation de la dérivée du/dy a la frontiére, on utilise plutét la condition aux

limites imposée via la loi de paroi, soit :

Ju
(1 + pe) vl (6.34)

avec 7, donné par la loi de paroi (équation (3.17)). La dérivée du/0y s'évalue alors

selon :

du Tw
— = 6.35
Oy p+m (6.35)
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L’accord entre du/dy et s, esi plutét mauvais sur la premiére moitié de la plaque et
relativement bon sur la deuxiéme moitié. Le modéle de turbulence et la loi de paroi
ne sont donc pas en parfait accord. Notons enfin que méme si C} est presque nul, s,

est trés élevé sur la frontiére associée a la plaque.

6.2.5 Comparaison des sensibilités pour ’ensemble des parameétres

On regroupe ici les résultats précédents pour faire une analyse de sensibilité globale,
soit une comparaison entre les sensibilités normalisées des divers paramétres. Les
résultats de C}; normalisé sont donnés a la figure 6.33. A titre indicatif, la courbe de
Cy est ajoutée sur le graphique. Le coefficient de friction est donc plus sensible & U,
K, Cy et C) alors que d et o; ont trés peu d’influence. Les sensibilités normalisées
pour Uy et k sont supérieures 4 Cy, ce qui signifie qu'un changement de 1% de ces
paramétres entraine un changement supérieur a 1% pour C;. Finalement, les coeffi-
cients du modéle de turbulence et ceux de la loi de paroi ont des effets comparables
méme si cet écoulement répond principalement a la présence de la paroi solide, donc
de la loi de paroi imposée. Les sensibilités sont donc trés utiles pour identifier les

paramétres dominants.

La figure 6.34 présente une coupe des sensibilités de la vitesse horizontale au milieu
de la plaque (z = 0,5). La distance normale y est mesurée a partir de la frontiére de
calcul. A nouveau, les paramétres les plus influents sont Uy, Cy, C, et k. On voit
également que la forme des distributions varie grandement avec les paramétres. Par
exemple, s, pour Uy, est le seul 4 ne pas tendre vers 0 a I'infini. Pour C}, le maximum
de s, est a une position intermédiaire tandis qu’avec d les variations sont concentrées
prés de la paroi. Ceci procure de forts arguments justifiant le choix d’adapter sur

toutes les variables, incluant les diverses sensibilités. Enfin, la sensibilité par rapport a
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Figure 6.33 Plaque plane : C; et les C; normalisés
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U, a pratiquement la méme forme que la solution u, mais avec des valeurs légérement
supérieures prés de la paroi. Cela signifie qu'une augmentation de Uy, produit une
mise 4 ’échelle du profil de vitesse, a forme constante, plus une légére augmentation
1a ou ’écoulement est un peu plus lent, ce qui déforme la distribution. Ce changement
de forme correspond & une diminution de |'épaisseur de la couche limite, ce qui est

en accord avec une augmentation de la vitesse externe.

En conclusion, cette application sur un écoulement relativement simple a permis
d’illustrer plusieurs usages des sensibilités. On a en outre considéré une vaste gamme
de paramétres de design et par le fait méme vérifié 'implantation du code pour ceux-
ci. Les sensibilités se sont avérées particuliérement utiles pour analyser le modéle de

turbulence et les lois de paroi.

6.3 Ecoulement autour d’un profil NACA 0012

Cette derniére application reprend I’écoulement autour d’un profil NACA 0012 de la
section 5.4 mais en régime turbulent cette fois-ci. Outre I’aspect de la physique de
I’écoulement, une nouveauté technique s’ajoute : ’extrapolation cubique de solutions

voisines. On étudie en outre les limites et capacités d’extrapolation du coefficient de

pression C,.

6.3.1 Description du probléme

La définition du probléme (écoulement et sensibilités) est la méme que dans le cas
laminaire (section 5.4.1) sauf pour les points suivants :
— le domaine de calcul s’étend a 10 cordes en amont et en aval du profil ainsi

qu’a 8 cordes au-dessus et en-dessous;
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le nombre de Reynolds est de 1,86 x 106 ;

- la condition de vitesse nulle sur la paroi du profil est remplacée par une loi de

paroi avec d = 0,001c et une condition de tangence;

les conditions aux limites pour k et € sont respectivement de 10~° et 1076 en

entrée, alors qu’on impose une dérivée normale nulle sur les autres frontiéres

extérieures;;

toutes les équations sont stabilisées avec une méthode GLS.

Les calculs de sensibilités considérent a4 nouveau I’angle d’attaque o comme parameé-

tre.

6.3.2 Solution 4 a = 3,59°

o =3,59°

extrapolation de 0° --------
expérimental  +

a=0° ———

l .5 S " L e
0 0.2 04 0.6 0.8 1

x/c

Figure 6.35 NACA 0012 turbulent : C, & o = 3,59°

La figure 6.35 présente la distribution du coefficient de pression C, sur le profil a
un angle d’attaque de 3,59°. On y compare 'extrapolation linéaire a partir de la
solution (écoulement et sensibilités) & a = 0°, la solution calculée 4 a = 3,59° et les

points expérimentaux [131]. La courbe de C, & a = 0° est ajoutée pour apprécier les
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changements entre les deux angles. Rappelons que ’extrapolation linéaire s’effectue

de la facon suivante :

Cp(a + Aa) = Cy(a) + Cy(a)Aa (6.36)
ou :
P~ P

Avec les variables adimensionnelles de la simulation, C, se réduit a :
C, =2p (6.38)

De méme, la sensibilité C} pour le paramétre a est :

S ~
C) = %m’;&, = 25, (6.39)

On voit a la figure 6.35 que I'extrapolation linéaire est trés proche de la vraie solution,
sauf prés du bord d’attaque. Ceci est excellent compte tenu des forts changements de
C, entre 0° et 3,59°. La portance est bien prédite a partir de la solution symétrique.
La prédiction numérique est aussi en bon accord avec les mesures expérimentales.
Les écarts observés sont dus aux erreurs expérimentales et de modélisation. En par-
ticulier, on a traité I’écoulement comme étant incompressible alors que le nombre
de Mach se situait autour de 0,3. Aussi, 'angle d’attaque de 3,59° est un angle ef-
fectif pour tenir compte de I'interférence des murs de la soufflerie, I’angle d’attaque

d’origine étant & 4°. Certaines erreurs ou incertitudes y sont donc associées.

Pour démontrer que les écarts observés entre les mesures expérimentales et les prédic-

tions numériques ne sont pas dues 4 une mauvaise résolution, la figure 6.36 montre
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I’évolution de C, avec les cycles de raffinement adaptatif & o = 3,59°. Les faibles
écarts entre les derniers cycles permettent de conclure que les erreurs numériques
sont minimes et que la solution (pour C, du moins) est convergée par rapport au
maillage. De méme, la figure 6.37 confirme la précision numérique des sensibilités :
C, 4 a = 3,59° a atteint 'indépendance face au maillage. Pour terminer, la figure
6.38 montre un agrandissement du maillage final autour du profil. Le raffinement

prés de la surface du profil et en aval capture bien la couche limite et le sillage.

Figure 6.36 NACA 0012 turbulent : convergence de C, avec le maillage & o = 3,59°

6.3.3 Extrapolation cubique

Dans toutes les applications présentées jusqu’a maintenant, ’extrapolation de solu-
tions voisines utilisait une série de Taylor tronquée au terme linéaire qui nécessite la
connaissance de la dérivée premiére, soit la sensibilité. On pourrait construire une
approximation quadratique ou plus riche encore si on connaissait directement les
dérivées secondes et autres, ce qui n’est pas le cas ici. Une alternative consiste a

utiliser de l'information provenant de plusieurs points de design et a faire passer un
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Figure 6.37 NACA 0012 turbulent : convergence de C, avec le maillage 4 a = 3,59°
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Figure 6.38 NACA 0012 turbulent : agrandissement du maillage final 3 a = 3,59°
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polynéme par ces points. Ainsi, en utilisant deux écoulements et leurs sensibilités,
donc quatre informations, on peut construire une représentation cubique de la solu-
tion en fonction du paramétre de design. Dans notre application, la connaissance de

Cpet C,a0° et & a; = 3,59° permet de construire le polynéme cubique suivant :

Cyla) = [c,',(o) ;c;,(al) L 2G(0) ;?Cp(al)J I

N [_ 2C,(0) + Cp(au) + 3C,[,(al) - C,,(O)] o

o 0‘%

(6.40)
+C,(0)a

+Cp(0)

duquel on peut extrapoler (ou interpoler) C, a divers angles a. L’utilisation des
polynémes d’Hermite permet une écriture différente mais équivalente a cette expres-
sion. Il y a tout lieu de croire que cette représentation cubique sera plus précise que

la simple extrapolation linéaire.

6.3.4 Solution a a=8°

Afin de vérifier les capacités d’extrapolation, on augmente ’angle d’attaque jusqu’a
8°. La figure 6.39 compare les distributions calculée et extrapolées de C, a cet angle.
Notons qu’aucune mesure expérimentale n’est disponible pour cette configuration.
Toutes les extrapolations sont bonnes pour z/c > 0,2. Plus prés du bord d’attaque,
P'extrapolation linéaire & partir de la solution 43 a = 0° s’écarte beaucoup de la vraie
solution. Par exemple, la valeur maximale de C, est autour de 1 alors que I'extrapo-
lation 'améne au-dessus de 2, pour une erreur supérieure & 100%. L'extrapolation
linéaire est fiable pour des changements de quelques pourcents, mais pas pour des
valeurs qui doublent ou triplent, 4 moins que la relation ne soit intrinséquement

linéaire. L’extrapolation linéaire a partir de la solution & a = 3,59° performe mieux,
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ce qui était prévisible étant donné la plus faible perturbation du parameétre i.e. le plus
faible pas d’extrapolation. On note toutefois encore des écarts assez importants par
rapport & la vraie solution. Finalement, I'extrapolation cubique donne des résultats
extrémement satisfaisants : elle colle presque 4 la vraie solution. La solution C, peut
donc étre représentée avec une bonne précision sur une large plage de a en calculant

seulement deux écoulements et leurs sensibilités.

-3 (1=8‘;

extrapolation de 0° --------
extrapolation de 3,59° -~ J
extrapolation de 0° et 3,59° -—-——

L 1 1 J

0 0.2 04 0.6 0.8 1
x/c

Figure 6.39 NACA 0012 turbulent : C, & a = 8°

L’écoulement a a = 8° est toujours attaché, contrairement i I’écoulement laminaire
du chapitre précédent. Cependant, les lignes de courant des sensibilités tracées a
la figure 6.40 indiquent que cet « écoulement » est fortement renversé sur l’extra-
dos. Ceci indique qu’une augmentation additionnelle de l’angle d’attaque produira
un ralentissement de l'écoulement sur la partie arriére de l’extrados, entrainant
éventuellement la séparation de la couche limite. Les sensibilités fournissent donc
de I'information concernant une éventuelle séparation de I’écoulement sans avoir a

calculer ces écoulements 4 des angles d’attaque élevés.

Finalement, ce probléme avec une importante surface courbe a permis de tester
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<

Figure 6.40 NACA 0012 turbulent : lignes de courant des sensibilités & a = 8°

solidement les conditions de tangence pour les sensibilités. Une inspection détaillée
a confirmé que les vecteurs de la sensibilité de la vitesse sont effectivement tangents

a la paroi.
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CONCLUSION

Le but de ce projet était de développer une méthode générale d’éléments finis adap-
tative pour le calcul des sensibilités d’écoulements de fluides. On a utilisé ici la
méthode de I'équation des sensibilités qui consiste & développer les équations au
niveau continu, soit les équations aux dérivées partielles. La premiére étape con-
sistait donc a développer la forme générale de ces équations de sensibilités et des
conditions aux frontiéres associées. Cette formulation générale novatrice en sensibili-
tés continues permet de traiter n’importe quel paramétre de design et admet toutes
les dépendances possibles face 4 ce paramétre. Le développement est plus simple
avec I’approche continue qu’avec les sensibilités discrétes. La formulation résultante
se marie trés bien avec une méthode de jacobien numeérique pour la construction des
matrices éléments finis qui ne nécessite que la transcription de la forme faible des

équations sans faire ressortir explicitement les variables de calcul.

Les régimes laminaire et turbulent ont tcus deux été traités. Les contributions ori-
ginales du projet sont principalement pour le traitement des fluides & propriétés
variables et le modéle de turbulence k — € avec lois de paroi. En régime turbulent,
on a utilisé la formulation en variables logarithmiques pour préserver la positivité
des variables de turbulence. Au niveau du calcul de sensibilités, cette approche est

d’autant plus novatrice.

Afin de contréler I'erreur numérique des solutions, on a utilisé un algorithme de re-
maillage adaptatif. La contribution du projet consistait a ajouter les sensibilités a cet
algorithme. Les résultats numériques présentés ont demontré le bon fonctionnement
de la méthodologie qui a permis d’obtenir des solutions numériquement précises, tant

pour I’écoulement que pour les sensibilités, tout en illustrant cette précision par des
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études systématiques de raffinement de maillage. Les maillages générés étaient en

outre trés bien adaptés a la solution.

Les premiers résultats numériques effectués étaient consacrés a la vérification sys-
tématique de I'implantation du code par la résolution de problémes possédant une
solution analytique, selon la technique des solutions manufacturées. Ces vérifications
systématiques et rigoureuses ont démontré le bon fonctionnement du résoluteur et de
Pestimateur d’erreur, tant en résime laminaire que turbulent. Seule I’estimation d’er-
reur sur 4, a moins bien performé. Quelques observations en sont ressorties. D’abord,
le traitement d’'un paramétre de forme conduit typiquement a des solutions un peu
moins précises et ’estimateur d’erreur performe moins bien dans ce cas. La condi-
tion aux limites inexacte contribue significativement a I'erreur. Une amélioration de
la projection locale prés des frontiéres permettrait vraisemblablement d’améliorer ces
faiblesses. Aussi, le probléme de vérification en régime turbulent a illustré I'utilité
de stabiliser les équations par une méthode GLS (par exemple) lorsque le nombre
de Reynolds est élevé. On réduit ainsi les oscillations et le maillage est de meilleure

qualité, produisant une solution plus précise avec moins de degrés de liberté.

Outre I'exercice de vérification, trois applications en régime laminaire ont été présen-
tées. La premiére considérait la convection naturelle de sirop de mais. La formulation
générale a permis de traiter aisément ce probléme avec propriétés physiques variables.
On en retient principalement que I'ajout d’une bande d’incertitude aux prédictions
numériques est beaucoup plus réaliste qu’une simple prédiction déterministe. Le
chevauchement des prédictions et des mesures expérimentales, avec leurs intervalles
d’incertitude, a indiqué 'accord entre les deux. Seule la prédiction de la hauteur du
centre du tourbillon était en désaccord. La deuxiéme application a illustré la capa-
cité de faire de 'optimisation de forme en utilisant les sensibilités. Dans ce cas, on a

augmenté de 30% le transfert de chaleur en ajoutant une plaque déflectrice dont la
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position et I'orientation ont été optimisées. Par contre, ce probléme a fait ressortir
les limites en terme de précision numérique et d’inconsistance des dérivées. Les sen-
sibilités de forme sont trés sévéres pour ce genre de probléme. Finalement, le calcul
des sensibilités par rapport a 'angle d’attaque sur un profil NACA 0012 a montré
qu’il est possible d’utiliser les sensibilités pour explapoler des solutions voisines pour
lesquelles un changement de comportement se produit : la séparation de la couche
limite. Par contre, la forme de la zone de recirculation est difficile 4 extrapoler a un

angle voisin de plus de un ou deux degrés a cause de la forte non-linéarité.

En régime turbulent, on a traité une panoplie de paramétres de design sur le probléme
de I’écoulement sur une plaque plane. Tout d’abord, la prédiction du coefficient de
friction et de sa sensibilité par rapport a la vitesse a I’infini étaient en assez bon accord
avec les corrélations erpiriques, avec une tendance a la sous-évaluation. L’ajout
d’une bande d’incertitude associée aux incertitudes sur les coefficients de fermeture
du modéle k — € était insuffisant pour expliquer les écarts. On a toutefois pu utiliser
les sensibilités pour déterminer les changements requis a ces coefficients de fagon a
rattraper les corrélations. Globalement, les paramétres Uy, C1, C; et & se sont avérés
étre ceux qui avaient le plus d’'influence sur la solution. On a aussi pu constater que la
quantité y* se comportait de fagon beaucoup plus linéaire avec la vitesse a I'infini que
le coefficient de friction ne le faisait. Il est ainsi possible de I’extrapoler linéairement
a des valeurs voisines plus éloignées en utilisant les sensibilités. Enfin, les sensibilités
ont permis d’analyser le modéle de turbulence. En particulier, elles ont montré que
le raccord entre la loi de paroi et le modéle k — € n’était pas parfait et que le choix
de la distance a la paroi d n’avais pas trop d’influence. Les sensibilités donnent aussi
un sens a l'effet des parameétres : par exemple, une augmentation du paramétre de

rugosité E diminue le cisaillement sur la paroi.

La derniére application considérait I’écoulement turbulent autour d’un profil NACA
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0012. La principale conclusion est que les sensibilités permettent de bien prédire le
coefficient de pression, et donc la portance, a un angle d’attaque de 3 ou 4 degrés
a partir d’un écoulement symétrique a incidence nulle. Par contre, 'extrapolation a
des angles plus élevés comme 8 degrés nécessite une extrapolation cubique pour étre
trés efficace. Cette extrapolation cubique qui n’utilise que deux solutions d’écoule-
ments et deux sensibilités permet une excellente représentation de ’écoulement sur

un intervalle de plusieurs degrés.

Globalement, les nombreuses vérifications et applications ont démontré l'efficacité
et la performance de la méthodologie tant en régime laminaire que turbulent. La
formulation générale a permis de traiter avec une grande facilité des paramétres de
design aussi variés que des conditions aux limites, des paramétres géométriques, des
propriétés physiques et des coefficients des modéles de turbulence et de loi de paroi.
On a démontré la grande utilité et efficacité des sensibilités pour effectuer diverses
taches aussi variées que I'optimisation, I’analyse d’incertitude, le calcul de solutions
voisines et P'analyse de modéles. A 'opposé, une méthode de variables adjointes

n’aurait & toutes fins pratiques permis de faire que de 'optimisation.

Malgré I'étape franchie avec succés, certaines ameéliorations et développements de-
meurent possibles et méme souhaitables. Le point qui permettrait d’ouvrir les plus
grandes portes est le traitement des conditions de Neumann pour un paramétre de
forme. On a développé les expressions de ces conditions aux limites, tout comme
les conditions mixtes des lois de paroi ou les conditions d’interface mobile, mais le
point faible non résolu qui en ressort est I’évaluation précise de dévivées secondes
de I’écoulement. Des techniques de reconstruction de type projection locale doivent
étre explorées. Cet ajout augmenterait nos capacités a faire de ’optimisation de
forme, particuliérement en régime turbulent. Dans la méme veine, l’amélioration de

la technique de reconstruction des dérivées premiéres sur les frontiéres permettrait
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d’améliorer les conditions de Dirichlet pour un paramétre de forme.

Un autre point qui mériterait des études plus approfondies et qui a été mis de c6té ici
est le traitement des solutions avec discontinuités. Les discontinuités internes dans
les écoulements, comme une onde de choc, sont d’une certaine facon assez marginales
et en ce sens non essentielles ou urgentes. La portée du traitement des interfaces avec

discontinuités semble plus intéressante.

Bien que l’algorithme actuel fonctionne, certaines retouches pourraient permettre
d’améliorer sa performance. En particulier, il est probablement possible de réduire
le temps de calcul des sensibilités, par exemple en récupérant la factorisation des
matrices ou en modifiant le couplage et les sous-itérations en régime turbulent. Un
autre point qui ne semble pas étre a son plein rendement est la stabilisation des

équations des sensibilités.

Finalement, la méthodologie peut étre facilement étendue & d’autres régimes, per-
mettant I’accés & de nouvelles applications. Les écoulements compressibles de méme
que le transfert de chaleur en régime turbulent ont déja été implantés et ne de-
mandent qu’a étre testés et utilisés. Les écoulements tridimensionnels et transitoires

constitueraient une suite logique.
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ANNEXE I

METHODES D’ELEMENTS FINIS STABILISEES POUR LES
EQUATIONS DES SENSIBILITES

On a mentionné au chapitre 2 la nécessité de stabiliser les équations pour les écoule-
ments dominés par la convection. Les applications présentées par la suite ont utili-
sé certaines de ces techniques de stabilisation. Les formulations variationnelles des
équations de ’écoulement en régime turbulent sont détaillées dans le mémoire de
Turgeon [86] et la thése de Ilinca [93]. On y traite la méthode de Galerkin stan-
dard et quatre méthodes stabilisées, soit SU, SUPG-incomplet, SUPG et GLS. Ici,
on applique les mémes techniques sur les équations des sensibilités, sans traitement
particulier. Dans les sections suivantes, on présente dans l'ordre les diverses for-
mulations pour les équations de mouvement, de ccentinuité et d’énergie en régime

laminaire, suivi des équations en régime turbulent (mouvement, continuité, sx et

Sg).
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I.1 Equations de mouvement en régime laminaire

I.1.1 Meéthode de Galerkin

/ (Pu-Vu+ps,-Vu+ pu - Vs,) - s, dQ

Q

+ / 214 (1) + 2u4(8y)] - ¥(d8,) dS2 — / sp V - 08, dS)
e @ (L1)

+ /n (0’98 + pg'B + pgB') (T — To) + pgB (st — Ty)] - 65, dQ2

—/f'-as,,dsz— t,-68,dl =0
Q

Ty

Notons que I’équation de mouvement en z s'obtient en utilisant és, = (ds,,0) alors

que I’équation en y s’obtient avec ds, = (0,ds,).

I.1.2 Meéthode SU

/ (P'u-Vu+ps, -Vu+pu-Vs,)-4s,d
(1]
+/ 214 (u) + 2u(8y)] - 7(884)dY — [ 5,V -8, dD2
Q Q
+ /ﬂ [(p'9B + pg'B + pgB') (T — To) + pgB3 (st — Tg)] - 68, dQ2 (1.2)

—/f'-ésudﬂ— T - 68, dl
Q Te

Nelem

+ Z (P'u-Vu+ps,-Vu+pu-Vs,) - (r,u-Vis,)dQ. =0
e=1 v
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ou (. est la portion de domaine couverte par l'élément e et ngem est le nombre

d’éléments. Le paramétre de stabilisation 7, se calcule selon :

a,h
Ty = [.3
= (13)
ou V est la norme de la vitesse et h est la taille de 'élément calculée comme étant
la valeur maximale des projections des trois cotés de I'élément triangulaire dans la

direction de la vitesse. Pour sa part, a, est donné par :

1

b (L4)

a, = coth(Pe,) —

avec le nombre de Péclet élémentaire Pe, défini par :

_phV
2,

Pe, (L.5)

ou la viscosité effective u. vaut u dans le cas d'un écoulement laminaire. Ces notations

et définitions prévalent aussi pour les méthodes de stabilisation qui suivent.
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I.1.3 Meéthode SUPG-incomplet

/ (fu-Vu+ps,-Vu+pu-Vs,)-ds,d
Q
+/ [2u'y(u) + 2u5(84)] : 4(084) dQ — / sp V - 68, dQ
Q Q
+ /Q (0’98 + pg'B + pgB') (T — To) + pgB (s7 — Ty)] - 8, d

—/f’-dsudQ—/ £ -05,dl (1.6)
Q e

Nelem

+ Z A [P'u-Vu+ps, - Vu+pu-Vs,
=1 e

+Vs, + (p'gB + pg'B + pglB') (T — To) + pgB (st — Ty) — F']
- (ryu-Vis,)d2. =0
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I.1.4 Meéthode SUPG

/ (f'u-Vu+ps,-Vu+pu-Vs,) - §s, dQ
Q
+ [ ) + 23(s0] s 30650 a2 - [ 5,7 55,d0
1] Q
+ /Q [(P'9B + pg'B + pgB') (T — To) + pgB (st — Tp)] - 88, dQ

- / fbs,d2— [ T -6s.dr (17)
) Ce

Nelem

+ ) / {p'u-Vu+ps, - Vu+pu-Vs, — V- [2u'5(u) + 2u9(s.)]
e=1 7%

+ Vs, + (96 + pg'8 + pgB') (T — Ty) + pgfB (st — Tg) — f'}
(ruu - Vés8,)dQ. =0
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I.1.5 Méthode GLS

/ (f'u-Vu+ps, -Vu + pu-Vs,) - ds, dQ
Q
+/ 209 (u) + 2u(8.)] : ¥(084) dQ2 — / sp V - 88, dQ)
Q Q
+ [ (698 +99'0 + paB) (T~ To) + g (sr ~ T 5,0
Q

—/f'-&sudQ— %y - 08, dl
4] Te

n (1.8)
elem
+ Z / {Pu-Vu+ps, - Vu+pu- Vs, — V- [2u'Y(u) + 2p7(8.)]
e=1 Y
+ Vs, + (098 + pg'B + pgB') (T — To) + pgB (st — Tg) — f'}
- (ryu - Vés,) dQ,
Mlelem
£y / (V- 8) 7 (V - 68,) dQ, =0
=1 e
Ici, 7, est défini par :
h

Comme on peut le constater, le couplage des équations est encore plus fort avec cette
méthode : I’équation de continuité se retrouve dans la formulation des équations de

mouvement.
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1.2 Equation de continuité en régime laminaire

I.2.1 Meéthodes de Galerkin, SU, SUPG-incomplet et SUPG

/ b5,V - 8,d2 =0 (1.10)
Q

I.2.2 Méthode GLS

/ 05, V - 8,d2
Q
Nelem

+ Z {P'u-Vu+ps, - Vu+pu-Vs, — V- [2u'9(u) + 2u¥(s,))
e=1 Qe

(I.11)
+ Vs, +(0'98 + pg'B + pgB') (T — To) + pgf (st — Tp) - £}
(14 Vids,) dQ. = 0
1.3 Equation d’énergie en régime laminaire
I1.3.1 Méthode de Galerkin
/ [(p’cp + pc;,) u-VT +pc, (84 - VT +u - VsT)] dsTdQQ
“ (1.12)

+ / (N'VT + AVsr) - Vésr d — / ¢.0s7dQ— | Féspdl =0
1 Q Iy
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1.3.2 Meéthode SU

/ p'cp + pcy) u- VT + pey (84 - VT + u - Vsr)] ds7 d
0

+ / (NVT + AVsy) - VéspdQ — / g bs7 dO2 — / 7657 dl
:'tlem F'I (1-13)
+Z/ (P'ep + pc,) - VT + pcy (8 - VT + u - Vsr))

X 7ru - Vs dQd, =0

ou :
_ aTh
T = oy (1-14)
avec :
ar = coth(Per) — L (I.15)
T= er PeT )
et :
_ PshV
PeT = 2/\e (116)

La conductivité effective A, vaut A dans le cas d’un écoulement laminaire.
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1.3.3 Méthode SUPG-incomplet

/ﬂ [(0'cp + pc,) - VT + pey (8 - VT + u - Vsr)] dsrdQ

+ / (NVT + A\Vst) - Vs dQ — / q.ds7dQY— | qdsrdl
Q Q r,

n (1.17)
elem
+ Z / [(p’cp+pc;,)u-VT+pc,,(su-VT+u-VsT) —q;]
e=l €
x 7 - Visr dQ, =0

1.3.4 Meéthodes SUPG et GLS

/ [(P'ep + pcy) w - VT + pep (8u - VT +u - Vsr)] dsrdQ

Q
+ / (MVT + AVsr) - Vésp dQ — / q.ds7dQ— [ qdsrdl
“ ? fa (1.18)

Nelem
+ Z/ [(p’cp+pc;,)u-VT+pcp(su-VT+u-VsT)

e=1 <

- V- (ANVT + AVsr) — q;] rru - VisrdQ, =0



1.4 Equations de mouvement en régime turbulent

I.4.1 Meéthode de Galerkin

/(p’u-Vu+ps.,-Vu+pu-Vsu)-JsudQ
Q

+ / (201 + 1) (w) + 2(p + p2)¥(80)] - ¥(084) 2 — / spV - 08, dQ
Q Q

—/ﬂf’-dsudﬂ— £, 0s,dT =0

T

1.4.2 Méthode SU

/(p’u-Vu+psu-Vu+pu-Vsu)-6sudQ
Q
+ /Q (201 + )5 () + 20 + ) ¥(s,)] : ¥(884) 42 — / 5,V - 88, df

—/f’-&sudQ— T, 6s,dl
Q Ce

Nelem

+ Z / (f'u-Vu+ psy - Vu+pu-Vs,) - (r,u-Vis,)dQ2. =0
e=1 e
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(L19)

(1.20)

Dans le cas d’écoulements turbulents, la viscosité effective p, vaut g + p, pour le

calcul de 7.
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1.4.3 Meéthode SUPG-incomplet

/ (pf'u-Vu+ps, -Vu+pu-Vs,)-ds,dQ
Q
+ [ 200+ )3+ 2+ (8] 4G5 A= [ 5,9 6o d

Q Q

— / F - 08,dQ — i'f .88, dl (I.21)
Q Te
Tlelem
+ Z/ [Pf'u-Vu+ps, - Vu+pu-Vs, + Vs, — f]

e=1 €

(Tyu - Vi8,)dQ, =0

1.4.4 Méthode SUPG

/ (P'u-Vu+ps, -Vu+pu-Vs,) - s, d
Q
+ [ 120+ )30 + 20+ (0] (5 d2 - | 5V -ds.d0

_ /Q f-68,d2— [ T, -8s,dT (1.22)
Te

Nelem

+Z {fu-Vu+ps, -Vu+pu-Vs, + Vs, — f

e=1 Y

~ V- 20 + p)(w) + 20 + w)¥(84)]} - (rew - Vds,) d, =0



1.4.5 Meéthode GLS

/ (Pu-Vu+ps, - Vu+ pu-Vs,)-ds,dQ

Q

+ / (20 + L)) + 200 + )7 (82)] : (F82) 42— / 55V - 65, dQ
Q 1]

—-/f'-&sudQ— t,-0s,dl
Q It
Nelem

+Z/ {p'u-Vu—f—psu-Vu+pu-Vsu+Vsp—f'
e=1 Qe

= V20 + )y (w) + 2(p + pe)¥(84)]} - (Tute - Vis,) dSQ

Nelem
+ Z / (V- 8,) 7 (V- 08,)dS2e =0

e=1 €
1.5 Equation de continuité en régime turbulent

I.5.1 Méthode de Galerkin, SU, SUPG-incomplet et SUPG

/dspV-sudQ=O
1]

231

(1.23)

(1.24)
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1.5.2 Meéthode GLS

/ 05,V - 8, dQ
0
Nelem

+ Z {pu-Vu+ps,-Vu+pu-Vs,+ Vs, — f' (1.25)
= Ja.

= V- 200" + p)(u) + 2(k + )7 (84)]} - (1 VEs,) d2e = 0
1.6 Equation de sk

1.6.1 Méthode de Galerkin

/ (P'u- VK + psy - VK + pu - Vs ) sxc dS2
'
+/ [(u'+ L ‘i-”") VK + ( —) Vs,c] - Visk dQ
Q Ok or
—/ (u’-i—-&—mak)V/C VIC+2( t)V’C-VsK]és,CdQ
1) Ok Uk Ok
/ Kb P + P’ — py Psic) dsxc d

C I
/pef "( +C“+s “‘) dsxc d

/q,cés,c dQ) — f,cés,cdl‘ 0

Ty

(1.26)

L’expression de la condition aux limites naturelle T;C qui s’applique sur la portion de
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frontiére Iy, est :

T;C= [(#'.*.ﬂ_./l_t(;i‘.) VK + (u-{-:—:) VSIC] ‘N (127)

1.6.2 Meéthode SU

/(p'u-VlC+psu~VIC+pu-Vs,c)63,ch
Q

! !
/ [(u + L "‘—‘2’") VK + (u+ ﬂ) Vs;c] . Visx d92
0 Ok O Ok

+
! ']
—/ [(u’+ L "“;") VK - VK +2 (;H— ﬂ) wc.vs,c] Ssxc dS)
0 Ok g Ok

k

_ / e ™ (P + P — py,Psx) dsx d§ (1.28)
Q

/ C’ ’
+ / pet % (2£ + £ 45 — Eﬁ) dsx dQ
(¢ p Cy He

—-/q;cés;ch— fjcés,cdl"
Q Ty

Nelem

+ Zf (fu-VK +ps, - VK + pu - Vsx) 7cu - Visg dQ, =0

Le paramétre de stabilisation 7 se calcule de la fagon suivante :

_ a)ch
™x = —2V (1-29)
ou :
= coth(Pex) — L (I.30)
Qax = X Pe)c .
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et :

Pex = ——— (L.31)

1.6.3 Méthode SUPG-incomplet

/ (Pu - VK + psy - VK + pu - Vsg) dsx d2

+ / [( ) ““”‘) VK + ( ﬂ) Vs,c] . Vs d9
Q Ok
/ [(u L] "“”“) VK -VK +2 ( ‘) VK - Vs,c] Ssxc dQ
Q Ok

- / e ™ (P + mP' — pPsx) dsc d
Q

x (.7 C 14
+ [ pef 'C(2-—+—"+s ~ £t} 55k d
/p p Cu * He

Tsy

Nelem
/ [pu VK + ps, - VK + pu - Vsg

(1.32)

- (u'+ﬂ—“‘”'=)v1c v1c+2( ‘)wc-vS,c
Ok

! !
— e (WP + pP' — pyPsx) + pef % (2?: + = +s¢— —) - qk]

X Tt - VésedQ, =0
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I.6.4 Méthode SUPG

/ (f'u- VK + ps, - VK + pu - Vsi) dsx d
/ [( L H k) VK + ( ﬂ) Vs,c] . V8sx d
Q Uk Ok

+
- / [(u e _ ““’7‘) VK - VK + 2 ( ‘) VK - Vs,c] Ssx dQ
1] Ok

- / e (P + P’ — pyPsx) dsx dQ
Q

/ Cl !
+ / pec K (2p_ + £ +5c - E'—) dsc dQQ
Q p C, et

/ debsxd— [ TFebsedr (133)

Tre

Tlelem

+Z/ {pu VK + psy - VK + pu - Vsx

v K A ““"‘) vzc+( —) Vs,c]
Ok Uk Ok

!
—(u'+ﬂ—"“”°)wc v1c+2< ‘)vzc-vs,c

Cl ']
— e X (P + wP' — p,Psx) + pef* (2%’ + C—: + sk — %) - q}c}

X T - Vs dQ. =0
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1.6.5 Meéthode GLS

/ pu-VK + ps, - VK + pu - Vsx) dsx dS2
Q

/[( A "“’2) v1c+( ﬂ) Vs;c]-Vds,ch
o) Ok

+
’ ; #tUk He
—/ u + VK- -VK +2 VK - Vsx| dsx dQ2
Q Ok

- / e"'C (P + P’ — e Psi) dsx dS2
Q

c! !
+ / petk (ZE e —‘) dsxc dQ
Q p Cy 7

/ deoscd — [ Fiebsedr (134)
[‘,x

Nelem

+Z/ {pu VK + psy - VK + pu - Vs

~-v. [(u'+i‘i—“‘—‘j'°) VIC+<;¢+ )Vs,c]

- (u'+ﬂ-%) wc-v1c+2(u+—‘) VK - Vsx

Ok O Ok

K/t ' e (5P Cilz K ’
—e " (P + P — pyPsx) + pe 2=+ +sc——) -4
r Cy B

t

x 1ic (u - Vs + e X p Posx + pef ™ és¢) dQ. =0
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1.7 Equation de s

1.7.1 Meéthode de Galerkin

/ (P'u-VE+ ps, - VE + pu - Vsg) dse dQ
(93
+/ [(u B _ B ‘)v5+( ﬁi) VSg] . Vésg dQ2
o, o2 Oe
/[( —‘ ““’)vz vs+2( U‘) va-VSg} bse d
[4] €

cep(f.C, Ch,. . P
/[pCC'e P( +Cl+Cﬂ+s,; Sg+P)](5Sng

+/ [C'gpeg_'c (C + — P + sg — s,c)] dsg dQY
Q C,

r!:

(1.35)

L’expression de la condition aux limites naturelle 7;- qui s’applique sur la portion de

frontiére I'y, est :

Fom [(w+ B~ %) vet (1wt ) v - (136)

6
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1.7.2 Méthode SU

/ (P'u-VE + ps, - VE + pu - Vsg) ds¢ dQ
Q

+/[(u'+y—‘—ut ‘)V€+( t) VSg:I'V(SSng
0 T¢ 0} O¢
]
—/ [(u’+ﬁ‘—‘ “‘”)vg ve+2( ‘) ve-we] S5 d)
1] U( 0( 0(

I Cl Cl Pl
/[pclc e 5P( +a+c—:+s‘,¢—ss+ P)} dsg df2 (1.37)

' ¢
+/ [Cgpeg_'c (C + — P + S — S;c)] 535 a2
Q Csy

/ q5(585 dQ) — f,_-6s;; dr’
Tre

Nelem

+Z/ (Pu-VE+ps, - VE + pu - Vsg) et - Vésg dQ, = 0

Le paramétre de stabilisation 7¢ se calcule de la facon suivante :

agh
- el L3
=2 (1.38)
ou:
ag = coth(Peg) — % (1.39)
£
et :
Pec = Y __ (L.40)
2(n+ )
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1.7.3 Méthode SUPG-incomplet

/ (f'u-VE + ps, - VE + pu - Vsg) dse dd
Q

+ / [(u L o ) VE + ( Ei) VSg] - Vése d
0 O¢ 0'( O¢
—/ [(u'+‘—‘£ ““’)vg vs+2( ‘) vg-vse] Sse dQ2
9] U( 0( 06

I ’ C’ ’
/[pCCe’C EP( +£+—+s,c—sg+P)}635dQ

C, C, P
! /
+/ [C'zpeg"'C (C +2 4 Sg — Src)] dse df)
Q Cs
/ qpdsed— [ Fedsedl (1.41)
Tse

Nelem
+Z/ [p’u~V€+p8u'V5+P“'VS£

_ (,u'+g‘ "“’)ve V£+2(

€ U(

‘) VE - Vse

O¢

I Cl Cl Pl
_ K-£ 1 B _
pCiCre P( +CI+C“+S’C 35+P)

Cl /
+ Cgpeg"c (C + — p + sg — Syc) - qlg]
2

X Teww - Vdsg dQ2e =0
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1.7.4 Méthode SUPG

/pu VE + psy - VE + pu - Vsg) s d2

[( P _ PO ) VE + ( %) vs,,-] - Vése dQ
e _ e t
/ ( b )vs vs+2( U)ve-VSg]JSng
Q €

I CI C' Pl
C K-& ~1 B -
/Q[pC € P( +CI+C,,+S,C SE+P)J5$ng

+/ [Czpeg"c (02 + — P + s5¢ — S;c)] (585 dQ
Q C

4

- / @e0se d2 — |  Fedsedl
“ Fre (1.42)

Nelem

+Z/ [pu VE + ps, - VE + pu-Vse

v [(u'+-"—‘—““’ )ve+( —) vsg]
oo 0?2 Oc

(u+“‘ "“’)vg ve+2< ‘)vg-ng

( € €

/ ] C’ ]
- pCIC,,e,C_f:P (_P_ + 9—1 + £+ Sx — Sg + ﬂ)

P Cl C,‘ P
Cl
+C'2pe£_'c <02 + — P’ + S¢g — SK;) - q;:]

X Tew - VisgdQe =0
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1.7.5 Meéthode GLS

/pu VE + ps, - VE + pu - Vsg) dse dQ2

[( M o ) VE + ( U‘) ng]  Vésg dQ
'z HeO t
/ ( v )vg V£+2( U)VS-VSg]&Sng
Q €

/ ! C' Y
/[pCCe’C’:P( +£—+ #+Spc—Sg+P)]§Sng
Q Cy P

Ci
! /
+/ [Czpe‘g_’c (C +2 4 sg — Sc)] dsg dS2
Q C>
Fre (1.43)

Nelem

+Z/ [pu VE + psy - VE + pu - Vse

-V [(u’+ﬂ— “—‘2£> VE + (u+—) VSg]
Oc o O¢

!
—(p’+ﬂ ““’)vs V£+2( a‘)vs-VSg

Oc o?
, Cl C'I Pl
B K-¢ il - L
pC\C e P( Cl C“+S,C Sg+P>

_ Cl /
+ Copet 'C(C +£ +Se—31c) —42]
2

x ¢ (w - Vdsg + pC1C,e5 € Pésg + Copef " és¢) d, =0



