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Résumé

Partant d’un modéle fluide de la production des lignes de transfert non fiables,
et d'une classe de politiques de production inspirées des stratégies KANBAN (pro-
posées par les manufacturiers japonais a partir des années soixante) et paramétrées
par des seuils d’encours ou inventaires critiques (un seuil par machine), notre objec-

tif dans cette thése a été double :

~- développer des techniques de décomposition/agrégation des lignes de trans-
fert permettant, pour un choix de seuils critiques donné, d’évaluer I’indice de
performance de la loi de production, convenablement défini (mesure combinée
des coiits de stockage et de retards de livraison), en nous basant uniquement

sur les résultats théoriques concernant les ateliers a une seule machine.

— utiliser nos techniques de décomposition/agrégation en vue de formuler le
probléme d’optimisation des seuils critiques dans la loi de production comme
un programme dynamique, dont les propriétés structurelles sont explorées en
profondeur dans le cas des lignes de transfert dites homogenes, et permettant
de déboucher sur des solutions numériques envisageables pour de trés longues
lignes de transfert, lorsque ces derniéres sont non homogénes. Les aspects de
décomposition de notre approche sont basées sur deux stratégies d’approxima-
tion : l’hypothése de découplage des machines, celle-ci permettant de simplifier
Punivers en amont d’une machine donnée, et le principe de moyennage de la
demande. Il permet de déboucher sur un calcul simplifié de I'influence de 1’uni-

vers en aval d’une machine donnée sur cette derniére.

La premiére partie de cette thése pose le probléme, définit le modéle mathéma-

tique utilisé, les lois de production étudiées, et I'indice de performance retenu.
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Dans la deuxiéme partie, une revue de la littérature pertinente est faite. Par
la suite, aprés une présentation des stratégies de découplage des lignes de transfert
non fiables, le cas particulier des lignes partiellement homogénes (méme taux de

réparation des machines) est considéré.

Une approche de décomposition adaptée aux hypothéses d’homogénéité partielle
est développée. Celle-ci permet de ramener le calcul de I'indice de performance as-
socié & un choix donné de seuils critiques dans la loi de production, a une somme de
m indices de performance, m étant le nombre de machines dans la ligne de trans-
fert. Chaque indice individuel est calculé sur la base d’un modéle de machine fictive
(pseudo-machine) Markovienne, 4 deux états, convenablement construit. La préci-
sion de la technique de décomposition est testée par comparaison avec les résultats de
simulations de Monte-Carlo. La technique de décomposition est par la suite utilisée
en vue de formuler un programme dynamique permettant de déboucher rapidement
sur une répartition optimale des aires de stockage dans la ligne de transfert. Les pro-
priétés analytiques de la solution optimale pour une ligne parfaitement homogéne

sont développées.

Le cas de lignes de transfert non homogénes est considéré. Dans un premier
temps, une approche de décompostion/agrégation est développée, permettant de ra-
mener le calcul de I'indice de performance associé a un choix donné de seuils critiques
dans la loi de production, a m calcul successifs, chacun mettant en jeu un modéle
de machine fictive Markovienne n’incluant jamais plus de six états. La précision de

la décomposition est testée i partir de simulations de Monte-Carlo.

Dans un deuxiéme temps, et en vue de limiter la complexité des calculs lors
de 'implantation d’un programme dynamique visant & optimiser la répartition des

aires de stockage, les machines équivalentes sont agrégées a deux états seulement.
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Un programme dynamique dont I’état appartient a présent a un sous-ensemble de

Ra, & chaque étape, est formulé, et sa résolution numérique est développée.



‘ Abstract

Starting from a fluid type model of an unreliable transfer line, under a class of
decentralized production control policies inspired by so-called KANBAN strategies,
and parameterized by a set of critical inventory levels or hedging points (one for

each machine in the transfer line), our objective in this thesis has been two fold

- the development of decomposition/aggregation techniques which would per-
mit, for a given choice of hedging levels, a quick and scalable, though ap-
proximate, evaluation of total cost of the associated production policy entirely
based on theoretical results concerning single machines. Total cost is defined
here as a combined measure of average parts storage cost and production ba-

cklog costs.

- the formulation of the buffering optimization problem as a dynamic program
based on the proposed decomposition/aggregation techniques, with the goals
of understanding the theoretical properties of the optimal solution for simple
enough situations such as homogeneous transfer lines, while developing sca-
lable numerical optimization schemes, for the more general transfer lines.
The decomposition aspects of our analysis are based on two approximation
strategies : the machine decoupling approzimation which aims at simplifying
the analysis of the influence of machines upstream of a given machine; the
demand averaging principle which aims at simplifying the analysis of the in-

fluence of machines downstream of a given machine.

Chapter 1 of the thesis defines the problem of interest, and presents the ma-
thematical model of the transfer line, the performance functional, and the class of

production policies that we have chosen to study.
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In chapter 2 a review of the pertinent literature is presented. Our decoupling
approximations for unreliable transfer lines are described in Chapter 3, and the par-
ticular case of so-called partially homogeneous transfer line, i.e. lines such that mean

repair rates for all machines are identical, is considered.

A decomposition/aggregation techhique based on the partially homogeneous as-
sumption is developed. It helps reducing the problem of computing the total cost
associated with a given choice of hedging levels to that of summing up m indi-
vidual two-state isolated machine based cost expressions (m is the total number
of machines in the transfer line). The accuracy of our decomposition/aggregation
technique is demonstrated by means of comparisons with Monte-Carlo simulation
results. Subsequently, the decomposition technique is used to formulate an efficient
dynamic programming algorithm aiming at optimizing the critical levels of buffers
in a transfer line. Structural properties of the optimal solutions for a perfectly ho-
mogeneous transfer line are developed. A journal paper submitted for publication is

reported in Appendix A of the thesis.

In Chapter 4, the case of a nonhomogeneous transfer line is considered. At first, a
decomposition/aggregation technique is developed. As in the case of partially homo-
geneous transfer lines, the technique allows one to reduce the problem of computing
the cost attached to a given choice of hedging levels, to a summation of m single
machine based costs, with the notable difference that individual machines can in-
corporate up to siz states. The accuracy of this decomposition technique is tested

by comparison with the results of Monte-Carlo simulations.

Subsequently, and in an effort to limit the complexity of computations of opti-
mal critical inventories based on the dynamic programming algorithm, the fictitious

machine is aggregated down to two states. A dynamic programming optimization



algorithm whose state space at each stage is a subset of R, is formulated, and its

numerical implementation is carried out.

Finally, Chapter 5 sumrmarizes for a second time our contributions, and points

at a number of research directions which could stem from our work.
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Chapitre 1

Introduction

Une ligne de transfert ou ligne de production est constituée de matériaux,
de stations de travail et de zones de stockage. Le matériel se déplace d’une station
d’usinage (la machine) 4 la zone de stockage ; dans une séquence fixe, il visite chaque
machine et zone de stockage exactement une fois ; il existe une station de travail dans
laquelle le matériel brut entre et une derniére station aprés laquelle le matériel usiné
rejoint le stock de produits finis. Le temps que la piéce passe dans la station de
travail est aléatoire et constituera pour nous la seule source de variabilité du sys-
téme étudié. Plus précisement, la variabilité sera due soit aux variations du temps
de traitement de piéces, soit aux événements aléatoires de panne et de réparation
ou les deux. Les zones de stockage peuvent emmagasiner un nombre limité (fini)
de matériel : la production en amont étant arrété lors de I'obtention du maximum
du stock. La station de travail est habituellement appelée machine, et la zone de
stockage est souvent appelée le stock ou le tampon. Une ligne de transfert est dite
dans un état productif si la machine, ou le groupe de machines le plus en aval de
la chaine de production est en mesure de produire (c'est a dire que ce groupe est
opérationnel et n’est pas en pénurie de stock). L’efficacité ou productivité d’une

ligne de production est la proportion de temps qu’elle soit dans un état productif.



Enfin, nous négligeons les temps de transport entre les machines et les tampons. La
productivité d’une ligne de production est bien sir un critére de performance trés

important. Nous cherchons toujours a la maximiser.

Dans cette thése, nous considérons qu'il n’y a qu’un seul type de piéces a usi-
ner et les temps de traitement & une machine donnée sont supposés suffisamment
petits pour pouvoir considérer que le flux de matériel dans le systéme est continu.

Chaque piéce transite une seul seule fois par la méme séquence de machines et stocks.

Un nombre important de travaux ont été effectués dans le but de modéliser ou
d’analyser les lignes de transfert avec deux machines séparées par un inventaire in-
termédiaire [11]. En général, on pose comme hypothése que le temps pendant lequel
les machines tombent en panne, ou le temps nécessaire a la réparation des machines,

est distribué de facon exponentielle.

Dauns le cas d’un flux discret, la solution analytique exacte pour une ligne de
transfert & deux machines ou plus a été proposée par 72|, [75] et [74]. Dans tous ces
travaux, on considére que la probabilité d’une machine sous réparation est indépen-
dante de I’état dans lequel elle était au cycle précédent. [36] ont exploité la solution
du systéme précédent avec la méthode des blocs tridiagonaux. Cependant cette mé-
thode présente des limites de précision numérique. En 1983, ces mémes auteurs ont
développé une solution analytique exacte de la méme ligne de transfert, [37]. Cette
solution ne se limite pas au cas ou la probabilité d’une machine sous réparation est

indépendante de I'état dans lequel elle était au cycle précédent.

En général, le temps requis pour le traitement des piéces varie selon les ma-
chines. Une ligne de transfert dont les machines requiérent les mémes temps de

traitement des piéces, les mémes temps moyens de panne et de réparation, est ap-



pelée ligne de transfert homogeéne ; dans le cas contraire, elle sera dite non-homogéne.

Nous distinguons deux types de pannes [14]. Si les machines tombent en panne
seulement lorsqu’elles sont en opération, on appellera le type de panne panne dé-
pendante d’opération. Si au contraire, la probabilité de panne est strictement une
fonction du temps, on parlera de pannes dépendantes du temps. Ce deuxiéme genre
de panne peut survenir a n’importe quel moment, y compris les moments ot la ma-
chine n’est pas en opération (par exemple lorsque les machines sont en blocage ou

en pénurie).

Le probléme de I’évaluation de I'influence des zones de stockage intermédiaires
sur 'efficacité d’une chaine de production revient constamment dans la littérature.
La zone de stockage intermédiaire est en effet un moyen de tempérer les conséquences
d’une panne d’une machine donnée sur la performance de la ligne de transfert. Pour
pouvoir dimensionner de telles zones, il est utile de posséder des résultats de nature
analytique exprimant la relation entre la productivité de la chaine et la taille des

zones de stockage [13], [25] et [73].

1.1 Notation

Nous adopterons la notation suivante. Les cercles représentent les zones de sto-
ckage et les carrés représentent les machines (voir Fig. 1.1). Les machines sont nu-
mérotées de 1 & n, ot n est le nombre total de machines dans le systéme. Dans ce
cas, il existe n zones de stockage, et I’état du stock entre la machine M; et M
est noté par z;. Les piéces brutes rentrent de I’extérieur de la ligne de production
dans la machine M,, ensuite dans le stock z;, puis dans la machine M, et aprés

dans le stock z, et ainsi de suite jusqu’a la machine M,,. Finalement la piéce sous



forme de produit fini entre dans le stock de produit fini dont I'état est noté par
Zm. Le flux maximal de piéces 4 travers une machine est appelé tauz mazimal de
production. A chaque fois que la machine M; usine une piéce, elle réduit le niveau
de stock z;_, et elle augmente le niveau de stock z; par une seule piéce. Autrement
dit, quand la machine M; tombe en panne ou elle prend un long temps de traitement
d’une piéce, et les machines du voisinage fonctionnent normalement, le niveau de
stock z;_; tend 4 augmenter alors que le niveau du stock z; tend a décroitre. Si la
situation persiste, I’aire de stockage z;_; pourrait devenir pleine (M;_, en blocage)

ou encore le stock z; pourrait se vider (M;_, en pénurie).
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Figure 1.1 - Un atelier de fabrication avec quatre machines en tandem.

A la section suivante, nous posons le modéle mathématique de la ligne de trans-
fert utilisé & des fin d’analyse, et restreignons la structure des lois de production a

optimiser.

1.2 Modéle mathématique de la ligne de transfert,

politiques de production et critére d’optimalité
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Figure 1.2 - Ligne de transfert 4 m machines, non fiables, les inventaires a produit
intermédiaire z;, i = 1, ..., m — 1 et fini, z,,, Le taux de demande de piéces d est
supposé constant.




Cette thése présente une méthode de décomposition et d’optimisation des in-
ventaires pour une ligne de transfert dont les machines sont associées a des stocks

intermédiaires de capacité finies (Fig. 1.1). Nous posons les hypothéses suivantes :

e La premiére machine, qui se trouve en téte du systéme, a un approvisionne-

ment infini (aucune pénurie de matériel possible).

e Les machines ne sont pas fiables, et évoluent entre un état opérationnel et un
état de panne selon une chaine de Markov en temps continu ; p; et r; désignent
respectivement les taux de panne et de réparation de la machine M;, i = 1,

e, m.

e Les délais de transport et les temps de traitement des piéces au niveau des
machines sont négligeables en comparaison avec les intervalles de temps sé-

parant les pannes successives, ou encore par rapport aux durées de réparation.

e Le temps de traitement d’'une piéce donnée peut différer d’'une machine a
P p

’autre, mais reste fixe pour une machine donnée.

e Le taux maximal de production k; de la machine M; en amont est toujours
supérieur ou égale & celui de la machine My, enaval (k, > ... > k;_; > k; >

kiv1 2 ... 2 ky).
e La demande de piéces a un taux constant "d".
® Les pénuries de stocks résultantes "stocks négatifs" sont exclusivement per-

mises au niveau des stocks de produits finis (le retard de livraison des produits

finis est une conséquence de pénuries des stocks de produits finis).



e Il n’y a ni création, ni rejet de piéces dans le systéme de fabrication considéreé.

e Les politiques de production considérées dans la thése sont confinées a la
classe de politiques dites décentralisées a seuils critiques (decentralized hed-
ging point policies, voir [32]). Ces politiques reproduisent dans un contexte
de modéle fluide de ligne de transfert, les politiques dites KANBAN intro-
duites par Toyota dans les années soixante (voir [77]). Ainsi, la machine M;
est responsable du maintien d’un niveau critique d’encours z; (a optimiser),
qu’elle ne devra jamais dépasser, mais qu’elle devrait s’assurer de reconstruire
au plus vite s’il venait & manquer et ce, en produisant au taux maximal si
elle est opérationnelle, et que le stock d’encours associé a la machine immeé-
diatement en amont est non vide. Ces lois de production, bien qu’en général
sous-optimales, présentent les nets avantages de la simplicité, du caractére
local de de I'information requise pour I'implantation, et comme nous le mon-
“trerons plus loin dans la thése, de la possibilité de mener les calculs pour des

lignes de transfert comportant un nombre important de machines.

e Le critére de performance retenu est la limite supérieure du coiit moyen associé
aux inventaires et aux déficits de production sur horizon infini. Ainsi, si ¢,
t =1, ..., m—1, désignent les coiits unitaires de stockage des encours z;,
t=1...,m—1;et c;lL et c; désignent respectivement les coiits unitaires
de I'inventaire z}, = max(z,0), et du déficit de production par rapport a
la demande z;, = max(—zm,0), alors I'indice de performance retenu s’écrit

comme suit :

¢ -1
JE (T of) = m,_.w% [/ E [Z azi(T) + ezt (r) + c;,z,‘n(r)ion, al dTJ
0 i=1
(1.1)



ou

{z}T = {z1,22,. .., 2m}, est le vecteur de seuils critiques associé i la poli-

tique décentralisée a seuils critiques considérée.

[z(t)]T = [z1(t),22(t),. .., ZTm(t)] est le vecteur d’encours, et inventaires
dans la ligne de transfert au temps ¢.

[a(t)]T = [au(t), aa(t), ..., am(t)] est le vecteur dont les composantes a;(t),

t=1, ..., m correspondent aux états d’opération (1 représente la machine

opérationnelle, 0 la machine panne) des machines M;.

L’indice 0, correspond au temps initial ot la ligne de transfert est considérée.
De plus, soit u;(t) le taux de production instantané de la machine M;. L’en-

cours z;, i =1, ..., m — 1 évolue selon :

d.’Ei
5 = w(t) —un(t) (1.2)

avec la contrainte z;(t) > 0, alors que le stock final est décrit par :

d:—tm = unp(t) —d (1.3)

zJ est donné.

De plus, nous supposons une condition de réalisabilité en moyenne de la de-

mande d par chacune des machines M;, i =1,..., m :
r.
: ;> d. 1.4
Ti + Pi & (1.4)

Dans la thése, partant de la caractérisation (1.1)-(1.4), notre objectif est double :



e déterminer des approches de décomposition permettant, pour un choiz du vec-
teur de seuils critiques, z, d’évaluer l'indice de performance de la loi de pro-
duction associée, et ceci, & partir des résultats analytiques bien développés
concernant la commande optimale d’ateliers ne comportant d’une seule ma-
chine non fiable.

e Sur la base de ces résultats de décomposition, développer un algorithme d’op-
timisation du choix de vecteur de seuils critiques permettant de minimiser la

mesure de performance en 1.1.

Cette thése est organisée comme suit.

Le Chapitre 1 de la thése pose le probléme, définit le modéle mathématique

utilisé, les lois de production étudiées, et I'indice de performance retenu.

Dans le Chapitre 2, une revue de la littérature pertinente est faite. Au Chapitre
3, aprés une présentation des stratégies de découplage des lignes de transfert non
fiables, le cas particulier des lignes partiellement homogénes (méme taux de répara-
tion des machines) est considéré. Un article de journal soumis pour publication est

mis en Annexe A de cette thése.

Au Chapitre 4, le cas de lignes de transfert non homogénes est considéré.Un

article de journal soumis pour publication est mis en annexe B de cette thése.

Le Chapitre 5 résume une deuxiéme fois nos contributions et laisse entrevoir des

directions de recherche futures pouvant émaner de nos travaux.

Les annexes A et B sont des articles soumis aux journaux scientifiques.



Chapitre 2

Revue de la littérature

2.1 Introduction

Afin d’optimiser 'opération d’un atelier de production, trois éléments sont re-

quis :

I) un modéle mathématique de I'atelier de production,
IT) une classe de politiques de production permises,

III) et un critére de performance.

Les modéles de représentation les plus fréquemment utilisés dans la littérature
des systémes de fabrication sont : les réseaux de Pétri [26] et [76], les files d’attente
[15], et les modéles & flux continu interrompu par des sauts Markoviens [64). Ny a
beaucoup de travaux qui ont déja été publiés sur 'étude comparative de ces mul-
tiples outils de modélisation des ateliers de fabrication, notamment [21], [32], [50] et
[62]. Bien que chaque type de modéle d’atelier de fabrication présente des avantages
et des lacunes spécifiques, nous constatons qu’au cours des vingt derniéres années,

I’'approche de modélisation basée sur le modéle a flux continu avec sauts [64], attire
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I’attention des plus grand nombre de chercheurs.

Les classes de politiques de production ont aussi été au centre de nombreux tra-
vaux (2], [9], [32], [41], [65], [69] et [81]. Les termes Juste ¢ temps (Just in Time),
Conuwip (Constant work in process) [9], Kanban (réseaux de jetons) [61], Stocks
de base (Base stock) [9] et Seuils critiques (Hedging points) [32] couramment
rencontrés dans la littérature récente des systémes manufacturiers, désignent des
exemples typiques de politiques de productions existantes. En particulier, la poli-
tique de production a seuils critiques (|2] et [48]) qui & linstar de [59] a été étendue

aux systémes de fabrication en tandem, a donné lieu & de nombreuses études.

Plusieurs travaux ont été publiés sur les conditions d’optimalité de cette classe
de politiques de production ([1], [8] et [43]), et sur les propriétés de renouvellement
Markovien sous-jacentes [57]. Des études plus poussées permettant de mieux com-
prendre d’autres propriétés de base des lois de production de type seuils critiques
ont également été publices ([46], [47] et [66]). Par ailleurs, les techniques de re-
cherche de seuils critiques optimaux et de calcul des performances associées ont été
au centre de plusieurs travaux ([3), [16], [17], [28], [39], [66] et [71]). Enfin, dans le
cas de seuils critiques multiples, le probléme d’ordonnancement de seuils pour une

machine multi-états a retenu I'attention de certains chercheurs ([45], [54] et [85]).

Le critére de performance utilisé dans les ateliers de fabrication peut étre défini
de plusieurs maniéres selon les objectifs recherchés. Cependant, dans la commande
optimale du flux de production, le critére de performance le plus fréquemment uti-
lisé est une mesure du cott total moyen de stockage des inventaires et de
retards de livraison dus aur pénuries éventuelles des stocks (3] (voir Eq.
(1.1), Chapitre 1). En connaissant le modéle approprié, la classe de politique de

production et le critére de performance, le probléme global de gestion du flux de
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production dans un atelier se formule assez naturellement. Cependant compte tenu
des multiples événements et aléas (pannes des machines, réparations aléatoires, pé-
nurie de stocks, temps de traitement aléatoire, fluctuations de la demande, etc..)
qui résultent du processus de fabrication sur des échelles de temps différentes, le

probléme global de gestion de la production demeure trés complexe.

C’était par Finch en 1946 dans I'ex Union Soviétique que, pour la premiére fois,
I'idée de zone de stockage intermédiaire a été introduite afin d’améliorer ’efficacité

et augmenter la fiabilité d’une ligne de transfert dans un atelier de production [13].

En 1952, Valdzievskii a été le premier a introduire la notion de probabilité dans
I'analyse des ateliers de production en vue de décrire le comportement stochastique
d’une ligne de production (rapporté par [21]). Il a alors utilisé une modélisation de
processus Markovien pour résoudre un probléme comportant deux machines iden-
tiques avec temps de panne et de réparation distribués exponentiellement, et séparés

par un stock de capacité fixe.

Koenigsberg [50] a mentionné que les trois questions majeures au niveau de la

conception et I'opération d’une ligne de production sont :
I) le nombre d’étapes dans une ligne,
IT) la localisation des zones de stockage,

III) la capacité ou grandeur de ces stocks.

Buzacott [13] a démontré, qu’on peut augmenter le rendement d’une chaine de trans-
fert automatique en la sous-divisant en plusieurs étapes, et en intercalant les stocks
entre chaque étape. Dans cette analyse, il a considéré une ligne de production avec

des machines en tandem dont le temps d’opération et le temps de panne ont une
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distribution géométrique. Il a également démontré que le rendement d’une ligne de
production dépend du nombre d’étapes, du taux relatif de panne des étapes, de la

capacité des stocks et de la distribution des temps de réparation des étapes.

Okamura et Yamashina [63] ont analysé et discuté 'effet des encours et de la
taille des stocks intermédiaires sur le taux de production d’une ligne de transfert

comportant deux étapes.

Buzacott et Hanifin [14] définissent les concepts de panne d’une station de tra-
vail, de panne totale (défaillance compléte dans 'atelier de fabrication; ex. panne
d’électricité), de panne dépendante d’opération de station et de panne dépendante
du temps. Ils obtiennent une formule simple pour calculer le taux de production
d’une ligne sans stock intermédiaire dans les cas de pannes dépendantes du temps
et de pannes dépendantes d’opération. Ils se fondent sur les travaux de Valdzievskii
(rapporté par [21]) et Sevat’yanov [70] (travaux rapportés en langue russe). Finale-
ment, ils comparent la performance d’'un modéle de Buzacott avec une simulation
basée sur les données réelles et ils concluent qu’il y a une différence significative
entre les résultats théoriques et ceux de la simulation. Ceci, suggérent-ils, est da
au caracteére sans mémoire de la distribution des temps de panne et de réparation

utilisée dans le modéle théorique.

Il y a principalement deux classes de modéles :

Ceux qui supposent un fluz discret de produits sur la chaine, et ceux qui consi-
dérent une production de nature continue. Le modéle discret a I’avantage de mieux
cerner la nature discréte d’un atelier de fabrication, mais cette représentation dis-
créte a respectivement une lacune et une difficulté mathématique importantes : elle

est limitée a des systémes ou toutes les durées de temps de traitement sont égales,
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et les tailles des inventaires sont des entiers ([13] et [32]), ce qui force I'exploration

d’un espace discret pour ’optimisation.

Contrairement au modéle a flux discret, le modéle a flux continu est bien placé
pour 'optimisation car les variables sont des nombres réels et la théorie des équations
différentielles peut étre utilisée. Il est possible d’utiliser ce type de modélisation pour
un atelier de production discret (lorsque la production s’effectue a rythme élevé et
les zones de stockage contiennent un nombre important de piéces) en arrondissant

la taille du tampon aprés avoir obtenu les résultats d’optimisation.

Nous discutons plus en détail des deux classes de modéles :

% Flux discret : Dans la représentation avec le modéle discret, le temps de
traitement du systéme est déterministe, et les machines sont identiques (avec
mémes temps de traitement des piéces et une distribution géométrique des
temps de panne et de réparation). La probabilité pour que la machine M;
tombe en panne lorsqu’elle est opérationnelle (ni en pénurie, ni en blocage)
est p;. La probabilité de réparation d’une machine durant un cycle d’opé-
ration lorsqu’elle est sous réparation est r;. La taille du tampon i est N;, ou

N; est une valeur entiére ; p; et r; sont des nombres réels dans I'intervalle [0,1].

Le modéle discret a été introduit la premiére fois par Buzacott [13]. La ré-
solution du modéle discret a été menée & bien par [13], [36], [72], [74] et [75]
pour le cas de deux machines séparées par une zone de stockage et de panne
dépendante d’opération. Gershwin et Schick [37] ont considéré trois machines
et deux zones de stockage pour le cas de pannes dépendantes d’opération.
Malheureusement, leurs résultats mettent en jeu des sommations de termes

difficiles & interpréter, 3 moins d’effectuer des essais de valeurs numériques.
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Artamonov [5] et Buzacott et Hanifin [14] ont présenté la solution du modéle

discret pour le cas de pannes dépendantes du temps.

% Flux continu : Dans ce cas, les machines peuvent avoir différents temps de
traitement des piéces et les temps de réparation et de panne sont distribués
exponentiellement. La quantité de matériel produit durant l'intervalle t, t+6t]
par la machine M; lorsqu’elle est entiérement opérationnelle (ni en pénurie, ni
en blocage) est bornée par p;6t. La probabilité pour que la machine M; tombe
en panne pendant l'intervalle [t,t + 6t] est p;6t. La probabilité de retour de
réparation d’une machine durant la période de temps [t, ¢ + 6t], lorsqu’elle est
sous réparation, est r;6t. La taille maximale du stock i est z. yu;, p;, r; et 2

sont des nombres réels non négatifs ([21] et [38]).

L’intérét du modéle continu est de fournir des résultats analytiques dans le cas
de deux machines en tandem ([4], [23], [25)], [32], [36] et [86]) ; on peut alors
facilement interpréter ce modéle dans diverses configurations, et ce de fagon
rigoureuse & partir des expressions formelles, et non plus a partir des seuls
essais de valeurs numériques. Tel que mentionné plus haut, 'approximation
continue se justifie en pratique dés que le débit des machines est suffisamment

important ([25] et [78]).

2.2 Techniques d’approximation

Les chercheurs ont jusqu’a présent, considéré deux techniques distinctes d’ap-

proximation : la méthode de décomposition et la méthode d’agrégation.

‘ L’analyse de chaines de transfert formées de deux machines et d’une zone du
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stockage avec I'hypothése d’un flux de produit continu a été menée a bien par Finch
(cité dans [50], un travail qui n'a jamais été publié), Sevast’yanov [70] et plus ré-
cemment par Wijngaard [82]. Ces chercheurs calculent explicitement la productivité
(liée au taux moyen de production maximal) de la chaine en fonction des taux de
panne, de réparation et des temps de processus des machines. Leur approche sup-
pose qu’une machine étant bloquée ou en pénurie est encore susceptible de tomber
en panne (modéle de panne dépendante du temps) ; c’est aussi le cas d’Artamonov

[5] sur un modéle discret.

L’idée de la méthode de décomposition pour le modéle de pannes dépendantes
de I'état opérationnel de la machine "operation dependant failures", a été proposée
par Zimmern [86]. Cette méthode consiste & décomposer la ligne en un ensemble de
sous-lignes composées de deuz machines. Ainsi, pour une ligne de transfert de m
machines, nous avons (m — 1) lignes dont chacune comprend deux machines qui sont
séparées par un stock intermédiaire. Cette méthode a été réinventée récemment, de

fagon indépendante (exposé dans Gershwin et Schick [37]).

De Koster [22] a développé une méthode d’agrégation approximative pour une
ligne de production dont les machines sont en tandem. Il a agrégé les machine 1 a
m — 1 en les remplagant par une machine équivalente. Il a ainsi obtenu une ligne de
production avec deux machines et un stock intermédiaire. Par la suite, il a employé
les méthodes numériques développées par Koenigsberg [50] et Wijngaard [82] pour
trouver Pefficacité de la ligne de transfert 4 deux machines. Les machines équiva-
lentes ont des temps de panne et de réparation exponentiels. Dans le cas d’une ligne
de transfert & trois machines identiques, cette méthode donne des bons résultats
[22]. Les tests numériques n’ont pas été faits dans le cas plus de trois machines car

les temps de calcul peuvent devenir trés importants.
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Une méthode de décomposition approximative a été proposée par Gershwin [30]
afin d’analyser une ligne de transfert homogéne avec un modéle discret. Gershwin
a repris I'idée de décomposition due & Zimmern pour la ligne de transfert. Ainsi, la
ligne de transfert est décomposée en sous-lignes de deux machines; dans les sous-
lignes, chaque machine est caractérisée par son taux de panne et de réparation. Il
a établi un ensemble d’équations pour chaque sous-ligne afin de déterminer les pa-
ramétres inconnus. Cette méthode peut se résoudre par un algorithme itératif. Les
résultats expérimentaux ont montré que cette technique est trés précise mais elle est

trés complexe, et peut diverger.

Gershwin [31] a proposé une méthode pour transformer une ligne de transfert
non fiable et non homogéne, en une ligne non fiable et homogéne. Chaque machine
sauf une (la plus rapide) est remplacée par un ensemble de deux machines séparées
par une zone de stockage de capacité zéro. Le role de 'une des machines est de
reproduire le comportement de non fiabilité de la machine originelle, tandis que la
deuxiéme machine représente les phénoménes de ralentissement dus a des blocages
en aval. La ligne résultante sera homogéne et peut donc étre analysée par la méthode
approximative précédente. Les résultats des simulations peuvent cependant dévier
de facon significative par rapport aux résultats de ’analyse du modéle simplifié, a
la fois pour ce qui est du taux de production moyen maximal et du niveau moyen

de stock, pour certains choix des paramétres du systéme.

Le travail de Dubois et Forestier [25] est la suite de I'article publié par Forestier
[29]. Ils proposent dans leur article un calcul explicite de la productivité (taux de
production maximal de la ligne) et du niveau d’en-cours moyen lorsque les machines
sont différentes mais synchronisées. Dans le cas de taux de processus différents, ils
ont montré qu’on se raméne i un systéme de deux équations différentielles linéaires

du premier ordre. Ils ont retrouvé par un calcul formel les phénomeénes observés
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dans le cadre d’études numeériques telles celles d’'Okamura et Yamashina [63] (I’effet

d’une faible zone de stockage sur la productivité des machines).

Dallery, David et Xie [19] ont concu un algorithme communément dénoté DDX
pour résoudre les équations de décomposition trouvées par Gershwin [30] pour un

modeéle discret dont les machines sont homogénes. Cet algorithme est rapide et fiable.

Dallery, David et Xie [20} ont proposé une méthode de décomposition approxi-
mative pour modéle continu et homogene, afin d’analyser une ligne de transfert ou
les machines sont non fiables et les zones de stockage limitées. Les pénuries et blo-
cages sont permis. Les pannes peuvent se produire uniquement lorsque les machines
sont opérationnelles (pannes dépendantes d’opérations). Cette technique de décom-
position approximative est basée sur le méme principe que la technique proposée
par Gershwin [30] pour un modéle discret. Ainsi, ils ont employé la méthode d’ho-
mogénéisation d’une ligne de transfert non homogéne proposé par Gershwin [31]
pour rendre homogéne une ligne de production qui ne I'est pas. Cependant, -le mo-
déle de la ligne de production est ici continu. Ils remplacent les équations originales
obtenues par Gershwin par des équations équivalentes beaucoup plus simples a ré-
soudre. L’algorithme de résolution proposé est une procédure itérative, plus facile a
implanter et plus rapide que celle de Gershwin. Il semble converger tout le temps.
Les résultats expérimentaux montrent que la technique de décomposition est pré-
cise. Une simple transformation permet de remplacer une ligne non homogéne par
une ligne homogéne dans cette méthode. Cette méthode peut étre employée pour
des ligne de transfert qui peuvent étre trés longues (ex. la version continue de cet

algorithme & été employé dans la ligne de production des imprimantes HP [12]).

Une autre technique d’agrégation est proposée par Ancelin et Semery [4] ainsi

que Terracol et David [78]. Les auteurs ont utilisé un modéle continu. Cette technique
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remplace chaque ensemble de deux machines séparées par un stock intermédiaire,
par une machine équivalente. En répétant cette procédure, la ligne peut étre agré-
gée 4 une machine unique (une macro machine, incluant la derniére machine) et
un inventaire de produit fini associé & la machine M, (m est le nombre total de
machine dans la ligne de transfert). Dans le deuxiéme méthode, la ligne de transfert
jusqu’a la (m — 1)*™® machine peut se résumer en une macro machine en plus de
son inventaire et la m®™® machine et le stock de produit fini. Le défaut majeur de
cette technique est de propager les événements dans une ligne de transfert de facon
unidirectionnelle. De ce fait, il ne tiendra pas compte des effets de blocage des ma-
chines en aval sur les paramétres de I’étape d’agrégation précédente. La méthode
d’agrégation est simple et elle peut étre appliquée a une ligne homogeéne aussi bien
qu’a une ligne non homogéne. Mais I'erreur d’estimation des paramétres est quel-
quefois élevée. Une version améliorée de cette méthode a été proposée par Terracol

et David [79]. Cette derniére est trés complexe.

Il y a beaucoup d’autres travaux qui ont été faits pour améliorer ou généraliser
y g

les méthodes existantes.

Gershwin [30] et Di Mascolo, David et Dallery [23] ont proposé une technique
pour une ligne de transfert d’assemblage et désassemblage dont les machines sont
homogénes. Burman [11] et Burman, Gershwin et Suyematsu [12] ont étendu le tra-
vail précédent au cas de lignes de transfert non homogénes. Cette méthode peut
déterminer approximativement le taux de production maximal de la ligne et le ni-

veau d’encours moyen.

La méthode de décomposition développée par Burman [11], et Burman, Gersh-
win et Suyematsu [12] est une extension améliorée de I'algorithme DDX [20] et de

la méthode de décomposition de Gershwin et Schick [36]. Cette méthode est concue
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pour un modéle continu et non homogéne. Burman [11] a utilisé une méthode de dé-
composition similaire & Gershwin et Schick [36], pour des lignes de transfert longues
avec flux des matériaux continu. Il a étendu ce dernier travail pour une ligne dont
les machines sont associées a différents temps de traitement des piéces. Ensuite il
a adopté 'algorithme de DDX pour le modéle continu développé. Une amélioration
au niveau de temps de calcul de I'algorithme appelée ADDX a été présentée par

Gershwin et Burman [35].
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Chapitre 3

Optimisation par programmation

dynamique d’une ligne de transfert

partiellement homogéne!

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous proposons une technique d’analyse de performance par
décomposition d’une ligne de transfert non fiable lorsque chaque machine opére sous
sa propre loi de commande a seuil critique (la politique décentralisée KANBAN).
dans le cas particulier ou toutes les machines ont le méme taux de réparation. Une
telle ligne sera appelée ligne de production partiellement homogéne. Partant de la
technique de décomposition en question, nous présentons également un algorithme

d’optimisation basé sur la programmation dynamique pour ce type de ligne de trans-

1Ce chapitre est le résumé du contenu d'un article soumis pour publication au journal IEEE
Transactions on Automatic & Control. La version compléte de cet article se trouve A I’Annexe A,
également cet annexe a été publiée dans la conférence de CDC-2001, Florida, Orlando, USA.
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fert.

La méthode de décomposition développée dans ce chapitre est fondée principa-

lement sur deux stratégies d’approximations :

I) I'hypothése de découplage des machines et

IT) le principe de moyennage de la demande.

Nous en présentons les détails dans ce qui suit.

3.2 Stratégies d’approximations

3.2.1 L’hypothése de découplage des machines

Le principe de découplage des machines est un principe d’approximation visant
a modéliser de fagon simplifiée 'univers en amont d’une machine donnée. Ainsi,
Iinfluence de I'univers en amont de la machine M;,, se résume par un processus
binaire (I;(t) = 1 si z; > 0 et I;(t) = 0 si z; = 0) de disponibilité d’encours z;. Le
principe de découplage stipule que I;(t) et I’état opérationnel de la machine M,

Z;i41, sont des processus stochastiques indépendants.

3.2.2 Le principe de moyennage de la demande

Le principe de moyennage de la demande est un principe d’approximation vi-
sant & modéliser de fagon simplifiée I'univers en aval d’une machine donnée. Pour
la machine M;, i = 1,...,m, (m est le nombre total de machine dans la ligne de
transfert) I'influence de cet univers s’exerce par I'intermédiaire d’un processus sto-
chastique de demande d;,,(t). Le principe de moyennage de la demande stipule que

si le processus d’encours z; est ergodique (c’est-a-dire si la machine non fiable M;,
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1)

;) (1)

di+ l(t)
M, —>
0

temps

Figure 3.1 ~ Influence de I'univers en amont sur la machine en aval.

desservie par un encours non fiable en général z;_,, est telle que la demande divr1(t)
est "réalisable" en moyenne), alors I'influence du processus d;,,(t) sur le niveau
moyen d’encours z;, E[z;], est la méme que si diy((t) était remplacée par la valeur
moyenne. Etant donné que sous des conditions d’ergodicité toutes les machines de-
vront produire en moyenne la demande constante d, alors E[d;,,(t)] = d. Sous cette
hypothése, les caractéristiques des processus de disponibilité d’encours I;(t) peuvent
étre déterminées & partir du calcul des moments de premier temps de passage du
processus z; a zéro tel que développé par Malhamé [56], et étendu dans El-Férik et
Malhamé [27] sous une demande constante d. Il en résulte alors une représentation
Markovienne approximative du processus I;(t). Ainsi, la machine M;,, couplée direc-
tement en amont et en aval avec le reste de la ligne de transfert peut étre remplacée
par une machine M;,, fictive, isolée, avec stock z;., > 0, et approximativement
Markovienne. Le modéle Markovien approximatif est obtenu en effectuant le pro-
duit cartésien de deux espaces d’état, respectivement associés au modéle Markovien
approximatif des encours, et a celui de la chaine de Markov lié¢ au comportement non
fiable de la machine M;., (en effet, le modéle de la machine considérée comporte
deux états, opérationnel et panne, ol p;;; et r;;, sont respectivement les taux de
panne et de réparation associés). La construction de la chaine de Markov sur 'espace

produit est possible en vertu de la propriété d’indépendance résultante du principe
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de découplage. Nous présentons les détails de notre construction a la section 3.4.

3.3 Principe de moyennage avec demande corrigée

Dans cette section, nous présentons une correction possible du principe de
moyennage de la demande formulé au 3.2.2. Soit Z;(t) le processus fictif d’approxi-
mation de z;(t), c’est a dire I’encours associé a la machine Markovienne fictive AA/fi,

soumise en vertu du principe de moyennage 4 une demande constante d.

Notons que les stocks intermédiaires Z;(t), i = 1,...,m — 1 doivent rester non
négatifs, alors que I'inventaire de produits finis Z,,(t) peut devenir négatif. De ce fait,
durant les périodes de pénurie de Z;(t) (i # m), la production de la machine ﬁZH
tombera a zéro. De plus, lorsque Z;(t) est positif, la machine 7,-4.1 tire des piéces
avec un taux constant d. Ceci signifie que sous le principe de moyennage 3.2.2,
la machine M;, & long terme, aura fourni des piéces du taux moyen [0(1 — a;) +
da;] < d, ou a; représente E[I[Z;(t)]], et sera appelé coefficient de disponibilité
du stock ;. Or, le systéme réel doit répondre i une demande moyenne d. Il est,
donc, nécessaire d’associer les machines fictives 1\7, a une demande corrigée (plus
importante), d* = ai‘_, de sorte & ce que [0(1 — a;) + d*a;] = d. Alors que cette
correction a un effet négligeable lorsque le coefficient de disponibilité est élevé, elle

devient significative pour des valeurs de a; proches de zéro. Nous pouvons alors

écrire I'expression suivante :

d = Jim E[d:(t)] = lim {Eld(t) | 1(t) = UPr{l(t) = 1)
+E[d(t) | 1(¢) = O[Pr[Li(t) = 0]} = dfa, (3.1)

Donc : d} = d/a;.
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Dans ce qui suit, nous développerons notre approche de décomposition /agrégation
de la ligne de transfert fondée sur les stratégies d’approximation citées plus haut en
partant de la premiére machine en amont, et en allant vers les machines intérieures

de la ligne de transfert.

Nous définissions les paramétres p; et r;, respectivement, le taux de panne et de

réparation de la machine M;, i =1,... m.

3.4 Machine isolée ]\7, équivalente & M;, : > 2

Dans cette section, en considérant la caractéristique probabiliste de la disponi-
bilité de I’encours I;(t), une machine fictive équivalente Markovienne, a deux états,
isolée Mz de la machine M, est construite. A ce stade, Mz joue pour z3 un réle
similaire 4 celui que jouait M| pour z, et est une machine non fiable i deux états.
Des étapes identiques pourront donc étre répétées en vue de générer les machines

équivalentes Markoviennes a deux états pour Mz, My, ..., M,,.

3.4.1 Représentation du modéle approximatif Markovien a
deux états de I’état de disponibilité de I’encours z;, Li(¢)

Considérons la machine M de la ligne de transfert (Fig. 3.2). Elle a accés 4 un
stock de matériaux 4 usiner supposé par hypothése de capacité infini, c'est a dire
associé a un coefficient de disponibilité unitaire. D’autre part, en régime permanent,
toutes les machines doivent produire en moyenne au taux de la demande, sinon il
y aurait soit accumulation infinie d’encours 4 une machine donnée, ou un déficit
d’inventaire non borné. En vertu de la version corrigée du principe de moyennage de

la demande, et a des fins de calcul de stock moyen z, et de coefficient de disponibilité
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ay du stock, on peut donc remplacer le taux de demande stochastique que subit 1,
par la constante %. Avec la dynamique du stock z; ainsi simplifiée, nous montrons
qu’il est possible de construire une représentation Markovienne du processus de

disponibilité d’inventaire.

@M, d

Figure 3.2 - Atelier de fabrication avec une machine et un stock de produit.

A la Fig. 3.3, les états 1 et 2 représentent respectivement le bon fonctionnement

(o = 1, opérationnelle) et le mauvais fonctionnement (ay = 0, panne) de la machine

My, pour i =1,...,m — 1. Les parameétres p;, r;, tr-, et s; sont définis comme suit :
Di : taux de panne de la machine A,
T : taux de réparation de la machine M;, i =1, ..., m, (pour une
ligne de transfert partiellement homogéne r;=r,= f3:. - =Tm),
trz;, ?rz‘. : respectivement temps et temps moyen de premier retour a zéro
du stock z;,
S :  probabilité que la machine M; se trouve a I’état j a I'instant ou

le stock z; tombe a zéro, I'indice j indique I’état de panne 37,

J = 1, la machine est active.

Ainsi, a la Fig. (3.4), ¢,., est le temps de premier retour a zéro du stock T et
Sz est la probabilité que la machine M; soit dans ’état 2 lorsque z, tombe & zéro.
Puisque a; = 0 (I'état de panne, 2,) est le seul état non productif de la machine M,
(le coefficient de disponibilité des matériaux bruts pour M; est égal a I'unité), alors

Sy = 1.
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@ P; @

Figure 3.3 - Modéle d’état Markovien de la machine M, a deux états.

45
7
a,=0
a, =1 a, =0
a =1 \
. * temps
z s,

Figure 3.4 - Dynamique de I'inventaire z, sous une politique a seuil critique de
valeur z,.
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La Fig. 3.5 représente 1'évolution de I’état de disponibilité d’encours z;. Ps; =
t sera dit taux moyen de pénurie du stock z;. Pour un seuil critique z; donné,
Malhamé [56] et El-Férik et Malhamé [27] ont montré comment calculer tous les
moments du temps de premier retour .., lorsque le taux de demande de piéces est
constant, comme c’est le cas en vertu du principe de moyennage. A partir de ces
moments, ils montrent qu'il est possible de construire une représentation Marko-
vienne approximative de ce temps de retour. Or Mbihi [58| a établi numériquement,
pour un grand nombre de configurations de paramétres, qu’en utilisant le critére
de Griffiths [40] (voir Annexe A, de I'article en annexe B de cette thése), ce temps
de retour avait une distribution quasi-exponentielle et donc caractérisé entiérement
par son premier moment ¢,,,. De plus, puisque le temps de pénurie de stock z, est
associé & une panne de M, et se termine a la fin de cette panne, il est lui-méme

exponentiel de durée moyenne. Il s’en suit le modéle de chaine de Markov a deux

états approximatif pour z,, représenté a la Fig. 3.5.

p, =(.)"

r

Figure 3.5 - Représentation du modéle approximatif Markovien de 1’état de dispo-
nibilité de ’encours z;.

Soit a1, le coefficient de disponibilité stationnaire de z;, le taux de rupture Ps:
est relié 4 a; et r par la relation suivante :

_ r(l —aq;)

8
1 al
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A partir de la Fig. 3.5, nous pouvons réécrire le temps du premier passage a
zéro de l'inventaire ;_, en fonction du coefficient de la disponibilité a;_; associé a

Pinventaire z;_;.

trz 1 (1l —a;_
a1 = _—tfli' = PSi—] = = = ( : l) (32)
trz,'_l + r TZ -1 a;—

Noter que la théorie dans [43] peut, en principe, étre généralisée 4 une machine
semi-Markovienne et que, dans ce cas, il n’est pas absolument nécessaire d’imposer

I'hypothése de distribution exponentielle de la durée active de Iinventaire z)(t), soit

L(t).

3.4.2 Modéle de chaine de Markov a deux états de AZ

Avec I'état de disponibilité d’encours z, ainsi modélisé, et en utilisant I'hypo-
thése de découplage des machines, il devient possible de représenter la machine M,
avec en amont, le stock z; non fiable de piéces a usiner, par une machine fictive Efz
isolée, Markovienne, moins fiable que M,, mais associée cette fois-ci a un stock de
piéces A usiner parfaitement fiable. Le modéle a 4 états de Mg est représenté a la
Fig. 3.6. Ce n’est autre que le produit cartésien des deux chaines de Markov 4 deux
états associées a I;(t) et a, respectivement a I'état de disponibilité du stock z, et
I'espace d’état de la machine Mp, et ceci en vertu de I’hypothése de découplage des

machines (voir 3.2.1).
Notons que’a la Fig. 3.6, I’état 1 est le seul état opérationnel.

A ce stade, et en vue d’agréger le modéle 1?/[} a deux états, nous négligeons la
probabilité d’avoir deux pannes simultanément (les pannes simultanées de M, et
M ; ces pannes correspondent a I’état 3 dans la Fig. 3.6). Dans ce cas, seulement

deux états de panne sont & considérer. De fait, la probabilité d’avoir deux telles
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Figure 3.6 - Modéle d’état Markovien de la machine Efg équivalente a la machine
M, alimentée par le stock d’encours non fiable z;.

pannes simultanément est trés faible en générale. De plus, vu I’hypothése d’une
ligne partiellement homogéne, du point de vue comportement statistique les deux
états de panne Qet @sont pratiquement impossibles a distinguer et peuvent donc
étre fusionnés en un seul état (méme taux de réparation). Ceci nous donne une re-
présentation Markovienne a deux états a la Fig. 3.7, (pour i = 2), pour la machine

fictive 1172 avec I'état binaire a; et le taux de panne p,.

r P =—r(l-a"l) lj_l> 51':M' r
T a,, a; 1
M, M,

X

Figure 3.7 — Modéle équivalent simplifié 4 deux états.

En régime stationnaire, la disponibilité de la machine équivalente AA/[; doit étre
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égale 4 la disponibilité de ’ensemble de la machine M, et son alimentation, I’encours

z;. Ceci se traduit par la relation montrée a ’équation suivante :

(F) - () () =m-mimer oo
T+ Do T+ ps, T+ Do a;

Partant de la machine AA/I;, cette procédure d’agrégation pourrait séquentiellement

étre répétée comme illustré a la Fig. 3.7 afin de générer les machines Markoviennes

équivalentes a deux états AZ, i=3,..., m. A laFig. 3.7, 'expression de p; est :
- T+
=B, (3.4)
a;—i

La machine équivalente 1\7. est une machine fictive isolée, a deux états, qui traite
une piéce, avec retard de livraison non permis. Par le principe de moyennage avec
demande corrigée, cette machine est sujette 4 une demande constante %, avec pénu-
rie non permise, pour ¢ = 1,...,m~ 1. Ce type de machine a été étudié par Hu [43].
Il a établi les expressions analytiques des lois stationnaires de probabilités associées

a l'inventaire et celles des coiits de production associés.

La fonction du coat de la machine M, isolée, d’apreés [43], en fonction de z; et

la demande moyenne de % est donnée par I’équation suivante :

r(ki—dfa;) | ki(1— e(%%;;_ﬂ) z.-) _ | (%{z&ﬁ(/ﬁ;ﬂ) )
pi (d/a;) I—M —(pi +71) 2 D die;
pi (d/a;)

J(z) =c

(3.5)
A partir du travail de Hu, nous pouvons trouver l’expression de la fraction du
temps & long terme pour laquelle les encours z; sont non disponibles, ou encore, la

relation entre a;, la fraction du temps a long terme pour laquelle ’encours z; est
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disponible, et 2;, le seuil critique de I’encours z;. La relation obtenue est la suivante :

p, 1 — rkizd/a)
a; = 1-—- Di pi (d/ai) _ (3 6)
T e (SRS -
Pi a;

Elle correspond & I'expression développée par Hu mais avec d qui devient ai
Nous résolvons I’équation (3.6) pour z; et substituons dans I'expression de coit
présentée & (3.5). Nous remplagons également p; par son expression a I’équation
(3.4). Le résultat de ces substitutions nous donne la fonction de coit de transition,
T*(ai-1, a;) (soit I'équation 3.7). Nous définissons la fonction de coit de transition
comme étant le coit moyen nécessaire pour assurer au stock z;, un coefficient de
disponibilité a; sachant que le stock z;_; est lui-méme associé & un coefficient de
disponibilité a;_,. Le seuil critique a choisir z; agit comme la commande permettant
de passer d’un coefficient de disponibilité a;_; pour z;_; a un coefficient de disponi-

bilité a; pour z;.

Dy 0y — o Kdrei—r—p)ai kid(1 - a;)
o a) = S ) hroa—dr +p) | arr 4B~ 1) —dr
(ki—2)d . (ki— 2)(r+pi)d® (1 —ai)

kiair—d(PB —r) —dr iy (kiair —d (5 —r) ~ dr)?

, d(rai_y —r—p;) (5B —r)(kiair —d(ZE 1) - dr) %=t
rai—1 (d — ki a;) r(ki—2)(r+p)(1-ai)
(3.7)
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3.5 Probléme de programme dynamique : formula-

tion et propriétés

3.5.1 Formulation

Nous sommes a présent préts a formuler le probléme d’optimisation ci-dessous,

appelé Probléme P :

"Soit une ligne de transfert destinée & la production d’un seul type de
piéces. La ligne comprend m machines partiellement homogénes
(i.e. les taux de réparation de toutes les machines sont identiques) Mar-
koviennes & deux états, non fiables, et est sujette 4 un taux de demande
de piéces constant d. La demande d est supposée étre réalisable pour
chaque machine isolée lorsque son alimentation est parfaitement fiable.
Etant donné un coefficient de disponibilité minimal désiré de 1'encours

Tym—1, @3,_,, destiné a la machine m (la machine m produit les piéces fi-

nales), et tel que a2 _, ( ) kn > d. Nous souhaitons déterminer une

r+pm
séquence de a; (et les seuils 2}associs), i = 1,...,m — 2, si elle existe,

qui minimiserait le coiit suivant :

J* f T , @i
at-llEnAl(at) [Z (at ! ]

1=23,...,m—1 (3.8)

oli dans (3.8), ag = 1, et I'ensemble des coefficients de disponibilité admissibles

Ai(a;) est défini a la Proposition 1, de I’Annexe A".
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3.5.2 Propriétés

Proposition 1 - Sans perte d’optimalité, les ensembles admissibles dans le Pro-
bléme P, Ai(a:), i =2, ..., m—1, peuvent étre considérés a étre des sous-intervalles

fermés de (ki('—tﬂ), 1). (Pour la démonstration voir Anneze A, Section A.5.1)

Corollaire 1 - Soit la fonction de coit définie & I’équation (3.8) est continue sur
un ensemble fermé. La fonction aura un minimum global (qui en général, pourrait

ne pas étre unique).

3.5.3 Les bornes de I’ensemble des coefficients de disponibi-
lité Ai(ai)

L’ensemble des coefficients de disponibilité A;(a;) est un sous-intervalle ouvert
(0,1), appelé ensemble d’admissibilité de a;_, (0 et 1 signifient respectivement la non
disponibilité, et la disponibilité a 100% d’un stock donné). L’ensemble A; doit étre
défini de sorte & assurer la réalisabilité de la demande d pour chaque machine équi-

valente isolée Az L’ensemble A;(a;) est donc défini par les contraintes ci-dessous :

I ) Bornes supérieures
Pour un coefficient de disponibilité de I’encours Ti_1, @i}, donné, le minimum

de a; s’obtient lorsque z;, le seuil critique associé a I’encours z; est nul. Dans

ce cas a; est égal 4 a;_; (pr‘_). D’oi, en général, a; > a;_, (r;_'p_) ou encore :
1

@iy < (rt”‘)ai (3.9)

Cependant, la terme a droite dans (3.9) pourrait étre supérieure a 1. (3.9) doit

@y < min{(rtpi) a,-,1} (3.10)

donc étre réécrite :
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IT ) Bornes inférieures
Nous considérons a présent les bornes inférieures sur le coefficient a;_;. Ce
dernier doit étre tel qu’il permette de garantir la réalisabilité de la demande

d par la pseudo-machine M;. Ainsi, nous avons la contrainte de réalisabilité

suivante :

r d (r+p;
ik d > 2 .
a; lk (T—{-—pl) > == Qi1 > K ( - ) (3 11)

De plus, en appliquant de fagon récursive I'inégalité (3.9) en partant de ag = 1,
et en choisissant z; = 2, = ... = z; = 0, nous pouvons établir une autre borne

inférieure pour le coefficient de disponibilité a;_, :

= si. zi=za=..=z=0
a,--lzl'[( - ) L : (3.12)
=1

T+p; pour i > 2.

Les inégalités (3.11) et (3.12) conduisent i :

o) £(37) ow

Jj=1

En résumant (3.10) et (3.13), nous obtenons les bornes de I’ensemble des coefficients

de disponibilité admissibles A;(a;).

max {ﬁ (T_-{T-‘pj) ki ('”*;Pi)} <@g < min{(f—tﬁ) a;, 1} (3.14)

J=1
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3.6 Lignes de transfert homogénes

3.6.1 Problémes P,, et DP,,

Dans ce qui suit, nous considérons la version moyennée du probléme P, dénotée
Probléme P,,, pour une ligne de transfert entiérement homogéne (les machines sont
associées 4 des paramétres identiques : k; =k, r; =7, p; =p,i=1,...,m —1). De
plus, apm—y >al,_, > %;;—p. Cependant, lorsque le nombre de machines m tend vers
I'infini, les effets des frontiéres se disparaissent. Par conséquent, nous cherchons a
déterminer la séquence ay, ay, ..., am,_s, lorsque m — oo, en vue d’atteindre la

fonction valeur J* ci-dessous :

m—1
— 1
o= Mg | —— i i1, Qi
J {m (m - 1) ai—xlér‘l‘fx(ai) [IZ:; T(a ne )}
i=23,... m—1 (3.15)

DP,, est définie comme la version discrétisée de P,,. Dans une telle reformu-
lation, P'espace d’état de a; est discrétisé, et est donc réduit 4 un nombre fini de

valeurs.

Proposition 2 - Le Probleme DP,, admet une politique de loi de commande sta-
tionnaire en boucle fermée qui est optimale (Pour la démonstration voir la Section

A.5.2 de 'Anneze A).

Notons que, la Proposition 2 crée la possibilité d’utiliser un algorithme d’op-
timisation par "itération de politiques" [7] afin de déterminer la loi de commande
optimale. Toutefois, sous certaines hypothéses structurelles sur la fonction du coiit
de transition, I’analyse présentée dans la section suivante fait ressortir la structure
trés particuliére de la solution optimale pour les problémes P,, et DP,,, et les

solutions numériques directes deviennent possibles.
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3.6.2 Nature de la loi de commande en boucle fermée pour
une ligne transfert longue

Afin de cerner davantage la nature d’une distribution optimale des coefficients
de disponibilités pour une ligne transfert longue, nous faisons certaines hypothéses
structurelles sur les coiits de transitions et comportement de la trajectoire optimale.

Ces hypothéses sont développées dans le lemme suivant qui est un résultat technique.

Lemme 1 - Soit |Aad,_,| <8 et a®_, + Aa® _, €1, I étant un intervalle fermé, et
borné; 36 > 0, tel que Va3, _; € I, sign(AajAa®,_,) >0, Vi =1,2,...,m — 2, ou
a;i +Aaf,i=1,...,m~2 est un profil de distribution optimal associé i la condition
frontiére perturbée al,_, + Aa%_,. Le résultat ci-dessus est établi sous les hypothéses
sutvantes, regroupées sous le nom d’hypothése A :

1) 3 une trajectoire optimale a”(al,_;) £ [aj(al,_,),. .-, af_o(a%_,)|T qui dé-

pend continiment de al,_, pour ad_, € L.

II) Vad _, €1, My (a.‘(a?n_l)) > 0, ot l'indice H indique la matrice Hessienne

associée au coit scalaire :

m-2

M(a) = Z T(ai-1,a:) + T(am-2,am_)

i=1

et a2 [a;,ay... yam—2]T, ap = 1.

III) la valeur propre minimale Anin(a) de la matrice Hermitienne My(a) est
une fonction continue de a, pour a € A, A étant Uensemble conveze engendré
par les points de la trajectoire a*(al,_,), a®,_, € 1. Une propriété similaire est
supposée vérifier pour tous les mineurs principaur de My(a).

IV) Pour toute paire admissible a;_,, a;, la fonction de coiit de transition

2T

T(ai-1,a;) satisfait linégalité 6«:?_1 5 < 0.
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Pour la démonstration voir la Section A.5.2 de ’Annexe A.

La proposition suivante est une conséquence directe du Lemme 1.

Proposition 3 - Soit a2, _, la condition auz frontiéres du Probléme P. Considé-
rons une perturbation admissible arbitraire AP, de la condition auz frontiéres. Sous
Uhypothése A du Lemme 1, avec l'intervalle I défini comme une intervalle fermé,
ad,_, et ad_, + AP étant ses points extrémes, il eriste une configuration optimale

de linventaire, a*(a),_, + AP), qui correspond & une déformation du profil a*(al_,)

monotone croissante avec AP.

Démonstration : Selon le Lemme 1, il va exister un pas de grandeur fixe § > 0,
tel qu’il soit possible de décomposer I'intervalle [a%,_,;a%_, + AP] si AP > 0, ou
[a%_1 + AP;a)_,] pour AP < 0, en une séquence finie d’intervalles successifs de
grandeur inférieure ou égale a 4. En utilisant le pas en question pour une augmen-
tation ou une diminution de a2,_, respectivement, il est possible de conclure qu’il
existera une séquence de déformations du profil initial résultant, pour la condition
aux frontiéres perturbée a2, _, + AP, en un profil de distribution optimal qui est une

déformation du profil initial, monotone croissante avec AP. [ |

A ce stade, sous I’hypothése A, et partant de la Proposition 3, nous sommes
en mesure de développer des conjectures fondées quant a la forme de la solution
optimale du Probléme P lorsque le nombre des machines dans la ligne de transfert
homogéne devient trés grand. Ces conjectures nous fournissent des informations sur
la structure des solutions optimales des problémes P,, et DP,,. Pour une discussion

de ces conjectures, le lecteur est référé a la Section A.5.2 de I’Annexe A.
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Figure 3.8 - Profil du coefficient de disponibilité optimal conjecturé pour une ligne
de transfert longue lorsque a),_, > @; @ est le minimiseur de T(a, a).
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Figure 3.9 - Profil du coefficient de disponibilité optimal conjecturé pour une ligne
de transfert longue lorsque a2, _, < @; @ est le minimiseur de T(a,a).
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Figure 3.10 — Fonction de cott de transition T(a;-,,a;) lorsque a;_; = a; = a. a*
est le minimiseur global et il dicte le coit moyen de transition pour une ligne de
transfert homogéne infinie de paramétres r = 0.5, p = 0.2, k = 2.5, d = 1. Nous
observons que T'(a, a) est convexe, et croit trés rapidement lorsque le coefficient se
rapproche de la limite d’ergodicité de la ligne (amin = 0.556). Le minimiseur est
a* = 0.5725.

3.7 Résultats numériques

Dans cette section, nous rapportons les résultats numériques du schéma de la
programmation dynamique, appliqué au Probléme P pour des lignes de transfert

respectivement partiellement homogeénes, et entiérement homogeénes.

3.7.1 Lignes partiellement homogénes

Dans les résultats numériques illustrés dans cette sous-section, nous avons consi-
déré une ligne de transfert partiellement homogéne avec 20 machines. Les paramétres
de cette ligne sont fixés 4 r = 0.5, k; = 4.5 — (i — 1) *x Ak, pour i = 1,...,20 avec
Ak = 0.01 (en respectant k; > ko > ... > ky), et les coits unitaires de sto-
ckage d’encours sont ¢; = 2, i = 1,...,19, alors que la condition aux frontiéres est

aly > 0.85 et le taux de demande constant a satisfaire est d = 1.5.

Par ailleurs, nous considérons deux cas : cas 1, ou le taux de panne des ma-
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chines augmente avec I'indice en allant de I’aval 4 I’amont ; plus précisément, p; =
0.2—(i—1)*Ap, pouri=1,...,20 avec Ap = 0.005. Pour le deuxiéme cas, cas 2,
pi =02+ (i — 1) * Ap, pour i = 1,...,20 avec Ap = 0.005, i.e. le taux de panne

augmente au contraire en partant de 'amont a 'aval de la ligne de transfert.

Les résultats de notre approche d’optimisation, basée sur la méthode de dé-
composition, sont montrés aux Figs 3.11 et 3.12. Nous pouvons observer un régime
transitoire pour toutes les courbes. Durant ce régime, la solution optimale est sen-

sible aux conditions des frontiéres en début et fin de ligne.

a
) L
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0.7
0.6

as L

. .
ooooo..oooooo ‘

04

o 2 4 3 [ ] 10 12 14 Ie s 0
CoufTicrent de dispouibilisd mccessif ds sock 2, / =1, __ 20 pour fe cas @2, <o

Figure 3.11 - Profil optimal des coefficients de disponibilité des encours z; pour
¢ =1,...,20, pour une ligne de transfert partiellement homogéne, avec des taux de
réparations identiques pour toutes les machines, mais des taux de pannes diminuent
lorsque ¢ augmente.

Au centre de la ligne, les coefficients de disponibilités optimaux sont décroissants
monotones (lorsque les machines deviennent plus fiables), et croissants monotones

(lorsque les machines deviennent moins fiables) respectivement. Notons que dans les

deux cas, au centre de la ligne de transfert, il semble que les quantités (a: - :pvk,-),
i.e. les capacités moyennes de production des machines équivalentes A7,-, deviennent

constantes.
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{
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Figure 3.12 - Profil optimal des coefficients de disponibilité des encours z; pour
t=1,...,20, pour une ligne de transfert partiellement homogéne, avec des taux de
réparations identiques pour toutes les machines, mais des taux de pannes augmentent

lorsque i augmente.

3.7.2 Ligne complétement homogéne

La Fig. 3.13 illustre les

résultats pour une ligne de transfert entiérement ho-

mogeéne, lorsque I'optimisation est basée sur notre méthode de décomposition avec

p=0.2, r =0.5, k = 4.5 pour chaque machine et la demande constante d est 1.5.

L]
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[

e 12 14 [{ is

stk 5, i@l .20

Figure 3.13 - Coefficients de disponibilités optimaux du stock z;, i = 1,.. ., 20, pour
une ligne de transfert homogéne lorsque a3, = 0.9 > @; @ = 0.506.

Nous notons que, comme prévu par la théorie, suffisamment loin de deux ex-

trémes de la ligne de transfert, le profil du coefficient de disponibilité devient une
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constante a* qui est précisément le minimiseur de T'(a,a) tel que montré a la Fig.

3.10.

Les paramétres a la Fig. 3.14 sont identiques a ceux pour la Fig. 3.13, excepté
que le taux de production maximal de toutes les machines est plus bas, et se situe 4
k = 2.5 au lieu de 4.5. Nous constatons que lorsque les k augmentent, les coefficients
de disponibilités optimaux requis au centre de la ligne diminuent. Nous passons ainsi

de 0.578 lorsque k = 2.5 (Fig. 3.14), 4 0.506 lorsque k = 4.5 (Fig. 3.13).

o.rs

—>

0.7t5) —@
07}

a.6sp

06

L J
®0000O0OGIOGCEOGOEOSGOOEOOOEO G
.53}

os | [ )

2 . 3 [ 0 12 14 16 18 EY
c de i dustock s iw 1, ... 20

Figure 3.14 - Coefficients de disponibilités optimaux du stock z;,i = 1, ..., 20, pour
une ligne de transfert homogéne lorsque a9, = 0.5 < @; @ = 0.578.

3.8 Validation par simulation de Monte-Carlo, et

degré de sous-optimalité des solutions

Nous rapportons ici, la comparaison des résultats des performances de com-
mandes optimales obtenus en se basant sur les solutions numériques des équations de

Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB) pour trois lignes de transferts étudiées dans Mbihi
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[58], avec ceux obtenus par la méthode proposée ici qui est basée sur une politique
sous-optimale décentralisée 4 seuils critiques, et comportant des approximations

dans ’analyse.

Le Tab. 3.1 donne les paramétres statistiques des lignes de transfert pour les trois
lignes distinctes étudiées, comportant deux-machines (le temps requis de résolution
des équations HJB augmente exponentiellement en fonction du nombre de machines ;
d’ou de nombre limité, 2, de machines considérées dans [58]). Pour une étude plus
poussée de la précision des approximations de décompositions de découplage en tant

que telles voir [60].

Parameétres des machines M, et My | Coiits/Unité | Demande d
Line | pp |pp|nlrn|lklkla]d]ce d

1 [03{03]06[{06]25]2 2] 2110 1

2 103(03[|05]05(25(2 (22110 1

3 101[01]03(03]25{2(|1]2]10 1

Tableau 3.1 - Les paramétres statiques des trois lignes de transfert 4 deux machines
étudiées.

Le Tab. 3.2 montre les coiits de stockage et de retard de livraison d’une ligne
de transfert calculés en se basant respectivement sur une loi de commande optimale
obtenue par la résolution numérique des équations HJB [58], et sur une loi de com-
mande sous-optimale obtenue par la programmation dynamique elle méme fondée
sur la méthode de décomposition/agrégation (DPO) développée dans ce chapitre.
Ces deux ensembles de valeurs sont comparés a ceux obtenus par simulation de
Monte-Carlo (MC) lorsque les seuils critiques sont ceux obtenus par notre technique
d’optimisation. Ainsi, les erreurs relatives des coiits totaux en pourcentage respec-
tivement basées sur 'algorithme d’optimisation proposé et la résolution numérique

des équations HJB par rapport aux coiits estimés basés sur la simulation de Monte-
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Carlo sont présentés.

Le Tab. 3.2 indique que la perte d’optimalité relativement aux lois de commande

Ligne | Jy,p Jbpo Juc IJMJLMJ:EQI IJMCJ%PJ;“”
1 [2012] 202 { i‘) _ ?f . | 2073 { ?'5‘%35 2.5% 2.9%
2 |28.03]30.83 { :2 _ gf; 31.76 { 3'2738 2.93% 11.74%
3 |21.64 2382 { i‘) _ ‘1‘:(1)1 24.13 { ‘;i;i 1.28% 10.32%

Tableau 3.2 — Résultats de comparaison des coiits optimaux obtenus a partir de la
résolution numérique des équations (HJB) [58], I'optimisation basée sur la program-
mation dynamique fondée sur la méthode de décomposition/agégration (DPO) et
les calculs correspondants par simulation de Monte-Carlo (MC).

optimales peut étre de I'ordre de 12%. Cependant, I'estimé de la performance basé
sur la technique de décomposition/agrégation est de I'ordre de 3% par rapport aux
résultats basés sur une simulation de Monte-Carlo pour les mémes choix des seuils
critiques. Notons que les écarts observés au niveau de la simulation de Monte-Carlo,
par rapport aux valeurs théoriques, proviennent d’une combinaison des effets de
toutes les approximations effectuées dans notre méthode de décomposition (décou-
plage des machines, moyennage de la demande, caractére exponentiel attribué aux
temps de disponibilité des encours, et agrégation d’état), en plus du bruits inhérents
a la simulation de Monte-Carlo, particuliérement lorsque l'on se rapproche des li-

mites d’ergodicité des parameétres.

L’estimée des colts moyens par simulation de Monte-Carlo est obtenu en em-
ployant une approche régénératrice [51] (I'événement de régénération est celui du
retour simultané de tous les stocks 4 leurs seuils critiques). L’estimé du coiit global
par unité de temps est basé sur le rapport du coiit moyen par cycle sur le temps

moyen par cycle). La simulation de Monte-Carlo s’arréte lorsque I'estimé de I’écart
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type relatif pour les deux, numérateur (coiit moyen par cycle) et dénominateur
(temps moyen par cycle) est inférieur a 0.5%. Il en résulte alors un écart type total
inférieur a 1% pour le rapport du colit moyen moyens par cycle sur le temps moyen
par cycle. Nous exigeons également qu’au moins 500000 itérations aient été complé-
tées, et que Derreur relative du cotGt pour deux itérations consécutives soit inférieure

a 107°. Enfin, au moins 10000 cycles de régénération devront avoir été complétés.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une technique d’optimisation des lignes
de transfert par programmation dynamique, fondée sur une méthode de décompo-
sition/agrégation nouvelle des lignes. Les lignes de transfert sont non fiables et sont
supposées partiellement homogénes, avec le taux de production maximal supposé

monotone décroissant dans la ligne de transfert en allant de Pamont & 'aval de la

ligne.

Le méthode de décomposition est basée sur deux approximations principales de
découplage : I'hypothése de découplage des machines, et le principe de moyennage

de la demande.

Le modéle simplifié obtenu de la ligne de transfert est un outil prometteur pour
'optimisation des lignes de transfert partiellement homogeénes, les temps de calcul

étant trés courts.

L’optimisation des profils de stockage basée sur le modéle correspond a des
résultats structurels intuitifs. En particulier, pour les lignes de transferts longues, et
compte tenu de la structure de la fonction de coiit de transition, I’analyse indique

que sous certaines hypothéses détaillées au Lemme 1, loin des extrémités de la
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ligne, le profil des coefficients de disponibilités optimaux tendent 4 devenir constants
(ceci a été également confirmé par nos résultats numériques). Ces coefficients de
disponibilité sont tels que les machines opérent trés proche d’une limite d’incapacité
de satisfaire la demande (comme nous observons dans la Fig. 3.10, P’écart entre
l'optimum et la limite de réalisabilité est trés faible). Ceci illustre en quelque sorte
un mécanisme interne de production "juste a temps". Ainsi, une répartition optimale
des niveaux de stockage d’encours sera telle qu’elle permette tout juste de répondre
a la demande. Une telle configuration du stockage tend a minimiser le temps de
séjour des encours dans une ligne de production en for¢ant les machines & produire

au maximum lorsqu’elles sont actives.
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Chapitre 4

Optimisation par programmation
dynamique d’une ligne de transfert

partiellement non homogéne’

4.1 Introduction

Précédemment, nous avons développé une méthode de décomposition /agrégation
basée sur les deux principes d’approximation (I’hypothése de découplage des ma-
chines (MDA) et moyennage de la demande (DAP)). Dans la technique de décom-
position proposée au Chapitre 3, nous avons vu a la Section 3.4.2 que lorsque I'on
considére que la probabilité d’avoir deux pannes simultanées des machines M, et M,
est trés faible, I'état correspondant a une telle situation (I'état @), Fig. 4.1) pouvait

étre considéré inexistant. Suite a cela, une fusion de deux états panne (@) et @, Fig.

!Ce chapitre est le résumé du contenu d’un article soumis pour publication au Annals of Opera-
tions Research, special issue on "Stochastic Models of Production-Inventory Systems". La version
compléte de cet article se trouve a I’Annexe B.
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4.1) en un seul état devenait possible dans le cas partiellement homogéne, puisque @)
et @ se confondaient d’un point de vue statistique (méme taux de réparation). Ceci
aura permis d’obtenir un modéle Markovien a deux états pour la machine fictive

équivalente M;.

Cependant, dans le cas d’une ligne de transfert ou les taux de réparation des
machines en panne sont différents, il devient impossible d’agréger les états @) et @
, sans perte de précision. La Fig. 4.1 présente le modéle des états de ces nouveau

contexte.

Ainsi donc, dans ce chapitre, nous proposons une méthode de décomposition /agrégation
qui conserve plus d’information au niveau des états "pannes” d’une ligne de transfert,
tout en évitant ’explosion inévitable de I'espace d’état requis par la présentation si

'on insistait absolument 4 maintenir tous les niveaux de détail.

4.2 Le modéle de la chaine de Markov i quatre états
de ]\Z

Le modéle Markovien & quatre états de la machine équivalente s’obtient par le
produit cartésien de deux espaces d’états, respectivement le modéle d’état associé
a la chaine de Markov I,(t) et celui de la machine M. A la F ig. 4.1, I’état étiqueté
(D représente le seul état opérationnel associé a la chaine de Markov du modéle a
quatre états de EI; et les états @, @, @ sont des états de panne.

A présent, nous construisons une représentation Markovienne de I'état de dis-
ponibilité d’encours z,, I(t) = 1. Le stock z, est alimenté par la machine fictive 1\72
Markovienne a 4 états dont un seul est opérationnel et soumis, en vertu du principe

de moyennage de la demande, i une demande constante %, ot a; = E[I5(t) = 1]. Les
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Figure 4.1 - Modéle d’état approximatif Markovien de la machine fictive isolée IVI;
équivalente a la machine M, alimentée par le stock d’encours non fiable z,.

instants durant lesquels I(t) = 1 sont les temps de premier retour de I’encours z, a
zéro. Leur moyenne ¢, peut étre calculée par la technique développée par El-Férik
et Malhamé [27] (voir I’Annexe A de l'article présenté a I’Annexe B de cette thése).
Ces instants sont de distribution approximativement exponentielle. Cependant, il
n'est pas possible d'en dire autant pour I'état de rupture de stock I,(¢) = 0. En
effet, la rupture du stock z, peut étre causée soit par une panne de M, (état @),
soit par une panne de M, seulement, menant aux ruptures de stocks z, et éventuel-
lement z, (’état @), ou encore une combinaison des deux types de pannes ('état
®)- De plus, selon la cause de la panne, le temps de séjour dans Uétat de rupture

(Fig. 4.3) aura une durée moyenne différente.
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Figure 4.2 - Modeéle binaire non Markovien de I'état de disponibilité de 1’encours
I9.

4.3 Représentation Markovienne de I, i trois états
agrégeés

Si I'objectif est d’obtenir une représentation Markovienne de processus de dis-
ponibilité d’encours z,, il est donc nécessaire de considérer I'état de rupture de stock
T; comme un macro-état comportant 3 états possibles, non Markoviens (voir Fig.
4.2). C’est que le temps de séjour dans I’état de rupture n’est pas exponenfiel (voir

Fig. 4.3).

Ala Fig. 4.3, s, sy et sy sont les probabilités des différentes causes de pé-
nurie de 'inventaire z, (z2=0) dues respectivement a une panne de la machine M,
seulement, 4 une combinaison de pannes des machines M; et M,, ou enfin a une
panne de la machine M, seulement. Les probabilités sy, s3 et sy sont obtenues au
cours du calcul de la moyenne du premier temps de retour de z, a zéro, .2 (voir
Annexe A de l'article en Annexe B de la thése). La Fig. 4.4 illustre la dynamique
de l'inventaire z;, ou a, est ’état binaire de la machine fictive 1\7[’2 sy indique la

probabilité d’étre dans le sous-état i’ au moment de la rupture de stock.
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L=t

(x,(1) > 0)

Sy 'p;,l

® @ "
e LOB (0 =0) e

Macro- état de rupture de stock ..

Figure 4.3 - Sous-états du macro-état de rupture de stock .. Les trois sous-états
sont dénotés 2’, 3’ et 4.
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Figure 4.4 - Dynamique du stock z,.
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T'jn, est défini comme le temps moyen de retour vers I’état de disponibilité
Io(t) = 1, dénoté état 1, sachant que le sous-état initial de rupture de stock est 7',
pour j' = 2',3,4". Le calcul des temps moyens Tj;, j' = 2/,3' 4 est développé a

PAnnexe A de I'article présenté 4 ’Annexe B de cette thése.

@ M, responsable @ Autres causes

Figure 4.5 - Modéle Markovien approximatif de I’état de disponibilité d’encours z..

A ce stade, il faudrait théoriquement maintenir la représentation Markovienne
a 4 états du comportement de I'état de disponibilité du stock z,. Cependant, ceci
meénerait éventuellement & une représentation Markovienne d’ordre 4 x 2 = 8 pour
la machine fictive isolée équivalente de Mj. Cette augmentation de I’espace d’état
pourrait rapidement devenir explosive si I’on continuait 4 maintenir tout le détail
des modéles pour My, M;, etc.. En conséquence, nous agrégeons un peu plus les
états de la chaine, tel que présenté a la Fig. 4.5, pour la ramener a un ordre 3. Ceci

correspond éventuellement & un modéle d’ordre 6 pour Mg,.

Le processus d’agrégation consiste 4 ramener le modéle d’état approximatif Mar-

kovien équivalent de I'état de disponibilité du stock z; (Fig. 4.5) a un modéle d’état
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‘ approximatif Markovien équivalent (Fig. 4.6). Pour arriver a cette fin, nous distin-

guons entre deux catégories de panne pour P’inventaire z, :

1. La panne de type M responsable, c’est a dire tel que la rupture du stock

T2 soit causée par la panne M,. Ce type de cause est de loin le plus probable.

2. Autres causes qui correspondent a toutes les autres pannes ne mettant pas

en cause la machine M,, et provenant de ’univers en amont de M,.

En regroupant les deux catégories de pannes mentionnées en états séparés, le
modéle agrégé du modeéle d’état Markovien approximatif représenté a la Fig. 4.5 se

raméne a celui de la Fig. 4.6.

Figure 4.6 -~ Modéle Markovien agrégé de la dynamique de I'état de disponibilité
d’encours z,.

En effectuant le produit cartésien de ce modéle d’état Markovien approximatif

‘ avec le modéle d’état Markovien a deux états de la machine Mj3, nous obtenons un
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modéle fictif AA/I; d’ordre 6 de machine isolée et alimentée par une source totalement

fiable, comportant un seul état opérationnel et cinq états de panne.

Séulement \
M

2
responsablg ]

@ M, responsable @ Autres causes

Figure 4.7 — Modéle Markovien a six états, agrégé a 3 états, pour la dynamique de
I’état de disponibilité de '’encours z3.

A son tour, 17[3 va servir a construire un modéle Markovien réduit d’ordre 3 pour
I’état de disponibilité du stock z3 (voir Fig. 4.7), et ceci en regroupant les divers
états de rupture du stock z3 en deux catégories, mentionnées plus haut : les états
associés a une panne de la machine M3 (les plus probables), et ceux associés a une
panne dans I'univers en amont de M3 et ne mettant pas en cause la machine Mj. La
concaténation des états est représentée a la Fig. 4.7. Avec le modéle de disponibilité
du stock z3 réduit & 3 (voir la Fig. 4.8) et le modéle Markovien associé & la machine
My, nous obtenons le model fictif 1\74 d’ordre 6, c’est & dire le méme ordre que AA/I; A
partir de 14, notre processus d’approximation débouchera toujours sur des modéles

de machines M;, i > 3, du sixiéme ordre.
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(5 +55 +50)p,

T, +
Sy + S, 45, Sy +Sp +5,

Figure 4.8 - Modéle Markovien agrégé de la dynamique de I'état de disponibilité
d’encours zj.

4.4 Validation numérique par simulation Monte-Carlo

. Dans cette section, sous la base de ce qui a été développé précédemment, nous
allons appliquer la technique de décomposition a la ligne de production a trois

machines illustrée a la Fig. 4.9.

AN _f\ SN N _f\ﬁ _J’_ __[ Tl
l:[ M, _V:(\\ = )—_JV M, ‘1“1‘14 M (i [;JL . d

Figure 4.9 — Atelier de fabrication a trois machines.

Nous allons évaluer la fonction de coiit par I’équation B.3 de I’Annexe B de I'ar-
ticle 4 I’Annexe B de cette thése lorsqu’une politique de commande décentralisée a
seuils critiques est appliquée. Ceci est fait pour un choix donné du vecteur de seuils

‘ critiques z;, 2 = 1, ..., m. Noter que dans le calcul des coiits de stockage z; a partir
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des machines A’/‘fi, ¢ < m—1 et en vertu du principe de moyennage de la demande, la
valeur de la demande constante a utiliser est ai‘_ plutot que d, ou a; est le coefficient
de disponibilité de I'inventaire z;, ¢ = 1, ..., m — 1, a priori inconnu. Bien qu’il
soit possible d’entreprendre un calcul théorique itératif de la constante a;, et a des
fins de comparaison numérique, nous avons plutét opté d’obtenir ces valeurs a par-
tir d’une simulation de Monte-Carlo pour des valeurs de seuils critiques identiques.
Ayant ainsi obtenu les a;, i = 1, ..., m — 1, nous les avons par la suite utilisés dans
le calcul de cotit pour une machine de Hu multi-états [59] avec d remplacé par 2

a,

(voir Annexe B de I'article en Annexe B de la thése).

La configuration de la ligne de transfert pour chaque cas étudié est décrite dans

le tableau 4.1 et les coiits/unité de produit sont ¢; = ¢, = ci=2et c; =10.

Configuration des machines My, M, et M; Stock z; et taux de demande d

Ligne | pi Ipp[pa || rnlhalk[ik] 21 | 22] 2 d

1 0251 .051.02] 3 (.125[ .1 3 29128 ) .047 | 7.7 5 1

2 .01 |.03].25].15] 45 | .5 2 19|18 .12 | 3.4 | 8.1 1

3 .02 (.15} .08 .15 .5 3145135125 .08 |42 4.7 1.2

4 1 08| .15} .5 45 1 6 3 29| 28 5 3 7 1

5 2 A5 1 .1 .6 45 | 4 3 | 2928 3 5 7

6 .15 2 1 4 45 | 3 3 29 ] 28 2 2 2 1

Tableau 4.1 - Paramétres d’opération des lignes de transfert pour les six cas étudiés.

Dans le Tab. 4.2, JOF, et JMS sont respectivement les coiits totaux de stockage
et de retard de livraison obtenus correspondants basés sur une simulation régénéra-
trice de Monte-Carlo et la technique de décomposition/agrégation proposée dans ce
chapitre. Le temps requis de simulation de Monte-Carlo augmente exponentiellement
en fonction du nombre de machines. Nous nous sommes donc limité a des cas de
lignes de production comportant trois machines. Les résultats des comparaisons du

coit par la méthode d’analyse basée sur la technique de décomposition/agrégation,
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pour un choix donné du vecteur de seuils critiques et pour un calcul de coiit par
la simulation régénératrice de Monte-Carlo sont montrés dans au Tab. 4.2. Les cri-
téres d’arrét de la simulation régénératrice de Monte-Carlo sont les mémes que ceux
utilisés dans le chapitre précédent. L’erreur relative du coiit total présentée au Tab.
4.2, dans le cas le plus défavorable est a peu prés de 3%, ce qui indique un degré de

précision élevé pour cette méthode de décomposition.

Tech. de Décomp. A trois états Monte-carlo simul. Erreur relative %
L Jl J2 J3 tlr)nla] (d/a,) Jl J2 J3 Jtlxv)’t(z;l(SD) d/a.»
1].0923 | 10.8 | 42.24 53.24 094 | 102 | 44 54.3(.09) 1.95
2| .225 | 5.99 | 44.04 50.35 225 | 5.92 | 45.9 | 52.05(.12) 3.25
3| 141 | 6.26 | 346 41 144 | 6.17 | 36.02 | 42.33(.16) 3.14
4| 9.08 | 525 ( 12.7 27 8.98 | 5.1 | 12.83 | 26.91(.032) 0.45
5] 497 | 8.14 | 12.94 26.05 4.74 | 7.7 13 25.44(.12) 2.4
6| 304 | 25 | 274 32.94 29 | 21 29 34(.17) 3.12

Tableau 4.2 - Les résultats de comparaison de la technique de décomposition et ceux
de la simulation de Monte-Carlo.

Bien que la technique de décomposition/agrégation présentée donne des résul-
tats précis pour une ligne de transfert non homogeéne, I'algorithme associé d’opti-
misation des seuils critiques basé sur cette technique et sur la programmation dy-
namique est trop complexe pour étre applicable a une ligne de transfert de grande
taille. En vue de remédier a cet inconvénient, a la section suivante, nous proposons
d’aller plus loin dans les simplifications en vue d’obtenir un algorithme d’optimisa-

tion envisageable au niveau pratique.
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4.5 Modéle simplifié pour I'optimisation des zones

de stockage pour la ligne de transfert

4.5.1 Modéle simplifié de M,

Dans cette sous-section, nous présentons un modéle simplifié 4 deux états de
la pseudo machine IT/f, afin de pouvoir implanter un algorithme d’optimisation par
la programmation dynamique. Dans ce cas, nous obtenons un modéle équivalent
du méme degré de complexité que celui obtenu dans le cas d’une ligne de transfert
partiellement homogéne, présenté au chapitre 3. Nous introduisons le coefficient de
disponibilité a priori inconnu a;, i =1,...,m~1 (avec ap = 1, Papprovisionnement
de la premiére machine se trouvant en téte de la ligne de transfert étant considéré),
La Fig. 4.10 est une représentation de la relation de récurrence qui existe entre

paramétres caractéristiques de pseudo machines successives réduites.

r(l-a,_ -
B a;.,
" i

-

X

Figure 4.10 - Le modéle de la chaine Markov agrégé a deux états de pseudo machine
M, i>2.

Ainsi, Fig. 4.10, nous partons par hypothése d’une machine équivalente ﬁ_l a

deux états, avec taux de panne et de réparation respectifs 7;_, et p;_, alimentant
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le stock z;_;. L’expression de taux de pénurie de I'inventaire z;_,, Ds;_,, de I'état

binaire I;_; en fonction du coeflicient de disponibilité a;_, dérive de la relation
Ti-i
pl.‘_]"‘”ﬁ—l

fictive, le taux de réparation de I'état de disponibilité d’inventaire I;_; se confond
b

établie au Chapitre 3, a;_, = . Dans le modéle a deux états de la machine
avec 7;_, le taux de réparation de la machine. Un estimé du taux de réparation de
la machine fictive M d’une ligne de transfert non homogéne, lorsque 'on néglige
la probabilité d’avoir deux pannes simultanées des machines M-l et ]\Z est donné

dans |’expression suivante :

(=) (&)
F’ _ "i-l'”’l.'_x ri+pi
t Pa;_, ( y )+ Fay ( pi )
Fi—1+Ps;_, ritp; fi-1+Ps; r+pg
Fiol Pi )
('i—l+pl,_| ) ("x'“’l r
Paiy ( r )+ Fioi ( P ) !
Ti—1tpPs;_, ritpi Ti-1tps;_ T +pi

Ti-1+

(4.1)

La probabilité stationnaire pour que la machine 1?1', soit dans I'état opérationnel

(a; =1) est (ﬁ*;—l) = ( Tizt ) ( i ) Dans ce cas, p; est donnée par :

Pa;_y i1 rit+p;

- Ti—1 + Ds, Ti + Di -~

pi — [( i—1 fsl—l)( 1 p) _ ].:I i (4'2)
Ti-1.Ty

4.5.2 Formulation de la programmation dynamique

L’étude est basée sur le modéle a deux états de la machine équivalente dérivée
dans la sous-section 4.5.1. Nous formulons le probléme d’optimisation de I'inventaire
d’une ligne de transfert comme un probléme de programmation dynamique ou I’es-

pace d’état (7, p;) & chaque étape du programme est un sous-ensemble de R,.

Comme au Chapitre 3, en se basant sur le résultat de Hu [43], et en utilisant la

demande moyenne effective a% issue du principe de moyennage, il vient pour le coiit
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de transition a partir de I'état 7;, p; lorsque I’action a; est appliquée :

T Fa) = o o — 1) + Gt B)ednte)]  (43)

ol ¢; et A; sont données par :

o = (L+p:)(1 —a;) + Aip;
O+ —a) (1 + A
) = kri — (d/a) (i +75)
' (ki — d/a;) dfai

En utilisant (i — 1) au lieu de 7 dans les équations (4.1), (4.2) (4.3), et si ’on se

souvient que p;,_, = %“—‘l, il est possible de tracer le diagramme de transition

d’état présenté a la Fig. 4.11.

tii Fi l;
~
7 Décision a. > ~l
p i1 | (coit de transition p Si| p i
équation ( 4.3))

Figure 4.11 - Le diagramme de transition d’état de la programmation dynamique
ou, a chaque étape i, I'espace d’état est de dimensions deux, et est directement
identifié au vecteur (7,75;)T. Le signe d’équivalence = est en vertu des équations
(4.1)-(4.2). Le coefficient de disponibilité a;_, joue le role de la variable de décision
(action de commande) alors que le coiit de transition correspondant est donné par
’équation (4.3) avec ¢ — 1 remplacant i.

Par conséquent, partant de la Fig. 4.11 et des équations (4.1), (4.2) et (4.3), il
est possible de formuler un probléme de la programmation dynamique appelé pro-
bléme d’optimisation des zones de stockage d’une ligne de transfert mono piéce, de

la maniére suivante :
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« Soit une ligne de transfert Markovienne non fiable produisant un seul type
de piéce et sujette & une demande constante de taux d qui peut se réaliser par
chaque machine isolée. Nous cherchons a determiner, s'il existe, une séquence opti-
male des coefficients de disponibilité de I'inventaire a;, i = 1, ..., m —1; permettant
d’atteindre la borne inférieure du coiit total de stockage et de retard de livraison :

m-—1

J*= inf [ T(F, 5i,05) + T, ‘r“m,~,,,], i=1, ..., m—1 4.4
oich iy | 2 TP i) + T, i) (44)
out dans (4.4) :

— Tr(Tm,Pm) est le coit terminal. 1l correspond en fait au coit optimal de

Bielecki-Kumar avec le retard de livraison permis [8]. Le coiit terminal s’ob-

tient par :
- -~ ctzm Pmkmd(e~**(c;, +ct) — ¢t
TF‘(Tmypm) = == oy = > p~ ,E o ( ) = )
(T + Bm) (T (km — d) = Pnd)]?> * (Fn + Prn) (Fon(km — d) — Pmd)
(4.5)
— Tm(km—~d)—pmd
avec A, = —d(k:d}d)”—.
- Ay(Ti,pi), ¢ = 1, ..., m, sont les ensembles admissibles de la variable de

décision aj;.
— Les équations de transition d’état associées a cette programmation dynamique,
et dénotées [, ;)T = [f1:(Fio1,Piz1,ai-1), f2i(Fi1, Biz1, ai-1)] sont données

par (4.1) et (4.2), avec p,,_, remplacé par H‘ﬂ‘—:“;‘l »

4.6 Caractérisation des ensembles admissibles

L’ensemble admissible de la variable de décision du coefficient de disponibilité
a;, pour une demande d réalisable partant de I'état (7;, ;) a 'étape i, est I'intervalle
ouvert 0 < a; < 1 (pour a; = 1 il faudrait 2; infini; 1 est donc exclu). De plus, le fait

que la demande d doit demeurer réalisable pour la machine équivalente 1\7,~, ajoute
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une contrainte additionnelle sur a;. Cette derniére s’écrit :

Titl
Ti+1 + Pis1 * (46)

En vertu des équations de transition d’état, (4.6) s’écrit sous la forme suivante :

[T, piy ai)
— — >d 4.7
i3, pi, @) + f2(T3, Diy a3) (4.7)

L’équation (4.7) et la condition a; € (0, 1) définissent A;(7;, p;).

4.7 Reésultats numériques

Nous présentons les résultats numériques de 'algorithme de programmation dy-
namique présenté a la section 4.5 pour deux exemples de lignes de transfert a six
machines analysés dans [18|. Les configurations des paramétres d’opération pour
chaque ligne de transfert étudiée sont décrites au Tab. 4.3. A la sous-section 4.7.1,
nous montrons I’espace d’état atteignable obtenu a partir de 1’équation (4.7) pour
la ligne de transfert de I'exemple 2. A la sous-section, 4.7.2 les seuils critiques opti-
maux des inventaires sont calculés en se basant sur I’algorithme d’optimisation de

programmation dynamique. Les résultats sont résumés au Tab. 4.4.

) 32 R 2 SRR 2 2R 5 R (R 5 2 2

Figure 4.12 - La ligne de transfert considérée dans les exemples 1 et 2.
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4.7.1 Un exemple de ’espace d’état atteignable

A la Fig. 4.13, I’espace d’état atteignable p; en fonctionde 7, i = 1, ..., 6, pour
la ligne 2 du Tab. 4.3 est représenté. Ainsi, partant de tous les états admissibles
a I'étape 7, et appliquant I’ensemble admissible des variables de décision a,t=1,
.-, 9, toutes les paires possibles de (p;11,7i+1) peuvent étre générées. Les courbes
illustrées 4 la Fig. 4.13 montre I’espace atteignable pour chaque machine équivalente

M,i=1,...,6.

P
Plo, o
03| oe .
03 L) 03| e -
023 . R odd .7
—
g 03 -
= [ 3 07 onsn . 98 osss  oss owms oe  oenT,
p Ps
P’o- °
os , 05 E
04 -
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\ 93 - -
-
02 el - - : 02} T R
—— -
o F ot F
085 07 o075 os oss os o 1 Ny L) 04 04s 05 0ss 14
Ps os Ps”
y
o \ : o
odl N\ .
05| ~
03 .
0z T~ - o4 =
ot T 03 — r
s [3) [ oes aes T

os o7 os o9

Figure 4.13 - L’espace d’état atteignable de la ligne de transfert 2, présenté au Tab.
4.3. py, 11 représentent de la machine M;.

4.7.2 Résultats optimaux des seuils critiques pour une ligne
de transfert longue

Au tableau 4.4, nous présentons les seuils critiques optimaux des inventaires z,

t=1, ..., 6 pour les lignes de transfert 1 et 2.



64

Configuration des machines M,;-Mjg
Ligne | pr | p2 [ ps [ palps [ ps | T T3 | T4 | T T
1 351175 .56 .15 2 | .35 7 .39 1.44 | .32 .8 .75
2 31 .35 1.05].15(.15 (.35 .6998 | .6502 | .9497 | .35 | .8503 | .6502

Tableau 4.3 - Les paramétres statiques des lignes de transfert 1 et 2 (ces données
sont basées sur [18]). c; = 1,i=1,...,5,cF =c; =1, k;=1,i=1,...,6et la
demande constante d est 0.5.

Exemple 1 Exemple 2
Seuil critique opt. | Coit opt. | Seuil critique opt. | Cout opt.
Machine 2} J? 2! J?
1 197 133 275 184
2 1.715 .524 1.351 171
3 1.687 438 .867 .387
4 1.125 .543 1.955 607
5 2.093 1.091 2.12 1.283
6 997 1.406 1.3 1.757

Tableau 4.4 - Les résultats des seuils critiques et des coits optimaux pour six ma-

chines des lignes de transfert 1 et 2.
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4.8 Conclusion

Une technique de décomposition/agrégation d’analyse approximative de perfor-
mance pour une ligne de transfert non fiable et non homogéne sous la politique de
commande décentralisée de type KANBAN a été présentée. L'evaluation de per-
formance est basée sur le calcul du coit individuel de chaque stock. Cependant le
calcul du coit est basé sur 'analyse d’une machine équivalent isolée d’ordre six,
sujette 3 une demande constante avec retard de livraison non permis. L’analyse
d’une telle machine est possible grice au modéle multi-état généralisé de Hu [43].
Pour les exemples de lignes de transfert considérés dans ce Chapitre, I’estimation de

la performance basée sur la technique de décomposition/agrégation apparait précise.

De plus, un modéle simplifi¢ & deux états des machines équivalentes a été pré-
senté. L’objectif était de formuler le probléme d’optimisation des zones de stockage
dans les lignes de transfert non fiables comme un probléme de programmation dy-
namique dans un espace d’état de dimension deux & chaque étape. Les expériences
numériques pour la méthode de décombosition dans la premiére partie et pour I’al-
gorithme d’optimisation ont été présentés. L’algorithme d’optimisation converge trés
rapidement. Toutefois, une formulation du programme d’optimisation basée sur le
modéle plus précis de la machine équivalente Markovienne a six états est possible,

mais se révélerait nettement plus complexe en termes de calcul requis.
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Chapitre 5

Conclusion et discussion générale

5.1 Discussion générale

Le probléme central de notre thése a été celui de la découverte de la relation
entre les grandeurs optimales des aires de stockage d’encours ou d’inventaires dans
une ligne de transfert avec machines non fiables, et la position de la machine a I'in-
térieur de la ligne. Ce probléme a été étudié sous Phypothése que les statistiques de
fiabilité des machines sont connues et que le taux de demande pour produits finis
est constant. De plus, nous avons utilisé une structure de coit telle qu’a la fois les
temps de séjour des encours dans la ligne et les périodes de déficit de production

puissent étre pénalisées.

Nous avons réussi a apporter au probléme une solution numérique efficace, dans
le cas ou les machines ont des statistiques de fiabilité arbitraires mais cependant
satisfant, du point de vue de leur capacité de production maximale. De plus, nous
avons fait I'hypothése de monotonie voulant que le taux maximal de production
décroit de fagon monotone en allant de 'amont vers ’aval de la ligne de trans-

fert. Cette hypothése de monotonie nous a permis de développer des simulations de
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Monte-Carlo plus efficaces pour la validation numérique de nos stratégies d’approxi-
mation, et a un impact sur la précision de ’approximation dite de découplage des
machines (voir Chapitre 3). Elle constitue une limitation & notre travail, mais nous
pensons que le caractére restrictif de I’hypothése peut étre minimisé en remplacant
la machine réelle qui violerait I’hypothése, par une machine fictive dont les coeffi-
cients k; et p; seraient perturbés de sorte 4 maintenir la méme capacité moyenne de

production, et rendre k; conforme a I’hypothése en question.

Dans le cas particulier ou les machines sont identiques, nous avons réussi a
dégager les propriétés structurelles de la répartition optimale des aires de stockage.
Une telle répartition correspondait a un niveau de stockage qui a tendance a devenir
assez rapidement constant lorsqu’on s’approche du centre de la ligne. Pour une
ligne de transfert théoriquement infinie, en pratique suffisamment longue, le niveau
de stockage optimal peut étre précisément calculé a partir d’une fonction coit de
transition, dont il est le minimum (voir Eq. 3.7, Chapitre 3). Il est alors intéressant
de constater que la stratégie de stockage optimal au centre de la ligne viserait a -
mettre les machines presqu’a la limite de la pénurie d’encours, sans toutefois violer la
condition de réalisabilité de la demande. Ainsi, dans une configuration optimale, les
machine méme en état opérationnelles, pourraient ne rien produire faute d’encours,
alors que si elles produisent, elles le feraient en général au niveau maximal, et les
piéces produites serait retirées rapidement par les machines subséquentes. Le temps
de séjour des encours dans la ligne serait ainsi minimisé, et un principe de production

Juste & temps interne a la ligne serait implicitement implanté.

9.2 Contributions spécifiques de la thése

® Des techniques analytiques adéquates pour 'analyse de performance dans les

lignes de transfert de grande taille ont été développées. Elles permettent d’op-
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timiser les paramétres d’opération de la ligne, tout en garantissant, surtout
pour les lignes de transfert partiellement homogénes, un degré de précision

élevé.

Pour y arriver, nous avons proposé une approche de décomposition fondée sur
deux stratégies d’approximations, a l'origine proposés dans Mbihi [58], mais

avec une correction apportée a I'item (i) ci dessous :

i) le principe de moyennage de la demande,

ii) I'hypothése de découplage approximatif des machines.

L’approche de décomposition/agrégation proposée présente les avantages sui-

vants :

Elle permet d’évaluer la performance de la ligne de transfert sous la classe
de politiques décentralisées de production a seuils critiques. Cette classe de
politique est similaire aux structures KANBAN introduites par Toyota dans

les années soixante.

Le calcul de performance est analytique et s’appuie sur les expressions de per-

formance dans de machines isolées, Markovienne 4 deux ou plusieurs états.

Cette méthode semble plus efficace au niveau calcul que les autres méthodes
de décomposition importantes existantes {20], [30], mais il faut le souligner,
ne vise plus 4 résoudre le méme probléme. En effet dans [20] et [30], I'objectif
est de déterminer le taux de production maximal de la ligne, étant donné une

certaine répartition des aires de stockage.
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e Elle permet de déboucher sur la formulation de programmes dynamiques tels

que l'état 4 chaque étape est soit un sous-ensemble de R;, soit un sous-
ensemble de Ry, respectivement pour les cas de lignes de transfert partielle-

ment homogeénes, ou totalement non homogénes.

Dans le cas de lignes de transfert partiellement homogénes, 1’existence d’une
répartition optimale est établie, et des propriétés de monotonie du profil en

fonction de la condition frontiére du probléme sont démontrées.

La structure du modéle obtenu donne des résultats intuitifs. Particuliérement,
pour les lignes de transferts longues, et tenant compte de la structure de fonc-
tion du coit de transition, I'analyse indique que loin des extrémités de la
ligne, le profil des coefficients de disponibilités optimaux sont constants ; ceci
a été également confirmé par les résultats numériques. En d’autres termes, les
machines doivent opérer sous coefficients de disponibilités fixes des encours,
elles ajustent leurs seuils critiques de sorte 4 garantir le méme coefficient de
disponibilité pour la machine voisine, en aval. Ces coefficients de disponibilité
sont tels que les machines opérent a la limite de leurs capacités pour satis-
faire la demande. Tel que mentionné plus haut, cela illustre, en quelque sorte,
le mécanisme de "production juste & temps", en vertu duquel une machine
donnée qui est souvent en pénurie de matiéres premiéres aura tendance a pro-
duire au débit maximum seulement lorsque I'inventaire redevient disponible.
Par conséquent, la régle de répartition optimale consiste 4 maintenir le niveau
de I'inventaire juste assez bas pour répondre a la demande compte tenu des
données de fiabilité. Ce mécanisme tend 4 minimiser le temps de séjours des

encours dans la ligne de production.

¢ Un modéle de machine équivalente a 6 états (d’ordre 6) a été développé pour
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’ une ligne de transfert non homogéne lorsque les taux des réparations ne sont
plus identiques. Cette représentation de la machine équivalente est déduite
d’'un modéle agrégé du modéle d’inventaire d’ordre 3 et dont les parameétres
sont déduits a partir d’une analyse de temps de passage. Un calcul assez précis

de la performance devient possible.

e Afin de valider notre technique de décomposition, nous avons développé en
paralléle un programme de simulation de Monte-Carlo efficace employant une
approche régénératrice. Le temps avance directement d’un événement discret
a l'autre dans cette approche de simulation régénératrice de Monte-Carlo.
Nous sommes ainsi en mesure de simuler une ligne de transfert de trés grande
taille. Les résultats obtenus par ’approche analytique indiquent un haut degré
de concordance avec la simulation de Monte-Carlo, au moins de méme niveau
de précision que les autres techniques de décomposition existant dans la lit-
térature lorsque les données simulées sont similaires. Le critére d’arrét de la
simulation de Monte-Carlo a été basé sur une estimation de I’écart type relatif
de numérateur (coit moyen par cycle) et de dénominateur (temps moyen par
cycle) tels qu'ils doivent étre respectivement inférieur a 0.5%. Il résulte alors
un écart type total inférieur & 1% pour le rapport du coit moyen moyens
par cycle sur le temps moyen par cycle. Nous avons également exigé qu’au
moins 500000 itérations aient été complétées, et que I’erreur relative du coiit
pour deux itérations consécutives soit inférieure 4 10~°. Enfin, au moins 10000

cycles de régénération auront été complétés.

9.3 Recherches futures

Nous mentionnons ici quelques une des ramifications possibles de nos travaux

‘ de recherches :
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e Le modéle agrégé d’ordre 6 obtenu par la méthode de décomposition/agrégation
présentée au chapitre 4 dans le carde de 'optimisation des lignes de transfert
non homogéne pourrait étre la base d’un programme dynamique d’optimisa-
tion des seuils critiques, beaucoup plus complexe que celui proposé dans la

thése, mais potentiellement beaucoup plus précis.

e Nous suggérons d’appliquer nos techniques de décomposition/agrégation a
I’analyse d’architectures de commandes, autre que KANBAN, telles que "CO-
NWIP" (Constant Work In Process) ou "KNABAN/CONWIP hybride" [9],
en vue de déterminer sous quels conditions une architecture de contréle don-

née serait plus performante.

e Notre travail a été conduit en considérant une ligne de transfert produisant un
seul type de piéce. Une extension importante de ce travail serait de considérer

les mémes questions pour une ligne de transfert multi-piéces.
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Decomposition/Aggregation Based Dynamic
Programming Optimization of Partially

Homogeneous Unreliable Transfer Lines *f

Javad Sadr ¢ Roland P. Malhamé §

Abstract

In this paper, the problem of optimally controlling production in a single part unre-
liable, manufacturing flow line, subjected to a constant rate of demand for parts is
considered. A performance measure which combines storage and production backlog
costs is used. For Markovian, two-state machines, an analytic solution of the asso-
ciated Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation is beyond reach. Instead, the focus
here is on a suboptimal class of decentralized hedging policies parameterized by a
set of critical inventory levels, one for each machine in the transfer line. Thus, each
machine strives to achieve as quickly as possible a given critical level of processed
parts in the associated storage bin, which, once reached, it will attempt to main-
tain by producing exactly at the current rate of demand for parts until failure or
starvation occurs. Once starvation ceases or the machine is repaired, it will resume
the same production strategy. Our objective is to optimize the choice of the pro-

cessed parts critical levels. For doing so, we first recall a decomposition technique

*Cet annexe a été publiée dans la conférence de CDC-2001, Florida, Orlando, USA, également

il a été soumis au Journal of IEEE Transactions on Automatic & Control.
tResearch supported by grant NSERC-3-31-1361, CANADA.
Ecole Polytechnique de Montréal (sadr@auto.polymtl.ca).
SEcole Polytechnique de Montréal and GERAD (malhame@auto.polymtl.ca).
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based on two decoupling approximations: the machine decoupling approzimation
aims at simplifying the world upstream of a given machine; the demand averaging
principle aims at effectively shielding the machine from the precise instantaneous
behavior of the machines downstream. The decomposition technique yields particu-
larly simple models in so-called partially homogeneous flow lines, i.e. lines such that
mean repair rates for machines, after failure, are all identical. Under the partially
homogeneous assumption, an efficient dynamic programming solution to the optimi-
zation problem is developed. Existence of an optimum distribution of critical levels
is established for the finite transfer line case. In addition, for a discretized finite state
version of the homogeneous infinite transfer line problem, existence of an optimal
feedback policy which is stationary is established. Finally, under specific structural
assumptions, qualitative properties of optimal critical levels profile for the homoge-
neous (continuous states) but finite transfer line are derived. From these properties,
homogeneous infinite (continuous state) transfer line behavior is inferred. Results
of numerical experiments, and comparisons with optimal control performance and
Monte-Carlo simulations are reported.

Index Terms : decomposition techniques, transfer lines, manufacturing flow control,

dynamic programming, KANBAN optimization, hedging policies.

1 Introduction

With the introduction of mass production in the 1950’s, the issue of the role of
inventory in between successive machines or machine groups in transfer lines was to
become central. Indeed, very early on, the dual consequences of the introduction of
buffers/inventories within the transfer line have been recognized : on the one hand,
their presence is beneficial in that they partially shield a given machine from the
effects of machine failures upstream, and from slowdowns downstream due to ei-

ther failures or part processing times variability ; as such, they allow an increase in
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the average production rate of the transfer line. On the other hand, their presence
means storage space and capital immobilized within the factory, and from that point
of view, their size should be kept under control. Determining the right balance bet-

ween these two contradictory effects has been a long standing goal.

Zimmern [34] recognized the central role of variability due to machine failures,
in analyzing productivity transfer lines. He developed a profound analysis of buf-
fering issues based on a continuous model with disruptions which was influential.
Following Sevast’yanov [30], Buzacott [8| analyzed discrete models of transfer lines.
Given the complexity of optimizing buffer levels in long transfer lines, the idea of
reducing the analysis - at the cost of some loss in accuracy - to that of a collection
of smaller, albeit coupled, subproblems was attractive. This was the impulse behind
the so-called decomposition techniques. An excellent survey on the subject has been
presented by Dallery and Gershwin [12]. Starting with Gershwin [15], a series of
works on decomposition techniques have followed, which brought gradual compu-
tational improvements and further generality to this original work. Let us mention
Dallery, David and Xie [10], [11], Di Mascolo, David and Dallery [13|, Burman [7]
and Gershwin and Burman [16]. In a different line of work, a novel technique, the
so called forward and backward aggregation has been presented by Chiang, Kuo
and Meerkov [9] for computing the maximum production capacity of a transfer line
and identifying bottleneck machines. Their formalism is particularly adapted to the
automotive environment ; their algorithm probably converges and yields relatively
precise results. Finally, recent work based on large deviation theory has been repor-

ted in [26].

While the above decomposition techniques have treated with equal importance
problems of machine starvation and machine blocking inherent to finite work-in-

process buffers, and proceeded - as in Zimmern’s original work - to a grouping of
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production units into blocks of two successive machines separated by a buffer zone,
the decomposition technique recalled here [24] amounts to focusing, first and fore-
most, on the impact of storage on starvation phenomena within the transfer line.
This is beca.use, unlike the above papers, our main concern here is not maximizing
line productivity for a given set of buffers, but rather minimizing buffering for a
given feasible production rate to be met by the transfer line. Thus, the last machine
in the transfer line can also be blocked. In such a context, blocking is but one mecha-
nism for achieving limitations on individual machine production. The basic unit in
our decomposition is the individual machine. We consider an unreliable transfer line
under a class of so-called decentralized hedging policies (a continuous flow analog of
KANBAN policies)[32]. As is usual in control theoretic approaches ([20], [27]), the
objective is to minimize a cost functional dependent on the chosen control policy.
The proposed decomposition policy rests on two approximations ideas : the machine
decoupling approximation and the so-called demand averaging principle. It is wor-
thwhile noting that decompositions in tandem machines under variable threshold
centralized hedging policies were considered in [19]. The approach in [19] is based
on attaching an "equivalent" cost to starvation phenomena based on an estimation
of the backlog costs they may provoke. To the best of our knowledge, no extensive
numerical tests results on tandem machines or generalizations of this approach to
m machines (m > 2) were ever reported. In the current approach, starvation is ne-
ver directly associated with any cost, and the control laws are strictly decentralized
(which reduces the complexity of computations, implementation, and enhances the

scalability of the approach).

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we present the mathe-
matical model of the unreliable transfer line and precisely define the class of control
policies of interest. In Section 3, we recall decoupling approximations underlying our

decomposition methodology. The transfer line decomposition/aggregation resulting
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from the principles in Section 3, is developed in Section 4. In Section 5, a dyna-
mic programming formulation of the inventory optimization problem is presented.
In addition, structural properties of the infinite homogeneous transfer line optimal
buffering profile are developed. In Section 6, we report results on the numerical opti-
mization procedure. In section 7, we numerically test the degree of sub-optimality of
the decomposition/aggregation based theoretical computations as compared to op-
timal control based on the HIB equations, as well as their accuracy when compared
to Monte-Carlo based estimates under the same production policies. Section 8 is the
conclusion. Note that once our decomposition/aggregation technique is established,
we rely on single machine machines analyses of [18] and [4] to carry out individual

machine storage costs evaluations.

2 Mathematical model of the transfer line, perfor-
mance functional, and the class of production po-

licies.

SR B e N S I e B IO
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Figure 1 — Transfer line with m unreliable machines, intermediary and finished parts

inventory.

Following [20], we consider a fluid model of production in an unreliable m ma-
chine single part transfer line. A machine, say M;, can be in one of two-modes : an
operational mode where production rate lies between 0 and a maximum rate k;, and
a failure mode where production is zero. The mode indicator is dencted a;. Thus

for a; = 1, M; is operational, while for a; = 0, M; is in a failure state. Furthermore
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each o; is assumed to evolve according to a two-state Markov chain with failure

rate p;, and repair rate r;. This corresponds to a time-dependent (as opposed to

an operation-dependent) failure model. The instantaneous demand rate for parts is

assumed to be a constant d. Furthermore, the following assumptions/definitions are

made :

The line is partially homogeneous, i.e. while production and failure rates can
differ from machine to machine, repair rates are all equal to r.

The first machine is never starved.

Production rates k;, i = 1,...,m are such that : ky > ko > ... > k> ... > kom
This is to insure that the production ability of a given machine not be syste-
matically limited by the maximum production rate of the machines upstream.
Let z;(t) designate the instantaneous level of work-in-process in the storage bin
downstream of machine M;, i = 1,...,m—1. Let Zm(t) denote the inventory of
finished parts when non negative, and —Zm(t) the backlogged demand whene-
ver production lags behind demand. No backlog is allowed fori = 1,... ,m—1.
We assume a piecewise linear cost structure. Let c; be the instantaneous sto-
rage cost per unit z;, ¢ = 1,...,m — 1. Also let ¢} be the instantaneous
storage cost par unit inventory max (z,,0), and Cm, the cost per unit backlog

max (—Z,0). Let u;(t) denote the instantaneous production rate of machine

M;. Work in process z;(t), i = 1,...,m — 1, evolves according to :
d.’l?,'
e ui(t) — uig(2) (1)

with the constraint z;(¢t) > 0, while

dj—t'" = um(t) — d. 2)

We shall assume an isolated machine demand feasibility condition :

Ti
Ti +p;

*ki>d
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e In general, the aim is to develop feedback control policies on system hybrid
state : [z7,aT|T = [z1,1,,...,2m, a1, as, .. -»ap,]T, which can minimize the

long term average cost :

m-—1

Je.0f) = B[ [ [T eintr) +

i=1

€ maX (2m(7), 0) + ¢ macx (=21 (r), 0)1aF, o] | ar| (3)
For ergodic control laws, the above performance function will be independent of
the initial conditions. For an expression of the associated HJB equations, see [29).
While numerical solution of the HJB equations can be a formidable task, they often
point at potential suboptimal control structures simpler to analyze and implement
than optimal controls, whenever they exist (]2, [27]). Inspired by [4], [20], we look for
optimality within a restricted, but parameterized class of feedback control policies :
that of so-called decentralized hedging policies(DHP’s). DHP’s are an extension to
transfer lines of hedging policies first defined for a single part, constant demand,
unreliable single machine production system. Such policies are characterized by a
critical inventory level to be maintained whenever possible and have been proven
optimal [4] in single machine manufacturing systems under the assumptions of our
model. We extend here the notion of critical inventory level as an insurance policy
against potential machine failures, and the ensuing costs associated with backlog-
ged demand. Thus each machine, say M;, is associated with its own critical level
of work-in-process, denoted z;, hereon referred to as the it* hedging level. Whene-
ver able to produce (i.e. operational and not starved), machine M; will produce at
maximum peak rate k;, until z; reaches z;. Thereupon, M; will produce just at the

rate u;y(t) = d;(t), so as to maintain z; at level z; (we set umy(t) = d).

This class of control policies mimics in a fluid model context the celebrated
KANBAN policies introduced by Toyota in the 1960's [32]. The zs are analogous

to KANBAN sizes. Thus, our objective is to develop efficient techniques to optimize
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the hedging levels z;, i = 1,...,m, for m 2 2, with respect to the performance
measure in (3). Note that the class of DHP’s has been considered previously for two
machines in tandem ([24], [33]). In particular, Yan et al. have optimized the choice of
hedging levels using infinitesimal perturbation analysis. Furthermore, Monte-Carlo
optimization of single and multiple inventory levels in single unreliable machines has
been considered in [6], [17], [21]. We study here the more general problem of KAN-
BAN optimization in m machine flow lines with m 2 2, and with a view towards

scalability of our optimization algorithms.

Along the line of decomposition strategies in [23] and [24], with the improvements
in [25], our optimization approach attempts to capitalize on precise analytical results
obtained for the much simpler problem of single machine optimal control, via an ap-
proximate representation of the transfer line as a collection of isolated machines
X/f,-, where each A?, has its reliability adequately decreased to account for starva-
tion effects. This is in contrast to previous decomposition techniques [15] where the

smallest unit in the decomposition is a group of two machines in tandem.

The decomposition technique recalled here rests on two decoupling approxima-

tions which we now discuss in detail.

3 Decoupling approximations

3.1 The machine decoupling approximation.

This approximation aims at efficiently summarizing the impact of the world ups-
tream of a given machine on the operation of that machine. In the context of transfer
lines, the world upstream of a given machine acts like an unreliable supply of parts.

Thus for example, from the point of view of the ability of machine M;,, to produce,
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what matters is the value of the binary supply state L(t) = I[{z:(t) > 0} U {zi(t) =
0, ai(t) =1, Li,(t) =1}] where I[-] is the indicator function, Iy(t) = 1, and i = 1,

..., m — 1, The machine decoupling approzimation (MDA) states the following :

" Binary supply state I;(t) is a random process which is independent of machine

M1 operating state a;yy(t), fori=1,...,m — 1",

Clearly, in reality, I;(t) is not strictly independent of ai41(t), if only at instants
where I;(t) switches from 1 to 0, while a;(t~) = 0, because at such instants o, (t)
can only be 1. However, what MDA asserts is that the coupling is very weak. Note
that MDA holds exactly during the OFF portions of the cycles of I;(t), because
duration of these portions is strictly linked with the memoryless repair time of one
or more machines upstream of M;,,, and that duration is totally independent of
a;+1(t). Thus, if I;(t) can be assimilated to a two-state or multi-state Markov chain,
by relying on MDA, M;,, could be viewed as an isolated machine A?,-H with mode

@i4+1(t) evolving on the Markov chain defined on the product space of I;(t) and

aiy1(t).

3.2 The demand averaging principle.

For a constant rate d of demand for finished parts and under stationary ergodic
controls (known to exist under the demand feasibility condition if only when allo-
wing buffer sizes to increase to infinity [22]), every machine in the transfer line will
be responding to the same average rate of demand d (otherwise inventory would
build up to infinity or deplete to zero in some parts of the transfer line). The aim of
the demand averaging principle is to use this observation to achieve an approximate
but compact representation of the effect of machines downstream of a given buffer

%, on the dynamics of the associated storage level zi(t) and supply state I;(t). In
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effect, it allows one to develop a simple model of the evolution of z;(t) and I;(¢), and
eventually achieve a semi-Markov or Markov chain representation of the dynamics

of the latter.

Let us then assume that ergodic decentralized hedging point controls have been
applied. Let d;(t) denote the instantaneous (stochastic) rate at which parts are
drawn from buffer i by machine M;, and let df (t) be the restriction of that process
on time intervals where I;(f) = 1 (parts are available). Let df = lim,_, E[d} ()]
denote the steady-state value of E[d}(t)]. Let ai(t) = E[I;(t)] be defined as the
instantaneous availability coefficient of supply z;(t), and let q; be its steady-state
value. Then the demand averaging principle (DAP) states the following : " Under
ergodic decentralized hedging controls in q transfer line subjected to a constant rate
of demand for parts d, the steady-state mean value of stock level zi(t) over the active
portions of the supply cycle (Ii(t) = 1), and the steady-state mean length of the active
portion of that cycle, both depend on the steady-state of mean demand process di(t),
dt, but are not affected by its higher order statistics". Thus, what DAP states is
that the real demand process d;(t) could be replaced during the active portions of
the z; supply cycle by an appropriate constant leve] d} without affecting either the
mean of z;(t) over the active portion of the supply cycle or the mean duration of
supply activity. In addition, given that the mean of the d;(t) process must be d, one

can write :

d = lim Bld(t)] = lim {B[d:(t) | L{t) = UPre{Li(t) = 1]
FE[() | L) = 0Prl(t) = 0]} = df o, (4)

Thus : d} = d/a;.
The consequences of DAP are profound, because it states that in an average
sense, the cost associated with the operation of a machine M; and its storage z;(t)

is independent of the specifics of machines downstream. To the best of our current
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knowledge, DAP is an approrimation. However, in [25], we present partial analyti-
cal results to back this approximation. Also, DAP is tested numerically against the
results of Monte Carlo regenerative simulations for a diversified set of machine and

demand parameters, and its accuracy appears to be quite high.

In the context of a m machine transfer line, DAP helps us achieve two goals : be-
cause demand d;(¢) (production rate u;1(t)) is replaced by an appropriately chosen
constant, the cost at machine M;, i < m can be analytically computed using existing
constant demand based single machine theory [18] and multi-state generalizations of
[18], as reported in [23]. In addition, a lower bound on the variance of durations of
the active portion of the z;(t) supply cycle can be computed using first return time
(to zero level) computations as developed [22] for single Markovian machines. This
allows one to verify the plausibility of an exponential approximation of the active
supply sojourn time (see for example [25] or [24]). Indeed, in the current analysis,
this first return time is approached by an exponential distribution. Note that, un-
der the partially homogeneous line assumption, and if one neglects the probability
of two simultaneous failures in the line, the inactive portion of the supply cycle is
exponential as it coincides with the failure of a single machine M; for some index ;.
By combining the Markovian representations of the active and inactive portions of
the z; supply cycle, a Markov chain representation of I;(¢) is achieved. At this stage,
the MDA allows a direct combination of the Ii(t) Markov chain with that of the
mode of machine M, ,, to yield a representation of machine M,,,, subjected to an
unreliable supply, as an isolated Markovian machine Xfiﬂ, having access to a fully
reliable supply. Furthermore, this fictitious machine has a single operational mode,
and two failure modes which under the partial line homogeneity assumption are es-
sentially indistinguishable and can thus be merged into a single failure mode, finally
yielding a two-state Markovian machine. Single part two-state Markovian machine

theory can subsequently be used on AZ—H to compute the optimal cost attachable
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to inventory z;, for a given hedging level Zi+1 at machine ﬁ;—[iﬂ [18]. We fill in the

details of this modeling strategy in the next section.

4 Equivalent model of binary supply state I;(¢) and
isolated Markovian machine representation of M.

In the following, starting from a probabilistic characterization of supply state
I;(¢), an isolated two-state Markovian equivalent I»Tz of machine M, is developed.
At that stage, EI;, much like M), is a two-state unreliable machine. Identical steps
can then be followed to generate isolated two-state Markovian machine equivalents
of M3, My, ..., My,. Note that M, is a two-state Markovian machine which according

to DAP could be considered subjected to a constant demand.

4.1 Two-state Markovian representation of L(¢).

Successive sojourn times of I;(t) at value 1 coincide with the active portions of
the z,(t) supply cycle and correspond to first return times of the z1(t) process to
the zero level. For the purposes of the approximate modeling we wish to achieve
here, the first return time to Zero, say t,,, of the z,(t) process, will be considered
an ezponential random variable. Recall that using DAP and the moment compu-
tations for piecewise constant velocity one dimensional continuous processes, where
velocity changes coincide with the jumps of an underlying homogeneous finite state
Markov chain developed in [22] and [14], [25] provides numerical evidence backing
this approximation. Indeed, it is shown that the squared coefficient of variation of
tr;; remains slightly below one for a wide range of critical inventory levels z;. Given
positivity of ¢,,,, this is a clear indication of the plausibility of exponential behavior.
In that case, since as argued earlier, the sojourn times of L(t),i > 1 in the zero

state are themselves exponential, the following two-state Markovian representation
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of I,(t) in Figure 2 can be obtained.

Figure 2 - Approximate two-state Markovian representation of L (¢).

Given q;, the steady-state availability coefficient of z;, the supply failure rate

Ds, is related to a;and r by :
(1l —a;)

Ds; =
1 a

Notice that since the theory in [18], can in principle, be generalized to semi-
Markovian machines. For tractability purposes, it is not absolutely essential to im-

pose the exponential active supply duration assumption for L(¢).

4.2 The two-state Markov chain model of M..

At this stage, using MDA, it is possible to conclude that machine M, subjected to
an unreliable supply characterized by the Markov chain I;(t), can be represented by
an unreliable multi-state Markovian machine fed by a fully reliable supply where the
state-space of the Markov chain is the cartesian product of that of the I,(t) Markov
chain, and that of the mode ay(t) of Machine M,. For a two-state representation
of I,(t), as developed in the previous section, this would normally yield a four-state
Markov chain representation with a single operational mode and three failure modes.
However, in view of the fact that we neglect the probability of two simultaneous
failures, there are only two failure states considered. Furthermore, in view of the line

partial homogeneity assumption, these failure states are essentially indistinguishable
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and can thus be merged into a single state. This yields the two-state Markovian
representation of Figure 3 (for ¢ = 2), for fictitious machine M, with binary state

o and failure rate p,.

r p, =r0-8u) i=—ti.r
fi a,, ;-1
M, M,

X1

Figure 3 - Two states simplified equivalent model of machine M;.

Steady-state considerations yield :

T T T - T+ D2
(72) - () (FR)=r-22-
T+ p2 T+ ps, T+ po a;

Now, starting from machine IT/I;, the procedure in the above could be sequentially

repeated as in Fig. 3 to generate two-state Markovian machine equivalents 1\7,-,

t=3,...,m. In Fig. 3, the expression of p; is :
-~ T+p
pi = p' -T (6)
Q-

4.3 An expression for storage cost at machine M;

Fictitious isolated machine AZ feeds work-in-process z;. Let a; be the unknown
as yet steady-state coefficient of availability of stock ;. Relying on DAP, a; and
the mean level of z; for a given hedging level z;, can be computed by considering
that over the active portion of the supply cycle, the demand process on stock z; is

a constant rate process with rate equal to a%. In this case, it is possible to use the
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analysis of the single two-state Markovian machine, with no backlog allowed, in [18],

to write :

P; ] — Ltkizd/a,)
a=1--% b @) o
1"+5i 1— r(ki—d/a;) e(ﬁﬁ%,;—”)a
pi (d/ay)

Note that in (7), d} = ai.- plays the role of the constant demand rate in the
original expression in [18]. From (7), the z; required to achieve a given a; can be
obtained. If one then solves for z; in terms of a; and substitutes the results in the
expression for storage cost associated with parts Z; [18], Z; being the fictitious work-

in-process under demand a%, the result is as follows :

1+ X)

1

tki(pi — 1) + (r + 5;) (1) In( ;)] (8)

Ji(a:) = lim E[cZi(t)] = ¢

where in (8), ¢; is as below :

g = (+F)(1—a) + A
BRI Y

with \; = %%l.

Thus, for a given p;, J;(a;) is the long term storage cost of maintaining a co-
efficient of availability a; for stock Z;, and thus, using DAP, it is considered to be
the storage cost associated with the actual stock z;. With our decomposition me-
thodology thus developed, and based on (8), we are now in a position to formulate
the KANBAN optimization problem in a transfer line as a dynamic programming

problem.

5 Dynamic program : formulation and structural
pro-perties.

Given that in our simplified line decomposition scheme, individual machines M,
are characterized by two-state Markov chains, i.e. two parameters of which one is

already fixed (r, the repair rate), there is only one remaining degree of freedom at
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each stage of the transfer line. Thus the "state" at each stage of the transfer line is
one-dimensional. Given that work-in-process availability a; is comprised between 0

and 1, we choose that variable as our state at stage i.

We define the transition cost function, T®)(a;_;, a;), as the mean storage cost
of maintaining a hedging level z; for stock z;, consistent with a supply availability
coefficient of a;, given a supply coefficient a;_, for stock Z;_). z; essentially acts as

the required control input.

Transition cost T®)(a;_;, a;) is obtained from (8), by replacing p; by its expression

in terms of a;_; (see (6)). This yields :

; kid(rai—; —r —p;)a;_, k.d(1 - a)
T(l) i—1y Gg = 1
(@1, @) c‘,:(r+pi)(kiraiai—l—d(T+Pi)) Ic,a,-r-d(%’_%l—r)—dr
(ki-,%)d (ki—ai__)(r-%pi)d?(l—a,-)
kiair—d(%'_ﬂ:‘-—r)—dr 01'—-1(k.'clu'—d(%"f—r)—dr)2

o(dCa-r—p) (GE-r)(kar-d(FE —r)_dr)2=
\Tai@-Fa) rk—2)(r+pi) (1 -a,)
9)

We are now ready to formulate the following optimization problem, hereon re-

ferred to as Problem P :

Given a single part, partially homogeneous transfer line, subjected to a
constant rate of demand for parts d, with m Markovian two-state unre-
liable machines with common repair rate r, and where d is assumed to
be "feasible" by every machine in isolation (with fully reliable supply of
parts). Furthermore, given a fized and strictly less than one, minimum
desired availability coefficient of supply ad,_, at the m** machine (pro-
)km > d, determine a

ducing the final parts) and such that al,_, (r +'pm
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sequence of a, i = 1,...,m — 2, if it exists, which attains the value J

below :

J* = [ZT(‘)(a, 1,a,)] =2, ..., m~1 (10)

- a‘_]EA (a!)
where in (10), ap = 1, and the admissibility sets A;(a;) are to be defined in subsec-

tion 5.1.

In fact, in order to settle the existence issue without loss of optimality, we shall
strive to define the admissibility sets as sufficiently large but closed subintervals of
(0,1). In this manner, the existence of an optimum derives from the continuity of

the cost function over a compact set.

5.1 Characterization of admissibility sets.

We shall start by considering the constraints on a;_; for some 1 <i<m-2,
conditional on knowledge of the value of a; (the availability of the next stock downs-

tream), i.e. with a forward propagating dynamic programming solution in mind.

One set of constraints provides us with an upper bound on g;_;. Indeed, gi-
ven a;_), the availability coefficient of stock Ti_1, the least a; is achieved when 2,

the critical level at machine M;, is zero. In this case a; would be equal to ( )a,_l

Thus a;_; ( ) < a;, or equivalently

T+ pi
a1 < (2)e (11)
But since the right-hand side of (11) could be greater than one, (11) yields :

a;—; < min [(T+pi)af,1] (12)

r
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In addition, the transfer line demand d must be "feasible" for each isolated

equivalent machine; this is in particular true for machine M;. Thus, (ai-1) ( - ;p'_ )k,- >

d, or equivalently :

m4:>%(rt”) (13)

Furthermore, since ap = 1, a repeated application of inequality (11) yields for

12>2:
i-1

aplzll(r:m) (14)

j=1

(13) and (14) yield :

13

a;-| > max [

1(-05) 2(22) o

Summarizing now (12) and (15) :

oo [ (55) £(522)] < (£22) ]

i=2,...,m—-2 (16)

Inequality (16) could be used to define the A;(a;) admissibility sets of section 5.
However, this would eventually include the points a;_; = 1, i > 2 which is impos-
sible to achieve unless one pays an infinite cost. Likewise, when operating strictly
at the ergodicity limit %('—tﬂ), transition costs will become infinite. Thus, such
extreme points are essentially points of discontinuity of the cost function in (10).
They should be excluded from the domain of admissibility of a;_,. The following

result can be established :

Proposition 1 - Without any loss of optimality, each of the admisstbility sets in

Problem P, Ai(a;), i =2,...,m — 1, can be considered to be a closed subinterval of

(£(2).2).
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Proof : In the first part of the proof, the focus is on the upper bounds of the
admissibility sets A;(a;). Throughout the proof, we shall need an initial feasible
solution the problem of achieving the minimum required supply availability coef-
ficient a) _, of machine m — 1 at finite cost. Let ap = 1, a; = af, aa =af, ..,
am-1 = af,_,, correspond to such a solution, hereon referred to as profile F. Let Cr
be the associated finite cost as computed from (10). Cr acts as an upper bound on
the infimum cost achievable in Problem P. Notice that at least one such profile F
must exist under the assumptions of Problem P. Indeed, we shall describe one way
of constructing a particular feasible profile. Define s = max {%’—t&}, i=1,...,m.

Furthermore, define st = s+ %( 1 —s). Notice that in view of our demand feasibility

assumptions, s < 1. In addition s* > s. Consider the profile F defined by : a5 = 1

and @; = max (r:pl_ af_l,s*'), i=1,...,m. It is not difficult to show that profile F

satisfies constraints (11) and (13), and furthermore corresponds to a finite total cost

since discontinuity points of the cost function in (10), a; = 1, and a,-(r -:p.-) = d,
t = 1,...,m — 1 are systematically avoided. Now focus on stock 1, and consi-
der an optimization problem where all transition costs T)(a;_;,a;) are zero except
TN (ap, a;). Furthermore, let a, approach unity. Since as this happens, the corres-
ponding transition cost increases to infinity, it is possible to identify @1 maz, such that
TM(ag, ay,maz) = Cr and ajmez < 1. Clearly, any choice of a; € (a; maz; 1] would
yield a transition cost greater than Cr, and thus could not be part of an optimal
solution to Problem P. Now repeat the argument for transition cost 7°(2) (@1, maz, @2)-
Given the monotone decreasing nature of T(®)(a,,a,) with respect to a;, this cost
is less than or equal to a cost T(®(a,,a;) where a, < @1 maz- Again, determine
@2,maz < 1 such that T®(a, ez, 3 mez) = Cr. Any a; € (@2,maz; 1] could not be
part of the optimal solution. By proceeding recursively, it is possible to determine a
sequence of positive reals azmqz, .. ., @(m-2)maz, all strictly less than one, which can
constitute upper bounds on - thus far - semi-closed admissibility intervals respecti-

vely, A;(a;), i = 4,...,m. Conversely, using the same kind of arguments and Cr as
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a reference cost, it is possible to show that a sequence of @; min, i = 2,...,m — 1,
strictly greater than the ergodicity limit ;c“:(ﬁ—;ﬂ), can constitute lower bounds on
closed admissibility intervals, A;(a;). In the interest of conciseness, we shall only
sketch this part of the proof. Starting from ao = 1, it is possible to generate a
SeqUence @i min, G2,min, --- of coefficients of availability which would be attainable
using zero hedging levels for z,, z, . .. and which would be both minimal and admis-

sible as long as demand feasibility condition a,-,mmki?:_? > d is satisfied uniformly

forj =1,2,...,i. Notice that Qi min = ]_[;.=1 T"p}_. Ifall a; min's,i=1,...,m—2 thus

generated make demand d feasible, then a;,_) min = max [a?n_l, rp’ﬂ:am_gim,-n].

Otherwise, let iy < m~—2 be the first machine index such that @i, min Would not be
admissible. In this case, ap_; min = al _,. Starting from al,_, compute the Qm—2.min
such that T™=Y(a._5 min,a%,_,) = Cr. Notice that by decreasing availability co-
efficient a,,_, sufficiently, transition cost could grow without bound as one reaches
the demand infeasibility limit. Clearly @m-2,minWould make demand d feasible, and
in view of the monotone decreasing nature of 7 (@i—y,a;) with respect to a;_,, any
@m-2 < @m-2min could not be part of the optimum solution. From Qm—2 min, ONE
can construct a,_z min such that T(m“z)(am_g,min,am_gvmm) = Cp. The procedure
is repeated until one reaches index iy at which point the complete sequence of lower

bound values would have been obtained. [ |

Summarizing then, provided a?n_lﬁkm > d (a necessary condition for demand
feasibility), there exists a sequence of closed intervals (@i min; Gimaz], i =1,...,m—2,
such that there is no loss in optimality for Problem P if admissibility sets A;(a;) are
identified with closed intervals [a; min; @i maz). The cost in (10) is bounded above by
(m —1)Cp.

Corollary 1 - Given that the cost function to be minimized in (10) is continuous
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on a compact set, it will have a global minimum (which, in general, may be non

unique).

5.2 The case of a perfectly homogeneous transfer line.

In the following, we consider the averaging version of Problem P, say Problem

P,y, for a perfectly homogeneous transfer line (identical machines : k; = k, r; = r,

ppi=pi=1....m=1), apn_y > a_, > %#, as the number of machines m
goes to infinity. Thus, one seeks to determine a,, a,, ...y Qm-2 SO as to attain the

following average cost per stage :

m-—1
. 1 .
= i, (m—_—l) - [Z« T(“"“'“"’J
ai-1 € Ay(a;), i=2,....m—1
(17)

where, in (17), the A;(a;) are defined by inequalities (16), but can without loss of
optimality, as argued in Proposition 1, be reduced to adequate closed subintervals
of the original A;(a;), and where ag = 1, and a,,_, € Anlam) £ {aa > a_, >
4I*P} Notice that in view of the complete homogeneity of the transfer line in 17,
T®(a;_,, ;) is replaced by T(a;_y, a;).

5.2.1 Existence of an optimal stationary feedback law for problem DP,,.

In the following, we establish the existence of a stationary feedback control law

a;—1 = f*(a;), for a discrete version of problem P,, called DP,,,.

For a perfectly homogeneous transfer line, inequalities (16) can be rewritten :

oo ()’ £(3)] <0 < ()]

fori=2,3,... m—1 (18)
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or equivalently :

(19)

(19) indicates that, for a given i, as m goes to infinity, both the effect of the

boundary condition ay = 1, on the admissibility set (left hand-side), and that of

boundary condition a,,_, = a%_, on that set (right hand-side) vanish. Thus, far
enough from both edges of the transfer line, i.e. when i and m — i are such that :

(7)< f(FER), mnd (ZE2) >,

the availability coefficient state space becomes essentially fized and can be reduced
to a closed subinterval of (%('—‘:2); 1).

We now discretize the availability space, thus making it finite. The correspon-
ding version of problem P,, will be called DPg,. It is not difficult to see that the
resulting dynamic system will be controllable. Indeed, if one wishes to move from
some discretized availability coefficient a; at stage ¢, to some distinct (discretized)
availability coefficient b, two situations can arise : if b > a;, this can be achieved
in one step, by imposing a sufficiently high hedging level for work-in-process ;,,.
Conversely, if b < a;, then in one step, if no buffering at all is used, it is possible
to attain a;;, = ai(#). If a,-(r—:_';) < b, then use just enough buffering for z;,, so
as to attain availability coefficient b in one step. Otherwise, let [ > 1 be the mini-
mum (finite) integer so that ai(ﬁ)‘ < b. From stage i to stage i + | — 1, use zero
hedging levels, while for z;,, use Just enough buffering to achieve a coefficient of
availability b. Note that if we consider DP,, as a degenerate (deterministic) average
cost Markov decision problem, the strategy used to stir the system from state q;
to state b can be viewed as partially defining a stationary control policy. Thus, we

‘ have just established that for any two distinct states in the state space, one can
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devise a stationary policy which makes it possible to move from one state to the
other within a finite number of steps. Given the finite state, and action space, as
well as the boundedness of individual transition costs of DP,,, viewed as a Markov
decision problem, it is possible to conclude from Proposition 4(b), chapter 7, in [3],
that Problem DP,, admits a stationary policy which is optimal. Therefore, we have

the following Proposition.

Proposition 2 - Problem DP,, admits a stationary state feedback control policy

which is optimal.

Notice that Proposition 2 makes it possible to use an algorithm such as policy
iteration [3] in order to determine the optimal control law. However, under specific
structural assumptions on the transition cost function T'(a;_;, a;), the analysis in the
next section brings out the special structure of the optimum solution for problems

P,, and DP,,, and more direct numerical solutions become possible.

5.2.2 Nature of the optimal feedback law for long homogeneous transfer

lines.

In order to further capture the nature of the optimal buffering distribution for
long transfer lines, we need to make specific structural assumptions on the tran-
sition costs and the behavior of optimal trajectories. They are summarized in the

next lemma which is a technical result.

Lemma 1 - Provided |Aa),_;| < 6 and al,_, + Ad%,_, € I, I being some fized
closed and bounded interval, 36 > 0, such that Val,_, € I, sgn(AajAd?_,) > 0,
Vi=12,...,m —2, wherea! + Aa}, i = 1,....,m — 2 is an optimal distribution
profile associated with the perturbed boundary condition al,_, + Add,_,.

The above holds under the following assumptions, labelled Assumption A :



106

I) 3 an optimal trajectory a*(ad,_;) £ [a}(a%_,), ..., a%_o(a%_ )T which de-
pends continuously on a%,_, foral,_, €L
II) Va2, _, € 1, My (a‘(a?n_l)) > 0, where subscript H stands for the Hessian

matriz assocsated with the scalar cost :

m-2

M(a) = Y T(ai-1, ) + T(am-2,0%_,)

i=1
and a £ [ay, ay, ey @m-o]T, ag = 1.

IIT) The minimal eigenvalue of Hermitian matriz Mu(a) denoted Apin(a) is
a continuous function of a, for a € A where A is the convezr hull of the
trajectory a*(al,_,), a®_, € 1. An analogous property is assumed to hold for
all the principal minors of My(a).

1V) For all admissible a;_,, a; pairs, transition cost function T (a1, a;) satisfies

T
a0 < 0.

Before proceeding to the proof of the lemma we make a few comments concer-
ning its interpretation and the plausibility of the assumptions. The lemma essentially
states that under Assumption A, for a sufficiently small perturbation of boundary
condition af,_;, Aaj,_,, the optimal buffering trajectory will move monotonically
with Aa),_,. As to the assumptions themselves, A(I) and A(III) are essentially
continuity assumptions. Assumption A(II) would be systematically valid if relaxed
to Mu(ag(ad,—;)) > 0, i.e. non negative definiteness, in general, due to the nature
of a*(ad,_;) as a minimum. However the non negative definiteness would require
studying higher order derivatives so as to eventually reach some Hessian that would
be positive definite. We chose to eliminate this difficulty at the outset. Finally, for
a given set of parameters, assumption A(IV) is a property of the transition cost

function which can be verified numerically. It may or may not hold in general, but

we have verified it in all our numerical experiments.
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Proof : In the following, denote partial differentiation by one and more (orde-
red) indices (for higher order partial differentiation) associated with the position of

the variable(s) within the argument of the function. Thus, for example :

A M s
Mij(alya21--°1am—2) = a—a'.aa—j(alya21°-'1am—2)7 L] = 11'--7m_ 21

and :
MH(a;(agn—l)v v 1a:n—2(a'9n—-l)) £ [Mij(a;(agn—l)» LR ar‘n—2(a19n—l))]7
Ly=1,...,m—-2.

Now, in view of the hypothesized optimality of a* for @m-1 = al,_,, the following
holds :

- stationarity :
Mi(a},a3,...,a;,_,) =0 i=12,...,m-2 (20)

- Local minimality/Assumption A(II) :

Mu(a3, a3, ...,a5,_,) >0 (21)

where in (20) and (21) the dependence on a2,_, has not been specifically written.

Let a* + éa*(daf,_,) the new optimum when a®,_, is incremented to al_, +46a%_,.

Equation (20) written at the new optimum, and using a Taylor expansion yields :

Mi(ai,a3,...,a5,_,) Aaj(Adl, _)) 0
M2(aIva;v"'7ar.n—l) +MH(a) Aa;(A'agn—l) Aa?n_l -
0
Mm—2(a;1 a5, cee 1a:n—l) Aar.n—2(Aa9n—l) Tl?(am—2v a?n—l)
(22)
where in (22), a = aa® + (1 — @)(a* + Aa*(Aa?,_,)) for some a € [0; 1].
Recalling (20) and multiplying both sides of (22) by [Aa*]T yields :
_ . 0 T . 0
Ad;,_y(Bdh,_,)AaS, = “oE0ma) Mule) (B )

le(am-z, a?n_l)
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Consider now the inequality :
Aa*(Add_)™My(a* + (1 — a)Aa’)Aa*(Adl_,)T >
Amin(a® + (1 - a)Aa*(Aap,_y)) || Aa(Aa),_)) |12 (24)

Furthermore, by assumption A(I), a* is a continuous function of al,_, which
0

evolves on a compact set. Therefore a* is a uniformly continuous function of Gri1
[28]. In addition, since the continuous image of a compact set is compact, and the
convex hull of a closed and bounded set is closed and bounded, A is a compact set.
‘Therefore, by A(III) A\, (.) is a uniformly continuous function of a. Finally, since
Amin(a®) is a continuous function of a* which itself evolves on a compact set, and

My(a*(ad,_,)) > 0, (i.e. will have all eigenvalues strictly positive), V a8 _, €I, by
1

assumption A(II), then 3 k > 0 (the minimizer of A, (a*)), such that :

min ’\min(a‘(a?n—l)) =k (25)
0_€ 1

A

Now set € = £. By the uniform continuity of Amin(@), there exists a 6™~2(¢) > 0

such that :

I Aa*(Aap,_y) fI< 8™ D(e) =] Amin(a® + (1 — @)Aa*(AdS,_,)) — Amin(a®) |< &
k
= Amin(@” + (1 — @)Aa*(Aal,_,)) > Anin(a®) — € > 5 > 0(26)

Finally by the uniform continuity of a*(a2,_,), 3 d(m—-2)(€) > 0 such that :
| Aap,_y [< 8m-z)() =|| Aa*(Ad),_,) [|< 6™D(e) =

(26) holds.

Inequalities (26) and (24) together with equation (23), yield for | Aal,_, |< bz
sgn(Qay, _5(Ad},_))Aap,_; > 0. (27)

At this point, using the principle of optimality and the boundary condition
Am-2 = Qp_p + Aay,_o(Aad,_,), it is possible to proceed similarly to establish that
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there exists 63 > 0, such that for | Aad,_, |< dm—3, sgn Aa,_sAa,_, > 0.

In general, there exist a sequence é,,_; > 0,i=3,...,m — 1 such that :
| Aal,_, [< 8m—i = sgn Ad®_,Ad},_; >0, i=2...,m—-1 (28)

Finally, the required ¢ in the lemma is § = min[d;], i =1,...,m ~2. This completes

the proof of the lemma. [

The following proposition is a direct consequence of Lemma 1.

Proposition 3 - Let al,_, be a boundary condition to problem P. Consider an arbi-
trary admissible perturbation AP of that boundary condition. Under Assumption A
of Lemma 1, with interval I defined as the closed interval with a%,_, and a®_, + AP
as its end points, there will ezist an optimum buffer configuration a*(ad_,) which

will move with AP monotonically.

Proof : According to Lemma 1 there will exist a fixed step size § > 0, such
that, it is possible to decompose the interval [al_,;a® _, + AP] if AP > 0, or
[a9.—1 + AP;al,_,] for AP < 0, into a finite sequence of successive intervals of size
no greater than 4. By respectively incrementing or decrementing a% _, using such
steps, it is possible to conclude that there will exist a sequence of deformations of
the initial profile resulting eventually, for boundary condition al_, + AP, into an
optimum profile distribution which is a deformation of the initial profile, monotonic

with AP. [ ]

In the following, under Assumption A and based on Proposition 3 we shall de-

velop arguments to conjecture the form of optimal solutions to Problem P as the
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number of machines becomes very large. In turn, this should yield information on

the nature of optimal solutions for problems P,, and DP,,.

Thus, consider Problem P for a long homogeneous transfer line. From Propo-
sition 1 and its corollary, we know that Problem P admits an optimal, possibly
non unique, profile. Let a;, _, be the optimum availability coefficient for work-in-
process Zm_» for a given optimum profile. Notice that given a,_,, it is possible
to define a new Problem P, involving this time machines L,2,...,m — 2. While
this new problem is strictly speaking different from the first one, as the number of
machines becomes very large, since transition costs are bounded and machines are
identical, the structure of the optimal solution for the two problems away from the
first machine should become essentially the same. Three cases can in principle arise :

Casea: a),_,>adl_,

Caseb: a;,_,= a?,,_l

Casec: a},_,<al_,.

We suppose, for m very large, case (a) had occurred. This would mean that
Problem P would have to be solved anew, but this time with a "more demanding"
boundary condition since a;,_, > a% _,. Based on Proposition 3, the resulting opti-
mum profile for a3 would have to satisfy a;,_; > a},_,. By arguing similarly, it is
possible to establish thata}, ;> a},_; , >...> a5 _, > @;,_2, 1 > 4, as m becomes
very large. Thus, optimal profiles would be monotone increasing as m — ¢ decreases.
However, given that the a] are bounded above, the sequence of a,,_; will eventually

converge to a limit, say @ > a2,_,.

One could argue similarly for case (c) to establish, in this case, the monotone
decreasing nature of a},_; as i increases, as well as the existence of a limiting value

@ (since the a;’s are bounded below) which would constitute an accumulation point
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for the aj,_; sequence. Finally, the profile for case (b) would be strictly flat. Thus
summarizing, the optimum availability profile from right to left would be a mono-
tone, either increasing or decreasing sequence starting at value a?,_, and eventually
accumulating in the neighborhood of some constant coefficient of availability @. The
above analysis is of course valid for long lines, and as long as the machine conside-
red is "sufficiently far" from the first machine upstream which has access to a fully
reliable supply. What about the nature of an optimum profile for supply coefficients
of availability at machines 1, 2, 3, ...? Arguing in a manner similar to the above
including a variant of Proposition 3 (with fixed left boundary condition), for the
downstream machines, it is possible to establish that ap = 1, ai, a3, .. .will be a mo-
notone decreasing sequence which will eventually accumulate in the neighborhood
of some coefficient of availability which can only be the @ alluded to earlier. Thus

the optimum profile would look like the ones represented either in Fig. 4 or Fig. 5.

i Supply availability

}coefﬁcient
a, =1 ¢
®
[ ] (]
Y—— Qe
. *
. o ! !
® ¢ 0 0 0 o 0——-—-—{-—-}—— a
n A i i i 'l A A A i L N »
01 2 3 4... m-2 m-1 Index of

work in proces

Figure 4 ~ Conjectured optimum coefficient of availability profile for long transfer

lines when a2,_, > @, @ is the minimizer of T(a,a).
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Figure 5 — Conjectured optimum coefficient of availability profile for long transfer

lines when af,_, < @, @ is the minimizer of T(a, a).

Based on Figures 4 and 5, it is possible to conjecture the form of the opti-
mum coefficient of availability profile for Problems Pg, and DP,,. As the num-
ber of machines goes to infinity, every machine becomnes "internal" to the transfer
line and thus the optimum profile would be flat at a fixed level @ independent of
the boundary conditions ap = 1, and ap_; = a@_,. Indeed, it is clear from Eq.
(10), that when averaging, the "dominant" transition cost will be T'(@,@). Thus,
@ should be the minimizer of function T(a,a), obtained from Eq. (9) by setting

@i-1 = a; = a. In view of the continuity of Z(.,.), OO 27,4, az'r( -), the

statlonary properly gyT(am_,_l, m-i) + E(ap, s at_, +1) = 0, the minimality pro-
perty (am_,_l, i)+ 357(“ m—i»@m_i+1) > 0 and the fact that lim,,_.., a* m—ic] =

lim, .a;,_;, = lim,, Gm_iy1 = @, it is not difficult to conclude that one or
more local minimizers a* of T(a,a) should exist and satisfy aT(a a)|a=ar = O,
E;(a a)la=a+ > 0. A numerical example of a plot of T(a,a) is presented in Fig.
6, withp =02, r =03,k =45andd = 1.5 It is seen that T'(a,a) is strictly
convex and increases rapidly as the line ergodicity limit g, = %("—’:2) = 0.556

is approached. The minimizer a* = 0.5725 is unique and in accordance with our
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analysis a* = a@.

Transition cost

056 0365 037 OS7S 0SE QIS 039 0393 06 00S
Availability coefficient

v
Oy =0.556

Figure 6 - Transition cost function T'(a;_,,a;) when a;_; = a; = a. a* is the glo-
bal minimizer and will dictate the average transition cost for infinite homogeneous
transfer lines. It is seen that T'(a,a) is convex, and increases rapidly as the long line

ergodicity limit a.;, = 0.556 is approached. The minimizer a* = 0.5725.

6 Numerical results

In this section, we report numerical results of a dynamic programming scheme,
applied to Problem P for, respectively, partially homogeneous and fully homoge-

neous transfer lines.

Note that in Problem P, machine M,, has been excluded. This is because our
intention here was, first and foremost to understand the "geometry" of optimal
inventory allocation (i.e. the correlation between machine position relative to the
edges of the line and associated inventory, irrespective of backlog costs). Thus the
coefficient of availability was fixed or bounded below at al,_,, for ,,_,. In prac-
tice though, the last machine can and must be included in the analysis. In this case,

@m-1 is an additional design parameter. At machine M,,, backlog is allowed, with an
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associated backlog cost c,. The two-state isolated equivalent machine M,,, becomes
a Bielecki-Kumar (1988) type of machine for which a closed form optimal hedging
level 2, (am—1) can be calculated for a given a,,_,. This yields a known cost function
to be attached to am_, say Tp,(am—;). This way, the last machine can become part

of the optimization procedure.

6.1 Partially homogeneous lines

In the numerical experiments below, we have considered a partially homoge-
neous transfer line with 20 machines. The parameters of the line are considered as
r=05k=45—-(i—-1)*Ak, fori=1,...,20 with Ak = 0.01 (thus respecting
kv > ko > ... > ky), and the costs/unity are ¢; = 2, i = 1,...,19, a% = 0.85 and

the constant demand rate taken to be d = 1.5.

Furthermore, we consider two cases : case 1, where the failure rate of machines
decreases when going downstream ; more specifically, p; = 0.2 — (i — 1) * Ap, for
t=1,...,20 with Ap = 0.005. For the second case, case 2,p; =02+ (i - 1)* Ap,

fori=1,...,20 with Ap = 0.005, i.e. failure rates increases when going downstream.

Results of our decomposition method based optimization scheme are shown res-
pectively in Figures 7 and 8. We can observe for both curves a transient, boundary
condition sensitive regime, on both edges of the line.

At the center of the line, the optimal availabilities are respectively monotone de-
creasing (as machines become more reliable), and monotone increasing (as machines

become less reliable). Note that in both cases it would appear that at the center of

the line, the (a,’-‘ - +rp.-k") products, i.e. the mean production capacities of machines

M; become constant.
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Figure 7 — Optimal availability coefficients of work-in-processes z; for i = 1,...,20

T

for a partially homogeneous transfer line, with identical repair rates for all machines,

but failure rates which decrease as i increases.
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Figure 8 - Optimal availability coefficients of work-in-processes z;,i = 1,.. ., 20, for
a partially homogeneous transfer line, with identical repair rates for all machines,

but failure rates which increases as i increases.



116

6.2 Fully homogeneous line

Figure 9 illustrates optimization results for a fully homogenous transfer line based
on our decomposition method with p = 0.2, r = 0.5, k = 4.5 for each machine and

the constant demand d is 1.5.
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I R e — 0 12 14 16 18 m‘

Successive availability coefficient of stock x,. i =1, ..., 20

Figure 9 ~ Optimal availability coefficients of the inventory z;, i = 1,...,20, for
a homogeneous transfer line with k = 4.5, p =02 r =05, and d = 1.5, when

ad = 0.9 > a; @ = 0.506.

Note that, as predicted by the theory, sufficiently far from edges, the optimal
availability profile becomes a constant a* which is precisely the minimizer of T(a, a)

as displayed in Figure 6.

The parameters in Figure 10 are identical to those in Figure 9, except the maxi-
mum production rate of all machines is set at k = 2.5. Notice that as k decreases,

the required optimal availability coefficient at the center of the line increases.
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Figure 10 - Optimal availability coefficients of the inventory z;, ¢ =1,...,20, for a
homogeneous transfer line identical to F igure 9, except that k = 2.5; ago =05<a;

a = 0.578.

7 Degree of suboptimality and accuracy of the re-
sults.

We report here, for validation purposes, the results of comparisons of the perfor-
mance of optimal controls respectively based on the numerical solutions of Hamilton-
Jacobi-Bellman equations for the three transfer lines as analyzed in [23], and on
suboptimal decentralized hedging policies as optimized via our decomposition ap-

proach.

Table 1 shows the static parameters of three two-machines transfer line confi-
gurations. The size of the line in [23] was kept small because numerical solutions
of HJB equations can become otherwise prohibitive. For more extensive numerical
validation of the decoupling approximations, as such, see [25).

Table 2 shows the comparison of transfer line total storage/backlog costs as com-

puted respectively based on a numerical solution of HJB equations [23], our dynamic
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programming optimization algorithm based on the decomposition scheme (DPO),
and regenerative Monte-Carlo simulation results (MC) when the hedging levels are
set at the optimal calculated by the dynamic program. Finally, the absolute value
of the relative discrepancy in percentage between total transfer line costs as com-
puted respectively, using optimization based on our decomposition technique, and
numerical analysis of HIB equations, is evaluated when the base cost is taken to be

the Monte-Carlo simulation values.

The percentile relative errors recorded in Table 2 indicate a reasonable agree-
ment between optimal control performance obtained by numerically solving HJB
equations [23] for total cost, and suboptimal performance based on the decomposi-
tion technique, and estimated from Monte-Carlo simulations. In addition, theoretical
DPO estimates of performance are within 3% of Monte-Carlo based results for the
same choices of hedging levels. Recall that recorded discrepancies between Monte-
Carlo results and DPO results are a combination of the effects of all approximations
involved in the decomposition (machine decoupling, demand averaging, exponential
active supply times, and machine Markov chain state aggregation), as well as the

noisiness inherent to Monte-Carlo simulations.

Monte-Carlo average cost estimates are obtained using a regeneration simulation
approach (regenerative events are first simultaneous returns to hedging levels), and
are based on the ratio of average cost par cycle divided by average cycle length.
The simulation is stopped when the estimated relative standard deviation for both
of numerator and denominator is within 0.5%, and thus the relative standard de-
viation for the ratio is within 1%. In this case, at least 500000 iterations have been
completed, the relative cost change for each buffer between two consecutive itera-
tions is less than 10~°. Moreover, at least 10000 regenerative cycles (all buffer levels

back at critical value and all machines operational) must have been completed.
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Machines parameters M; and M, | Costs/Unity | Demand d
Line [ p1 | p2 [ |2 | k1 | k2| g | d

1 103]03(06[06(25|2|2(21{10 1

2 103103)05(05(25{2]2|2]10 1

3 |]01(01}03]03]25(2(1|2]10 1

Tableau 1 - Static parameters of two machines line configuration.

Line | Ji 5 Jbeo Tic |Zuc—bea) | |Zirc—tia|
Jy =58 5.48

1 [2012] 202¢ ! 20.73 2.5% 2.9%
Jp = 14.4 15.25
Jy =926 8.78

2 | 28.03] 3083 31.76 2.93% 11.74%
Jp = 21.57 22.98
Jy = 4.81 4.57

3 | 2164|2382 24.13 1.28% 10.32%
J, = 19.01 19.56

Tableau 2 - Optimal costs results comparison of a numerical solution of HJB
equations [23], dynamic programming optimization based on the decomposi-

tion/aggregation technique (DPO) and regenerative Monte-Carlo simulations.
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8 Conclusion

We have developed a decomposition/aggregation based dynamic programming
optimization technique for partially homogeneous unreliable transfer lines with ma-

chine maximum production rates satisfying a monotonicity assumption.

The decomposition rests on two decoupling approximations : the machine de-

coupling approximation, and the so-called demand averaging principle.

The latter appears to have far reaching consequences in that it indicates that if
in a transfer line, the rate of demand for parts is a given constant, average storage
cost for the buffer filled up by a given machine, strictly depends on the reliability
of that machine and starvation phenomena due to machines upstream, but are not
affected by the specifics of machines downstream, as long as demand is met on the

average. This results is a great simplification of the analysis.

The simplified transfer line model developed here is a promising tool for the
optimization of partially homogeneous (identical) machine repair rates long lines
because it is highly scalable in terms of computations, and the resulting optimality

gap appears to be low.

The model yields intuitive results with structure to them. In particular, for long
homogeneous transfer lines, and under a structural assumption on the transition
cost, the analysis, as confirmed by numerical experiments, appears to indicate that,
away from line edges, the optimal availability profile is constant (i.e. machines should
enjoy a fixed coefficient of supply availability, and adjust their own hedging levels so
that they guarantee that same coefficient of availability to their next downstream

neighbor). This coefficient of availability is such that it brings machines at the brink
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of inability to meet demand (see Fig. 6 ; the minimizer is very close to the demand
infeasibility limit). Thus, some kind of "just in time production" principle is at work,
whereby when machines are starved, they will tend to produce at maximum rate
(with minimal blocking) whenever supply becomes available. This, in effect, tends to
minimize sojourn time of work-in-process in the line. The algorithm converges very
quickly. It is scalable and speed of convergence is much higher than alternatives
such as Monte-Carlo based optimization, or solution of Hamilton-Jacobi-Bellman

equations.

In future work and much like in [5], we shall analyze and compare control archi-
tectures, other than KANBAN (such as CONWIP, or hybrid KANBAN/ CONWIP),

using our simplified transfer line model.

Finally, note that an extension of this analysis to general non homogeneous lines
is significantly complicated by the fact that effective equivalent repair rates for a
given machine, become dependent on hedging level decisions taken upstream of that
machine. As to the monotonicity assumption on machine production rates, it is
important only in so far as the machine decoupling approximation is concerned. It
is not excluded that its effect on the approximation be minor, but thus far, we have

not carried out any tests to that effect.
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Abstract

A decomposition/aggregation technique is presented for the approximate perfor-
mance analysis of fluid models of unreliable transfer lines subjected to a constant
rate of demand for parts, and under a class of KANBAN type control policies. The
accuracy of the decomposition/aggregation technique is tested against the results
of Monte-Carlo regenerative simulations for a collection of three machine transfer
lines. While the above computations are based on single machine analytical results,
involving sixth order machine Markov chain models, further aggregated two-state
machine models are used to formulate the buffer optimization problem in unreliable
transfer lines as a highly scalable dynamic programming problem. The results of

numerical experiments on sample six machine transfer lines are reported.

Index Terms : decomposition techniques, transfer lines, manufacturing flow control,

dynamic programming, KANBAN optimization, hedging policies.
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1 Introduction

Since the introduction of transfer lines in the 1950’s, the identification of the
role of buffering and the determination of adequate buffering and inventory levels
respectively within, and at the end of transfer lines, have been crucial issues. Early
and seminal contributors to the analysis of these problems were Zimmern [33], and

Sevast'yanov [28].

Buffering in transfer lines (the fully automated version of human operated flow
lines) presents both advantages and disadvantages. On the one hand, sufficient buffe-
ring will shield machines in a transfer line from parts starvation due to failures of ma-
chines upstream, excessive part processing time variability upstream or downstream,
or from production blocking due to machine failures downstream. As such, buffering
stands to bolster line productivity. On the other hand, buffering/inventory is syno-
nymous with longer part sojourn times within the plant (thus higher theft/decay
likelihood), occupied expensive storage space, as well as frozen capital. How can one

quantify and determine adequate compromises ?

Many schools of thought have tried to address buffering issues directly or indi-
rectly. Already in 1967, Buzacott [5] introduced a synchronous discrete time discrete
state model of unreliable transfer lines and analyzed the extreme (zero and infinity)
buffering configurations, based on which one could at least decide whether buffe-
ring would be worth considering at all. Also, based on previous work, he made use
of aggregation types of approximations to carry out a preliminary analysis of op-
timization issues when the number of stations is small. The transfer line model of
Buzacott was subsequently analyzed by Gershwin [14] using different decomposition
ideas (collections of two machine lines were the basic decomposition building block).

He developed an algorithm which would allow transfer line maximum throughput
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evaluation, given buffer sizes, and where calculations could be carried out for very
long lines. His initial computational algorithm was improved upon by Dallery, David
and Xie [8], [9], who proposed their very effective so-called DDX algorithm, while
initial modeling restrictions were gradually removed in subsequent papers (see [10]
for a comprehensive survey up to publication date including transfer line aggregation
papers, and [11], [12], [15] for more recent contributions). Finally, for an independent
decomposition based theory of transfer line improvability, particularly suited for the

automobile industry environment, see for example [7].

Parallel to the queuing model /decomposition based performance analysis school
above, and under the influence of a seminal paper by Kimemia and Gershwin [19], a
control theoretic school was beginning to develop which aimed at addressing buffe-
ring issues in a more general context. It allowed in principle arbitrary time-varying
buffer structures, and information flows. The resulting production policy had to mi-
nimize a cost functional typically capturing costs associated with both buffering, and
failure to meet customer requirements on time. The workhorse of this approach was
the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) optimality partial differential equations. Also
by then, the transfer line model had shifted from a discrete parts version to a conti-
nuous fluid like version of the production process, better known as the flow control
paradigm. For an excellent overview and contributions within this research current,
see [27]. The major practical successes of this school were in fully analyzing opti-
mality within the single machine context (see (1], [3] for pioneering works). Also,
numerical analysis of more complex configurations pointed at suboptimal control
structures somewhat easier to implement and optimize than those based on HJB

equations |[2].

In [3], Bielecki and Kumar rigorously established that for a single unreliable ma-

chine manufacturing system, the optimal control law is a so-called hedging policy (see
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[19]), which involves maintaining whenever possible a critical inventory level in the
plant. Thus given that level, and as long as inventory is below the critical level, the
optimal policy is to produce at maximum rate whenever the machine is operational.
When the critical level is reached, it requires producing exactly what is demanded.
Otherwise, if the machine has failed, its production rate falls to zero, inventory is
gradually depleted, and eventually, if sufficient time is spent in this state, backlog
starts building up as negative inventory. The analysis in [3] was an illustration of
the fact that while HJB equations could easily point out at the threshold structure
of the optimal control law, they were much less effective as a computational device
for the optimal threshold value itself. Instead, if the buffering level were taken to
be a parameter within a general threshold based control policy, and the threshold
dependent corresponding cost functional obtained through probabilistic analysis,
it could be easily optimized analytically or via numerically effective optimization
tools. Hence control theory had pointed at promising parameterized control struc-
tures, while probabilistic analysis permitted an expression of system performance in

terms of the parameters to be optimized.

There is a rich literature evolving around single unreliable plant production op-
timization (see [1], [3], [20] and the references therein). Of particular interest to us
here, are the works by Sharifnia [29] (multi-state machine with backlog), Hu (18]
(two-state machine with no backlog allowed), and an unpublished generalization of
[18] to multi-state machines [22]. The goal of this paper is to extend the single ma-
chine control theoretic framework to arbitrarily long unreliable transfer lines, under
parameterized threshold production policies. In order to face the scalability issue,
we are compelled to use approximations. Thus, and much like in [9], and [14], in the
first part of the paper, we shall be presenting a novel transfer line decomposition
approach, best suited for our transfer line operation assumptions (constant rate of

demand for finished parts; blocking of last machine). The decomposition metho-
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dology leads to an approximation of the performance of the policies, based on a
collection of siz-state Markovian isolated machine calculations. The accuracy of the
decomposition is tested by means of comparisons with Monte-Carlo simulations. In
the second part of the paper, and in an effort to make optimization for large sys-
tems possible, we further aggregate the three-state machines in the decomposition
scheme down to two states. Subsequently, a two-dimensional dynamic program is
formulated for the optimization of hedging levels (or KANBANS), in the transfer

line. Optimization results are reported for a collection of six machine transfer lines.

Note that in a companion paper [26], a similar dynamic program is developed
and its structural properties are analyzed for the particular case when the machines

in the transfer line are either identical or have identical repair rates.

The detailed organization of the paper is as follows. Section 2 is devoted to a
presentation of the class of transfer lines, performance index, and control policies of
interest.- Two transfer line decoupling approximations are reviewed is Section 3. A
simplified Markovian equivalent model of binary work in process supply state I;(t)
and a resulting isolated Markovian machine representation of M; are presented in
Section 4. In Section 5, we show how the isolated Markovian machine equivalents
can be used to obtain estimates of the various parts storage and backlog costs in
the transfer line. A comparison of numerical results as obtained respectively based
on the proposed decomposition technique, and based on Monte-Carlo regenerative
simulations is also reported in this section. In Section 6, further simplified two-state
Markovian models of machines in the transfer line are derived, and buffering opti-
mization is formulated as a dynamic programming problem. Numerical results are
reported in Section 7. Section 8 is our conclusion. Appendice A and B describe pro-

babilistic calculations in multi-state Markovian machines with no backlog allowed.



132

2 Mathematical model of the transfer line, perfor-
mance functional, and the class of production po-

licies.

R Rl e n [ e ]

Figure 1 - Transfer line with m unreliable machines, intermediary and finished parts

inventory.

Following [19], a fluid model of production in an unreliable m machine single
part transfer line is considered. A machine, say M;, can be in one of two modes : an
operational mode where production rate lies between 0 and a maximum rate k;, and
a failure mode where production is zero. The mode indicator is denoted a;. Thus for
a; = 1, M; is operational, while for o; = 0, M; is in a failure state. Furthermore, each
a; is assumed to evolve according to a two-state Markovian chain with failure rate Di,
and repair rate r;. This corresponds to a time-dependent (as opposed to an operation-
dependent) failure model. The instantaneous rate of demand for finished parts is
assumed to be a constant d. Furthermore, the following assumptions/definitions are
made :

— The first machine is never starved.

- Production rates k;,i = 1,...,m are such that: ky > ko >...>2k>... >k,
This is to ensure that the production ability of a given machine is not syste-
matically limited by the maximum production rate of the upstream machines.

- Let z;(t) designate the instantaneous level of work-in-process in the storage bin
downstream of machine M;,i =1,...,m—1. Let Tm(t) and —z,,(t) denote the

inventory of finished parts, and the backlogged demand respectively whenever
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production lags behind demand. No backlog is allowed for i = I,....m—-1. A
piecewise linear cost structure is assumed. ¢; is the instantaneous storage cost
perunit z;, i =1,..., m— 1. ¢} is the instantaneous storage cost per unit

inventory max (zm,0), and c;, the cost per unit backlog max (—zn,0).

Let u;(t) denote the instantaneous production rate of machine M;. Work in

process z;(t), i = 1,...,m — 1, evolves according to :
dIL‘i
Fie ui(t) — wipa(t) (1)

with the constraint z;(t) > 0, while

dj—t'" = Up(t) — d. (2)

An isolated machine demand with following feasibility condition has been as-

sumed :

Ty
xk; >d
Ti + pi b2

In general, the aim is to develop feedback control policies on the system with

hybrid state : [z7,a”|T = [z,,23,...,Zm, a1, @2, . ..., am]T, which can minimize

the long run average cost :
1 t m—1
JaF.0d) = WmeB[ [ [ Y cmtr) +
t 0 i=1

¢}, max (zm(7),0) + ¢, max (=zm(7),0)|z], ag] d'r] (3)

For ergodic control laws, the above performance functional will be independent
of initial conditions. For an expression of the associated HIB (Hamilton-Jacobi-
Bellman) equations, see [27]. While numerical solutions of the HJB equations can
be a formidable task, they often point at potential suboptimal control structures
simpler to analyze and implement than optimal controls, whenever they exist (I21,
[25]). Inspired by (3], [19], we look for optimality within a restricted but parameteri-

zed class of feedback control policies ; that of so-called decentralized hedging policies
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(DHP). DHP’s are an extension to transfer lines of hedging policies first defined for
a single part, constant demand, unreliable single machine production system. Such
policies are characterized by a critical inventory level to be maintained whenever
possible and have been proven optimal [3] in single machine manufacturing systems
under the assumptions of our model. The notion of critical inventory levels as an
insurance policy against potential machine failures and the ensuing costs associa-
ted with backlogged demand is extended. Thus each machine, say M;, is associated
with its own critical level of work-in-process, denoted z;, hereon referred to as the it"
hedging level. Whenever able to produce (i.e. operational and not starved), machine
M; will produce at the maximum peak rate k;, until z; reaches z;. Thereupon, M;
will produce precisely at the rate u;,,(t) = d;(t), so as to maintain z; at level z; (we

set umy1(t) = d).

This class of control policies mimics in a fluid model context the celebrated
KANBAN policies introduced by Toyota in the 1960’s [30]. The z;’s are analogous
to KANBAN sizes. Thus, our objective is to develop efficient techniques to optimize
the hedging levels z;, i = 1,...,m, for m > 2, with respect to the performance
measure in Eq. (3). Note that the class of DHP’s has been considered previously for
two machines in tandem ([23], [31], [32]). In particular, Yan et al. have optimized
the choice of hedging levels using infinitesimal perturbation analysis. Furthermore,
Monte-Carlo optimization of single and multiple inventory levels in single unreliable
machines has been considered in [4], [6] and [16]. The more general problem of KAN-
BAN optimization in m machine flow lines with m > 2, and with a view towards

scalability of our optimization algorithms is studied here.

Along the line of decomposition strategies in [22], with the improvements in
[24], our optimization approach attempts to capitalize on precise analytical results

obtained for the much simpler problem of single machine optimal control, via an
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approximate representation of the transfer line as a collection of isolated machines
Az, where each E[: has its reliability adequately decreased to account for starva-
tion effects. This is in contrast to previous decomposition techniques [14] where the

smallest unit in the decomposition is a group of two machines in tandem.

The decomposition technique recalled here rests on two decoupling approxima-

tions which we now discuss in detail.

3 Decoupling approximations

3.1 The machine decoupling approximation.

This approximation aims at efficiently summarizing the impact of the world ups-
tream of a given machine on the operation of that machine. In the context of transfer
lines, the world upstream of a given machine acts like an unreliable supply of parts.
Thus for example, from the point of view of the ability of machine M;,, to produce,
what matters is the value of the binary supply state I;(t) = I[{z;(¢) > 0} U {z;(t) =
0, a@(t) =1, L_i(t) = 1}] where I[] is the indicator function, Iy(t) = 1, and
t=1,...,m — 1. The machine decoupling approzimation (MDA) states the follo-

wing :

" Binary supply state L;(t) is a random process which is independent of machine

My, operating state a;.((t), fori=1,... m—1".

Clearly, in reality, I;(t) is not strictly independent of a;,,(t), if only in instances
where I;(t) switches from 1 to 0, while a;(t~) = 0, because in such instances ai+1(t)
can only be 1. However, what MDA asserts is that the coupling is very weak. Note

that MDA holds exactly during the OFF portions of the cycles of I;(t), because the
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duration of these portions is strictly linked with the memoryless repair time of one
or more machines upstream of M;,,, and that duration is totally independent of
a;¢1(t). Thus, if I;(t) can be assimilated to a two-state or multi-state Markovian
chain, by relying on MDA, M;;, could be viewed as as an isolated machine A7,-+1
with mode @;4,(t) evolving on the Markov chain defined on the product space of

Li(t) and a4 (2).

3.2 The demand averaging principle.

For a constant rate d of demand for finished parts and under stationary ergodic
controls (known to exist under the demand feasibility condition if only when allo-
wing buffer sizes to increase to infinity [21}), every machine in the transfer line will
be responding to the same average rate of demand d (otherwise inventory would
build up to infinity or deplete to zero in some parts of the transfer line). The aim of
the demand averaging principle is to use this observation to achieve an approximate
but compact representation of the effect of machines downstream of a given buffer
t, on the dynamics of the associated storage level z;(t) and supply state I;(t). In
effect, it allows one to develop a simple model of the evolution of z;(t) and I;(¢t),
and eventually achieve a semi-Markovian or a Markovian chain representation of the

dynamics of the latter.

Let us then assume ergodic decentralized hedging point controls have been ap-
plied. Let d;(t) denote the instantaneous (stochastic) rate at which parts are drawn
from buffer : by machine M;, and let d}(t) be the restriction of that process on time
intervals where Li(t) = 1 (parts are available). Let d} = lim,_. E[d} (t)] denote the
steady-state value of E[d] (t)]. Let a;(t) = E[I;(t)] be defined as the instantaneous
availability coefficient of supply z;(t), and let a; be its steady-state value. Then the

demand averaging principle (DAP) states the following : " Under ergodic decentra-
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lized hedging controls in a transfer line subjected to a constant rate of demand for
parts d, the steady-state mean value of stock level i(t) over the active portions of
the supply cycle (1;(t) = 1), and the steady-state mean length of the active portion
of that cycle, both depend on the steady-state of mean demand process df(t), df,
but are not affected by its higher order statistics". Thus, what DAP states is that
the real demand process d;(t) could be replaced during the active portions of the z;
supply cycle by an appropriate constant level df without affecting either the mean
of z;(t) over the active portion of the supply cycle or the mean duration of supply
activity. In addition, given that the mean of the d;(t) process must be d, one can

write :

d = lim Eld(t)] = lim {E{d:(t) | () = O]Pr{Li(t) = 1]
+E[:(t) | () = OIPr[L(t) = 0]} = da, (4)

Thus : d} = d/a;.

The consequences of DAP are profound, because it states that in a mean sense,
the cost associated with the operation of a machine M; and its storage z;(t) is
independent of the specifics of machines downstream. To the best of our current
knowledge, DAP is an approzimation. However, in [24], we present partial analyti-
cal results to back this approximation. Also, DAP is tested numerically against the
results of Monte Carlo regenerative simulations for a diversified set of machine and

demand parameters, and its accuracy appears to be quite high.

In the context of a m machine transfer line, DAP helps us achieve two goals : be-
cause demand d;(t) (production rate u;+1(t)) is replaced by an appropriately chosen
constant, the cost at machine M;, i < m can be analytically computed using existing
constant demand based single machine theory [18], and multi-state generalizations
of [18], as reported in [22] and discussed in Appendices A and B. In addition, a lower

bound on the variance of durations of the active portion of the z;(t) supply cycle
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can be computed using first return time (to zero level) computations as developed
in [21] for single Markovian machines. This allows one to verify the plausibility of an
exponential approximation of the active supply sojourn time (see for example [22]

or [24]). We fill in the details of the modeling strategy in the next section.

4 Equivalent model of binary supply state I;(t) and

isolated Markovian machine representation of M..

4.1 Two-state Markovian representation of I,(¢).

Successive sojourn times of I;(t) at value 1 coincide with the active portions of
the z,(t) supply cycle and correspond to first return times of the () process to
the zero level. For the purposes of the approximate modeling we wish to achieve
here, the first return time to zero, say trz, of the z,(¢) process, will be considered
an ezponentiel random variable. Indeed, using DAP and the moment computations
for piecewise constant velocity one dimensional continuous processes, where velocity
changes coincide with the jumps of an underlying homogeneous finite state Markov
chain developed in [13] and [21], [24] provides numerical evidence backing this ap-
proximation. It is shown that the squared coefficient of variation of trz, the mean
first return time to zero, remains slightly below one for a wide range of critical
inventory levels z;. Given the positivity of trz, this is a clear indication of the plau-
sibility of exponential behavior. Thus, a two-state Markovian representation of Ii(¢)
is shown in Fig. 2.

In Fig. 2, given a,, the steady-state availability coefficient of z; for some choice
of critical hedging levels, the supply failure rate Ps, is related to a; and r, by :

Tl(l - (11)

p81 =
a

In fact, the supply failure rate is the inverse of the mean first return time to zero
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p.r, r

Figure 2 — Approximate two-state Markovian representation of I, (t).

of buffer z,, t,.;, thus :

1
Ps, ==

rzl

Notice that since the theory in [18] can in principle be generalized to semi-

A nad

Markovian machines, for tractability purposes, it is not absolutely essential to impose

the exponential active supply duration assumption for Li(¢t).

4.2 The four-state Markov chain model of M.

At this stage, using MDA, it is possible to conclude that machine M, subjected
to an unreliable supply characterized by the Markov chain I;(t) can be represented
by an unreliable multi-state Markovian machine fed by a fully reliable supply where
the state-space of the Markov chain is the cartesian product of that of the Ii(¢)
Markov chain, and that of the two-state Markovian machine M,. For a two-state
representation of I,(t), as developed in the previous section, this would normally
yield a four-state Markov chain representation with a single operational mode and
three failure modes (see Fig. 3, where the only operational mode has been labeled
d.

We now seek to construct a Markovian representation of availability state of
buffer z,, I;(t). Buffer z. is supplied by pseudo machine M, in Fig. 3 and can be

considered by virtue of the demand averaging principle as subjected to a constant
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Figure 3 - Four state approximate Markovian model, E[;, of the machine M, supplied

by unreliable buffer z;.

demand ﬁ, where a; = E[I,(t) = 1]. The periods of time for which L(t) = 1,
are the first return times to zero of supply z,. f,,;, the mean of these times, can
be computed based on an adaptation of an algorithm presented in El-Férik and
Malhamé (1997) (see Appendix A for details). As discussed for z,, these return
times are approximately exponential. Nevertheless, it is not possible to claim the
same for sojourn in the starvation state of z,, I(t) = 0. In fact, the starvation
state of z; may be caused by multiple causes, more specifically, a failure of only
M, or a starvation of M, caused by a failure of M,, or (with negligible probability)
a combination of the two causes. Moreover, according to each cause of depletion of
supply z,, the sojourn time in rupture state will in general have a different average
(see Fig. 5). This is not the case when all machines have identical repair rates and
under the assumption that the probability of two simultaneous machine failures is
neglected [26], because failure modes are essentially indistinguishable.

Thus, a more detailed analysis of the return rate from failure (see Fig. 4) is

required.
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further ? p“x ﬁfSt. return
modeling Ume.
calculations

Figure 4 - Non Markovian binary model of the availability state of supply ..

4.3 Aggregated three-state Markovian representation of I,(t).

The rupture state of supply z» can be considered as a non exponential sojourn

time macro-state including 3 possible substates (see Fig. 5).

Supply x, failure state

Figure 5 ~ Zooming on supply, z, failure state. The three depletion substates are

distinguished by their causes and are respectively denoted as 2/, 3’, 4'.

In Fig. 5, s, sy, sy are the probabilities that when WIP z, becomes zero, it
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does so respectively because of a failure of machine M, alone, failures of both ma-
chines M) and Mj, or a failure of machine M, alone. Probabilities Sy, S3r, S4 are
calculated based on first return time to zero type calculations. The value of these

probabilities can be precisely calculated (see Appendix A for details).
Fig. 6 illustrates the dynamics of process z,, where &, is the ON state of fictitious

machine 1?[;, and sy indicates the probability of reaching substate i/ when WIP z,

becomes zero.

1) P A

=184 AN N\ time

Figure 6 - Dynamics of buffer storage level z,. sy, sy, sy are respectively probabi-
lities of M, only failed, both M, and M, failed, and M, only failed when z, returns

to zero.

Denote here, the mean first return time from failure mode J' back to operating
mode 1, qu, J' = 2,3,4. We emphasize that in the T,-q calculation, the initial
substate is j. The approximate Markovian model of supply availability state for
machine Mj is illustrated in Fig. 7.

If the four state Markovian representation in Fig. 7 were to be left as such, and
combined with the two-state Markov chain associated with machine M3, this would

result in an 8 order model for pseudo machine A73 As one further proceeds to
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@ M, responsible @ Causes other than M,

Figure 7 - Approximate Markovian model of the supply availability state for machine

M;.

build fictitious isolated pseudo machines AZ, MS, ..., there would rapidly ensue a
state explosion. Instead, we choose to systematically aggregate the Markov chains

associated supply availability states dowu to order 3.

Starting with supply availability state for machine M5, we now illustrate how
such a states aggregation is carried out. In Fig. 3, there is a single "on" mode, and
three failure modes where the most likely in practice is that which can be traced
back to a failure of machine M, alone (this is because for M; to be responsible,
it would take a failure of M; as well as the emptying of both existing supplies of
works in process ) and z;). Therefore, we aggregate the failure states into two
categories : those involving a failure of machine M, and those due to other causes.
This is illustrated in Figures 7 and 8.

In turn, we use the sixth order model of M; (where a single mode is operational),
to obtain a 6 order Markovian representation of supply state I3(t). The various

substates are labeled, defined, and represented in Fig. 9, while the aggregated model
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Figure 8 - Markovian aggregated model of the state space availability of buffer

dynamic z,.

is shown in Fig. 10. At this point, starting from the model in Fig. 10, the latter plays
for the construction of AZ, a role analogous to that played by the model in Fig. 8
for the construction of 1\7; Consequently, pseudo-machine models Xf, are generated

recursively, and are of order 6 for ; > 3.

5 Numerical testing of decomposition/aggregation
based transfer line performance evaluation.

In the following, we apply the decomposition/aggregation strategy detailed in
section 4, to the evaluation of the cost function in (3), when decentralized hedging
policies are applied and the values of hedging levels z;, i = 1, ..., m. are given.
Performance estimation proceeds by adding up the separate storage costs incurred
for works in process z,, z,, ..., Tm-1, and the combined storage/ backlog costs in-
curred for surplus process z,,, respectively based on equivalent machine models AZ,

t =1, ..., m. For the computations relating to z,, 73, ..., Zm_;, we rely on the
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@ M, responsible @ M, not responsible

Figure 9 - Sixth state Markov chain model of supply availability state for machine
M.

(s +53 +5,)p,

=[_r
Sp+Sy+S,

Sy

T,
n
Sy 48y +5,

Figure 10 - Markovian aggregated model of the state space availability of buffer

dynamic z3.
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generalization of Hu [18], i.e. the case of a Markovian two-state machine with no
backlog allowed, to multiple state machines with no backlog (see [22] and Appen-
dix B), while the costs relating to z,, are computed based on Sharifnia [29), i.e.
the case of a multi-state Markovian machine with backlog allowed. Note that the
multi-state generalization of Hu’s result is based on using Sharifnia [29], pretending
that all machine states are feasible, and associating the actually infeasible (failure)
states with hedging levels located at zero. Furthermore, note that, for machines AZ,
t < m— 1, by virtue of the demand averaging principle (see section 3.2), the "appa-
rent” constant demand to be used in the calculation should not be d, but ;d: where q;
is the a priori unknown supply availability coefficient related to works in process z;,
t=1, ..., m—1. While a theoretically based iterative calculation of the value of a;
is possible, and strictly for purposes of numerical comparison, we have instead cho-
sen to obtain this value from Monte-Carlo simulations under the same conditions.
Thus a;, i =1, ..., m—1, is estimated based on Monte-Carlo runs and plugged back

into the theoretical expressions of Hu (as generalized), with demand d replaced by ai‘,.

Configuration of machines M, M2 and M3 Supply z; and constant demand rate d

Line P1 P2 | p3 r r2 r3 | k1 k2 k3 z] 22 z3 d

1 025 | .05 | .02 ] 125 | .1 3 29 1 28 | 047 | 7.7 5 1

2 .01 031 .25 .15 45 5 2 1.9 ] 1.8 .12 34 | 8.1 1

3 .02 .15 ] .08 | .15 .5 3145|3525 .08 4.2 | 4.7 1.2

4 1 .08 | .15 5 45 6 3 29 | 2.8 5 3 7 1

5 2 .15 .1 6 45 4 3 29 | 2.8 3 § 7 1

6 .15 2 .1 4 .45 3 3 29 | 28 2 2 2 1

Tableau 1 - Transfer line configuration for three studied cases. ¢; = c2=cf =2;

cz = 10.

The numerical experiments were carried out for a sample set of three machine
lines with parameters described in Table 1. Monte-Carlo regenerative simulations

were employed (regeneration state is first return of vector (z,, z,, z3)T to (21, 22, 23)T),
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and the stopping criterion was when relative mean total cost change between two
successive regeneration cycles is less than 10~°. Standard deviation (SD) was esti-
mated at that stopping point. the results are summarized in Table 2 and indicate

agreement within roughly 3% in the worst case.

Three states decomposition technique Monte-carlo simulation Relative error%
Line | Ja J3 JPT (d/a;) Jy Ja Ja JMC (SD)
1 .0923 | 10.8 | 42.24 53.24 094 | 10.2 44 54.3(.09) 1.95
2 .225 5.99 | 44.04 50.35 225 | 5.92 | 459 52.05(.12) 3.25
3 .141 6.26 34.6 41 .144 | 6.17 | 36.02 42.33(.16) 3.14
4 9.08 5.25 12.7 27 8.98 | 5.1 12.83 | 26.91(.032) 0.45
5 4.97 | 8.14 | 12.94 26.05 4.74 7.7 13 25.44(.12) 2.4
6 3.04 2.5 27.4 32.94 29 2.1 29 34(.17) 3.12

Tableau 2 - Transfer line performance evaluation estimates based on decomposi-
tion/aggregation technique as compared to Monte-Carlo regenerative simulation

based estimates. SD is estimated standard deviation for Monte-Carlo computed

costs.

While the above decomposition/aggregation technique yields accurate perfor-
mance evaluation results in nonhomogeneous transfer lines, it is still too complex
for buffering optimization purposes, particularly in long transfer lines. Thus, in order

to make optimization algorithms scalable, further simplifications are needed.

6 A simplified model for dynamic programming trans-
fer line buffering optimization.

6.1 Simplified model of M

In this subsection, for scalability of computations, albeit at the cost of some

loss in accuracy, we further aggregate the models of pseudo machines AA/[’, down to
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order 2, thus reaching a level of complexity comparable to that used for buffering
optimization in partially homogeneous (identical machine repair rates) transfer lines
[26]. Introducing the a priori unknown coefficients of supply availability a;, i =
2, ..., m—1, with gy = 1 (first machine upstream is never starved), Fig. 11 is
a representation of the recursive relationship between successive pseudo machine

model parameters.

p, = rall-a;, =
" a;. Pi
@ / @ @
M. ,ﬁi

i-l i

=Y

Figure 11 - Derivation of two-state aggregate Markov chain model of pseudo machine

—~—

M, 1>2

In Fig. 11, assuming a two-state Markov model of machine j\Z--; is given with
respective failure and repair rates p;_, and 7;_;, the expression of supply state I;_,
failure rate p,,_, as a function of coefficient of availability a;_, derives from : a;_| =
;ﬁ—j‘;‘—ﬁ_l. Indeed, for two state machine models, the repair rate of a given supply
state coincides with that of the machine directly feeding that supply. Furthermore,
if one neglects the probability of a simultaneous failure of machines 1?!:--1 and 7,-,

then it is not difficult to show that an estimate of 7; would be :
__ (Z5) (@)
i = . - Fiv )
( "i—’: ':‘Fll.‘...l ) ('i"’ipi ) +( "i-l"l’Plli_l ) ("iifpi )
( Ti~— ::‘_P:.'_l ) ("i:'iPi )
( "i—:":;lli..l ) ('i,‘:l’i ) +( "i—lr'i"';’:.'_l ) ("iz'i”i )

Ti1+

T: (5)
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while if one imposes that the steady-state probability of &; = 1 be (——;"‘ )

Ps;_;+7i-1

(-—'l’—_), it is possible to obtain :
ritpi

5 = [(F.-_l +Ps )it p) IJ = (6)

T
Ti—1.T;

6.2 Formulation of a dynamic program.

In the following, based on the simplified two-state machine model derived above,
and existing single machine related analytical results, we formulate the transfer line
buffering optimization problem as a dynamic programming problem where the state

space at each stage of the program is a subset of R,.

Fori=1, ..., m—1, based on [18] - the case of a two-state Markovian machine,
under a constant demand and with no backlog allowed - and the demand averaging

principle (Section 3.2), it is possible to write for stock z; fed by machine M, :

- 1— Ti (ki—d/ai)
@ =1—_" Pi (d/ai) (7)
= = = — N (kifi—(d/ay) (i)Y L
Titpi g _ L("t_‘ﬁ/&le( (k,—d/a,) d/ai )z'
pi (d/aq)

Note that in (7), d} = ai plays the role of the constant demand rate in the

]

original expression in [18]. If one then solves (7) for z; in terms of a; and substitutes
the results in the expression for storage cost with no backlog allowed from [18], the

result is :

TG 5oy ai) = c.@ kel — 1) + (2 + 52)(00)In(1)] (8)

where in (8), ¢; and ); are as below :
o= (HB)(1— ) +
M+ —a)(1+N)
. KiFi = (d/a) B+ 7)
t (ki — d/a;)d/ai
Based on (5), (6), (8) applied for i — 1 instead of i, and recalling that Dsiy =

Bmllzany) 4 s possible to draw the state transition diagram in Fig. 12.

ai—1
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hie Fio1

-

P Decision a__ ~l
) ision a, | .
p i-1 | (transition cost Eq. (8)) p Sio1 p t

Figure 12 - State transition diagram of a dynamic program where, at each stage i,
the state space is two dimensional, and directly identified with vector (7, 7:)T. The
equivalence sign = is by virtue of Eq. (5)-(6). Availability coefficient a;—; plays the
role of a decision (input action) variable, while the corresponding transition cost is

given by Eq. (8) for i replaced by i — 1.

Thus, based on Fig. (12), Eq. (5)-(6), and Eq. (8), it is possible to formulate
the following dynamic programming problem, hereon referred to as the single part

transfer line buffer optimization problem.

« Given a single part unreliable Markovian transfer line subjected to a constant
demand rate d which can be met by each machine in isolation ; determine, if it exists,
an optimal sequence of supply availability coefficients, a;, i = 1, ..., m—1, which
would achieve the following lower bound on the total buffering/backlog costs :

m-—1
J= it [; T(FoPiot) + Te(Fms )|, i=1,...,m—=1  (9)
where in (9) :
= Tr(Tm, Pm) is a terminal state cost and is in effect the Bielecki-Kumar optimal

cost with backlog allowed [3]. It is given by :

- - chzm Pmkmd(e™ ™ (e + ct) — ct)
Te(Tm, Pm) = == —= = + —= ——= —n 10
P B ) = I Bl ~ D~ * (P4 ) ol —d) 5y (10
where A, = —L——?'““;&;d_;)ﬁ'"d.
- A7, pi), i =1, ..., m, are admissibility sets of the a; decision variables.
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I — The state transition equations associated with this dynamic program, and
denoted [7;, 5:)]T = [f1(Ti=1,Pi-1, ai_1), f2(Fi_1, Bie1, 2:_1)] are given by (5) and
(6), with p,,_, replaced by f=ill=eizi)

6.3 Characterization of admissibility sets A;(7;,p;),i=1, ...,
m — 1.

The admissibility sets for the coefficient of supply availability decision variable
ai, given a "d feasible" state (7;, p;) at stage ¢, are open sets such that 0 < a; < 1 (it
would require 2; infinite to make a; go to one), and an additional constraint on a;
deriving from the fact that demand d must remain feasible for equivalent machine

JE+1. More specifically :
Tit1
Tit1 + Pit

Thus, recalling the state transition equations :

kﬂ.l >d (11)

Si(T3, pi, a;)
fl(ﬁvﬁivai) + f2(ﬁ15i1ai)

>d (12)

Note that the study of the existence of an optimal solution to the single part
transfer line buffer optimization problem is beyond the scope of this paper (for the
partially homogeneous transfer line case, existence issues have been tackled in [26]).
It should derive from first establishing that, without loss of optimality, admissibility
sets can be chosen to be closed and bounded. Existence of an optimum would then

follow from the continuity of the cost function in (9) over a compact set.

7 Numerical results.

In the following, we report on results of numerical experiments with the dynamic
programming algorithm in (6) for two six-machine sample transfer line examples

analyzed in [7], and described in Table 3 below. In subsection 7.1, the reachable
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state space obtained from a recursive application of Eq. 12 for transfer line 2 is

represented. In Subsection 7.2, actual optimum buffering levels are computed.
o[ 30 R R R R G L 2 A

Figure 13 - Flow shop considered in example 1 and 2.

7.1 An example of reachable state space sets.

In Fig. 14, the reachable state space p; versus 7;, i = 1, ..., 6, for line 2 in Table
3 below is illustrated. Thus, the curves in Fig. 14 account for all possible (5;,7;)

pairs that can be reached, given the admissibility constraints for supply availability

decision variables a;,i =1, ..., 5.
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Figure 14 - Reachable state space of transfer line 2, in Table 3, at stagesi =1, ...,

6.
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7.2 Optimal buffering results for long transfer lines.

In Table 4, we report optimum buffering levels z;,2=1, ..., 6 for transfer lines

1 and 2.

Configuration of machines M;-Mg
Line Il po | p2 | s | pa|ps )6 | n r2 3 T4 rs s
1 .35 | 175 | .56 | .15 2 .35 7 .39 1.44 32 8 .75
2 .3 .35 05 | .15 | .15 | .35 | .6998 | .6502 | .9497 | .35 | .8503 | .6502

Tableau 3 - Reliability data for transfer lines 1 and 2 configurations (data based on
). a=1,i=1,...,5 ¢ =cg =1, ki=1,i=1,..., 6 and constant demand d
is 0.5.

Example 1 Example 2
Optimal hedging level { Optimal cost | Optimal hedging level | Optimal cost
Machine z7 J: z7 J?
1 197 .133 .275 .184
2 1.715 .524 1.351 171
3 1.687 438 .867 .387
4 1.125 .543 1.955 607
5 2.093 1.091 2.12 1.283
6 .997 1.406 1.3 1.757

Tableau 4 - Optimal hedging levels and optimal costs results for six machine transfer

lines 1 and 2.

8 Conclusion

A decomposition/aggregation technique for approximate performance analysis
of KANBAN controlled unreliable nonhomogeneous transfer lines, has been presen-
ted. Performance evaluation is based on computation of individual work in process
storage costs, itself based on the analysis of sixth order Markovian equivalent (iso-

lated) machines subjected to a constant demand rate, and with no backlog allowed.
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The analysis of such machines is possible thanks to a multi-state generalization of
Hu’s model [18]. For the sample transfer lines considered in the paper, performance

estimates based on the decomposition/aggregation approach appear to be accurate.

In addition, a further simplified two-state individual machine equivalent has been
the basis for the formulation of a two-dimensional state dynamic program for buf-
fer optimization in unreliable long transfer lines. Numerical experiments with the
algorithm have been reported. Optimal buffer levels can be computed very quickly.
While formulation of a dynamic program based on the more accurate six states Mar-
kovian machine model is possible, it would be much heavier in terms of complexity

of the optimization procedure.

In further work, we would like to apply the proposed decomposition/aggregation
approach to the analysis of more complex manufacturing plant architectures inclu-

ding possible reentrant flows.
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A First passage-time related calculations in multi-
state Markovian machines with no backlog allo-
wed.

In this appendix, based on an adaptation of the analyses in [13] and [21], given
the sixth order machine equivalent parameters for ]\Z and the associated hedging
level z in Fig. 9 (for index 3 replaced by 1), and for supply state L(t),i <m-1,
i.e. when no backlog is allowed, and for a constant rate of demand d, we show how
to compute :

- probabilities s;» for A‘/Z in failure state ¢/, 7/ = 2', ..., 6, upon the first return

of stock z; to zero,

- mean return time t,.; = (ps,)! of stock z; to zero,

The probabilistic calculations in Hu [18] are extended to multi-state machines
with no backlog by pretending that machine failure modes are actually feasible
(states where demand can be met), but are associated with a hedging level at zero.
Thus, as in Sharifnia [29], every mode will be associated with a hedging level, na-

mely z; for mode 1, and zero for all the other modes.

As in [13], hybrid density probability vector f(xi,t):[fl(a:i,t), folziyt), ...,
fe(z:,t)]T, where hybrid probability density function f;(),t)dA=Pr[(A < z;(t) >
A+ dA) ) (ai(t) = j)], evolves according to the following Forward-Kolmogorov

equations :
8f(zit) _  Oflzut)  ,rr
5 =V oz, + A f(zi, t) (A1)

for O0<z; < 2

and in (A.1), A = [);;] is the matrix of the transition rates for Markov chain 1\7,-,

and V; = Diaglv], v; = k; - Z, while v; = —d for j=2,...,6.



156

At hedging level z;, a time varying probability mass P, (t) evolves according to

the following differential equation :

dP,,(t)
dt

In order to compute first return to zero of stock z; related probabilistic quanti-

= ‘Ulfl(Zi,t) +/\11Pz‘.(t) (A.2)

ties, initial and boundary conditions must complement (A.1) and (A.2). They are

as follows :

initial conditions :

P,.(0)= 0
2:(0) (A3)
2,0y = [8(z:),0,...,0]
Boundary conditions :
At Iy =2;: vifj(zl,t)+/\1jsz(t)=O, ]=2,,6 (A4a)
At z;=0: £(0,¢) =0, t>0 (A.4b)

—

Defining: F*(z;, s) as the Laplace transform of f(z;,t), the mean return time to

zero of stock z; can be obtained from :

6 6
- oo O0F:(0,s)
trzi = / t[Z—vjfj(O, t)]dt = Z’UJ—]a— (A5)
0 tim i=2 % le=o
While the probabilities s;/, 7 =2/, ..., 6’, can be obtained from :
o= [ [-uh00]e=Fos (A.6)
s=0

Upon Laplace transformation of (A.1)-(A.4), and partial differentiation with
respect to s, letting s go to zero, it is possible to show, much like in [13], that the
quantities in (A.5) and (A.6) emerge as a result of the solution of a system of linear
differential equations. Finally, note that mean times to repair T, given current
failure mode 7’ are computed based on the first passage-time theory of Markov

chains (see [17] for example).



157

B Mean storage cost computations.

In order to compute the long term mean of z;, E[z;], one should complement (A.1)

and (A.2), with the following ordinary differential equations, where Fp;, indicate

probability masses at z; = 0, at time ¢, and in state 5Hhi=2...,6:
dPy;
5 = Vi fi(0.8) + X Poi(8) + Y e Pael2) (B.1)
k#j

In addition, the following boundary conditions must be imposed :

At ;=2 (A.4a)
6

At zi=0 @ —ufi(0,t)+ 3 AiPy(t) =0 (B-2)
j=2

Considering then (A.1), (A.2), (B.1), (A.4a) and (B.2) in the steady-state, and

computing the corresponding steady-state probability density functions vector f”(:z:,-),

and probability masses P, F53,j=2,...,6, it it is possible to compute the mean
of r; as :
6 oz
Elz;] = zP5 + Z/ zf;(z)dz. (B.3)
=170
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