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RESUME

Ce mémoire présente un modele analytique pour I’analyse dynamique des coques
cylindriques minces horizontales partiellement remplies de liquide. C'est une méthode
hybride qui combine les éléments finis avec la théorie des coques minces pour obtenir

les fonctions de déplacement spécifiques.

Nous étudions l'effet des oscillations de la surface du fluide sur le comportement
dynamique du systéme coque — liquide. Pour cette analyse, nous considérons I’influence
de plusieurs paramétres comme le mode circonférentiel, le mode axial, le rapport
d'élancement structural, la largeur de la coque ainsi que les forces d'inertie induites par

le liquide et sa surface libre.

La coque est divisée en plusieurs ¢iéments finis et les fonctions de déplacement sont
calculées en utilisant la théorie des coques minces de Sanders. Les matrices de rigidité et
de masse de la coque sont calculées afin de trouver et de résoudre les équations de

mouvement.

Pour le fluide contenu dans la coque, on impose des conditions aux rives et on exprime

son comportement & 'aide d’une fonction potentielle. Les énergies cinétiques et
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potentielles du volume de fluide sont évaluées pour trouver I'influence du fluide sur la

dynamique du systéme coque - liquide.



Vit

ABSTRACT

This thesis presents an analytical model for the dynamic analysis of thin horizontal
cylindrical shells partially filled with liquid. It is a hybrid method which combines the

finite elements with the thin shell theory to obtain the specific displacement function.

We study the effect of oscillations of the surface of the fluid on the dynamic behaviour
of the shell - liquid system. For this analysis we regard the influence of several
parameters such as: circumferential mode, axial mode, slenderness ratio and inertial

forces induced by the liquid.

The shell is divided into cylindrical finite elements and the displacement functions are
calculated by using the thin shell theory of Sanders. The stiffness and mass matrices of

the shell are evaluated in order to find and to solve the equations of motion.

For the internal fluid, a potential function is developed in terms of boundary conditions.
The kinetic and potential energies are evaluated to find the influence of the fluid on the

dynamics of the structure.
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INTRODUCTION

0.1 Généralités

Les coques minces sont utilisées dans une grande variété d'applications. Elles ont suscité
l'intérét constant des chercheurs qui étudient leur comportement sous I'effet des charges

dynamiques et statiques.

On les retrouve partout: dans l'industrie aéronautique, nucléaire ou en construction. De
méme, les configurations cylindriques sont intensivement utilisées sous diverses formes

comme réservoirs sous pression, conduites, conteneurs et composantes structurales.

La présence d'un fluide a l'intérieur de la coque a une influence importante dans le
comportement dynamique de la structure et peut générer des problémes complexes a
résoudre. D'ailleurs, dans le design d'un vaisseau contenant un fluide, le calcul des

fréquences naturelles du systéme est une étape préliminaire pour I'analyse dynamique.

Le couplage hydrodynamique entre le fluide et la structure peut étre exprimé en termes
de trois composantes de force: l'inertie, la force de Coriolis et la force centrifuge. Le
terme d'inertie est utilisé pour indiquer la masse ajoutée a la masse réelle de la structure.

Parmi les études réalisées dans le domaine d'interaction fluide - structure, on peut

distinguer plusieurs directions principales comme: le couplage hydrodynamique, les



mouvements de la surface libre de fluide ou le «sloshing» et les vibrations induites par

["écoulement.

Les premiéres études qui constituent d'ailleurs les bases théoriques du comportement du
fluide a I'intérieur des coques cylindriques, sphériques et autres datent du dix-neuvieme
siecle et peuvent étre trouvées dans les travaux de Rayleigh et Lamb [36]. Aprés la
deuxiéme guerre mondiale, ’avancement technologique et scientifique a donné un
nouvel élan a ce domaine de recherche dans le but de soutenir les programmes de

développement des vols des fusées cosmiques.

Parmi les études des années soixante, mentionnons celle de Berry et Reissner [7] qui
étudiait le cas d'interaction d'un fluide pressurisé a l'intérieur d'une coque cylindrique.
Les deux chercheurs ont utilisé la théorie des coques minces pour le cas des coques
cylindriques en considérant un chargement composé de la pression statique interne et de
l'inertie de la coque due au seul mouvement radial et de l'inertie du fluide a partir de la

masse de fluide pressurisée.

Une autre étude théorique et expérimentale est celle de Lindholm, Kana et Abramson
[37] qui ont analysé les vibrations des coques minces partiellement remplies de liquide
dans le cas des coques cylindriques nonpressurisées. Il faut aussi tenir compte du travail
de Coale et Nagano [10] qui ont considéré le cas d'une coque cylindrique couplée a une

coque sphérique remplies de liquide.



Mazich et al. [39] présentent le cas d’une coque cylindrique verticale en faisant une
analyse modale pour différents niveaux du fluide. Une bonne concordance avec un
modéle d’élément fini est trouvé seulement pour le moden=2, m = 1.

Amabili [2] dans une étude expérimentale présente une analyse modale d’une coque
cylindrique horizontale simplement supportée en interaction avec du liquide de
différents niveaux.

Une étude avec une méthode combinée : théorie d’éléments finis et théorie d’élément de

frontieére (boundary element method) des coques immergées est proposée par Bérot et al.

[6].

Des interactions plus complexes sont étudiées par Jeong [15] qui s’intéressait a
I’influence transmise par un fluide entre deux coques cylindriques.
Niezrecki et al. [45] teste expérimentalement une coque simplement supportée aux deux

bouts en essayant de créer les conditions théoriques idéales.

Une modélisation est proposée par Liu et al. [38] en appliquant la méthode d’analyse

énergétique statistique pour étudier 'interaction liquide - structure.

Les trois derniers décennies, Lakis et al. [19] - [35] ont étudié les effets de la pression,
de la surface libre et de 1’écoulement du fluide interne et/ou externe sur la dynamique

des coques minces composées de matériaux isotropes, orthotropes et anisotropes. C'est



une formulation basée sur la méthode des éléments finis et sur la théorie classique des

coques minces.

Le développement de la présente recherche est fondé sur la méthode des éléments finis
et sur l'application des équations de Lagrange pour obtenir I’influence du fluide sur les
fréquences naturelles d’une coque cylindrique horizontale. I'objectif est de modéliser
une coque horizontale partiellement remplie de liquide. Dans cet élément de fluide nous

tenons compte de [’effet de la surface libre sur les fréquences naturelles du systeme.

L'¢lément fini utilisé est de forme cylindrique et les fonctions de déplacement sont

dérivées de la théorie des coques minces de Sanders.

0.2 Objectifs de la recherche

Le but de la présente recherche est d'analyser le comportement dynamique des
mouvements de la surface libre de liquide en interaction avec une coque cylindrique

horizontale.

L'étude est située dans le domaine des vibrations des coques minces partiellement et/ou
totalement remplies de liquide. C'est une méthode hybride qui combine les éléments
finis avec la théoric des coques minces pour obtenir les fonctions de déplacement

spécifiques qui s'adaptent mieux aux déformations réelles.



Le comportement dynamique du systéme est régi par l'équation de mouvement:

(I, ]- D8 e, T+ (K- [k D){s }= ()} (EX)
oll [My] et [Ko] représentent les matrices de masse et de rigidité de la coque solide (voir
référence [34]), [My] , [CF] ¢t [Kr] sont les matrices associ¢es aux forces d'inertie, de
coriolis et centrifuge et qui représentent l'effet du fluide sur la coque (voir référence
[31]. {F(t)} est le vecteur des forces dues & un champ de pression aléatoire (voir

référence [33]).

Pour le cas du fluide au repos, les matrices [Cr], [Kg] et {F(t)} sont nulles et I'équation

(I1.2.1) prend la forme suivante:

(IMo]-[M 1){8 j+[Ko {8} =10} 1.2.2)
Dans les équations (1.2.1) et (1.2.2) les effets induits par la surface libre du liquide ont
été négligés. Pour tenir compte de ces effets, nous allons ajouter une matrice de masse
pour la surface en mouvement et une matrice de rigidité pour le changement de potentiel

du liquide di a I'élévation des vagues:
(M1 (M T+ M 1))18 f+ ([Ko]-[K 5] ) {8 }={0} 12.3)
Finalement avec les notations [M |=[M; ]+ [Mfs] et [K;]=—[K ], nous trouvons pour

le comportement dynamique du systéme I'équation de mouvement:

(Mo ]+ M ]){8 j+([K, ]+ [ ) {3 = {0 (12:4)



Les matrices [M,], [Ko] ont été calculées dans une recherche antérieure par Lakis et al.
[34]. Dans cette étude, nous développons donc les matrices [My] et [Kr] pour modéliser
le comportement du fluide en tenant compte des mouvements de la surface libre.
Ensuite, pour analyser I'effet des oscillations de la surface, nous faisons une analyse
comparative entre les résultats obtenus par cette méthode et ceux obtenus par Lakis [31]

qui ne prennent pas en considération l'influence de la surface libre.

Nous considérons I’influence de plusieurs parametres comme : le mode circonférentiel,
le mode axial, le rapport d'élancement structural, la largeur de la coque ainsi que les

forces d'inertie induites par le liquide et sa surface libre.

Pour une coque cylindrique horizontale mince, nous calculons des fonctions de
déplacement spécifiques a partir de la théorie des coques. En utilisant ces résultats avec
la méthode des éléments finis, nous trouvons les matrices de masse et de rigidité de la
coque solide et les équations de mouvement. Tenant compte des conditions
d'imperméabilité él l'interface fluide - structure, nous exprimons le comportement de
I'élément fluide a 1'aide d'une fonction potentielle. Les énergies cinétique et potentielle
de la masse de liquide sont calculées afin de trouver l'inﬂuence du fluide et des

mouvements de la surface libre sur les vibrations du systéme coque - fluide.



3 Contenu du mémoire

Dans le chapitre I, nous développons les fonctions de déplacement, les matrices de

masse et de rigidité et enfin les équations de mouvement de la coque solide.

Au chapitre II, nous définissons la fonction de potentiel des vitesses qui exprime le
comportement du fluide, nous modélisons le mouvement de la surface et nous trouvons
les matrices ¢lémentaires fluides de masse et de rigidité induites par le mouvement de la

surface libre.

Au chapitre III, nous présentons les principales étapes de la réalisation du programme

informatique en détaillant le choix des logiciels et ’assemblage des éléments finis

fluides.

Pour valider le modele nous analysons la convergence de la solution et des résultats

théoriques sont comparés avec des valeurs obtenues expérimentalement. La derniere

partie est réservée a I’analyse de l'influence du mouvement vibratoire de la surface libre.

Finalement, nous présentons les conclusions générales.



CHAPITRE I

FORMULATION ANALYTIQUE DE LA COQUE CYLINDRIQUE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les fonctions de déplacement pour un élément fini
cylindrique & partir du travail de Lakis et Paidoussis [34] et nous développons les
équations de base qui nous permettront de trouver les matrices de masse et de rigidité

pour la partie solide du systéme a analyser.
1.2 Fonctions de déplacement

L'¢lément fini utilisé est horizontal et il est limité & ses deux extrémités par deux noeuds
linéaires i et j (Figure 1.1). Les fonctions de déplacement pour un élément fini

cylindrique peuvent étre exprimées d'une maniére générale:

U(x,6) 5,
W(x,0) = [N] 5 (1.2.1)
V(x,0) !

ou les éléments de la matrice [N] sont fonction de la position et de l'anisotropie de la

coque et ou le vecteur {Si 9 }T représente les déplacements nodaux.



Pour dériver les fonctions de déplacement, nous utiliserons les équations de Sanders [51]
du premier ordre. Ces €quations sont basées sur la premiére approximation de Love et
permettent d'avoir des déformations nulles pour des petits mouvements de corps rigide,
ce qui n’est pas le cas pour d'autres formulations. Les équations d'équilibre des coques

minces et des coques cylindriques ainsi que leur développement analytique sont données

a I'Annexe A.

Figure 1.1 Représentation schématique d’un élément fini de coque

Pour I’équilibre de la coque géométriquement axisymétrique, il y a cinq équations
générales qui seront réduites a trois en éliminant les forces de cisaillement Qy et Qq. En
remplacant les déplacements axiaux, radiaux et circonférentiels dans les équations

d'équilibre, on obtient trois équations différentielles. Leur solution donne les fonctions

de déplacement.
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La forme générale des fonctions de déplacement (en coordonnées cylindriques dans les
directions axiale, tangentielle et radiale et en tenant compte de leur périodicité dans la

direction axiale) provient de la solution des équations de mouvement d’une coque

cylindrique telle que :
U(x,8) = u,,(8)cos m;jx
V(x,0) = v, (0)sin = (1.2.2)
W(x,0) = w,, (0)sin o
ou:
- m est le nombre de mode axial,
- x est la coordonnée suivant I'axe du cylindre,
- 0 la coordonnée suivant la direction circonférentielle,
- L est la longueur totale de 1’élément fini et en assumant :
8 E
un (@) =Y A
i=1
8
Vi (0) = B (1.2.3)

i=1

8
W (0)=> Cie"
i=1

ou m;, i=1,8 sont les solutions de I’équation caractéristique de la coque solide, nous
obtiendrons les solutions des équations différentielles (A.10 — A.12) qui décrivent le

comportement de la coque cylindrique.
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1.3  Equation caractéristique

Lorsque nous remplacons les fonctions de déplacement données par les relations (1.2.2),
(1.2.3) dans les équations d'équilibre (voir Annexe A équations (A.10) - (A.12)), nous

obtenons un systeme linéaire de trois équations:

[HB}=0 (1.3.1)

Pour obtenir une solution non triviale, le déterminant de la matrice [H] doit étre égal a

zéro, ce qui nous donne une équation caractéristique du huitiéme ordre en 1 :

hen®+hn®+h,n*+h,m* +h, =0 (1.3.2)

En séparant les parties réelles des parties imaginaires, les huit solutions n; complexes de

I'équation caractéristique peuvent étre écrites sous la forme suivante:

n =-k, +ip, ns =k +ig,
=k -l Mg =k, —ipy
n; =-k, +ip, 1, =k, +ip,
Ny =-k, —ip, ng =k, —ip,

(1.3.3)

ou k; et u; sont des nombres réels.



12

Chaque valeur de m;, constitue une solution des équations d'équilibre et la solution
compléte est une combinaison linéaire de celles-ci avec les constantes Aj, By et Cj, ou j

varie de 1 a4 8.

Puisque A;, Bj et C;, ne sont pas des variables indépendantes nous exprimerons A; et B;,
en fonction de C; a I'aide des constantes complexes o; et f:

Aj =ochj
B; =B,C;

(1.3.4)
En remplacant maintenant les relations (1.3.4) dans les équations (1.3.1), nous pouvons
déterminer a; et Bj qui sont reliés entre eux par I’équation (1.3.3). On doit donc résoudre
seulement deux paires d'équations car 1 et 1, M3 et 14, M5 €t N6, M7 €t Mg sont des racines

complexes conjuguges.

Etant donné que les déplacements sont des fonctions réelles, uy v, €t Wy, doivent aussi

étre des nombres réels. La forme matricielle finale peut donc s'écrire comme suit :

4]
v =[1, R} (1.3.5)
Y

ou [Ty] et [R] sont des matrices de dimensions (3 x 3) et (3 x 8) et sont données dans
I'Annexe A. Le vecteur {C} contient les seules constantes libres du probléme qui seront

exprimées en fonction des déplacements aux nceuds des éléments.



Cy

fc}=17

Les déplacements au nceud i sont définis par le vecteur:

{Bi}:<

13

(1.3.6)

(1.3.7)

Toutes les composantes du vecteur {Si} représentent les amplitudes des déplacements

U, W, dW/d6 et V associées au mode axial m. Chaque élément a deux nceuds et huit

degrés de liberté (voir aussi Figure 1.1):

(1.3.8)
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Les termes de la matrice [A] sont obtenus & partir des valeurs de la matrice [R] et sont

donnés dans I'Annexe A.

En multipliant par [A]' nous obtenons l'expression matricielle des constantes C;, en

fonction des degrés de liberté:

{cl=[A]" {2} (13.9)

Finalement, nous substituons le vecteur {C} dans la relation (1.3.5) et nous obtenons les

fonctions de déplacement sous la forme:

:vjv -t IR - 1310

Les matrices [Ty], [R] et [A] sont données dans 'Annexe A.

1.4  Matrices de masse et de rigidité

Le vecteur des déformations {g} peut étre déterminé a partir des fonctions de

déplacement U, V, W et des relations déformations - déplacements présentées dans

I'Annexe A sous la forme:
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- 21 |l B a2 -t o)
ky
2k xo

ol les matrices [Ty,] et [Q] sont données dans 1'Annexe A.

Le vecteur des contraintes {c} s'exprime en fonction des déformations {g} et des

relations contraintes - déformations (1.4.1):

Ny

fo}= =[P]{s}:[P1[B]{§;} (142

Pour le cas plus général d'un matériau orthotrope, la matrice [P] prend la forme (les

coefticients Pj proviennent de la référence [28]) :

[P]= (1.4.3)
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Pour le cas d'une coque cylindrique formée d'un matériau isotrope les termes de la

matrice d'élasticité [P] prennent la forme :
Pyy=Pp=D Py=P;=K

Py =Py =vD Py =Psy =vK

d-v) (1-v)
Py = 5 D Pg = 5 K

Py =Pis =Py =Py =Py =Py = (1.4.4)
=Py =P5; =Py =Pg3 =0

avec les parametres:
D = rigidité de membrane
K =rigidité de flexion

3
Etz; Ko Bt
1-v 12(1-v?)

(1.4.5)

Les matrices de rigidité et de masse sont exprimées ensuite en fonction des équations

(1.4.1) - (1.4.3):

[k, ]= [[[BI'[P][B]dA (1.4.6)
[m, ]=pt [[IN]" [N]dA (1.4.7)

ou p est la densité de la coque et t son épaisseur.

L'élément de surface pour la paroi de la coque est dA = rdfdx; en effectuant l'intégrale

en fonction de 8 et x nous obtenons les relations suivantes :
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[, J=[a ] [s[a]

ko] = [T Tolla”]

ol les matrices [S] et [G] sont définies dans I’ Annexe A.

(1.4.8)

Maintenant nous sommes en mesure d'établir ['équation de mouvement pour un élément

fini a vide qui sera donné par:

[m]{i}%k]{i} = {0} (1.4.9)

pour le cas des forces extérieures nulles.

L'assemblage des matrices élémentaires est fait en respectant les conditions de continuité
sur la circonférence de la coque:
- La somme des forces et des moments a un nceud quelconque doit étre égale a la

somme des forces extérieures appliquées au nceud:

(F = {6, + L (1.4.10)
- L’égalité des déplacements au méme noeud pour deux éléments voisins:

=0} (1.4.11)

A partir de ces relations, nous pouvons assembler les matrices de masse et de rigidité de
chaque élément dans le but d'obtenir les matrices de masse et de rigidité pour toute la

coque: [M] et [K]. Chaque matrice élémentaire est de dimension (8x8), donc la
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dimension finale de [M] et [K] sera 4N (vu que la structure est fermée et le dernier

¢lément est voisin du premier), o N est le nombre des éléments de la coque.

En termes de coordonnées globales, ['équation de mouvement pour toute la coque

scra:

[M]{8}+ [k 15} = {0} (1.4.12)
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CHAPITRE II

FORMULATION ANALYTIQUE AVEC FLUIDE

2.1 Introduction

Nous considérons que le comportement dynamique de la coque cylindrique soumise a la

pression du fluide est gouverné par I’équation de mouvement suivante (voir 1.2.4) :

(vt b g 8 ([ J e [ s 3= (o) @.1.1)

ou:
- d est le vecteur de déplacement,
- [Mp] et [Ko] sont les matrices de masse et de rigidité de la coque,
- [Mg] et [Ky] sont les matrices de masse et de rigidité dues au fluide et a sa

surface libre
2.2 Formulation du probléme et hypothése de base

Dans le but d’analyser le comportement dynamique du systéme fluide - structure nous
assumons les hypothéses suivantes :

a) le mouvement du fluide est irrotationnel et sans frottement;

b) le cas des petites vibrations (théorie linéaire) est seulement considéré;

c) le fluide est incompressible;
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d) la distribution des vitesses dans la section transversale est constante;
e) la pression du fluide est supposée seulement radiale;
) I'"énergie du fluide sera dérivée & partir des écoulements potentiels.

On suppose un élément fini avec les sections suggérées par les Figures 2.1, 2.2 et 2.3
avec deux nceuds i et j; et pour chaque nceud les déplacements sont donnés par le

vecteur :

Coque

Surface
libre

Fluide

Figure 2.1 Exemple de maillage pourle cas ¢ <m
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;)= (dwm) (2.2.2)

mi
Oll Umi, Vmi, €l Wmi sont, respectivement, les composantes des déplacements axiaux,

tangentiels et radiaux associées au nombre axial m.

Les équations qui régissent le comportement de 1’ élément liquide pour le cas d’un
mouvement irrotationnel peuvent étre exprimées en fonction d’un potentiel de vitesses

®. Le champ des vitesses associées est défini par les dérivées de la fonction potentiel.

Pour un fluide incompressible ( p = cte.), le mouvement est régi par 1’équation de

continuité sous la forme :

VV =0 (2.2.3)

Vu que V=V® — car le mouvement est supposé irrotationnel — I'équation de

mouvement devient :
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Coque

Surface libre

Fluide

Figure 2.2 Exemple de maillage pour le cas ¢ =7

2 2
qu)zl_a_(r@ +i28<§+6?:0 (2.2.4)
ror\ or r- o6 ox
V=0, + 2y, 2100y 00 2.2.5)
ox R 60 or

ou Uy est la vitesse moyenne dans la direction de l'axe x; Vi, Vg et V; sont les

composantes axiale, tangentielle et radiale de la vitesse du fluide.

La condition d’imperméabilité pour avoir un contact entre la structure et le fluide peut

étre exprimée sous la forme suivante :
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q) 2 2
N :..ah = _a_w_+UX§_‘Z+UX a‘j (226)
oo, ot ox 2 ox .
ol a = rayon intérieur de la coque.
2n-¢
Surface
libre
0
11(6)
Coque
2
n

n-1

—————Fluide

(2n-)/2

Figure 2.3 Exemple de maillage pour le cas ¢ > nt

23 Influence de la surface libre du fluide

Pour déterminer I’effet de la surface libre, on applique 1’équation de Bernoulli sous sa

forme générale :
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Coque

Détail A
Surface au
repos
n
y=0
y
\ip
Figure 2.4 Effet de la surface libre
P9 viF () (2.3.1)
p ot
ou:
- F(t) est une constante en fonction du temps qui sera incluse dans la valeur
de ég).’
ot

- g est ’accélération gravitationnelle et

- y représente le niveau du fluide ( voir Figure 2.4).
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Soit n I’élévation d’un point de la surface au moment t par rapport a la surface
horizontale non perturbée ( voir Figure 2.4). Puisque la pression (p) est constante a la

surface ou nulle, I’équation de Bernoulli (2.3.1) nous donne la valeur de j comme suit :

1[0
n_é{?;}Fn (23.2)

ou encore, avec une approximation du méme ordre de grandeur, suivant Lamb [36] :

160
n_g{airo (2.3.3)

Donc n est calculé a y = 0 ( voir Figure 2.4 ), ce qui est le niveau de la surface du liquide

non perturbée.

Lorsque le fluide est en mouvement, nous supposons que la normale a la surface fait un
petit angle avec la verticale et que la vitesse de la surface du liquide est égale 4 la vitesse

du fluide :

Aoyl (2:34)

ol Vyy et vey sont les composantes verticales de v, et vg, respectivement. Ces termes

peuvent étre exprimés de la fagon suivante (voir Figure 2.5) :

V. =V_COS Ep——e() -0 :iqicos 9——69 -0
Ty r 2 G 51‘ 2 G

(2.3.5)

Vo, = Vg sin(——(g——e@G —6) = %%—(gsin(%—e% —6)



- )

Surface
au repos

Figure 2.5 Détail “A* de la surface libre

On peut réécrire la relation (2.3.4) comme suit :

ao__ @cos ﬂz—f:(S)G —9j+l~agsin(g~eec, —9] (2.3.6)
a o o2 r oo |2 i

En utilisant (2.3.3) et (2.3.6), nous obtenons la relation suivante qui est valide pour le

casQ <m:
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2
{8 q)+g%?cos(%—eec —9j+gl%§sin(9—eGG ~9]:| =0 (2.3.7)

Dans le cas ¢ =&, la relation (2.3.7) devient :

*d 16D
il 238
[&2 & aeLo 2.3.8)

Pour le cas ¢ >, la relation (2.3.7) devient :

2
l:a®+g§9005(2n2_(9——9j+gl§q—)sin(2n—(p—9ﬂ =0 (2.3.9)

at? or r 00 2

y=0

Ces derniéres relations (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.9) constituent la condition linéaire générale

associée a la surface libre du fluide pour ¢ <=, ¢ =7 et ¢ > 7, respectivement.

Pour évaluer 'influence de la surface sur les vibrations du systéme coque — fluide, nous

devons développer les énergies cinétique et potentielle du mouvement vibratoire.

Cette approche, proposée par Lamb [36], nous conduit a I’évaluation des expressions

suivantes :

722 | o245 (2.3.10)
2 on
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V =ppg J‘J.J‘de (2.3.11)
%

ou:
- S; représente la surface libre de fluide,
- ng représente la normale sur la surface libre, positive vers I’extérieur et

- y représente la cordonnée suivant la direction verticale.

L’énergie cinétique totale du fluide a ’intérieur de la coque est donnée par 'intégrale de

volume de la somme des carrés des vitesses :

T=%~jjﬁvi+vf+v§}iV (2.3.12)
Vv

En exprimant les composantes de la vitesse a I'aide de la fonction potentielle, nous

2 2 2
T:EL_”JH@) +(aipj +(§9j :ldV (2.3.13)
2 ox or 130

obtenons :

Et en appliquant I’intégration par partie et le théoréme de Green — Gauss sur I'intégrale

de volume de I’énergie cinétique, nous obtenons :



= ’
2T J“Jﬂa@jz (acpjz (aqn)z}d
—— | —— | ] — V=
Py J o0x or 106

v (2.3.14)

[fezl (el

ou :
- S est la surface qui entoure le volume de fluide et

- n est la normale a cette surface, positive vers I’extérieur.

Mais les équations de continuité et I’hypothese que le fluide est irrotationnel imposent

que V2® =0, ce qui annule le dernier terme de I’expression antérieure et I’équation

(2.3.14) devient :

SRR = S

De plus le terme de droite de I’équation (2.3.15) pourra s’écrire comme suit :

([oieh [fo o fo ] [fos2]o-

Sk

[ ffeile o

2

(2.3.16)

ou:
- Ss et ng sont, respectivement, la surface libre (surface supérieure) et la normale a

. cette surface positive vers 1’extérieur (voir Figure 2.6);
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- S, nr, Sr et ng représentent, respectivement, les surfaces latérales a gauche et a
droite du volume de fluide et les normales aux surfaces positives vers I’extérieur;

- S; et n; indiquent, respectivement, la surface inférieure (au contact avec la
structure solide) et Ia normale a cette surface positive vers I’ extérieur;

- Si, ny, S; et ny symbolisent, respectivement, les deux surfaces aux deux bouts de

la coque et les normales a ces surfaces positives vers I’extérieur.

En se référant a la Figure 2.6, les termes en Sy et Sg s’annulent avec les surfaces des
¢léments voisins. La surface S; tient compte de 'effet de la pression dynamique du

ob

. . . . oD
fluide a la paroi. Les deux derniéres intégrales sont nulles car —=0et =0(la

1 2

vitesse aux surfaces latérales est z¢éro).



Coque

Ss — surface libre

Liquide

Si, — surface
gauche

Sg — surface
droite

Si — surface en
interaction avec la

coque Siet S

Figure 2.6 Les surfaces d’un élément fini liquide

surface du contact entre la coque et le fluide.

Résolution de I’équation de continuité

8 ‘
W(x,0,t)= Z C jexl"eﬂm sin m;x
p
8

W(x,@,t)szj

j=l
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Cette équation, (2.3.15), tient compte 2 la fois des énergies de la surface libre et de la

De la théorie des coques, le déplacement radial de la paroi solide, w, est une fonction de

(2.4.1)
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Par séparation des variables, nous pouvons écrire :

8

O(x,0,1,t)= > R (r)S,(x,0,t) (2.4.2)

=

En utilisant la condition d’imperméabilité (2.2.5) nous obtenons :

oD

j+Ux +
or

ot ox 2 o’

g

r=a =

ow UL 8w, 3
{ ow, Uxaw,] =3 R ()8, (x.0,1) (243)

r=a

29397

Dans le cas ou Uy = 0, nous obtenons, pour chaque ’j”’ :

S (x.0 Wi v, = 2.4.4
i(x%,0,1) = avec W, = (2.4.4)

’ i
i

La relation (2.4.4) fixe la variation de la fonction de potentiel selon x, 0, et t et nous

conduit aux expressions suivantes :

<I)(x,r, 6, t): i(R’ng))

) , OR
R w,; |avec Ri(a)= e (2.4.5)
PR

En introduisant 1’équation (2.4.5) dans la relation du potentiel (2.2.4) nous obtenons une

¢quation différentielle de Bessel :
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10| o< W 1 8% (& W,
;a[fa[fé“j@Rfi(a)ﬂ*?‘a‘é'z‘(%*‘j“)Rc@)}“

62 3 WJ B
+ PV (ZRj(r)wj =0

=l j

(2.4.6)

ou

8110 o W, 1 &* W, 52 W, )
;{;&[T&—[RJ&) R}(a)]}+;2—567(R‘i(r)R;(a)}Laxz (Rj(r) R;(a)J}NO (2.4.7)

ou:

aw' a +i® +im
W, = Jz_{cje”ie tsin(—nlg_)iﬂziije"je tsin(mng (2.4.8)

Cette équation (2.4.7) peut étre réduite a I’expression suivante :

d’R.(r)  dR.(r) imn
r’ b — 4R ()| —= | 2 =lin. ) |=0 2.4.9
er dr J( ) L (nJ) ( )
on i = -1, mj, avec j = 1, 2, ..., 8 sont les solutions complexes de 1’équation
caractéristique.

La solution générale de I’équation différentielle de Bessel (2.4.9) est donnée par :
imn imn
Rj (I') = AJI'T],- (T I'] + BYir]j (T rj (24 10)
ou J, et Y, sont les fonctions de Bessel de premiére et de deuxieme espéces et

iny

d’ordre in;.
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Pour un écoulement interne (r = 0), la solution doit &tre finie, mais

IimY. (}_r;_n rj — —o0; il faut donc que B—0. Alors la solution devient :

R,(n)=Al, (%’—T—rj 2.4.11)

En tenant compte que les racines 1; sont en fait des nombres complexes conjugués nous

. ) imm im .
pouvons avoir Real(in;) < 0. Dans ce cas J iny (——i—-rj et J -in, (——Ijn_rj sont linéairement

indépendantes et on peut écrire la solution sous la forme :

ma imz

R;(r)=CJ,, (Tr) +DI, (Tr) (2.4.12)

D’apres [1] nous avons :

Jinj (2) COS(iﬂjTC) - J—inj (2)
Y, (7)= o) (24.13)

pour z=~l~?r —0 et Real(in) <0, J in, (%Erj est aussi divergente, il faut donc que
C—0. La solution a la forme donnée par (2.4.11) avec la restriction que le coté réel de
in; soit toujours positif.

R (n=Al (‘—I-EE rj (2.4.14)



35

(2.4.15)

~ [, si Reallin;)>0
avec = -n; si Real(inj)SO

La relation (2.4.14) détermine la variation de @ pour la direction radiale et elle donne la

forme analytique de la fonction potentielle comme suit :

mn
8 i, (T rjwj
O(x,1,0,t)=> (2.4.16)

La forme matricielle générale du déplacement radial de la paroi solide est donnée par

(voir (2.4.1)) :

W= sin(ij}gixj{RF}T {c) (2.4.17)

ou:

le vecteur des constantes {C} est défini par la relation (voir I’équation (A.19)) :

c=[Al" {Zi } (2.4.18)

et le vecteur {Rp}" est la deuxiéme ligne de la matrice [R] (équation (A.21)) qui

correspond donc au déplacement radial :

R T =fm e e L e (2.4.19)

Finalement, I’expression matricielle de la fonction de potentiel devient :



d)(x,r,G,t):sin(E;(—){RF}T[HF][A‘] Jla) (2.4.20)
ot :
6i
{q}={5} 2.421)
i
et
J- [ﬂr)
i, L )
: ; pour j=k
H (j, k)= Mm% 5 [ln—‘ﬁaj (2.4.22)
Lol L
0 pour j=k

La fonction potentielle de la relation (2.4.20) dépend du vecteur de déplacement {q}

défini pour chaque élément.
2.5  Evaluation de I’énergie cinétique de I’é1ément fluide

Pour déterminer les équations de mouvement du fluide, nous évaluons !’énergie

cinétique afin de trouver la matrice de masse correspondante.

=P | 1o 245 (2.5.1)
2 ong
S

L’expression de I’énergie cinétique sous la forme donnée par Lamb [36] est :
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T= p—ZF- ”JA(VZ FVZ VNV 2.5.2)
v

En coordonnées cylindriques, cette expression devient :

2 2 2
2T =pg J‘j-ﬂ(@) + (é_qu + (gq—)—] :lrdﬂdrdx (2.5.3)
Ox or 108
v

Nous calculerons I’énergie cinétique comme une somme de trois composantes d’aprés
les trois directions axiale, radiale et circonférentielle :

Telement = Tx + Tr + TG (25 4)

L’énergie cinétique est évaluée pour chaque élément fini fluide et les trois composantes

2
T =2 99} rd0drdx (2.5.5)
2 ox
v

sont données par :

® o 2
T, =PF Q?ij rd0drdx (2.5.6)
2 J) e
o 0 a@ 2
T, =P = rd0drdx (2.5.7)
2 JJ N\ a0

<g



2.5.1 Calcul de Tk

La relation du potentiel qui est donnée par (2.4.20) devient

(2.5.8)
A partir de (2.5.5) nous pouvons écrire
T = (EI_E [
L 2

e (2.5.9)
laf T T T R T foos”{ 2o, R, 1ol

[=1

L’¢énergie cinétique dans la direction de x est donnée par

T, =2 a ] i, o,

Jrde R,V oA [{a)

(2.5.10)
avece :

(2.5.11)

ou:
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mr i=k
{—“—1—“-}= L (2.5.12)

2,52 CaleculdeT,

La dérivée par rapport a r du potentiel de vitesse (2.4.20) est :

%r(-’i - sin(infi x){RF \ [-a—?ri}[x‘ la} (2.5.13)

ot [Hr] est donnée par (2.4.22) et {Ry}" est donnée par (2.4.19) .

La dérivée de la matrice [Hg], de dimensions (8x8) prend la forme :

e -]

or

pour j=k

Ol jetk=1,2.3,...8 (2.5.14)

(jak)‘_"ﬁ WJ,_

0 pour j#k

En utilisant {a notation :
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- - pour j=k
: imzn , (imm
Hy (1K) = == (—aj 2.5.15)

jetk=1,23,...8

0 pour j# k
L’équation (2.5.13) devient :
%C—? - sin(-r;—“ XJ{RF T Ja o) (2.5.16)

En introduisant (2.5.16) dans (2.5.6) nous obtiendrons :

T, =Prigf|a] ej{RF }r:!) [, [ Z[sin2 [I—“Lﬁ xjdx [, Jrdr (R} d0 (A [{a} 2.5.17)

L’énergie cinétique pour la direction radiale se réduit a :

8¢

T, =2y [a ] J{RF}A:j)[HR]T [ e R Faoa o) @518

2.5.3 Calcul de Ty

La dérivée du potentiel de vitesse (2.4.20) par rapport 4 6 est égale a :
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o0 1 . (mrx VRg) 1. 1.1
—— = — He A 2.5.19
130 rsm( L X){ 20 } el Jal @319
Nous pouvons écrire :
R, [
=1R 2.5.20
{ 20 } { F} [ﬂ] ( )
ou
B n; pourj=Kk
(k)= jetk=123,..8  (2.5201)
0 pourj=k
avec :
[H, 1= [n[H, ] (2.5.22)
définie par :
]nl L pour j=k
He(j,k): Vimm e _1%_ j jetk=123....8 (2.523)
3
0 pour j#k
nous obtiendrons :
oo 1, \ aly-
—rgf;sm(—‘%‘—xj R} [, 1A Jia) (2.5.24)

En remplagant (2.5.24) en (2.5.7) nous obtiendrons :



Alors I’énergie cinétique dans la direction 6 sera de la forme suivante :

T, =2 fq)"[a H J I, ] e (R} do [a )

2.6 Energie potentielle de la surface libre du fluide

2.6.1 Limites d’intégration pour I’énergie potentielle

42

(2.5.25)

(2.5.26)

Cette approche, proposée par Lamb [36] nous conduit a I’évaluation de ’énergie

potentielle sous la forme suivante :

vzngJ'V”ydv

2.6.1)

La variable y selon la direction verticale sera remplacée par sa projection selon la

direction r :

Donc I’expression de ’énergie potentielle (2.6.1) en coordonnées cylindriques pour ¢ <

7t s’ écrit sous la forme :
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L Bg

V=apygcos— JJ- dodx (2.6.2)

OOCOS( ed -9)

ol e indique la position de I’élément et 0 est ’angle des éléments.

Dans le cas ¢ = 7, et avec les limites d’intégration pour un élément fini liquide avec
surface libre (voir Figure 2.7), I'expression (2.6.1) devient :

Lena

V=prg Jjjrz cosg-e) dr d6 dx (2.6.3)
00090

ou encore :

a

L
V=it j' j dr dx (2.64)

Pour ¢ > x la relation (2.6.1) devient :

219

2
vzzap,,gcosz"2 “’I j- 1 dodx  (2.6.5)
2

27— ¢
o o Cos (T*GJ



44

Surface

au repos Coque

B Surface
n i libre
v
—%

T Oy Fluide

Figure 2.7 Simplifications pour le cas ¢ ==

2.6.2 Expression matricielle d’élévation

La fonction de potentiel @, donnée par (1.4.11), remplacée dans la condition de la

surface (1.1.7) pour ¢ <, nous donne :

R 1+ o 20,0 R, 1, i, Jih+

+ g%sin(g —ef, - ej{RF o liel=0



.\
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En exprimant les constantes {C} en fonction du vecteur {q} 4 ’aide de la relation (1.3.9)

et étant donné que les déplacements {q} sont fonction du temps de type ¢, on trouve
la forme matricielle de la condition générale de la surface :
R 0 ) oo 2 -0 —ej{ SN IO
2.6.7)

+gls1n(~(§—e9 —-9){ [ "1]{q

T

Suivant le méme raisonnement, en partant de la fonction de potentiel ® donnée par
(2.4.20) et en la remplacant dans la condition de la surface (2.3.8) pour ¢ = m, nous

aurons ¢

LIS N CREES MU I P (2.6.8)

La méme chose pour ¢ > m, en partant de la relation (2.3.9) :

N I e ej{R TN ISy

(2.6.9)
+glsin(27t i ~6j{ . [ ]{q :
T 2 ‘
Dans la relation (2.3.3) n est donné sous la forme suivante :
n :l[@} (2.6.10)
g ot y=0

et la fonction de potentiel donnée par (2.4.20) s’écrit sous la forme :
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D(x,1,0,1) = sin(-m—g—)i){RF A ) 2.6.11)

En remplacant la fonction de potentiel dans I’expression de 1’élévation du fluide (2.6.5),

nous obtenons la forme matricielle de 1 :

N =—;~sin[—rf‘—§5]{RF}T [H, (A ) (2.6.12)

ou [Hr] est donné par (2.4.22) et {Rg} est donné par (2.4.19).

Ensuite, le produit matriciel {Ry}" [Hg] [A“l] {d} est remplacé par sa valeur qui est

donnée par la condition de la surface sous forme matricielle des équations (2.6.2),

(2.6.3) et (2.6.4) pour les différents valeurs de .

Nous trouvons alors pour ¢ < :

n= —sin( mI’f Xj{RF [ [cos(-‘z‘i —ef - GJ[HR J+

(2.6.13)

+cos(-‘g—eeg~6)sin(§—eee—9] 1 o 1o A~ Jal

acos—
2

Avec la notation :
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- [P
sin] — —ef,~—0
(2 © j

acos >
2

[H,] (2.6.14)

[Hn](m :cos(—(g— - eeG—ej [He ]+

En remplagant les termes de [Hg] donnés par (2.5.15) et les termes de [Hg] donnés par

(2.5.23) nous obtenons le terme général de [H]p<x :

co{f§~eeG~ej , sir(g—eGG—ej ,
T (mmrL Ji;l(mmr,j pour j=k

H, (k)= y (imnaj mlop 1) ¢ i L

) s acos——- 6.
Al T ST (2.6.15)

0 pour j#k
avec jetk=1,2,..,8

La matrice {Rr}( ne dépend pas de r, donc elle va avoir la méme forme que {Ry}.

On peut réécrire I’expression de n :
= —sin[—r%ig(-){RF M, Jat ) (2.6.16)

Pour ¢ = &, le méme raisonnement nous amene a :

n= ~sin(—n?){RF o, %[He][A" ia} (2.6.17)

En remplagant 6 = 0 dans le vecteur {Rr}donné par (2.4.19), nous obtenons :
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Ripbio=0 1 .. 1} (2.6.18)
Avec la notation :
[, ], =216 (2.619)
1lper =~ o 6.

et en remplagant [Hg] par son terme général donné par (2.5.23), le terme général [Hy]p=x

devient :
mn
T (T J |
;nj imn imn pourj=k
H, (k)= vaJi;‘j(—i- j jetk=1.2,3,...8 (2.6.20)
0 pourjzk

On peut réécrire I’expression de n comme suit :

n= —sin(*@g—{)[ﬂn [ kol (2.6.21)

Pour ¢ > 7, analogue au cas ¢ <, le terme général de [Hy ] devient :

co P ) si e .
2 ' [Hnn J* 2 I (mmrj pour j=k
B k=) 5 (o) UL ) Zemednm i L (2:622)
my L 2 L
0 pourj#k, jetk=12,..8

ou r; est donné par la relation :
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COS 271: _ (P
n=a—r 2 (2.6.23)
cos( e OJ
2
et 1 devient :
. mnx _
- sm(TJ{RF I, Jat ) (2.6.24)

2.6.3 Expression d’énergie potentielle
i) Cas du ¢ <z (Figure 2.1)

En remplacant (pour ¢ < m) la valeur de 1 donnée par (2.6.16) dans I’expression de

I’énergie potentielle donnée par (2.6.2), nous avons :

8
1

V:angcos% J. x

2
0 CoOS™| ——

(2.6.25)

<ol A TR, I, PR A i) jsinz(gli‘ijdx do

Avec I’intégrale suivante :

L
sinz(%]dx _L (2.6.26)
L 2
0
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I"expression de I’énergie potentielle devient :

\Y% =ang%cos—(§—x

g

1 B B (2.6.27)
< | o T R T i R i ao
b cosz(g~—eeG ~9)
2
ou encore :
Vo= a;)Fg«cos.E{q}T [A“IIr X
e

(2.6.28)

Avec la notation :

I, 1= I ! ) R, I, TR Jdo (2.6.29)

I’expression (2.6.6) devient :
1 _ _
V:EangLcosg— W AT At (2.6.30)

ou les détails de calcul pour la matrice [I,] sont donnés dans 1’ Annexe C.
it) Cas du ¢ =z (Figure 2.2)

Avec la notation :
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Pl -
[kF]zangLcos—i[A T a7 (2.6.31)
nous obtenons I’expression de 1’énergie potentielle sous la forme :

V= % @7k, ] o) (2.632)

Les détails du calcul de la matrice [kg] sont donnés dans I’ Annexe C.

Pour ¢ = =, le remplacement d’expression de m sous la forme matricielle donnée par

(2.6.5) dans I’expression de 1’énergie potentielle donnée par (2.6.4), nous aurons :

a

V=L AT ]sinz(?f’“—j J. b Jaraxla e @633)

Ou encore :

vl T fin ol @639

Pour :

[he]= J-[Hn][Hn]jr (2.6.35)

0

dont les détails du calcul sont donnés par I’ Annexe C, I’énergie potentielle devient :

V=2 gyt o 2630
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Avec la notation :

[k ]="2 Fsz A7 ] Tng1[a] (2.6.37)
nous obtenons finalement :

v =1{a} Ik; lfa) (2.638)

ii1) Cas du ¢ > & (Figure 2.3)

Pour ¢ > &, suivant un raisonnement analogue a celui de ¢ < 1, nous obtenons :

V =aprglcos 2n; @ {q}T [A_qr X

222:9 1 (2.6.39)
g .[ 2 2m—¢ Ref! [Hn][Hn]T {R }do [Aﬂl {a}
& cos ( 5 _9)
Avec la notation :
2n—@

i 1

)= j 21— R} 1,1, R0 @650
h cosz( ¢ -9)

I’expression (2.6.5) devient :

V =appgLeos 2”2' YT ILla i @esy

ou les détails de calcul pour la matrice [I;] sont donnés dans I’ Annexe C.



Avec la notation ;

[kF]=2angLcosg[A'l "I, Jla]

nous obtenons I’expression de 1’énergie potentielle sous la forme :

33

(2.6.52)

(2.6.53)
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CHAPITRE 111

ALGORITHMES ET RESULTATS NUMERIQUES

3.1 Introduction

A partir du développement théorique présenté dans les chapitres précédents, un logiciel
informatique en langage FORTRAN 77 a été réalisé pour déterminer I’influence du

liquide et de sa surface sur les fréquences naturelles du systeme.

Les éléments finis choisis sont dans la direction circonférentielle (voir Figure 1.1).

L’input nécessaire pour I’exécution du logiciel peut étre décrit comme suit :
- le mode axial m;
- le nombre d’éléments finis;
- une variable qui contrdle le maillage sous forme de I’angle circonférentiel
de chaque élément 6¢ (voir Figure 2.1);
- la densité massique du liquide de chaque élément de la structure qui
contient du liquide et le niveau du liquide;
- les propriétés physiques et mécaniques de chaque élément de la coque :
densité massique, coefficient de Poisson, module de Young,
- les caractéristiques géométriques : rayon moyen, épaisseur de la paroi,

longueur totale de la coque;
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- différents paramétres qui contrlent le volume des données imprimées

dans le fichier de sortie et le processus d’intégration numérique.

Les principales étapes de calcul dans la partie du logiciel qui s’occupe de la coque solide
sont :

- la résolution de I’équation caractéristique (2.3.2);

- le calcul de la matrice [A] et des autres matrices intermédiaires;

- le calcul des matrices [my] et [ko] de 1’élément de la coque solide;

- assemblage de matrices;

- la résolution du probléme aux valeurs et vecteurs propres pour la coque

vide.

Les principales étapes de calcul pour I’obtention des fréquences du systéme (solide -
liquide) sont :
- le calcul des matrices [mg]| et [kg] de chaque élément du fluide, a partir de
la formulation établie et par intégration numérique;
- assemblage des matrices [my] + [my] et [ko] + [k¢] de chaque élément,
- la résolution du probléme aux valeurs et vecteurs propres du systeme

coque - fluide.
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3.2 Choix des logiciels

Le point de départ de la programmation a été constitué par le code « sander.f » présenté
dans la référence [21] qui sert a analyser le comportement dynamique des coques
horizontales soumises 2 un écoulement. La limite maximale du nombre d’éléments finis

dans ce logiciel est de 1’ordre de cent cinquante éléments.

La présence des fonctions Bessel de premiére espéce, d’ordre et d’argument complexes
dans le développement théorique nous imposait une solution d’intégration numérique.
Des recherches bibliographiques ont conduit vers le code nommé « COULCC » décrit
dans la référence [55] qui permet le calcul des fonctions de Coulomb et des fonctions de
Bessel de premiére espéce. Des procédures ont été effectuées afin de vérifier la validité

de ces résultats d’intégration.

L’intégration numérique a ¢té faite par 1’algorithme « DCHURE » dont la description est
présentée dans la référence [4]. Ce logiciel qui utilise une méthode adaptative
d’intégration par la quadrature de Gauss en plusieurs points. L algorithme présentait

aussi la possibilité de calculer plusieurs intégrales simultanément.
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6,6068E+02

Omega [rad/sec]

|
6,6058E+02’i

b
A 4

L 4
R 4

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Nombre des intervales d'integration

6,6048E+02

Figure 3.1 Analyse de la convergence des résultats finaux selon le nombre des

évaluations de la fonction

Cet algorithme offre la possibilité de controler la précision de ’intégration par le nombre

des valeurs de la fonction utilisées lors des calculs. Une analyse de la convergence des

résultats est présentée a la Figure 3.1.
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3.3  Assemblage matriciel

Dans la référence [34] nous pouvons trouver une présentation détaillée de mode
d’assemblage des matrices globales d’une structure coque - fluide avec un maillage le

long de I’axe de la coque.

Dans le cas présent il s’agit d’un maillage circonférentiel de la coque, ce qui fait que le
premier nceud du premier élément fini doit coincider avec le deuxiéme nceud du dernier
¢lément fini. Pour répondre a ce besoin, nous avons utilisé une méthode décrite dans la

référence [11].

Figure 3.2 Maillage circonférentiel d’une coque horizontale
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Bien que le programme permette un maillage complétement libre en ce qui concerne
I’angle de chaque élément 6 (voir Figure 2.1) et les propriétés de la coque, nous
recommandons ['utilisation du méme 8¢ pour les éléments voisins du fluide dans le but

de réduire le temps de calcul.

Dans le logiciel, nous avons défini un vecteur qui contrdle la position et ’ordre des
nceuds dans la structure en fonction du numéro de 1’élément. Un sous - programme
spécialisé¢ génére de fagcon automatique ce vecteur en utilisant les principes présentés

dans la Figure 3.2.

neeud i nceud j

I
(IO
gmare LI T ] ]
OO
111
11

L]
[ |

neeud i

symeétrie

symétrie

Figure 3.3 Structure d’une matrice de rigidité ou de masse
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Les matrices de masse et de rigidité de 1’élément fini solide vont s’additionner avec les
matrices de masse et de rigidité de I’élément fini liquide pour donner, pour chaque
¢lément, une matrice de masse et de rigidité¢ locale correspondante. Vu que chaque
élément fini a deux nceuds auxquels correspondent quatre degrés de liberté, les matrices

de masse ou de rigidité sont de type 8x8, symétriques comme le montre la Figure 3.3.

neeud 1 2 3 4 5 6 7 8
neeud 1 L84 Ly 813
2 Iy 122422 22
3 85 T33+833 735
4 24 D4s+34s 345
5 Ts3 655+7 55 6s7
6 364 36sH4es 4es
7 675 577+677 578
8 A6 Ss7 Ags+3ss

Figure 3.4 Structure de la matrice de rigidité ou de masse globale (Les numéros en
« majuscules » représentent les éléments et les indices représentent les nceuds

correspondants a chaque €élément)

Dans I’exemple présenté dans la Figure 3.2 (maillage avec 8 éléments) nous présentons
I’algorithme d’assemblage dicté par le numéro de nceud dans la Figure 3.4 et le code

informatique correspondant dans la Figure 3.5
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Comme on peut voir dans la Figure 3.4 la matrice correspondant a un élément fini
quelconque sera divisée en quatre parties qui vont se placer dans la matrice globale selon

la position des nceuds correspondants.

DO 313 IEL=1,NEL COF00400
DO 313 14=1,4 COF00400
DO 313 J4=1,4 COF00400
=414 COF00400
JI=4-14 COF00400
11=4*MNOD(IEL)-II COF00400
JJ1=4*MNOD(IEL)-JJ COF00400
[12=4*NNOD(IEL)-1I COF00400
JJ2=4*NNOD(IEL)-IJ COF00400
KST(ION,II1,J71)=KSTUION,II1,JJ1)+KSGF(IEL,14,14) COF00400
KST(ION,I11,J12)=KST(ION,II1,J32)+K SGF(IEL,14,4+J4) COF00400
KST(ION,I12,171)=KSTION,112,J71)+KSGF(IEL,4+14,14) COF00400
KST(ION,I12,132)=K ST(ION, [12,JJ2)+KSGF(IEL,4+14,4+]4) COF00400
C COF00400
MST(ION,II1,J31)=MST(ON,I11,JJ 1)+ MSGF(IEL,14,J4) COF00400
MST(ION,11,JJ2)=MST(ION,II1,JJ2)}+MSGF(IEL,]4,4-+J4) COF00400
MST(ION,I12,J71)=MST(ION, 112,731 )+ MSGF(IEL,4+14,J4) COF00400
MST(ION,I12,132)=MST(ION, 112,112} +MSGF(IEL,4+14,4+14) COF00400
313  CONTINUE COF00400

Figure 3.5 Code informatique pour 1’assemblage des matrices globales

3.4  Analyse de la convergence

Les premiers calculs numériques ont été exécutés pour étudier la convergence de la
solution en fonction du nombre d’éléments finis utilisés dans la modélisation de la coque
partiellement remplie de liquide. A cette fin, nous avons utilisé une coque cylindrique
avec les caractéristiques suivantes :

- longueur L. = 0,664 m;
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- rayonmoyenr= 0,175 m;

- épaisseur de la paroi t = 0,001 m;

- numéro de mode axial m = 1;

- densité de la coque p = 7680 kg/m’ et celle du fluide pr = 1000 kg/m’;

- coefficient de Poisson v = 0,3 et module de Young E= 206 GPa.

Les calculs sont faits pour cing cas de remplissage : angles de remplissage 0° (coque

vide), 120°, 180°, 240° et 360° (coque complétement remplie de fluide) (voir Figure 3.6).

Figure 3.6 Niveaux de remplissage avec du liquide

Le nombre d’éléments finis varie de six a soixante. Pour le mode circonférentiel nous

avons analysé les six premieres fréquences.

Les résultats obtenus sont présentés dans les figures 3.7 a 3.11
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Figure 3.7 Convergence des résultats selon le raffinement du maillage (¢ = 0°)

Tableau 3.1 Analyse de la convergence en fonction du nombre d’é¢léments finis pour la

coque vide
Nombre d’éléments finis
8 12 16 20 24 28
Fréquence | E |Fréquence| E |Fréquence| E  |Fréquence| £ |Fréquence| E |Fréquence
[Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [HZ]

225,0 -0,03| 2249 1-0,12| 22486 0,00 2246 -0,03 2246 | 0,00 | 2246
235,6 1,19 | 2328 |-017| 2324 0,00 2324 -0,03 232,3 [ 0,00 | 2323
308,1 -2,65| 3001 |-0,12] 2998 0,00 2998 -0,06 2996 0,00 2996

. . Fy = F -
E’ - Erreur relative calculée avec la formule : E* = —N—F——-—l*loo [%] (3.3.
.
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ol Fyv [Hz] représente la valeur de la fréquence pour un maillage plus raffiné et Fy [Hz]

la valeur de la fréquence pour un maillage moins raffiné.

Les résultats présentés dans la figure 3.7 sont obtenus pour la coque vide (sans
interaction avec le fluide). Nous pouvons constater que la stabilisation des valeurs des

fréquences commence avec un maillage de douze éléments.

Pour des différents niveaux du fluide les résultats sont présentés dans les figures 3.8
pour 120 degrés, 3.9 pour 180 degrés, 3.10 pour 240 degrés et 3.11 pour 360 degrés.
Une analyse de la convergence selon le nombre d’éléments s’imposerait pour chaque
niveau du fluide a cause de la nature différente de I’élément fini fluide utilisé dans

chaque cas.

Fréquences [Hz]

24 Nombre d’éléments 42

Niveau du fluide 120°

Figure 3.8 Convergence des résultats selon le raffinement du maillage (¢ = 120°)
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Tableau 3.2 Analyse de la convergence en fonction du nombre d’éléments finis pour le

niveau ¢ = 120°

Nombre d’éléments finis
6 12 24 36 60
Fréquence E Fréquence E Fréquence E Fréquence E Fréquence
[Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz]
112,5 -8,7 103,5 0,5 1041 -3.1 100,9 5,3 106,6
150,8 -23,7 121,9 -0,8 120,9 -3,0 117.4 -4.5 1124
193,6 -8,5 178,4 -8,2 164,9 -2,0 161,6 -3,4 156,3
193.,6 -5,2 184,0 -6,6 172.,6 0,0 172.6 -4,5 165,1
246.,6 -2,9 239,7 -7,56 223,0 -1,0 220,8 1,8 2249
2522 -2,8 2452 -3,6 236,8 -0,8 235,0 -2,1 230,2

Pour le cas de remplissage a ¢ = 120° (tableau 3.2), les valeurs de I’erreur relative nous
montrent une bonne convergence des basses fréquences méme pour un nombre réduit

d’éléments.

240

L
220 -

200 A =

180 -

O
N o B v
o

Fréquence [Hz]

L

140:%"“"*'—‘—! %

120 | m=1; n=4
- - e 5

100 oT T T T T 7 T
8 12 16 20 24 28 32 36 40
Nombre d’éléments

T

Niveau de fluide 180 degrés

. Figure 3.9 Convergence des résultats selon le raffinement du maillage (¢ = 180°)



66

Tableau 3.3 Analyse de la convergence en fonction du nombre d’éléments finis pour le

niveau ¢ = 180°

Nombre d’éléments finis
8 12 16 20 24 28 32
Fréquence| E |Fréquence| E' |Fréquence| E |Fréquence| E | Fréquence | E |Fréquence| E |Fréquence
Hzl |1%1] [Hzl |1%1| Mzl |%1] [Hz] |[%1| [Hz] || [Hz] | (%] [Hz]
1114 [-1,1| 1101 1,3, 1116 |10 1127 0,6 113,4 0,2 113,7 10,0 1137
12,8 (-1,5| 1111 1,1 1122 10,89 1133 |05 113,9 0,2| 1140 |01} 1140
1399 (-2,9] 1359 |18 1384 |10 139.8 [ 0,6 140,6 0,2 140,89 |-0,1 140.,8
1446 |-2,5| 1411 |-0,5| 1403 | 0,6 1411 0,3 141,5 -0,1 1415 |-0,3] 1410
2286 (-0,9| 2266 |-0,8] 2248 |-1,0| 2226 |-3,0 216,1 0,7 2146 1,6 2178
2431 |74 2270 |-0,9| 2249 |-1,0| 2226 {-2,9 2163 -0,2| 2159 1,9 | 220,0

Dans le cas de remplissage & ¢ = 180°, le tableau 3.3 nous indique que Perreur relative

entre les valeurs des six premiers fréquences est inférieure a 1% pour le maillage avec

28 éléments par rapport a un maillage avec 24 éléments.
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|
80 +— ; , I
6 24 Nombre d'éléments 42 60

Niveau du fluide 240°

Figure 3.10 Convergence des résultats selon le raffinement du maillage (¢ = 240°)
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Tableau 3.4 Analyse de la convergence en fonction du nombre d’éléments finis pour le

niveau ¢ = 240°

Nombre d’éléments finis
6 12 18 24 36 48 60
Fréquence| E |Fréquence| E |Fréquence| E™ |Fréquence| E | Fréquence | E' |Fréquence| E |Fréquence
Hz] |1%1| [Hzl |1%1| [Hzl || [Hz] |1%1| [Hz] |[%1| [Hzl |1%l] [Hz]
930 |(-1,3] 917 0,7 92,4 0,0 924 1-0,3 92.1 0,2 919 -0,1 91,8
96,7 1,2 97,9 0,4 98,3 04| 979 -0,8 97,2 -0,4| 96,7 0,2 96,5
1158 |06 | 1165 (14| 1181 00| 1181 |-0,9 117,0 0,7 1162 |-0,4] 1157
121,9 |-2,3| 1191 1,0 120,3 |-0,4| 120,2 |-0,9 119,1 -0,7| 1182 |-04| 1177
1410 |-3,9| 1357 |1,5| 1378 |-0,4| 1376 |-2,0 134,9 1,5 1369 |-1,2{ 1354
1517 |-59| 1433 |06 | 1441 |-06| 1432 [-2,5 139,6 3,9 1453 |-2,5| 1417

Dans le cas de remplissage ¢ = 240°, tableau 3.4 nous montre que I’erreur relative entre

les valeurs des six premiéres fréquences est de ’ordre de 1% pour le maillage avec 24

¢léments par rapport & un maillage avec 18 éléments. Nous observons aussi une

variation oscillante de la valeur de la derniére fréquence avec le nombre des éléments

utilisés dans le maillage.
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Figure 3.11 Convergence des résultats selon le raffinement du maillage (¢ = 360°)

Tableau 3.5 Analyse de la convergence en fonction du nombre d’éléments finis pour le

niveau ¢ = 360°

Nombre d’éiéments finis
6 12 18 24 36 48 60
Fréquence| E |Fréquence| E |Fréquence| E |Fréquence| E | Fréquence | E |Fréquence| E |Fréquence
[Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%] [Hz]
1055 |-2,9| 1025 |16 | 1042 |09 1051 |-0,2 104,9 0,7, 1042 |-0,6| 103,6
1129 |-1,3; 1114 |24 | 1142 |14 | 1158 |04 116,2 0,6 1155 |-0,7| 1147
1354 (-3,1| 131,3 |-0,3| 131,0 |0,2 131,3 -0,7 130,4 1,0, 1290 |-0,8| 128,0

Dans le cas de la coque pleine (¢ = 360°), I’erreur relative entre les valeurs des trois

premiéres fréquences est inférieure a de 1% pour le maillage avec 36 ¢léments par

rapport & un maillage avec 24 éléments.
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Une bonne convergence peut étre constatée pratiquement pour tous les cas étudiés pour

un maillage plus fin, supérieur a vingt éléments.

3.5 Validation du modéle

Pour valider la théorie développée dans cette étude, nous avons exécuté des cas

expérimentaux publiés.

1) Les dimensions géométriques et les caractéristiques physiques étudiées dans la
référence [2] sont comme suit :

- longueur L = 0,664 m;

- rayon moyent = 0,175 m;

- épaisseur de la paroi t = 0,001 m;

- numéros de mode axial m=1 et m = 2;

- densité de la coque p = 7680 kg/m’ et celle du fluide pp = 1000 kg/m”;

- coefficient de Poisson v = 0,3 et module de Young E= 206 GPa.

Les résultats numériques obtenus par la méthode présentée dans cette étude et les
résultats expérimentaux de la référence [2] sont donnés dans le tableau 3.6 pour le mode
axial m = 1 et dans le tableau 3.7 pour le mode axial m = 2. Une comparaison, entre les

résultats expérimentaux de la référence [2] et les résultats numériques obtenus par cette
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méthode, est décrite dans les figures 3.12, 3.13 et 3.14 pour différents niveaux du fluide

(120°, 180° et 240° respectivement).

Les vecteurs propres sont présentés dans les figures 3.15 a4 3.20.

Tableau 3.6 Comparaison des résultats numériques de cette méthode avec les résultats

expérimentaux de la référence [2] pour le mode axial m = 1

m =1
P =120 ¢ =180 ¢ =240
fréquences fréquences fréquences
erreur erreur erreur
présente |expérimental présente |expérimental présente |expérimental
théorie 2] théorie [2] théorie [2]
[Hz] [%] [Hz] [%] [Hz] [%]
104,068 107,9 -3,68 | 114,743 100,3 12,569 | 92,367 95,7 -3,61
120,936 113,2 6,40 | 114,864 100,9 12,16 | 97,922 97,1 0,84
164,868 1744 -5,78 | 145,351 127,5 12,28 | 118,082 113,9 3,54
172,589 182,4 -5,68 | 145,800 136 6,66 120,165 116,3 3,22
223 2371 -6,32 | 185,886 - - 137,577 138,7 -0,82
236,827 239,7 -1,21 | 188,967 - - 143,166 141,2 1,37
252 145 2532 -0,42 | 197,52 - - 180,641 180,9 -0,14
268,673 258,9 3,64 | 198,474 - - 181,385 - -
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Tableau 3.7 Comparaison des résultats numériques de cette méthode avec les résultats

expérimentaux de la référence [2] pour le mode axial m =2

m=2
®=120 @ =240
fréquences fréquences
présente théorie expérimental | erreur | présente théorie expérimental | erreur
[2] [2]
[Hz] [%] [Hz] [%]
233,903 232,7 0,52 199,966 219,6 -8,94
251,36 - - 250,56 238,5 5,06
252,857 - - 253,345 241,3 4,99
304,045 - - 279,883 270,9 3,32

500 7

Frequence naturelle [Hz]

1 2 3 4 Mode 5 6 7 8

Figure 3.12 Comparaison des fréquences obtenues par cette méthode (lignes continues)

avec les résultats expérimentaux (symboles) de la référence [2] (¢ = 120°)
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Figure 3.13 Comparaison des fréquences obtenues par cette méthode (lignes continues)
avec les résultats expérimentaux (symboles) de la référence [2] (¢ = 180°)
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Figure 3.14 Comparaison des fréquences obtenues par cette méthode (lignes continues)

. avec les résultats expérimentaux (symboles) de la référence [2] (¢ = 240°)
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Figure 3.15 Forme circonférentielle pour le mode m= 1, n=4 et ¢ = 120°%

a) vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 104,068 Hz,

b) vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 107,9 Hz.

Figure 3.16 Forme circonférentielle pour le mode m = 1, n=5 et ¢ = 120°%

a) vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 172,589 Hz,

b) vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 182,4 Hz.
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Figure 3.17 Forme circonférentielle pour le mode m =1, n=4 et ¢ = 180°;

a) vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 114,407 Hz,

b) vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 100,9 Hz.

Figure 3.18 Forme circonférentielle pour le mode m = 1, n =5 et ¢ = 180°;

a) vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 145,900 Hz,

b) vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 127,5 Hz.
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Figure 3.19 Forme circonférentielle pour le mode m = 1, n = 4 et ¢ = 240°;

vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 97,922 Hz,

vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 97,1 Hz.
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Figure 3.20 Forme circonférentielle pour le mode m = 1, n = 5 et ¢ = 240°;
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vecteur propre obtenu avec la présente théorie pour la fréquence 120,165 Hz,

vecteur propre obtenu expérimentalement donné par la référence [2] pour la

fréquence 116,3 Hz.
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3.6 Effet de 1a surface libre

Pour mettre en évidence I’effet de la surface libre, une analyse comparative avec les
résultats publiés dans la référence [21] a été réalisée. Il s’agit des résultats théoriques
obtenus par une méthode d’élément fini hybride identique excepté que l’effet de la
surface libre n’est pas considéré. A cette fin, nous avons utilisé une coque cylindrique

avec les caractéristiques telles que données dans [21] :

longueur L = 0,234 m;

- rayon moyenr = 0,0377 m;

- ¢épaisseur de la paroi t = 0,000229 m;

- numéro de mode axial m = 1 et dans un deuxiéme cas m = 2;

- densité de la coque p = 7812,5 kg/m’ et celle du fluide pg = 1000 kg/m”;

- coefficient de Poisson v = 0,29 et module de Young E= 205 GPa.

Pour le premier mode axial, la comparaison porte sur les modes circonférentielles n = 4

et n =5, comme indiqué dans la Figure 3.21.

Dans la figure 3.22, sont montrées les comparaisons pour le deuxiéme mode axial (m =

2) des modes circonférentiellesn=6 etn= 7.

Le tableau 3.8 nous montre aussi les écarts relatifs entre les deux méthodes, qui varient

entre 2 et 13 % pour les niveaux du fluide comparés.
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Figure 3.21 Comparaison des fréquences obtenues par cette méthode (lignes pointillées)

et celles de la référence [21] (lignes continues); m=1,n=4 et 5
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Tableau 3.8 Comparaison des résultats numériques de cette méthode avec les résultats de

la référence [21] pour le mode axial m = 1

Niveau de Fréguences [Hz] . Fréquences [Hz] )
fluide n =4 Ecart relatif n =5 Ecart refatif
[degrés] | Réference | présente Référence | présente

[21] théorie [%] [21] théorie [%]

0 655 6872.4 2,7 942 966,86 26

30 646 668,3 3,4 886 951.4 7,4
60 642 657.,5 2.4 847 891,4 52
90 579 636,8 10,0 751 786,8 438
180 372 4149 11,5 591 656,5 11,1
300 284 304,7 7.3 438 490,0 11,9
330 272 286,7 5.4 422 476,0 12,8
360 270 283,4 49 422 452 2 7,2

Les différences observées dans la figure 3.21 et quantifiées dans le tableau 3.8 sont dues

principalement a [’effet de la surface libre d’une coque horizontale partiellement remplie

du liquide.

L’influence de I’effet de la surface pour m = 2 est présentée dans la figure 3.22 sous

forme graphique et sous forme quantitative dans le tableau 3.9 qui nous montre les écarts

relatifs entre les deux méthodes, qui varient entre 2 et 17 % pour les niveaux du fluide

comparés.
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Figure 3.22 Comparaison des fréquences obtenues par cette méthode (lignes pointillées)

et celles de la référence [21] (lignes continues); m=2,n=6 ¢t 7
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Tableau 3.9 Comparaison des résultats numériques de cette méthode avec les résultats de

la référence [21] pour le mode axial m =2

Niveau de Fréquences [Hz] . Fréquences [Hz] .
fluide n =6 Ecart relatif n =7 Ecart relatif
[degres] Référence | présente Référence | présente
[21] théorie [%] [21] théorie [%]
0 1486 1527,2 2,8 1927 1975,8 2,5
30 1441 15122 49 1789 19462 8,8
60 1373 1457 4 6,1 1734 1798,6 3,7
90 1308 1335,6 2,1 1699 1797.8 58
120 1255 1333,8 6,3 1608 1713,9 6,6
180 989 1064,4 7,6 1412 1539,7 9,0
270 782 878,6 12,3 1174 1337.2 13,9
300 745 868,9 16,6 1082 1219,6 12,7
330 723 809,6 12,0 993 1062,3 7.0
360 714 8157 14,2 946 1069,6 13,1
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CONCLUSION

Ce travail présente une méthode pour I’analyse dynamique des coques minces
horizontales qui prend en considération les effets de la surface libre du fluide. Une
particularité de cette méthode est qu’elle utilise des fonctions de déplacement obtenues
de la théorie de Sanders pour les coques minces. Les fonctions de déplacement
modélisent mieux les déplacements réels des structures, nécessitant un nombre réduit

d’éléments finis et un temps du calcul réduit.

L’influence de la surface libre est évaluée en développant les énergies cinétique et
potentielle de I'élément fluide pendant le mouvement vibratoire. Les résultats
numériques calculés a I’aide d’un logiciel informatique sont en bonne concordance avec

les résultats expérimentaux de la référence [2].

Les fonctions de déplacement spécifiques nous permettent d’obtenir des résultats précis,
tout en gardant un nombre réduit d’éléments finis. La fonction potentielle trouvée a
partir de la condition d’imperméabilité aux parois modélise convenablement le
comportement du fluide et celui de la surface libre pour le mouvement vibratoire de la

coque.
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Le modele développé peut donc prévoir, d’une maniére adéquate, les caractéristiques
vibratoires des coques cylindriques horizontales et isotropes partiellement remplies de

liquide.

La présente théorie a été développée d’une manicre générale pour les coques de
révolution et en détail, pour le cas des coques cylindriques. Elle permet aussi
d’assembler des €éléments de coque cylindriques avec des propriétés géométriques et
physiques différentes et obtenir des sections complexes, comme par exemple une aile

d’avion.

La méthode utilisée a 1’avantage de combiner la simplicité de mise en ceuvre de
I’élément fini avec une modélisation réaliste de comportement du fluide et de la coque
cylindrique. Dans [’étape de validation, nous constatons la force de I’approche ainsi que
ses points faibles qui consistent principalement dans la grande importance de la
précision nécessaire du calcul et la nécessité d’améliorer les méthodes numériques

utilisées dans le logiciel.

Ce travail fait partie d’une grande étude sur la modélisation de la dynamique des coques
minces. Dans le but d’obtenir un caractére beaucoup plus général, d’autres étapes
s’imposent : la modélisation des conditions aux rives générales et la réalisation des

éléments de coque cylindrique toroidaux.
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ANNEXE A

THEORIE DES COQUES MINCES DE SANDERS

A.l  Equations générales d’équilibre

Il y a cing équations différenticlles de mouvement déduites par Sanders [51] sous la

forme :
OA,N;; . OA N2 +Np OA, -N,, 94, A Ay LRG0+ A 0 (_}—~-—1—)—1\7I12 =0
& & & e R U 2a|(RR,

6A2N12+8A1N22+N21 aix N”aA AA, Akg g A, & (i—ijﬁu o
a8, 8t o &, R, 2 &,

aAZQI + a‘AZ(QI _AIAZ[&—&AJ =0
%, 5, Ry R,

0AM;; OA M2 LA 9

—2M,, ~AA,Q, =0
% g e A
A Miz  OAM,,  OAy 7 O\t A ALQ, =0

aél 8&2 a&l agz

_ A1)
Ni2 = ";:(le +N21) (

avec:y :
Mi2 =§(M12 "’le)
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A.2  Vecteur de déformation

_1__ a[Jl 1 6A1 U W

g = + 5
A 05 AA, 55, R,
1 ouU, 1 0A, W
Ly = -+ ! —_
A, 0&, AA, O R,
12 = [Az Woa 2o iy, 2 Uz]
2A0A, ok, eE, O, 08,
10 1 ©0A
LT by + B,
A0 AA, 88,
o L 1A
Ay 8822 AA, az}l
2A1A2 5‘51 5&2 6&2 aél 5§2
1(_1___1__](%& - aAlUIJ (A2)
2{R, R, 0Ok, ok,
g Ui 1w
avec: 1 R, A aél
’ 8] 1 oW
By =2
: R, A, 3,
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A3 Conditions aux rives

M = *
—1 +N” :Nll ou U] :Ul
Ry
Nz + N M~1~2—=:1:12 ou U2=U*2

R, R,) 2

(A1)
Q + Mo g, ou W=w"
Ay 05

— W *

M, =Mn ou LZQ\M
08

Pour une rive a &; constant, les quantités marquées avec étoile correspondent aux valeurs

de la rive.

A.4 Paramétres pour une coque cylindrique de révelution

En substituant ces paramétres dans les relations (A.1), nous obtenons les équations

d’équilibre des coques cylindriques :
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Ny  10Nw 1 oM
x R 80 2R? @6

LONw oNw 1 0Mw  Qy _,

R 00 x 2R ox R

an +_1__6Q9 _Nee =0 (AS)
ox R 00 R

M, 1 Msxe
+__

-0 =0
ox R 06 R

1 Mg OMy
R 06 ox

—Qy =0
Nous pouvons réduire le nombre de ces équations de cing a trois en éliminant les forces
de cisaillement. Qy et Qg sont exprimes a partir des deux derniéres relations (A.5) et

ensuite remplacés dans les premiéres trois :

N, 18Nx 1 oMo
+— - =0
ox R 806 2R? 90

1 0N N ONxe +__3—8Mx6 +_1__8M90 -0 (A.6)
R 00 ox 2R 8x R?Z 80

M, L2 *Mxo L1 0*Mgy Ny

=0
x> R 8xd6 R?% 002 R




Nous remplagons également les paramétres des coques cylindriques (A.4) dans les

valeurs du vecteurs de déformation (A.2) :

_ou
7 Ak
180V W
R
ré0 R
1(aV 18U
€0 =5 Ao T T AT
20{0x r 06
2
L
ox
K _l_iz_W_+LQY
0 2 0% 1?00
__12’W 348V 1 aU
T 0 oxA0  4r ox 4r? 09

Relations contraintes — déformations :
N, =D(g, +ve,) M, =K(k, +vk,)
N, =D(g, +vs,) M, =K(k, +vk,)
Ny =D(l-vk, M, =K(-vk,

Parameétres de rigidité :

98

(A7)

(A.8)

(A.9)
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Finalement, en substituant (A.7) et (A.8) dans les relations (A.6) on obtient trois

équations différentielles de mouvement en termes de déplacements U, V et W :

,0°U  (1-v)d*U  r(l+v) 8>V oW
r + + + 1V
ox* 2 o9’ 2 0x00 ox

(1-v)8*U 3(1-vk 6’V (1-v) W
+k ~ +
8 002 8 oxo0 2 0xe0°

+
(A.10)

2 oxd0 802 2 ox2 a0 |

(1+v) 2’0 &V (1-v)® 2’V oW +1{ 3(1-v) 2°U
8  Ox00

(A.11)

+9(1—u)r2 82V+82V_(3—n)r2 ’W W 0
8 ox* o8’ 2 ox*oe o0’

B-op? &’V
+ +
2 &x60? 2 oxe0

LW atW L, o'W a“v}

~—uor—-——-W+k

au v (1+o) 2°U
ox o9

(A.12)

T — T —
00° ox* ox’en? oot

A.5  Matrices [P1, [HL [A], [R]. [Tal, [Q]

Les matrices suivantes concernent le développement analytique de la coque cylindrique

solide et elles ont ét¢ citées dans le chapitre deux :
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MATRICE [Pexs

{o} =[Plie} (A.13)

P, P, O 0 0 0
P, P, 0 O 0 O
0 0 P53 O 0 O
[P]= (A.14)
0 0 0 Py P O
0 0 0 Py Py O
00 0 0 0 Py
Pour un matériel isotrope les thermes sont :
Pp=Py=D Py =P;=K
Pi; =Py =vD Py =P5 =VvK (A.15)
d-v) (1-v)
Pp,=~——-2D P, = D
33 5 66 5
ou D est la rigidité due a ’effet de membrane et K la rigidité en flexion, dont les
expressions sont :
3
D= Etz; L (A.16)
1-v 12(1-v%)

avec E le module de Young, v le coefficient de Poisson et t 1’épaisseur de la paroi de la

coque.

MATRICE [H]3xs
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H,, H,[a;] [-H
[ H lz}{ J}:{ ‘3} avecj=12,...,8 (A.17)
H21 H22 Bj _H23

les termes de la matrice [H] sont :

N mn 3
H,=———{P,+Py;)——P
TR [( 12 33) 66:]
1 mn 2
Hys Z”R‘T(Ez +— PGGJ
H,, =H,,
mr ) 9 n’ 1
Hy, = —| | Py3+—+P |——| Py, + —P A.18
22 L ) ( BTUR? 66} ( 2R3 55) ( )

MATRICE [Alsxs

{2}} =[a)c} (A.19)

Les termes de la matrice [A]sont donnés par :
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[ AQj)=a,
AQ2.j)=1
AG.j)=n;
A4, ) =B,
[A]= A, =a;e"
A6, j)=e"’
A7) =n;e"
|AB.) =P

pour j=1...8 (A.20)

MATRICE [R5

R(Lj)=ae"
R]l=| R@j)=e" |pourj=1..8 (A21)
R(G,j)=Be"

MATRICE [Tu]sxs

cosﬂ)S 0 0
L
[t.]=| o sin% 0 (A.22)
0 0  sin™
L L |




MATRICE [Qlxs

Définie par 1’expression :

QL) =Ae"
Q2,j)=B ;"
QB3.)=Cie™

[Q)ss = ot 1 o [P i=1-8 (A23)
)=
QG.j)=Ee"
Q6. j) = Fe™
oupourj=1...8 nous avons :
mmno ; B.+1 mnf3 . o
A = I B.:__nJBJ : Cjz_i_FﬂJ_J_
! L ! R L R
(A.24)

(mn)’ o _ mjnf; g 2mmn; 3map;  m,
L2 > J R2 2 J RL 2RL 2R2
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ANNEXE B

CALCUL DE LA SOMME DES MATRICES DE MASSE DU FLUIDE

B.1  Expressions des matrices de masse

B.1.1 Caso=n=n

Calcul de [my]

L’expression de I’énergie cinétique dans la direction axiale, telle que trouvée dans la

relation (2.5.10), est donnée par :

1 =2 o T i T R e ol D )

Pour intégrer par rapport a 8, nous connaissons la forme de {Ry} donnée par (2.4.19), le
résultat sera :
b
[RF9]= I{RF}{RF}T dé (B.2)
0
Pourjetk=1,23,....8, le terme général Rre(j.k) apres ’intégration de (B.2) est :
% 1 1
R (o k) = J'e“jeenk@ do = (enjeG eMde _1): [e(nj+nk)ee -1 ] (B.3)
0 N+ Mk N+ Nk

N . , . . %)
ot Og et 0 les limites en coordonnée 6 pour un élément fini e; i"=-1 et m; avec

j=1,2,3,...,8 sont les solutions complexes de I’équation caractéristique.
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L’énergie cinétique Ty devient :

T, =20 g o Tl PR o] [ Jeae o i) B4

La derniére intégrale, par rapport a r, est notée avec :

1= [, TR o] [, Jrdr (B.5)
0

Avec la relation (2.5.11) pour les termes de [Hy] et ’équation (B.3), le terme général,

pourjetk=1723....8, est:

h, (j.k)= RFe(j’k), .[rJi;lJ [i—“i’f-r)Jiﬁk (im—nr)dr (B.6)

, (imx , (1mm i\ L L
J1 —a - |~—a|;
m; L my L

L’expression de I’énergie cinétique dans la direction axiale devient alors :

T =22 Tl ) T ®B.7)

avec la notation de la matrice de masse :
[mx]=9—g~L—[A‘1 ', a7 (B.8)
Nous obtenons :

T, =

=t i) ®.9)
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Calcul de [my]

En reprenant la relation (2.5.18) et en changeant les limites d’intégration, nous pouvons

1, =S T i T e T o i e fa iy o)

Avec [Ryg] calculée dans les relations (B.2) et (B.3), nous pouvons écrire :
a
T .
T, == g} [a~] [l [l I (R J[H g Jrdr Al @y
0

L’intégrale par rapport a r nous donne :
a

[0 ]= [[Fg ]'[R g [[Hg Jrar (B.12)
0

avec [Hg] donnée par (2.5.15) nous avons :

L

L

h(j.k)= Rp(i-k) J‘J;; (l@r)ﬂl‘ (ﬂr)rdr (B.15)
(imn) (unn )J’_ (imn ]o v\ L "L

J- al|ll
in L in,

L’expression de I’énergie cinétique dans la direction radiale devient :

T, =£Z.f—{q}T [a~ ] [, [a e} (B.16)

La matrice de masse :
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[mr]=%’f~[A-l]T[hr][A*l] (B.17)
Et finalement :
1t .
To=5 ) [m, i} (B.18)

Calcul de [myg]

La relation (2.5.26) avec des limites d’intégration changées, nous donne :

g

T fiRe)R e ao,] Sar a7 i) .19

o
f
'h
o
1
ey
ot
=3
Fre——
g
e
=)
R I

0ou encore .
T, = 2F A j.l— TR o ][H, Jar [a7 i) (B.20)

En faisant la notation :

g )= [ [E TR gy [ Jar (B21)
0

H

ou [Hg] est donnée par(2.5.23), le terme général de la matrice [hy] est :

hy(G.k) = R0 G jj‘lJA (i—r—”—’ir)m— (E‘Er]d (B.22)

ima ) , (imm )., (imz r ML M L
et Jie——a |Jl- | ——a o
L "\ L ML

L’expression de I’énergie devient :
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T, =5 ) [ T ol i) (8.23)
Faisant une derniére notation :

maJ= L= A T o)) ®.24)
Nous obtenons :

T, == {a) o ) 8.25)

B.12 Cas¢g<n

Une des limites d’intégration est donnée par I’équation géométrique de la surface libre r;
(voir Figure 2.1) en fonction de I’angle 6 et de la position de I’élément fini dans la

structure (donné par le nombre e) :

cos 2
r(0)=a 2 pour 0<0<¥
0] 2
COS(E —elg —6)
(B.26)
cos 2
r1(9)=a 2 pour i;<9<cp

cos(e —ebg — —(g)
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Calcul de [my]

L’expression de ’énergie cinétique dans la direction axiale, telle que trouvée dans la

relation (2.5.10), est donnée par :

4

1, =Py [an j{RF} ([[HXP[HX]rdr{RF}T aofalia @27
0 (0)

L’intégrale par rapport a r, est notée avec :

a

r]- _[[Hx]T[Hx]rdr B.28)

5(8)

avec [Hx] donnée par la relation (2.5.11) on peut évaluer le terme général :

a
1, (k)= 1 PO Rt S e P (B.29)
imm 1ms Ml L Ml L
J-|—=al|J-|~—a

‘n] L lnk L rl(e)

Avec la notation :
9G
[h,]= [Re)I R} do (B.30)

0

Le terme général de la matrice 8x8, avec j et k=1,2,...,8, [hy] aura la forme :

0 a
h, (k)= I — eWen® fey [T 0y [ %0 lrde (B.31)
J,_(lﬂajjx (zl}lf_aj ML L

i L ing L 0 (0)

L’énergie cinétique dans la direction axiale devient :



110
L. - ~ilg.
T =2 A DA i) B32)
Avec la notation de la matrice de masse :
[mx]z%E[A'l]T[hx][A’l] (B33)
Nous obtenons :

T. =

=) m, 1) (B.34)

Calcul de [m,]

En reprenant la relation (2.5.18) :

T, - =fe [A*]Tj _[ [ JrarR, " do[a ]} ®33)

] (9)
avec la notation de 1a matrice ;

a

] j[HRﬂHR]rdr (B36)

5,(8)

qui a le terme général :

L

lT]J

J-
L

1 imn imsm
I.G.k)= ! Y- | —=1 irdr (B.37
(3:) (imnjz (mm )J, [imﬂ; ) J-"( L j ( L r)r e (337
L

et avec la notation :



qui a le terme général :

ASE : Jertens

imn )’ , (imm )., (immn
() o (e
1 m; L L L

a

X J'rJf— (}—nﬂer? (ﬂr)drde
in L in, L

5(0)

I’expression de 1’énergie cinétique dans la direction radiale devient :

T, =22 A ] [, Ja g

En faisant la notation de la matrice de masse [m,] avec I’expression :

m 1= P2 [, Jfa

I’énergie cinétique sera :

-
2

fat' [m, o

Calcul de [mg]

La relation (2.5.26), pour 1’énergie cinétique dans la direction 6 :

111

(B.38)

(B.39)

(B.40)

(B.41)

(B.42)
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r

Bg a
e LN ([[Heﬂﬂe]ldrwde hlg e
0 n{8)
avec la notation :

[1,]= afl[He]T[He]dr (B.44)

. MMk imm imn )1
19(_],1():: 5 J : J.Jiﬁj (Trjjiﬁk (—f—rj;dr (B45)

[hol= [iRp o KR} do (B.46)
0
avec le terme général :
nym "
oK)= e"e™ x
imn) , (imn \, {imx );
— | Jo]—a|J- | —a
SHRICRACS )
X _“lJ; (@r)J (}—nﬂrjdrde
1-1(9)r m; L 17y
I’énergie cinétique dans direction 6 devient :
L. _ 1]y-
T, =2 )" A7 T o lla ' Jia) (B.45)
La matrice de masse a I’expression :
[ma]:B_FE[A~1]T[h9][A*‘] (B.49)

2
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et celle d’énergie devient :

To =—1{a}" [m, ]{a} (B.50)

B.13 Caso>n

Pour ce cas une, des limites d’intégration est donnée par la surface libre (voir Figure 2.3)

qui a I’équation r; en fonction de 6.

um(2“‘¢j
a > 2 pour 0£6<2n2_(P

cos( n-q)-6)

2 (B.51)
r(8) =

cos(znz—q)j 5
a > quand nz_@SGSZH—gp

cos[@— n—(p}

2

Pour les éléments de 2 a n, le calcul de la matrice de masse est donné dans le paragraphe

B.1. Donc, nous considérons dans ce qui suit seulement le premier élément.

Calcul de [my]

Nous reprenons la relation (2.5.10), pour I’énergie cinétique dans la direction x, avec les

limites d’intégration changées et en considérant la notation :



¢ =21-9
=2 T, T, Tl Jue
LR T T (R (a2 )

L’intégrale par rapport a r, est notée avec :

r(6)
(SR (CN NS
0
avec [Hy] donnée par la relation (2.5.11) on peut évaluer le terme général :
() _ _
1 () = j;r (), [:Ljd
yo [ My [imT UL L
il L a5, L 0
Avec la notation :
[
2 ¢
b= [ JRe a0 [,
0 A4t
2

L’ énergie cinétique dans la direction axiale devient :

L. a1 1.
T =2 A [ )
Avec la notation de 1a matrice de masse :

fm, ]= 22 A ] [, Ja ]

2
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(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.58)
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finalement nous obtenons ;

T, ==1{q}" [m, Ja} (B.59)

Calcul de [my]

En reprenant la relation (2.5.18), avec des nouvelles limites d’intégration :

At

7 5(0)
L. _
1= P ' [l [l o a0
0 0
(B.60)
P 1,(6)
+ {Re} [T, Jrar R do (A fi)
o 0
2
avec la notation de la matrice :
n(0)
[1.]= I[HR]T[HR]rdr (B.61)
0
qui a le terme général :
r,(e)
) 1 , (imm )., (imzn
I,(ik)= 5 J- (Teriﬁk (Trjrdr (B.62)

mn) ., (imx ), (imn M
e | P —=—a ]~ | ——a | ¢
L L "ML

et avec la notation :
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1= TR R a0+ TR, JR e 0 Bh

T =2y A I, Ja (B.65)

[m,]= P-Z-L—[A“ [, Ja] (B.66)
I’énergie cinétique sera :
T, =) [ Jo) (B.67)

Calcul de [mg}]

La relation (2.5.26), pour I’énergie cinétique dans la direction 6, avec les limites
d’intégration approprices :

9
2 1(0)

=2t (Y e [l Tl o

r

(B.68)



avec la notation :

dont le terme général est :

r1(6)
_ . . |
Iy(j.k) = — i (EIETJJ i (Enﬂr]_dr

imz )’ , (imm ., [imm L
V-l—all-1—aj o
L ML ML

et avec la notation :

[
2
Ino]= R IR, 00
0
I’énergie cinétique dans direction 0 devient :

T, = P2y fa T Ino o

La matrice de masse a I’expression :

fmo 1= 22 [a ] g a1

et celle d’énergie devient :
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(B.69)

(B.70)

(B.71)

(B.72)

(B.73)

(B.74)
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B.2  Assemblage de la matrice de masse de I’élément fini liquide

En reprenant les équations (2.5.4), (B.9), (B.18) et (B.25) nous pouvons maintenant

écrire I’équivalence de 1’énergie cinétique d’un élément :

. 2T 1 3T - 1 T . . LT
Tatne = 5 10)m, Jal + 10} [m i)+ o) [mo Ba) = 5 Hafm. o)™ B75)
La matrice de la masse équivalente d’élément [m.] est donnée par :
[m]=[m, ]+[m ]+[mg] (B.76)

Chaque matrice de masse est représentée par les produits (B.8), (B.17) et (B.24) :

m, 1= o [, o]

[m,]= szL A b, 1]a] (B.77)
= 255 T o)

Les termes généraux des matrices [h], avec jet k= 1,2,...,8, sont donnés par la relation :

[b]=[by]+[h,]+[he] (B.78)

L’équivalence de la masse a été montrée seulement pour le cas ¢ < 7 mais des

raisonnements analogues sont applicables pour les cas ¢ > et ¢ = m.
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ANNEXE C

DEVELOPPEMENT DE LA MATRICE DE RIGIDITE DU FLUIDE
ClCaso<m

En partant de la relation (2.6.31) nous avons besoin de développer le terme général de

[nl :
B angLcos—;E[A“ [, JJa] (C.1)

ou la matrice [A] est définie par la relation (A.20) et [I;] est donnée par la relation

(2.6.29) :

I]=

Oj cost( 20, 0] RS R0 )
2

La matrice [H;] pour le cas ¢ <= est donnée par la relation (2.6.15) :

co 9—eBG——G i si ~~e6G—6j ,

2 , (1mT 2 (Hmr ]
) - J- T, |+ J- 1 pourj=k
Hn( ,k)z , (inm MW L e ML

I | —a —a |cos— (C.3)

m L L 2
0 pourj#k
jetk=123,..8

-

et la matrice {Ry} est donnée par la relation (2.4.19).

Dong, le terme général de la matrice [I;] est donné par la relation :
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Cc4
sn{(g—eﬂ-@) _ 51{9 —ee—e) €4
imne 2 imm ., (1mr 2 i
J’f (—~Ii) m (“ 1] J.A (—-—‘— 1) i Jl‘ (_‘—r]j
"],i L l'l])- L lﬂk L 1m l'l']k L
—acos- ——acos-
L
ou encore :
: 1 %
In(J,k)= - - Ie T
p(Imm Yy, (imm g
1;1J L iﬁk( L j
, , sir(g—eeG - j , .
x| - (E’frljﬂ (‘m”rl S I (’mrl)l— (1m“r]j+ (C.5)
in; L iny L 1 [0} in; L iy L
a—COS—
si 9——f:()G -0 . : si 9—69(}— . .
2 mnr )., (1mn 2 immn ma
+— - R g ¥ . J—1 - | —1 ||
i @ M\ [ L i L L
a-——Ccos- a—COoS~
L 2 L 2
avec :
cos
rl =a 2 (C6)
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C.2 Cas ¢=n

En partant de la relation (2.6.38) nous avons besoin de développer le terme général de

[hs] :

ke }= P2 [ g 7

ou la matrice [A] est définie par la relation (A.20), et [hs] est donnée par la relation

(2.6.35) :

[hy]= aj[HnIHn Jir (C.8)

La matrice [Hy] pour le cas ¢ = m est donnée par la relation (2.6.20) :

j[1mm
1 miL ,
P ey pourj=k
H,(1k)=1" L—’“Jf_(}——”aj jetk=123....8  (C.9)
L m L
0 pourj=k

Donc, e terme général de 1a matrice [h;] est donné par la relation :

(R L [ (E&Er)% (Hnnrjdr (C.10)
imn - 2 (unn a)J'“ (lm T a) gr 1 L i L
L 1'1]j L iny L
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C3Casop>=m

L’expression (C.1.4) peut étre aussi utilisée pour le cas ¢ >, en changeant ¢/2 avec (27-

©)2 et en tenant compte des limites d’intégration dues & la symétrie de I’élément fini

fluide :

——ac0§——— acoSs————
2 2
ou encore :
2n-p
2 % e |, (imm ), (imm
1,(.k) A J
7 mz \, [(im% 0 ML ey L
in L in, L
Sm(an—(p - ) sin(w——Zﬁ;(p - )
,(1mw iman mn , (1mT
+ im 27‘[——— ”“l L [j i“]k( L ])+ LII—"CL ZTC"‘ 11]J( L 1)Jin ( L )(C 12)
L

avec ©
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(C.13)



