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Dans I'arthroplastie. le frottement entre la prothese et 1'0s tibia1 joue un r6le tres 

important dans la stabilite de I'irnplant non cimente dans la periode postoperatoire. Les 

tests de Frottement bidirectionnel experimentaux entre 1'0s hurnain et une plaque en metal 

6 surface poreuse ont demontre que la courbe charge tangentielle - deplacement relatif est 

fortement non lineaire et de nature isotropique avec un couplage significatif entre deux 

directions perpendiculaires. Les modeles numeriques developpes ont montre l'importance 

de la mise en consideration du frottement non lineaire ainsi que les moddes de frottement 

adequat. dam le cas du frottement avec charges combinees. dans les simulations. En 

effet. lr modelc de frottement de Coulomb n'a pas ite capable de moddiser le frottement 

non lineaire. Dam cette etude. on propose d'itendre l'aptitude a risoudre les problemrs 

de contact non lineaire avec des interfaces anisotropiques. 

Le premier objrctif de ce travail a consiste au dcveloppemenr des iquations 

constitutives pour resoudre les problemes de contact non lineaire anisotropique. Dam 

cette Aude. on a pris en consideration dew directions principales pour definir Ie 

comportement frictionnel de I'interface. Dans ce developpement. on a tenu compte du 

phenornene de couplage qui est un resultat du comportement non liniaire de I'interface. 

Les termes de couplage sont une fonction des deuv deplacements relatifs 

perpendiculaires. Contrairement au cas isotropique. la matrice constitutive sst 

asymetrique. ceci represente une consequence de I'anisotropie de l'interface. Lorsque les 

comportements frictiomels des deux directions principales sont identiques. les equations 

constitutives du cas isotropique sont bien retrouvees. Les termes de couplage 

disparaissent quand il s'agit d'un test de Frottement selon I'une des directions principales 

ou lorsque lrs reponses frictionnelles des dew directions principales sont lineaires ou de 

type Coulomb. Pour des fins de cornpanison. nous avons developpe aussi une 



formulation qui ne tient pas cornpte du couplage. Dans certe formulation. la reponse 

frictionnelle dans une direction est independante des autres directions. 

Le del~vierne objectif de cette etude de recherche consiste a donner une limite a la 

contrainte de cisaillement. Pour le cas de notre interface anisotropique. nous avons adopte 

un critkre elliptique. Les valeurs des charges ultimes unidirectionnelles de chaque 

direction principale sont prises pour definir la grandeur du grand et du petit axe de 

l'ellipse. Avec ce critere. si le modele de frottement est unidirectionnel. selon I'une des 

directions principales. on retrouve bien la limite de glissement de cette direction. 

Le demier objectif se presente dam loelaboration de deux modtles numeriques. 

par la methode des eliments finis. en introduisant les equations constitutives developpees 

dans les fichiers d'input doABAQUS pour modeliser le frottement it l'interface. Lrs dew 

moddes sirnulent le frottement unidirectionnel et bidirectionnel de deux corps en contact. 

Differents types d'interfaces sont considires avec des courbes unidirectionnelles typiques 

pennettant de degager les resultats pertinents. Une cornpanison avec le cas isotropique 

non lineaire est aussi effectuee. Les resultats de ces simulations montrent que lors du 

frottement non lineaire bidirectionnel. un phenomene de couplage est bien present. Ce 

couplage depend du comportement frictionnel des dew directions principales. ce qui 

montre la difference entre les resultats du cas isotropique et du cas anisotropique. Ce 

couplage disparait lon des tests de frottement unidirectionnel selon l'une des directions 

principales ou lors de I'introduction d'un comporternent frictionnel lineaire ou de type 

Coulomb selon les dew directions principales. Excepte les tests unidirectionnels selon 

l'une des directions principales. la direction du deplacement des corps en contact est 

differente de la direction de l'effort applique. contrairement au cas isotropique. La 

difference de la limite de cisaillement entre les cas isotropique et anisotropique est aussi 

bien observee. La proportionnalite des courbes unidirectio~elles rst un facteur 

determinant sur la constance de la direction du deplacement. 



Cornme suite a ce travail. des etudes experimentales sur des corps en contact avec 

frottement non lineaire anisotropique sont suggerees dam l'avenir. I1 est a noter qu'il 

existe des etudes experimentales sur le cas des interfaces non lineaires isotropiques. 



ABSTRACT 

The interface friction exists in natural and artificial joints as well as many 

engineering systems in which different bodies articulate. It often plays an important role 

in mechanics of the system. In cementless arthroplasty. the friction between the 

prosthesis (including stems and screws) and the host bone is exploited to increase the 

fixation of the artificial joint. The experimental studies have shown that the interface 

between the cancellous bone and various porous coated metals exhibits a nonlinear 

friction that remains nearly the same in different directions: a nonlinear isotropic friction. 

More recent bi-directional friction tests between cancellous bone or polyurethane cubes 

and a metallic plate with porous surface have demonstrated that the interface load- 

displacement curve is highly nonlinear with significant coupling between two 

perpendicular directions. Model studies incorporating measured nonlinear interface 

friction response have demonstrated the importance of proper simulation of nonlinear 

friction as compared with the Coulomb friction for the prediction of accurate results and 

the coupling between orthogonal directions. In this study. we aim to extend the earlier 

model studies to incorporate nonlinear direction-dependent anisotropic Friction between 

two surfaces at contact. 

The first objective is to develop bi-directional nonlinear constitutive equations 

based on the measured unidirectional friction properties in two interface principal 

directions say. + and y. These directions have the following characteristics: (a) the 

resultant displacement follows the applied load if this latter is in the interface principal 

direction: and (b) the ultimate shear stresses in these directions are denoted by p and 
r 

p . respectively (P is the interface pressure). The interface friction stiffness terms are 
L 

function of both perpendicular relative tangential displacements. In contrast to the 



isotropic case. the constitutive matrix is not symmetric. Isotropic constitutive equations 

would be obtained if the friction responses in the two principal directions are taken 

identical. The nonlinear bi-directional friction properties introduce off-diagonal (cross- 

stiffness) terms in constitutive relations. These terms are equal in the isotropic case. but 

different when anisotropy in friction exists. The cross-stiffness terms vanish in 

unidirectional friction following a principal direction. These terms also disappear if the 

Friction curves are Coulomb-type or linear. 

To set a limit for the shear stress in any direction. as the second objective in this 

study. An elliptic criterion is used to define the interface ultimate resistance under 

perpendicular stresses. The ultimate shear stress in a principal direction is obtained as in a 

unidirectional friction following the principal direction on the ellipse. 

Finally. these constitutive relations were input into the finite element (FE) 

package program ABAQUS to perform FE study of two contacting bodies with 

anisotropic nonlinear friction properties at the interface. Different unidirectional curves 

were used. Comparison was also made between results obtained using the anisotropic 

and isotropic nonlinear friction properties. The results show that the presence of pre-load 

generates coupled relations between loads and displacements. which are different from 

the case with isotropic friction properties. In contrast to cases with isotropic Friction. 

resultant displacements do not follow the load if this latter is applied in any direction 

except the unidirectional directions. The proportionality of the unidirectional curves play 

an important role in the constancy of direction of displacement. The ma..imurn shear 

stress is also different between the isotropic and anisotropic cases. Finally. experimental 

studies on surfaces with anisotropic nonlinear friction are needed to validated the 

proposed constitutive relations. 
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INTRODUCTION 

Le developpement et la modelisation des phenomenes de contact avec et sans 

frottement et leurs analyses se considerent parrni les problemes les plus importants de la 

mecanique des corps deformables. Le nombre eleve des etudes et'ectuees dans le 

domaine demontre l'importance du contact dans le comportement des structures dam 

plusieurs domaine du genie : citons les exemples des composantes des machines. des 

impacts et des articulations dans les joints de I'itre humain. etc.. Cr phenomcne s'avere 

tres complexe. ses caracteristiques varient considenblement selon in geometric des 

surfaces en contact ainsi que les proprietes chimiques et physiques de chacune drs 

surfaces. La diversite et la complexite des problemes de la mecanique de contact 

nkcessitent des informations efficaces sur les surfaces en contact. capable de decrire leurs 

comportements Frictionnels. et l'application de methodes mathematiques sophistiquees 

pour leurs descriptions quantitatives. 

Dans I'arthroplastie non cimente. le contact entre 1'0s humain et la prothese du 

genou. joue un r6le considerable dam la stabilite de l'implant. Le frottement non lineaire 

rntre 1'0s et le metal h surface poreuse de la prothese rst assez cornplexe a detinir. Le 

developpernent des equations constitutives qui soient capables dr decrire le modele de 

frottement non lineaire quantitativement a ete rendu possible qu'apres avoir effectue des 

tests de frottement experimentaux uni- et bidirectiomeis. Ces tests ont donne des 

informations pertinentes sur le comportement frictionnel non lineaire en presence des 

charges appliquees. La modelisation par les methodes numeriques tout m exploitant les 

modeles mathematiques convenables. ont permis I'optimisation des parametres de 

conception influant sur la reussite de la chirurgie des protheses. 

L'anisotropie du frottement est un autre phenomene observable dans certains 

rnateriau~. Decrire ce type d'interface anisotropique a b i d e  de modeles rnathematiques 



ajoute un niveau de complexite plus eleve dans la description de ce phenomene de 

contact. Dam le chapitre suivant, nous presenterons une tentative pour couvrir les aspects 

du frottement non lineaire isotropique, en se basant sur la bibliographie dans le domaine 

biomecanique. ainsi que du frottement anisotropique. en se basant sur la bibliographie 

dam le domaine de la mecanique des solides. 



REWE BIBLIOCRAPHIQUE 

Dam ce chapitre. nous allons essayer de foumir certaines connaissanccs qui seront 

capables d'amener le lecteur a mieux percevoir le phenomene de frottement a travers les 

revues bib1 iographiques. Le frottement non lidaire et le tiottement anisotropique sont les 

grands axes de cette recherche bibliognphique. Un apequ sur les etudes experimentales. 

analpiques et numeriques. qui traitent du frottement non lineaire et de ses applications. 

surtout en biomecaniqur. ainsi que du frottement anisotropique a etC Foumi dam cette 

etude bi bliograp hique. 

La chirurgie des protheses du genou humain est devenue un acte tres repandu ces 

dernieres decennies pour faire face aux maladies qui affectent I'articulation du pnou. 

Ces maladies peuvent etre diviser en d e u  classes : 

Irs maladies d'origine infectieuse telles que l'arthrite et le rhumatisme: 

les maladies d'origine non infectieuse telles que I'arthrite rhurnatoide rt 

I'arthrose. Ces maladies favorisent la degenerescence du cartilage qui est un element 

essentiel au bon fonctiomement de I'articulation [I]. La chinugie a connu plusieurs 

exploits ces dernieres annees en raison de l'amelioration de la qualite des protheses. bien 

conptes et mieux posees. Sauf que le descellement de I'implant reste i'une des 

principales causes de i'echec des operations chirurgicales. Dans ce cas. une revision 

chinugicale est alon necessaire [I]. 



Pour fixer la prothese du genou a i'os trabeculaire. differentes methodes sont 

utilisees. passant par des vis. des tiges et des plots jusqu'au ciment. Les methodes de 

fixation de la prothese du genou a 1'0s peuvent etre divisdes en dew classes : la technique 

de fixation avec ciment et la fixation sans ciment. La premiere technique utilise le ciment 

comme un moyen de fixation. Celle-ci a ete couramment employee pendant plusieurs 

annees. Sauf que la necrosr de 13 matrice osseuse suite a la polymerisation du ciment. la 

fragilite du ciment par rapport a 1'0s humain. et les effets secondaires d'ordre cardio- 

vasculaire. pulmonaire et neurologique se considerent cornrne des inconvenients serieux 

de cette technique [2. 3). Les inconvenients et les problemes causes par la fixation avec 

ciment ont amene les chercheurs, vers la fin des m e e s  soixmte. i la reflexion et au 

developpement d'une nouvelle technique de fixation. qui n'utilise pas le ciment comme 

un moyen de fixation. 

La deuxikme technique. dire aussi technique de fixation par croissance osseuse. se 

base sur le principe que l'os en contact avec un materiau a surface poreuse peut s'infiltrer 

a travers les pores et venir ainsi etablir un lien rnecmique avec la surface poreuse de la 

prothese [3- 171. Cette technique offre des avantages importants par rapport h la premiere. 

Parmi lesquelles on cite : 

I'assurance d'un attachement biologique de qualite a long terme grice a 

l'adaptation naturelle. selon les lois de croissance de 1'0s. de lointerface os trabeculaire ! 

metaI : 

peu de surface de contact avec lien osseuv est neccessaire pour stabiliser l'implant 

car le Iien est fort; 

meillrures chances de succes a long teme que les protheses cimentees [ 18-20], 

Par contre. la reussite de cette technique ex ip  : une qualite assez bonne de 1'0s du 

patient [6]. une pression de contact initiale entre I'implant et l'os tnbeculaire [7. 81. une 

assurance de la stabiliti initiale de la prothese pour limiter les micromouvements de 

celle-ci par rapport a l'os [22-241. Pour ne pas inhiber la croissance osseuse. les Ctudes 



[24. 101 ont montre que l'implant ne doit pas se deplacer de rnoins de 28 microns et pas 

plus de 150 microns. Hulben et al. [9] ont montre qu'il ne faut pas avoir un niveau de 

contrainte trop faible entre la prothese et 1'0s a cause du faible transfert des stimulus 

mecaniques. 

Ne pas assurer la stabilite initiale aura comme consequence la formation d'un 

tissu fibrew a travers les pores de la sudace de la prothese [6. 91. Cette situation 

constitue un desavantage important puisque les liens du tissu fibreus sont plus faibles que 

les liens ossew. Les chercheurs visant a arneliorer cette technique de fixation s'orientent 

donc 6 rssayer d'identifier les facteurs qui favorisent la croissance osseuse a tnvers la 

surface de I'implant. La forrne des pores ou des surfaces poreuses. le traitement dr la 

surface poreuse. le diametre des pores. le rnateriau de la prothese et la stabilite 

postoperatoire de I'implant sont des facteurs qui ont ete et qui sont le sujet de plusieurs 

recherches. [9. 10.25.161. 

1.2 ftudes exptirimentales 

1.2.1 Stabilitii de fixation de I'implant 

L'importance que porte la question de stabilite de fixation a orientti plusieurs 

recherches a effectuer des etudes experimentales et nurneriques pour pouvoir optimiser la 

conception des protheses. et surtout pour optimiser la conception de la partie qui est m 

contact avec 1'0s. Comme solution pour favoriser une stabilite preliminaire et perrnanentr 

des prothitses non cimentes. des vis et des tiges ont etC implant6 dans les protheses 

tibiales. 

Giori et al. [27]. ont etudie experimentalernent I'influence du design des tiges. en 

variant les caracteristiques geometriques, sur la stabilite de I'implant. Ils ont constate que 

l'utilisation de plusieurs tiges de petit diametre offre une meilleure resistance au 



cisaillement qu'avec des tiges de grand diametre. Kaiser [28] a montre que le 

deplacement des plateaux fixes par des vis est beaucoup plus faible que de celui avec dss 

tiges. Miura et al. [29j ont montre I'importance de la qualite osseuse du patient sur la 

qualite de la fixation. 

Shirazi-Ad1 et al. [XI] ont itudie experimentalement la question de I'arrachement 

des vis et des tiges. avec surface lisse et poreuse. 11s ont effectue ces tests sur le tibia 

humain et sur un bloc de polyurethanne. 11s ont conclu que la resistance des vis depasse 

largement celle des tiges. Ils ont constate aussi. que pour une meme dimension. la force 

d'arrachement des tiges lisses est deux fois plus grande que celle des tiges poreuses. Dans 

cette etude. les tests de fatigue ont montre que les tiges lisses presentent une meilleure 

resistance en fatigue que les tiges poreuses et les vis. 

Shirazi-Ad1 et al. [31]  ont recrmment itudiC I'influence drs modes Jt: lixation sur 

la stabilite de I'implant. 11s ont cffectue une cornparaison entre differents modes de 

fixation. Une plaque fixee 6 un bloc de polyurethanne h h ide  de deux vis. deux tiges 

lisses ou deux tiges lisses avec differentes inclinaisons (0'. 1.5" et 3 " )  a ite le sujet de 

cette itude. 11s ont conclu que les vis offrent la rigidite la plus importante contrairement 

aux tiges qui sont les moins raides et que les tiges inclinies offrent une rigidite 

intermediaire par rapport auv autres. 

Dans la periode postopentoire il n'y a ?as de croissance osseuse. ce qui rend la 

stabilite de l'implant ainsi que le transfert des charges de cisaillement dependent 

etroitement du frottement a l'interface os / metal a surface poreuse [ I ] .  Cependant. il 

existait un manque d'effon pour savoir le type de frottement a l'interface os i metal et son 

comportement en presence des charges. 



1.22 Frottement non IinCaire 

Les etudes experimentales effectuees par Rancourt et al. [32 ]  et Shirazi-Adl. et al. 

[33] ont montre que le comportement f r ic t io~el  de I'interface os / metal a surface 

poreuse est fortement non lineaire contrairement au frottement de Coulomb. Ils ont 

trouve que le deplacement relatif a l'interface est compris entre 50 et 400 pm avant 

d'atteindre la contrainte maximale de cisaillement. Shirazi-Ad1 et al. [XI ont montre que 

cette derniere est independante de la region anatomique du tibia. du type du metal 6 

surface poreuse avec des fibres ou des billes. de la grandeur de la contrainte normale. du 

nombre de cycle de chargement et dechargement et de la pkriode de conservation de 1'0s 

dans la solution saline. Darnmak et al. [34] ont utilise des metaw avec differents types de 

surface poreuse qui montrent l'influence du choix de la surface sur le coefficient de 

fiottement- 

Figure 1.1 Schema representatif des surfaces poreuses utilisees dam l'etude de 

Damrnak et al.[34]. 



Hashemi et al. [35] ont CtudiC exp&imentalement le comportement des interfaces 

non lineaires lors d'un test de fiottement bidirectio~el. Ces tests ont donne une 

comprehension plus profonde et plus globale sur le comportement non lineaire de ces 

interfaces en presence de plusieurs charges combinees. Les resultats ont montre la 

presence d'un phenomene de couplage Ion de l'application d'un effort en presence d'une 

precharp dans une direction perpendiculaire. En effet. la contrainte de cisaillement ne 

depend pas seulement du deplacement relatif dans la direction de la charge appliquee 

mais aussi du deplacement relatif dans la direction qui lui est perpendiculaire. Dans cette 

etude. un modele theorique qui tient compte du couplage pour les interfaces non lineaires 

et isotropiques a ete developpe. Dam Ie chapitre qui suit. une presentation detaillee de ce 

modele sera f i t .  

Figure 1.2: Resultats experimentaux du test de fiottement bidirectio~el d'un cube d'os I 

metal a surface poreuse de l'etude de Hashemi et al. [35] montrant I'effet du 

couplage. 



1.3 ModPles numiriques 

Pour optimiser les parametres de conception des protheses et leun modes de 

fixation. il a ete imperatif de modeliser l'ensemble par des modeles numeriques. La 

majorite des modeles numeriques qui ont ete dheloppes pour les protheses non 

cimentees a utilise le frottement de Coulomb comme modele pour decrire le 

comportement frict io~el de I'interface os 1 metal (36-391. Dans une etude. par des 

modeles d'element tinis misymetriques. Shirazi-Adl. et Forcione [40] comme Forcione ct 

Shirazi-Adl. [Jl]. ont montre qu'il est tres important de mettre en consideration le 

comportement non lineaire de I'interface os I mdal a surface poreuse dam les modeles 

numeriques. En effet. le modele de Coulomb n'a pas ete capable de representer assez 

fidelement la reponse frictionnelle de ces interfaces. 11 a ete rnontri. aussi que le 

frottement non lineaire rst un parametre tres important pour etudier la stabiliti de 

I' implant. 

Darnmak et al. [42] ont etudie l'arrachement des vis et des tiges d'un bloc de 

polyurethanne par la methode des elements finis. 11s ont conclu qu'il y a une grande 

difference entre les resultats obtenus par le modkle de frottement de Coulomb et ceux 

obtenus par le modele de fiottement non lineaire. en utilisant la courbe non lineaire de 

frottement unidirectionnelle de l'interface obtenue experimentalement. Dans cette Ctude. 

les resultats du modele de frottement non lineaire concordent remarquablement avec ies 

resultats des tests experimentaux contrairement au resultats du modele de Coulomb. 

Les etudes prkedentes ont donne des resultats satisfaisants en utilisant le modele 

de frottement non lineaire. ceci est en grande partie pace qu'elles tnitent des pmblemes 

de frottement unidirectio~el. en presence d'une seule charge tangentielle. La presence 

de plusieun charges combinees a I'interface rend le probleme plus complexe rt la 



fiabilite des resultats obtenus numeriquement est etroitement dependant du modele 

theorique de frottement utilise. 

Hashemi et al. [35] ont modelise le test dr frottement bidirectionnel entre un cube 

d'os rt un metal a surface poreuse tout en comparant les equations constitutives 

developpees avec et sans couplage. en utilisant la courbe unidirectionnelle de frottement 

obtenue experimentalement dans les dew cas. Suite 6 une cornparaison avec les resultats 

rxperimentaux. ils ont montre que les resultats obtenus par les modeles qui tiennent 

compte du couplage sont beaucoup plus satisfaisants que les resultats des modeles qui ne 

tiennent pas du coupiage. 

Shirazi-Ad1 et al. [3 1 ] ont compare les resultats drs modeles par Clement finis en 

utilisant le modele de Coulomb et le modele de tiottement non lineaire avec ttt sans 

couplage. [Is ont rnontre que les resultats obtenus par le modele de Coulomb sous 

rstiment les resultats obtenus experimentalement. contrairement 5 crux obtenus par le 

modele de frottement non lineaire avec et sans couplage. Dans cette Ctude ils montrent 

aussi que la modelisation par elements finis est capable de simuler les tests 

experimentaux avec un degre de fidelite assez important. 

Dam une etude recente. Hashemi et al. [43] ont etudie. en utilisant la mithode des 

element finis. l'influence du design de la fixation de l'implant sur la stabilite de la 

prothese dans la periode postopentoire. ou l'attachement biologique n'est pas encore 

Ctabli. et I'etTet du modele de frottement utilise sur loestimation drs resultats (Coulomb vs 

non linthire). 11s ont conciu que le frottement de Coulomb sous estime une autre fois 

l'rffet du comportement non lineaire. et que la fixation par des vis. ensuite la fixation par 

des tiges penettent de reduire considerablement les micromouvements entre 1'0s et 

1' implant. 



I A Frottemeat anisotropique 

Quand le fiottement depend de la direction choisie. le frottement s'appelle 

frottement anisotropique. Le frottement peut dependre de la direction choisie a I'interface 

en raison de la rugosite exterieure misotrope originaire de i'usinage et iou de I'usure. Le 

processus d'usure cause progressivement des changements sur la rugosite et sur 

l'anisotropie du frottement de la surface d'origine. La topographie de la surface a donc 

une grande influence sur le frottement. Ceci a ete prouve par les Ctudes experimentales 

de Diacenko [44]. Rabinowicz [45]. Sharpin [46]. Halaunbrenner [J7] et Zielinski [51]. 

L'intluence du choix de la direction et de la structure de la surfiice minimise l'effet de 

I'anisotropie du frottement si cette surface est lisse mais clle ne le fait pas disparaitre 

completement [45]. 

Rabinowicz [Jj] et Halaunbrenner [J7] ont realise des tests experimentaux de 

frotternent relevant les valeurs de deplacement dam la direction qui est perpendiculaire h 

celle de la force appliquee. Ils ont constate que cette composante de deplacement aura 

lieu quand la direction de la force appliquee est diflerente de la direction du deplacement. 

Ceci se considere p m i  les effets. et les consequences importantes de l'anisotropie du 

frottement. 

La dependace des proprietes mecaniques de la direction peut &re une autre 

raison de l'anisotropie du fiottement. L'anisotropie des proprietes mecaniques est 

observee essentiellement dam les materiaux cristallins et fibreux. I1 a ete observe que lr 

frottement du Polytetratluoroethylene PTFE depend de l'orientation de ses chaines 

moleculaires par rapport a la direction de glissement [49]. Roberts [51] et Minford et 

Prewo [52] ont montre expetirnentalement que le frottement des composites depend de 

l'orientation des fibres. 



Le frottement orthotropique (le cas ou il existe deux directions principales 

orthogonales) a ete analyse dans certaines etudes dam la IittCrature. Dans ce cas. il a ete 

considere que les forces de frottement peuvent Otre decrit en fonction du comportement 

frictionnel des deux directions principales [50]. Dans certaines etudes. le modele de 

frottement de Coulomb a ete utilise pour resoudre les problemes de contact orthotropique. 

[53.54] 

Buczkowski et al. [55] ont presente une etude traitant le probleme dr contact 3-D 

orthotropique en tenant compte des caracteristiques microstructurales des surfaces. Pour 

resoudre le probleme de contact. ils ont employe un modele mathernatique analogue 6 

crlui de la theorie classique de piasticite. Les drux differentes fonctions non lineaires des 

directions orthogonales ont etc utiiisees pour exprimer les propriCtes de frottement 

orthotropiques des surfaces en contact. Un rnodele par Clement finis ainsi qur 

I'algorithme permettant d'exprimer le contact sont aussi proposks. 

Zmitrowicz [50.56] a classe ses modtles mathematiques diveloppes pour resoudre 

Ies problemes de frottement anisotropique. lineaires et non lineaires. pour un point 

materiel suivant le nornbre de directions principales. En effet. la symetrie de la surface 

possede une influence considerable sur I'elabontion des modeles mathematiques. 

1.5 But de la recherche 

Le resume de la revue bibliognphique montre que le frottement est un phenomene 

qui touche tous les secteurs d'engineering. Le frottement nun lincaire a trouvC son 

importance dam le domaine biomedicale. et il joue un rde  tres important dam les Ctudes 

de la stabilite dcs protheses dans la periode postoperatoire. ou la croissance osseuse n'a 

pas encore eu lieu. Le frottement isotropique a ete le plus considere dam ces etudes. 

puisque le type de contact os / metal a surface poreuse est non lineaire isotropique. La 

construction de surface poreuse avec un arrangement structurale bien defmi peut rendre le 



type de frottement a l'interface os / metal un frottement non lineaire anisotropique. On a 

vu dam I'etude bibliognphique, que l'orientation des fibres par exemple. dans les 

materiauv composites influe sur le coefficient de frottement. Rendre possible la 

resolution de ce type de probleme de contact, le frottement non liniaire et anisotropique. 

a ete le but de cette recherche. Les objectifs de cette recherche sont alors : 

Le developpement des equations constitutives du frottement non lineaire rt 

anisotropique. avec dew directions principales. est donc 13 premiere etape dam cette 

recherche. Ensuite. la proposition d'une relation donnant une limite i in contrainte 

tangentielle. en fonction de celles dam les directions principales. a ite la seconde etape 

de cette recherche. Enfin. I'elaboration de deux modeles par dements finis. la 

cornpanison entre le cas non lineaire isotropique et anisotropique rt aussi le cas de 

frottement de Coulomb est la troisieme etape de cette recherche. L'introduction drs 

rnodeles de frottement non lineaire. isotropique et misotropique. dms les fichiers d'input 

du logiciel d'elernents finis ABAQUS. est rendue possible griice aux "subroutines FRIC" 

prograrnmees en Fortran. 

1.6 Plan du memoire 

Ce memoire est reparti en cinq principaux chapitres et present6 de la manitre 

suivante : 

Dans ce premier chapitre. une description du domaine d'application du frottement 

non linkaire est decrit. Certains travauv experimentauu et numeriques traitant la question 

de la stabilite dr fixation des protheses et montrant l'importance du frottement non 

lineaire dans ces etudes ont ete presends. Ensuite. le frottement anisotropique a ete 



presente a travers quelques revues dam la litterature. Enfin, les objectifs fixes sont 

presentes ainsi que le plan du memoire. 

Le deuxieme chapitre presente initialement le developpernent analytique de la 

formulation avec et sans couplage du modele dc fiottemerlt non lineaire et isotropique 

[3]. Ensuite. nous presentons le developpement analytique des equations constitutivrs. 

qui est le but de cette recherche. du modele de fiottement non lineaire anisotropique avec 

et sans couplage. en tenant cornpte de deux directions principales. Enfin. la relation 

donnant une limite a la contninte tangentielle est presentee a la fin de ce chapitre. 

La presentation des deux modeles par elements this est le sujet du troisieme 

c hapitre. 

LC quatricme chapitre est reserve a la presentation des resultats obtenus par la 

methode des elements finis des deux modeles, ou on a introduit le modele de frottement 

non lineaire isotropique a anisotropique. Une cornparaison entre les divers modeles de 

frottement est aussi presentee. 

Enfin. le cinquieme chapitre a ete reserve j. la discussion des resultats obtenus. les 

conciusions tirees et les recommandations a la suite de ce travaiI. 



CHAPITRE 2 

DEVELOPPEMENT ANALYTIQUE 

L'objectif de ce chapitre est de presenter le diveloppernent analytique des 

Cquations constitutives pennettant de resoudre les problemes des interfaces avec 

frottement non IinQire anisotropique. Une presentation de la formulation relative au 

frottement non lineaire isotropique. developpee par Hashemi et al. [XI .  a Cti effectue au 

debut pour initier le lecteur a mieux comprendre et bien simuler la difference rntre les 

dew cas. isotropique et anisotropique. 

2.1 Frottement non lineaire isotropique 

Le frottement non lineaire. considere que la force tangentielle a la surface de 

contact rst une fonction non lineaire du deplacement relatif. Dans le cas isotropique. cette 

fonction ne depend pas de la direction choisie. Cependant. differents essais 

experirnentaux. uni- et bidirectionnels. ont ete elabores pour observer le comportement 

frictionnel de ces types dointerface [32. 33. 351. Les essais bidirectiomels. [3]. ont 

montre la presence du phenomene de couplage entre les reponses Frictionnelles des 

differentes directions. Une formulation avec couplage a ete proposee. ainsi qu'une 

formulation sans couplage pourvue une comparaison avec la premiere [3]. 



2.1.1 Formulation sans couplage 

La formulation sans couplage considere que la reponse fr ict io~elle dam une 

direction est independante des autres directions. L'effort de cisaillernent. r . rst une 

fonction du deplacement relatif. y .  de sa propre direction uniquement. En effet. aucun 

couplage n'est presente entre les differentes directions. Ainsi. la formulation est comme 

suit : 

ou f est la tbnction de frottement non lineaire unidirectionnelle obtenue 

experimentalement. (voir. par exemple. les figures 3.1 et 4.3). 

quand i = j 

quand i t j 

Dans cette formulation. la rigidite tangentielle de l'interfacr de chaque direction 

est une fonction du deplacement relatif dms cette direction seulrment et aucun couplqe 

entre Ies differentes directions n'est introduit dans les equations constitutives. La force 

tangentielle resultante nr peut exceder en aucun cas la force ma~imale resistante 

uniwiale de l'interfacefl,, . (F,, etant l'effort normal et p le coefficient mavimale de 

F m m  ). frottement. p = - 
F. 

2.1.2 Formulation avec couplage 



Les tests de frottement bidirectiomels, effectues sur un cube d'os et une plaque de 

metal avec surface poreuse par Hashemi et al. [XI. ont bien montre la presence du 

phenomene de couplage entre dew directions perpendiculaires. En effet, l'effon de 

cisaillement dam une direction ne depend pas seulement du deplacement relatif dans 

cette direction uniquement mais aussi de celui de la direction perpendiculaire a cette 

premikre. Les proprietes non lineaires de frottement mesurees lors des essais de 

frottement unidirectiomel ont ete employes pour developper les relations constitutives. 

Dans cette formulation les proprietes de friction sont couplees. Ce couplage introduit des 

terms non diagonaux non nuls dans la matrice constitutive. 

Dans ce dheloppement. il est suppose que la force tangentielk resultante et le 

deplacement relatif se produisent dam la mime direction et suivent la courbe non lineaire 

unidirectio~elie. Considerons 7, et r,  le diplacement relatif resultant et la contrainte 

de cisaillement resultante respectivement : 

En realite. la relation (3). presente la condition d'isotropie. 

Les gradients de la contrainte de cisaillement par rapport au deplacement relatif 

selon x et y sont etablis comme suit : en utilisant les relations suivantes. 



De la mime maniere 

Pour les trrmes non diagonaux : 

"'. =- L ,  [ --- ;:] 
37, Yetl ayeq 

De la meme maniere. on trouve 

La formulation peut Otre exprimee comme suit : 

w ( Y ~ ~ ~  ) h e t i  )] Y ,  1 k r t i  ) --- - 
I +- quand i = j 

ZY eq G/ Ye', Y cq 

quand i + j 
i et j = (s. v )  (9) 

On remarque que cette Formulation possede des termes de couplage nuls (lorsque i + j ). 

quand il s'agit d'un frottement lineaire ou de type Coulomb de l'interface. puisque les 

pentes secante et tangente ont la meme valeur ou bien Ion d'un test de frottement 

uniquement unidirectiomel. puisque la valeur du deplacement dam la direction 



perpendiculaire au chargement est nulle. Neanmoins. la force tangentielle resultante ne 

peut pas exceder la force mavimale resistante uniaxiale de I'interface N,, . 

2.2 Frottement non liniaire anisotropique 

Lorsque le comporternent frictionnel depend du choix de la direction. on parle 

d'un frottement anisotropique. Les etudes de Hashemi et al. [35] ont rnontre que la non 

1inea.de est la raison pour laquelle on observe le phenomene de couplage. Ainsi. une 

formulation avec couplage a Cte developpee. Une formulation sans couplage a kte 

egalement developpee. afin de simuler toujours l'effet du couplage. Une relation 

indiquant la limite de la contrainte equivalente de glissement est aussi proposee. 

Avant de commencer la presentation des formulations. on presente les hypothtisrs qui 

dcfinissent une interface anisotropique avec dew dircctions principalcs. qui est 

Cgalement appelee onhotropique dans certaines revus de la litterature. vu la presence de 

symetrie par rapport aux directions principales. 

Hypotheses : Lo interface anisotropique est cancterisee par : 

I /  Dew directions principales perpendiculaires x et y. Les vecteurs effort et deplacernent 

sont confbndus lors d'un test de tirttement selon l'une de ces deux directions. 

21 Deux coefficients de frottement pour les deux directions principales. Supposons que 

p et p ,  sont les coefficients de frottement associes 6 x et y respectivement. Les 

contraintes de cisaillement maximales de ces deux directions. .v et v. sont y, P etp,  P 

respectivement (P etant la pression). 



2.2.1 Formulation sans couplage 

La philosophie de la formulation sans couplage pour les interfaces isotropiques 

est maintenue pour les interfaces anisotropiques. En etliet. la formulation considere que la 

reponse frictionnelle dans we direction est independante des autres. Par ailleurs. l'effort 

de cisaillement. ainsi que la rigidite tangentielle de l'interface sont unr fonction du 

deplacement relatif de cette direction uniquement. Crci engendre des termes non 

diagonaux nuls dans la matrice de rigidite tangentielle de l'interface. L'introduction de 

deux comporternents frictionnels differents. des deux directions principales. constitue la 

difference entre la formulation du cas anisotropique avec celle du cas isotropique. La 

rnatrice constitutive possede alors deux tennes diagonaux differents. 

La formulation est alors sous la forme suivante : 

Soit r, = j; ( y , )  avec i = x. ?I. 

oh j; rt j., presentent lrs courbes unidirectio~elles des deux directions principles x rt 

y respectivement obtenues a l'aide des mesures experimentales. On remarque que si les 

directions principales ont le meme comportement frictionnel. la derniere formulation 

retombe bien sur la formulation du cas isotropique. 



2.2.2 Formulation avec couplage 

Les equations constitutives sont developpees en se basant sur les proprietes de 

frottement unidirectionnelles de chaque direction principale. Dans cette formulation. le 

couplage introduit des termes non diagonauv non nuls dans la matrice constitutive. 

Cependant. la reponse frictio~elle dans une direction ne depend pas seulement du 

deplacement relatif dam cette direction mais aussi de la direction qui lui est 

perpendiculaire. Considirons 7 ,  le deplacement relatif resultant. les composantes de la 

contrainte de cisaillement. r, ou i=(x. y) peuvent &re considerees commc: suit : 

L 

Courbe unidirectionnelle 

'I 

Figure 2.  I Schema representatif des courbes unidirectio~des des deux directions 

principles I et y avec les pentes secantes de chacune k ,  et k, . 

Avec k, = k, ( y , ,  ) et k, = k ,  ( y e q )  (13)  

ou k, est la pente secante de la courbe unidirectionnelle selon la direction principale i 



dependant de y, . Supposons que 

Les equations ( 14) et ( 15) nous donnent: 

Par analogie avec le modele isotropique non lineaire. equation (9). et en considerant 

nous aurons alors les relations suivantes 

a f ( ~ , )  --I- f (Y, ,)  7,- 2 +- f ( y e q )  quand i = j 

yeu  Ieq  Y e q  
iet j = ( x . ~ )  



Les relations constitutives reliant les contraintes tangentielles aux deplacements relatifs 

a r, selon x et y. - . en fonction de k, et k, sont etablis comrne suit : 
a ~ ,  

- - 
- 

r ,  a i  ak, k a?, kr, 2kt ----+----- 

Tout calcul ttt manipulations mathernatiques faites. nous aurons la relation suivante : 

De la meme faqon. on trouve 



on obtient donc : 

De meme on trouve 

k partir des equations (10-23) ci-dessus on peut conciure les equations constitutives : 

- 
arc - -- I [-+-- dr, I k,' +---;I k.k, Sk, 
37, ( 1 k, k ,  ak, ) 37. 2 k 2k 3&, - +:- 



Ces equations constitutives (24 - 27) foment bien la formulation du cas 

anisotropique non linaire avec couplage. On remarque que les termes de la rigidite sont 

une fonction du diplacement relatif des deuv directions principales. Contnirement au cas 

isotropique. la matrice constitutive est asyrnetrique. Par ailleurs. les equations 

constitutives du cas isotropique sont bien retrouvees si le comportement frictionnel des 

deux directions principales rst identique. k, = k, = k, . De plus. les termes de couplages. 

equations (26) et (27) disparaissent si le comportement frictionnel dans les dew 

directions principales est lintaire. puisque la cowbe &) est une courbe lineaire et par 

la suite la pente secante et la pente tangente relative 6 cette courbe sont identique. 

equation ( 1  9). Aussi ces termes de couplage disparaissent Ion d'un test unidirectionnel 

selon l'une des directions principales. ceci parce que le deplacrment relatif est nu1 dans 

I'autre direction principaie. 

Si nous analysons la procedure suivie pour etablir cette formulation. nous 

remarquons. que nous avons effectue un changement de variable pour transformer le 

probleme anisotropique a un probleme isotropique dans une premiere etape. Ceci se 

tnduit par la condition d'isotropie trouvee, equation (1 7). Dans la seconde etape. nous 

avons rarnener le probleme a sa vraie grandeur. en exprimant les termes a rechercher en 

fonction des resultats obtenus a partir de ce changement de variable et en fonction des 

pentes secantes des courbes unidirectionnelles selon les directions principales. 



2.3 Critkre de glissement 

Dans le cas isotropique. la contrainte tangentielle mavimale a ete definie par la 

limite de cisaillement uniaviale de l'interface p P (P etant la pression). etant donne que 

le coefficient de frottement est identique selon toutes les directions. Dans notre cas. 

frottement anisotropique. nous avons deux directions principales avrc des coefficients de 

frottement qui ne sont pas necessairement identique. La limite de cisai 1 lement pour 

chacune des deux directions principales x et y est p, P et p,  P respectivement. 

11 a Cte ues r a k o ~ a b l e  d'introduire un critere elliptique pour dCfinir la rCsistance 

ultime de la contrainte de cisaillement. Cette ellipse prend les limites de cisaillernent des 

directions principales. p,  P et p, P . comme des valeurs du grand et petit axe. Cr merne 

critere est aussi bien utilisc dam certains revus de la litteraturc, dms le cas du frottement 

de Coulomb anisotropique [57]. pour donner une limite 6 la contrainte de cisaillement 

equivalente. 

Figure 2.2 Ellipse caracterisant la limite de la contrainte de cisaillement equivalente pour 

le cas anisotropique. 



La frontiere de cene ellipse indique la limite de la contrainte de cisaillement equivalente. 

Cette fiontiere correspond B l'equation de l'ellipse definie par : 

Pour qu'il n'y ait pas glissement. la condition suivante doit &re respectee : 

La contrainte mavimale de cisaillement de chacune des directions principales. rst 

retrouvee si nous faisons un test unidirectionnel srlon ces directions. Ajoutons aussi. 

lorsque les dew coeficients de frottement pr et p,  des dew directions principales sont 

igauu. nous retrouvons bien la condition de non glissement du cas isotropique. Dans ce 

cas. l'ellipse devient un cercle. 



CHAPITW 3 

MOD~LISATION PAR ELEMENTS FINIS 

Afin d'examiner la performance et la precision des equations constitutives et 

ktudier le rble du frottement sur la reponse des corps en contact. deux modeles par 

element finis ont ete developpes et analyses en utilisant le logiciel ABAQUS (Hibbit. 

Karlsson and Sorenson Inc.. RI, 2001). Des ccsubroutines )r en Fortran ont ete 

developpees pour introduire les relations constitutives du frottement non lineaire. 

isotropique et anisotropique. dam les fichien d'input dXBAQUS. Ces modeles ont ete 

utilises dam des etudes anterieures [ I  I et [35] pour effectuer des tests de frottement avec 

des interfaces avec frottement de Coulomb rt non lineaire isotropique. Lr premier modele 

simule le test de frottement bidirectionnel d'un cube d'os sur une plaque de metal 6 

surface poreuse. La modelisation d'une plaque metallique reposant librement sur un bloc 

de polyurethanne est l'objet du deuxieme modele. Les chargements. le type de maillage. 

Irs proprietes des materiaux utilisees. ainsi que les conditions aux fiontieres sont donnees 

dam les sections respectives a chacune de ces dew modeles. 

3.1 Cube d'os sur une plaque de mktal a surface poreuse 

Ce premier modele par elements finis a Be elabore pour modeliser les tests de 

Frottement uni- et bidirectio~els d'un cube d'os sur un mAal a surface poreuse avec 

ditTerents types de frottement. anisotropiques et isotropiques. et des comportements 

tiictionnels lineaires et non lineaires. 



3.1.1 Modele 

Le module d'elasticite du cube d'os est de 300 MPa. et celui de la plaque en 

metal a surface poreuse est de 200 000 MPa. Le coefficient de poisson du cube t t  de la 

plaque sont 0.2 et 0.3. respectivement. Les dimensions du cube sont 2 0 x 2 0 ~  10mm. et 

celles de la plaque en metal sont 30x30~ 10mm. Ces caracteristiques geometriques ainsi 

que les dispositions sont montrees dans la figure 4.1. Un maillage d'eiement finis. 

compose de 52 elements brique 6 8 nauds et 16 elements de contact. a de employe pour 

I'analyse de ce rnodele. Au total. 1 J8 na~uds ont ete utilises dam ce maiilage. figure 4.1. 

La suppression du mouvernent de la base de la plaque du metal dans toutes les directions 

est la seule condition aux limites employee. figure 4.1. Les frottemrnts non lineaire et 

bi lineaire sont introdui t dans ce modele. Les courbes unidirectionnelles sont prises d' une 

faqon arbitraire de telle maniere qu'elles nous degagent les conclusions pertinentes de crs 

etudes. Des simulations avec des interfaces isotropiques et anisotropiques ont 6te 

effectuees. Une figure. illustrant les courbes unidirectionnelles utilisees de chaque 

direction principale. pour le cas anisotropique. et illustrant la courbe uniauiale. pour le 

cas isotropique. precede chaque etude. 

Une charge repartie norrnale d'une valeur 0.1 MPa est appliquee sur le cube d'os. 

Pour la simulation des tests de frottement bidirectionnels. des charges tangentielles h 

l'interface sont ensuite appliquees successivement selon les dew directions principales -r 

et v .  Pour les tests de fiottement unidirectiome!~. les charges tangentielks sont 

appliquees simultanement. 

Pour les tests de frottement bidirectio~elles les charges appliquees selon x ou y 

ont une valeur de 0. 0.37. 0.65 et 0.84 Fx-max (Fx-max est la resistance maximale de 

I'interface selon x). Selon la direction perpendiculaire de la precharge. la charge est 

appliqde jusqu'au glissement. Pour les tests de frottement unidirectionnels. la charge 



tmgentielle est appliquee selon une direction constante jusqu'au glissement. Les 

directions choisies sont 30". 45" et 60" comptees par rapport a x. 

3.2 Plaque mitallique sur un bloc de polyurithanne 

On modelise dans ce second modele une plaque metallique reposant librement sur 

un bloc de polyurethanne. Le comportement frictionnel envisage des interfaces est non 

lineaire: isotropique et anisotropique. 

3.2.1 Modele 

Les dimensions de la plaque metallique sont 75xjOx3rnm. crlles du bloc dr 

polyurethanne sont 8jx60x40mm. Le module d'elasticite de la plaque ainsi que du bloc 

sont 200 OOOMPa et 40 MPa. respectivemmt. La plaque et ie bloc ont 0.3 comme valrur 

du coefficient de Poisson. Les caracteristiques geometriques sont montrers dam la figure 

4.2. Pour analyser ce modele. un maillage d'element finis. compose de 1320 elements 

brique a 8 nceuds. l SO elements de contact et 3784 nauds. a ete utilise. La fixation de 

tous les nmuds de la base du bloc en polyurethanne. ainsi que les nauds de la Frontiere du 

m h e  bloc se situant a une hauteur d'environ I 1 mm. sont les seules conditions aux 

limitcs qui sont considerees. figure 4.2. Le Frottement non linhire est adopte pour ce 

modele avec des interfaces anisotropique et isotropique. Les courbes unidirectionnelles 

selon les directions principales. cas anisotropique. ainsi que la courbe uniaxiale. cas 

isotropique. sont montrees dans la figure precedant ces etudes. Les courbes 

unidirectionnelles sont aussi prises d'une maniere arbitrake comme le cas du modele 

precedent. Une charge normale et des charges tangentielles selon les directions r et y sont 

appliquees dam trois etapes consecutives ayant les valeurs IOOON. 25ON et 25ON 

respectivement. Ces efforts sont appliques excentriquement 6 la surface supirieure et a 

I'extremite de la plaque du metal au point DO (75.30.43). voir figure 4.2. 



Nous presentons dans ce chapitre les resultats obtenus par la moddisation par la 

methode des element finis des modeles decrits dans le chapitre 3. 

4.1 Cube d'os dur une plaque 

Pour ce premier modtile. differentes etudes ont Ctk effectuees d in  de valider les 

modeles analytiques developpes. du cas anisotropique non lineaire. comparer le cas 

anisotropique avec le cas isotropique. et comparer les approches avec rt sans couplage. 

4.1.1 Frottement bidirectionnel 

On assume pour les directions principales x et y un comportement non lineaire et 

des coefficients de frottement de valeur 0.58 rt 0.4 respectivement. figure 4.3. La courbe 

unidirectionnelle selon I est consideree comme la reponse frictionnelle de I'interface 

pour le cas isotropique. 

Les figures 4.4 - 4.7 representent respectivement les courbes resistance au 

frottement - deplacement obtenues par la methode des elements finis. La presence dome 

precharge variable selon .r. figures 4.4 et 4.5. et selon v .  figures 4.6 et 4.7. genere un 

couplage entre la contrainte de cisaillement et le deplacement relatif dam les deux 

directions. L'effet du couplage varie en fonction de l'intensite de la precharge. Aussi. on 

remarque que le couplage n'a pas d'effet si la precharge ait une valeur nulle. c'est B dire 

quand il s'agit d'un test de frottement effectue uniquement selon l'une des deux 



directions principales. La difference des reponses frictionnelles, suite I une comparaison 

entre les figures 4.4 et 4.6. et les figures 4.5 et 4.7, en presence de la mPme valeur de la 

precharge. montre bien l'effet de l'anisotropie. Les tigures 4.6 et 4.7. montrent aussi que 

le test de frottement bidirectionnel avec une precharge de 0.84 Fx-ma. selon la direction 

y n'as pu stre redise. Ceci s'explique par le fait que la charge 0.84 Fx-max depasse la 

limite de la contrainte de cisaillement selon la direction y. 

Les resultats correspondant aux tests de frottement bidirectionnel en utilisant 

I'approche sans couplage. figure 4.8. montrent que les courbes resistance au frotternent - 
deplacement (Fy-Dy) sont confondues avec la courbe unidirectiomelle de la direction 

principle y. et independantes de la valeur de la pricharge appliquee selon x. C'est 

uniquement la limite de cisaillement qui change en variant la valeur de la pricharge. LC 

deplacement relatif selon la direction x demeure pratiquernent nu\ en fonction de la 

contrainte dr cisaillemrnt (figure 4.9). En rffet. aucun couplage rntrc les directions 

principales n'est observe. 

Les figures 4.10 et 4.1 1 illustrent respectivement les courbes pour le cas 

isotropique avec couplage. Une cornpanison enue les figures 4.4 et 4.10. et les figures 

4.5 et 4.1 1 montre bien la difference de l'effet du couplage enire le cas isotropique et le 

cas anisotropique. 

La figure 4.1 2 ill ustre le cas de courbes unidirectionnelles bilineaires selon lrs 

directions s et y. Les resultats du test bidirectionnel illustres dans la figure 4.13 montrent 

qu'aucun couplage n'est present. suite a I'application d'une precharge. Ceci montre que 

dans le cas lineaire l'effet du couplage est automatiquement nul. 



4.1.2 Frottement unidirectionnel 

Ce test de frottement a ete elabore essentiellement afin d'observer l'influence du 

comportement frictionnel non linthire de !'interface et I'emploi des approches avec et 

sans couplage. sur la direction du deplacement du cube d'os lors de I'application d'une 

charge tangentielle selon une direction donnee. Une comparaison entre le cas isotropique 

rt anisotropique est l'une des objectives de cette etude. Les courbes unidirectionnelles 

selon les directions principales x et y sont presentees dans la figure 4.3. La courbe 

un id i rec t io~ek  selon x est utilisee c o m e  etant la reponse frictionnelle de h te r face  

pour les etudes relatives au cas isotropique. 

La figure 4.14 montre la variation de la direction du deplacement equivalente en 

fonction de la charge equivalente appliquee pour les cas isotropiqurs et anisotropiques 

avec couplage ainsi que pour un cas de Coulomb anisotropique avec 3Opm de 

deplacement perrnis selon les d e u ~  directions principales. Contnirement au cas 

isotropique. la direction du deplacement relatif dam le cas anisotropique ne suit pas 13 

direction de l'effort applique. ceci en exceptant le cas ou I'etTort est applique uniquement 

selon I'une des directions principales. Pour le cas dr Coulomb. la direction du 

deplacement est constante mais ne suit toujours pas la direction de l'effort applique. 

Aussi. on remarque que la limite de la contrainte de cisaillement est variable en fonction 

de la direction de l'effort applique dans les cas anisotropiques. Ceci est explique par le 

critere elliptique de glissement introduit dans les modeles anisotropiques. La figure 4.15 

montre une companison entre les approches avec couplage et sans couplage du cas 

isotropique. En effet. la difference est bien remarquable entre les cas ou la direction de 

I'cffort est a 30' et 60'. La figure 4.16 montre la meme companison. mais pour le cas 

anisotropique. Une divergence entre les d e w  approches est bien remarquable aussi pour 

les trois directions dont la charge est appliquee. 30°. 4j0 et 60'. 



Dans un cas etudie, oh les courbes unidirectionnelles selon les directions 

principales sont parfaitement proportionnelles, figure 4.1 7. la direction du deplacement 

ne suit toujours pas la direction de I'rffort applique mcis elle suit une direction 

pratiquement constante en utilisant la formulation avec couplage. figure 4.18. semblable 

au cas isotropique. Ceci montre l'effet de la proportionnalitc des courbes 

unidirectio~elles selon les directions principales sur la direction du deplacement. Dans 

un cas echeant. presente en annese. figure A. 13. oh les courbes unidirectionnellrs ne sont 

pas du toutes proportionnelles figure A X .  on observe que la direction du deplacement 

est une courbe non lineaire. D'autres resultats additiomels. relatifs a d'autres etudes. 

seront presentes en annexe. 

Les figures 4.20 et 4.21 illustrent les courbes charge equivalente m fonction du 

deplacement resultant d'un test de frottement unidirectionnrl avrc httrment non lineairr: 

isotropique (figure 4.19). Contrairement aux resultats obtenus par l'approche avec 

couplage. les resultats relatifs a I'approche sans couplage sont diffcrents en exceptant les 

cas ou la direction de I'effort est de 30" et de 60". 

4.2 Plaque mitallique sur un bloc de polyurCthanne 

Pour ce rnodele. la reponse frictionnelle a ete calculee en assurnant piusieurs types 

de frottement a l'interface. ceci a pour but d'observer l'influence de ces demiers sur la 

reponse du modele. Les charges appliquees sont concentrees au neud DO. a l'extremite 

de la plaque. Les directions principales 1 et 2 a I'interface ont un cornportrmrnt non 

lineaire et des coefficients de frottement de valeur 0.4 et 0.58 respectivement. figure 4.21. 

La courbe unidirectionnelle selon I est consideree cornme la reponse fr ict io~elle dr 

I'interface dans le cas isotropique. 



Les figures 4.23 - 4.26 illustrent respectivement les courbes force - deplacement 

calculees au point DO et Dl. tout en cornparant le cas isotropique avec le cas 

anisotropique et le cas avec couplage avec celui du sans couplage. Pour les 

comportements fkictionnels introduits, des directions principales. ou la rigidite selon 2 est 

plus importante que celle de I.  les deplacements U I  et U2 soient plus importants dans le 

cas isotropique avec couplage qu'au cas anisotropique avec couplage pour une meme 

valeur de F2. Initialement. quand F2=0. la valeur du deplacement U2 est pntiquernent la 

mime dam les deux cas. ceci est bien attendu puisque le comportement Frictionnel selon 

la direction I est identique dam les dew cas. La cornparaison entre les approches avec et 

sans couplage des cas isotropique et anisotropique montre que l'effet de couplage risulte 

une difference bien remarquable entre les resultats des deux approches. 



CUBE D'OS (20x20~ 10 mm) 

METAL k SURFACE POREUSE 

(30x30~ 10 mm) 

Figure 4.1 Maillage. conditions aux Iimites et dimensions du cube d'os reposant 

libremrnt sur un metal a surface poreuse. 



PLAQUE METALLIQUE A SURFACE POREUSE 

( 7 5 x 5 0 ~ 3  mm) 

Figure 4.2 Maillage. conditions aux limites et dimensions du modde dr la plaque 

metallique a surface poreuse reposant librement sur un bloc de 

polpethame.  



C o u r k  unidimtlannrlk solon X 

- t o u r k  untdlmtlonnrllr n k n  Y 

v TEST BlDlRECTlONNEt 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 

D~PLACEMENT RELATIF (microns) 

Figure 4.3 Courbes unidirectionnelles non lineaires dcs deux directions principales x et y. 

utilisees dans la modelisation de I'interface anisotropique. 



MOO~LE DE FROTTEMENT BIDIRECTIONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANISOTROPIQUE Pmsion*.lMPa 

AVEC COUPLAGE 

0 20 40 60 80 100 120 140 

OEPUCEMENT RELATIF TANGENTIEL, Dy (microns) 

Figure 4.4 Contrainte tanpntielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dy. (Fy-Dy) en 

employant lr modele de frottement bidirectio~el avec frottement non lineaire 

anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



MODELE DE FROnEMENT BlDlRECf IONNEL Pression=fllMPa 

FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANlSOT ROPlQUE 
AVEC COUPLAGE 

0 10 20 30 10 50 60 70 

D~PLACEMENT RELATIF TANGENTIEL, Dx (microns) 

Figure 4.5 Contrainte tangentielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dx. (Fy-Dx). 

m employant le modele de frottement bidirectionnel avec frottement non 

lineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec coupiage. Dx initial 

est ramene a zero afin de simplifier la cornparaison. 



MOD€LE DE FROTTEMENT BIDIRECTIONNEL Pmtion=O.lMPa 

FROTTEMENT NON LIN~AIRE ANISOTROPIQUE 

0 20 40 60 10 100 120 140 

DEPLACEMEW RELATIF TANGENT IEL, Ox (microns) 

Figure 4.6 Contrainte tangentielle. Fx. en fonction du deplacement relatif. Dx. (Fx-Dx) 

en employant le rnodele de frottement bidirectionnel avec frottement non 

lineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



MOD~LE DE FROTTEMENT BlDlRECTlONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANlSOTROPlQUE 

AVEC COUPlAGE 
pr = 0.50 
py = 0.4 

0 10 20 30 40 50 60 

D&PLACEMENT RELATlF TANGENTIEL, Dy (microns) 

Figure 4.7 Contrainte tangentielle. Fx. en fonction du Jeplacement relatif. Dy. (Fx-Dy) 

m employant ir modele de frottement bidirectio~el avec frottement non 

lineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. Lrs 

deplacements initiaux de Dy sont ramenes 6 zero pour simplitier la 

cornpanison. 



FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANISOTROPIQUE 
SANS COUPLAGE 

Figure 4.8 Contninte tangentielle. Fy. en function du deplacement relatit Dy. [Fy-Dy) e n  

employant le modele de frottement bidirectionnel avec frottement non lineaire 

misotropique et en utilisant la formulation sans couplage. 



MOD€LE DE FROTTEMENT BlDlRECTlONNEL prenionro.lmpa 

FROlTEMENT NON L I N ~ I R E  ANISOTROPIQUE 
SANS COUPLAGE 

Figure 4.9 Contrainte tangmtielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dx. (Fy-Dx) 

en employant le modele de frottement bidirectionnel avec Frottement non 

lineaire anisotropique rt en utilisant la formulation sans couplage. Le 

deplacement initial selon x est rmene a zero afin de simplifier la 

cornparaison. 



MOOELE DE FROTTEMENT BlOlRECT lONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPIQUE 

Pression=O.l MPa 

AVEC COUPCAGE 

0 20 40 60 80 100 120 140 

D~PUCEMENT RELATIF, Dy (microns) 

Figure 4.10 Contraintr tangentielle. Fy. en fonction du deplacement relatit Dy. (Fy-Dy) 

m employant le modele de frottement bidirectionnel avec frottement non 

lineaire isotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



MODELE DE FROTTEMENT BIDIRECTIONNEL PmsSiOn~~lMpa 

wl = 0 .e  FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPIQUE 
AVEC COUPLAGE 

0 10 20 30 40 50 60 70 

&PLACEMENT RELATIF, Dx (microns) 

Figure 4.1 1 Contrainte tangentielle. Fy. en fonction du diplacement relatit Dx. (Fy-Dx) 

m employant le modele de frottement bidirectio~el avrc frottement non 

lineaire isotropique et en utilisant la formulation avec couplage. Dx est 

ramene i zero. 



COURBES UNIOIFIECTIONNELLES BILIN~IRES P""iOn ' lMPa 

r 

C O U R B E  UNlDlRECTlONNELLE SELON X 

,' ,' 

0 

0 20 40 60 80 ?W 120 140 160 180 200 

D~PLACEMENT RELATIF (MICRONS) 

Figure 4.12 Courbes unidirectionnelles bilineaires des d e w  directions principales x et J. 



MODEL€ DE FROTTEMENT BlDlRECTlONNEL 
FROlTEMENT BILIN~IRE ANISOTROPIQUE 

AVEC COUPLAGE 

Pression = 0.1 MPa 

01-OqurndFy V~lrrpourIes 
dour crs 

o 20 40 60 ao 100 120 140 160 

D~PUCEMENT RELATIF, Dy (microns) 

Figure 4.1 3 Contrainte tangentielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dy. ( Fy-Dy) 

en employant le modele de frottement bidirectionnel avec frottement 

bilineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



Figure 4.14 Contrainte tmgentielle equivalente. Feq. en fonction de la direction du 

deplacement. en employant le modele de frottement unidirectionnel avec 

frottement anisotropique Coulomb (Clb). avec 30 microns de deplacement 

pennis dans les d e w  directions, et non lineaire isotropique et anisotropique 

en utilisant la formulation avec couplage (courbes unidirectio~elles. figure 

4.3). 



MOO~LE DE FROTTEMENT UNDIRECTIONNEL ,mssi on a.lMpa 

F ROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPIQUE 
AVEC Et SANS COUPLAGE 

p = 0.58 
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DIRECTION DE O~PCACEMENT (DEG) 

Figure 4.15 Contrainte tmgentielle tquivalente. Frq, en fonction de la direction du 

deplacement. m employant le modele de frottemmt unidirectionnel avec 

frottement non lineaire isotropique en cornparant les resultats obtenus par les 

formulations avec (A.) et sans (S.) couplage. 



CONTRAINTE ~QUWALENTE 
DE CLSAILLEMENT, Feq, (MPa) 



COURBES UNIDIRECTIONNELLES Prersion=lMPa 

(PARFAITEMENT PROPORTIONNELLES) 
vx = 0.6 
~ly = 0.3 

- Courk unldlncUannd Won X 

Caurk unMlmctlonnel ulan Y 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 

~JPLACEMENT RELATIF ( microns) 

Figure 4.1 7 Courbes unidirectionnelles des dew directions principales. x et y 

parfaitement proportio~elles. 



MODEL€ DE FROITEMEN1 UNlDlRECT IONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANlSOTROPlQUE 

AVEC ET SANS COUPLAGE Pression=O.l MPa 

-A. couplago Feq @ W 
- S. coupkg* Feq @ 30. 

' *' . S. cauphge F q  @ U9 

* S. couplrga Feq (q 6W 

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 

DIRECTION DE D~PLACEMENT (DEG) 

Figure 4.18 Contrainte tangentielle equivalente. Feq. en fonction dc la direction du 

deplacement. en employant Ie modele de fiottement unidirectio~el avec 

frottement non lineaire anisotropique avec et sans couplage. 



COURBE UNIDIRECTIONNELLE Pression=l MPa 
v = 0.45 

0 20 40 60 10 100 120 140 160 

D~PLACEMENT RELAWF (microns) 

Figure 4.19 Courbes unidirectiomelles des deuv directions principalcs de ['interface 

isotropique. 



MODELE DE FROTTEMENT UNlDlRECTlONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPIQUE ~ m s i o n . ~ . t ~ ~ a  

SANS COUPUGE 
p = 0.45 

Figure -1.20 Contrainte tangentielle equivalente. Feq. en fonction du deplacement 

resultant relatif. Deq. en employant le modele de frottement 

unidirectionnel avec frottement non lineaire isotropique en utilisant la 

formulation sans couplage. 



MOD~LE DE FROTTEMENT UNlDlRECTlONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPlQUE 

PressiontO.1 MPa 

AVEC COUPLAGE 

Figure 4.21 Contrainte tangentielle equivalente. Feq, m fonction du deplacement 

resultant relatif. Deq. obtenue par element finis en employant le modele de 

frottement unidirectionnel avec frottement non lineaire isotropique et en 

utilisant la formulation avec couplage. 



0 20 40 60 do 100 t2O 140 160 
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Figure 4.12 Courbes unidirectio~elles non lineaires des deua directions principales 1 

rt 2 pour modeliser I'interface d'unr plaque en metal a surface poreuse 

reposant librement sur un bloc de polyurethanne. 



MOD~LE DE FROlTEMENT BIDIRECTIONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  AVEC ET SANS COUPLAGE 

(DO) 

it -Anlro A. couplrge (0.4.0.!Ml) 

. *- ' Anlur 5. couplago (0.4.0.9) -- 1.o  A. coupirge (0.4) .- Iso S. couplrge (0.4) 

Figure 4.23 Force F2 en fonction du deplacement U1. au point DO. obtenue par dements 

finis en employant le modele de frottement bidirectionnel avec frottement 

non lineaire isotropique et anisotropique avec et sans couplage. 
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Figure 4-24 Force F2 en fonction du deplacement U2. au point DO. obtenue par elements 

finis en employant le modele de fiottement bidirectionnel avec frottement 

non lineaire isotropique et anisotropique avec et sans couplap. 



MOO€LE DE FROTTEMENT BIDIRECTIONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  AVEC ET SANS COUPUGE 
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Iro avec cwplrga (0.4) 
...-. Iso u n r  couplago (0.4) 

Figure 4.25 Force F2 en fonction du deplacement U I .  au point D l .  obtenue par dements 

finis en employant le rnodele de fiottement bidirectionnel avec frotternent 

non lineaire isotropique et anisotropique avec et sans couplage. 
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Figure 4.26 Force FZ m fonction du deplacement U2. au point Dl .  obtenue par dements 

finis en empIoyant le modele de frottement bidirectio~el avec frottement 

non lineaire isotropique et anisotropique avec et sans couplage. 



CHAPITRE 5 

DISCUSSION 

Dans la recherche bibliographique. on s'est rendu compte du rde tres important 

que le fiottement joue pour itudier la reponse des corps qui sont en contact. I1 a ete 

montre par les travaux qui ont traite la question de la stabilite de la prothese du genou 

humain que la connaissance de la nature du frottement ainsi que son incorporation est 

primordiale pour des etudes nwneriques assez rigoureuses. En general. on peut dire 

quand la rigidite dr I'interface augmente la prothese est plus stable. ceci a ete confirme 

par les etudes de Shirazi-Adl ct al. [33] ainsi que celles de Dammak et al. [MI. Les etudes 

experimentales de Rancoun et al. [32] ainsi que Shirazi-Adl et al. [331 ont montre 

I'aspect non lineaire du frottement a I'interface osl metal I surface poreuse. Ceci a eu une 

grande influence sur les travaux qui ont succede ces etudes. Dans cette periode. la piupart 

des etudes numeriques ont adopte le frottement de Coulomb pour modeliser le frottement 

a I'interface os/ metal h surface poreuse. Forcione et Shirazi-Adl [411 ainsi que Shirazi- 

Adl et Forcione [40] etaient les premiers a mettre loaccent sur I'importmce d'introduire la 

non linearite du frottement dam les rnodeles numeriques. Ils ont conch que celle-ci est 

un parametre tres important pour etudier la stabilite de l'implant. En effet. les resultats 

obtenus sont beaucoup plus satisfaisants que de ceux qui sont obtenus par le modele de 

frottement de Coulomb. 

Malgre que ces resultats sont satisfaisants. il a ete montre par Hashemi. et al. [3j]  

que ceci est en grande parti parce que les tests modelises sont unidirectionnels. 

Cependant. leurs travaax expirimentau montrent que Ion des tests bidirectionnels. un 

phenomene de couplage qui apparait lors de loapplication d o n  effort en presence d'une 

precharge dam une autre direction. En developpant un modele mathematique qui tient 

compte du phenornene de couplage, les resultats obtenus par les etudes numeriques 



modelisant un test de fiottement bidirectio~el ont concorde remarquablement avec les 

resultats experimentaux et ont montre I'importance de prendre en consideration le 

phenomene de couplage dans la modelisation des interfaces soumis au?c charges 

combinees. Le fait que le couplage n'est pas present dans le cas du fiottement de 

Coulomb ou dam le cas de frottement lineaire. nous renseigne que la non linhrite est 

dots le responsable de I'apparition du couplage lors des tests bidirectionnels. Bien que 

tous les travaux aient etudie le cas des interfaces avec frottement non lineaire isotropique. 

on a vu qu'il est interessant de donner un aspect theorique plus global au frottement non 

lineaire en developpant les equations constitutives capables de modeliser les interfaces 

avec frottement non 1 ineaire anisotropique a dew directions princi pales. et faire des 

applications numeriques par la methode des elements finis lit-dessus. Dans ce qui suit. 

nous allons enumerer et discuter chacun des objectifs de cette Ctude de recherche. 

L r  premier objectif consiste au developpement drs iquations constitutives 

permettant de resoudre les problemes de contact non IinCaire anisotropique. avec la prise 

en consideration de deux directions principales pour definir le comportement frictionnel 

de I'interface. Dam ces equations. on a tenu compte du phenomene de couplage entre la 

charge tangentielle et les deplacements lors de la presence d'une precharge. Ce 

phenomene est une consequence de la non linearite du frottement. Ceci a Cte bien obsenC 

dans les tests experimentaux bidirectionnels sur des interfaces non lineaires isotropiqurs 

[24]. Des equations constitutives ne tenant pas compte du couplage ont 6te aussi 

developpees pour des fins de cornparaison. Dam ces deuv cas. avec et sans couplage. on 

se base sur I'introduction des courbes de frottement unidirectionnelles des deux 

directions principales obtenues experimentalement. 

Le fiottement non lineaire bidirectiomel introduit des termes non diagonaux non 

nuls dans la matrice de rigidite de I'interface. Ces termrs sont egaux dans le cas 

isotropique. mais different quand il s'agit d'un frottement anisotropique. Ces termes de 

couplage disparaissent Ion d'un test de frottement unidirectionnel selon I'une des 



directions principales ou quand les courbes de frottement introduites sont lineaires ou de 

type Coulomb. Dans ces deux demiers cas, on retrouve bien la formulation sans 

couplage. L'introduction d'un comportement frictiomel identique selon les deux 

directions principales nous permet de retrouver les equations constitutives du cas 

isotropique non lineaire avec couplage. Ceci est evident puisque les pente secante selon x 

et selon y sont egales. 

La proposition d'une relation limitant la contrainte maximale de glissement Ctait 

un deuxieme objectif. Un critere elliptique a ete adopte pour definir la limite de la 

resistance maximale de frottement de l'interface. Les valeurs du grand et petit axes de 

I'ellipse correspondent aux resistances maximales de chacune des deux directions 

principales. En effet. quand il s'agit d'un test de frottement unidirectionnel. selon l'unr 

des directions principales. la contrainte tangentielle maximale est bien celle de cette 

direction. Quand i l  s'agit de deux directions principales avec des coefficirnts de 

frottement egales. la limite de la contrainte tangentielle est bien celle du cas isotropique 

present6 par un c e d e  au lieu d'une ellipse. 

La modelisation par la mithode des elements finis des interfaces sournises aux 

chargements bidirectionnels et unidirectionnels ainsi que l'introduction de differents 

types de frottement etaient le demier objectif de cette Ctude de recherche. Pour ceci. deux 

rnodeles par Clement finis ont ete developpes. Des ((subroutines )) progrmrnees en 

Fortran ont ete diveloppees afin d'introduire Ies relations constitutives des cas 

isotropique et anisotropique et afin d'introduire les courbes unidirectionnelles adoptees 

pour chaque direction principale. 

Dans le premier modele nous avons modelise le test de frottement bidirectio~el 

et unidirectiomel d'un cube d'os reposant librement sur une plaque en metal I surface 

poreuse. Ces modelisations de frottement bidirectio~els avec des interfaces 

anisotropiques non lineaires nous renseignent que la presence d'une precharge genere un 



couplage entre la charge appliquee et le deplacement dans les deuv directions principales. 

figures 4.4 - 4.7. L'influence du couplage dans le cas anisotropique est bien differente de 

celle du cas isotropique. Pour un comportement frictiomel selon x identique au 

cornportement frict io~el d'une interface isotropique, et en presence de la meme 

pricharge selon x, l'influence du couplage depend uniquement du cornportement 

f r ic t io~el  selon y. Contrairement au modde de frottement avec couplage. et en presence 

d'une precharge. aucun couplage n'est present dam les resultats obtenus en utilisant la 

formulation sans couplage. figures 4.8 - 4.9. La reponse frictionnelle selon une direction 

suit la courbe de frottement de cette meme direction. La variation de la valeur de la 

precharge entraine uniquement la variation de la valeur maximale de la contrainte de 

cisaillement. 

Exceptant les tests de frotternent unidirectionnel selon l'une des directions 

principales. Ie diplacement est plus important dans les resultats obtenus par la 

formulation avec couplage qu'avec celle qui ne tient pas compte du couplage. pour unr 

meme charge appliquee. Crci peut &re explique par le fait que la pente de la courbe de 

frottement diminue en fonction du deplacernent tangentiel. Dans le cas ou les courbes 

unidirectionnrlles seraient lineaires ou dr type Coulomb l'effet du couplage est nul. Ceci 

s'explique par le fait que la pente tangente et la pente secante sont egaux dans ce cas. ce 

qui m u l e  les termes non diagonauu de la matrice de rigidite de lointerface. 

En ce qui concerne les tests de frottement unidirectionnel. on a releve la valeur de 

la direction resultante du deplacement en fonction de la contminte tangentielk 

equivalente appliquee. Comparons les cas isotropiques et anisotropiques avec couplage. 

on remarque que contrairement au frottement isotropique. le comportement frictiomel 

anisotropique engendre un deplacement dans une direction autre que la direction de 

l'effort applique. Genenlement. la courbe resistance au fiottement equivalente - 

direction resultante de deplacement est une courbe non lineaire. figure A.13. 

L'introduction de courbes unidirectionnelles proportiomelles selon les directions 



principales engendre une direction de deplacement constant mais toujours di tTerent de 

celle de l'effort applique. figure 4.18. Cette remarque nous montre que le rapport entre 

les pentes secantes et les pentes tangentes des deux courbes unidirectionnelles pour une 

position domee du deplacement equivalent sont les responsables de la determination de 

la direction du deplacement. 

La figure 4.15 illustre un cas tres clair montrant la puissance de la formulation 

avec couplage. En effet. les resultats trouves par la formulation avec couplage montrent 

que la direction du deplacement. pour une interface non lineaire isotropique. est constante 

et suit la direction de I'effort applique. ce qui n'est pas le cas pour les resultats obtenus 

par la formulation sans couplage. ~ t a n t  dome que dam le cas isotropique toutes les 

directions a lointerface sont principales, et la rigiditi tangentielle est constante selon 

toutes les directions de lointerface. donc on ne voit pas de raison pour que la direction de 

deplacement varie au coun de l'essai de frottement unidirectionnel. ceci rst une 

confirmation des resultats obtenus par la formulation avec couplage. et une demonstration 

de la faiblesse de la formulation sans couplage. Les figures 4.20 et 4.21 montrent d'une 

autre fason ce que nous venons de conclure. oh la courbe unidirectio~elle est retrouvie 

pour n'importe quellr direction quand I'effort est applique dans le cas avec couplage 

contrairement au cas sans couplage. Pareil pour le cas anisotropique non lineaire. figure 

4.16. une difference entre les resultats obtenus par les formulations avec et sans couplage 

est aussi observee. La concordance entre lcs resultats de la formulation avec couplage et 

sans couplage est evidente s'il s'agit de courbes de frottement lineaire ou de type 

Coulomb selon les directions principales. La variation de la direction de l'effort applique 

engendre une variation de la charge limite de glissement. En effet. ceci est une 

consequence de l'utilisation d'un critere elliptique pour domer une limite a la contrainte 

de cisaillement. 

Le deuxieme modele traite le cas d'un frottement bidirectionnel a l'intertace 

d i n e  plaque metallique reposant librement sur un bloc de polyurethanne. Comme il a ete 



decrit. le comportement frict io~el des surfaces non linbires isotropiques. correspond a 

celui de la direction principale 1 des interfaces anisotropiques. Les resultats obtenus ont 

rnontre que peu importe le modele de frottement utilise. avec couplage ou sans couplage. 

et peu importe le type de frottement utilise. isotropique ou anisotropique. le deplacement 

est pratiquernent le meme apres le premier et deu-ieme chargement. soit selon 3 ou I .  

Ces resultats s'expliquent comme suit : 

1- durant I'application de l'effort normal. les resultats ne sont pas affectes d'unr faqon 

appreciable par Ie modele et le type de frottement utilises. 

2- lors de I'application des precharges, le comportement est alors unidirectionnel selon 

la direction principale 1. donc il n'y a pas de phenomene de couplage qui intervient. 

Ceci montre la concordance entre les resultats des tbrmulations avec et sans couplage. 

La reponse frictionnelle suit donc la courbe de frottement selon 1 qui correspond 6 la 

courbe unidirectionnelle du cas isotropique. Ceci explique la concordance des 

rksultats entre les cas isotropique ct anisotropique. 

Au cours du deuxieme chargement. et pour I'etude effectuee. le cas anisotropique a 

rnontre plus de resistance au frottement que le frottement isotropique. Ceci s'rxplique par 

Ir fait que la rigidite de lointerface selon 2 est plus importante que celle de 1. 



CONCLUSIONS ET RECOMMANDATIONS 

L'importance que pone la question de la reponse frictionnelle des corps en contact 

ont arnene plusieurs chercheun a pousser leur comprehension de ce phenomine. Les 

etudes experimentales bidirectiomelles [35] effectuees sur des corps avec frottement non 

Iineaires ont mont5 la presence d'un couplage entre les efforts appliques rt les 

diplacements relatifs. Ces observations ont ete absentes lon des essais experimentaux 

unidirectionnels. ou bien sur des corps avec frottement de Coulomb a I'interface. Le 

developpement d'une formulation mathematique pour resoudre les problemes de 

frottement non lineaire isotropique a donnee des resultats bien satisfaisant. en comparant 

avec les resultats experimentaux. par rapport au formulation qui ne tienne pas compte du 

couplage.   tend re cette aptitude a resoudre les problemes non lineaire m ajoutant 

l'aspect anisotropique a ete l'objectif de cette Ctude. Dans le dkveloppement des 

equations constitutives on a tenu compte du couplage qui est un resultat de la non 

linearite du frottement et de dew directions principales pour exprimer le comportemrnt 

frictionnrlle de I'interface en fonction de celui de ces deux directions principales. Ensuite 

la proposition d'une relation d o ~ a n t  une limite a la contninte maximale a ete faite. 

Enfin. on effectue une etude par la methode des elements finis m introduisant les 

relations developpees afin de les valider et cornparer le cas anisotropique avec le cas 

isotropique comme aussi les formulations avec et sans couplage. 

Une recapitulation de cette etude nous permet de conclure ce qui suit : 

la non linearite fait apparaitre un phenomene de couplage en presence de charges 

corn binees. 

le couplage disparait quand il s'agit de frottement unidirectiomel ou quand il s'agit 

d'un frottement lineaire ou de type Coulomb seion les dew directions principales. 

le couplage depend de la rigidite des dew directions principales. et de la valeur de la 

precharge. cr qui fait que son influence est differente dam le cas anisotropique que 

du cas isotropique. 



la formulation sans couplage dome une idee sur I'influence du fait de tenir compte du 

couplage. Celle-ci est valable pour decrire des interfaces avec frottement de type 

lineaire et Coulomb ou Ion des tests unidirectionnels mais pas pour des tests de 

frotternent bidirectio~el avec interfaces non Iinkaires, 

!on des tests unidirectio~ek. le rapport entre les pentes secantes rt les pentes 

tangentes de chaque direction principale pour une position donnee du deplacement 

equivalent est lr responsable a la determination de la direction de deplacement entre 

les deu. corps en contact. Lorsque ces rapports sont egaw a 1 a une position donnee. 

la direction principale suit la direction de I'effort applique. Pour le cas anisotropique. 

generalement ces rapports sont differents de I donc la direction du deplacement ne 

suit pas la direction de l'effort applique. La constance de ces rapports entraine une 

direction de deplacernent constante. 

lors de ces tests unidirectio~els aussi avec frottement anisotropique la vaieur de la 

contrainte maximale varie en fonction de la direction de l'effon applique a cause de 

I'adoption d'un critere elliptique. Cette valeur cst constante dam le cas isotropique 

puisque ce critere elliptique devient circulaire. 

Finalement. nous aimerions bien finir en soulignant la question de la validation 

experimentale. Celle du modele bidirectionnel dans le cas de frottement isotropique non 

lineaire a ete effectuee par Hashemi et al. [35]. 11 reste a faire alors les tests 

bidirtxtionnels dam le cas d'une interface avec frottement anisotropique non lineaires. 

Ceci peut &re le sujet d'une etude de recherche experimentale dam I'avenir pour valider 

les rbultats numeriques trouves. Differents autres modeles numeriques peuvent Stre 

developpes en introduisant le rnodeles de frottement non lineaire anisotropique pour voir 

l'influence de celui-ci sur la reponse du systeme notarnment celui avec chargement 

c y cl ique. S i I'anisotropie du frottement peut ameliorer la conception et peut satisfaire 

certaines exigences de la reponse des systemes en contact est un autre creneau pour 

d'autres recherches. En effet. la faisabilite et les moyens pour avoir des interfaces 



anisotropiques ou anisotropiques non lineaires arti ficiellement tout en j ouant sur la 

composition des pikes et leur faqon d'usinage est alon une autre question qui se pose. 
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Figure A. 1 Courbes unidirectionnelles des dew directions principales x et y. 
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Figure A.2 Courbes unidirectionnelles des dew directions principales r et y. 
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MODELE DE f ROlTEMENT BIDIRECTIONNEL 
FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ANISOTROPIQUE AVEC COUPLAGE 

COMPARAISON ENTRE DEUX CAS, (0.58,0.4) ET (0.58,0.3) 
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Figure A.3 Contrainte tangentielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dx. (Fy-Dx) 

en employant le modele de frottement bidirectionnel avec Frottement non 

lineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



MOD~LE DE FROlTEMENT BlDlRECTlONNEL 
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Figure A.4 Contrainte timgentielle. Fy. en fonction du deplacement relatif. Dy. (Fy-Dy) 

en employant le rnodele de frottement bidirectio~el avec frottement non 

lineaire anisotropique et en utilisant la formulation avec couplage. 



MOD~LE DE FROllEMENT UNIDIRECTIONNEL 
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Figure A.5 Contrainte tangentielle equivalente. Feq applique a 45" par rapport a s. en 

fonction des deplacements relatifs Dx et Dy. en ernployant le modele de 

frottement unidirectionnel avec Frottement non lineaire anisotropique avec st 

sans couplage. 
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Figure A.6 Courbes unidirectiomelles des deuv directions principales. x et y. 
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Figure A.7 Contrainte tangentielle equivalente, Feq. en fonction du deplacement resultant 

relatif. Deq. en employant le modele de frottement unidirectiomel avec 

frottement non lineaire anisotropique en utilisant la formulation avec 

couplage. 
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Figure A.8 Contrainte tangentielle Cquivalente. Feq, en fonction du deplacement relatif 

resultant. Deq. en employant le modele de fiottement unidirectio~el avec 

frottement oon lineaire anisotropique et m utilisant la formulation sans 

couplag-. 
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Figure A.9 Courbe unidirectio~elle de l'interface isotropique. 
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FROTTEMENT NON L I N ~ I R E  ISOTROPIQUE 
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Fi yre A. 10 Contrainte tangentielle Cquivalente. Feq. en Fonction des deplacements 

relatifs. Dx. en employant le rnodele de frottement unidirectionnei avec 

Frottement non lineaire isotropique et en utilisant ia formulation avec 

couplage. 
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Figure A. I I Contrainte tangentielle equivalente. Feq. en fonction des deplacemrnts 

relatifs. Dy. en employant le modele de frottement unidirectio~el avec 

frottement non lineaire isotropique et en utilisant la formulation avec 

couplage. 
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Figure A. 12 Courbes unidirectionnelles des deuv directions principales x et y. 
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Figure A. 13 Cootrainte tangentielle equivalente. Feq. en fonction de la direction du 

deplacement. en employant le modele de frottement unidirectionnel avec 

frottement non iineaire anisotropique avec et sans couplage. 
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Figure A. 14 Courbes unidirectio~elles des deux directions principales 1 et 1. Pour le 

cas isotropique la courbe unidirectionnelle est ceile de la direction I .  
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Figure A. 15 Force F3  en fonction du deplacement U3. au point DO ct D 1 . Uniquement la 

charge normale qui est appliquee. Frottement non lineaire isotropique et 

anisotropique. avec et sans couplage. Dans les quatre cas les resultats sont 

les memes. 
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Figure A. 16 Force F3 en fonction du deplacement U 1. au point DO et D I .  Uniquement la 

charge normale qui est appliquee. Frottement non lineaire isotropique et 

anisotropique. avec et sans couplage. Dans les quatre cas. les resultats sont 

1es memes. 
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Figure A. 17 Force F 1 m fonction du deplacement U3. au point DO et D I. en employant 

le modde de frottement unidirectionnel selon x avec frottement non lineaire 

isotropique et anisotropique avec et sans couplage. 
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Figure A. 18 Force F 1 en fonction du deplacement U 1 .  au point DO et D 1 .  en employant 

le modele de tiottement unidirectionnel selon x avec frottement non lineaire 

isotropique et anisotropique avec et sans couplage. 




