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RESUME

Depuis la découverte des ‘fontaines de sel’ comme curiosité océanographique, la
convection de double diffusion a été reconnue comme un phénoméne de grande
importance dans de nombreux problémes naturels et industriels comme par exemple, la
métallurgie, les procédés de séchage, etc. La convection de double diffusion est, comme
le nom I’indique, un phénoméne d’écoulement induit par un gradient de densité résultant

de I’effet combiné de gradients de température et de concentration.

La présente thése porte sur la convection thermosolutale au sein d’une couche
poreuse rectangulaire et horizontale. Le milieu poreux est modélisé a partir des équations
classiques de Darcy sur la base des approximations de Boussinesq. On suppose que la
couche poreuse est soumise a des conditions aux frontiéres thermiques et solutales de
type Neumann et Dirichlet, respectivement. Des modéles analytiques et numériques ont
été développés pour I’étude de la stabilité linéaire dans la premicre partie de cette thése.
Une telle étude permet de déterminer le nombre de Rayleigh thermique supercritique

R;?, marquant la naissance de la convection. Dans le cas ou les forces de poussée

résultant des gradients de température et de concentration, s’exercent dans des directions
opposées, I'existence d’un régime convectif oscillant est démontré. Les parameétres de
contréle délimitant 1’existence de ce régime oscillant & savoir le rapport de forme de la
cavité, A, le nombre de Rayleigh thermique, R, le rapport des forces thermiques et
solutales, NV, le nombre de Lewis, Le et la porosité normalisée de la matrice poreuse, &
sont déterminés. Dans la deuxiéme partie de cette thése, un code numérique en
différences finies, permettant de résoudre les équations de base gouvernant le présent
probléme, a été développé. Les résultats numériques obtenus illustrent 1’influence des
parameétres de base du probléme sur les transferts de chaleur et de masse. Ces résultats
sont validés par rapport a d’autres travaux antérieurs portant sur 1’étude de la convection

thermosolutale au sein d’une couche poreuse. L’existence d’un régime de convection



sous critique, & des nombres de Rayleigh inférieurs au nombre de Rayleigh supercritique,
a été démontrée. Cette thése nous a permis de mettre en évidence les effets de conditions

aux frontiéres mixtes sur la convection thermosolutale en milieux poreux.



ABSTRACT

Since the discovery of the ‘salt fountains’ as oceanographical curiosity, double-
diffusive convection has been recognized as a phenomenon of great importance in many
industrial and natural problems as for example in oceanography, geophysics, material
science, metallurgy, drying processes, etc. Double-diffusive convection is a phenomenon
in which flows are induced by a gradient of density resulting from the combined effect of
gradients of temperature and concentration.

The present thesis considers thermohaline convection in a horizontal rectangular
porous layer. The flow in the porous medium is modeled on the basis of Darcy’s equation
and the Boussinesq approximation. The thermal and solutal boundary conditions applied
on the porous layer are mixed, i.e. that a combination of Dirichlet and Neumann
boundary conditions are considered. In the first part of this thesis, numerical and analytic
models have been developed in order to study the linear stability of the system. Such

sup

study allows to determine the supercritical Rayleigh number R;?, marking the onset of
convection. In the particular case where the buoyancy forces induced by the temperature
and concentration gradients are exerted in opposed directions, the existence of an
oscillating convectif mode is demonstrated. The governing parameters delimiting the
existence of this oscillating regime are the aspect ratio of the cavity 4, the thermal
Rayleigh number R,, the buoyancy ratio V, the Lewis number Le and the normalized
porosity of the porous medium ¢. In the second part of this thesis, a numerical code,
based on a finite difference method, has been developed in order to solve the full
equations governing the present problem. The numerical results illustrate the effect of the
governing parameters on the flows and the heat and mass transfer. The existence of a

regime of subcritical convection, has been demonstrated.
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CHAPITRE |
INTRODUCTION

1.1  Généralités

Le phénomeéne de la convection naturelle d'origine thermique dans les milieux
fluides et poreux a fait l'objet dans le passé de nombreuses publications 4 cause des
applications potentielles possibles tant dans la nature que dans l'industrie. Une revue
exhaustive des travaux disponibles sur ce sujet a été faite par Platten et Legros [1] pour

les fluides et par Nield et Bejan [2] pour les milieux poreux.

Plus récemment, de nombreux auteurs se sont intéressés a4 un phénoméne de
méme nature ou les mouvements de convection sont générés par des gradients de densité
induits par des champs de température et de concentration. Ce type d'écoulement, appelé
mouvement de convection de double diffusion ou convection thermosolutale, peut
apparaitre dans un fluide, ou un milieu poreux saturé par un fluide, ayant deux (ou
plusieurs) composants diffusants dans le mélange des taux différents. Ce phénoméne
existe dans des situations réelles diverses. Ainsi, par exemple, on peut citer les

applications suivantes:

® Pour les milieux fluides: croissance de cristaux destinés i l'industric des semi-
conducteurs, processus de séchage, processus de fusion-solidification de mélanges

binaires, stockage des gaz liquides ou oxydation des surfaces métalliques.

® Pour les milieux poreux: ce phénomene intervient dans divers problémes d'ingénierie
comme la migration de I'humidité dans les isolants thermiques fibreux, le transport
des contaminants dans les sols saturés, la disposition souterraine de déchets nucléaires

et les procédés de séchage.



La majorité des travaux antérieurs qui se sont intéressés aux phénoménes de
convection thermosolutale concerne les couches horizontales infinies ou les cavités
rectangulaires. Dans ces deux types de configurations les conditions aux frontiéres
thermiques et solutales considérées €taient similaires (soit de type Dirichlet ou de type
Neumann). L'absence d'études sur le cas de systémes soumis & des conditions aux
frontiéres thermiques et solutales mixtes nous a motivé a entreprendre cette investigation.
La présente these porte sur le cas d'une cavité horizontale soumise i des gradients
verticaux de température et de concentration résultants de 1'imposition de conditions de
Neumann pour la température et de Dirichlet pour la concentration. L'accent a été mis sur
la stabilité d'un tel systéme ainsi sur les effets des paramétres de base sur les transferts de

chaleur et de masse induit lorsque le fluide est en mouvement.

1.2  Définition du probléme

La présente investigation a pour but I'édtude de la convection naturelle
thermosolutale, dans un milieu poreux confiné dans une cavité horizontale rectangulaire,
saturée par un fluide binaire. Les parois horizontales de la cavité sont soumises a des flux
de température constants et des concentrations constantes. On suppose que les parois
verticales sont imperméables et adiabatiques. La loi de Darcy est utilisée pour I'équation
du mouvement. La forme géométrique simple de la cavité nous permet de bien analyser
le probléme et de comprendre les mécanismes physiques qui régissent les écoulements
induits. Notre étude porte essentiellement sur la mise en évidence de l'influence des
parameétres de contréle du probléme, sur I'évolution de la structure de I'écoulement et sur

les transferts de masse et de chaleur dans le systéme.

1.3 Revues bibliographiques

Dans cette section nous présentons une revue de la littérature portant sur le

transfert de chaleur et de masse par convection naturelle thermosolutale en milieux



poreux. Les études effectuées dans le passé sur ce sujet peuvent se classer en deux
catégories. Dans la premiére, les écoulements sont induits par des gradients de
température et de concentration appliqués perpendiculairement par rapport i la direction
du champs de gravité. Dans la deuxiéme catégorie ces gradients sont appliqués dans la
méme direction que la gravité. Le probléme considéré dans cette thése appartient a la

seconde catégorie sur laquelle la présente revue bibliographique est axée.

La premiére étude portant sur I'étude du seuil de la convection de double diffusion
au sein d'une couche poreuse horizontale d'extension infinie a été effectuée par Nield [3].
Le nombre de Rayleigh supercritique, marquant le seuil de la naissance de la convection,
a €té prédit par cet auteur pour divers types de conditions aux limites. Lorsque le soluté
joue le rdle d'un stabilisant (et la chaleur d'un déstabilisant), il a été montré que des
écoulements convectifs oscillants peuvent se déclencher 3 un nombre de Rayleigh bien
inférieur au nombre de Rayleigh supercritique. Les critéres pour l'existence de la
convection croissante et oscillante ont été également dérivés par cet auteur. Une
extension de cette recherche ci-dessus a été menée par Taunton et al. [4] afin de
caractériser plus complétement le seuil de la convection dans une couche poreuse
horizontale infinie stratifiée par la température et la concentration. Une analyse linéaire
de stabilité¢ a été effectuée par Poulikakos [5] pour étudier la convection de double
diffusion dans une couche poreuse horizontale. L'écoulement dans la matrice poreuse a
été prédit en utilisant le modeéle de Darcy Brinkman, qui tient compte du frottement dil au
cisaillement macroscopique. Des résultats pour un fluide visqueux pur et un milieu
poreux de Darcy ont €té obtenus & partir de son analyse en tant que cas limites.
L'influence de courants thermo-convectifs anisotropes en présence des effets de Soret et
de Dufour, sur le nombre de Rayleigh critique marginal et surstable, a été étudiée par
Malashetty [6]. Il a été constaté que, selon les conditions aux frontiéres thermiques et
solutales considérées, les courants thermo-convectifs ont un effet stabilisant aussi bien

qu'un effet déstabilisant par rapport au cas pour lequel ces courants sont absents.



Quelques études sur la convection & amplitude finie dans une couche poreuse
saturée par un fluide binaire sont également disponibles dans la littérature. La stabilité
non linéaire de la convection thermosolutale dans une couche poreuse horizontale,
chauffée par le bas a été étudiée par Radraiah et al. {7]. Le nombre de Rayleigh critique,
marquant le seuil de la convection a amplitude finie, a été dérivé en utilisant une
représentation tronquée d’une série de Fourrier. Les effets des nombres de Prandtl, de
Lewis et de Darcy sur la convection ont été discutés par ces auteurs. Brand et Steinberg
[8] ont étudié les effets non linéaires en instabilité convective d'un mélange binaire dans
un milieu poreux au voisinage du seuil de la convection. Une équation d'amplitude a été
dérivée pour les cas stationnaires et les instabilités oscillantes. Un comportement oscillant
pour les nombres de Nusselt et de Sherwood ont été observés dans ce demier cas.

Trevisan et Bejan [9] ont effectué une étude théorique et numérique du transfert de masse
effectué par la convection a grands nombres de Rayleich dans une couche poreuse
chauffée par le bas. Les prédictions d'une analyse d'échelle proposée par ces auteurs se
sont avérées en bon accord avec leurs résultats numériques. Une étude expérimentale de
la convection de double diffusion dans un milieu poreux a été effectuée par Murray et
Chen [10]. Une bonne concordance pour le nombre de Rayleigh thermique critique a été

obtenue entre les expériences et la théorie de la stabilité linéaire.

La convection thermosolutale au sein d'une cavité poreuse chauffée par le bas, a
été étudiée par Rosenberg et Spera [11] pour une variété de conditions initiales et de
conditions aux frontiéres. Il a été démontré numériquement que la dynamique des
écoulements pour des nombres de Rayleigh et de Lewis fixes dépend fortement du
rapport des forces de volume. La convection de double diffusion non linéaire dans un
milieu poreux horizontal, dans lequel des conditions horizontales périodiques sont
prescrites, a été considérée par Chen et Chen [12]. Les limites de stabilité divisant les
régions de différents types d'écoulements ont été identifiées par ces auteurs en termes des
nombres de Rayleigh thermique et solutal. La convection naturelle dans une couche
poreuse horizontale, chauffée et salée par le bas par des flux uniformes de chaleur et de

masse, a été considérée par Mamou et al. [13]. On a observé une bonne concordance



entre la solution analytique, dérivée sur la base de l'approximation de I’écoulement
parallele, et les solutions numériques des équations de base. Récemment, le seuil et le
développement de la convection de double diffusion dans une couche poreuse dans
laquelle I'agent déstabilisant est celui ayant une diffusivité plus élevée, a été étudié par
Nguyen et al. [14]. On a démontré, en se basant sur les théories de la stabilité liné€aire et
non linéaire, que la convection peut exister a des nombres de Rayleigh au dessous de la
valeur supercritique. Ce résultat, indiquant le développement possible d'écoulements
stationnaires souscritiques, a été confirmé par les solutions numériques des équations de

base.

1.4 Méthodes utilisées et contenu de la thése

Dans le deuxiéme chapitre de cette thése nous présentons la définition physique
du probléme ainsi que la formulation mathématique. Le troisiéme chapitre est consacré a
I'étude de la stabilité linéaire du systéme afin de déterminer le nombre de Rayleigh
critique marquant la naissance de l'écoulement. Deux méthodes sont proposées pour
résoudre les €quations de la stabilité. La premiére est analytique, elle permet de
déterminer le nombre de Rayleigh supercritique dans le cas ou le rapport N, entre les
forces de volume solutales et les forces de volume thermiques, est positif (N >0). La
seconde méthode, purement numérique, est plus générale et donne lieu 2 une solution
valide pour N >0 ou N <0. Les résultats obtenus permettent de définir les nombres de
Rayleigh surstables et oscillants marquant le passage de la convection vers les modes
directs et surstables. Dans le quatriéme chapitre de cette thése on présente la méthede
numérique utilisée pour résoudre les équations de base du systéme décrivant la
convection a amplitude finie au sein de la cavité. Dans le cinquiéme chapitre on présente
des résultats analytiques et numériques illustrant l'influence des paramétres de base sur
les champs de vitesse, température et concentration ainsi que sur les transferts de chaleur
et de masse. L'existence d'une convection souscritique est démontrée. Le sixiéme chapitre

fait I'objet de la conclusion générale sur les résultats obtenus.



CHAPITRE Il
FORMULATION DU PROBLEME:

2-1  Définition du probléme

La configuration géométrique de 1I’écoulement a étudier est constituée d’un milieu
poreux saturé par un fluide binaire. Il s’agit d’une cavité bidimensionnelle horizontale, de
hauteur A’ et de largeur L' (voir la figure 2.1). Les parois horizontales supérieure et
inférieure de la cavité sont soumises & des flux uniformes de chaleur g’, par unité de
surface, qui refroidissent et chauffent le systéme respectivement a un méme taux. Des
concentrations constantes S, et S; (S;>S;) sont également appliquées sur ces

surfaces. Les parois verticales sont supposées imperméables et adiabatiques.

Dans la présente étude, les gradients de température et de concentration imposés
au systéme sont paralléles a ’axe x'. La cavité est placée dans un champs de pesanteur
uniforme et constant g . L’interaction entre la gravité et les gradients de température et de
soluté, donnent naissance a des mouvements convectifs naturels. Ces derniers sont dus
essentiellement & la distribution non uniforme de la densité du fluide engendrée par les
facteurs cités ci-dessus. Le probléme est de déterminer le nombre de Rayleigh critique
marquant le début de la convection. En régime de convection 2 amplitude finie, on veut
également prédire les transferts de chaleur et de masse induits par les mouvements de
convection naturelle. Dans cette étude quelques hypothéses simplificatrices sont adoptées

afin d’alléger la complexité du probléme.

2-2 Hypotheéses simplificatrices

Pour simplifier la formulation du présent probléme, on a introduit les hypothéses

suivantes :
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Figure 2.1 : Modéle physique: Cavité rectangulaire soumise a des flux de chaleur

constants et a des concentrations constantes.



Le probléme est supposé bidimensionnel (voir Figure 2.1).

2. Le fluide saturant le milieu poreux est newtonien et incompressible.
L’écoulement convectif dans le milieu poreux est laminaire. Le travail induit par les
forces visqueuses et de pression est supposé négligeable.

4. Les interactions entre les transferts de chaleur et de masse, connues sous les noms des
effets Soret et Dufour, sont considérées négligeables.

5. On suppose I’absence de réaction chimique et de source de chaleur ou de masse dans
I’écoulement.

6. Les propriétés thermodynamiques du fluide, excepté la densité, sont constantes et
sont évaluées a des températures et concentrations de référence. La densité du fluide,
quand & elle est supposée varier linéairement avec la température 7' et la

concentration S’ du fluide dans I’enceinte. Elle est donnée par la relation suivante
p=pll- B (T -T))- Bs(s'-5.)] @.1)

ou p, est la densité du fluide a la température T’ =T et 4 la concentration S' =S . Les
constantes S, et [ sont les coefficients d’expansion volumique du fluide dus
respectivement aux effets thermiques et solutaux. La relation (2.1) est une bonne

approximation tant que la condition dp/ p <0.1 est vérifiée [15].

2.3 Formulation mathématique du probléme

Pour obtenir un modé¢le mathématique permettant d’étudier la convection
naturelle dans les milieux poreux, nous avons supposé que la matrice poreuse est solide,
perméable et isotrope. Pour des raisons de simplifications, nous avons utilisé le modéle
de Darcy pour lequel I’influence des forces visqueuses et d’inertie n’est pas prise en
considération. Ces demniéres peuvent étre négligées si les conditions suivantes sont

satisfaites (Nield et Bejan [2]).

g <0.8 Da<107° Re<1 2.2)



dans lequel €’ est la porosité du milieu poreux. Da et Re sont respectivement les

nombres de Darcy et de Reynolds définis par :

Da = ;2

, (2.3)
reV JK

v

ou K est la perméabilité du milieu poreux, V' est la vitesse moyenne de filtration des

particules fluides et v est la viscosité cinématique du fluide qui est définie par :

v=t (2.4)

dans lequel u est la viscosité dvnamique du fluide.

2.31 Equation de continuité (conservation de Ia masse)

L’équation de conservation de la masse pour un fluide incompressible s’écrit :

V-V'=0 (2.5)
2.3.2 Equation de conservation de la quantité du mouvement (Loi de Darcy)

ﬁ'=_§[vpr+p,§ {B(T"-T7)+Bs(s'-5!) }] 2.6)

Comme notre probléme est supposé bidimensionnel, il est pratique d’introduire la

fonction de courant W' définit comme

, O¥ y o @7
@1' ax’
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L’équation de continuité (2.5) est automatiquement satisfaite par la fonction de

courant ‘¥'.

Prenant le rotationnel de I’équation (2.6) et substituant I’équation (2.7), on obtient

alors la loi de Darcy en terme de la fonction de courant

vag _ _Kebr (o Bs aS') 28
4 kay’ Br &

2.3.3 Equation de I'énergie

(2.9)

Q

N

Q

N

Q

N

2

°.’

DR

5N
N

ou ¢ est le rapport de capacité thermique du fluide pour un milieu poreux et o est la

diffusivité thermique du fluide binaire. Ces derniers sont définis par :

(pC)p kp )
c= (pC)f o= (PT)f (2.10)

dans lequel

(pC), =5(pC), +(1-8) (pC),
(2.11)

k, =%k, +(1-5)k,

ou (pC)p, (pC) et (pC), sont respectivement les chaleurs massiques de la matrice

poreuse saturée, du fluide et de la matrice solide, k, , k, et k. sont respectivement les

conductivités thermiques de la matrice poreuse saturée, du fluide et de la matrice solide et

£ est la porosité de la matrice poreuse.



11

2.3.4 Equation de concentration (soluté)

e85 0B B _p s (2.12)
at’ axr a}ll 4

ou D, =€D est la diffusivité massique moyenne de la concentration dans la matrice
poreuse saturée et D est la diffusivité solutale.

2.3.5 Conditions aux frontiéres hydrodynamiques

On impose des conditions d’imperméabilité sur les parois de la cavité. Les

conditions aux frontiéres associées a la fonction de courant sont alors exprimées par :

(2.13)

2.3.6 Conditions aux frontiéres thermiques et massiques

Les conditions aux frontiéres thermiques et massiques sur les deux parois

verticales de la cavité sont données par I’expression suivante :

y=kl L L8 _, 2.14)

Pour les parois horizontales (parois actives) de la cavité, les conditions aux

frontiéres thermiques et massiques s’écrivent ainsi :

woeH 0T _4g
S 2 &'k,
Jx':% = S':Sé (2.15)
=-2L = g-5
2
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2.4 Formulation adimensionnelle du probléme

La hauteur H' entre les deux parois horizontales actives de la cavité a été choisie
comme longueur de référence pour adimensionnaliser les équations gouvernantes (2.8),
(2.9) et (2.12). La vitesse est adimensionnalisée par rapport 2 la diffusivité thermique. Par
ailleurs la température et la concentration sont adimensionnalisées respectivement par
rapport aux €carts de température et de concentration entre les deux parois horizontales

de la cavité.

Les variables adimensionnelles sont données par :

.

(x,y)=(x'y')/H' (u,v)=(u'v')H'/a
lt=roscH” Y-/ (2.16)
L AT’ AS’

dans lequel ¢ est le temps adimensionnel et (1,v) sont les composantes adimensionnelles
du vecteur vitesse ¥ .

Comme les parois supérieure et inférieure de la cavité sont soumises & un flux de
chaleur constant ¢’ et une concentration constante S’ les valeurs S7, AS', T’ et AT’

sont données par :

S;zkz“_si AS'=(S. - S%)
e 2.17)
7 ' ' H
T} =Ty AT = qk

P

En introduisant ces variables dans les équations (2.8), (2.9) et (2.12), on obtient
les équations gouvernantes adimensionnelles suivantes qui décrivent respectivement, la

conservation du mouvement, de I’énergie et de la masse.
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V¥ =—R, i(T + NS) (2.18)
oy

or  or_ oI _o:r (2.19)

ot ox oy
a§§-+u§+ v—a—§—=Le"V”S (2.20)
ot ox oy
dans lequel la fonction de courant ¥ est définie par :
il L 2.21)
oy ox
Les conditions aux fronti¢res hydrodynamiques adimensionnelles s’écrivent :
x= ii V=0
i (2.22)
=+— ¥Y=0
Y 2

Les conditions aux frontiéres thermiques et massiques adimensionnelles sur les
parois verticales, sont exprimées par :

(2.23)
alors que sur les parois horizontales elles s’écrivent :

x=i?12- = K%i(l—lc) _k+l

> (2.24)

dans lequel ¢ est une variable qui peut représenter la température 7 ou la concentration,

S et x un coefficient constant qui vaut 0 pour les conditions aux frontiéres solutales et /
pour les conditions aux frontiéres thermiques.
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Les équations (2.18)-(2.20) et les conditions aux frontiéres (2.22)-(2.24) indiquent
que le systéme est caractérisé par cinq paramétres adimensionnels, 4 savoir le nombre
thermique de Darcy-Rayleigh, R,, le rapport entre les forces de volume solutale et
thermique, N , le nombre de Lewis, Le, le rapport de forme de la cavité, 4 et la porosité

normalisée, €. Ces paramétres sont définis par :

g BK H' AT psas’
R, = N = ,
av B AT (2.25)
Le= 1 E= -6; = L
D o H'

Il est & noter que le coefficient d’expansion volumique B, dii au changement de
température est en général positif, alors que celui dil 4 la concentration B selon le fluide
considéré, peut étre positif (N>0) ou négatif (N<0). Avec les conditions aux frontiéres de
température et de concentration considérées dans la figure 2.1, il est clair que le gradient

thermique est un facteur déstabilisant tandis que le gradient de concentration est

déstabilisant (stabilisant) quand B (i.e. N) est positif (négatif).

La combinaison des expressions (2.10), (2.11) et (2.25) conduit &

€ 3 (C), (2.26)

ST ° =60,

D’apres cette relation, on peut déduire immédiatement que la valeur du paramétre

€ esttelleque: 0<e</

2.5 Taux des transferts de chaleur et de masse

Les nombres de Nusselt Nu et de Sherwood Sh caractérisent respectivement les
taux de transferts de chaleur et de masse suivant la direction y. Les valeurs de ces

nombres adimensionnels sont données par les expressions suivantes :



q 1
Nu = — =
k,, _41' T(i/z.y) —T(-l/z,y)
{

D Q"i' 6(—‘5—-)

P ax' AS’ oS
Sh = 7 = 7 =

D AS a(i) ox x=tl/2

P H' \yswrss L

Les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens Nu et Sh sur les parois

horizontales de la cavité sont calculés a partir des intégrales suivantes :

vy +A/2 . +«A72

= 5, 4
Nu=— |Nud Sh=— |Shdy
-AJ/'Z y A -A.[Z

15

(2.27)

(2.28)
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CHAPITRE HiI
ANALYSE DE LA STABILITE LINEAIRE DU SYSTEME

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité lin€aire du présent systéme. A
cette fin, nous proposons deux approches différentes: une méthode purement analytique
et une autre numérique. Pour 1’approche numérique, nous allons utiliser la méthode des
éléments finis. L approche analytique est basée quant 2 elle sur la méthode de la stabilité
linéaire classique. Dans cette investigation, on s'intéresse principalement a la prédiction
des nombres de Rayleigh critiques correspondants au seuil de la convection et a la nature

des mouvements convectifs résultants.

3.2 Théorie de Ia stabilité linéaire

Il est a remarquer que I’état de repos du fluide caractérisée par W, =0 et

T. =S, = x est une solution possible au systéme d’équations (2.18)-(2.21) sujettent aux
conditions aux frontieres (2.22)-(2.24). Le nombre de Rayleigh critique, a partir duquel
cet état de repos devient instable, est maintenant déterminé sur la base de la théorie de Ia
stabilité linéaire. Puisque cette théorie a été discutée en détails dans la littérature [3,7]
seulement les étapes mathématiques principales qui ménent a la solution du probléme

sont présentées icl.

En premier lieu, il est convenable d’introduire les transformations suivantes :

¥(x,y)=¥. +we” Flx,y)
T(x,y)=T. +6 " G(x,y) (3.1)
S(x,y)=Sc +pe” H(x,y)
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dans lequel F , G et H sont des fonctions qui décrivent les profils de la fonction de
courant, de la température et de la concentration juste au seuil de la convection, ', 8 et

¢ (v, @ et ¢<<1) sont les amplitudes et p est un paramétre qui mesure le taux

d’accroissement de 1’amplitude de la perturbation.

Dans les sections suivantes les conditions pour les instabilités stationnaires et

oscillantes sont discutées.

3.2.1 Stabilité marginale p =0

Nous considérons dans cette section le cas p =0, pour lequel I’échange de la

stabilité est valide.

3.2.1.1 Solution analytique

Pour cette situation, les fonctions ¥, G et A dans I’équation (2.21)-(2.23), sont

données par :

F(x,y)= f(x)cos oy
Glx,y) = g(x)sinwy (3.2)
H(x,y) = h(x)sinoy

dans lequel w =rm, r =n/ A, n est le nombre de cellules et f{x), g(x) et h(x) sont des
fonctions pour les champs de vitesse, de température et de concentration, satisfaisant les

conditions suivantes :

F=%_n=0 (3.3)

N~
4

en accord avec les conditions aux frontiéres (2.21)-(2.23).
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En substituant les équations (3.1) et (3.2) dans les équations (2.18)-(2.20), on
obtient les équations suivantes :

w[aai{-mzf]=—RTm[6g+N¢h] (3.4a)
) azg—m"g =0y f (3.4b)
-axz

¢ a;il--mzh} =-oyLlef

3.4c
e (3.4¢)
Eliminant g(x) et h(x) entre les équations (3.4a)-(3.4c), on peut montrer que
4 2
‘;—{—Zm"%ﬁ-m" [0 =R (1+NLe)|f=0 (3.5)

La solution de I’équations ci-dessus, sujette aux conditions aux frontiéres (3.3),
est donnée par :

f(x)=B|[cosh(&,x)—ycos(E,x) ]

(3.6)
dans lequel
g, = olyR, +o R, =R, (I+ NLe)
<
&, = JolyR, —o y=cosh8,/2)
2 0

cos(C,/2)

et B est une constante arbitraire.
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Substituant ’équation (3.6) dans les équations (3.4b) et (3.4c), on obtient les

équations différentielles suivantes :

d’g  , _ oyB ~
T 0’8 =——g—[cosh(§,x)-vcos (%)) 3.7
d’h_ ;. oyB _
e o°h= o [cosh (&, x)=ycos (¢,x) ] 3.8)

Résolvant les équations (3.7) et (3.8), soumises aux conditions aux frontiéres

(3.3), on trouve facilement que

welR
W

g(x)=2C, cosh(wx)~ 6\/;: [cosh (C,x)+vcos(G,x) | 3.9)
h(x)=2C, cosh(wx)— wLeB [ cosh (&, x)+7v cos (§,x) ] (3.10)

oR,

avec

C, =—t NLe—¥B C,=fLe—Y——

ok,

cosh(C ,72)
b=—>>"1 2
cosh(w/ 2)

En substituant les équations (3.6), (3.9) et (3.10) dans I’équation (3.4a), et aprés

simplification on obtient :

()

Q,tanh(%)—g_, tan(gz”)-f-ZcoNLetanh(?) =0 (3.11)




20

L’équation (3.11) permet de déterminer la constante R, pour un rapport de forme
A donné. Cette constante représente la valeur supercritique qui caractérise le début de la

convection. A partir de la constante R,, on peut déterminer le nombre de Rayleigh

thermique supercritique R;? qui est donné par la relation suivante :

sup RD

=——0 3.12
™ J+NLe (3.12)

La validité de I’équation (3.11) peut étre vérifiée pour les cas limites suivants :

i) Effet thermique dominant : dans ce cas I’écoulement convectif est dominé
par les forces de volume d’origine thermique i.e. |[N|<<I. Pour cette situation 1’équation

(3.11) se réduit a

g, tanh(%) -G, tan(%’) =0 (3.13)

avec R, =R,

L'équation ci-dessus prédit le nombre de Rayleigh thermique critique R,. pour le

cas d’une cavité horizontale, de rapport de forme A4, chauffée par le bas avec un flux de
chaleur constant. Dans le cas limite d'une couche horizontale infinie (A>>1) on peut

démontrer aisément a partir de I’équation (3.13) que
RE® =12 (3.14)

en accord avec la prédiction de Nield [3]

ii) Effet massique dominant : dans ce cas ’écoulement convectif est dominé par
les forces de volume induites principalement par des variations de concentrations, i.e.

[N[>>1. Pour cette situation on peut montrer & partir de 1’équation (3.11) que
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RE® =47° (3.15)

ou R; =R N Le est le nombre de Rayleigh solutal. Ce résultat est en accord avec la

prédiction de Lapwood 1948.

3.2.1.2 Solution numérique : Eléments finis

Nous allons maintenant résoudre le probléme de stabilité marginale
numériquement avec la méthode des éléments finis. Le principe de cette méthode est de
découper le domaine physique concerné Q en plusieurs sous-domaines ° appelés
€léments, de formes géométriques simples. Avant de procéder & la discrétisation du
domaine, il faut bien choisir le type d’éléments 4 utiliser. Le choix de ce demnier pour les
problémes bidimensionnels se limite & deux variantes 4 savoir les triangles et les
quadrilatéres. Sur chaque €lément du domaine Q° et de frontiére éQ° =I"°, on définit un

nombre de nceuds géométriques, qui coincident avec les sommets des éléments utilisés.

Formulation variationnelle

Le comportement de notre systéme est représenté par des équations aux dérivées
partielles associées a des conditions aux limites en espace et en temps. La discrétisation
de équations (2.18)-(2.20) nécessite alors, I’utilisation de la formulation variationnelle de

Galerkin, dite formulation faible.

Les équations régissantes sont d'abord linéarisées en introduisant les équations

(3.1) dans les équations (2.18)-(2.20) et en négligeant les termes non linéaires. On obtient

, oG oH
V?F =—R,.| 60—+ Np— 3.16
v [ 6y+ ¢6y] (3.16)

9V”G=9pG+w%§- 3.17)

Le'$ v2H=s¢pH+w%F (3.18)
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En utilisant le théoréme de Green, la formulation variationnelle des équations
(3.16)-(3.18) donne les intégrales de Galerkin suivantes (voir par exemple réf. [16]).

_ oF _ oG OH \ _
v [VF-VEdQ—w [~—.wdl =R I(Q—+N¢—)-udQ (3.192)
J Jaﬁ T2l Ay
oG oF
IVG-VvdQ-01—-vdl ' =-|| 8 pG+uw— -V dQ (3.19b
I Jam J°7 ”’ay) )

Le'¢ IVH.VWdQ—Le“qéfg{-WdF=—j(e¢pH+w—a£]'WdQ (3.19¢)
3 on H 94

ot I' estla frontiére du domaine Q, 7 est la normale au domaine Q et @, v et W sont
les fonctions tests. Ces derniéres sont choisies arbitrairement mais elles doivent satisfaire

les conditions aux frontiéres (2.22)-(2.24).

Tenant compte des conditions aux frontiéres (3.3), les intégrales sur la frontiére I”

dans les équations (3.19a)-(3.19c) s’annulent et on obtient

WJ‘VF-VEdQ=RT j[ea—quNqﬁl—)-ﬁdQ (3.20a)
3 P AN dy
_ oF ) _
0 [vG-vv dQ=—j(6’pG+l//——)-v dQ (3.20b)
a a &y
= OF ) _
Le'¢ J-VH-VWdQ=—j(8¢pH+w-g)-wdQ (3.20c)
Q Q

Approximation par éléments finis

Grace aux fonctions d’interpolation N,

i

nous pouvons décrire 1’approximation

par éléments finis et remplacer un systéme continu par un systéme discret équivalent. Si
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le nombre de nceuds devient important ou si la forme du domaine Q se complique la
détermination des fonctions N, devient difficile. Le choix de I’élément est alors trés
important dans de telles situations. La géométrie rectangulaire de notre systéme nous
amene a choisir 1’élément quadrilatére de Lagrange a neuf nceuds. Les profils de la
fonction de courant, de la température et de la concentration sont quadratiques et continus
pour chaque élément. Au niveau élémentaire, F(x,y), G(x,y) et H(x, y) sont définis par

la relation suivante :

F(x:J’) 9 Fj(x’)’)
G(zy)t =D N,(5yKG,(x) 3.21)
H(xy), H(x,y) .

ou F, (x, y), G; (x, y) et H ; (x, y) sont les vecteurs des inconnues nodales et N ; (x,»)

sont les fonctions d’interpolation de Lagrange. Les expressions de ces fonctions dans le

systéme de référence sont données par :

N.-(é.n)=§§§,-(1+§§.-)nn.-(1+nn,-)a i=1357

N(en)=JE g (-w),  i=48
. (3.22)

N.-(é,n)=§(1-§”)nn,- ({+mm;), i=26

~N.~(§.n)=§(1—§z)(1—n"), i=9

ol (5, 77), sont les coordonnées des nceuds dans le systéme de référence. Ces derniéres

sont liées aux coordonnées (x, y) par la relation suivante:

x 2 X
=) N.(En} "’ 3.23
{y} E ;& n){yl} (3.23)
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ou (x Y j) sont les coordonnées des nceuds dans le systéme physique.

En substituant I’équation (3.20) dans les intégrales (3.19a)-(3.19c¢), on remplace
les fonctions test &, ¥ et w par N,(£,n), aprés intégration et assemblage des différents

systémes élémentaires, on obtient les systémes globaux suivants .

(v Ko ] {F}= R, [B]@ {G}+ Mo 1))

16 [&, [{G}+ po [M, [{G} = v [L, ]{F} (3.24)

| Le™$ [Ko]{H}+8P¢ [Mo]{H}='*‘W [Lq»]{F}

/]
A
-1,D S 40D 3 a,n
. 0,0
CLOle oD la®
y
A
-1,-D] 4 g(0-1) 4| (1,-1
Systéme de référence
—» X
Systéme réel

Figure 3.1 : Elément quadrilatére de Lagrange 2 neuf nceuds dans le systéme référentiel.
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dans lequel les matrices élémentaires [K.*,]‘ K L ¢L BL [L L [ L [M eL et

M ¢L correspondantes sont des matrices carrées qui sont données par :

(L= v iiviae, (81 = (oI},

.1 = [vINT]viN]ae, [k,] = [vIvT]vin]ae
4 ) A (3.25)
[L,] = -Q_[V[NT]%A—IJ dQ, £,] = -QJ:V[NT ]% dQ,

2], =QI[NT][N]dQe [ag, | =df[N’][N]dQ...

Ces matrices sont calculées numériquement par la méthode d’intégration

numérique de Gauss 4 deux dimensions. Cette méthode consiste 2 utiliser dans chaque
direction £ et 1 une intégration a une dimension. Si on utilise n, points dans le sens &
et n, points dans le sens mn, la méthode de Gauss intégre exactement le produit d’un
polynéme en § d’ordre 2r, —/ et d’un polynéme en 1 d’ordre 2n, —I. Ces intégrales

sont calculées a 1’aide de 1’expression suivante

+1+1

([remdean=33wmwre.n,) (3.26)

-1 -1 i=l j=1

ou W, et W, sont les coefficients d’intégration de Gauss, &, et 7, sont les coordonnées

1

de points de Gauss et N; est le nombre de points de Gauss ( dans notre cas N, =4).

Puisqu’on s’intéresse au cas de la stabilité marginale ( p = 0), alors le systéme

d’équations (3.24) se réduit a
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v[K, ] {F} =R [B](0{G}+ Mo {H}) (3.272)
v[L J{F}=0[K, ]{G} (3.27b)
vl J{F}=Les [k, |} (3.27¢)

La combinaison entre les équations (3.27a)-(3.27c), nous conduit au probléme de

valeurs propres suivant :
([E]-Al){F}=0 (3.28)

ou [I ] est la matrice identité, {F} est le vecteur propre , A sont les valeurs propres

associées données par

A= (3.29)

et [E] est une matrice carrée donnée par I’expression

[E]=[&.I' [B] ( [&,]' L]+ N Le [&, ' [,] ) (3.30)
On réarrange les valeurs propres {A,} avec i=12,..,M de la matrice [E] de la

facon suivante
Ay SA, S Shy Shy (3.31)

Le nombre de Rayleigh thermique supercritique R;F est obtenu a 1’aide de

I’expression
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R™ =

- si  (I+Nle)<0

T T+ NLe

sup
C

(3.32)

IN 3,"\

si (I+Nle)>0

bd

&

M

Une fois que le vecteur {F} est calculé, on peut déterminer les profils des

fonctions G(x,y) et H(x,y) a partir des expressions
A B AN AL IS

3.2.2 Stabilité transitoire p = 0
Dans cette section, les différents nombres de Rayleigh critiques qui délimitent les
régions dans lesquelles la convection décroissante, oscillante ou croissante sont possibles,

sont déterminés.

3.2.2.1 Solution analytique : Galerkin

En substituant i, ¥ et w par les fonctions F(x,y), G(x,y) et H(x,y), dans les

€quations (3.20a)-(3.20c) on obtient

wK=R. (0B, +Ng¢B,) (3.34a)
(K, +pM )=w L (3.34b)
#(Le'K, +epM,)=y L, (3.34c)

ou X, B,, B,, K,, M,, L,, K,, M, et L, sont des constantes qui peuvent &tre

calculées par les intégrales suivantes



Kk = [(vF) do
K, = [(vG) da

K, = [(VH) d2
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=ja—G--ng B, =J’?-}£-ng
Qay Q
M, = [G*dQ L =- F Gia (335
o oy
= [H? dQ L,=-— OF Hdo
oy

En substituant les expressions (3.2) dans les équations (3.35) et en résolvant les

intégrales résultantes on peut montrer, aprés considérablement d’algébre que

K= émth,/Ro a,

nnyB-Le Le
B,=L,= 2NZe fLa
2 2 29 ,_ 8
K, =- nm (\yBLe) a, -a,]
2¢’ J—
M, =A_(QLL6);[‘19 +4£(ea6
20°R,
dans lequel
oLt
2 G,
a,=
a, =

B =L =— "““’B [2NLe ¢a, +a,]

20,/R,

nm (wB)

20°JR,

kd

a,] K, = 2NLe£czs+a7]

Ay’ B’
" 20°R,

[a, +4NLef(NLe ! a, +a,a)]

—a )]

o \/— l:co sznh( 07) ) cosh(i—') -g, cosh(%) sinh %]
2 [co sinh( = ) cos( & J +C, cosh( ) in gi]
o./R, 2 2 2 2
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=3 \/— [C ’ sznh(C ) cos( CZ—’ ) +C, cosh(%’—) sin ;2—"]

as =£|:1+_smh(‘°):| a,=a,-Ya, dg =a; —Ya,
2 ®
a, =a, +y’a, +a, +2ya; a,=a,+ya,
A partir des équations (3.34b)-(3.34c), on peut déduire les expressions suivantes
pour O et ¢
L
g=_Y4H (3.36)
K +pM,
LeL
p=—Y (3.37)
K,+LecpM,

En substituant © et ¢ dans I’équation (3.34b), on obtient une équation

polynomiale de second ordre d’inconnue p :

P =P, p+Y,Y, P, =0 (3.38)
dans lequel
p, = I, [YlLes(I—a"Rr)-i-yz(I—b a”'R, NLe)] (3.39)
eg
1 -1
py=——[I-a” R (1+bN Le)] (3.40)
° Les
X, K,
_K =B 3.41
kv V2= (3.41)
2. p=XiB.L, (3.42)
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De I’équation (3.38) on peut constater facilement que I’inconnue p est donnée par

I’expression :

=§(p +pi 47,71, pz) (3.43)

Le seuil de la convection, connu sous le nom de la stabilité marginale ( p =0), se
produit lorsque p, =0. A partir de I’équation (3.40), le nombre de Rayleigh thermique

R;F caractérisant le début de la convection supercritique est donné par :

a
R — N 3.44
™ J+bNlLe (3-44)

En général le parameétre p est un nombre complexe qui est défini comme :
p=pre+ipim (3'45)

ou p, et p, sontrespectivement les parties réelles et imaginaires du paramétre p qui

sont données par :

1 3 )
== + ; —4 » Fa . 2
pre 2 I ‘JPI Yl Y- p- si pl. —4Y, 'Y:, p2 20 (3.46)
pim =0
si Plz —4Y,Y, P, <0 (3.47)

Pin =—é-\/|p;’ ~4Y,7. P

Le nombre de Rayleigh surstable R;7 corresponds a la condition p,, =0, i.e.

p,; =0.DeI’équation (3.39) on peut montrer que
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_ (Lee+o) on eolz

= 3.48
aLe(e-f—ch) Y, (3.45)

Ry

Ce nombre de Rayleigh marque la transition du mode convectif oscillant au mode

convectif monotone et croissant

Le régime oscillant (p,, #0) existe seulement quand Ia condition
P; —4Y,Y, p, <O est satisfaite, i.e. Rjw <R, < Rp<. La valeur de R:Y est déduite de

la condition p; —4y, vy, p, =0.On obtient ainsi

R _a(Lee—c)[(e—ch)-i—Z\/—sch ]
C —

7 (3.49)
Le(s+bcN)
Les conditions d’existence d’une fagon plus précisc du régimc oscillant sont
'
sur osc
RiE <R; <R
J £
-—<N<0 (3.50)
bc
c
Le>—
L £

Le cas b =c =1 correspond au probléme d’une cavité rectangulaire soumise a des
conditions aux frontiéres thermiques et solutales de type Neumann (flux de chaleur et de
masse constants et uniformes) ou de type Dirichlet (température et concentration

constantes), on peut montrer que :

Le£+1)

Rsup= a R:ur= L____ 3.51
© "1+ NLe e+ N) G0
poe = gLes=D)](e-N)+2/=e W | (3.52)

Le(s+N)

en accord avec les résultats prédits par Mamou et al. [16]
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3.2.2.2 Solution numérique : éléments finis

Pour résoudre le probléme de la stabilité transitoire numériquement, nous avons

utilisé la méthode des éléments finis. Une fois que les profils discrets {F}, {G} et {H}
sont calculés & I’aide du programme d’éléments finis de la stabilité marginale, nous
pouvons facilement évaluer les intégrales (3.35). Ces demiéres sont calculées

numériquement en utilisant les expressions suivantes

k=3r (3,50 ik ), k=325 Glk.Lar),
K2 = Z::,(Z.i, Zi:l Hj [KZ ]j'i H'e )k B’ = Z::/ ( Z:;/ ?=1 Fie [B ! ]jx G"e )k

<« N°¢ /\-—!0 w9 r

= mel ¥ ,‘é\ N [ «—=0 <o wef, c\
B, = Lk:[\Li:lL:élt'f l-BZ L’f H" }k L’ = LL[\L;’:/L#/ Gf I»LI Jii F‘ )I:
=30 (35 mlLLF), M =3 (3030, G5 L6,
M, = ZZ,(Z; > HilM L H ),c (3.53)

dans lequel N° représente le nombre total des nceuds du domaine discret .

Pour la suite des calculs, nous suivons le méme processus que celui de la solution
analytique, déja développé dans le paragraphe précédant. La précision des nombres de
Rayleigh prédits par la présente méthode numérique dépend alors du nombre d’éléments
dans les deux directions x et y. L’indépendance du maillage sur les solutions a été
démontrée en comparant la valeur de R;”, prédit numériquement par 1’équation (3.43),
avec la solution analytique déja discuté dans le paragraphe précédant. Des résultats
typiques sont présentés dans le tableau (3.1) pour le cas NLe=0 et pour différentes
valeurs du rapport de forme A. Nx et Ny sont les nombres d’éléments selon les

directions x et y respectivement.
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Tableau 3.1 : Effet du maillage sur la précision de la valeur de R;F pour NLe=0.
A=1
Nxx Ny 5x5 15x15 20x20 Exacte
RE® 22.958296 22.946051 22.945940 22.945889
A=5
Nxx Ny 2x5 5x10 15x30 Exacte
RE® 12.456743 12.450760 12.450471 12.450467
A=10
Nxx Ny 2x5 5x10 15x30 Exacte
RE® 12.115283 12.112921 12.112753 12.112750

Algorithme de calcul

Lecture des données et initialisation des variables du programme.

e Discrétisation du domaine de calcul (Maillage).

e (Calcul des matrices élémentaires par les expressions (3.25).

¢ Assemblage des matrices élémentaires.

e Introduction des conditions aux frontieres, équations (2.22)-(2.24).

e Résolution de I’équation (3.28) et détermination des valeurs propres.

e Détermination des profils des fonctions {F}, {G} et {H} (vecteurs propres).

e Calcul des scalaires X,,, X, X,, B,, B, L,, L,, M, et M, , équations (3.53).

e Calcul de coefficients a, b ¢ par les équations (3.42) et (3.48).

e Calcul du nombre de Rayleigh thermique supercritique, équation (3.44).

e Calcul du nombre de Rayleigh thermique surcritique, équation (3.48).

e Calcul du nombre de Rayleigh thermique critique oscillant, équation (3.49).

Impression des résultats.

Fin du programme.
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CHAPITRE IV
SOLUTION NUMERIQUE

La méthode des différences finies est I’'une des méthodes numériques les plus
utilisées pour la résolution des problémes de convection naturelle en milieux fluides ou
poreux. Dans ce chapitre, nous commengons par décrire cette technique et nous

procédons ensuite a sa validation a partir des résultats connus dans la littérature.

4.1 Méthode des différences finies

v 1 A s e -y oy a— +. £ TON 7Y YN\ mens 1
Dans ccttc section, les Squations gouvernamtcs (2.18)-(2.20) somt résolues

numeériquement par la méthode des différences finies. La simplicité géométrique de notre
domaine physique, rend l'usage de cette méthode particuliérement facile. Le domaine de
calcul est discrétisé par un ensemble de nceuds (voir figure 4.1). A chaque nceud, on

calcule les valeurs de la fonction de courant, de la température et de la concentration.

4.2 Discrétisation des équations

Pour la discrétisation des dérivées partielles des équations gouvernantes, on a
utilisé des schémas centrés de premier et second ordre. Les relations suivantes donnent la
forme générale discrétisée des dérivées partielles d'une fonction f, pour un nceud

quelconque (7,j), selon la direction x.

f;'+l,j - f;'—l,j 2

gy _ 2
(axl,,. == + O(Ax) (4.1)
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Figure 4.1 : Maillage uniforme du domaine physique.
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°f) _ St Sfu;—2f; 2
( = L = o7 +0(ax) (4.3)

avec Ax=x,,—x;, =X, —X,_,.

Les expressions (4.1) et (4.2) sont obtenues a l'aide d'un développement en série

de Taylor de la fonction f.

4.2.1 Equation de conservation de la quantité de mouvement

La solution de I’équation de Darcy (Eq. 2.18) est obtenue par la méthode de
surrelaxation successive par point, une fois que cette demiére est discrétisée par un
schéma aux différences finies centrées. Pour obtenir des résultats adéquats. il faut
satisfaire le critere de convergence. Les valeurs discrétes du profil de la fonction de

courant, sont données par la relation suivante:

[4, (05, + 95 )+ 4 (@F, + 250 )|+

i+1.j i-1.f i.j+l i.j-1
Yo =(1-w)¥H +w (4.3)
t+A1/2 +AL/ 2 t+Ar/ 2 t+Ar/72
A4, [(Ti.ﬁ-l =I5 )‘*' N (S it TSt )]

dans lequel 4,, 4, et 4, sont trois constantes qui sont définies par :

oA (@) I )

73 ((Ax)" +(ay)’ J =3 ((Ax)z +(ayy ]

] (4.4)
R; (Ax)z Ay

o =7(m)

.

et w est le coefficient de surrelaxation. Sa valeur optimale est donnée par (Roche,1985):
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Wope =._2_2_(1_ 1‘13) oil _ COS(Tt/mx)+(Ax/Ay)z cos(n/my)

o= . (4.5)
© 1+ (AxAy)

4.2.2 Equations de I’énergie et de concentration

Les équations de I’énergie (2.19) et de la concentration (2.20) sont résolues avec
la méthode implicite aux directions alternées ADI (Alternating Direction Implicit),
modifiée par Peaceman et Rachford (1955). Un schéma aux différences finies centrées de
deuxiéme ordre , selon les deux directions de 1’espace (x,y) est utilisé. La méthode ADI
donne naissance a deux systémes matriciels tridiagonaux pour chaque pas de temps, ’un
étant obtenu par la discrétisation implicite selon x et I’autre par la discrétisation implicite
selon y. Pour chaque pas de temps, la résolution des deux systémes matriciels est réalisée
en faisant un balayage du domaine dans la direction x et ensuite dans la direction v et ceci

tout en se servant du dernier champ des résultats disponibles.
4.2.2.1 Ifquaﬁon de U’énergie

Pour le schéma implicite en x et explicite en y, les termes contenant les dérivées
partielles de la température par rapport 4 x sont discrétisés au temps (t + At/ 2). Les

valeurs des températures aux nceuds sont calculées par la relation suivante :

A TSN+ B TSY? +C. T0N? = D, (4.6)
avec
( (u._, ; I 1 2 Uir.j 1
A =— Ly~ =t _ C,=—tLd __~
\ 24x  (Ax) A (ax) 28x - (ax)

(v. . )i 1 I VieLj 1
D- = _'i-_l_.*.__, T-t-_ +2 —_— T»’-+ i+l f +____’ T(.+
3wy o o G o o
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Par ailleurs, dans le cas d’un schéma implicite en y et explicite en x, les termes
contenant les dérivées partielles par rapport a y, sont discrétisés au temps t+Ar. La

forme de I’équation qui donne les températures aux nceuds est :

A T + B TY +C T = D;) (4.7)
avec
R 11 Y
A} =_"j_+ 5 B; =2 —_——— C; o +—
28y (&) At (ay) 28y ()
)

D’ —[—(ui_"j + ! ]T‘*A’/" +2(L+L1T'+Af/l +(uf+1-i _ 1 \)TH-A:/.’—I
i YAy (AN [l Ar  (aN2 [T0J A (a N2 [+l
L L\~ V) > ey Yy \ “ wty J

4.2.2.2 E"quation de la concentration

Les dérivées partielles de I’équation de la concentration sont discrétisées de la
méme facon que celles de 1’équation de ’énergie. Pour le schéma implicite en x et

explicite en y, la forme de I’équation donnant les concentrations aux nceuds est :

E S5 +F, S+ G, Siri?=H, (4.8)
avec
' (ui—lj 1 € 1 u,'.(.[j 1
E =- —+ 2 Fi=2 —++—5 G; = — = 3
| 2Ax  Le(Ax) At (Ax) 2Ax  Le(Ax)

(Vi 1 € 1 v, . 1
H. = ij=I + S’ I N, [ | L il _ st
\ i [\ ZAy Le (Ay)z J ij=1 (At Le (Ay)z J ijf ( ZAy Le (Ay)- ij+1
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Pour le cas d’un schéma implicite en y et explicite en x, les dérivées partielles par
rapport & y sont discrétisées au temps ¢ + At . Les valeurs des concentrations aux nceuds

sont obtenues par I’équation suivante :

B} [ + F SL¥ + G, St = H, “9)
avec
v, v,
E", = il + ! y Fj’ =2 i————] - G; = il -+ ! s
28y Le(ay) At (ay) 2Ay  Le(ay)

u‘- i 1 2 ( € 1 2 ui+l 2 1 2
H =|- -l + S.H-Al./- +2 = - S_H—_A!I- + S , S::A:/_
J l: ( 20x e (Ax)z J i~1.j kAt +—_Le (Ax)' J ij ( 2Ax e (Ax)' J Lj :l

.

4.2.3 Les conditions aux frontiéres

Les dérivées des conditions aux frontiéres de type Neumann, sont discrétisées
avec un schéma aux différences finies décentrés amont ou aval, selon la position de la

paroi considérée.

Si la cavité est soumise par exemple 4 un flux de chaleur g’, les équations qui
donnent les valeurs des températures aux nceuds sur les parois horizontales supérieure et

inférieure sont :

4]~7A‘+-Al/2 _T;H:AHZ "‘2Ax 1 )
L,;= . 3' pour x=-——
g (4.10)
4TI+AA’./2 _TltAl{Z +2Ax
T,;= o 3"" 2] pour x=+%

avec m le nombre de noeuds selon la direction x.
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Les parois verticales étant isolées, on a donc également affaire & des conditions aux

frontiéres thermiques de type Neumann. Les équations qui donnent les valeurs des

températures aux nceuds sur ces parois sont :

4 TI:A! _ TH—A[ A )

T, =—= &2 our y =+—
(A 3 p y 2
4 TH»A! _ I'-{+A-: A

T = i,n—1 in=2 our ==

in 3 P y 2]

avec n le nombre de nceuds selon la direction y.

4.2.4 Le champ de vitesse

(4.11)

Les composantes du champ de vitesse (%,v) sont évaluées a partir de la fonction de

courant '¥. Ces composantes sont discrétisées par des approximations de différences

finies centrées du premier ordre.

BN

\PH-A(/.’ _ \PH-AI/Z

t+Ar/2 i+ ij-1
ij -
/ 2Ay
t+AL/2 +AL/2
praz Y~ LFi—1,j
Lj -
/ 2Ax

(4.12)

Le schéma numérique de la vitesse u & y =+4/2 (parois verticales) s’écrit :

t+Ar/2 t+Ar/2
47T =Y
u. , =

e 2Ay

avec i=2,m 4.13)

4 \PH-AI/Z _ lPH'AHZ
in i

i,n—-1

u. ==
in+l 2Ay
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a x=%I/2 (parois horizontales) le schéma de la vitesse v s’écrit :

~ 4\},?:_&/2 _._P;:rjAtIZ )
Vij =
2Ax
avec j=2,n (4.14)
_awa ey
vn+l.j -
2Ax J

4.2.5 Nombres de Nusselt et de Sherwood

Le nombre de Nusselt Nu sur chaque nceud des parois horizontales est donné par

I’expression suivante :

1 1
Nu, =—F our x =+— 4.13
ul-_l T Iv[ p X 2 ( )

m+lj ~ LLf

Pour calculer les nombres de Sherwood Sk sur chaque nceud des deux parois
horizontales de la cavité, on a utilisé un schéma de discrétisation amont ou aval, selon la
position de la paroi considérée. Les relations suivantes donnent le nombre de Sherwood

Sh sur chaque nceud des parois horizontales :

t+42/2 +Ar/2 t+AL/2
Shlj =[4 Sz,j _Ss.j —351.;' :l

pour x = _L
2Ax 2

> (4.14)

m-1,j m=2,j

2Ax

1
our x=+—
P 2

m,j

P _|:4 Srariz _ gratiz g S’:’:?:/zjl

Les nombres de Nusselt et de Sherwood moyens respectivement Nu et Sk,

équation (2.28) sont calculés numériquement par la méthode d’intégration de Simpson.
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4.3 Critére de convergence

On dit que la solution du probléme est permanente ou que le régime permanent est
atteint lorsque la condition sur le critére de convergence est satisfaite. Ce dernier est

donné par la relation suivante:

+Ar t
IZ.', J LP"-!' Zi, J LF!’.j
t+A2

,Zi. J LPi o

<8 (4.16)

dans lequel § =107"° .

4.4 Algorithme de calcul

e Lecture des données et initialisation des variables du programme.

e Estimation des champs de température et de concentration.

e Début de la boucle dans le temps.

e Résolution de I’équation de la fonction de courant.
e Détermination des vitesses (u,v) a partir des relations (Eq. 4.14).
e Résolution des équations de 1’énergie et de la concentration (Egs. 3.2 et 3.3) avec

la méthode ADI.

Fin de la boucle une fois que la condition (4.16) est satisfaite (régime permanent).

e Impression des résultats.

Fin du programme.
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4.5 Validation de la méthode numérique

Le programme numérique développé ci-dessus a été validé en comparant les
résultats obtenus dans le cas d’une cavité rectangulaire poreuse dont les parois
horizontales sont soumises a des températures constantes ou a des flux de chaleur

constants avec les résultats disponibles dans la littérature.
e Parois horizontales soumises a des températures constantes

Les résultats obtenus par le présent code dans le cas ou les parois horizontales d’une

cavité carrée sont maintenues a des concentrations constantes (R, —> 0 et N — ) sont
comparables & ceux obtenus par Caltagirone [17] dans le cas d’une cavité carrée poreuse
dont les parois horizontales sont maintenues a des températures constantes. Des

différences maximales inférieures a 1% ont été observées, en terme du nombre de Nusselt
moyen Nu et de la fonction de courant maximale ¥, comme on peut le voir sur le

tableau (4.1).

Tableau 4.1 : Comparaison avec les résultats de Caltagirone [17] pour différentes valeurs

du nombre de Rayleigh R,.

R,
100 200
Présent travail Caltagirone Présent travail | Caltagirone
Nu 2.625 7651 | 3792 3813
v 5354 5377 §.937 8942
Nxx Ny 32x32 48x 48

Dans le tableau ci-dessus Nx et Ny sont définis respectivement, comme le

‘ nombre de mailles suivant les directions x et y, respectivement.



e Parois horizontales soumises a des flux de chaleur

Les résultats obtenus par le présent code peuvent étres aussi comparés avec ceux
obtenus par Kimura et al. [18] dans le cas d’une cavité rectangulaire (4 =4) dont les
parois horizontales sont soumises & des flux de chaleur constants si N — 0. Cette

comparaison a montré une concordance satisfaisante avec des différences maximales

inférieures a 3.5% pour le nombre de Nusselt au centre Nu. et inférieures a 0.7% pour la

fonction du courant maximale, ‘¥, , comme le montre le tableau (4.2).

Tableau 4.2 : Comparaison avec les résultats de KIMURA et al. [18] pour différentes
valeurs du nombre de Rayleigh R,.

RT
100 200
Présent travail Kimura Présent travail Kimura
Nu, 3.661 3.544 4521 4.366
S 3.730 3.756 5.425 5.447
Nxx Ny 18x 100 20x 100

4.6 Effet du Maillage

Le tableau 4.3 montre l'effet du maillage sur la précision des valeurs de la
fonction de courant maximale ‘¥, et du nombre de Nusselt moyen Nu pour le cas

NLe =0. Si on accepte une erreur de moins de 0.5%, on peut constater que l'influence du
maillage sur les résultats devient négligeable a partir de 50x 50 pour une cavité carrée
(A=1) et de 100x200 pour une couche rectangulaire dont le rapport de forme est 5
(A=5).
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Tableau 4.3 : Effet du maillage sur la précision des valeurs du nombre de Nusselt moyen

Nu et la fonctions de courant ¥, pour NLe=0.

A=1et R, =50

Nxx Ny 10x10 50x 50 100x100 150%150

N 1.645777 1.715287 1.718377 1.718997

P 1.874332 1.912380 1.913879 1914214
A=5cet R, =20

Nxx Ny 10x 20 100 x 200 100 x 250 150x 300

N 1.333657 1.389157 1.389155 1.389557

¥ 1.069065 1.120436 1.120393 1.120729
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CHAPITRE V
RESULTATS ET DISCUSSION

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats analytiques et numériques obtenus
dans la présente étude. La premiére section est consacrée a la discussion des résultats
prédits par ’analyse de la stabilité linéaire. Les résultats obtenus par la solution
numérique des équations gouvernantes du systéme sont présentés dans la deuxiéme

section.

5.1 Stabilité Linéaire

5.1.1 Effet du rapport de forme 4

L'influence du rapport de forme de la cavité A sur les coefficients a, b et ¢, Egs.
3.44, 3.48 et 3.49 est illustrée dans les figures 5.1-5.3, pour différentes valeurs de NLe.
Le cas NLe=0 correspond au probléme de Rayleigh-Bénard avec un flux de chaleur
comme conditions aux frontiéres. Pour cette situation, la configuration de 1'écoulement
consiste en une seule cellule occupant la cavité entiére. En conséquence, les figures 5.1-
5.3 indiquent une dépendance monotone des coefficients a, b et ¢ avec le rapport de
forme de la cavité. D'autre part, pour le cas NLe — o, correspondant au probléme de
Rayleigh-Bénard avec des conditions aux frontiéres de type Dirichlet, la structure de
I’écoulement est multicellulaire pour une couche infinie. Le champ de I'écoulement est
alors constitué par des cellules ayant un rapport de forme carré. Cependant, quand
l'extension transversale de la couche est finie, le nombre résultant de cellules dépend

essentiellement du rapport de forme de la cavité. En général, & chaque valeur de

A=A, =,n(n+1), le nombre des cellules augmente de n & n+1. Cette transition dans

le nombre des cellules est représentée sur les figures 5.1.a, 5.2.a et 5.3.a par des sauts
dans les valeurs des coefficients a, b et c. Les résultats obtenus pour NLe <0, pour

lequel le gradient de la température déstabilise et le gradient de concentration stabilise,
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Figure 5.1 : Effet du rapport de forme A4, sur le paramétre a: a) quand NLe >0 et

b) quand NLe < 0.
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Figure 5.2.b

Figure 5.2 : Effet du rapport de forme 4, sur le parameétre b: a) quand NLe>0 et
b) quand NLe <O0.
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Figure 5.3 : Effet du rapport de forme A, sur le paramétre ¢ : a) quand NLe >0 etb)
quand NLe < 0.
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sont présentés dans les figures 5.1.b, 5.2.b et 5.3.b. Indépendamment des valeurs de
NLe, on observe une légére variation des coefficients a, b et ¢ en fonction du rapport de
forme A. On constate de plus que méme lorsque la valeur de NLe est grande

I"écoulement reste unicellulaire indépendamment du rapport de forme 4.

La figure 5.4 montre l'influence du rapport de forme A sur le paramétre
R:¥(NLe+1). Comme on a vu dans la section précédente, lorsque NLe =0 la structure

de I’écoulement est monocellulaire (voir figure 5.6.a) quelque soit la valeur du rapport de
forme A. La structure de I’écoulement devient multicellulaire pour NLe>0.87 et
A — . Pour cette situation on peut observer une formation périodique de cellules de

convection contrarotatives, le long de la cavité, tel qu’illustré sur la figure 5.7.b. Ainsi, la

valeur du nombre de Rayleigh supercritique R;? est calculée, en faisant varier le rapport

de forme A4 jusqu’a I’obtention de la valeur minimale de R;? qui donne le seuil de la

convection supercritique.

5.1.2 Effet du paramétre Nle

Les résultats présentés dans la figure 5.5 sont obtenus analytiquement quand
NLe=0 et numériquement (méthode des éléments finis) quand NLe < 0. Cette figure
montre la variation du nombre de Rayleigh supercritique R;?, en fonction du paramétre
NLe , pour différentes valeurs du rapport de forme 4. Des représentations typiques de
lignes de courant, isothermes et isoconcentrations sont illustrées dans les figures 5.6 et
5.8 pour 4=1 et figures 5.7 et 5.9 pour 4 =5. Comme déja mentionné précédemment,
pour le probléme de Rayleigh-Bénard avec des conditions aux frontiéres de type
Neumann (NLe =0), les effets des forces de volume d’origine solutale sont négligeables
et I’écoulement convectif résultant est unicellulaire quelque soit la valeur de 4, (voir les
figures 5.6.a et 5.7.a). Pour cette situation R;? =22.94 quand A=1 et 12 quand

A —> . Ces résultats sont en accord avec ceux de Kimura et al. [17] et Nield [4],
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Figure 5.4 : Effet du paramétre NLe sur le nombre de Rayleigh thermique supercritique

R;# pour différentes valeurs du rapport de forme A.
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Figure 5.7 : Tracés des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le cas
d’une cavité rectangulaire (A=5): a) NLe=0, a=1245, b=0.05,
c=2596 et R;f =12.45 etb) NLe=50, a=23.28, b=0.60, c=1.93 et

R =0.76 .
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respectivement. On peut constater que lorsque les gradients de la température et de la
concentration sont tous deux déstabilisants (NLe > 0), les résultats obtenus sont presque

indépendants du rapport de forme 4. Pour une valeur de NLe suffisamment grande, les

effets des forces de volume d’origine thermique sont négligeables, la naissance de la

convection est alors régi par les effets de la concentration (soluté) et RJ? =4n’ (i.e

Ry¥ =4n’ / NLe), ce résultats étant en accord avec la prédiction de Lapwood [19]. Cette
limite est représentée sur la figure 5.5 par une ligne en pointillée (indiquée par une
fleche). Comme on peut le voir, cette limite est atteinte pour une valeur de NLe > 20.
Les lignes de courant, isothermes et isoconcentrations qui correspondent au début de la
convection sont illustrées dans la figure 5.6.b pour 4 =1 et la figure 5.7.b pour A=35.
Pour ce dernier cas, on constate la présence de cinq cellules dans la cavité. Cette situation

correspond au probléme classique de Bénard.

Le cas NLe <0 est maintenant discuté. Pour cette situation le flux (température)
déstabilise tandis que la concentration stabilise. Ainsi, quand Le>/ le probléme
correspond au régime diffusif de la convection thermosolutale oii la composante rapide
de diffusion (chaleur) est déstabilisante et la composante lente de diffusion (soluté) est
stabilisante. Pour une valeur donnée de 4, la figure 5.5 indique que R;f , augmente d’une
fagon monotone en fonction des valeurs du paramétre NLe. Ceci est dit au fait que les
forces de volume solutales qui agissent comme un agent stabilisant augmente avec NLe.
Les effets de NLe sur la structure de ’écoulement, au début de la convection, sont
illustrés dans la figure 5.8 pour 4 =1/ et la figure 5.9 pour 4=5. Pour NLe=-25 et
NLe=-2, les figures 5.8.a et 5.9.a, respectivement, indiquent I’existence de deux
cellules remplissant la cavité enticre. Au fur et & mesure que la valeur de NLe augmente,
ces deux cellules se déplacent progressivement pour se concentrer au voisinage des parois
supérieure et inférieure de la cavité. Ainsi, pour NLe=~-5 (A4 =1) et pour NLe =-50
(A=35), les figures 5.8.c et 5.9.c montrent I'existence de cellules trés minces 4 proximité

des deux parois horizontales de la cavité.
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T I ) ST

Figure 5.9 : Tracés des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le cas
d’une cavité rectangulaire (A=5): a) NLe=-25, a=41.58, b=0.03,
c=27.01 et R;f =200, b) NLe=—40, a=225.26, b=0.02, c =35.87
et R;F =885.29 et ¢) NLe=-50, a=430.23, b=0.01, c=43.35 et
R;F =1715.58.
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On peut également constater a partir de la figure 5.5 que pour une valeur donnée
de NLe le nombre de Rayleigh thermique supercritique R;? diminue considérablement,
au fur et 4 mesure que le rapport de forme 4 augmente. Ainsi, pour une couche infinie
horizontale (4 — «), le nombre de Rayleigh thermique supercritique R;” tend vers la
valeur /2, indépendamment de I’intensité du gradient solutal stabilisant ( NLe). Une
tendance similaire a été observée dans le passé par Nield [20] et Tsitverblit [21], dans le
cadre d’une étude de la stabilité d’une couche horizontale de fluide, lorsque le gradient
stabilisant dii 4 la température est gouverné par la différence de sa valeur aux frontiéres
horizontales alors que le gradient déstabilisant di a la concentration est maintenu par des
conditions de flux a ces frontiéres. Il est & noter que dans le modéle considéré par
Tsitverblit [21], les gradients stabilisants et déstabilisants résultent également de
I'imposition de conditions de Dirichlet et de Neumann, respectivement. Cependant, le
probléme considéré par Tsitverblit n'est pas analogue au régime "diffusif” de la
convection thermosolutale comme dans notre cas, mais plutdt au régime "digital” (dans

lequel 1’agent rapide de diffusion est stabilisant).

5.1.3 Diagramme de stabilité

La figure 5.10 illustre le diagramme de stabilité, prédit par la théorie de la stabilité
linéaire. Ce dernier est présenté dans le plan, R, —R;,pour A=1, Le=10,e=1 et N

varie. On peut distinguer trois régions différentes, délimitées par des courbes

sur

correspondant aux équations (3.44), (3.48) et (3.49). Pour R, < R;7 (région (D)), la
solution de base correspondant a 1’état de repos du systéme est stable, selon la théorie de
la stabilité linéaire. Ce point est confirmé par les résultats obtenus par la simulation
numérique des équations gouvernantes, qui seront discutés ultérieurement. Ainsi, nous
avons constaté que lorsqu’on démarre la simulation numérique en prenant la conduction
pure comme solution initiale, le fluide reste au repos. Lorsque R;S <R, < R;- (région

(II)), ’analyse de la stabilité linéaire montre que les parties réelles et imaginaires du
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Figure 5.10 : Diagramme de stabilité pour A=1, Le=10,e=1 .
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parameétre p, équation (3.45), sont positives. Dans cette région les résultats numériques
obtenus indiquent qu’en utilisant la conduction pure comme condition initiale, les
amplitudes de la température et de la concentration croissent avec le temps d’une facon
oscillante. Dans la région (II), ( R, > Rz ), au dessus de la ligne neutre de la stabilité, le
systéme est instable et tous les résultats numériques obtenus dans cette région démontrent
I’existence d’une amplitude finie de convection, indépendamment des conditions

initiales.

5.1.4 Conditions aux frontiéres thermiques de type Dirichlet et solutales

de type Neumann

La stabilité d'une couche poreuse horizontale a été considérée pour le cas o les

1zontales de la cavité sont soumises 2 des gradients de température et de

~- —enelas e -+

parois h
concentration verticaux résultant de I’imposition des conditions thermiques et solutales
de type Dirichlet et de type Neumann, respectivement. Les figures 5.11-5.15 montrent les
résuitats obtenus par la technique analytique décrite au début de cette section. La
procédure pour obtenir cette solution étant similaire & celle décrite précédemment, les

détails ne sont pas présentés dans la présente étude.

La figure 5.11 montre la variation du nombre de Rayleigh thermique supercritique
R;Z, en fonction du paramétre NLe, pour le cas A =1/ et 4=, respectivement. Quand
les forces de volume d’origine solutale sont négligeables (NLe =0), la convection est
gouvemeée par les forces de volumes thermique et on retrouve le probléme classique de
Bénard, pour lequel R;¥ =4n’ quand le rapport de forme A4 vaut 1,2,3,..c0. La

configuration résultante de 1’écoulement est illustrée dans les figures 5.12 et 5.14 pour
A=1 et les figures 5.13 et 5.15 pour 4=35. Lorsque la valeur de NLe augmente,
I’écoulement est gouverné par les conditions frontiéres associées aux flux (soluté). Pour

cette situation, la structure de 1’écoulement est unicellulaire (voir par exemple les figures

5.12.aet5.14.a)et R;F =22.94 (12) quand A= ().Lorsque NLe —> o le nombre

c
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Figure 5.11: Influence du paramétre NLe sur le nombre de Rayleigh thermique
supercritique R;Y, pour le cas d’une cavité rectangulaire (4d=1 et
A=o) soumise a des conditions aux frontiéres thermiques de type

Dirichlet et solutales de type Neumann.
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Figure 5.13 : Tracés des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le cas
d’une cavité rectangulaire (A =5 ) soumise a des conditions aux frontieres

thermiques de type Dirichlet et solutales de type Neumann a) NLe =0 et
R =4m? etb) NLe =50, R =024 et R® =12.
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Figure 5.15 : Tracés des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le cas
d’une cavité carrée (A=35) soumise & des conditions aux frontiéres

thermiques de type Dirichlet et solutales de type Neumann:a) NLe =—-0.4,
Rif =91.60 et Rif =-36.64 et c) NLe=-0.9, R;f =1049.69 et

R:P =-941.12.
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de Rayleigh supercritique tend asymptotiquement vers R;? — 22.94/Nle (12/Nle). Ces
deux limites sont représentées par des lignes en tirées dans la figure 5.11. On peut
constater aussi que les gradients de soluté sont prédominants pour NLe >0 quand
A=1 et NLe=] quand 4 — . Avec les conditions aux frontiéres considérées ici,
quand NLe <0 la composante du flux (soluté) est stabilisante et la composante constante
(température) est déstabilisante. Pour cette situation, la figure 5.11 indique que R;7

augmente asymptotiquement vers 1’infini quand NLe — —/. Au dessus de NLe=-I/,
selon la stabilité linéaire, le systéme reste inconditionnellement stable. Les figures 5.14.c
et5.15.cpourlescas 4 =1 et A=2J3, respectivement, montrent un exemple des lignes de
courant, d’isothermes et de concentrations obtenues pour NLe=-0.9. Pour cette
situation, on peut constater que la structure de ’écoulement est multicellulaire quelque

soit la valeur du rapport de forme de la cavité 4.

5.2 Convection a amplitude finie

5.2.1 Effet du nombre de Rayleigh thermique R,

Les figures (5.16-5.18) illustrent I’influence du nombre de Rayleigh thermique
R, sur les fonctions de courant maximale ¥, et minimale ¥, , le nombre de Nusselt
Nu et le nombre de Sherwood Sk pour N=1, A=1, ¢=1 et différentes valeurs du
nombre de Lewis (Le=0.1, I et 5). Le nombre de Rayleigh thermique est normalisé par
rapport au nombre de Rayleigh supercritique R;”. Les figures 5.17 et 5.18 montrent
qu’une augmentation du taux du transfert de masse (diminution du transfert de chaleur)
est observée au fur et a mesure que le nombre de Lewis Le augmente. Ceci est di au fait
que les forces de volumes d’origine solutale augmentent avec Le. La figure 5.19 montre
une représentation typique des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour un
nombre de Rayleigh thermique R, =50. On peut constater que pour 4 =/ la structure

de I’écoulement reste unicellulaire quelque soit la valeur de Le.
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Figure 5.16 : Effet du nombre du Rayleigh thermique R, sur les fonctions de courant

maximale, ¥, , et minimale, ‘¥ _,

,pour A=let N=1.
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\___ R, / Rrc J

Figure 5.17 : Effet du nombre du Rayleigh thermique R, sur le nombre de Nusselt

moyen Nu,pour A=let N=1.
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Figure 5.18 : Effet du nombre du Rayleigh thermique R, sur le nombre de Sherwood

moyen Sh,pour A=let N=1.
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Figure 5.20 : Tracés des lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le
cas N=-1, A=let Le=2 :2a) R, =310, ¥, =0.056 et ¥, =0,
b) R, =500, ¥, =0.641 et ¥, =0 etc) R, =1000, ¥, =1.356 et
Y., =—0.091.
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Pour le cas ou les forces de volume thermique et solutale sont opposées (N =—1),
la figure 5.20 présente les lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour le cas

A=1, Le=2 et pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh thermique,
(R, =310, 500 et 1000). La figure 5.20.a montre la présence de deux cellules

remplissant toute la cavité. Ces deux cellules se séparent progressivement au fur et &

mesure que le nombre de Rayleigh thermique R, augmente jusqu’a ce qu’elles se
concentrent au voisinage des deux parois supérieure et inférieure de la cavité tel
qu’illustré sur la figure 5.20.b. Cette configuration de I’écoulement est semblable a celle
obtenue par la stabilité linéaire (voir figure 5.8).

5.2.2 Courbe de bifurcation :

L'effet du nombre de Rayleigh thermique, R, sur les valeurs des fonctions de
courant maximale, ¥, , et minimale, ¥, est illustré dans la Figure 5.13 pour le cas
A=1, N=-0.1, Le=10 et g¢=1. Pour ce cas, les valeurs des trois nombres de
Rayleigh thermiques prédits par la théorie de la stabilité linéaire sont R;7 =52,
RS =42 et R =31. Selon Mamou et al. [22], le diagramme de bifurcation est divisé
en cing régions différentes. En plus des trois nombres de Rayleigh critiques cités
précédemment on ajoute le nombre de Rayleigh sous-critique Ry+°, dont la valeur doit
étre déterminée par une analyse non linéaire de la stabilité. Le nombre de Rayleigh sous-
critique R;Z est représenté dans la figure 5.21 par une ligne en pointillée, puisque sa
valeur exacte est inconnue. Quand R, <R;>® (région (D)), le fluide est
inconditionnellement stable et la convection est t impossible. Pour cette situation la
bifurcation est dite souscritique. Dans la région (1), quand R;&° < Ry < R;d, I’état de la
conduction pure (état de repos du fluide) est une solution stable du probléme. Ceci est
vérifié par la stabilité linéaire déja discutée précédemment. Pour Rz’ < R, < R;Z (région
IIT)), I’état de repos du fluide est instable, les amplitudes de la température et de la

concentration augmentent avec le temps d’une fagon oscillante quand en utilisant Ia
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Figure 5.21 : Courbe de bifurcation : variation des fonctions de courant, ¥, et ‘¥ ; ,en
fonction du nombre de Rayleigh thermique R, pour A=1, N=-0.1 et
Le=10 (R;y =31, Rjg =42 et R;f =52).
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conduction pure comme condition initiale. Pour R, > R;¥ (régions (IV) et (V)), I’état de

repos du fluide devient inconditionnellement instable.
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CHAPITRE VI
CONCLUSION

Le travail que nous avons présenté dans cette thése concerne I’étude de la
convection naturelle thermosolutale, dans un milieu poreux confiné dans une cavité
horizontale rectangulaire, saturée par un fluide binaire. Des conditions aux frontiéres
thermiques de type Neumann (flux de chaleur constant) et solutales de type Dirichlet
(concentration constante) ont été considérées. Ces conditions aux frontiéres sont
appliquées aux parois supérieure et inférieure de la cavité. Les parois verticales sont
supposées imperméables et adiabatiques.

Le modéle mathémaﬁqn décriva le n égent prnh'bmp a &té r‘é\ra]r\ppé en ge
Le moaele mathematy decr e nr igela] , 2 ete develonne en se

basant sur les équations de Darcy et sur 1’approximation de Boussinesq. L’étude de la
stabilité linéaire était I’objet principal de la premiére partie de cette étude. Une solution
analytique et une autre numérique (méthode des éléments finis) ont été développées a
cette fin. Les équations gouvernantes ont été résolues numériquement par la méthode des

différences finies dans la deuxiéme partie de cette étude.

6.1 Stabilité linéaire

L’étude de la stabilité linéaire nous a permis de déterminer trois nombres de

sup

Rayleigh critiques a savoir le nombre de Rayleigh thermique R;?, marquant le début de

Sur

la convection supercritique, le nombre de Rayleigh thermique surcritique R;~ , marquant
la transition du mode convectif oscillant au mode convectif monotone et croissant et le
nombre de Rayleigh thermique R;S marquant le régime oscillant. Cette étude nous a

aussi permis de mettre en évidence I'influence du paramétre NLe indiquant le rapport
des forces solutales et thermiques, sur 1’évolution de la structure des écoulements. Il est

clair que les forces de volumes thermiques et solutales donnent naissance a une
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convection coopérante lorsque NLe >0 et opposée lorsque NLe < 0. Pour chaque cas,
nous avons distingué trois types de régimes différents a savoir le régime ou les forces de
volume thermiques sont dominantes, le régime intermédiaire ou la convection est
gouvernée par les forces de volume d’origine thermique et solutale et le régime ou les
forces solutales sont dominantes. Ces résultats ont ét€ obtenus par des méthodes
analytique et numérique. La méthode analytique est valide seulement pour des valeurs
NLe =0 a cause de la complexité de la solution quand NZe < 0. Par contre la méthode
numérique est plus générale et permet d’obtenir des solutions pour des valeurs

quelconques de Nle.

Des conditions aux frontiéres thermiques de type Dirichlet et solutales de type
Neumann ont été également considérées dans 1I’étude de la stabilité linéaire. Pour cette
n’est pas présentée dans cette étude. Le nrobléme a été

situation la solution analvtigue

résolu numériquement par la méthode des éléments finis. Les résultats obtenus ont
montrés que pour NLe < —/, I’écoulement est convectif et sa structure est multicellulaire
indépendamment de la valeur du rapport de forme 4. Pour NLe = -1, I’écoulement est

inconditionnellement stable selon la stabilité linéaire.

Les résultats obtenus dans cette premiére partie ont été validés par rapport a des
études antérieures, comme par exemple celles de Nield [3], pour le cas d’une cavité
horizontale rectangulaire soumise a des conditions aux frontiéres thermiques de type
Neumann ou a celles de Mamou et al. [16] dans le cadre de 1’étude de la stabilité linéaire
par la méthode de Galerkin pour une cavité rectangulaire soumise a des conditions aux

frontiéres thermiques et solutales de type Neumann.

6.2 Convection a amplitude finie

Les équations gouvernantes décrivant le systéme ont été résolues numériquement

par la méthode des différences finies. Les résultats obtenus nous ont permis d’étudier
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I’influence du nombre de Rayleigh thermique R, sur les transferts de chaleur et de
masse. Les résultats obtenus dans cette partie ont été aussi validés par rapport a d’autres

travaux antérieurs disponibles dans la littérature.

La présente étude numérique nous a aussi permis de comparer et vérifier quelques
uns des résultats obtenus par la stabilité linéaire comme par exemple le cas ou les forces
de volumes d’origine thermique sont opposées aux forces de volumes d’origine solutale.
La courbe de bifurcation, prédit par la théorie de la stabilité lin€aire a également été

validée par les résultats numériques.

6.3 Perspectives

Dans ia piupart des €tudes sur ia doubie diffusion en miiieux poreux, y compris ia
présente investigation, les équations de Darcy ont été utilisées pour caractériser ces
milieux. Le modéle de Darcy, relativement simple, est valide pour des situations ou la
porosité est faible et les effets d’inertie sont négligeables, ce qui est le cas pour bon
nombre de situations. L’emploi de modéles plus sophistiqués pour les milieux poreux,
prenant en compte les effets visqueux (termes de Brinkman) ainsi que les effets d’inertie

(termes de Forchheimer) devrait tre envisagé dans des études futures.

Il serait également intéressant d’étudier la stabilité non linéaire pour déterminer le

sous

nombre de Rayleigh thermique R;*°, marquant la naissance de la convection

souscritique. Des modéles de perturbation non linéaires tels qu’utilisés par Mamou [23]

pourraient étre utilisés a cette fin.
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