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RESUME

Cette recherche évalue I'application du passage de messages aux problemes d’optimisation
sous contraintes (COPs). Alors que le passage de messages a prouvé son efficacité pour les
problémes de satisfaction de contraintes (CSPs) avec l'algorithme Sum-Product, son utilité

pour l'optimisation restait a démontrer.

L’objectif principal consiste a introduire et évaluer I'algorithme Max-Product comme alter-
native a Sum-Product pour 'optimisation. L’hypothese centrale propose que Max-Product

peut fournir des marginales désignant les valeurs participant aux solutions optimales.

La méthodologie introduit une contrainte Oracle appliquée a la variable objectif, envoyant
des messages proportionnels aux valeurs pour biaiser favorablement les meilleures solutions.
Cette contrainte s’avere indispensable pour Max-Product qui produit sinon des marginales

uniformes équivalentes a la cohérence d’arc généralisée.

Des algorithmes de calcul de messages Max-Product sont développés pour quatre contraintes
globales. Pour AllDifferent, le calcul se réduit au probleme d’assignation dans un graphe
biparti, optimisé pour réutiliser des couplages intermédiaires. Pour les contraintes Table, Sum
et Regular, les algorithmes Sum-Product existants sont adaptés en remplacant 'accumulation

par somme par un maximum.

L’évaluation empirique sur 321 exemplaires du corpus XCSP utilise le score normalisé moyen
comme métrique principale. L’heuristique DomWDeg + Max Marginal surpasse toutes les
alternatives. La recherche a divergence limitée, la réutilisation des marginales entre phases

de propagation et 'interruption anticipée basée sur I’entropie améliorent I'efficacité.

Les résultats démontrent l'efficacité du passage de messages pour 'optimisation avec des
améliorations de 15% comparées aux méthodes sans passage de messages, montrant que le
colit accru de 'inférence est compensé par le guidage pertinent de la recherche. Sum-Product
avec un faible nombre d’itérations excelle pour les résolutions courtes, tandis qu'un nombre
élevé d’itérations devient avantageux sur les résolutions prolongées. Max-Product constitue

une bonne alternative a Sum-Product si le temps de résolution est incertain.

Nous concluons que le passage de messages constitue une méthode d’inférence avancée efficace
pour l'optimisation sous contraintes. Si Sum-Product démontre généralement une supério-
rité sur Max-Product, 1’étude étend 'applicabilité de MiniCPBP aux COPs et ouvre des

perspectives pour la résolution de problemes d’optimisation combinatoire.
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ABSTRACT

This research evaluates the application of message passing to Constraint Optimization Prob-
lems (COPs). While message passing has proven effective for Constraint Satisfaction Prob-
lems (CSPs) using the Sum-Product algorithm, its usefulness for optimization remained

undemonstrated.

The primary objective introduces and evaluates the Max-Product algorithm as an alternative
to Sum-Product for optimization. The central hypothesis proposes that Max-Product can

provide marginals identifying values participating in optimal solutions.

The methodology introduces an Oracle constraint applied to the objective variable, sending
messages proportional to values to bias toward better solutions. This constraint proves essen-
tial for Max-Product, which otherwise produces uniform marginals equivalent to generalized

arc consistency.

Max-Product message computation algorithms are developed for four global constraints. For
AllDifferent, computation reduces to the assignment problem in bipartite graphs, optimized
to reuse intermediate matchings. For Table, Sum, and Regular constraints, existing Sum-

Product algorithms are adapted by replacing sum accumulation with maximum operations.

An empirical evaluation on 321 XCSP corpus instances uses normalized mean score as the
primary metric. The DomWDeg + Max Marginal heuristic outperforms all alternatives.
Limited discrepancy search, marginal reuse between propagation phases, and entropy-based

early termination improve efficiency.

Results demonstrate message passing effectiveness for optimization with 15% improvement
over non-message-passing methods, showing that increased inference costs are offset by im-
proved search guidance. Sum-Product with few iterations excels for short resolutions, while
high iteration counts become advantageous for extended resolutions. Max-Product provides

a compromise when resolution time is uncertain.

We conclude that message passing constitutes an effective advanced inference method for
constraint optimization. While Sum-Product generally demonstrates superiority over Max-
Product, this study extends MiniCPBP’s applicability to COPs and opens perspectives for

solving combinatorial optimization problems.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Les problemes combinatoires constituent un défi central dans de nombreux secteurs indus-
triels : optimisation de tournées de véhicules en logistique, ordonnancement de taches en
production manufacturiere, allocation de ressources en télécommunication... Résoudre ces

problemes efficacement représente un enjeu économique majeur.

Ces problemes admettent deux formalisations principales. Les problemes de satisfaction de
contraintes (CSP) cherchent toute affectation de valeurs aux variables qui respecte ’ensemble
des contraintes imposées. Les problemes d’optimisation de contraintes (COP) ajoutent une

fonction objectif a optimiser.

1.1 Problématique

Malheureusement, ces problemes sont NP-difficiles et les traiter peut nécessiter beaucoup de
temps dans le pire des cas. C’est pourquoi leur résolution implique des méthodes sophistiquées
telles que la programmation par contraintes (CP), une approche pour résoudre les problemes

combinatoires qui comporte trois aspects distincts :

— Un langage de haut niveau pour modéliser le probleme, ou chaque contrainte permet
de décrire explicitement une grande partie de sa structure combinatoire.
— La propagation de support et le filtrage.

— La recherche a retour arriere.
Ces deux derniers éléments sont les mécanismes principaux de la résolution.

La propagation de support et le filtrage constitue une étape d’inférence : le recours a des
raisonnements et déductions logiques pour progresser dans la résolution. Vis-a-vis d’une
contrainte, lorsquun couple variable/valeur fait partie d’un tuple accepté par la contrainte,
le tuple est appelé un support de ce couple. Des algorithmes de filtrage associés a chaque
contrainte peuvent déterminer si un couple ne possede pas de support. Le cas échéant, on

déduit qu’assigner cette valeur a cette variable violera nécessairement la contrainte.

La recherche avec retour arriere implique une série de décisions réduisant les domaines des
variables non affectées, menant soit a des solutions soit a des incohérences. Elle permet

I’exploration exhaustive de tout I’espace de recherche défini par les variables et leurs domaines.

Les problemes de satisfaction et optimisation sous contraintes peuvent étre résolus en ne

s’appuyant que sur la recherche ou sur I'inférence mais au prix d’une complexité temporelle



exponentielle [1] en fonction du nombre de variables et contraintes impliquées. En CP, associer
les deux crée une synergie ou la recherche déclenche un filtrage supplémentaire, qui a son
tour permet un élagage de 'arbre de recherche. En CP, la recherche a été étendue avec divers
mécanismes. Par exemple, on peut enregistrer et expliquer les décisions qui menent a 1’échec
pour éviter de les rencontrer a nouveau [2] [3]. Lorsqu’on rencontre une incohérence, nous

pouvons remonter plus loin dans 'arbre de recherche pour une exploration plus efficace [4].

D’autre part, améliorer I'inférence consiste généralement a trouver de meilleurs algorithmes
de filtrage pour atteindre des niveaux de cohérence plus élevés a un colit computationnel

moindre pour une gamme plus large de variables globales [5] [6].

Pour augmenter 1'utilité de I'inférence dans le guidage de la recherche, Pesant [7] a introduit
la CPBP (Constraint Programming with Belief Propagation), une extension de la propaga-
tion de support analogue a l'inférence probabiliste, basée sur le comptage de modeles et la
propagation de conviction (ou BP pour Belief Propagation) utilisant I'algorithme de pas-
sage de messages Sum-Product. L’approche est implémentée dans le solveur MiniCPBP [7].
Elle permet de calculer la conviction associée a chaque affectation variable/valeur, a savoir
la proportion de solutions contenant cette affectation. L’information plus riche permet des

heuristiques de branchement qui améliorent significativement les performances de résolution

pour les CSPs [8].

Dans ce mémoire sous cherchons a déterminer comment ce type d’inférence avancée peut étre

appliqué aux COPs?

1.2 Objectifs de recherche

Dans ce mémoire, nous évaluons d’abord les performances de I'inférence basée sur ’algorithme

Sum-Product pour les problemes d’optimisation sous contraintes.

Nous introduisons également un autre algorithme de passage de messages, Max-Product. Cet
algorithme ayant été historiquement utilisé pour l'inférence probabiliste, nous ’avons adapté
a ’approche CPBP et implémenté au sein du solveur MiniCPBP. Nous apportons dans ce

contexte les contributions suivantes :

— Nous expliquons pourquoi cet algorithme est plus facilement applicable aux problemes
d’optimisation sous contraintes qu’aux problémes de satisfaction de contraintes.

— Nous décrivons plus précisément quelle information sur les solutions d’un probleme le
Max-Product peut fournir avant de recourir a la recherche dans le cadre de la CP.

— Nous proposons des algorithmes adaptés au calcul de message pour Max-Product pour

plusieurs contraintes globales.



— Nous dérivons diverses heuristiques de branchement exploitant les résultats des algo-
rithmes de passage de messages, et évaluons leur utilité sur une gamme de problemes
d’optimisation.

— Nous étudions I'impact de différents parametres et optimisations du passage de mes-
sages sur les performances de résolution.

— Nous montrons que la BP avec 'algorithme Max-Product ou Sum-Product, permet de
compléter I'heuristique de sélection de variable DomWDeg d’une sélection de valeur
Maz Marginal et de guider efficacement la recherche vers des solutions avec de meilleurs

scores.

1.3 Plan du mémoire

Ce mémoire comprend 7 chapitres, cette introduction incluse. Le Chapitre 2 introduit les
concepts préliminaires nécessaires a la compréhension du mémoire : une définition formelle
des COPs et des descriptions détaillées des approches de CP et CPBP. La revue de littérature,
présentée au Chapitre 3, offre un tour d’horizon des méthodes d’inférence avancée utilisées
dans le contexte de la résolution de CSPs et COPs. Le Chapitre 4 illustre notre application des
algorithmes de BP a la résolution de COPs. Celle-ci repose sur les algorithmes Sum-Product
et Max-Product, associés a une contrainte Oracle. Le Chapitre 5 présente les algorithmes
développés pour permettre 'usage de la BP avec Max-Product. Le Chapitre 6 rassemble les
résultats expérimentaux montrant l'efficacité d’heuristiques de recherche s’appuyant sur la
BP pour la résolution d’exemplaires issus du corpus XCSP. Nous concluons dans le Chapitre 7,
qui résume l’ensemble de nos contributions. Elle décrit les limites de notre approche, ainsi

que des perspectives d’amélioration.



CHAPITRE 2 CONCEPTS PRELIMINAIRES

Ce chapitre présente les concepts et notations nécessaires pour la compréhension du mémoire.

I introduit un formalisme pour les problemes de satisfaction (CSP) et d’optimisation sous
contraintes (COP), et présente des mécanismes liés a leur résolution tels que la programma-

tion par contraintes (CP), le passage de messages et la propagation de conviction (BP).

2.1 Problémes Combinatoires

2.1.1 Problémes de satisfaction de contraintes
Définition

Les problemes de satisfaction de contraintes (ou CSP pour Constraint Satisfaction Problems)
sont des problemes consistant a produire un état satisfaisant pour un ensemble de contraintes

donné. Un CSP est défini formellement par un triplet (X, D, C), décrivant :

— X un ensemble fini des variables. Les variables de X sont notées par les symboles z, y,
éventuellement indicées.

— le domaine D, I’ensemble fini des valeurs entieres que peuvent prendre les variables.
Au cours de la résolution, on établit que chaque variable x € X ne prend ses valeurs
que dans un sous-ensemble de D désigné par D(z).

— (' un ensemble de contraintes, chaque contrainte ¢ étant un ensemble de n-uplets t € ¢
d’assignations autorisées pour un sous ensemble de variables S(c) C X. S(c) est appelé

la portée (ou scope) de c.

Pour une variable x on définit le voisinage N(z) de la variable, comme l’ensemble des

contraintes dans lesquelles elle est impliquée.

N(z)={ce C,x € S(c)}

On appelle degré d’une variable la taille de son voisinage : deg(z) = |N(z)|

Une valeur v est assignée a une variable z quand D(z) = {v}. On dit que l'on assigne z = v
lorsque l'on fait 'hypotheése D(x) = {v}, ce qui est un aspect crucial de la recherche décrite
dans la Section 2.2.3.

Une solution d’un CSP est une affectation complete o : X — D telle que toutes les contraintes



de C soient satisfaites.

Exemple : Carré Latin

Un carré latin est un puzzle évoquant une version simplifiée du sudoku : une grille de taille
n X n ou, dans chaque ligne et chaque colonne, chaque nombre entre 1 et n est présent une

unique fois.

Un exemplaire du probleme spécifie la valeur d’un certain nombre de cellules de la grille,
tandis que d’autres cellules sont vides. Le processus de résolution consiste a remplir les

cellules restantes en respectant la contrainte de chaque ligne et de chaque colonne.

Un exemplaire peut admettre plusieurs solutions. Plus le nombre de cellules vides est grand,

plus le nombre de solutions est potentiellement élevé.
Formellement, un exemplaire de carré latin d’ordre n est défini comme suit :

— X ={z;;|1<i,j <n} l'ensemble des variables représentant les cellules de la grille,
ou z;; désigne la cellule a la ligne ¢ et colonne j.

— D ={1,2,...,n} le domaine commun & toutes les variables, représentant les valeurs
possibles dans chaque cellule.

— (' 'ensemble des contraintes comprenant :

— Contraintes de ligne : pour chaque ligne i € {1,...,n},
AllDifferent(x,;,l, Ti2y.-- 7'ri,n)

exprimant que toutes les variables de la ligne ¢ doivent prendre des valeurs dis-
tinctes, i.e z; ; # x; ) pour tout j # k.

— Contraintes de colonne : pour chaque colonne j € {1,...,n},
AllDifferent(z1 j, 22, . - -, Tn ;)

exprimant que toutes les variables de la colonne j doivent prendre des valeurs
distinctes.

— Contraintes d’assignation : pour chaque cellule (7, j) dont la valeur v est donnée
dans I'exemplaire,

Lij ="V
fixant la valeur de la variable correspondante.

Un exemple d’exemplaire et deux solutions possibles pour cet exemplaire sont représentés en



Figure 2.1.

2.1.2 Problemes d’optimisation combinatoire

Les probléemes d’optimisation combinatoire (ou COP pour Constraint Optimisation Problems)
introduisent une hiérarchie entre les solutions d’un CSP selon leur désirabilité ou leur cotit, via
une fonction objectif f qui associe les solutions a un score. On cherchera ensuite a maximiser

ou minimiser ce score.

Les carrés latins comme COP

On peut transformer le probleme du carré latin d’un probléeme de satisfaction en un probléme

d’optimisation en ajoutant une fonction objectif f qui associe a chaque solution un score.

Par exemple, lors d’une étude initiale de la résolution de COPs, on cherchera a maximiser
la somme des valeurs d’un sous-ensemble de cellules formant un carré dans le coin supérieur

gauche du carré latin.

Pour un carré latin de taille n et un sous-ensemble rectangulaire de dimension k x [ avec
k<netl<n:
!

flz)=3"

=17

Li,j
1

Par exemple, pour k = 3 et | = 2, les deux solutions présentées en Figure 2.1 ont respective-

ment un score de 20 et 17.

Le choix de sommer sur une zone rectangulaire plutot qu’un sous-ensemble arbitraire de cases
introduit des dépendances entre les cases participant a I'objectif et rendent I'optimisation plus
difficile.

2.2 Programmation par contraintes (CP)

La programmation par contraintes (ou CP pour Constraint Programming) est une méthode

de résolution de problemes combinatoires.

2.2.1 Langage de modélisation

La programmation par contraintes introduit des contraintes globales, dont la portée peut
étre arbitrairement grande, et qui décrivent succinctement des relations complexes entre les

variables.
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FI1GURE 2.1 Exemplaire de carré latin et deux solutions possibles
Voici par exemple les contraintes globales abordées dans ce mémoire :
— AllDifferent (1, ..., x,) : toutes les variables de la portée prennent des valeurs diffé-
rentes.
— Table((z1,...,x,), R), (aussi nommée contrainte Extension) : les tuples acceptés sont
listés de maniere explicite dans la relation R.
— Sum((z1,...,2,), (0,01q,...,0,)) : pour une portée de variables (z1,...,x,), et des
scalaires (o, aq,...,a,), la contrainte est vérifiée pour les valeurs telles que :
Z oq;r; — O
i=1
— Regular((z1,...,2,),.A) : une contrainte de type Regular prend comme parametre

un automate déterministe A. Sa portée est constituée une séquence de variables

(x1,...,2,) dont les valeurs doivent former un mot reconnu par I’automate.

2.2.2 Algorithmes de filtrage

A chaque contrainte globale est associée un ou plusieurs algorithmes de filtrage : & partir des
domaines des variables de la portée de la contrainte, ces algorithmes déterminent que certains
couples valeurs/variables ne figurent dans aucun des tuples acceptés. De telles valeurs sont

alors éliminées du domaine de la variable : c’est le filtrage.

Si au contraire, un tel tuple existe, on dit qu’il est un support de la valeur en question. Une

valeur ne doit pas étre filtrée si elle posseéde un support.

Si un algorithme de filtrage peut éliminer toutes les valeurs ne possédant pas de support, on

dit qu’il atteint la cohérence d’arc généralisée.

Les prochaines sous-sections décrivent les algorithmes de filtrage pour les contraintes globales

décrites précédemment.



AllDifferent

Une contrainte AllDifferent est satisfaite si toutes les variables de sa portée prennent des

valeurs différentes.

Considérons un graphe biparti G = (V;, V3, E) ou les sommets de V; correspondent a chaque
variable de la portée et les sommets de V5 correspondent a ’ensemble des valeurs possibles
pour ces variables. F est I’ensemble des arétes du graphe, tel que pour une variable z et
ses valeurs possibles v € D(x), on a (x,v) € E. Satisfaire la contrainte revient a trouver
un couplage couvrant V; dans G, chaque aréte (z,v) du couplage indiquant les assignations

variables/valeurs retenues.

Par conséquent, une assignation (x,v) possede un support si et seulement si il existe un tel

couplage dans G qui contient (x,v).

Le théoréme suivant s’avere utile :

Théoreme 1 (Théoréme de Berge) Une aréte appartient a un couplage si et seulement
st pour un couplage maximal M donné, l'aréte appartient a 'un des ensembles suivants :
— au couplage M
— a un chemin alternant de longueur paire

— a un cycle alternant de longueur paire

L’algorithme de filtrage [9] consiste & construire un couplage maximal M, Iensemble P
des arétes faisant partie des chemins alternants de longueur paire a partir des valeurs non
assignées par M, ainsi que l'ensemble C des arétes faisant partie des cycles alternants de

longueur paire. On filtre ensuite les assignations ne figurant pas dans M, P ou C.

Table

Dans une contrainte Table, les tuples acceptés sont listés explicitement et constituent les

supports.

L’algorithme Compact Table (CT) [10] utilise une structure de données appelée Reversible
Sparse Bit-Sets (RSBS) pour stocker efficacement les supports. Un tableau contient les
tuples initialement autorisés par la contrainte, tandis qu'un RSBS stocke les indices du sous-
ensemble de tuples valides dont les valeurs appartiennent aux domaines des variables. Cette

structure résultante est appelée currentTable.

Pour chaque variable z et valeur a de son domaine, un mot binaire supports[x,al a son

i-eme bit positionné & 1 si et seulement si le i-éme tuple constitue un support pour (z,a). Le



tableau residues[x,a] indexe la position ot un support a été trouvé en dernier pour (x,a),

permettant d’optimiser les recherches ultérieures.

La currentTable est mise a jour de maniere incrémentale ou reconstruite entierement lorsque

le domaine d’une variable change, selon le nombre de valeurs supprimées.

D’apres la définition de currentTable et supports, une valeur (z,a) possede un support si

et seulement si currentTable N supports[x,al # (.

Lorsqu’un tuple est retiré de currentTable, cette condition est vérifiée pour chaque assigna-

tion (x,a) du tuple, et a est filtrée si elle n’est pas satisfaite.

Lors de la vérification de la condition de support, residues[x,a] est consulté avant d’itérer

sur I’ensemble du mot supports[x,al, réduisant ainsi le temps de calcul.

Sum

Pour une portée (z1, ..., x,), et des scalaires (o, a1, ..., a,), on cherche les valeurs telles que :
n
Z oq;r; =0
i=1

Trick [6] propose un algorithme de filtrage basé sur la programmation dynamique. On construit
lors d’une passe en avant un graphe représentant les sommes partielles Zle o;x;, pour k < n.
On peut filtrer chaque valeur de D(z;) telles que o n’est atteinte par aucun chemin dans ce

graphe.

Ensuite, pour chaque valeur de D(z;) restante, on effectue une passe en arriére : chaque
chemin atteignant une valeur de oz, constitue un support pour toutes les assignations qui le

composent.

Les valeurs qui ne figurent dans aucun chemin peuvent étre filtrées des domaines de x4, . . ., x,,.

Regular

Un automate fini déterministe est un quintuplet A = (X, @, J, qo, F)) ou ¥ est un alphabet,
@ un ensemble fini d’états, o une fonction de transition de () x ¥ dans @, qo 1’état initial et
F l'ensemble des états acceptants. Un mot est reconnu si la séquence de transitions depuis

Qo selon ses lettres meéne a un état de F'.

L’algorithme de filtrage de la contrainte Regular [5] détermine si des assignations n’appa-

raissent dans aucun mot reconnu par I’automate associé.



10

De manieére similaire a Sum, on construit lors d’une passe en avant un graphe représentant

les états d’arrivée pour tous les préfixes x1,. ..,z pour k < n.

Puis lors d’une passe en arriere a partir des états acceptants, on marque chaque arc faisant
partie d’'un chemin comme possédant un support. Les arcs qui ne font pas partie d’aucun

chemin peuvent étre filtrés.

2.2.3 Recherche a retour arriére

Les algorithmes de filtrage de chaque contrainte sont exécutés plusieurs fois jusqu’a ce qu’un
point fixe soit atteint (voir Algorithme 1). Une fois les limites de I'inférence atteintes, la CP

s’appuie sur une recherche a retour arriere pour poursuivre la résolution.

Principe

La recherche consiste a sélectionner une variable x et a lui assigner une valeur v de son do-
maine, éliminant toutes les autres valeurs et posant I’hypothese D(x) = {v}. Cette réduction
drastique du domaine de la variable sélectionnée peut permettre de reprendre le filtrage,
jusqu’a atteindre de nouveau un point fixe. On poursuit la recherche en assignant une va-
leur & une autre variable, ce qui permet plus de filtrage... On alterne ainsi entre inférence et

recherche tout le long du processus de résolution.

Si on a assigné une valeur a chaque variable (explicitement lors de la recherche, ou parce que

la taille de leur domaine est de 1), 'assignation compleéte est une solution.

Si lors du filtrage, le domaine d'une variable devient vide, on se trouve dans une situation
d’insatisfaisabilité, on dit qu’on rencontre un conflit ou échec. On revient alors sur certaines
décisions de la recherche (c’est le retour arriére) et on poursuit la recherche en prenant de

nouvelles décisions.

L’ensemble des décisions prises et des retours arrieres définissent un arbre de recherche, qui
finit par explorer 'intégralité des combinaisons possibles. Le filtrage joue un réle crucial pour

rendre cette recherche efficace, car il permet 1’élagage de nombreuses branches de ’arbre.

Heuristiques de branchement

La variable a fixer ainsi que la valeur assignée suit une heuristique. On peut en général
décomposer I'heuristique en un critere de sélection de variable, ainsi qu’un critere de sélection
de valeur pour cette variable. La qualité de I'heuristique choisie peut grandement impacter

la performance de la résolution.
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Algorithm 1: Filtrage jusqu’a point fixe

Data: Ensemble de contraintes C, ensemble de variables X
Result: Domaines des variables filtrés jusqu’au point fixe
repeat

CHANGE < false;

foreach contrainte ¢ € C do

| CHANGE < Filtrer(c) vV CHANGE;

end

until ~-CHANGE;,

Il s’agit souvent de choisir une variable dont ’assignation va induire un maximum de filtrage,
au risque de causer un conflit (approche fail first). On privilégie pour cela les variables
ayant des petits domaines ou participant a un grand nombre de contraintes (un haut degré).
L’heuristique de sélection de variable DomDeg marie ces deux considérations, en sélectionnant

la variable ayant le plus petit ratio de taille de domaine sur son degré.

Il existe des heuristiques possédant un aspect d’apprentissage : DomWDeg (domain over
weighted degree) [11] intégre un poids qui reflete le nombre de fois ot la variable a été impliquée

dans des conflits et sélectionne les variables qui I'ont souvent été. On définit :

domwdeg(x) =

Pour la sélection de valeur, on cherche a sélectionner une valeur appartenant a une solution,
pour éviter un retour arriere (approche succeed first). Cette approche est en tension avec le
fail first de la sélection de variable et la question de la sélection de valeur, pour Dom WDeg
par exemple, reste ouverte. En I'absence d’information sur la participation des valeurs du
domaine a des solutions, MinValue est un exemple simple qui sélectionne la valeur la plus

basse du domaine de la variable préalablement sélectionnée.

On désignera parfois la variable sélectionnée par z, et la valeur sélectionnée par v,. Par

exemple, on décrira la sélection de variable DomDeg et la sélection de valeur Min Value :

rs = argmin domwdeg(x)
reX

Vs = argmin v
UGD(.'ES)

Les méthodes d’inférence avancées comme la propagation de conviction (ou BP, voir Sec-
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tion 2.3.1) sont utilisées afin d’obtenir plus d’informations que n’en fournirait la seule cohé-
rence d’arc généralisée, et de servir de base a des heuristiques de branchement plus sophisti-

quées et efficaces.

Types de recherche

Deux types de recherche sont considérés dans ces travaux.

La recherche en profondeur (ou DFS pour Depth First Search) va revenir, lorsqu’un conflit est
détecté, sur la derniere décision prise et emprunter la branche complémentaire : si 'on avait
assigné = = v, on va alors retirer v de D(x) pour garantir z # v dans la nouvelle branche
de I'arbre de recherche. On effectue ensuite une nouvelle assignation suivant ’heuristique de
branchement. Par conséquent, on revient en priorité sur les décisions les plus récentes, et

rarement sur les choix faits au début de la recherche.

La recherche a divergence limitée (ou LDS pour Limited Discrepancy Search), introduit la
notion de divergence, désignant le nombre de décisions prises qui ne respectent pas 1'heu-
ristique. Autrement dit, la divergence est le nombre de fois ou la recherche a emprunté la
branche complémentaire x # d d’une décision x = d prise par ’heuristique. Du début de la
résolution jusqu’au premier conflit, la recherche suit exactement I’heuristique de branchement
et la divergence est nulle. Au premier conflit, la recherche va annuler une décision x = v et
emprunter la branche complémentaire x # v. La divergence est alors égale a 1. Au second
conflit, on va rétablir cette premiere décision x = v et aller contre une autre décision x’ = v’
en imposant ' # v'. On reste ainsi a une divergence de 1. La divergence augmente a nouveau
lorsque I'on a annulé une fois chacune des décisions originales. On choisit alors deux décisions

a annuler (par exemple, on impose x # v et &’ # v') et on atteint une divergence de 2.

La recherche a divergence limitée cherche a s’appuyer au maximum sur les décision de 1'heu-

ristique de branchement, mais permet d’annuler les décisions prises en début de recherche.

Mécanismes d’amélioration

Plusieurs mécanismes ont été développés pour améliorer 'efficacité de la recherche. L’ap-
prentissage des no-goods enregistre et explique les décisions qui menent a 1’échec pour éviter
de répéter les mémes erreurs lors de I'exploration d’autres branches [3]. Le backjumping per-
met, lorsqu’une incohérence est détectée, de revenir plus loin dans I’arbre de recherche que
le simple retour arriere chronologique, en identifiant la cause réelle du conflit pour une ex-
ploration plus efficace [4]. Les relances suppriment périodiquement 1’arbre de recherche, dans

un effort de diversifier ’exploration de I’espace de recherche en repartant avec de nouvelles



13
heuristiques ou un ordre différent [2].

2.2.4 Propagation des contraintes

En pratique, déclencher le filtrage & un moment opportun en économisant du temps de calcul

repose sur ’approche de propagation des contraintes.

Lorsqu’une valeur est retirée du domaine d’une variable, cette derniere envoie I'information

que son domaine a changé aux contraintes qui la concernent.

A la réception de ce message, une contrainte peut vérifier incrémentalement si la réduction
du domaine prive des valeurs d’autres variables de leur support. Le cas échéant, elle envoie

un message aux variables les informant que leur domaine doit étre réduit.

Les variables recevant ce type de message préviennent alors les contraintes environnantes, et

ainsi de suite jusqu’a atteindre un point fixe.

2.2.5 Exemple : Résolution du Carré Latin

Nous reprenons ’exemplaire présenté a la Figure 2.1 et montrons quelques étapes de résolu-

tion en Figure 2.2.

Si l'on effectue le filtrage, le domaine initial {1,2,3,4,5} est réduit pour chacune des cellules.
Pour deux d’entre elles, il est réduit a I'unique valeur de 5, ce qui permet de fixer les variables
correspondantes. L’état de la résolution une fois que le filtrage a atteint son point fixe est

représenté en Figure 2.2, dans le carré de gauche.

Considérons les cases de la premiere ligne. Au point fixe, les domaines des trois cases vides
sont {2,3,4}. Si 'on assigne a la case de gauche la valeur 3, et qu’on effectue du filtrage
jusqu’a un nouveau point fixe (Figure 2.2, centre), les domaines des deux autres cases sont
réduits a {2,4}. On assigne a présent la valeur 2 a la case suivante, le filtrage réduit le
domaine de la derniére case restante a une unique valeur et on peut la fixer a 4 (Figure 2.2,
droite).

2.3 Passage de messages

Le passage de messages (message passing) est une méthode d’inférence en modeles graphiques,
applicables aux réseaux de contraintes et basée sur ’échange de messages entre les variables

et les contraintes.

Le passage de messages peut étre considéré comme une extension de la propagation des
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FIGURE 2.2

(gauche) Au point fixe, le filtrage a permis d’inférer les valeurs de deux cellules. Le domaine
de la case (1, 1) de la grille (en gris) est {2,3,4}.

(centre) La recherche assigne une valeur et poursuit la résolution apres que le point fixe ait
été atteint.

(droite) Le filtrage se poursuit & chaque noeud de la recherche. Il réduit le domaine de la case
(1, 4) (en gris) a 4, ce qui permet de fixer sa valeur.

contraintes, ou les messages contiennent non seulement l'information des valeurs présentes
dans le domaine, mais un scalaire pour chacune des valeurs qui composent le domaine [7].

Dans un souci de concision, on désignera parfois I’échange de messages par propagation.
b

Le principe du message passing repose sur I’échange bidirectionnel d’informations en variables
et contraintes : les variables envoient leurs distributions marginales courantes aux contraintes,

qui calculent en retour des informations locales basées sur leurs ensembles de solutions.

Une variable accumule pour chaque valeur de son domaine le produit (non normalisé) des

messages qu’elle a recu des contraintes auxquelles elle participe :

O, (v) = H fesaz(V) (2.1)
ceN(x)
Une variable z envoie a une contrainte c le produit des messages regus des autres contraintes,

excluant ¢ elle-méme :

fa—se(V) = H fher—a (V) (2.2)
c'eN(z)\c
Une contrainte ¢ calcule une information locale sur les tuples qu’elle accepte, puis envoie a

chaque variables = un message fi.,(v) reflétant cette connaissance.

Dans la suite on appellera une itération de la propagation de messages 'exécution de
I’ensemble des actions suivantes :
— lenvoi de tous les messages par les variables (dont les valeurs correspondent aux

distributions marginales a l'itération précédente)
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— l’envoi de tous les messages des contraintes
— laccumulation (i.e. le produit) des messages des contraintes au niveau des variables.
Dans cette section, nous décrivons deux algorithmes de passage de messages, qui different

dans le calcul des messages des contraintes aux variables : Sum-Product et Max-Product.

Un abus de langage est parfois fait dans le mémoire : les termes de conviction (belief), ou
distribution marginale sont fortement associés, voire réservés a Sum-Product. Cependant, la
propagation Max-Product a été implémentée en réutilisant des mécanismes servant alors uni-
quement & la BP. On désignera donc occasionnellement les messages Max-Product comme des

convictions, et les grandeurs accumulées par les variables comme des distributions marginales.

Nous introduisons un exemple simple et soulignons comment le passage de messages fournit

des informations sur les solutions d’un probléeme avant de recourir a la recherche.

2.3.1 Sum-Product ou propagation de conviction (BP)

L’algorithme Sum-Product, aussi désigné par propagation de conviction (ou BP pour Belief
Propagation), calcule une approximation de la distribution des solutions d’un probléme de
contraintes [7], sans recourir a la recherche. Il calcule itérativement les marginales de chaque
variable dans un graphe de contraintes, en propageant et accumulant les messages entre les

nceuds variables et les nocuds contraintes.

Les messages des contraintes vers les variables correspondent a un dénombrement pondéré
des tuples acceptés contenant une assignation. Le dénombrement est pondéré par la valeur

des messages regus des variables pour chaque assignation. Les messages sont calculés par :

fresa(V) = Z <fC(XC) H Nx*HC(U)> (2.3)

Xe:L=v z*eS(c)\{z}

ou N(x) I'ensemble des contraintes ¢ ou z € S(c) et f. est la fonction associée a ¢ telle que
f(xe) = 1 si x satisfait la contrainte ¢ et 0 sinon. L’algorithme Sum-Product tire son nom

du calcul des messages émis par les contraintes décrit dans ’Equation 2.3.

La variable z accumule une marginale (non normalisée) comme le produit des messages qu’elle

a recus des contraintes environnantes.

6:0) = I tealv) (2.4)

ceEN(x)

On normalise les marginales d’une variable sur ’ensemble des valeurs de son domaine :
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A O, (v
0.(v) = % (2.5)
HU/GD(I) @I (’U)

La valeur marginale normalisée éx(v) approxime la proportion de solutions contenant 1’affec-

tation z = v, i.e. la marginale réelle notée 6,(v) :

o Zx:x:v HCEC fC(X)
83: (U> B Zx HcGC fc(x)

(2.6)

Un exemple

Reprenons un CSP basique précédemment introduit par Pesant [§] :

— Variables : a,b,¢,d
— Domaines : D, = D, =D, = Dy =1{1,2,3,4}
— Contraintes :

— AllDifferent(a, b, ¢)

—a+b+c+d="7

— c<d

Il y a exactement deux solutions réalisables :

—a=2b=3,c=1,d=1
—a=3,b=2,c=1,d=1

La cohérence de domaine sur chaque contrainte ne fournit aucun filtrage, les domaines restent
donc inchangés. Les marginales exactes sont simples a calculer puisque les solutions sont

connues (voir Tableau 2.2).

On applique la BP : chaque variable possede initialement une distribution uniforme sur
son domaine, comme illustré dans le Tableau 2.1. Apres 10 itérations de 1’algorithme Sum-
Product, les marginales des variables, présentées dans le Tableau 2.3, sont proches des mar-

ginales réelles.

L’algorithme Sum-Product a fait ressortir des informations importantes sur la distribution des

solutions, au-dela de la cohérence de domaine, qui peuvent étre exploitées pour la recherche
[12].

Pour chaque paire variable/valeur, un message Sum-Product nécessite d’effectuer un comp-
tage pondéré des tuples acceptés par la contrainte. La pondération correspond aux messages
envoyés par les variables aux contraintes pour chaque assignation. Un algorithme dédié est

utilisé pour chaque type de contrainte.
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1 2 3 4

a 0.25 0.25 0.25 0.25
b 0.25 0.25 0.25 0.25
c 0.25 0.25 0.25 0.25
d 0.25 0.25 0.25 0.25

TABLEAU 2.1 Initialement chaque variable possede une distribution uniforme

1 2 3 4
a 0 0.5 0.5 0
b 0 0.5 0.5 0
c 1 0 0 0
d 1 0 0 0

TABLEAU 2.2 Marginales exactes pour 'Exemple 2.3.1

AllDifferent

Comme vu en Section 2.2.2; un tuple accepté par une contrainte AllDifferent est un couplage
dans un graphe biparti correspondant. Le calcul d’'un message de la contrainte AllDifferent
vers les variables de sa portée consiste en un comptage pondéré des couplages. Ceci est équi-
valent au calcul du permanent de la matrice d’adjacence du graphe biparti [7]. Ce probleme
se trouvant dans la classe de complexité # P, on a en pratique recours a une borne supérieure

proposée par Soules [13], pour un calcul plus rapide des messages.

Table

Le calcul de message Sum-Product est décrit par I'algorithme 2.

Les structures de données utilisées pour ’algorithme Compact Tables sont augmentées d'un
tableau tupleWeight, qui associe un poids a chaque tuple ¢t dans ’ensemble 7" des tuples
acceptés. Le poids de chaque tuple est le produit des poids des assignations qui le composent.

Le poids de chaque assignation correspond au message correspondant requ d’une variable :

wt) = I #ase(v)

(z,v)€t
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1 2 3 4
a 0.01 0.52 0.46 0.01
b 0.01 0.52 0.46 0.01

c 0.98 0.01 0.005 0.005
d 0.897 0.09 0.003 0.00003

TABLEAU 2.3 Conviction apres 10 itérations avec Sum-Product

Pour chaque couple variable/valeur (z,v), on récupere 'ensemble des tuples qui supportent
cette assignation. Pour chaque tuple ¢ supportant (x,v), on divise le poids du tuple par le

poids de Iassignation ji,_.(v). On obtient un terme correspondant au poids d’une solution :

w<t) = H Nm’—m(vl)

MZ‘—)C(U) (x’,'u’)et
'z
On accumule ces termes pour chaque couple variable/valeur en les sommant sur 1’ensemble

des tuples acceptés et on obtient :

V(x,v), ,Ucax(v): Z H ,U:r’%c(vl)

teT:(z,v)et (2' v')€Et
' #x

Sum

Pesant [7] présente un dénombrement pondéré pour la contrainte Sum basé sur la program-

mation dynamique, décrit par ’algorithme 3.

Dans le graphe de programmation dynamique contenant les valeurs des sommes partielles
que l'on utilise pour le filtrage, chaque aréte représentant une assignation se voit assigner le
poids correspondant. La passe en avant permet de construire le graphe des sommes partielles.
A chaque extrémité d’une aréte, on somme le poids des chemins entrants et sortants, ce qui
permet de calculer le poids des chemins traversant une aréte lors de la passe en arriere, en

excluant celle-ci conformément a la formule de calcul des messages de propagation.
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Algorithm 2: Mise a jour Sum-Product pour contrainte Table
Data: Variables x4, ..., x,, table de contrainte 7', ensembles de support
supports|i][v]
Result: Convictions locales mises a jour pie—.,(v)
// Calculer les tuples supportés
supportedTuples < (;
for i <1 ton do
support; < Uyep(z;) supports[i][v];
supportedT'uples < supportedTuples N support;;
end
// Calculer les poids des tuples
for t € supportedTuples do
| tupleWeight[t] < TTi fre—e(t[i]);
end
// Mettre & jour les convictions pour chaque couple variable/valeur
for 1 < 1 ton do
for v € D(z;) do
conviction <— 0;
outsideConviction < iz, (v);
for t € supports|i][v] N supportedTuples do
// On accumule une somme

tupleW eight[t]

conviction <— conviction + ————-=—"r s

end

Pe—sz; (V) = conviction;
end

end

Regular

Une méthode analogue au comptage pondéré de la contrainte Sum est utilisée dans le graphe
des préfixes décrit pour 'algorithme de filtrage. Elle introduit des valeurs pour les chemins
entrants et sortants, afin de calculer le poids des chemins traversant une aréte et le message

correspondant.

2.3.2 Max-Product

Dans un contexte d’inférence probabiliste, ’algorithme Max-Product est un algorithme de
passage de messages présentant une alternative a I’algorithme Sum-Product. Il est typique-
ment utilisé pour identifier la valeur la plus probable pour I’ensemble des variables [14]. Son

message variable-vers-contrainte est le méme que (2.2) mais son message contrainte-vers-
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Algorithm 3: Dénombrement pondéré la contrainte Sum (adapté de [7])

Data: Variables x4, ..., x,, bornes des domaines j,,in, Jmaz, MESSAZES TECUS
outsideBelie f|x;][v]
Result: Convictions locale mises a jour local Belie f[x;][v]
Initialize 7;,, T to 0;
Tin[1][0] <= 15 Tout[n][0] ¢ 1;
// Passe en avant
fort < 1ton—1do
foreach v € D(x;), j € [Jmin — min(0,v), Jmee — max(0,v)] do
if 7;,[4][j] > 0 then
| Tali + 1[J + 0] < mnli + 1[4 v] + min[i][5] % outsideBelie fx;][v];
end

end
end
// Passe en arriére et mise & jour des convictions locales
for i < n to 2 do
foreach v € D(z;) do
local Belie f[x;][v] < 0;
for j < jmin — min(0,v) tO jimee — max(0,v) do
if 7ou[i][j + v] > 0 then
Toutli — 1] < Toneli — 1] + Touelillj + v] x outsideBelie flz][u];
local Belie f[x;][v] <= local Belie f [x;][v] + min[i][J] X Tout]][J + v];
end

end

end

end

// Pour la premiére variable

local Belie fx1][v] <= mou[1][v] pour tout v € D(xy);

variable agrége en prenant le maximum au lieu de la somme :

Nc—m(v) = nax (fc(xc) H ,ux*—m(vx*)> (27>

ey s*eN(O\{z}

On utilise la méme définition d’une itération de propagation décrite pour Sum-Product dans
la Section 2.3.

Equivalence a la cohérence d’arc généralisée

Si les variables commencent avec des marginales uniformes, ’algorithme Max-Product est

équivalent & la cohérence d’arc généralisée [15] : a la convergence, les valeurs possédant un
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support ont toutes le méme poids, tandis que les autres ont un poids nul. Dans I’Exemple 2.3.1
I’algorithme ne produit aucune information utile pour guider vers la satisfaction des contraintes,

car les domaines sont déja filtrés et les marginales restent uniformes (voir Tableau 2.4).

Si I'on représente les marginales par leur logarithme, dans le but par exemple d’éviter des
problémes de précision numérique, on peut sommer les marginales au lieu de prendre leur
produit. On désignera alors 'algorithme de calcul des messages comme Max-Sum [16]. Cette
représentation sera utile pour le calcul de message pour la contrainte AllDifferent, présenté

en Section 5.4.

2.3.3 Limitations du passage de messages

Si le graphe de contraintes est un arbre, propager les messages des feuilles vers 'intérieur s’ap-
parente a un algorithme de programmation dynamique et permettra d’obtenir des marginales

exactes [14].

Ce n’est presque jamais le cas en pratique : les contraintes globales a fortes arités, les modeles
complexes de problemes réels... De nombreux facteurs introduisent des cycles dans les réseaux

de contraintes que nous devons résoudre.
La présence de cycles cause deux difficultés principales [17] :

— On ne peut garantir que l'on va converger vers les distributions marginales exactes du
probleme.

— Il peut se produire, au lieu d'une convergence, des oscillations dans les marginales.

Une solution au second probleme est d’introduire un coefficient d’amortissement (damping)

d < 1 sur les messages envoyés. Les messages envoyés sont alors :

,u;—w(v) = d,ur—w(v) (2'8>

Hema (V) = dpicsz (V) (2.9)

L’échange de messages amortis va permettre aux marginales de converger a nouveau. Ce
mécanisme est intégré au solveur MiniCPBP et activé si une oscillation des marginales est
détectée [7]. Puisqu'un amortissement trop fort ralentit la propagation, le choix d’un coeffi-

cient judicieux est également important.



22

1 2 3 4

a 0.25 0.25 0.25 0.25
b 0.25 0.25 0.25 0.25
c 0.25 0.25 0.25 0.25
d 0.25 0.25 0.25 0.25

TABLEAU 2.4 Conviction apres 10 itérations avec Max-Product : marginales uniformes

2.3.4 Entropie des variables

La disponibilité des distributions marginales estimées par le pasage de messages permet
d’introduire le concept d’entropie de Shannon dans le contexte de la programmation par

contraintes. L’entropie d’une variable x est définie par :

Ha) == Y 6.(v)log(da(v)) (2.10)

veD(x)

ol éx(v) représente la marginale estimée par la propagation pour l'assignation (z,v).

Cette quantité non négative peut étre interprétée comme l'incertitude sur la valeur que devrait
prendre la variable & dans une solution. Une entropie nulle correspond & 9}(2}) = 1 pour une

certaine valeur v, indiquant avec certitude que x doit prendre cette valeur :

— Pour Sum-Product, cela signifie qu’elle a toujours cette valeur dans toutes les solutions.

— Pour Max-Product, cela signifie qu’elle a cette valeur dans la ou les solutions optimales.

L’entropie maximale log(|D(x)|) est atteinte lorsque les marginales sont uniformément dis-

tribuées sur le domaine de z.

L’entropie normalisée d'une variable divise son entropie par le logarithme de la cardinalité

de son domaine :

__ H(z)
log(|D()|)

Cette mesure, comprise entre 0 et 1, permet de comparer 'incertitude entre variables ayant

Hyorm () (2.11)

des domaines de tailles différentes.

L’entropie constitue un critere naturel pour les heuristiques de branchement [18] : une variable

avec une faible entropie présente une forte certitude sur sa valeur optimale, tandis qu'une



23

entropie élevée indique une grande incertitude. Cette information peut guider la sélection de
variables lors de la recherche, en privilégiant par exemple les variables les plus certaines ou

au contraire les plus incertaines selon la stratégie adoptée.

2.3.5 Heuristiques de branchement exploitant le passage de messages

Exploiter le passage de messages pour la résolution nécessite de nouvelles heuristiques de

branchement basée sur les marginales obtenues. Diverses heuristiques ont été proposées :

— Max Marginal [12] assigne le couple variable/valeur présentant la plus haute mar-

ginale parmi toutes les distributions.

z, = argmax | max 0, (v
§€X (vED(I) ( )>
v, = argmax 0, (v)
UGD(IS)
— Max Marginal Regret : on définit le regret d’une distribution comme la différence

entre la plus haute marginale et la seconde plus haute.

émax(x) = max @x(v)

veD(x)
Umaz (T) = argmax éx(v)
veD(x)
Ogpa(1) = max  0,(v
2 d( ) UED(.’I?)\{’Umax} ( )

regret(z) = émax<x) — éznd(l")

L’heuristique Max Marginal Regret sélectionne la variable présentant le plus haut

regret, et lui assigne sa valeur présentant la plus haute marginale.

r, = argmax regret(z)
zeX

v, = argmax 0, (v)
veED(xs)
— Max Marginal Strength [7] : la force d’'une marginale correspond a l'écart entre
la plus grande marginale de la distribution et la valeur qu’aurait une distribution

uniforme.
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0. (v)

t th(z) =
strength(x) u?gé)

- [D(x)]

@

L’heuristique Mazxz Marginal Strength sélectionne la variable dont la distribution mar-

ginale possede la plus haute force, et lui assigne la valeur de marginale maximale.

xrs = argmax strength(x)
rzeX

v, = argmax 0, (v)
’UGD(ZBS)
— Min Entropy [18] sélectionne la variable dont la distribution marginale possede 'en-

tropie la plus basse (voir Section 2.3.4), et lui assigne la valeur de marginale maximale.

rs = argmin H ()
zeX

v, = argmax f,_(v)
’UGD(%S)
— Min Normalized Entropy [18] sélectionne la variable dont la distribution margi-
nale possede 'entropie normalisée la plus basse, et lui assigne la valeur de marginale

maximale.

xs = argmin H,,,m ()
zeX

v, = argmax f,_(v)
’UGD(IS)
— DomWDeg + Max Marginal sélectionne la variable selon I’heuristique Dom WDeg

et sélectionne la valeur possédant la plus haute marginale.

x, = argmin domwdeg(x)
rzeX

v, = argmax f,_(v)
vED(xs)
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CHAPITRE 3 REVUE DE LITTERATURE

Dans cette revue de littérature, nous proposons un tour d’horizon des techniques avancées

d’inférence utilisées dans le contexte de la programmation par contraintes.

L’objectif de ces méthodes est de dépasser la cohérence d’arc généralisée et de disposer de

plus d’informations sur lesquelles baser les décisions de branchement.

Ce chapitre mentionne plusieurs niveaux de cohérence plus forts que la cohérence d’arc géné-
ralisée, ou bien des approches enrichissant les informations du domaine, avec des distributions

marginales par exemple.

3.1 Cohérence de chemin

Au sein d'un réseau de contraintes binaires, la cohérence d’arc est atteinte si chaque valeur
v de chaque variable x possede un support dans le domaine des variables avec lesquelles elle

partage des contraintes.

On dit que la cohérence de chemin est atteinte sur une paire de variable (z;, z;) par rapport
a une troisiéme variable z;, si chaque paire de valeur (v;,v;) € D(z;) x D(x;) peut étre
augmentée d’une valeur v, € D(xy,) telle que le triplet (z;, z;, 1) est cohérent avec 'ensemble

des contraintes.

Ce niveau de cohérence plus élevé que la cohérence d’arc nécessite une complexité plus grande
pour étre établie. Dechter [1] présente un algorithme PC1 (Path Consistency 1) pour établir
la cohérence de chemin dont la complexité est en O(n°k®) ot n est le nombre de variables
et k borne la taille des domaines. En comparaison, 1'algorithme AC4 (Arc Consistency 4)
établit la cohérence d’arc avec une complexité dans O(ek?) avec e le nombre de contraintes

binaires.

De plus, la cohérence de chemin n’est définie que dans le cadre des réseaux de contraintes
binaires. Il est admis que modéliser les problémes a ’aide de contraintes globales de forte arité
est préférable pour faciliter la résolution des exemplaires [19]. Pour cette raison, la cohérence
de chemin est d'une utilité limitée en CP, hors de certains exemplaires spécifiques comportant

un grand nombre de variables binaires comme le corpus d’exemplaires Dubois [12].
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3.2 Inférence par élimination de variable

Dechter [20] présente une méthode complete de résolution de CSPs et COPs, combinant,

comme la CP, des aspects d’inférence et de recherche.

L’inférence prend la forme d’élimination de variable (ou Bucket Elimination), qui fait dis-
paraitre une variable tout en déduisant son impact sur le reste du CSP. Pour procéder a
I’élimination d’une variable, on effectue d’abord une jointure naturelle entre les relations as-
sociées a cette variable (i.e. les contraintes auxquelles elle participe). On effectue ensuite une
projection de la relation résultant de la jointure, afin que la variable éliminée n’y figure plus.

Cette opération d’élimination est aussi appelée Cohérence Adaptative.

Cette technique d’élimination de variables est suffisante pour résoudre CSPs et COPs en
s’appuyant uniquement sur de l'inférence, et plusieurs raffinements sont proposés par Dechter
[20]. Cependant, elle possede une complexité spatiale exponentielle en fonction de la largeur

de 'arbre induit par 'ordre d’élimination choisi.

Une opération de recherche consistant, comme en CP, a assigner une valeur a une variable,
permet de mitiger le besoin en mémoire au prix d’une complexité temporelle plus élevée [20].
Une représentation par arbre ET/OU permet une représentation compacte de l'arbre de

recherche.

L’assignation d’une variable par la recherche change la connectivité du graphe de contraintes
et peut considérablement simplifier Iinférence. L’approche décrite par [20] alterne entre
assignation pour décomposer le graphe et élimination de variable pour résoudre les sous-

problémes qui résultent de l'assignation.

3.3 Inférence basée sur le comptage de solution

Les méthodes d’inférence présentées dans cette section ont d’abord été introduites dans le

contexte de CSPs, puis étendues aux COPs.

3.3.1 MaxSD : Densité Maximale de Solutions

Le comptage de solutions a été introduit par Pesant [21], permettant d’évaluer la densité de
solutions pour une assignation donnée : la structure combinatoire mise en évidence par les
contraintes globales se préte bien au comptage des solutions et des algorithmes de comptage

ont été proposés pour diverses contraintes globales [22].

Définition 1 (Nombre de solutions) Etant donnée une contrainte c(x1,...,x,) et des
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domaines finis respectifs D; pour 1 <i < n, soit #c(xy,...,x,) le nombre de tuples dans la

relation correspondante, appelé son nombre de solutions.

Définition 2 (Densité de solutions) Etant donnée une contrainte c(zy, ..., x,), des do-
maines finis respectifs D; pour 1 <1 < n, une variable x; dans la portée de c, et une valeur
v € D;, on définit la densité de solution de la paire (x;,d), mesurant si l’assignation est

fréquente dans les tuples acceptés par c, par la formule :

#C(xla sy Li 1, Uy Ljg 1y - - 7'rn)

#Hc(xry, ..., xy)

o(zi,v,c) =

MaxSD [23] est une heuristique de recherche sélectionnant des variables et valeurs associées
a de fortes densités de solutions et permet une recherche performante de solutions pour les
CSPs.

(xs,v5) = argmax max o(x,v,c)
(z,v)eX x D c€C(x)

3.3.2 BP : Propagation de conviction avec Sum-Product

La propagation de conviction et Sum-Product représentent un raffinement de la méthode de
comptage des solutions, basés sur un comptage pondéré des supports pour chaque contrainte
globale et décrits dans la Section 2.3.1. Sum-Product permet d’obtenir pour chaque variable
une distribution marginale approximant la proportion des solutions comportant une valeur

donnée.

Plusieurs heuristiques exploitant ces marginales ont été explorées : 'heuristique Max Margi-
nal, proposées par Babaki et al. [12], accélere significativement la recherche et est compétitive
avec DomWDeg. Ce gain en performance est atteint malgré le colit considérable de I'infé-
rence a chaque neeud, en comparaison avec I'utilisation des algorithmes de filtrage. Pesant [7]
présente I'heuristique Max Strength, qui atteint également des performances de résolutions

intéressantes pour les CSPs.

3.4 Problémes d’optimisation sous contraintes

3.4.1 MaxSD* : Densité Maximale de Solutions de qualité satisfaisante

Pesant [8] a généralisé la densité de solutions aux problemes d’optimisation par la densité de
solutions basée sur les cofits. Pour des problemes de minimisation, soit € > 0 un parametre

de tolérance et #c°(xy,...,xk, 2, f) le nombre de solutions & c(z1,...,xx, 2, f) avec z <
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(1+¢) - mingee(a,,...zp) f(t). La densité de solutions basée sur les cotits est définie par :

#Hc (1, T, dy Ty, o Ty 2, f)

#HcE(xr, .1k, 2, f)

o (x;,d,c,e) =

Pour € = 0, cela correspond a la densité sur les solutions optimales uniquement.

MaxSD* applique ce concept en comptant les solutions de qualité satisfaisante pour guider

la recherche en sélectionnant le couple variable/valeur de densité maximale :

(xs,v5) = argmax max o°(x,v,c, &)
(m,v)GXXDCGC(I)

La difficulté principale consiste a choisir le seuil € approprié¢ : suffisamment restrictif pour
orienter efficacement vers les meilleures solutions, mais assez permissif pour maintenir un

nombre significatif de solutions candidates.

3.4.2 Max-Product

L’application du passage de messages au COPs privilégie souvent Max-Product a Sum-
Product.

Max-Product a notamment été appliqué a des problemes d’optimisation sous contraintes
Distribués (DCOPs), ou des agents indépendants fixent les valeurs des variables dont ils sont
responsables. Un échange de messages Max-Product entre ces agents permet leur coordination

et une résolution plus efficace [24] [25].

Toulbar et la Cohérence d’Arc Virtuelle

Le solveur Toulbar [26] est une adaptation fructueuse de 1'algorithme Max-Product.

Avant de décrire cette approche, notons que la formulation des problemes differe puisque les
COPs sont remplacés par des VCSPs (Valued Constraint Satisfaction Problems), ou pour
chaque contrainte ¢, chaque tuple accepté se voit assigné un cotit non-négatif. Le cotit total
d’une solution est la somme des cotits pour ’ensemble des contraintes : > .co ¢(X). L’objectif
est la minimisation de ce colit. Une telle représentation est aussi appelée CFN pour Cost

Function Network.

Les contraintes d'un VCSP P sont considérées selon leurs arités : une contrainte d’arité nulle

cp représente une borne inférieure du cotit du VCSP. Les autres sont unaires (notées cy,y) ou
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d’arité multiple (notées cg).

La résolution consiste en une série de réécritures des cofits associés a chaque contrainte, par
des opérations SAC (Soft Arc Consistency) :

— Project : projette un poids d'une fonction de coflit cg d’arité deux ou plus a une
fonction de cofit unaire cy,y, i.e. diminue le cofit des tuples de cg d'une valeur a > 0
et augmente d’autant les colits de cg,y.

— Extend : opération inverse de Project. Projette le poids d'une fonction unaire vers
une fonction d’arité multiple.

— UnaryProject : projette une fonction unaire vers la fonction d’arité nulle cyp.

Ces opérations permettent d’obtenir un VCSP équivalent (i.e. ayant les mémes solutions)

possédant une borne ¢y plus haute.

Cooper et al. [26] définissent un état de cohérence OSAC (Optimal Soft Arc Consistency),
tel qu’il n’existe plus d’opération SAC augmentant ¢y : on a atteint 'optimalité vis-a-vis du
colt a minimiser. La complexité pour atteindre OSAC reste cependant prohibitive sur des

problemes de grande taille.

La Cohérence d’Arc Virtuelle (VAC) est une méthode moins coiiteuse pour définir des sé-
quences d’opérations SAC permettant d’augmenter cy. On trouve de telles séquences en
considérant un CSP Bool(P), ou les contraintes acceptent uniquement les tuples ayant un
cotit nul dans P. On effectue du filtrage grace aux algorithmes classiques dont on a donné
quelques exemples, afin d’atteindre la cohérence d’arc généralisée dans Bool(P). Lorsqu'un
domaine est vidé par le filtrage, ¢’est qu'une opération SAC est possible sur la contrainte res-
ponsable du filtrage. On trouve alors la valeur maximale A dont on peut augmenter cy. Cette

maximisation est analogue au calcul d’'un message Max-Product dans notre application.
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CHAPITRE 4 PASSAGE DE MESSAGES POUR L’OPTIMISATION

Alors que T'utilité de CPBP a été démontrée pour les CSPs [7], certaines adaptations sont
nécessaires dans le contexte des COPs et sont présentées dans ce chapitre. Nous décrivons
ici I'usage de la contrainte Oracle pour introduire un biais favorable dans les distributions

calculées et présentons des résultats préliminaires sur des exemplaires de carrés latins.

4.1 Contrainte Oracle

Dans les problemes d’optimisation, il existe une forte préférence pour certaines solutions selon
la valeur que leur associe la fonction objectif. On cherche a représenter cette préférence dans
la propagation : obtenir un fort gradient dans les marginales de la variable objectif plutot

qu’une distribution uniforme.

Pour ce faire, nous avons recours a la contrainte Oracle [27] : une contrainte unaire qui

n’effectue aucun filtrage mais peut envoyer des messages de force arbitraire a une variable.

On ajoute une contrainte Oracle portant sur la variable objectif. Pour un probléeme de maximi-
sation, on configure la contrainte Oracle pour envoyer des messages normalisés proportionnels

a chaque valeur :

HOracle—z (U) - (Z:,U()’U,> (41>

v'eD
Nous supposons dans I’équation (4.1) que toutes les valeurs sont non négatives. Dans le cas
contraire, nous pouvons les rendre non négatives en y ajoutant une constante. La contrainte
Oracle exprime ainsi un biais pour les solutions ou la variable objectif est plus grande, qui

peut étre propagé dans le réseau.

On considere ici un probleme de maximisation sans perte de généralité : pour un probleme
de minimisation d’une variable objectif z, on peut introduire dans le modele une variable

2! = —z, une contrainte Oracle(z’), et maximiser z’.

Afin de controler la force du biais, on utilise un coefficient @ > 0 comme exposant dans la

force du message.

4.1.1 Effet sur Max-Product

Dans un probleme de satisfaction, toutes les solutions sont considérées équivalentes. La pro-

pagation de Max-Product va alors produire des distributions uniformes et n’apporte pas
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d’information qui ne soit déja fournie par la cohérence d’arc généralisée (voir Section 2.3.2).

L’Oracle permet a Max-Product de converger vers des distributions marginales plus utiles : le
gradient introduit dans la distribution de la variable objectif va étre propagé dans les distribu-
tions des variables de décisions. Idéalement, nous souhaitons converger vers une distribution
ou pour chaque variable, I'affectation représentée dans la solution préférée est approximati-

vement 1, tandis que les autres sont proches de 0.

En revenant a 'Exemple 2.3.1 et en considérant un objectif de maximiser la valeur de a et
en ajoutant 1'Oracle(a) approprié, nous obtenons une distribution qui désigne fortement la

solution (a=3,b=2,c=1,d = 1), qui présente la plus grande valeur de a (voir Tableau 4.1).

4.1.2 Influence du poids de I’Oracle

La préférence introduite par la contrainte Oracle est un biais fort qui peut parfois produire

des distributions ne reflétant pas les solutions du probleme.

Considérons le méme exemple, mais avec I’'objectif de minimiser la valeur de a et la contrainte
Oracle(a) correspondante. Avec Max-Product et Oracle, les marginales convergent apres
seulement 5 itérations. Le résultat est montré dans le Tableau 4.2. Les distributions calculées
ne donnent pas une réponse claire et sont en fait trompeuses car elles suggerent a = 1. Dans
ce cas, le biais vers une valeur faible pour a introduit par la contrainte Oracle est trop fort.
Celui-ci peut étre atténué en choisissant judicieusement un poids o < 1. Les distributions
obtenues pour o = 0.8 sont montrées dans le Tableau 4.3 (5 itérations) et le Tableau 4.4
(20 itérations). Nous permettons ici un maximum de 20 itérations car un poids plus faible
fait converger les distributions plus lentement. Les distributions apres 5 itérations sont peu

satisfaisantes, mais la solution optimale est désignée clairement apres 20 itérations.

Empiriquement, il s’est avéré qu'un poids de o = 0.8984 ou moins permet de converger vers
une distribution appropriée similaire au cas de maximisation. Un exposant plus grand que
a = 0.8984 conduira au comportement problématique introduit dans cette section. Cette
valeur de @ = 0.8984 n’a ce role particulier que pour cet exemplaire précis, et I'influence
du poids de 1’Oracle sera 1'objet d’autres expérimentations dans la Section 6.2.5. Il faut
noter qu’'un poids plus petit ralentit la convergence des distributions, et nécessitera plus
d’itérations pour obtenir une distribution informative. Le poids de la contrainte Oracle peut

étre un parametre important pour que l'algorithme Max-Product soit efficace.



1 2 3 4
0.00003 0.017 0.95 0.03
0.01 0.98 0.008 0.00008
0.998 0.002 0 0
0.98 0.02 0 0
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TABLEAU 4.1 Distributions apres 10 itérations avec Max-Product et Oracle pour maximiser

a(a=1)

1 2 3 4
a 0.48 0.27 0.18 0.07
b 0.14 0.26 0.34 0.26
c 0.2 0.37 0.27 0.15
d 0.24 0.33 0.24 0.18

TABLEAU 4.2 Distributions avec Max-Product et Oracle pour minimiser a (o = 1), apres
seulement 5 itérations car I’algorithme converge plus rapidement dans ce cas. Les distributions

ne mettent pas en évidence les solutions désirées.

4.1.3 Effet sur Sum-Product

Les messages de la contrainte Oracle affecteront aussi les distributions calculées par 1'al-

gorithme Sum-Product. Avec un poids a = 1, la propagation converge apres 10 itérations.

Comme le montrent le Tableau 4.6 et le Tableau 4.7, les marginales obtenues sont proches de

1 pour 'affectation associée a la solution optimale et proches de 0 pour les autres affectations.

Pour Sum-Product comme pour Max-Product, on peut expliquer comme suit la plus grande

facilité a obtenir les bonnes distributions en maximisation. La valeur 4 pour a et b, si elle n’est

pas filtrée par la cohérence d’arc, est problématique pour satisfaire a la fois AllDifferent(a, b, ¢)

et a+b+c+d="7. Le poids de a = 4 diminue donc rapidement lors de l'inférence par

propagation, et on privilégie ainsi a = 3 pour la maximisation. En comparaison, I’assignation

a = 1 pose un probléeme moins évident, bien qu’elle n’appartienne a aucune solution. En

minimisation, I’Oracle crée un biais supplémentaire pour les valeurs basses de a et le poids

de a = 1 ne tend pas vers 0.
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1 2 3 4

a 0.44 0.27 0.20 0.09
b 0.16 0.26 0.32 0.26
c 0.22 0.34 0.27 0.17
d 0.25 0.31 0.25 0.20

TABLEAU 4.3 Distributions apres 5 itérations avec Max-Product et Oracle pour minimiser
a avec o = 0.8. L’algorithme n’a pas encore convergé, supposément a cause du poids réduit
de I’Oracle.

1 2 3 4
a 0.01 0.94 0.05 0
b 0 0.06 0.92 0.02
c 0.99 0.01 0 0
d 0.93 0.07 0 0

TABLEAU 4.4 Distributions apres 20 itérations avec Max-Product et Oracle pour minimiser
a avec o = 0.8. L’algorithme converge vers la distribution appropriée mais plus lentement.

4.2 Expériences préliminaires

Des tests préliminaires ont été effectués sur un nombre limités d’exemplaires de carrés latins
afin de mettre en évidence I'utilité des marginales produites par Max-Product dans le guidage

de la recherche et la résolution de COPs.

4.2.1 Configuration expérimentale

Considérant I'adaptation du CSP des carrés latins en COPs définie en Section 2.1.2, nous
avons considéré 30 exemplaires de carrés latins de taille 20 x 20, avec pour objectif de maxi-
miser la somme des cases dans une zone rectangulaire de taille 5 x 4, située en haut a gauche
du carré. Les exemplaires se répartissent en 3 séries de 10 exemplaires comportant respecti-
vement 200, 250 et 300 "trous'. Ils ont été générés avec le programme lsencode [28] congu

pour produire des exemplaires difficiles a résoudre.

On utilise le solveur MiniCPBP [7] avec un processeur AMD EPYC 7532 (Zen 2) @ 2.40
GHz, 256M cache L3, sur Linux, et on accorde a chaque résolution 8GB de RAM et une

limite de temps de 30 minutes.
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1 2 3 4

a 0.46 0.27 0.19 0.08
b 0.15 0.26 0.33 0.26
c 0.21 0.35 0.27 0.16
d 0.24 0.33 0.24 0.19

TABLEAU 4.5 Distributions apres 5 itérations avec Max-Product et Oracle pour minimiser
a avec a = 0.9, la distribution désirée n’apparait pas

1 2 3 4
a 0 0.01 0.99 0
b 0 0.99 0.01 0
¢ 1 0 0 0
d 0.99 0.01 0 0

TABLEAU 4.6 Distributions apres 10 itérations avec Sum-Product et Oracle pour maximiser
a (o = 1). Les distributions sont biaisées en faveur de la solution optimale.

Pour les résolutions impliquant le passage de messages, on se limite a 10 itérations de pro-

pagation pour chaque nceud de la recherche.

4.2.2 Heuristiques évaluées

On compare les performances de plusieurs heuristiques.

Les deux premieres n’exploitent pas le passage de messages et sont des heuristiques ad hoc
congues spécifiquement pour le probleme d’optimisation du carré latin, sur la base de notre
connaissance de la contribution de chaque variable de décision a I'objectif (i.e. si c’est une
case "objectif' ou non). Dans la suite, on note O C X les variables faisant partie de I’ensemble

4 maximiser :

— Max Value : heuristique "gloutonne' qui fixe en priorité les variables de 'objectif,

sélectionnant la plus haute valeur disponible. En reprenant le formalisme de la Sec-
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1 2 3 4
a 0.03 0.86 0.11 0
b 0 0.15 0.83 0.02
c 0.98 0.02 0 0
d 0.93 0.07 0 0

TABLEAU 4.7 Distributions apres 10 itérations avec Sum-Product et Oracle pour minimiser
a (o = 1). Les distributions sont biaisées en faveur de la solution optimale.

tion 2.2.3 :

Ty = argmax
zeO

(max

vs = max(D(zy))

D(x))

— DomWDeg + Best Value : On utilise ’heuristique bien établie pour la sélection de

variable DowWDeg [11] avec une sélection de valeur congue pour le probléme proposé :

une fois la variable sélectionnée, on prend sa valeur maximale si elle correspond a une

case objectif et sa valeur minimale sinon.

Formellement :

xs = argmin domwdeg(x)

zeX

max(D(zy))
min(D(x))

sizg €O

sinon

La derniere heuristique exploite les marginales calculées par propagation et plus précisément

I’entropie normalisée de la distribution de chaque variable.

— Min Normalized Entropy : heuristique introduite en Section 2.3.5, on choisit la

variable dont la distribution a la plus basse entropie normalisée, autrement dit celle

pour laquelle notre certitude est la plus forte. On sélectionne bien entendu la valeur

présentant la marginale la plus haute.
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rs = argmin H,om ()
zeX

v, = argmax f,_(v)
vED(xs)

Cette heuristique est utilisée avec trois approches de passage de messages :

Sum-Product, sans contrainte Oracle sur la variable objectif.

— Sum-Product, avec une contrainte Oracle sur la variable objectif.
— Max-Product, impliquant nécessairement une contrainte Oracle sur la variable ob-
jectif, car le résultat est sinon équivalent a la cohérence d’arc généralisée (voir la

Section 2.3.2).

4.2.3 Résultats

Résolution a ’optimalité

Un exemplaire est dit résolu a l'optimalité si le solveur a trouvé la solution optimale et
prouvé son optimalité dans le temps imparti. La Figure 4.1 représente 1'évolution du nombre

d’exemplaires résolus a l'optimalité.

Max-Product est efficace pour résoudre les exemplaires a 'optimalité et en résout la moitié
a I'optimalité en moins de 20 échecs. Sur des nombres d’échecs bas, I’algorithme a une nette
avance sur Sum-Product et les heuristiques ad hoc. Il est en revanche rattrapé par Sum-
Product autour de 200 échecs, puis dépassé par celui-ci. On remarque également qu’un des

exemplaire n’est pas résolu par Max-Product dans le temps imparti.

On note également le peu d’influence qu’a la présence d’Oracle sur la résolution a I’optimalité :
si la contrainte Oracle biaise les distributions vers des scores plus haut, elle ne fait pas ressortir

la solution optimale aussi fortement que Max-Product.

Lorsqu’on considere le temps écoulé pour la résolution, on prend la mesure du cott que
représente 'inférence. Les heuristiques n’utilisant pas la propagation mettent moins de temps
a résoudre I'ensemble des exemplaires, bien qu’elles rencontrent plus d’échecs. Max-Product

surpasse cependant Sum-Product pour la vitesse de résolution a l'optimalité.
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Nombre cumulé d'exemplaires résolus a optimalité vs nombre d'échecs
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FIGURE 4.1 Evolution du nombre d’exemplaires résolus & 1’optimalité

Score normalisé moyen

Afin d’évaluer la qualité des solutions trouvées au-dela de leur caractere optimal, on introduit

la notion de score normalisé.

Pour une instance donnée, soit sy le meilleur score trouvé parmi toutes les résolutions
(score le plus faible pour un probléme de minimisation) et Sy le pire score trouvé. Pour

une résolution avec un score courant s, le score normalisé § est défini par :

~ S t — S
5= WOrs (42)
Sworst — Sbest
Cette normalisation garantit que § = 1 pour le meilleur score possible (s = Spest) €6 § = 0
pour le pire score (s = Syorst). Dans le cas particulier ol Spesy = Sworst (Une seule valeur de

score pour l'instance), on attribue § = 1 si une solution existe et § = 0 sinon.
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Le score normalisé moyen sur un ensemble de résolutions R est alors :

S
R

Snorm -

Z S, (4.3)
reR

Cette métrique permet de comparer la performance relative des algorithmes indépendamment
de T’échelle des scores des différentes instances, et d’analyser I’évolution de la qualité des

solutions en fonction du nombre d’échecs durant la recherche.

Pour les exemplaires de carrés latins, on a résolu a 'optimalité le probléme en minimisation
et maximisation. Ainsi, le score est normalisé entre le score optimal et le score de la pire

solution satisfaisant les contraintes.
Considérons 1’évolution du score normalisé moyen présenté en Figure 4.2.

On remarque d’abord que Sum-Product a le plus haut score pour de tres bas nombres
d’échecs. En effet, Sum-Product trouve une solution pour chaque exemplaire sans échec,
tandis que les autres heuristiques n’ont pas encore de solution pour certains exemplaires. Le
score de 0 associé a l’absence de solution fait chuter leur moyenne. On observe toujours une

légere influence positive de I’Oracle sur les scores des solutions trouvées par Sum-Product.

Rappelons que comme vu dans la section détaillant les premieres solutions, Max-Product a
requis de 20 a 200 échecs pour trouver une premiere solution pour 6 des 30 exemplaires. Cela
contribue a un score moyen assez bas jusqu’a ce nombre d’échecs, et proche de 1.0 une fois
qu’'une solution est trouvée pour chaque exemplaire. Sur le graphe décrivant 1’évolution en
fonction du temps, Max-Product a un profil similaire & Sum-Product, bien que prenant un

léger retard entre 5 et 10 secondes de résolution.

On note encore une fois I'avantage des heuristiques ne nécessitant pas de propagation du

point de vue du temps.

Premiére solution trouvée

On considere d’abord les caractéristiques de la premiere solution trouvée par chacune des

heuristiques, qui sont présentées dans la Figure 4.3.

Sum-Product, algorithme privilégié pour les problemes de satisfaction, trouve pour chaque
exemplaire une solution sans rencontrer aucun échec. L’ajout de la contrainte Oracle intro-
duit un biais dans les distributions qui provoque un échec sur un exemplaire, mais diminue

significativement ’écart d’optimalité des premieres solutions trouvées.

Max-Product trouve la premiere solution avec un nombre d’échecs assez bas, bien que rare-
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Evolution du score moyen normalisé vs nombre d'échecs
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FIGURE 4.2 Evolution du score normalisé moyen pour ’ensemble des exemplaires

ment nul. La premiere solution est optimale dans 21 cas sur 30 et dans les 9 cas restants,
Iécart d’optimalité est de moins de 10%. En comparaison, aucune des premieéres solutions

trouvées par Sum-Product n’est optimale.

Les heuristiques ad hoc ont de bonnes perfomances, mais sont battues par Sum-Product et
Max-Product dans leur spécialité respective, le nombre d’échecs et le score de la premiere

solution.

Conclusions préliminaires
Cette expérience a petite échelle permet de mettre en valeur certaines caractéristiques des
algorithmes de passage de messages dans le contexte des COPs :

— Sum-Product présente I'avantage de trouver rapidement une premiere solution sans

échec pour tous les exemplaires, mais sans optimisation particuliere du score. L’ajout
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Distribution du nombre d'échecs requis pour la premiére solution
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FiGURE 4.3 Caractéristiques de la premiere solution trouvée

d’un Oracle améliore légerement la qualité des solutions au prix de la possibilité de
quelques échecs supplémentaires.

Max-Product privilégie la qualité des solutions, trouvant ’optimal en premiere solu-
tion dans 70% des cas et maintenant des écarts d’optimalité inférieurs a 10% dans les
autres cas. Il se montre efficace pour atteindre I'optimalité avec un nombre d’échecs
relativement faible.

Le coit computationnel de la propagation est notable, les heuristiques sans pas-
sage de messages résolvant 1’ensemble des exemplaires plus rapidement malgré un
nombre d’échecs supérieur. Néanmoins, Max-Product surpasse Sum-Product en termes
de temps de résolution.

Les heuristiques ad hoc (Max Value et DomWDeg + Best Value) montrent de
bonnes performances mais restent spécifiques au probleme de carré latin, nécessitant

une connaissance a priori de la structure du probleme. Ici, on exploite une bonne



41

connaissance de la contribution de chaque variable de décision a la variable objectif.
— Les résultats suggerent un potentiel de généralisation pour le passage de messages :
on espere que les algorithmes basés sur les marginales permettront de proposer des
heuristiques efficaces et polyvalentes sur des problémes plus variés, sans intervention de
I'opérateur, contrairement aux heuristiques ad hoc qui nécessiteraient une adaptation

spécifique a chaque probleme.

On tentera par la suite de valider ces comportements dans des expériences de plus grande

envergure.
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CHAPITRE 5 ALGORITHMES MAX-PRODUCT

La propagation de conviction avec 'algorithme Max-Product nécessite des algorithmes de
calcul de messages pour chaque contrainte globale. Ce chapitre développe ces algorithmes

pour quatre contraintes fondamentales.

Pour les contraintes Table, Sum et Regular, le Max-Product utilise les méme structures
de données et parcours que le Sum-Product en modifiant 'opération d’accumulation. La
contrainte AllDifferent requiert une approche qualitativement tres différente, basée sur les

problémes d’assignation dans les graphes bipartis.

5.1 Table

Pour calculer le message Max-Product de la contrainte Table (Algorithme 4, des structures de
données et algorithmes décrites pour Sum-Product (Algorithme 2) nous permettent d’obtenir

le poids des solutions :

w(t) :
T )
fiz—se(V) (x,g,[)et -

z'#x

On accumule ces termes avec un maximum plutét qu'une somme :

V(Qf,@), U:z:—)c(v): max H Ma:’—)c(vl)

teT: t
€T:(z )€ (z' v')et
' #x

5.2 Sum

Pour le calcul du message de la contrainte Sum, on parcourt le graphe de programmation
dynamique décrivant les sommes partielles comme pour le message Sum-Product, mais en

conservant le maximum rencontré plutét que d’accumuler une somme.

Pour un unique message Max-Product, il pourrait étre plus efficace de calculer un plus court
chemin plutot que d’effectuer la passe complete qu’impose le Sum-Product. Cependant la
passe en arriere complete permet le calcul de I'ensemble des messages en une unique passe,

et reste 'approche la plus avantageuse.
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Algorithm 4: Mise a jour Max-Product pour contrainte Table

Data: Variables x4, ..., x,, table de contrainte 7', ensembles de support
supports|i][v]

Result: Convictions locales mises a jour pie—.,(v)

// Calculer les tuples supportés : identique & Sum-Product

// Calculer les poids des tuples : identique & Sum-Product

// Mettre & jour les convictions pour chaque couple variable/valeur

for i + 1 ton do

for v € D(z;) do

conviction <— 0;

outsideConviction < fiz,—(v);

for t € supports|i][v] N supportedTuples do

// Ici, on conserve le maximum
tupleW eight|[t] )
)

conviction < max(conviction, =Ltz

end
te—sz; (V) < conviction;
end

end

5.3 Regular

Comme pour le filtrage et le Sum-Product, la contrainte Regular est analogue a la contrainte
Sum. Dans le graphe de programmation dynamique des états atteints pour les préfixes, on

effectue une passe en avant et en arriere, en conservant le poids maximum des chemins.

5.4 AllDifferent

Le calcul des messages Max-Product de la contrainte AllDifferent se distingue particuliere-

ment de son équivalent Sum-Product.

Comme vu en Section 2.2.2, on peut représenter les variables de la portée d’une contrainte
AllDifferent dans un graphe biparti G = (X, V, E). X est alors un sous-ensemble de som-
mets représentant les variables, et V' un sous-ensemble de sommets représentants les valeurs.
L’ensemble des arétes représente I'appartenance d'une valeur au domaine de la variable cor-

respondante, autrement dit :

V(z,v) € X xV,(z,v) € E <= v € D(x)

Un tuple accepté par une contrainte AllDifferent correspond a un couplage couvrant X dans

un tel graphe.
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Le message Max-Product p._,.(v) correspond au produit des poids des arétes dans un cou-

plage couvrant X, incluant I'arc (z,v), et pour lequel ce produit est maximal.

La matrice d’adjacence initiale est composée des messages normalisés recus des variables
fiz—c(v) et a donc des coefficients compris entre 0 et 1. Par conséquent, si ’'on transforme ces
colits en prenant I'opposé du logarithme —log(fi,—.(v)), on obtient une matrice d’adjacence
de cofits positifs, et I'on cherche a présent un couplage minimisant la somme du poids des
arétes qui le compose. Ceci correspond au probleme d’assignation étudié extensivement dans
la littérature [29].

Alors que le calcul du message Sum-Product est un probleme de la classe de complexité # P,
le probleme d’assignation se trouve dans P et il existe plusieurs algorithmes pour le résoudre

en temps polynomial.

5.4.1 Trouver un unique couplage minimal

L’algorithme Hongrois est une méthode bien établie pour résoudre le probleme d’assignation
[30] mais son implémentation reposant sur la mise a jour d’une matrice de cofits réduits ne

se préte pas bien a 'optimisation lorsque de nombreux messages doivent étre calculés.

Crouse [31] présente une approche basée sur le calcul du chemin augmentant le plus court
qui résout le probleme d’assignation rectangulaire, i.e. ou le nombre de colonnes candidates
est plus grand que le nombre de lignes a assigner. Cette approche décrite par 1'algorithme
est incrémentale et construit le couplage une ligne a la fois. Pour chaque ligne non appa-
riée, I'algorithme trouve le chemin augmentant le plus court dans le graphe, qui se termine
a une colonne non appariée (puits). L’idée clé est que chaque itération augmente le cou-
plage partiel actuel d’exactement une paire. L’algorithme maintient des variables duales w;
et v; qui satisfont les conditions de complémentarité du programme linéaire dual. Lorsquun
chemin augmentant est trouvé, 'algorithme met a jour ces variables duales pour maintenir

I'optimalité tout en étendant le couplage.

La nature incrémentale assure qu’une fois qu’une ligne est appariée, elle reste dans le couplage
tout au long des itérations suivantes, seule I'assignation spécifique de colonne pouvant changer

lorsque les chemins sont augmentés a travers la structure existante.

On peut calculer un message p._,.(v) grace a cet algorithme. On retire d’abord la variable z
et la valeur v du graphe (ou autrement dit, on retire la ligne et la colonnes correspondantes
de la matrice d’adjacence). On trouve le couplage minimal dans le graphe restant ; son poids

correspond a la valeur du message a envoyer.
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5.4.2 Pour ’ensemble des messages d’une variable

Si 'algorithme présenté dans la sous-section précédente est efficace pour calculer un couplage
minimal, et donc un unique message, calculer de multiples couplages pour ’ensemble des
messages envoyés par la contrainte reste tres cofiteux et implique une grande quantité de
calculs redondants. Dans une portée de n variables, chaque message nécessite n — 1 appels a
la procédure du plus court chemin augmentant. On propose dans 1’Algorithme 6 une variante
pour calculer plus efficacement tous les messages concernant une variable x en réutilisant un

couplage intermédiaire.

Pour ce faire, on place la variable x en derniere position, puis on construit le couplage minimal

impliquant les n — 1 premieres variables.

A partir de ce couplage initial, on construit pour une valeur v un chemin augmentant a partir
de z en forgant la premiere aréte a (z,v), avec I’Algorithme 7. Le couplage résultant est le
couplage de poids minimal parmi ceux contenant (z,v). On retranche le poids de I'aréte (z, v)

pour obtenir la valeur du message fi._,.(v).

Pour chaque valeur v on réutilise le couplage initial de taille n — 1. Par conséquent, on effectue
la procédure du plus court chemin augmentant n — 1 fois par variable, ainsi qu'une seule fois

par valeur du domaine de la variable.

Si 'on consideére un cas simplifié ou chacune des n variables possede un domaine de taille d,
la variante proposée calcule ’ensemble des messages en n(n — 1) + nd appels a la procédure

du plus court chemin augmentant, contre n(n — 1)d pour 'approche précédente.

La validation empirique a été minimale, mais des accélérations autour de x10 ont été ob-
servées sur quelques instances de carrés latins. L’introduction de cette optimisation a rendu
compétitive 'approche Max-Product dans I'expérience préliminaire présentée dans la Sec-
tion 4.2 .



Algorithm 5: Max-Product pour la contrainte Sum, cet algorithme est presque
identique a I’Algorithme 3 : seule 'accumulation est changée d’une somme a un
maximum

Data: Variables x4, ..., z,, Bornes des domaines j,in, Jmaz, Messages requs
outsideBelie f|x;][v]
Result: Convictions locales mises a jour local Belie f[x;][v]
// Initialisation des passes en avant et en arriére
Initialize 7;,, 7 to 0;
Tin[1][0] <= 15 Tout[n][0] ¢ 1;
// Passe en avant
fori< 1ton—1do
foreach v € D(z;), j € [jmin — min(0, v), jima. — max(0,v)] do
if 7;,[4][j] > 0 then
// On conserve le maximum au lieu d’accumuler une somme
Tinlt + 1][J + v] <= max(m,[¢ + 1][J + v], min[i][7] X outsideBelie f[z;][v]);
end

end

end

// Passe en arriére et mise & jour des convictions locales

for i <~ n to 2 do

foreach v € D(z;) do

local Belie f[x;][v] < 0;

for j < jmin — min(0,v) to e — max(0,v) do

if Toue[i][j + v] > 0 then
Tout|t — 1][J] <= Tout[t — 1][J] + Towe[d][J + v] X outsideBelief|x;][v];
// On conserve le maximum au lieu d’accumuler une somme
local Belie f [x;][v] +— max(local Belie fx;][v], Tin[i][J] X Toutli][] + v]);

end

end
end

end
// Pour la premiére variable
local Belie f[x1][v] <= mou[1][v] pour tout v € D(xy);




Algorithm 6: CalculerTousMessagesVariable(C, z)

Input: matrice de cotits C' € R™*™ ; variable cible z

Output: ensemble des messages {fi.—,(v) : v € domaine(z)}

// Placer la variable x en derniére position

Réorganiser C' pour que = corresponde a la derniere ligne;

// Construire le couplage initial sans la variable x

Créduite < sous-matrice de C' excluant la ligne z;

couplage_initial <— AssignationRectangulaire(Cisguite);

// Initialiser le tableau des messages

messages|v] <— 0 pour tout v € domaine(x);

// Calculer le message pour chaque valeur du domaine de =z

foreach v € domaine(z) do

// Trouver le couplage optimal contenant (z,v)

couplage avec_ xXv <
CheminAugmentantPlusCourtAréteForcée(C, couplage initial, z, v);

// Calculer le poids total du couplage

pOidetOtal A Z(i,j)ECouplageiavecixv C[Z, ]],

// Soustraire le poids de 1l’aréte forcée (z,v)

messages|v] <— poids_ total — C|z, v];

return messages;




48

Algorithm 7: CheminAugmentantPlusCourtAréteForcée(C, matching, z,v)

Input: matrice de cotits C' € R™™; couplage actuel matching; variable x ; valeur

forcée v
Output: couplage optimal contenant I'aréte (z,v)
colonnes_restantes <— {0,1,...,m — 1} \ {v};

colit__min[j] <— oo pour tout j;
prédécesseur[j] <— —1 pour tout j;
ligne courante < x;
colonne forcée < v;
// Forcer la premiére aréte (z,v)
if matching[v] = libre then
// Colonne v libre, chemin trouvé directement
L return couplage augmenté avec (x,v);

else
L ligne courante +— matching[v];

while aucun puits trouvé do
foreach j € colonnes restantes do
cotiit_réduit <— Cf[ligne_ courante, j| 4+ ajustement_dual;
if cott_réduit < cott_min[j| then
colit_ min[j] < coiit_ réduit;
L prédécesseur[j] < ligne_courante;

,j* A arg minje:olonnes_restantes COﬁtimln[]];
if matching[j*] = libre then
L return chemin augmentant se terminant en j*;

else
ligne courante <— matching[j*[;
Retirer j* de colonnes_ restantes;
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CHAPITRE 6 RESULTATS EXPERIMENTAUX

Ce chapitre propose une analyse empirique plus approfondie de l'efficacité des heuristiques

basées sur le passage de messages pour 'optimisation.

6.1 Configuration expérimentale

On évalue la résolution a laide de MiniCPBP [7] sur 321 exemplaires issus du corpus
XCSP [32]. Ces exemplaires ont été sélectionnés car ils sont entierement modélisés a I’aide
de I'ensemble de contraintes pour lesquelles nous avons pu implanter un calcul de message
Max-Product : AllDifferent, Table, Sum et Regular qui sont décrites au chapitre 5, ainsi que
diverses contraintes plus simples comme Equal, NotEqual et LessThan. Les problemes repré-
sentés sont : Clique, Drinking, GolombRuler, Knapsack, LitPuzzle, LowAutocorrelation, Mazi-
mumDensityOscillatingLife, Pyramid, SameQueensKnights, StillLife et StillLife Wastage.

On a également sélectionné des exemplaires de tailles modérées afin de pouvoir effectuer la
résolution en allouant 8GB de RAM par résolution. On configure la JVM pour que la taille
de pile maximale et la taille de pile initiale soient toutes les deux égales a 7TGB, dans le but
d’exploiter 'intégralité de la RAM disponible et d’effectuer ’allocation en une fois en début

de résolution.
La limite de temps pour chaque résolution est de 30 minutes.

La résolution est effectuée avec un processeur AMD EPYC 7532 (Zen 2) @ 2.40 GHz, 256M

cache L3, sur Linux.

6.2 Reésultats

De nombreux parametres peuvent influencer la propagation et la recherche, tels que le nombre
d’itération d’envoi de messages, le critere de branchement, le poids accordé a I’Oracle. On

cherche a étudier leur influence et a identifier une combinaison performante.

6.2.1 Type de recherche

Notre premiere comparaison concerne le type de recherche, i.e. la maniere dont est créé I'arbre
de recherche et dont on effectue les retours arrieres en cas de conflit. Les types de recherche
considérés, DFS et LDS, sont décrits en Section 2.2.3.
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Une recherche LDS améliore significativement les performances de résolutions (présentées en

Figure 6.1) pour les deux types d’algorithmes.

La LDS sert précisément a limiter I'impact d’une mauvaise décision en début de résolution.

Or les premieres décisions de branchement sont les moins fiables :

— En général les domaines sont plus grands et on a plus de chance de se tromper. Pour la
propagation en particulier, les plus grands domaines correspondent a des distributions
ayant de plus grandes entropies et plus d’incertitudes quant a la distribution des
solutions.

— Le réseau de contraintes est également plus grand et comporte plus de cycles en début
de recherche. Les assignations successives vont réduire sa taille et briser certains cycles,
mais c¢’est au début de la recherche que les difficultés mentionnées en Section 2.3.3 se

font le plus sentir, et les marginales calculées sont les plus approximatives.

6.2.2 Remise a I'uniforme des marginales

Au début de la résolution, toutes les variables ont une distribution marginale uniforme. On
effectue la propagation jusqu’a la convergence ou un nombre maximal d’itérations et on se

base sur les marginales obtenues pour prendre une décision de branchement.

Une fois I'assignation effectuée, doit-on repartir de marginales uniformes pour les variables

ou réutiliser les marginales issues de la propagation effectuée précédemment ?

Ces deux options ont été évaluées empiriquement et 1’évolution du score normalisé moyen est
représentée en Figure 6.2. On constate que pour les deux types de messages Sum-Product et
Max-Product, il est préférable de réutiliser les marginales (courbes désignées par "No Reset"),
tant sur le plan de la pertinence des décisions de branchement (qu’on associe au score en
fonction du nombre d’échecs) que de lefficacité globale de la résolution (relative au temps
écoulé). Ce mécanisme, bien qu’il ne soit pas utilisé par MiniCPBP dans un contexte de

satisfaction, semble d’une importance considérable pour I'optimisation.
On émet les hypotheéses suivantes quant aux raisons de cet impact positif de la réutilisation :

— La nouvelle distribution marginale a approximer apres l’assignation présente des si-
militudes avec celle obtenue avant 1'assignation. En réutilisant cette derniére, on peut
espérer converger plus vite vers la nouvelle distribution. On note que les algorithmes
de propagation commencent normalement avec des marginales uniformes. Partir d’une
distribution différente pour ce qui est effectivement un nouveau réseau de contraintes
(car il a été modifié par 1'assignation) présente le risque de converger vers des mar-

ginales inexactes. Les résultats montrent toutefois que cette approche résulte en de
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FIGURE 6.1 Evolution du Score Moyen Normalisé avec DFS et LDS

meilleurs scores.

— L’information de 1’Oracle doit se propager de proche en proche dans le réseau : elle
atteint d’abord la variable objectif, puis les variables connectées a 'objectif par une
contrainte... Plusieurs itérations peuvent étre nécessaires pour atteindre certaines va-
riables de décision, condition nécessaire pour que ces dernieres aient des marginales
non uniformes pour le Max-Product, et également utile pour que le Sum-Product
bénéficie du biais en faveur des meilleures solutions. Un retour trop fréquent a des
variables uniformes peut empécher cette propagation pour certains exemplaires.

— L’assignation peut également déconnecter certaines parties du graphe de contraintes
de la variable objectif et de la contrainte Oracle. En effet, une variable x a laquelle on
a assigné la valeur v n’envoie plus qu’un unique message fi,_,.(v) = 1. Si une variable
n’est connectée a la variable objectif (et donc a 1'Oracle), que par lintermédiaire
de variables déja assignées, l'information fournie par ’Oracle ne 'atteindra pas. Le
cas échéant, il est souhaitable de conserver les marginales : si elles étaient remises a

I'uniforme, elles ne pourraient pas bénéficier de 'influence de 1’Oracle et resteraient



52

08 Evolution du score moyen normalisé vs les échecs (Tous les types)

—— Max-Product (No Reset)
—— Max-Product (Reset)

—— Sum-Product (No Reset)
~~ Sum-Product (Reset)
L o e o S e o o B A B e o e S e B I et o

o
o

o
o

Score moyen normalisé

0.4

0.3

10° 10! 102 10° 10* 10° 10°
Nombre d'échecs

08 Evolution du score moyen normalisé vs le temps écoulé (Tous les types)

—— Max-Product (No Reset)
—— Max-Product (Reset)
0.74 — Sum-Product (No Reset)
—— Sum-Product (Reset)

0.6

Score moyen normalisé
°
IS

0.2

0.1

0.0

102 101 10° 10t 102 10°
Temps écoulé (secondes)

FIGURE 6.2 Evolution du Score Moyen Normalisé avec ou sans réutilisation des marginales

méme uniformes dans le cas de Max-Product.

6.2.3 Critere d’arrét de propagation

Dans un souci d’optimisation, on peut décider d’arréter la propagation lorsque 'un des cri-

teres suivants est rempli (décrits également par 1’Algorithme 8) :

— Une variable a une distribution avec une entropie tres faible. On a donc une forte
certitude sur la valeur a préférer pour cette variable, qui est alors une bonne candidate
pour le branchement.

— La derniere itération de propagation n’a pas modifié I’entropie ou I’a trés peu réduite,

ce qui indique la convergence de I'algorithme.

Sil'on ignore ces considérations, le critere d’arrét est simplement lorsqu’un nombre maximum

d’itérations est atteint.

Sur la Figure 6.3, on voit que ces critéres d’interruption anticipée de la propagation (courbes

désignées par "Shortcut') améliorent le score a la fois vis-a-vis du nombre d’échecs et du
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Algorithm 8: Critere d’arrét de propagation

Data: Seuil minimal d’entropie MIN VAR ENTROPY , tolérance

ENTROPY _TOLERANCE

Result: Arrét de la propagation des convictions

iter < 1;

previous Entropy <— 4o00;

repeat
// Exécuter une itération de belief propagation
ExecuteBPIteration();
// Calculer 1l’entropie courante et minimale
current Entropy < CalculerEntropieGlobale();
small Entropy < CalculerEntropieMinimale();
// Vérifier les critéres d’arrét
if smallEntropy < MIN_VAR_ENTROPY then
// Variable avec forte certitude trouvée
break;
end
f iter > 1 and current Entropy = previousEntropy then
// Convergence détectée
break;
end
if iter > 2 and

current Entropy — previousEntropy > ENTROPY_ _TOLERANCE then

// Divergence détectée
break;

end
previousEntropy < current Entropy;
iter < iter 4+ 1;
until critere d’arrét atteint;

o

temps écoulé.

L’amélioration du temps de résolution n’est pas surprenante : I'interruption de la propagation

vise a éliminer des itérations superflues.

En revanche, on pourrait s’attendre a ce qu'un nombre moindre d’itérations donne des mar-
ginales moins précises et donc des échecs plus nombreux. On obtient le résultat contraire, qui

peut s’expliquer de deux manieres :

— Un grand nombre d’itérations peut faire apparaitre des marginales trop basses (si une
valeur doit converger vers zéro), qui peuvent introduire des problémes de précision
numérique, les marginales étant représentées en mémoire comme des double.

— Si une variable converge plus rapidement que les autres pour déclencher le critere
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FIGURE 6.3 Evolution du Score Moyen Normalisé avec ou sans interruption de la propagation

d’arrét, il est possible qu’elle soit une meilleure candidate pour le branchement que

d’autres variables qui auraient atteint des distributions similaires en un nombre plus

grand d’itérations. L’introduction du critere d’arrét permet cette discrimination pour

le branchement.

Introduire ce critere d’interruption anticipé pour la propagation ne semble pas présenter de

désavantage. Toutes les résolutions présentées dans le reste du chapitre utilisent donc ce

mécanisme.

6.2.4 Le nombre maximal d’itérations

Il existe également un critere d’arrét de la propagation basé sur le nombre maximal d’itéra-

tions a effectuer a chaque nceud de la recherche.

L’influence de ce critere d’arrét sur les performances de Max-Product est décrite en Fi-

gure 6.4. Configuré avec 20 itérations I'algorithme maintient des performances similaires en

termes de temps, en comparaison avec les limites plus basses. Cela suggere qu’il converge
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FI1GURE 6.4 Influence du nombre maximal d’itérations propagation sur I’évolution du Score
Moyen Normalisé avec Max-Product

en réalité en moins d’itérations grace aux criteres d’arrét basés sur l'entropie, évitant ainsi
le surcotit computationnel. Le guidage bénéficie cependant de la possibilité d’un plus grand
nombre d’itérations, comme le montre 'augmentation du score plus rapide en fonction du
nombre d’échecs. Cela est confirmé en Figure 6.5 qui montre I'influence du nombre maximal
d’itérations en ’absence du critére d’arrét : le score augmente moins rapidement lorsque le

nombre d’itérations augmente.

Les performances de Sum-Product sont représentées en Figure 6.6. On constate des scores plus
hauts en début de résolution avec une limite de 2 itérations. Quand la résolution progresse,

le score est plus élevé avec une limite de 10.

6.2.5 Le poids de I’Oracle

La Section 4.1.2 a mis en évidence que le poids de I’Oracle peut influencer la vitesse de

convergence ou si ’algorithme va converger vers les marginales désirées. On évalue différents
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FI1GURE 6.5 Influence du nombre maximal d’itérations propagation sur I’évolution du Score
Moyen Normalisé avec Max-Product en 'absence de critere d’arrét anticipé : la rapidité de
résolution souffre du nombre plus élevé d’itération

poids d’Oracles pour les algorithmes Max-Product et Sum-Product.

Pour Max-Product, présenté Figure 6.7, un Oracle de poids plus élevé semble légerement

préférable, mais l'influence de ce parametre semble minime.

Pour Sum-Product (Figure 6.8), on compare également avec l'absence de 1'Oracle (i.e. un
poids de 0). La présence d'un Oracle augmente le score significativement pour les petits
nombres d’échecs. L’algorithme sans Oracle atteint toutefois des scores similaires, bien que
légerement inférieurs, a partir de seulement 30 échecs. La valeur exacte du poids ne semble

pas avoir d’influence.

En conclusion, I'impact du poids de 1’Oracle semble minime dans le cadre de nos expéri-
mentations. Le probleme de convergence lié a un mauvais poids d’Oracle mis en évidence a
la Section 4.1.2 ne semble pas étre un probléme récurrent avec les poids et les exemplaires

utilisés ici. On conservera un Oracle de poids 1 dans les autres résolutions.
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Moyen Normalisé avec Sum-Product

6.2.6 DomWDeg si ’entropie est trop élevée

Le critere de 'entropie permet de sélectionner une variable pour laquelle la propagation a
produit une forte certitude quant a la variable a choisir. En revanche, dans le cas ou toutes
les distributions marginales ont des entropies élevées, on va préférer sélectionner la variable

sur la base de I’heuristique Dom WDeg plutét que des distributions marginales.

Au moment de sélectionner une variable selon sa marginale, on va calculer I’entropie norma-
lisée de sa distribution marginale et si celle-ci dépasse un certain seuil, on va revenir sur ce

choix et sélectionner la variable selon Dom WDeg.

Le choix de la valeur n’est pas inclus dans Dom WDeg. On va donc se baser sur les marginales

et choisir la valeur ayant la probabilité la plus forte.

On évalue ici I'impact du choix du seuil d’entropie au-dessus duquel on va utiliser Dom WDeg.

Si le seuil est ¢, on utilisera Dom WDey si la valeur de I'entropie vérifie H(z) > t.

L’évolution du score pour Max-Product est présentée a la Figure 6.9.
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F1GURE 6.7 Influence du poids de I’Oracle sur ’évolution du Score Moyen Normalisé avec
Max-Product

— Pendant la premiére seconde de résolution, tous les seuils ont des résultats équivalents.

— Sur l'intervalle de temps de 1 a 10 secondes, Min Entropy montre une légere supériorité

sur DomWDeg + Mazx Marginal. Le choix exact du seuil semble peu important : quand

Max-Product converge correctement, on a vu qu’il produisait des distributions de

basse entropie comme celles présentées dans le Tableau 4.1, & moins qu’il n’existe de

nombreuses solutions optimales avec des assignations variées.

— Apres une dizaine de secondes, DomWDeg va atteindre des scores supérieurs.

L’influence du seuil sur 1’évolution du score pour Sum-Product est montrée a la Figure 6.10.

— Les seuils de 0.1, 0.2, 0.5 ont des performances équivalentes du point de vue du temps.

Le score est cependant plus élevé en dessous de 10 échecs pour le seuil de 0.5.

— L’usage systématique de DomWDeg donne des scores semblables pendant les 10 pre-

mieres secondes, et dispose ensuite d'un léger avantage.

On observe toutefois que cette fois, un seuil bas de 0.5 augmente significativement les perfor-

mances. On en déduit que Sum-Product produit des distributions d’entropies variées et que
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F1GURE 6.8 Influence du poids de I’Oracle sur ’évolution du Score Moyen Normalisé avec
Sum-Product

le seuil est utile pour se focaliser sur celles apportant le plus de certitudes.

Un seuil de 1.0, i.e. n’utilisant DomWDeg que si la marginale est exactement uniforme, n’a
pas d'impact, et les performances sont sensiblement les mémes qu’en ’absence du mécanisme.
Avec un tel seuil, I'usage de DomWDeg n’est presque jamais déclenché : non seulement il est
rare que les distributions calculées soient uniformes, mais le test d’égalité H > 1.0 peut aussi

étre négatif du fait de la précision numérique limitée.

6.2.7 Heuristique de branchement

La Section 2.3.5 a introduit plusieurs heuristiques pour exploiter les marginales résultant de
la propagation. Celles-ci se basent sur différentes métriques relatives aux distributions : la

marginale maximale, le regret, la force, I'entropie (normalisée ou non).

Avant de nous pencher sur les performances empiriques de ces heuristiques, comparons brie-

vement les métriques qui leur sont associées. On a généré de nombreuses distributions pos-
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variable avec DomWDeg (Max-Product)

sédant des niveaux variés d’entropie et représenté chacune des autres métriques en fonction

de I'entropie normalisée a la Figure 6.11.

On constate une forte corrélation entre une entropie basse et un poids, force ou regret élevé.
Cependant, on observe également une forte variance, qui justifie d’évaluer les performances

de chaque métrique et heuristique associée.

On effectue cette comparaison en Figure 6.12 pour Max-Product et en Figure 6.13 pour Sum-
Product. Les résultats sont similaires pour les deux algorithmes : I’heuristique dominante est
DomWDeg-Max Marginal qui sélectionne la variable via DomWDeg et la valeur ayant la
plus haute marginale. Les heuristiques Max Marginal et Min Entropy sont les deuxiéme et

troisieme meilleures heuristiques et ont des performances équivalentes.
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6.2.8 Comparaison des meilleures configuration
Sélection des meilleurs parametres

Sur la base des évaluations précédentes, nous avons sélectionné un ensemble de configurations

représentatives intégrant les meilleurs parametres identifiés :

— Parametres communs optimaux : recherche LDS, réutilisation des marginales,
interruption anticipée de la propagation en fonction de 'entropie, et poids d’Oracle
de 1.

— Sum-Product avec DomWDeg + Max Marginal : I’heuristique dominante iden-
tifiée, évaluée avec 2 et 10 itérations, configurations qui dominent respectivement au
début et a la fin de la résolution.

— Sum-Product avec Min-Entropy : conservée comme représentante des heuristiques
de sélection de variable basées sur la propagation. Elle est utilisée quand 'entropie

normalisée est sous un seuil de 0.5, ce qui semble optimal. Le nombre maximal d’ité-
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rations est 2.

— Max-Product avec DomWdeg + Max Marginal avec un maximum de 20 itéra-
tions.

— Max-Product avec Min Entropy avec 20 itérations au maximum, et un seuil
d’entropie de 0.9 pour avoir recours a Dom W Deg.

— Configuration de référence : résolution sans passage de messages et utilisant

DomWDeg + Min Value pour établir une base de comparaison.

Performances sur ’ensemble du corpus

Les résultats présentés en Figure 6.14 confirment la pertinence de la propagation pour 1’op-
timisation. Les configurations utilisant la propagation améliorent le score moyen d’environ

15% par rapport a la résolution sans propagation a partir de 10 secondes de résolution.
L’analyse révele des profils de performance distincts selon I'horizon temporel :

— Résolutions courtes (moins d'une minute) : Sum-Product avec un faible nombre
d’itérations (2) et Max-Product montrent les meilleures performances initiales, conver-
geant rapidement vers des solutions de qualité.

— Résolutions longues : Sum-Product avec 10 itérations démontre son avantage sur
les résolutions longues, probablement en raison de sa capacité a guider efficacement la
recherche lorsque les solutions satisfaisantes se raréfient et que la satisfaction devient

un enjeu majeur.

Sum-Product semble un choix préférable a Max-Product, a condition de choisir une configu-
ration adaptée a la durée de résolution pour laquelle on veut optimiser. Max-Product pourrait

étre un compromis dans le cas ou les besoins de la résolution sont ambigus de ce point de
vue.
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FIGURE 6.12 Sélection d’une heuristique de branchement pour Max-Product

On note aussi une différence de maturité entre les implémentations. Sum-Product a béné-
ficié d’optimisations sur quelques années, tandis que Max-Product a été introduit dans le
solveur dans le cadre de ce mémoire. Des optimisations pourraient rendre Max-Product plus
compétitif & I'avenir. A titre d’exemple, si une contrainte a établi la cohérence d’arc géné-
ralisée et que les variables impliquées sont toutes uniformes, la contrainte pourrait envoyer

immédiatement des messages uniformes (voir Section 2.3.2).

Performances sur différents problémes

On considere en Figure 6.15, pour chacun des problemes, I’évolution du score des résolutions

Sum-Product, Max-Product et sans passage de messages.

On constate une grande disparité des performances en fonction du probléme traité. Pour les
trois approches, certains problemes sont bien résolus (Drinking, Knapsack, LowAutocorrela-
tion) tandis que d’autres (Litpuzzle, MazimumDensityOscillatingLife) présentent une grande

difficulté. On considérera cette difficulté intrinseque aux exemplaires associés aux probléemes,
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FIGURE 6.13 Sélection d’une heuristique de branchement pour Sum-Product

puisque les performances des trois approches sont similaires.

En revanche, Knapsack et LowAutocorrelation sont résolus plus rapidement que Drinking
avec les approches de passage de messages, tandis qu’en ’absence de passage de messages,

c’est l'inverse qui se produit.

Une possible explication est la différence dans la taille des portées des contraintes impliquées.
Une contrainte de grande arité peut calculer une information locale couvrant une part plus
grande du réseau et de I’ensemble des solutions, ces messages seront les plus pertinents. On
considere le rapport moyen entre la taille de la portée de chaque variable et le nombre de
variables de décision (i.e. celles que 'on souhaite fixer, par opposition aux variables inter-
médiaires d’un modele). Si 'on note X; C X Pensemble des variables de décision, on peut

définir le rapport comme :
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FIGURE 6.14 Evolution du Score Moyen Normalisé pour les configurations sélectionnées

1S(c)]
| Xl
> ccc scopeRatio(c, Xy)
C]

rapportPortee(c, X4) =

rapportPortee Moyen(Xy, C) =

Puisqu’il existe des variables intermédiaires impliquées dans les contraintes, ce rapport peut

étre supérieur a 1.

On présente la moyenne de ces rapports sur les exemplaires de ces trois types de probléemes
dans le Tableau 6.1. Knapsack et LowAutocorrelation posseédent des rapports plus élevés et
donc des contraintes ayant des portées de tailles supérieures. Ceci pourrait expliquer les

meilleures performances de la propagation sur ces deux types de probléemes.
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TABLEAU 6.1 Rapport de la portée moyenne sur I'ensemble des exemplaires des problemes
Drinking, Knapsack, LowAutocorrelation

Probléme Rapport de portée moyen
Drinking 0.030
Knapsack 0.667
LowAutocorrelation 2.511

6.3 Conclusion

6.3.1 Impact des parametres

Cette évaluation empirique a permis d’identifier I'impact de chaque parametre sur I'efficacité

des heuristiques basées sur la propagation pour l'optimisation.

Gestion des marginales : la réutilisation des marginales entre les phases de propagation
ameéliore significativement les performances. Cette approche préserve 'information de I’Oracle
propagée dans le réseau et maintient la connectivité aux variables déconnectées, compensant

les risques théoriques de convergence vers des marginales inexactes.

Optimisation de la propagation : l'interruption anticipée de la propagation basée sur
I’entropie des variables et la convergence améliore a la fois 'efficacité temporelle et la qualité
des décisions de branchement, en évitant les itérations superflues et les problemes de précision

numeérique.

Stratégie de recherche : la recherche a divergence limitée (LDS) surpasse systématique-
ment la recherche en profondeur (DFS) en limitant 'impact des décisions précoces, particu-
lierement critiques et sujettes a ’erreur car les domaines sont alors larges et les marginales
approximatives. L’usage de DomWDeg suggérerait toutefois d’expérimenter avec 'introduc-

tion de relances pour exploiter I'apprentissage des poids.

Nombre maximal d’itérations : Pour Max-Product, une limite élevée (20 itérations) amé-
liore la qualité du guidage sans surcoiit temporel grace aux criteres d’arrét anticipé. Pour
Sum-Product, un faible nombre d’itérations (ici, 2) favorise les performances initiales, tandis

qu'une limite plus élevée devient avantageuse sur les résolutions prolongées.

Paramétrage de 1’Oracle : un poids d’Oracle de 1 est adéquat pour les deux algorithmes.
Pour Sum-Product, la présence de 1’Oracle améliore drastiquement les performances ini-
tiales, permettant d’atteindre des scores plus élevés avec moins d’échecs. Pour Max-Product,

I’Oracle est indispensable pour obtenir une information au-dela de la cohérence d’arc géné-
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ralisée.

Seuils d’entropie : le mécanisme de basculement vers Dom WDeg améliore les performances,
ce qui est a prévoir dans la mesure ou DomWDeg est ’heuristique la plus performante. Le
choix du seuil est variable selon I’algorithme. Pour Sum-Product, un seuil de 0.5 améliore les
performances en exploitant les distributions a forte certitude. Pour Max-Product, I'impact
du choix du seuil reste marginal car I'algorithme produit naturellement des distributions de

basse entropie.

Heuristiques de branchement : DomWDeg + Max Marginal émerge comme |’heuristique
dominante, combinant la robustesse de DomWDeg pour la sélection de variable et I'informa-
tion des marginales pour le choix de valeur. Min Entropy constitue la meilleure alternative

purement basée sur la propagation.

6.3.2 L’approche de passage de messages en optimisation

Les heuristiques basées sur le passage de message apportent un gain substantiel de perfor-
mance dans la résolution de problemes d’optimisation par rapport a une heuristique Dom W-
Deg représentant I'état de 'art en ’absence de passage de message. Les parametres pour
la résolution sont nombreux, mais on a montré qu'une configuration adaptée peut exploiter

efficacement 'information probabiliste pour guider la recherche.

Différentes approches propagation sont a préférer si I’on souhaite arréter la résolution rapide-
ment ou lui accorder beaucoup de temps : Sum-Product avec un nombre réduit d’itérations
optimise pour un score plus élevé sur les résolutions courtes, tandis qu’un nombre plus élevé
d’itérations finira par produire de meilleures solutions sur les résolutions plus longues. Dans
le futur, on pourra considérer un nombre d’itérations changeant dynamiquement au cours de

la résolution pour tirer profit de ces deux profils de performance.

L’algorithme Sum-Product, associé a un choix judicieux de parametres, semble plus perfor-
mant que Max-Product, mais des perspectives sont ouvertes pour rendre Max-Product plus

compétitif.
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Evolution du score moyen normalisé vs temps - Sum-Product (DOM/WDEG+Max-Marginal) 10 iterations
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CHAPITRE 7 CONCLUSION

Ce mémoire a permis d’étendre I'applicabilité du passage de messages, une méthode d’infé-
rence avancée complémentaire au filtrage dans la CP, de la résolution de CSPs a celle des

COPs.

7.1 Syntheése des travaux

Pour la résolution de COPs, nous avons introduit ’algorithme de passage de messages Max-
Product dans le solveur MiniCPBP, dans I’espoir que les marginales résultantes désignent les

valeurs participant aux solutions optimales.

Afin de représenter la fonction objectif au niveau des messages et marginales, nous avons
proposé 'usage d’une contrainte Oracle sur la variable objectif. Dans un probleme de maxi-
misation, celle-ci envoie un message proportionnel a chaque valeur pour biaiser les distribu-
tions en faveur des solutions de score plus élevé. Le principe peut-étre adapté aux problemes

de minimisation.

La présence de la contrainte Oracle s’avere avoir une influence positive sur les scores obtenus
par la recherche guidée par Sum-Product. Elle est méme indispensable lorsque Max-Product
est utilisé, afin de produire des marginales présentant un intérét par rapport a la cohérence
d’arc généralisée.

De nouveaux algorithmes sont présentés pour le calcul des messages Max-Product pour cha-

cune des contraintes AllDifferent, Table, Sum et Regular.

Le calcul d’'un message Max-Product pour AllDifferent se réduit au calcul d’'un couplage
de poids minimal. Ce probléeme est dans la classe de complexité P, tandis que le message
Sum-Product correspond au permanent d'une matrice d’adjacence, probleme appartenant
a #P. Malgré cette complexité théorique plus haute, le calcul du Sum-Product comporte
plusieurs optimisations qui le rendent plus rapide que celui du Max-Product. Nous avons donc
congu un algorithme Max-Product optimisé réutilisant des résultats intermédiaires entre les
messages d’une méme variable. Cet algorithme basé sur la construction de plus courts chemins

augmentants a permis d’étre compétitif avec Sum-Product.

Les messages des contraintes Table, Sum et Regular pour Max-Product s’appuient sur les
mémes algorithmes et structures de données que leurs homologues Sum-Product. L’accumu-

lation par somme y est toutefois remplacée par un maximum.
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Une évaluation empirique sur un ensemble d’exemplaires issus du corpus XCSP a comparé
I’évolution du score normalisé moyen pour un grand nombre de résolutions. Cela a permis
d’identifier des options avantageuses pour les nombreux parametres de la résolution CPBP :

nombre d’itérations, poids de I’Oracle, heuristiques de branchement...

On a constaté qu’'une sélection de variable avec I'heuristique DomWDeg complétée par une

sélection de valeur basée sur les marginales était la plus efficace parmi les approches évaluées.

La CPBP basée sur le Sum-Product et un nombre d’itérations bas (ici, 2) obtient de meilleurs
scores pour des résolutions courtes. Pour les résolutions plus longues, le Sum-Product voit
son score monter plus haut si on lui accorde un nombre élevé d’itérations (20, dans notre
cas). Max-Product, s’il est dominé par ces deux derniéres configurations, peut représenter
un compromis intéressant si le temps alloué a la résolution n’est pas décidé d’avance, ou un

ajout dans un portfolio d’algorithme.

L’ensemble des résolutions basées sur la BPBP présente de meilleures performances que celui
des résolutions avec I'heuristique de référence DomWDeg + Min Value. Le score normalisé
moyen est environ 15% plus haut pendant la résolution. Ceci met en évidence l'intérét de
la CPBP pour la résolution de COPs, intérét qui n’avait été montré que pour les CSPs
jusqu’ici. L’approche conserve également les avantages de la CP : la génération de solutions
intermédiaires tout au long de la résolution, ainsi que la preuve d’optimalité si 'on accorde

assez de temps pour une recherche exhaustive.

7.2 Limitations de la solution proposée

Des limitations et difficultés persistent pour appliquer la CPBP a la résolution de COPs.

Le passage de messages est un processus complexe qui présente des comportements qui sont
parfois surprenants. Il est difficile de garantir la bonne convergence des marginales quand
le réseau de contraintes comporte des cycles, ce qui est le cas dans 1’écrasante majorité des
applications. Par exemple, I'influence du poids de ’Oracle sur la convergence aurait besoin

d’étre explorée.

L’approche a aussi des performances tres variables selon le type d’exemplaire abordé (Knap-
sack, Drinking...). La topologie du réseau de contraintes semble jouer un rdle important et si

un exemple a été donné dans ce mémoire, son role mérite d’étre étudié systématiquement.

Le colit computationnel du calcul des messages reste un obstacle a ’applicabilité plus large
de la CPBP. Le gain en efficacité pour le guidage de la recherche compense cet investissement,

mais le temps considérable consacré a chaque noeud reste un enjeu majeur.
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7.3 Ameéliorations futures

Si le présent mémoire indique un intérét du passage de messages pour guider la recherche en

CP, il ouvre aussi de nombreux questionnements et opportunités d’améliorations.

Le passage de messages et la convergence des marginales présentant des comportements
complexes, instrumenter le solveur pour produire une étude plus détaillée de I’évolution des
marginales pourrait fournir des renseignements précieux. On pourrait alors mieux caractériser

I'influence de facteurs tels que la topologie du réseau de contrainte, le poids de 1’Oracle, etc...

Appliquer 'approche Max-Product a des problémes plus variés nécessite I’ajout d’algorithmes
pour pouvoir calculer les messages de contraintes globales plus nombreuses. Les algorithmes
et structures de données associés a Sum-Product fournissent souvent un excellent point de

départ pour la conception des algorithmes Max-Product.

Max-Product peut sans doute bénéficier d’une implémentation plus optimisée. Par exemple,
une contrainte pourrait envoyer des messages uniformes sans avoir a les calculer réellement
si les variables qui y participent ont toutes des marginales uniformes. De telles améliorations
pourraient rendre Max-Product plus compétitif avec I'implémentation plus mature de Sum-

Product présente dans le solveur MiniCPBP.

Enfin, de nombreux travaux portent sur I’amélioration des algorithmes de passage de mes-
sages. Ceux-ci peuvent viser a accélérer la convergence [33], augmenter la résilience a la
présence de cycles [34], introduire du parallélisme [35]... Introduire ces améliorations dans le
solveur MiniCPBP pourrait mitiger le cotit de l'inférence a chaque nceud, ou produire des
marginales plus utiles dans le guidage de la recherche. Ceci pourrait rendre 'approche viable

pour une gamme plus large d’applications.

7.4 Conclusion

Ce mémoire présente une extension de l'inférence par passage de messages dans la CP des
problémes de satisfaction aux problemes d’optimisation, via la contrainte Oracle et ’algo-
rithme Max-Product. Nous avons pu montrer que le passage de messages et les distributions
qui en résultent permettent de guider la recherche et d’arriver plus rapidement a des solu-
tions de meilleure qualité. Cette nouvelle méthode pourrait a terme permettre a la CP d’étre

compétitive sur un plus large éventail de probléemes d’optimisation.
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