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RESUME

La théorie des visseurs est un outil mathématique puissant, particulierement utile a I’étude des
mécanismes. Elle permet de caractériser les mobilités et les singularités de ces derniers, mais
également d’établir aisément des équations de vitesses. Ces équations permettent d’établir
une relation entre un vecteur contenant I’ensemble des vitesses actionnées d'un mécanisme
et les vitesses d'un corps situé en sortie de ce dernier. Pour les mécanismes en série, cette
relation fait directement apparaitre une matrice appelée matrice jacobienne. Cette matrice
contient énormément d’informations sur le comportement cinématique d’'un mécanisme. Pour
les mécanismes paralléles, ou plus généralement hybrides, la relation en vitesse fait apparaitre
deux matrices distinctes. La matrice jacobienne peut étre obtenue en multipliant I'inverse de
la premiere matrice a la seconde. Cependant, cette opération est dans I'immense majorité
des cas effectuée numériquement. Ce faisant, nous perdons les informations contenues dans

la matrice jacobienne.

L’objectif principal de cette these est de donner une expression analytique de la matrice
jacobienne en se servant de la théorie des visseurs. En utilisant la modélisation géométrique
des forces et moments appliqués a un mécanisme, on peut alors réciproquement donner
une interprétation géométrique et significative des mouvements possibles de ce dernier. Les
colonnes de la matrice jacobienne que nous obtenons contiennent sous une forme concise la
nature des mouvements, 'amplification en vitesse par rapport aux liaisons actionnées ainsi

que les conditions d’apparition de singularités.

Nous étudions différentes classes de mécanismes, ces catégories étant caractérisées par le type
de déplacement possible des mécanismes, mais surtout par les contraintes qui leur sont ap-
pliquées. La matrice jacobienne que nous donnons est valide pour ’ensemble des mécanismes
partageant le méme type de contraintes. Chaque classe de mécanismes est illustrée par plu-
sieurs exemples pour montrer la polyvalence des équations obtenues. Les mécanismes étudiés
dans ce document sont en premier lieu les mécanismes plans, rotationnels et translationnels.
Ensuite, nous nous intéressons a d’autres classes de mécanismes spatiaux a trois, puis a six

degrés de liberté, qui partagent des caractéristiques communes.



ABSTRACT

Screw theory is a powerful and well-known mathematical tool, particularly useful for studying
mechanisms. It provides elegant methods for characterizing both the mobility and singula-
rities of linkages and also offers a straightforward way to derive velocity equations. These
equations establish a relationship between a vector containing all the actuated joint velocities

and the velocity of a linkage’s output body.

For serial mechanisms, this relationship directly yields a matrix known as the Jacobian ma-
trix, which contains numerous pieces of information about the linkage’s kinematic behavior.
For parallel or, more generally, hybrid linkage, the velocity relationship involves two distinct
matrices. The Jacobian matrix can then be obtained by multiplying the inverse of the first
matrix by the second. However, this operation is almost always performed numerically, which

results in the loss of the structural information contained within the Jacobian matrix.

The main goal of this thesis is to provide an analytical expression of the Jacobian matrix
using screw theory. By geometrically modeling external efforts, one can in return significantly
describe the linkage’s allowed motions. The columns of the Jacobian matrix as provided in
this paper concisely describe the nature of the motions, the velocity amplification between
the actuated joints and the end-effector, as well as the conditions under which singularities

occur.

Several classes of mechanisms are studied. The latter are characterized not only by their
prospective motion but also by the constraints imposed on them. The expression of the
Jacobian matrix as provided in this paper is applicable for all linkages whose constraints are of
the same nature. Each class of mechanisms is illustrated by several examples to demonstrate
the versatility of the resulting equations. The mechanisms examined in this work include
planar, rotational, and translational linkages. Then another categories of spatial linkages

which share common characteristics with three, then six degrees of freedom, are investigated.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

La théorie des visseurs est un outil mathématique puissant pour I’étude des mécanismes.
Elle permet de modéliser les efforts mécaniques et les vitesses sous forme de droites dans
I’espace, chacune de ces droites étant associée a un scalaire appelé pas. Les principaux avan-
tages de la théorie sont d’étudier les mobilités des mécanismes, de décrire les conditions
dans lesquelles les mouvements de ces derniers dégénerent, ainsi que d’établir facilement des
équations de vitesses. Pour un mécanisme, ces équations permettent de relier le vecteur des
vitesses actionnées au vecteur des vitesses d'un corps de sortie. Pour les mécanismes sériels,
cette relation est linéaire et fait apparaitre une matrice, appelée matrice jacobienne, qui a un
role fondamental en cinématique. En revanche, pour les mécanismes paralleles ou de topolo-
gies complexes, il n’est pas aussi aisé¢ d’établir I’expression de cette matrice et la relation de
vitesse fait généralement apparaitre deux matrices jacobiennes partielles distinctes. L'unique
matrice jacobienne est dans I'immense majorité des cas obtenue numériquement a partir de
ces matrices jacobiennes partielles. Nous allons montrer comment la théorie des visseurs com-
binée avec des outils d’algebre linéaire permet d’obtenir une expression analytique de cette

matrice pour des mécanismes paralleles.

1.1 Définitions et concepts de base

Les mécanismes sont présents aussi bien dans les objets qui nous entourent au quotidien que
dans les robots les plus performants développés dans les meilleures universités et entreprises
du monde. Ils ont été étudiés dans le monde occidental au moins depuis I’Antiquité et les
travaux d’Archimede. Les mécanismes ont depuis accompagné les grandes avancées techno-
logiques de I’humanité. Parmi elles, on peut par exemple citer la presse de Gutenberg ou la
machine a vapeur de Watt, qui ont toutes deux profondément influencé la société de leurs
époques. Depuis, les mécanismes ont grandement favorisé 'industrialisation par les lignes
d’assemblage puis la robotisation. Ils sont encore présents, notamment au travers des robots

collaboratifs dans la récente « Industrie 4.0 ».

Les mécanismes sont un constituant fondamental de la robotique et de maniére plus générale
de la mécatronique. Cependant, en profitant des actionneurs et capteurs de plus en plus
perfectionnés, la mécatronique tend a faire la part belle a la commande et aux algorithmes
de controle, délaissant ainsi la partie mécanique des systemes. Une bonne illustration de
I'importance des algorithmes est donnée par le développement et la propagation fulgurante de

I'intelligence artificielle. Cependant, méme la meilleure intelligence artificielle du monde reste



simplement un programme informatique si elle n’est pas associée a un systeme mécanique.
De plus, si ce dernier est mal congu, alors un dispositif mécatronique peut au mieux peiner

a accomplir une tache donnée, au pire dysfonctionner totalement.

Ainsi, méme dans 'ombre des algorithmes de controle, I'analyse de la mécanique d’un sys-
teme reste essentielle. Comprendre et analyser le fonctionnement des mécanismes, ¢’est-a-dire
caractériser leurs mouvements soumis a ’application d’une force externe, permet d’apporter
énormément a la synthese et a ’analyse d'un systeme robotique. Il est donc nécessaire de
développer et exploiter des outils théoriques et mathématiques permettant d’analyser la géo-
métrie des mécanismes afin de décrire les forces, ainsi que les vitesses interagissant en leur

sein.

En cinématique, c’est-a-dire dans le domaine de I'analyse des mouvements, la matrice jaco-
bienne joue un role primordial. Elle permet d’établir un lien direct entre les vitesses d’action-
nement d’'un mécanisme et les vitesses en sortie de ce dernier. Réciproquement, cette matrice
donne une relation entre les efforts que peuvent fournir les actionneurs et les efforts extérieurs
imposés au mécanisme. Cette relation instantanée est linéaire et permet d’exploiter les outils
mathématiques de 'algebre du méme nom. Elle permet également I’étude des singularités,
c’est-a-dire les conditions géométriques ou les mouvements possibles d'un mécanisme sont
localement altérés. La matrice jacobienne contient ainsi énormément d’informations sur le

comportement d’un mécanisme.

FIGURE 1.1 Mécanisme sériel et mécanisme parallele

L’obtention de la matrice jacobienne est aisée pour les mécanismes sériels. Ces derniers
consistent en un enchainement de corps rigides connectés par des liaisons, allant du bati
au corps de sortie, appelé organe terminal. La figure 1.1 (gauche) montre un exemple de
mécanisme sériel qui possede trois liaisons actionnées et indépendantes. Les mécanismes pa-
ralleles sont des mécanismes dont 'organe terminal est connecté au bati par au moins deux
chaines sérielles. Toutes les liaisons ne sont pas forcément actionnées. La figure 1.1 (droite)
montre un mécanisme parallele élémentaire connecté par deux chaines sérielles. Les méca-

nismes hybrides sont des mécanismes ni sériels, ni purement paralleles. Ils sont en général



composés de chalnes cinématiques interconnectées. Ces mécanismes ainsi que les mécanismes
paralleles possedent des articulations qui ne sont pas actionnées, dites passives. Le mécanisme
de la figure 1.1 (droite) n’a par exemple que deux liaisons actionnées sur les cing. La présence
de liaisons passives complique I'obtention de la relation d’entrée/sortie en vitesse, puisqu’a
chaque liaison passive est associée une vitesse également dite passive qu’il est nécessaire
d’éliminer. Pour ce faire, il est indispensable d’exploiter les différentes relations géométriques
régissant le mécanisme étudié. Si cela peut étre relativement aisé pour le mécanisme parallele
montré figure 1.1 (droite), cela I'est moins pour des mécanismes possédant un nombre de

branches plus élevé ou des chaines interconnectées.

La théorie des visseurs permet de pallier ces difficultés. Cette théorie a été introduite par
Ball [1] au début du siecle dernier, puis oubliée durant des décennies avant d’étre remise au
gotit du jour par Hunt [2]. Elle est depuis couramment utilisée pour modéliser des systéemes
robotiques, voir notamment [3] et [4]. Elle propose un cadre unifié¢ entre les vitesses et les
efforts par la géométrie des droites dans 'espace, donnant une représentation compacte et
significative de ces grandeurs. La théorie permet de décrire efficacement les mobilités des
mécanismes ainsi que leurs conditions de singularités. En exploitant la dualité entre efforts
et vitesses, les relations linéaires entre le vecteur des vitesses actionnées et le vecteur vitesse

de sortie peuvent étre obtenues quasiment immédiatement.

Pour les mécanismes sériels, I’équation de vitesse fait directement apparaitre la matrice ja-
cobienne. Par exemple, pour le mécanisme montré figure 1.1 (gauche), on peut modéliser
chacune des trois liaisons par un visseur et la matrice jacobienne est alors simplement une
collection de ces trois visseurs. Pour un mécanisme parallele, comme typiquement celui mon-
tré figure 1.1 (droite), ’équation de vitesse fait en revanche apparaitre deux matrices jaco-
biennes partielles distinctes. La matrice jacobienne peut s’obtenir alors en inversant une de

ces matrices et en la multipliant a la seconde.

1.2 Motivation du projet

L’opération mathématique que nous venons de décrire est dans 'immense majorité des cas
réalisée numériquement, avec les problemes numériques que cela entraine. Les composants de
la matrice a inverser ont des unités différentes, rendant cette derniere mal conditionnée, en
particulier a 'approche de singularités [5,6]. Il existe certes quelques exemples de matrices
jacobiennes analytiques, voir [7-11] par exemple. Cependant, les expressions analytiques de

matrices jacobiennes brillent surtout par leur absence dans la littérature scientifique.

Une matrice jacobienne peut certes étre obtenue numériquement. En revanche, en faisant



cela, nous perdons des informations sur le comportement cinématique du mécanisme. La
motivation derriére ce projet est d’analyser certaines classes de mécanismes et de certains
mécanismes partageant des caractéristiques communes afin de donner leur matrice jacobienne.
La volonté est de répondre a la simple question suivante : Dans un mécanisme paralléle ou
hybride, si 'on actionne une liaison donnée a une vitesse donnée, quel sera le mouvement
de l'organe terminal qui en découle? On souhaite par la savoir si l'organe terminal a un
mouvement de translation, de rotation, ou une combinaison des deux, et surtout a quelle

vitesse il se meut. Cela revient a chercher le modéle cinématique direct (MCD) du mécanisme.

1.3 Objectifs de recherche

L’objectif principal est de proposer explicitement le MCD de plusieurs mécanismes ou classes
de mécanismes paralléles, ce qui revient a donner la forme analytique de leur matrice jaco-
bienne. Pour cela, nous nous servirons du cadre mathématique de la théorie des visseurs afin
d’établir leurs équations de vitesses qui nous serviront de base pour établir les expressions

de la matrice jacobienne.

Les matrices jacobiennes sont recherchées non seulement sous forme analytique mais surtout,
a I'image des mécanismes sériels, comme collection de visseurs. Ainsi, les résultats obtenus

pourront étre analysés et décrits de maniere significative a travers une approche géométrique.

Un objectif subsidiaire est de donner la forme la plus générale possible des matrices jaco-
biennes obtenues, afin que la méthode présentée puisse étre appliquée & de nombreux méca-
nismes. Les équations seront données de maniere vectorielle, permettant ainsi de s’adapter a
tout type de paramétrage. Nous fournirons des exemples concrets pour toutes les catégories
de mécanismes que nous étudierons. Cela permettra d'une part d’illustrer les équations obte-
nues, mais également de montrer que ces dernieres sont applicables pour une grande variété

de mécanismes.

1.4 Plan de la thése

Le premier chapitre 2 sera consacré a une revue de littérature. Cette derniére nous permettra
de nous familiariser avec les mécanismes et surtout d’introduire les fondamentaux mathéma-
tiques de la théorie des visseurs. Le chapitre 3 sera dédié a 1’étude des mécanismes plans.
Le chapitre suivant se consacrera a deux classes de mécanismes spatiaux qui sont les méca-
nismes rotationnels et translationnels. Finalement, le chapitre 5 sera consacré a I'étude de
deux mécanismes, le 3— RPS et le 6—U PSS ainsi qu’a ceux qui partagent des caractéristiques

similaires.



CHAPITRE 2 REVUE DE LITTERATURE

2.1 Meécanismes

2.1.1 Généralités sur les mécanismes

Les mécanismes peuvent étre définis comme un ensemble de corps agencés de maniere a
transformer un mouvement afin de générer des vitesses et /ou d’appliquer des efforts. Pour étre
plus rigoureux, selon 'TFToMM (International Federation for the Promotion of Mechanism

and Machine Science) [12], un mécanisme est défini par un :

Systéme de corps contraint et congu pour convertir des mouvements de, et des
forces sur, un ou plusieurs corps en mouvements contraints de, et des forces sur,

les autres corps.

Cette définition, bien qu’un peu abscons, est assez générale pour englober I'intégralité des
mécanismes existants. Il existe pourtant une grande pluralité de ces derniers et leur classi-
fication des mécanismes reste un probleme ouvert. Il est par exemple possible de classer les
mécanismes en fonction de leur fonction, des types de mouvement qu’ils sont capables de

générer, des types de technologies de transmission de mouvement qu’ils contiennent, etc...

Comme nous aurons 1’occasion d’y revenir plus tard, nous allons dans ce document principale-
ment nous concentrer sur des mécanismes composés de corps connectés par des articulations,
également appelées liaisons (en anglais joint ou kinematic pairs). Les corps, aussi appelés
membrures (en anglais bodies ou links), sont considérés comme rigides, on supposera donc
que les membrures sont indéformables. On appelle communément mécanisme a membrures

rigides ce type de mécanisme.

Une notion fondamentale commune a n’importe quel mécanisme est appelée degré de liberté
(DDL). Toujours d’apres I'IFToMM, un DDL est défini par le « nombre de variables indé-
pendantes qui doivent étre définies comme mouvement d’entrée ». En général, on définit les
DDLs d’un mécanisme par ce qu'on appelle les coordonnées généralisées, qui sont différentes
des coordonnées cartésiennes. Elles sont bien souvent associées aux parametres régissant I'ac-
tionnement du mécanisme. Nous ferons dans ce document une distinction avec une notion
tres proche et souvent confondue qui est la mobilité d'un mécanisme. Il s’agit du nombre
réel de mouvements possibles et indépendants dans un mécanisme. Le nombre de mobilité
peut étre inférieur au nombre de DDLs si par exemple des contraintes internes au mécanisme
empéchent le mouvement, ou si ce dernier a une configuration spécifique modifiant son fonc-

tionnement usuel. On parle aussi de mobilité pour caractériser la nature du mouvement. On



va pouvoir (par exemple) dire que la mobilité d'un corps d’'un mécanisme a un DDL est une
rotation pure. Ces mobilités peuvent changer localement, ¢’est-a-dire que cette méme rotation
peut instantanément se transformer en translation selon la configuration du mécanisme. La
formule la plus utilisée pour calculer le nombre de DDLs d’un mécanisme est donnée par la
formule de Tchebychev-Griibler-Kutzbach, plus communément simplement appelée formule

de Griibler. Elle est donnée par :
J
M=dN-1+J)+>_ fi (2.1)
i=1

ou M est le nombre de DDLs, N le nombre de corps du mécanisme (en comptant le bati),
j le nombre de liaisons et f; le nombre de DDL de chaque liaison. Le chiffre d vaut 6 ou 3
selon si le mécanisme est respectivement spatial ou plan/sphérique. Cette formule n’est pas

infaillible car elle prend en compte ni ’architecture ni la géométrie des mécanismes.

L’ensemble des coordonnées généralisées est regroupé dans un vecteur q. La pose de 1'organe
terminal est regroupée dans un vecteur que I’on note X. Cette derniere décrit la position d'un
corps dans l’espace ainsi que son orientation par rapport a un repere fixe. Une maniere de
caractériser les mécanismes est de comparer la dimension des vecteurs q et X de la maniere
suivante :

— Si dim(q) = dim(X), le mécanisme est pleinement actionné. Il y a autant de para-

metres pour définir la pose que de DDLs.

— dim(q) > dim(X), le mécanisme est redondant, il y a plus d’actionneurs par rapport

au nombre de mobilités du mécanisme.

— dim(q) < dim(X), le mécanisme est sous actionné, il n’y a pas assez d’actionneurs
pour définir la pose.

Les mécanismes pleinement actionnés constituent la grande majorité des mécanismes exis-

tants. Le sur-actionnement est principalement utilisé pour augmenter la précision et le controle

d’un systeme [13,14]. Mais ils sont également courant pour les robots paralleles a cébles
[15-17].

La derniere catégorie s’avere tres intéressante pour au contraire limiter le nombre d’action-
neurs. Certaines liaisons de tels mécanismes peuvent étre laissées totalement passives (typi-
quement un pendule). Tl existe par exemple une classe entiére de robots marcheurs basés sur
des pendules inversés qui peuvent se mouvoir & moindre frais (d’un point de vue énergétique),

grace a la gravité et une simple pente [18-20].



— mécanisme de transmission
Triggered COphalanges

Spring Friction
2 % Continuous
Damper Mass/Inertia

p ) ) a) Tendon/poulies b) Cinq barres ¢) Six barres
(a) Eléments passifs, (reproduction

avec l'autorisation du professeur Bir- (b) Mécanismes de transmission, (reproduction avec l'auto-
glen, tirée de [21]) risation du docteur Mouazé, tirée [22])

FIGURE 2.1 Eléments d’un mécanisme auto-adaptatif

Certains mécanismes sous actionnés sont appelés auto-adaptatifs [21,23]. Les liaisons non
actionnées de ces derniers ne sont pas purement libres mais contraintes par des éléments
passifs (des ressorts en majorité, mais pas toujours [24]), voir figure 2.1a. Ces derniers sont
combinés a des mécanismes de transmission [25-27], comme illustré figure (2.1b). Ces liaisons
contraintes vont s’activer uniquement sous l'effet des efforts extérieurs appliqués au méca-
nisme [28-30]. Ce dernier va ainsi dans ce cas changer son comportement et s’adapter a son
environnement. Un exemple est fourni figure 2.2 ou un doigt sous-actionné s’adapte a la forme
d’un objet. C’est un domaine particulierement utile notamment pour la préhension puisque
il n’est pas nécessaire a priori de connaitre la forme de 1'objet a attraper. Certaines études

ont esquissés les prémisses d'une extension a la locomotion [31-33].

AL

FIGURE 2.2 Séquence de fermeture d’'un doigt sous-actionné, (reproduction avec ’autorisa-
tion du professeur Birglen, tirée de [21])



Les systémes auto-adaptatifs peuvent notamment étre construits par des mécanismes diffé-
rentiels [34,35]. Ces derniers permettent de distribuer 'action d’une entrée vers plusieurs
sorties et inversement. Cela peut se faire, entre autres, par des membrures rigides [36], des
trains d’engrenages [37], des systemes de poulies [38-42], des fluides [43], etc... 1] existe effec-
tivement une grande variété de manieres de transmettre le mouvement. Reuleaux a catégorisé
a la fin du 19éme siecle les machines selon six catégories, incluant notamment les engrenages,
les mécanismes a courroie et les mécanismes a cames [44]. Les mécanismes a membrures
rigides n’emploient qu'un seul type de transmission parmi les six définies par Reuleaux. Ce-
pendant, il est possible d’établir des équivalences cinématiques entre les types de mécanismes.
Par exemple, la figure 2.3 montre pour les trains d’engrenages, les couples de poulies et les
systemes de cames un mécanisme a quatre barres équivalent. Un mécanisme a quatre barres

étant un mécanisme a quatre liaisons connectées par quatre corps, bati compris.

Came et galet

FIGURE 2.3 Equivalences entre un mécanisme a quatre barres et différentes méthodes de
transmission du mouvement, (reproduction avec I'autorisation du professeur Birglen, tirée
de [45] et inspirée du cours WB3303 : Mechanisms de TU Delft)



Ces équivalences entre mécanismes sont généralement instantanées, la configuration du quatre
barres va en effet changer au cours du temps contrairement par exemple a I’engrenage. Il est
cependant possible d’obtenir des équivalences cinématiques valables en tout temps en utilisant
des géométries non linéaires [46-53]. Par exemple, la figure 2.4 montre trois mécanismes
différents ayant chacun une relation d’entrée sortie identique. Une rotation complete autour

du point A entraine la méme vitesse de rotation autour du point B.

A 55 - Lvﬁv\;
SV R | ﬁf\ > zw
o i) Q(
S D) &T& (B .
S I g
2/ p N \/1’7 \<V<
1/\\/5_/ N - VAR

F1GURE 2.4 Engrenages non circulaires, poulies non circulaires et mécanisme a quatre barres
cinématiquement équivalents

Il existe une catégorie de mécanismes dont les membrures sont déformables et dont 1'im-
portance est croissante en robotique. Ils sont appelés mécanismes compliants [54] et leur
fonctionnement repose justement sur ’élasticité des des corps qui les composent. Les figures
2.ba et 2.5b montrent deux exemples de tels mécanismes, le premier est dit a compliance
localisée et le second a compliance distribuée. Dans les deux cas, il est également possible
d’établir une équivalence cinématique avec des mécanismes a membrures rigides via ce que
I'on appelle le modéle pseudo rigide [54]. Le mécanisme montré figure 2.5¢ est par exemple
parfaitement équivalent a ceux des figures 2.5a et 2.5b. Il est a noter que les mécanismes a
membrures rigides et les mécanismes compliants ne sont pas opposés. De nombreux méca-
nismes bio-inspirés comme par exemple certaines protheéses ou exo-squelettes ainsi que des
jambes robotiques combinent mécanismes rigides, cables et éléments compliants. L’objectif
est d'une part de déporter 'actionnement et d’autre part de restituer 1’énergie électrique

emmagasinée par la déformation des matériaux [55-64].
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(a) Compliance localisée (b) Compliance Distribuée (c) Modéle Equivalent

FIGURE 2.5 Mécanismes a quatre barres compliants

Il existe de nombreux autres types de mécanismes. Parmi les recherches les plus récentes, on
retrouve les mécanismes faits d’origamis [65-67]. Ce type de robots est le plus souvent obtenu
par pliage d’une feuille dont les plis sont des liaisons compliantes, voir par exemple [68,69].
Il est également possible de créer de tels robots en assemblant des plaques entre elles par des
articulations, voir par exemple [70]. Cette deuxiéme technique permet de créer des robots
modulaires pouvant changer de topologie [71]. De nombreuses recherches actuelles portent en
effet sur des robots reconfigurables [11,72-74], capables de changer d’architecture et donc de
fonction suivant les situations. Il existe par exemple toute une classe de robots mobiles dont
les roues se transforment en jambes et inversement selon le terrain [29,75-78]. Les mécanismes
déployables [79-81] sont actuellement beaucoup étudiés notamment pour le domaine spatial et
la chirurgie minimalement invasive. Dans cette idée la, on retrouve beaucoup de mécanismes
contintiment déformables [82-89], qui sont compliants, constitués de membrures connectées

entre elles par des cables ou encore gonflables [90,91].

Ainsi, la cinématique est toujours un domaine d’étude actif. Les recherches ont désormais
tendance a se concentrer sur des mécanismes plus souples que leurs pendants a membrures
rigides. Cela passe par leur conception (éléments flexibles et/ou emploi de cébles), mais
également par leur fonction (mécanismes auto-adaptatifs ou reconfigurables). Cependant,
peu importe le mécanisme, leur analyse repose bien souvent sur des modeles de mécanismes a
membrures rigides cinématiquement équivalents. Cette équivalence peut étre instantanée, voir
figure 2.3, parfaitement équivalente, voir figures 2.4 et 2.5, approchée par discrétisation [92].

L’analyse des mécanismes a membrures rigides demeure donc essentielle a la cinématique.
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2.1.2 Meécanismes a membrures rigides
Concepts fondamentaux

Les différents corps d’un mécanisme a membrures rigides sont connectés par des articulations.

Parmi elles, il existe trois liaisons possédant un seul DDL. Il s’agit de :

— La liaison prismatique (P), dont la mobilité est une translation pure dans une direction
donnée. Usuellement appelée glissiére en frangais, on préférera le terme prismatique

pour coller avec le nom anglais prismatic.

— La liaison rotoide (R), dont la mobilité est une rotation autour d’un axe. Usuellement
appelée liaison pivot en francais, on préférera ici le terme rotoide pour garder la méme

initiale que son nom anglais (revolute).

— La liaison hélicoidale (H), dont la mobilité est une rotation autour d’un axe couplée
avec une translation dans la direction de ce méme axe, par un parametre appelé pas.

Elle joue un réle capital dans la théorie des visseurs.

FIGURE 2.6 Articulations a un DDL

Ces trois articulations sont représentées figure 2.6. Il existe de nombreuses autres liaisons
possédant plusieurs mobilités. Cependant, ces dernieres sont toutes cinématiquement équi-
valentes a des combinaisons spécifiques des trois articulations déja citées. Celles que 'on

rencontrera dans ce document sont :

— La liaison universelle (U), aussi appelée sphérique a doigt en frangais (ou liaison/joint
de Cardan). Il s’agit d’une articulation permettant deux rotations autour d’axes
concourants. La figure 2.7 (gauche) montre une liaison universelle composée de deux
liaisons rotoides. Les axes s’intersectent en un point que l'on appellera centre de la

liaison.
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— La liaison sphérique (S) permettant & deux corps de pivoter I'un par rapport a l'autre
dans toutes les directions. La figure 2.7 (milieu) montre une liaison sphérique comme
composée de trois liaisons rotoides. Les axes de ces derniéres s’intersectent en un point

appelé centre de la liaison.

— La liaison cylindrique (C'), aussi appelée pivot glissant en frangais. Elle consiste en une
liaison rotoide et une liaison prismatique orientées dans la méme direction, comme
montré figure 2.7 (droite). Contrairement a la liaison hélicoidale, la rotation et la

translation ne sont pas couplées, la liaison C' a bien deux mobilités indépendantes.

FIGURE 2.7 Articulations usuelles vues comme combinaisons de liaisons R et P

Il est & préciser que les liaisons montrées figure 2.7 ne refletent pas forcément la maniere dont

elles sont réalisées physiquement. Il s’agit d’une représentation équivalente cinématique.

Pour décrire 'architecture d’une chaine sérielle, la norme est d’accoler les initiales des noms
des liaisons. Par exemple, la chaine a trois liaisons rotoides montrée figure 1.1 (gauche) est
appelée RRR. Pour les mécanismes paralleles, on fait de méme mais pour toutes les chaines
sérielles connectant I’'organe terminal au bati et ’on précise le nombre de chaines identiques.
Par exemple un mécanisme dont l'organe terminal serait connecté par trois branches iden-
tiques a trois rotoides est noté 3 — RRR. Le mécanisme a cinq barres montré figure 1.1
(droite) peut étre décrit comme un 1 — RRR+ 1 — RR. Si l'on souhaite préciser quelles sont

les liaisons actionnées, alors la convention est de souligner la lettre correspondante.
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Analyse mathématique des mécanismes

Maintenant que nous avons introduit les notions fondamentales de DDLs, de corps et de
liaisons, nous allons nous concentrer sur les principes mathématiques élémentaires de I’analyse

des mécanismes.

Modeles géométriques et cinématiques

Le modele géométrique consiste a établir une relation entre le vecteur des coordonnées gé-
néralisées q et la pose X d'un corps donné dans un mécanisme. Le modele géométrique est
donné par :

f(X,q) =0. (2.2)

Pour les mécanismes sériels, il est aisé de déterminer le modéle géométrique direct (MGD)

sous la forme :

X =g(q), (2.3)

qui permet de connaitre la pose en fonction des coordonnées généralisées d’'un mécanisme.
En faisant varier les coordonnées de q sur l’ensemble de leur plage de définition, on ob-
tient 1’espace de travail du mécanisme, c’est-a-dire I’ensemble des positions que peut prendre
l'organe terminal. A Iinverse des mécanismes sériels, il est plus facile pour les mécanismes

paralléles d’obtenir le modéle géométrique inverse (MGI), a savoir :

qa=g (X). (2.4)

Puisque les équations régissant les mécanismes sont hautement non linéaires, il est général
compliqué de passer d’'un modele a I'autre. C’est une des raisons pour laquelle on préfere
étudier les mécanismes d’un point de vue cinématique, puisque les équations d’entrée/sortie
deviennent alors linéaires. En effet, en dérivant par rapport au temps le MGD d’un mécanisme

en série, voir équation (2.3), nous obtenons la relation suivante :
X = Jq, (2.5)

qui constitue le modéle cinématique direct. La matrice J est appelée matrice jacobienne. Cette

derniére est centrale dans ce travail. Elle est donnée par :

g1 991
g1 " Oqn

J = : N (2.6)
9gm 9gm

Oqp 7 Oqn
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ol m et n sont les dimensions respectives des vecteurs X et ¢. Pour les mécanismes paralléles,
et plus généralement hybrides (non purement parallele ni sériel [93]), I’équation de vitesse
reliant les vecteurs X et ¢ est obtenue en dérivant 1'équation (2.2), ce qui donne :

of o of

—~X+-—q=0. 2.7

X<t 9gd (2.7)
Il est & préciser que I’équation (2.2) contient également des vitesses passives. On considére que
ces derniéres ont été éliminées de I’équation (2.7). Cette opération peut s’avérer rapidement

fastidieuse, en particulier pour les mécanismes spatiaux, voir [7,94-96].

L’équation (2.7) fait intervenir deux matrices jacobiennes partielles distinctes, qui contrai-

rement a la matrice jacobienne, ne sont pas uniques. La matrice g—)f( sera appelée matrice
jacobienne parallele. La matrice —g—fl sera quant a elle appelée matrice jacobienne sérielle.

Pour obtenir le modele cinématique direct sous la forme de 'équation (2.5), il est possible

d’obtenir la matrice jacobienne par l'opération :

of \ ' [ of
J=—|— — . (2.8)

0X oq
Cette opération n’est possible que si la matrice jacobienne paralléle est inversible, car dans
le cas contraire, la matrice jacobienne J n’est pas définie. Pour les mécanismes paralleles,

la matrice jacobienne sérielle est tres souvent diagonale et il est alors beaucoup plus simple

d’obtenir le modéle cinématique inverse (MCI), a savoir :
q=J"'X. (2.9)

Dans le cadre des mécanismes paralleles, certains auteurs parlent de matrice jacobienne pour
désigner l'inverse de cette derniere, mais ce n’est pas la terminologie que nous utiliserons. Il
faut noter qu’il existe une vraie dualité, dont nous aurons I'occasion de reparler, entre forces
et vitesses. Ainsi, si 'on note t le vecteur des efforts associés a chaque coordonnée généralisée,
et f le vecteur des efforts de I'organe terminal, alors la transposée de l'inverse de la matrice

jacobienne permet de donner le modele en force direct :
f=J"¢t (2.10)

A Dinverse du MCD, il est relativement aisé d’obtenir cette relation pour les mécanismes

paralleles et bien plus compliqué pour mécanismes sériels.
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Singularités

L’opération d’inversion donnée équation (2.8) destinée a obtenir la matrice jacobienne est
comme nous 'avons déja évoqué rarement effectuée analytiquement pour deux raisons princi-
pales. La premiere est que ce calcul est en général tres complexe, la seconde est que I’équation
(2.7) donne déja beaucoup d’informations sur le comportement un mécanisme, notamment
sur 'apparition de singularités. Mathématiquement, cela se traduit par la chute de rang d’une

ou des deux matrices jacobienne de I’équation (2.7) [97,98].

— Si det (g—(ﬁ) = 0, on parle de singularité de type 1. Dans cette situation, le mécanisme
perd localement une ou plusieurs mobilités. Ainsi, le robot ne peut se mouvoir dans

certaines directions malgré une entrée non nulle.

— Si det (%%) = 0, on parle de singularité de type 2. La pose de I'organe terminal devient
incontrolable et peut bouger dans certaines directions malgré une entrée nulle. Dans
ce cas la, ni le modele cinématique direct ni la matrice jacobienne ne sont définies,

puisque la matrice jacobienne paralléle n’est plus inversible, voir équation (2.7).

Il est également possible de définir les singularités de type 3 qui apparaissent lorsque le
mécanisme subit dans un méme temps des singularités de type 1 et 2. Il est a noter que cette
classification n’est pas compléte puisque pour estimer le déterminant des matrices, il faut
que celles-ci soient carrées. C’est en général le cas pour la matrice parallele jacobienne mais
pas toujours pour la matrice jacobienne sérielle. Dans ce cas-1a, on parle de singularité de
type 1 lorsque I'une de ses colonnes devient nulle, ou lorsque au moins deux de ses colonnes
deviennent linéairement dépendantes. Dans ce document nous nous contenterons de ces deux

types de singularités bien qu’il existe d’autres classifications plus completes [99,100].
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2.2 Théorie des visseurs

2.2.1 Introduction et définitions mathématiques

La théorie des visseurs permet de modéliser les vitesses instantanées d’un corps dans 1’espace
ainsi que les efforts extérieurs qui lui sont appliqués sous une représentation compacte, unifiée

et élégante. On différencie deux types de visseurs :

— Les wisseurs qui regroupent la vitesse angulaire d’un corps et la vitesse de translation
d’un point de ce corps. En anglais, un visseur est appelé twist, et en francais parfois

torseur cinématique

— Les torseurs qui regroupent les couples appliqués a un corps et les forces pures appli-
quées en un point de ce corps. En anglais, un torseur est appelé wrench, et en francais

parfois torseur des actions mécaniques, ou éventuellement torseur statique

En anglais, la théorie des visseurs s’appelle screw theory. Un screw désigne a la fois les visseurs
et les torseurs (twists et wrenches). En frangais, sa traduction serait vis, bien que ce mot n’est
en pratique que peu utilisé et les auteurs francophones choisissent indépendamment le mot
visseur ou torseur pour désigner les deux. Dans cette section, et uniquement, on utilisera le

mot vis pour les définitions et propriétés communes a la fois aux visseurs et aux torseurs.

La théorie des visseurs modélise par un formalisme unifié la version infinitésimale du théo-

reme de Chasles-Mozzi [101] et du théoreme de Poinsot :

— Théoreme de Chasles-Mozzi : tout mouvement de corps rigide peut étre décrit a ’aide

d’une rotation autour d’un axe, associée a une translation le long de cet axe.

— Théoreme de Poinsot : tout effort mécanique appliqué a un solide rigide peut étre

réduit a une force selon un axe et d'un couple autour de cet axe.

Ainsi, les vis sont des objets mathématiques représentant des droites dans I’espace cartésien,
associées a des scalaires, appelés pas régissant le vissage autour de cette droite. L’expression

d’une vis a pas fini est :
S

$ (s) = : (2.11)

S X rxo+ hs
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ou s est le vecteur directeur de la droite, X est un point appartenant a cette droite, O est
la position de l'origine et rxo un vecteur allant du point X a 'origine. Quant a h, il s’agit
du pas. Si ce dernier est infini, alors les visseurs et torseurs ont une expression différente de

celle donnée a ’équation précédente, a savoir :

8oo(s) = [03“] : (2.12)
S
ol 05,7 est le vecteur nul de taille 3 x 1 et s le vecteur définissant la direction de la vis. Si le
pas est infini, la vis représente en effet uniquement une direction dans ’espace et la notion
de point d’application disparait (typiquement un solide en translation pure ou un couple pur
appliqué a ce solide). Si le vecteur s des équations (2.11) ou (2.12) est normalisé, on parle de

vis unitaire.

Les articulations liaisons prismatiques, rotoides et hélicoidales sont modélisés par des visseurs
unitaires respectivement a pas infini, nul et fini (h # 0). Les contraintes sont elles modélisées
par des torseurs unitaires, a pas infini 8’il s’agit d’un couple pur, a pas nul s’il s’agit d’une
force pure, ou a pas fini pour un couple et une force appariés. Les visseurs sont communément
noté par la lettre grecque xi et les torseurs par la lettre zeta. En ce qui concerne les vis d’une

membrure, son visseur et le torseur qui lui est appliqué sont donnés respectivement par :

e-[2) w e- 1) "

ou (2 est le vecteur des vitesses de rotation, f celui des forces tandis que Vp est le vecteur
de vitesses de translation du point P et T celui des moments appliqués au méme point. Tous
ces vecteurs sont de dimension 3 x 1. Il existe une légere différence entre les vis introduites
équations (2.11) et (2.12) et celles de I’équation (2.13). Si I'on prend le cas des visseurs, alors
les visseurs unitaires des équations (2.11) et (2.12) représentent la potentialité de mouvement
d’un corps tandis que I’équation (2.13) représente ses vitesses réelles. Les deux visseurs sont

cependant liés par la relation :

&= 5,)5 (s) 0 pour un mouvement hélicoidal (214)
¢ )

= €.(s) p pour un mouvement de translation,

ot 0 est une vitesse de rotation et p une vitesse linéaire. Cette remarque est également valable

pour les torseurs.
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2.2.2 Autres représentations des vis

Les vis que nous avons introduites sont des vis instantanées, donc décrivant le mouvement et
les contraintes a un instant donné. Il existe en opposition des visseurs finis (a ne pas confondre
avec visseurs & pas finis) qui vont représenter un mouvement dans son ensemble comme
décrit par le théoréme de Chasles-Mozzi cité plus haut [102]. Typiquement, le paramétrage
de Denavit-Hartenberg [103], tres utilisé pour décrire le modele cinématique direct des robots

sériels fait intervenir ce que 1’on appelle une matrice homogene :

[ R p] , (2.15)

01><3 1

ou R est une matrice de rotation décrivant I'orientation d’un corps par rapport a une droite
et p représente la position de ce corps par rapport a l'origine. Cette matrice est une repré-

sentation d’'un visseur fini. En la dérivant par rapport au temps, on obtient :

X

O 0 —Q3 Q
Q% Vp
s avec QX: QQ == Qg 0 _Ql (216)

E:
0
13 Q4 —Q, Q 0

ol Vp est la vitesse linéaire d'un corps et £2* est la matrice antisymétrique du vecteur de
vitesse angulaire Q. L’équation (2.16) définit un visseur sous forme matricielle. 11 est ici
exprimé comme un élément de l'algebre de Lie associée au groupe SFE(3), qui correspond au
groupe des déplacements rigides. Le visseur £ appartient a 1’espace tangent de ce groupe et
ainsi représente les vitesses instantanées d’un de ces déplacements. Ce visseur exprime donc
la méme chose que celui donné équation (2.13). Il est a noter qu’en revanche, il est treés rare
de définir des torseurs sous forme matricielle, puisqu’il n’existe pas vraiment d’équivalent de
SE(3) pour les efforts.

La matrice homogene introduite a 1’équation (2.15) est une application linéaire agissant
sur les objets géométriques de 'espace projectif. En géométrie projective, les points sont
représentés par des coordonnées homogenes qui sont ’équivalent des coordonnées cartésiennes
pour 'espace euclidien. Pour un point de I’espace euclidien & trois coordonnées, son équivalent
dans I'espace projectif en possede quatre. Une droite reliant deux de ces points dans 1’espace
projectif est quant a elle représentée par un objet mathématique a six coordonnées qui est
donné par :

[s7 (s xrxo)] (2.17)

ou s est le vecteur directeur de la droite et ryp un vecteur allant d’un point de la droite a



19

I'origine. Ces coordonnées sont appelées coordonnées de Pliicker [104]. Ainsi, les coordonnées
des visseurs et torseurs a pas nuls donnés équation (2.11) sont les coordonnées de Pliicker de

leur droite.

Il existe une troisieme représentation des vis qui est donné par les nombres duaux [105-107].
Il s’agit de nombres qui ressemblent fortement aux nombres imaginaires. Ils possedent une
partie réelle a et une partie duale b. Un nombre dual z est donné par z = a 4 € b ol € est un
nombre non nul tel que €2 = 0. En utilisant les nombres duaux, il est possible d’écrire les vis
de la maniere suivante :

E=Q+eVp et (=f+er, (2.18)

ce qui permet de manipuler vecteurs de dimension 3 x 1 et utiliser les outils de ’algebre
linéaire propres a cette dimension (principalement le produit vectoriel). Nous avons évoqué
les trois maniéres principales pour représenter des vis (algebre de Lie, coordonnées de Pliicker
et nombres duaux). Les avantages et inconvénients des différentes formes ainsi que les liens
entre algebre de Lie et géométrie projective peuvent étre retrouvés en [108]. Il est cependant
a noter que ce ne sont pas les seules représentations mathématiques de vis existantes. L’al-
gebre géométrique permet par exemple de modéliser des vis par des multi-vecteurs [109]. Les
mouvements de solides rigides peuvent également étre décrits par des outils mathématiques
plus complexes, comme par exemple 1'algebre des quaternions [110], quaternions duaux [111]

ou nombres hyper duaux [112].

Par la suite, nous travaillerons uniquement avec des vis, plus particulierement celles dont la
forme est donnée équations (2.11) et (2.12). La premiere raison est qu’il s’agit du formalisme
trées répandu dans la littérature. La deuxieme est que 'on peut sous certaines conditions
traiter ces vis comme des vecteurs, et utiliser les outils de I'algebre linéaire. Cependant,
comme nous venons de I’évoquer, les vis ne sont pas exactement des vecteurs et ’algebre
linéaire est a utiliser avec précautions. Par exemple, la norme d’une vis correspond a la
norme de son vecteur directeur et non a la norme de la vis dans son intégralité traitée comme
un vecteur 6 x 1. La troisiéme raison est que c’est cette forme qui permet d’exploiter au

mieux la dualité entre vitesses et forces [108].

Il est nécessaire pour exploiter cette dualité d’introduire une opération entre vis appelée
produit réciproque. Le produit réciproque entre deux vis $, et $;, données par les équations
(2.11) et/ou (2.12) est défini par :

$,08, =8/ A%, avec A= (2.19)

03x35 I3
I;  Osus|
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ce qui donne un scalaire. La matrice A permet de permuter les vecteurs de 'une des deux

T T
vis. Si §, = [alT aﬂ et 8§, = [blT bg] , alors cela revient a écrire :
$,0%, =a] by +alb,. (2.20)

Il existe une autre opération entre vis qui est une sorte d’équivalent du produit vectoriel dans

I’espace des vis, simplement appelé produit de visseurs. Elle est donnée par :

b b
$.x 8= | x| = L b . (2.21)
a b2 al><b2—b1><ag

Cette opération donne une vis. Il est & noter que le visseur obtenu est réciproque a $, et $,.
Cette opération est beaucoup moins utilisée que le produit réciproque mais va s’avérer impor-
tante dans ce travail. Dans le cadre de I'algebre de Lie, le produit de visseurs est fondamental
et est appelé crochet de Lie. Pour les nombres duaux, on parle de motor product et est sim-
plement le produit vectoriel entre deux nombres duaux. Cette opération est principalement
utilisée pour dériver des visseurs par rapport au temps [113], comme nous le verrons cette

opération a également de I'importance pour exprimer la matrice jacobienne de mécanismes.

2.2.3 Mobilités

Comme nous 'avons déja évoqué, la théorie des visseurs permet d’analyser en détail les
mobilités d’'un mécanisme, voir par exemple [114-118]. Pas seulement en termes de quantité
comme le fait la formule de Griibler, mais une vraie description de la nature et de la géométrie
de ces dernieres. Il faut pour cela introduire la notion de réciprocité entre visseurs et torseurs.
Deux vis sont considérées comme réciproques si et seulement leur produit réciproque, voir
équation (2.19) est nul. Un torseur et un visseur définis équation (2.13) sont réciproques si
et seulement si :

Col =0T+ Vplf=0. (2.22)

D’un point de vue physique, un torseur est réciproque a un visseur si aucune puissance
instantanée n’est développée par I'application du torseur sur un corps rigide en mouvement
dont les vitesses sont définies par ce visseur. Plus simplement, deux vis sont réciproques si
I’application de I'une sur I'autre ne produit aucun mouvement. La figure 2.8 montre un corps
connecté au bati par une liaison rotoide, modélisée par un visseur a pas nul. Des forces pures
modélisées par des torseurs a pas nuls sont appliquées a ce corps. Dans la figure de gauche,
application des forces ne permet pas au corps de pivoter, les vis sont réciproques. A I'inverse

sur la figure de droite, le mouvement est possible et donc les vis ne sont pas réciproques.
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FIGURE 2.8 Application d’une force pure a une liaison rotoide

En exploitant cette réciprocité, on peut décrire précisément les mobilités d'un systeme. En
effet, dans ’espace, pour tout ensemble d’ordre n contenant des visseurs il existe un ensemble
d’ordre 6 — n de torseurs (3 — n dans le plan) dont tous les éléments sont réciproques a ceux
du premier, et inversement. C’est a dire que si nous appelons V ’ensemble de visseurs et T

I’ensemble de torseurs, nous avons :
TE=V et VI=T. (2.23)

Cette équation est vraie a la condition que les vis contenues dans un ensemble soient linéai-
rement indépendantes. La dépendance entre vis fonctionne de la méme maniere que pour les
vecteurs classiques. On dit que n vis sont linéairement indépendantes si et seulement si la

solution de I’équation :
n

> Ai8i = 061 (2.24)

i=1
implique que les n coefficients \; soient nuls. La figure 2.9 montre les trois liaisons a unique
DDL et leurs visseurs associés. Pour chacune des trois, il est possible d’identifier cinq torseurs
réciproques qui satisfont I’équation (2.23). Il est a noter que ces torseurs ne sont pas uniques.
Par exemple, la liaison prismatique connectant deux membrures implique par définition que
la premiére ne peut pas pivoter par rapport a 'autre. Ainsi il est toujours possible d’identifier
trois torseurs a pas infinis qui soient réciproques a la liaison. Ici ils ont été choisis comme
ayant pour direction les vecteurs du repere, mais n’importe quel choix arbitraire de vecteurs
est possible, du moment que ces derniers soient linéairement indépendants. De méme, pour les
deux torseurs a pas nuls qui sont réciproques a la liaison prismatique, voir figure 2.9, un autre
couple de vecteurs directeurs aurait pu étre choisi, du moment qu’ils soient perpendiculaires

a la direction de la liaison prismatique et qu’ils ne soient pas colinéaires entre eux.
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FIGURE 2.9 Visseurs et torseurs associés aux liaisons P, R et H

La mobilité d’une chaine sérielle correspond a I'union des différentes liaisons qui la composent.
Plus il existe de liaisons dans la chalne, dont les visseurs sont linéairement indépendants, plus
la mobilité du corps en bout de chaine augmente. Un simple exemple est montré figure 2.10
pour un enchainement d’une liaison P et d’une liaison R. Le corps en sortie possede a la fois
une mobilité dans la direction de la prismatique et une autre autour de I'axe de la rotoide.

A X
Ay)  §(2) COAQ

(oo (2)
\ T\\ L‘COO(Y)

z
/k
b y

FI1GURE 2.10 Visseurs et torseurs associés a une chaine sérielle spatiale PR a axes perpen-
diculaires

Lorsque le mécanisme est parallele, alors les contraintes d’un corps correspondent a 1'union
des contraintes des différentes chaines sérielles connectées a ce corps. Pour le dire de maniere
plus intuitive, si I'une des chaines sérielles ne peut créer un mouvement dans une direction
(c’est-a~dire si une contrainte I’en empéche), alors le corps connecté a cette chaine ne pourra
se mouvoir dans cette direction. Plus il y a de contraintes imposées par les chaines, moins
ce corps aura de mobilités. La figure 2.11 montre deux géométries d’'un mécanisme composé
de deux chaines PR telles que celle montrée figure 2.10. Les contraintes se répercutent sur
le corps connecté par les deux jambes. Dans le mécanisme de gauche, ce corps n’a aucune

mobilité, puisque les mobilités permises de la premiere jambe sont bloquées par les contraintes
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imposées sur la seconde et inversement. Le mécanisme montré sur la figure de droite peut en
revanche se mouvoir dans une direction puisque aucune contrainte n’empéche la translation
dans la direction des articulations prismatiques. Ce simple exemple permet de montrer que la
géométrie d’'un mécanisme influe sur ses mobilités. Nous sommes capables grace a la théorie
des visseurs de les décompter, mais également de les caractériser. La formule de Griibler
aurait quant a elle seulement fourni le nombre théorique des mobilités mais n’aurait fait

aucune différence entre les deux géométries montrées figure 2.11.
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FIGURE 2.11 Mécanismes paralleles composés de deux chaines sérielles spatiales PR a axes
perpendiculaires

2.2.4 Equations de vitesse et matrices jacobiennes

Grace a la théorie des visseurs, la ou les matrices jacobienne d’un mécanisme peuvent s’obtenir
tres facilement, voir par exemple [119-123]. Le visseur £ de I'organe terminal d’un mécanisme
sériel a n DDLs peut s’exprimer comme la somme des visseurs unitaires associées a chacune

des liaisons de la chaine de la maniére suivante :
i=1

ol &; est le visseur unitaire associé a la i-ieéme liaison associée a la vitesse actionnée ¢;. L’équa-

tion (2.25) constitue le modele cinématique direct d’'un mécanisme sériel. En introduisant le
T

vecteur des vitesses actionnées q = [q’l qn] , alors I’équation (2.25) peut se réécrire

sous forme matricielle :
=74 avec J=& ... &)l (2.26)

Ainsi, la matrice jacobienne J d’un mécanisme sériel est obtenue immédiatement comme une
collection de visseurs unitaires [124-126]. Comparé a la méthode traditionnelle qui consiste

a dériver des relations géométriques du mécanisme, aucun calcul n’est nécessaire en utilisant
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le formalisme de la théorie des visseurs.

Pour les mécanismes paralléles et /ou hybrides, il est également possible d’obtenir rapidement
une équation de vitesse reliant le visseur & et le vecteur . Cependant, une étape additionnelle
est nécessaire. LL’organe terminal d'un mécanisme parallele est connecté par au moins deux
chaines sérielles. Pour chacune des chaines, il est possible d’obtenir une relation similaire a
I'équation (2.25). Cependant ces équations contiennent des vitesses passives qui doivent étre
éliminées de la relation de vitesse finale. Pour cela, il est nécessaire d’identifier des torseurs
réciproques. Ces torseurs sont choisis pour étre réciproques aux visseurs passifs contenus dans
les branches. Par visseur passif, on entend ici un visseur associé a une vitesse passive. Par
opposition, on appellera visseurs actionnés, un visseur associé a une vitesse actionnée. Grace
aux torseurs réciproques, une relation semblable a I’équation (2.7) peut étre aisément obtenue
sous la forme :

¢ = 34, (2.27)

ou II est la matrice jacobienne parallele et 3 est la matrice jacobienne sérielle. La premiere
matrice est entierement constituée de torseurs réciproques tandis que la seconde contient des
produits réciproques entre ces torseurs et les visseurs actifs. Pour un mécanisme parallele
classique a n DDLs, n branches et un actionneur par chaine, la matrice jacobienne sérielle

est diagonale, ce qui permet d’obtenir aisément le modele cinématique inverse :
q=J"'€ avec J'=3x"I, (2.28)

sous réserve qu’aucun des coefficients de la matrice jacobienne sérielle ne soit nul, c’est a dire

hors singularités.

Les singularités s’étudient également en observant les chutes de rang des matrices jacobiennes
contenues dans les équations (2.26) et (2.27), comme nous en avons discuté a la section 2.1.2.
Cependant, puisque ces matrices jacobiennes sont constituées de vis qui représentent des
droites dans l’espace, alors il est bien plus simple de décrire géométriquement 1’apparition
de singularités. Les singularités de type 1 émergent pour les mécanismes sériels lorsque les
visseurs qui composent la matrice J, voir (2.26) deviennent linéairement dépendants, et pour
les mécanismes paralleles/hybrides lorsque les visseurs et torseurs de la matrice 3, voir
équation (2.27) deviennent instantanément réciproques. Lorsque les torseurs de la matrice IT
deviennent linéairement dépendants, voir équation (2.27), alors cela implique ’apparition de
singularité de type 2. A noter que ce type de singularité n’apparait pas pour les mécanismes
sériels. L’étude des singularités est un sujet les plus importants pour ’analyse des mécanismes
et a été abondamment traité, voir [97,124,127-129].
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Pour conclure, la théorie des visseurs présente de nombreux avantages pour I’étude des mé-
canismes, en ce qui concerne 1’étude des mobilités et des singularités, mais également pour
I’établissement des équations de vitesse. Nous avons pris le temps de rappeler les principes
fondamentaux de la théorie des visseurs car cette theése est entierement basée sur cette der-
niére. Comme nous I’avons vu, méme a l’aide de la théorie, il n’est pas aisé d’obtenir la matrice
jacobienne de mécanismes paralleles ou hybrides. Nous allons dans ce document donner le
résultat analytique de 'opération montrée (2.5) pour plusieurs catégories de mécanismes. La
matrice jacobienne ainsi obtenue sera exprimée sous forme de visseurs, de la méme maniere

que la matrice jacobienne d’un mécanisme sériel, voir équation (2.26).

2.3 Mécanismes étudiés

Dans ce document, nous allons nous concentrer sur plusieurs classes de mécanismes a mem-
brures rigides. La premiere catégorie est celle des mécanismes plans. Comme indiqué par
leur nom, il s’agit de mécanismes dont les corps peuvent uniquement se mouvoir dans un
plan donné de l'espace. 1l existe de nombreux prototypes de jambes robotiques utilisant ces
mécanismes [31-33,130-138]. De plus, ils constituent souvent des sous-mécanismes de robots

spatiaux plus complexes.

On s’intéressera également aux mécanismes rotationnels dont les mobilités sont trois rota-
tions d’axes concourants. Leur usage principal est 'orientation des corps, en particulier pour
les systemes de caméras. On étudiera les mécanismes sphériques qui sont des mécanismes
partageant de nombreuses similitudes avec les mécanismes plans. Leur particularité est que
les liaisons employées sont toutes des articulations rotoides dont les axes sont orientés vers
un méme point. Tous les corps de ces mécanismes se meuvent sur des spheres concentriques
centrées sur ce point. Puis, nous nous pencherons sur des mécanismes rotationnels non sphé-
riques. Les liaisons ne sont pas limitées a des rotoides et les corps ne sont pas non plus
nécessairement contraints a pivoter autour d’'un unique point. Enfin, on étudiera leurs pen-
dants, les mécanismes translationnels [139] dont l'organe terminal garde en tout temps une

orientation constante et est capable de se déplacer dans les trois directions de 'espace.

Les mécanismes rotationnels et translationnels font partie d'une catégorie plus vaste de mé-
canismes appelés mécanismes a degré de liberté limités. Ces derniers sont des mécanismes
spatiaux dont les mobilités sont inférieures a six. Ils sont particulierement intéressants pour
des applications ou tous les mouvements ne sont pas requis puisqu’ils permettent de limi-
ter le nombre de corps et surtout le nombre d’actionneurs. Certains de ces mécanismes ont
des mobilités mixtes, par exemple capables de translater dans deux directions et de pivo-

ter dans une troisieme [140, 141]. Un de ces mécanismes, qui a fait 'objet de nombreuses
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études [142-148], va nous servir d’exemple pour 1’étude des mécanismes & DDLs limités. I
s’agit du 3 — RPS, un mécanisme qui selon I'agencement géométrique de ses jambes peut
exhiber trois rotations autour de trois axes non-concourants [149,150], ou bien deux rotations

et une translation [149].

Finalement, nous nous intéresserons a un mécanisme spatial pleinement parallele et a six
DDLs qui est le 6 — UPS. Nous étudierons une topologie particuliere de ce mécanisme ot
les jambes sont ancrées sur six points distincts du bati, tandis qu’elles sont connectées a
I'organe terminal par seulement trois points d’ancrage. On appelle les mécanismes ayant
cette architecture les Triangular Simplified Symmetric Manipulator (TSSM). Ils sont aussi
appelés plateforme de Stewart 3/6 [151]. Les mécanismes 3—RPS et 6—U PS ont des matrices
jacobiennes partageant bon nombre de similitudes. Enfin, on étudiera une classe de robots
spatiaux hybrides, qui ne rentrent strictement pas dans la catégorie des robots sériels, ni des
mécanismes paralleles [152]. Tls ont six DDLs et la particularité de n’avoir que trois jambes,
chacune ayant deux actionneurs. L’idée derriere ces robots est de limiter le nombre de jambes
pour diminuer le risque d’interférences entre ces dernieres. Ils ont un espace de travail plus
large qu'un robot pleinement paralléle classique, au détriment de leur rigidité et précision.
Les mécanismes hybrides que nous étudierons ont une matrice jacobienne semblable a celle

du mécanisme 6 — UPS.
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CHAPITRE 3 MECANISMES PLANS

3.1 Introduction et définitions mathématiques

On considérera dans ce chapitre que les mécanismes étudiés sont contenus dans un plan doté
d’une base orthonormée d’axes x et y. Les visseurs et torseurs ont dans le plan des définitions
légerement différentes que celles introduites section 2. En effet, les corps d’un mécanisme plan
ne peuvent ni translater hors du plan ni tourner autour d’axes compris dans ce dernier. De
méme, aucune force ne peut étre appliquée a ces corps dans la direction normale au plan
et les corps ne peuvent subir aucun couple autour d’axes compris dans ce dernier. Il est
donc possible de travailler avec des visseurs et torseurs de dimension 3 x 1 qui contiennent

uniquement les vitesses et efforts applicables au plan, donnés par :

J
w, Wy ]8/ Ja
Espatial = v — éplan = | Uz et Cspatial = 0 — Cplan = fy . (31>
Uy Tz
Uy
| 0] |7 |

Les expressions des visseurs et torseurs plans unitaires peuvent s’exprimer grace a une matrice

0 -1
o[ ] s

Cette matrice permet entre autres de définir I’équivalent des produits vectoriels et mixtes

E donnée par :

dans le plan. Soient £X un visseur & pas nul d’axe normal au plan localisé au point X et
0
£..(s) un visseur a pas infini d’axe s contenu dans le plan. Leurs expressions sont données

respectivement par :

& =

et €x(s) = {0] , (3.3)

EI'XO S

ou rxo dénote le vecteur allant du point X au point O, 'origine du repere. Soient également
¢;X(s) un torseur porté par l'axe s appliqué au point X et (. le torseur a pas infini d’axe

normal au plan. Leurs expressions sont :

G(s) = ;

et Coo = [02“] . (3.4)

STEI'O X
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Il est & noter que tous les visseurs et torseurs plans sont nécessairement de pas nul ou infini,
aucun mouvement hélicoidal n’est possible. Le produit réciproque est défini dans le plan de

la maniére suivante :

0
Cof=CT'AE avec A= |0 (3.5)
1

o O =
o = O

Maintenant que les visseurs et torseurs plans sont définis, nous allons pouvoir montrer com-

ment établir le modele cinématique direct d’un mécanisme a partir de ces derniers.

3.2 Meécanismes a un DDL

3.2.1 Introduction

Soit un corps appelé i faisant partie d’'un mécanisme plan. Ce corps n’est pas nécessairement
I'organe terminal. Pour obtenir le modele cinématique direct reliant le seul actionneur du
mécanisme au visseur du corps ¢, nous allons nous baser sur une méthode existante basée sur
la théorie des visseurs. Elle consiste a identifier dans le mécanisme une (ou plusieurs) boucles
cinématiques qui impliquent le corps ¢, puis identifier des torseurs réciproques aux liaisons
passives présentes dans la ou les boucles. Cette démarche mene a une équation de vitesse de
la forme :

e = o'y, (3.6)

oll ¢ est la vitesse active, € le visseur du corps i. La matrice IT¢ est la matrice jacobienne
paralléle et o’ est la matrice jacobienne sérielle. La matrice IT® est de dimension 3 x 3 tandis
que o est ici un vecteur 3 x 1. Sous réserve que la matrice IT* soit inversible (c’est-a-dire

hors singularité de type 2), la matrice jacobienne peut étre obtenue de la maniére suivante :
$' = (IT") 'o". (3.7)

Puisque nous travaillons avec un seul DDL, la matrice $¢ est ici un vecteur de taille 3 x 1.

Combiner les équations (3.6) et (3.7) permet d’établir le modele cinématique direct :
& =9 (3.8)

La notation dollar, usuellement réservée aux visseurs et torseurs de maniere générale, est
utilisée ici pour différencier la matrice jacobienne $¢ du corps 4 de son visseur £°. L’objectif
par la suite est de résoudre analytiquement 1’équation (3.7) directement a partir de I’équation

d’une boucle cinématique.
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3.2.2 Boucle cinématique

Les mécanismes paralleles sont constitués d’au moins une boucle cinématique. La premiere
étape pour déterminer une équation de vitesse est de sélectionner une boucle cinématique
comprenant le corps 7, puis d’identifier deux branches (chaines sérielles) reliant le corps au
bati, ou au reste du mécanisme. Pour les mécanismes plans a un DDL, cela nous donne une

équation de la forme :

& =8q+ E; P+ E; pPo  # premicre branche

_ $k R de b h (3'9)
=8¢+ &, p3 # seconde branche

Les vecteurs $7 et $* représentent soit le visseur unitaire associé a une liaison active j (respec-
tivement k), soit la matrice jacobienne d’un corps j (respectivement k). Les scalaires pq, ps et
p3 sont les vitesses des liaisons passives présentes dans la boucle et sont associées aux visseurs
unitaires E;, 512, et Eg Il est & noter que la boucle doit contenir exactement 3 liaisons passives.
Un mécanisme ne peut pas bouger s’il y en a moins, tandis qu’il devient sous-actionné s’il y
en a plus. De plus, il ne peut y avoir plus de trois liaisons passives par branche, sinon cette

derniere constituerait un générateur plan, rendant le mouvement du corps ¢ sous-contraint.

FI1GURE 3.1 Mécanisme a quatre barres plan a quatre liaisons rotoides

L’équation (3.9) est la forme la plus générale que peut prendre ’équation d’'une boucle ci-
nématique d’un mécanisme plan a un DDL. Pour des mécanismes simples, nous avons en

général $7 = 03, ou $* = 03,1, exclusivement.
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Prenons par exemple un mécanisme a quatre barres comme celui montré figure 3.1. La liaison
en A est actionnée et tourne a une vitesse ¢ = 6. Si ’on souhaite exprimer le visseur du corps
de sortie C'D, I'équation (3.9) s’écrit :

E°P = ¢50+ €505 + €500

. (3.10)
- (?eDv

oll Ox est la vitesse angulaire passive associée a la rotation autour du point X. Ici $/ est
le visseur unitaire associé & la liaison active en A et $* est nul. Si maintenant 1’on souhaite

exprimer la vitesse du coupleur BC, alors 1’équation (3.9) s’écrit :

7 = €10+ &0

] i (3.11)
= &7'0p — &5 0c.

Le signe — devant &5 sert a rester cohérent avec 1’équation (3.10). Ici, c’est $* qui est égal

au visseur unitaire &' tandis que $/ est nul.

Entrée ¢80
ABCD goePE
DEFG ¢re
(a) Schéma cinématique (b) Chemin cinématique

FIGURE 3.2 Mécanisme a six barres de type Watt 2

Comme mentionné plus haut, $7 et $* peuvent représenter le visseur associé & une liaison
passive, comme on vient de le voir pour le mécanisme a quatre barres, mais également la
matrice jacobienne d’autres corps. Cette situation apparait lorsque plusieurs boucles ciné-
matiques sont interdépendantes. Cela arrive par exemple pour un mécanisme a six barres de
topologie Watt 2. Ce dernier est montré figure 3.2a. Il est possible d’identifier deux boucles

a quatre barres (ABCD and DEFG) qui partagent la membrure C'DE. Supposons que ’or-
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gane terminal soit le corps F'G tandis I'entrée du mécanisme soit la rotation autour du point
A. Pour obtenir le visseur du corps F'G, il est nécessaire d’exprimer en premier lieu le visseur
du corps CDFE en se plagant dans la boucle ABCD, voir équation (3.10). Puis ce visseur sert
d’entrée actionnée pour la seconde boucle. La figure 3.2b est ce que l'on appellera un chemin
cinématique. La colonne de gauche indique les boucles successives du mécanisme a considé-
rer, tandis que la colonne de droite indique par des fleches les dépendances entre visseurs.
Plus de précisions concernant les chemins cinématiques sont présentés en section 3.2.6. En

considérant la figure 3.2b, I’équation (3.9) s’écrit :

£7C = 8PP0 + €705 + & 0r

3.12
e 012
- €0 G-
Ainsi, $' = $°PF est ici la matrice jacobienne du corps intermédiaire et non un visseur
unitaire associé a une liaison.
r E Entré Ap — ¢ABG
ntrée £50=¢

(a) Schéma cinématique (b) Chemin cinématique

FIGURE 3.3 Mécanisme a six barres de type Stephenson 1

Enfin, la figure 3.3a montre un exemple simple de mécanisme dont au moins une boucle
a simultanément les visseurs $7 et $* non nuls. Il s’agit d’un autre mécanisme a six barres,
cette fois de topologie Stephenson 1. On peut clairement identifier une boucle a quatre barres
(ABCD) et une seconde a cing barres (BCEFG). On suppose une nouvelle fois que I'entrée
est la liaison rotoide au point A et que la sortie est le mouvement du corps F'GG. Comme montré
par le schéma cinématique de la figure 3.3b, on choisit dans un premier lieu de se placer dans

la boucle a quatre barres pour exprimer le visseur du corps CDE, voir 1’équation (3.10) a
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nouveau. Puis, dans la boucle a cinq barres, le visseur du corps F'G peut s’exprimer comme :

£ =8PE0 + &705 + & 0r

ABG Gy (3.13)
=9 9+€0 Oc.

Le visseur du corps F'G dépend donc des visseur de deux autres corps (ABG et CDFE). Ceci
est symbolisé dans le chemin cinématique par deux fleches qui fusionnent, voir figure 3.3b.
Il est & noter qu'un mécanisme a cinq barres a deux entrées, mais ici les deux entrées sont

couplées, il s’agit bien d’un mécanisme a unique DDL.

Toutes les situations que permettent de représenter 1’équation (3.9) ont été illustrées. Nous
allons désormais pouvoir nous intéresser a 1’élimination des vitesses passives pi, po et ps
contenues dans 1’équation (3.9), ce qui nous permettra d’obtenir 'équation de vitesse du
corps ¢. Il nous faut pour cela sélectionner un ensemble de torseurs réciproques aux visseurs

passifs contenus dans cette méme équation.

3.2.3 Equation de vitesse

Les torseurs a choisir sont au nombre de trois et doivent étre linéairement indépendants.
Dans le plan, les conditions de réciprocités entre visseurs et torseurs sont relativement faciles
& établir et sont résumées dans le tableau 3.1. On appellera ¢} et ¢4 les torseurs choisis comme
étant réciproques au visseur passif €5 et ¢ le torseur réciproque a la fois aux visseurs £¢ et

¢.. Le produit réciproque entre ces torseurs et les visseurs I'équation (3.9) donne :

7 io z‘: io k -

£i=$’“q+£2pw{ ‘l cles = $kq_
¢ (3.14) = o€l =Closkyg (3.15)

=$7G+ Ep1 + Epo < Clog =(lo$g.

Mettre 'équation (3.15) sous forme matricielle permet d’obtenir I’équation de vitesse du

corps i, voir équation (3.6). La matrice jacobienne parallele est donnée par :

[¢ie]  [¢ilA .
I = |¢lo| = |G7A| = [¢i ¢ ¢ A (3.16)
ol [¢G'A

La matrice jacobienne sérielle est quant a elle donnée par :

o8t O1x3 Cio 01x3 CfT
o' = [¢io8 | = 01| 8 + | Cio | 8" = |01 | AS + | ¢3T | AS (3.17)
Cio® Clo O1x3 CéT 013
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La méthode présentée jusqu’ici ne constitue pas une nouveauté et est couramment employée
pour I'étude cinématique d’un mécanisme non sériel. Dans la grande majorité des cas il s’agit
de la derniere étape de I'analyse. L’équation (3.6) permet en effet de déterminer les conditions
d’apparition des singularités comme nous en avons déja discuté en section 2. Il est a noter
que puisque le mécanisme n’a qu’un seul DDL, la matrice jacobienne sérielle n’est pas carrée
et donc n’a pas de déterminant. Les singularités de type 1 apparaissent dans ce cas lorsque

les trois lignes de o deviennent nulles simultanément.

Co (force pure) € (moment)
& (rotation) Axes qui s’intersectent Jamais
£ (translation) | Axes perpendiculaires Toujours

TABLEAU 3.1 Conditions de réciprocité entre torseurs et visseurs plans

3.2.4 Modele cinématique direct
Introduction des matrices de visseurs

Méthode générale

La matrice jacobienne peut étre obtenue en multipliant 'inverse de la matrice jacobienne
paralléle a la matrice jacobienne sérielle, voir équation (3.7). Puisque dans le plan la matrice
jacobienne parallele est de dimension 3 x 3 alors il est possible de donner son inverse grace
a une formule d’algebre linéaire connue. En effet, soit une matrice M composée de trois
vecteurs uj, us et ug linéairement indépendants telle que M = [ul Uy U3]T. L’inverse de

la matrice M est donnée par :

1

Mo -
(u1 X UQ>T113

[UQ XUz Uz XUu; up X LIQ} . (318)
Puisqu’une matrice multipliée par son inverse vaut l'identité, alors la relation suivante est

vraie :

1

L= (u; X uz)Tu [(

uy X uz)ul + (uz x up)us + (ug x u2)uﬂ . (3.19)
Ainsi, en appliquant la formule (3.18) a la matrice jacobienne parallele IT° donnée équa-

tion (3.16), nous obtenons :

()7 = ey [ x ¢ dixdi ¢ixgy. (3.:20)

Pour rappel, les trois torseurs réciproques sont considérés comme linéairement indépendants
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hors singularités et A est une matrice de permutation, donc son inverse est égale a sa trans-
posée. Il est désormais possible de multiplier I'inverse de IT" aux deux termes de la matrice

Jacbienne sérielle, voir équation (3.17), ce qui d’une part donne :

013 i iy i T
)~ I SRS OIS iy .
( ) (2_12“3 $ (Ci % Cé)TC:Zs $ ) (3 21)
3

et d’autre part, en prenant en compte 1’équation (3.19), nous obtenons :

¢t
L ) 1 ) ) . . . .
()| 6" | A8" | = oA [(G 2 6) 6+ (Gx ¢ 67 ast
01 (3:22)

i iy i T
AT (1, X6 )y
(3 <= )

Ainsi, en sommant les équations (3.21) et (3.22), nous obtenons analytiquement la forme

générale de la matrice jacobienne :
$' = ATK'A$ + AT(I3 — K')AS$” (3.23)

ou : A T
i (6 xG) G
K= (xara

Nous appellerons cette nouvelle matrice matrice de visseurs. Elle est idempotente et n’a pas

(3.24)

d'unité. II est & noter que son numérateur est un produit dyadique, donc K est bien une
matrice. Son dénominateur est quant a lui un produit mixte, donc un scalaire. Ce scalaire

est le déterminant de la matrice IT¢ et est donc supposé non nul hors singularité de type 2.

La matrice de visseurs, définie équation (3.24) permet d’exprimer facilement le visseur de
n’importe quel corps dans un mécanisme a membrures rigides plan. Pour cela, il suffit de :
1. Sélectionner une boucle cinématique et écrire I’équation de boucle, voir équation (3.9).
2. Identifier les trois torseurs réciproques aux liaisons passives.
3. Construire la matrice de visseurs, voir équation (3.24).
La matrice jacobienne est alors obtenue grace a 1’équation (3.23), ce qui permet d’obtenir
le modele cinématique direct sous la forme donnée équation (3.8). Si le corps i n’est pas

I'organe terminal, alors la méme méthodologie peut étre répétée de boucle en boucle jusqu’a

l’atteindre.
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Exemples simples

Reprenons I'exemple du mécanisme & quatre barres (voir figure 3.1) pour illustrer la méthode.
Commencons par déterminer le modele cinématique direct du corps de sortie qui est la mem-
brure C'D. L’équation de boucle correspondante est donnée équation (3.10). Deux torseurs
réciproques au visseur passif € sont &P = (P (x) et (P = (P (y). Le torseur réciproque
aux deux autres visseurs passifs &' et €5 est (5P = (P(spc), ot syy désigne le vecteur
unitaire allant du point X au point Y, voir figure 3.4a. En utilisant 1’équation (3.24), une

matrice de visseur peut étre construite de la maniére suivante :

T
[P x) < P )] ¢Fsie)
Ks = 5 5T g , (3.25)
G’ (x) x ¢’ (x)]” ¢’ (sBe)
ott Kg = K“P. Puis, en utilisant 1’équation (3.23), le visseur du corps de sortie est simplement
donné par :
P = ATKgAE] 0. (3.26)
CD
$

\?1)30 = ¢’ (spc)

(a) Corps de sortie (b) Coupleur

FI1GURE 3.4 Torseurs réciproques appliqués au mécanisme a quatre barres plan

Une opération similaire peut étre effectuée pour obtenir le visseur du coupleur BC'. L’équation
de boucle est donnée équation (3.11). Les torseurs ¢P¢ = ¢B(x) et ¢8¢ = (B(y) sont
réciproques au visseur passif &7, tandis que ¢F¢ = (P (spc) est réciproque aux visseurs £

et €, voir figure 3.4b. Ainsi, ’équation (3.24) peut étre utilisée pour construire la matrice :

F(x) x ¢ (y)] ¢Plspe)”
CF ) x ()P (spe)

K¢ = (3.27)
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ott K¢ = KPC. Puis, en appliquant 1’équation (3.23), le visseur du coupleur est donné par :

€79 = AT(Is — Ko)ALS 6. (3.28)

§BC

Le mécanisme a quatre barres est I'un des mécanismes les plus simples qui existe et souvent
utilisé dans d’autres mécanismes plus complexes, y compris parmi les exemples de mécanismes
hybrides a venir. Ainsi, les matrices Kg et K¢, voir équations (3.25) et (3.27) seront par la

suite réutilisées.

Analyse des matrices de visseurs

Equation explicite

Avant d’étudier des exemples plus complexes de mécanismes plan, il est important de décrire
ce que les matrices de visseurs représentent. Tout d’abord, il faut noter qu’elles possedent au
numérateur et au dénominateur un produit vectoriel entre torseurs, voir équation. (3.24). Or
un torseur est un objet mathématique particulier a prior: différent d’un vecteur. Cependant,
il est possible de montrer que le produit de visseurs, défini équation (2.21), appliqués sur les
versions spatiales des torseurs plans (c’est-a-dire des visseurs de dimension 6 ayant 3 termes
nuls, voir équation (3.1) et la discussion en section 3.1) est équivalente & un produit vectoriel
entre torseurs plans traités comme des vecteurs, comme démontré en annexe A.1. Il y est
montré que le résultat du produit produit vectoriel entre deux torseurs plans donne a une

constante pres et a la matrice de permutation A pres, un visseur plan.

Pour aller un peu plus loin, ce produit se fait entre les deux torseurs ¢} et ¢, voir équa-
tion (3.24) & nouveau. Le visseur résultant est donc réciproque a la fois a ¢} et ¢i. Or ces
derniers ont justement été choisis pour étre réciproques au visseur 52, voir équation (3.14).

D’apres I’équation (2.23), nous avons donc :
3 i it
et ={c¢ ¢} (3.29)

Le visseur obtenu par le produit entre ¢} et ¢} est donc forcément proportionnel a 55. Plus

précisément, d’apres 'annexe A.1, nous avons :
(i % ¢ = alg), (3.30)

ou « est un scalaire.
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Considérons maintenant le premier terme de I’équation (3.23), en prenant en compte les
équations (3.24) et (3.30). Cela nous donne :

[/ ~i i\ ~iT
ATKiAY — AT | G126 G | o
(X ¢3)T¢s
_ AT M} CiTAY 3.31
LG5 (¢ x 6] 0
A& P
AT ST g
Loy AE? s
et donc : C Y
. . o
ATKIA$ = 11,63 avec ;= Czo & (3.32)

Cette forme, qui est rapport de produits réciproques multiplié a un visseur unitaire, est
essentielle. Nous allons la retrouver dans l'intégralité des mécanismes que nous étudierons
dans ce document. Le visseur unitaire indique la nature du mouvement tandis que le scalaire
t; donne d’une part ’amplification en vitesse par rapport a la vitesse active ¢ et d’autre part
les conditions de singularité. En effet, si le numérateur est nul, il s’agit d’une singularité de
type 1 car dans ce cas $ = 03,;. Si le dénominateur est nul, alors il s’agit d’une singularité
de type 2 puisque $° n’est alors plus défini. Puisque le numérateur et le dénominateur sont
tous deux sous la forme de produits réciproques, alors il est aisé de décrire géométriquement

les conditions d’apparition de singularités.

En combinant les équations et (3.23) (3.32), nous obtenons la forme compléte du visseur du

COTps %, a Savoir :

$i

Gio¥ . r Cho8F
— 23 &+ |88 -2 . 3.33

o) o (8.33)
I1 s’agit d’'une seconde forme équivalente de I'équation (3.23). Elle permet d’exprimer la

matrice jacobienne du corps ¢ explicitement sous forme d’une combinaison linéaire de visseurs

unitaires.
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Exemples simples

Reprenons 'exemple du mécanisme a quatre barres, afin d’exprimer les visseurs du corps de

sortie et du coupleur sous la forme de I'équation (3.33).

Pour le corps de sortie, les trois torseurs réciproques que nous avons préalablement identifiés

sont pour rappel ¢&P = ¢P(x), ¢§P = P (y) et ¢{P = ¢P(spc), comme illustré figure 3.4a.

Puisque les torseurs ¢P et ¢¢P ont été choisis pour étre réciproques au visseur €2, alors
I'équation (3.33) donne :

CD £A

gCD — 3 0

5P o &Y

$CD

& 0. (3.34)

Les équations (3.34) et (3.26) sont parfaitement équivalentes. L’équation (3.34) met en avant
de maniere plus explicite le comportement du corps C'D. Puisque son visseur est proportionnel
au visseur unitaire &P, alors le corps C'D est en pure rotation autour du point D, ce qui est
normal puisqu’il s’agit par définition du corps de sortie d’'un mécanisme a quatre barres, voir
figure 3.5. L’équation (3.34) nous donne en chaque instant la vitesse de rotation du corps

CD qui est donnée par :

cp _ ?22 ° 5@ - C()j(SBC) ° fi ) — STECE“B i (3.35)
57 o0& Co'(sBc) 0 & spcErpe

Cette relation permet en outre de donner les singularités du corps de sortie. Celles de types
1 apparaissent lorsque les points A, B et C' sont alignés tandis que les types 2 apparaissent

lorsque les points B, C' et D sont alignées.

C / 3CD :C(j)B(SBC)

FI1GURE 3.5 MCD du corps de sortie d’'un mécanisme a quatre barres



\?{30 = ¢5 (spo)

BC _ A .

(a) Vu comme une chaine RR

$¢ = (spo)
Céq(I'AB) \

C

(b) Vu comme produit de ses contraintes

“D
o ,BC _

_spcEragp 9
spcErpc

|4

(¢) Vu comme rotation autour de son CIR

FIGURE 3.6 MCD du coupleur d’'un mécanisme a quatre barres
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Maintenant, intéressons nous au MCD du coupleur. Les trois torseurs réciproques qui nous
avons identifiés sont pour rappel ¢P¢ = (F(x), ¢8¢ = (P (y) et (PC = ¢P(spc), voir figure

3.4b. En utilisant ’équation (3.33), le visseur du coupleur BC' s’écrit :

P ogd

Wﬁf 0 (3.36)

£ = e -

En d’autres termes, le visseur BC' s’exprime comme une combinaison linéaire de deux visseurs

a pas nuls localisés aux points A et B respectivement. L’équation (3.36) peut se réécrire :

)
Frogl

0 . . . .
€8¢ = [564 fﬂ Q-A] avec 04 =0 et fp=— 6. (3.37)
B

Ainsi, le mouvement du coupleur d’un mécanisme a quatre barres est cinématiquement équi-
valent a une branche RR sérielle comme illustré figure 3.6a. La vitesse de la premiere liaison
vaut celle de 'actionneur en A tandis que la vitesse de la seconde liaison dépend du couplage

induit par la branche C'D.

Il est également possible de rassembler les deux termes de I’équation (3.36). Il existe pour
cela deux cas de figure. Le premier est un cas particulier qui arrive lorsque la fraction devant

le visseur £ vaut 1. Nous avons :
¢ = (&' — &) 0= &x(Brap) 0, (3.38)

Le coupleur BC' est donc en translation circulaire dans la direction Essp avec une vitesse
linéaire égale a l4p 0 ot L4 est la longueur de la membrure AB. Lorsque la fraction devant
&P, voir équation (3.36), est différente de 1, alors, en utilisant la triple expansion du produit

vectoriel nous avons :

1 .
6% = e [0 0 &) &~ (GF7 0 &) €70

= M (ATCfc)TE(? &' — (ATC;?C)T&? &'\ 0 (3.39)
— oo gp [(A7CF) x (6 x €]

Cette opération est possible, puisque nous avons établi que les visseurs plans peuvent étre
traités comme des vecteurs 3 x 1. Ensuite, de la méme maniere que nous avions établi que le

produit vectoriel de deux torseurs plans donne un visseur, il est possible de montrer que le
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produit des visseurs &' et &8 donne un torseur. En effet :

1

EI‘AO

1

ErBO

T
I‘ABEI'AO

g x &b = = AT¢ (rap). (3.40)

rap

En introduisant ce vecteur dans 1’équation (3.39), nous avons alors :

BC __ 1 T ~BC T A r )
67 = Gpoger [(ATG77) < (AT¢ an)) 0 )

_ Q’BC{;Q)BAT (€5 % ¢l (xan)] 6.

Ainsi, nous exprimons maintenant le visseur du coupleur, non plus a partir de ses potentialités
de mouvement (visseurs unitaires), mais grace aux contraintes qui lui sont imposées (torseurs
réciproques), voir figure 3.6b. Dans le plan, le seul visseur qui soit réciproque a la fois a ¢Z¢
et ¢o'(rap) est un visseur a pas nul dont le point d’application est a 'intersection des droites
(A,saB), et (D,spc), voir figure 3.6b a nouveau. Si on appelle V' ce point, alors sa position
par rapport a 'origine est donnée par :

T

roy =roa + SAB- (342)

T
spcEsap

En effectuant un calcul similaire a celui détaillé en annexe A.1, on peut montrer que :
BC x ¢l (rap) = (rizEspc)AEY. (3.43)
Ainsi, I’équation (3.41) se réécrit au final :

T
BC spcErap v,

=== _ g0 3.44
¢ shoErpe ™’ (3.44)

Le point V' est donc le centre instantané de rotation du coupleur, localisé a l'intersection
des droites passant respectivement par les deux liaisons de la premiere branche et par les
deux liaisons de la seconde branche, voir figure 3.6¢. Il s’agit d’un résultat connu pour le
mécanisme a quatre barres. L’équation (3.44) apporte en addition la vitesse de rotation qu’a
le coupleur autour ce ce point, ainsi qu’une forme compacte donnant conditions d’apparition
des singularités de ce corps. Les singularité de type 2 sont les mémes que pour le corps
de sortie (les points B, C' et D alignés). En revanche, le coupleur ne peut jamais étre en
singularité de type 1. En effet, d’apres 'équation (3.44), elles apparaitraient lorsque la droite

passant par A et B est parallele a la droite passant par C' et D. Or cette condition géométrique
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correspond au changement local de mobilité (qui n’est pas une singularité), comme montré
équation (3.38).

Il est a noter que les mécanismes vus jusqu’a présent n’ont que des liaisons rotoides, mais
la méthode présentée marche également pour des mécanismes possédant d’autres types de
liaisons, notamment les prismatiques. L’annexe A.2 montre un exemple d’application de la
méthode ou I'une des articulations est une liaison (), c’est a dire une liaison formée d’un

mécanisme a quatre barres.

3.2.5 Exemple : La chaise du TIT
Introduction

Maintenant que nous sommes familiarisés avec les matrices de visseurs et leur contenu, nous
allons pouvoir illustrer leur usage avec un exemple de mécanisme plus complexe que le mé-
canisme a quatre barres. Le mécanisme choisi est la chaise du Tokyo Institute of Technology
(TIT). Les chercheurs de cet institut ont créé une chaise marchante dans l'optique d’offrir
une alternative aux fauteuils roulants [153, 154]. L’idée est de s’inspirer des avantages des

robots marcheurs pour pouvoir créer une chaise capable entre autres de gravir des escaliers.

Les trois jambes partagent une structure commune, montrée figure 3.7a. Il s’agit d'un mé-
canisme plan hybride (c’est-a-dire ni sériel, ni purement paralléle) pleinement actionné. Ce
mécanisme a un DDL est constitué de 16 corps et de pas moins de 22 liaisons rotoides. Il
est en réalité constitué de plusieurs sous-mécanismes. Le premier est un mécanisme de Hoe-
cken, montré figure 3.7b, qui est un mécanisme a quatre barres dont les dimensions ont été
sélectionnées de maniere a ce qu'un point du coupleur géneére une trajectoire appropriée a la
marche, c¢’est-a-dire une phase quasi-linéaire pour le support qui alterne avec une phase de
vol pour le pas suivant. L’entrée du mécanisme est la rotation autour du point A a une vitesse
0, le point du coupleur en question est le point E et la trajectoire qu’il parcours pendant une

rotation complete de la membrure AB est tracée en pointillés verts, voir figure 3.7b.

Le second mécanisme est un pantographe, montré figure 3.7c. Il s’agit d’un mécanisme a cinq
barres (deux liaisons rotoides sont confondues au point K') qui a deux points d’entrée (points
E et K). Comme montré figure 3.7c, en fixant un point et en imposant une trajectoire a
l'autre, on peut soit amplifier la trajectoire (droite), soit amplifier et inverser la trajectoire
(gauche). C’est dans cette deuxiéme configuration qu’est intégré le pantographe dans la jambe
du TIT, voir figure 3.7a. Il est a noter que la combinaison Hoecken/pantographe est un choix

tres populaire pour la conception de jambes robotiques [155-160].
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(b) Mécanisme de Hoecken (c) Pantographe

FIGURE 3.7 Mécanismes contenus dans la chaise marchante du Tokyo Institute of Technology
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Enfin, la jambe possede quatre parallélogrammes en cascade (respectivement CDHI, EDFG
EFMN et MOPQ) dont la fonction est de maintenir le corps PQ en orientation constante
durant le mouvement. Ce corps fait donc office de pied. Afin de limiter la longueur de
I'exemple et d’éviter les redondances, nous allons nous concentrer ici sur le premier étage
de la jambe, a savoir le mécanisme de Hoecken et les deux premiers parallélogrammes (points
A a J de la figure 3.7a). Pour une analyse compleéte de la jambe, il est possible de se référer

a larticle [161], co-écrit par 'auteur de ce document.

Le mécanisme étudié est montré figure 3.8 (haut). L’objectif est d’obtenir le visseur du corps
EF qui sera considéré comme le corps de sortie a partir de I'actionnement situé au point A.
Il est & noter que deux liaisons rotoides se chevauchent aux points C' et G. La figure 3.8 (bas)
montre une version cinématique équivalente ou ces liaisons sont explicitement séparées. Cela
permet notamment de mettre en avant le fait que la boule CEF'G est en réalité une boucle

a cinq barres (C1CoEFG). Le chemin cinématique proposé est montré figure 3.8b.

Entrée 64 0
ABC1D
\J
DCQGQH ECG
\/
Cl 02 Gl FE €EF
(a) Schéma cinématique (b) Chemin cinématique

FIGURE 3.8 Premier étage de la jambe du TIT
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Utilisation des matrices de visseurs

Nous allons dans un premier temps exprimer le visseur du corps de sortie comme fonction de

matrices de visseurs, c’est a dire sous la forme de I’équation (3.23).

D’apres le schéma montré figure 3.8b, la premiere étape est d’exprimer les visseurs des corps
CD et BCE. Or ces corps sont respectivement le corps de sortie et le coupleur d’'un mécanisme
a quatre barres et les notations sont identiques a celles de la figure 3.1. Ainsi, les visseurs

£°D et ¢PCF ont déja été donné équations (3.26) et (3.28), nous avons donc pour la premiére

boucle :
90 = ATKGAE) 0 et €P9F = AT(I; — Ko)AED 6, (3.45)
N—————
$CD $BCE

ou les matrices Kg et K¢ sont données respectivement équations (3.25) et (3.27).

La seconde étape consiste a se placer dans la boucle DCyGoH afin d’exprimer le visseur du

corps C'G. Ce dernier est donné par :

€0 = 84 + £,

o i (3.46)
=&y 0c, + & Ou

En sélectionnant les torseurs ¢¢¢ = ({(x), ¢S¢ = ¢{(y) ainsi que 5 = {fl(suq), il est
possible de construire une matrice de visseurs K; = K¢ grace a I'équation (3.24). Puis

I'expression (3.23) nous permet obtenir le visseur £° de la maniére suivante :

€90 = AT(I; — Kq)A$“70
= AT(I; — K1) AATKgAES0
= AT(I; — K1)KgAEL 6.

$CG

(3.47)

Maintenant, nous pouvons nous placer dans la boucle a cing barres C;CoG1 F'E pour exprimer
le visseur du corps E'F a partir des visseurs des corps BCE et C'GG, comme annoncé par la

figure (3.8b). Le visseur £€¥F" s’écrit dans cette boucle :

g1 = 8990 + ¢50c, + €l0p

BCE Ej (3.48)

Les torseurs ¢FF = (oe(x), ¢FF = (F(y), et ¢FF = (S (sqr) sont choisi pour éliminer les

vitesses passives. Cela permet de construire la matrice Ky = KF'. L’équation (3.23) donne
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alors :

£FF — {ATK2A$CG AT — K2)A$BCE} 6. (3.49)

Puis, en remplacant les visseurs $2¢F et $““ par leur expressions respectives, données res-

pectivement équations (3.45) et (3.47), nous avons :

EEF = ATLEFAEY 6 avee LPF = Ky(Is — KK + (Is — Ky)(Is — K¢) (3.50)

$EF

L’équation (3.50) nous donne une forme analytique du visseur du corps EF comme fonction
linéaire du visseur actif &Z'. L’approche classique de la théorie des visseurs aurait nécessité
quatre inversions numériques pour obtenir le modele cinématique direct. Ici, le visseur £5F

est obtenu grace a des simples produits et additions de matrices.

Forme explicite du visseur de ’organe terminal

Nous pouvons reprendre le méme exemple mais cette fois-ci en utilisant 1’équation (3.33)

plutét que I'équation (3.23). Pour commencer, d’apres les équations (3.34) et (3.44), nous

avons :
£C’D _ wCDg(l]) et fBCE — wBCEg(‘)/ (351)
avec : T B )
S Tr . S r .
OD _ ZBCTAB G o BOE — _2DCZAB ) (3.52)
st Erpe spcErpe

Le point V' étant pour rappel le centre instantané de rotation du corps BC'E| situé a l'inter-
section des droites passant respectivement par A et B et par C' et D. Sa position est donnée
(3.42). Maintenant, pour la seconde boucle (CDHI), d’apres ’équation (3.47), le visseur du
corps C'GG est donné par :

€06 — ¢CG _ Go' (smg) © CGéc
¢t (sua) o €5 ~°
T
_|ep sucEron .o| b
- [EO SEGEI‘CH 60] w

- g~ &) "

= €OO(EI'D0) wCD.

(3.53)

En effet, d’aprés la géométrie du mécanisme, voir figure 3.8, sgye = spe, done sh Erpy =
st Eroy. Dapres I'équation (3.53), le corps CG est en pure translation dans la direction

perpendiculaire sp¢, d’une amplitude lcpw®?, ot lop est la distance entre les points C' et
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D. Cela est cohérent puisque C'D est le coupleur du parallélogramme CDHI, donc est en

translation circulaire.

(a) Vitesse linéaire du point C' (b) Visseur du corps de sortie

FIGURE 3.9 Vitesses instantanées du point C' et du corps EF

Avant de s’intéresser a la derniere boucle cinématique, nous allons légerement modifier I'ex-

BCE Pour cela, il faut remarquer que les

pression de £€°“ pour faire apparaitre la vitesse w
corps DC et BC'E partagent le méme point C', voir figure 3.9a. La vitesse linéaire de ce point
est donc identique si I'on exprime le visseur de BC'E au point C' ou celui de DC' en ce méme
point (a noter que le visseur de DC' est a pas infini donc la vitesse linéaire est la méme en

tout point de ce corps). Si I'on note V¢ la vitesse linéaire du point C, alors :
Ve = wPErye = wPErpe, (3.54)
comme illustré figure 3.9a. L’équation (3.53) se réécrit alors :

£9C¢ = ¢ (Bry o) wPF (3.55)

Maintenant nous pouvons finalement exprimer le torseur du corps EF sous la forme de
I’équation (3.33) a partir de 1’équation (3.50). Tout d’abord, nous avons :
:jaEF o £CG

ATK AsC’G — £E —
2 CFrogh ™

:;EF o0& (Erye) . BCE
0
CFF ot ’

(3.56)

avec pour rappel ¢FF = (5 (sgr) et ¢EF tandis que ¢FF sont deux torseurs plans a pas nuls

appliqués au point E (d’on 'apparition de £F dans 1’équation précédente). D’autre part, nous
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avons :
EF . ¢BCE
37 0&

G o &¢

PFogy

T BCE _ ¢BCE
AT (I; — K2) A =£ - CEF ¢k

e — [cov - erlwrer (3

En regroupant les équations (3.56) et (3.57), 'expression du visseur £€5F est :

PF o g (Brve) CFr o€l
g = | oo Bcler gy & 08 gr] s
37 0& 37 0&)

v 5o [5(‘)/ B £°°<Ervc)} E| BCE

= CO - EF E 50 w
I 35 08 (3.58)
_ CV 3EF © EgsE BCE
= 160 — EF o ¢80 w
3 0

r T

— ¢y - serEreG o WBCE

0 T 0
SGFErEF

Or, la boucle EDFG est un parallélogramme, donc reg = rgp. Le coefficient devant le

visseur &F devient égal & un, et I'expression de £€E% se simplifie en :

¢ = £ (Bryg) WP (3.59)

Au final, le corps de sortie est en pure translation dans la direction perpendiculaire au vecteur
ryg. La vitesse linéaire en tout point de ce corps est égale a la vitesse de rotation du corps
BC'E multipliée par la distance entre E et le centre instantané de rotation de ce méme corps.
Nous avons ainsi exprimé le visseur de l'organe terminal de maniére compacte comme un

simple visseur unitaire multiplié par une vitesse.

Pour étre parfaitement rigoureux, il est & noter que l’équation (3.59) n’est pas vraie en
tout temps. Lors d’un tour complet de la membrure d’entrée, le coupleur du mécanisme de
Hoecken change localement deux fois de mobilité. En effet, puisque le centre instantané de
rotation V' de ce corps se situe a l'intersection des membrures AB et DC, alors lorsque ces
derniéres sont paralleles le point V' n’est plus défini / est poussé vers 'infini. Le coupleur
BCE est instantanément en translation pure, son visseur vaut alors £5¢F = £ (Erz) 6,
comme montré figure 3.10. Les fleches violettes représentant la vitesse linéaire de tout point
du corps BCE. 1l est alors facile de prouver que le corps de sortie FF' est en translation
pure, dans la direction perpendiculaire a AB et son visseur est localement égal a celui du
corps BDE, c’est-a-dire :

EEF — ¢ (Erap)d. (3.60)
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FI1GURE 3.10 Changement local de mobilité

3.2.6 Remarques sur les chemins cinématiques

Nous avons introduit dans cette section une représentation graphique que nous avons ap-
pelé chemin cinématique. Il est a noter qu’il existe plusieurs méthodes graphiques dédiées
a la représentation des mécanismes hybrides [162]. Les graphes dits de mouvement et de
contraintes [163] permettent notamment de facilement visualiser les différentes boucles ci-
nématiques présentes dans un mécanisme. Dans ces schémas, les corps sont représentés
par des cercles ou des points numérotés. Pour les graphes appelés structurels et topolo-
giques [164-166], qui sont des graphes de mouvement, les corps sont connectés par des lignes
symbolisant les liaisons [167]. Pour les graphes de contraintes, les corps sont connectés par
autant de lignes que de contraintes imposés par chaque liaison. Dans les deux cas, les diffé-
rentes boucles cinématiques sont clairement visibles, ce qui permet d’appréhender facilement
les interconnections entre les différents corps. Cependant, ils sont peu adaptés a 1’établis-
sement des modeles cinématiques ou une structure arborescente est usuelle. Un exemple de
graphique destiné a I’analyse du modele cinématique direct de mécanismes a plusieurs boucles
est proposé en [168]. Pour établir ce schéma, il est nécessaire d’identifier une chaine sérielle
connectant 'organe terminal au bati. Puis, le reste du mécanisme est décomposé en chaines
élémentaires successives connectant les différents corps de la chaine entre eux, mais égale-
ment aux liaisons actionnées. Cela permet d’analyser le mécanisme de maniere séquentielle.
L’approche proposée dans ce document est relativement similaire, mais 1’on part au contraire
de la (ou les, comme nous le verrons dans la section suivante) liaison(s) actionnée(s) pour at-
teindre le visseur de 'organe terminal. Contrairement a toutes les représentations graphiques
évoquées, le chemin cinématique n’a pas vocation a montrer I’ensemble du mécanisme (corps

et liaisons), mais seulement certains corps bien choisis. Il s’agit en quelque sorte de la repré-
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sentation graphique de la procédure a suivre pour établir le modele cinématique direct. Il est
a noter que le choix du chemin n’est pas nécessairement unique. Dans ce document les corps

sont choisis pour minimiser le nombre d’étapes intermédiaires.

3.2.7 Conclusion

Dans cette partie, nous avons introduit les chemins cinématiques et les matrices de visseurs.
Le principal avantage de ces dernieres est de pouvoir exprimer les visseurs des différents corps
d’un mécanisme en remplacant les inversions matricielles par des sommes et multiplications.
Comme montré a I'exemple précédent, chaque boucle cinématique introduit une nouvelle ma-
trice de visseur qui constitue une sorte de bloc que ’on peut multiplier aux blocs précédents,

voir par exemple 'équation (3.48).

Le modele cinématique de la jambe du TIT a été proposé sous deux versions différentes. Dans
la premiére, nous avons vu comment ces matrices peuvent se chainer et/ou s’additionner
a chaque nouvelle boucle cinématique. Le visseur de 'organe terminal est obtenu comme

fonction linéaire du visseur actionné, voir par exemple I’équation (3.49).

Dans la seconde version, nous avons montré les visseurs contenus implicitement dans ces
matrices. Cela permet de donner un sens physique au mouvement de chaque corps puisque
I'on peut décrire leur type de mobilité et leur vitesse a chaque instant. Dans ’exemple de la
jambe du TIT, plutot que d’inverser quatre fois des matrices comme 'aurait requis ’approche

traditionnelle, ici le visseur de sortie a pu étre donné sous sa forme la plus simple, voir équation

(3.59).

Comparée a la premiere approche, la seconde est moins automatique; il est nécessaire de
calculer manuellement le visseur de chaque corps et de simplifier a chaque étape les relations
obtenues, tout en prenant en compte les changements locaux de mobilité. Le visseur du
corps de sortie de la jambe TIT a par exemple été obtenu relativement facilement puisque
le mécanisme contenait deux parallélogrammes, ce qui simplifie considérablement les calculs.
Il n’est pas toujours aussi aisé d’obtenir une relation aussi élégante que celle de ’équation
(3.59) avec des mécanismes possédant des dimensions arbitraires. Cette méthode, bien que
permettant de donner un sens physique au modele cinématique direct d’'un mécanisme est
donc relativement peu adaptée aux mécanismes a complexes, contrairement a la premiere qui

peut s’accommoder a n’importe quelle topologie de mécanisme plan a membrures rigides.
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3.3 Meécanismes a plusieurs DDLs

Nous nous intéressons maintenant aux matrices de visseurs de mécanismes plan a n > 1
DDLs. L’objectif est toujours de donner le modele cinématique direct d’un corps appelé 7. Le
visseur de ce dernier est donné par :

¢ =Jq. (3.61)

Cette équation est 1’équivalent & n DDLs de 1’équation (3.8). Le vecteur ¢ de 1'équation
(3.61) est le vecteur des vitesses actionnées, de dimension n. Il est & noter que n peut étre
plus grand que trois, c¢’est-a-dire qu'un mécanisme peut étre sur-actionné. La matrice J* est
de dimension 3 x n est la matrice jacobienne du corps ¢. Cette derniere est recherchée sous

la forme :
y=[8 ... 8 ... 8] (3.62)
oll $! est le visseur associé a [-iéme vitesse de ¢, pour [ =1,...,n.

La méthode globale pour déterminer le modele cinématique direct demeure la méme que pour
les mécanismes a un degré de liberté. Elle consiste a sélectionner une boucle cinématique,
identifier les torseurs réciproques aux visseurs des liaisons passives, puis créer les matrices
paralleles et sérielles. Comme pour le cas a un DDL, a la troisieme étape, nous pourrons
directement donner la matrice jacobienne. Nous allons séparer cette section en deux parties,

selon la nature des boucles cinématiques que nous pouvons identifier dans le mécanisme.

3.3.1 Unique boucle cinématique

Nous commencerons par les boucles qui peuvent s’écrire selon deux branches distinctes, a
I'image des mécanismes a unique DDL. Similairement & I’équation (3.9), I’équation la plus

complete d’'une unique boucle cinématique est :

& =Jq+ 511) p1+ 512) pa  # premicre branche

=Jhq+ &1 de branch (3.6
q » D3 # seconde branche

2
P’

vitesses passives pi, po et p3. Pour les mémes raisons, il ne peut y avoir plus de trois vitesses

De méme que pour les mécanismes a un DDL, 511;7 et Eg, sont les visseurs associés aux
passives par boucle et pas plus de deux par branche. Les matrices J7 et J* sont soit les
matrices jacobiennes des corps j et k, soit une collection de visseurs unitaires actionnés. Ces
matrices sont de dimension 3 X n et il est possible qu’elles ne soient pas de plein rang. Une
colonne peut étre nulle, signifiant que la vitesse associée a cette colonne n’a pas d’influence

sur le corps 1.



52

En identifiant trois torseurs linéairement indépendants réciproques aux visseurs Ell,, f,, et
3 : i foi s el 2 i i
&, (une fois encore on appelle (3 le torseur réciproque a &, et &7 et on appelle ¢j et () les

torseurs réciproques a 52), I’équation de vitesse du corps ¢ peut étre donnée par :

¢ = ¥'g, (3.64)

ot IT? est la matrice jacobienne paralléle du corps 4, qui a exactement la méme forme que
celle donnée équation (3.16), et X* est la matrice sérielle du méme corps. Ici cette matrice

est de dimension 3 X n, elle est donnée par :

Cio$
Ziz{ai o a';], avec o} = [(o$F]|, (3.65)
Gio 8
pour | = 1,...,n. Les vecteurs $] et $F étant les l-iémes colonnes des matrices J7 et J*.

Sous réserve que le mécanisme ne soit pas en singularité de type 2, c’est a dire que IT* soit
inversible, la matrice jacobienne et le modele cinématique direct donné par (3.61) peuvent
étre obtenus par 'opération :

Ji = (IT)~'x" (3.66)

De méme que pour les mécanismes a un DDL, cette opération peut étre faite analytiquement
grace a la formule donnée en (3.18). L’inverse de la matrice jacobienne parallele est donnée
équation (3.20), ce qui donne :

Jo= () = [(I) Yo} ... (IT) e} ... (IT) o} (3.67)
pour [ = 1,...,n. Les calculs pour obtenir chaque colonne de la matrice J* sont ainsi exac-

tement les mémes que ceux effectués pour les mécanismes a un DDL, voir équations (3.21)

et (3.22). Ainsi la [-iéme colonne de la matrice jacobienne J* vaut :
$: = ATK'A$) + AT(I; — K)ASF, (3.68)

avec la matrice de visseurs K* définie équation (3.24). En explicitant le contenu de la matrice

K, il est possible d’obtenir une équation similaire & celle de 1’équation (3.33), & savoir :

"o g Go&

Finalement, lorsqu’un corps d’un mécanisme a plusieurs DDLs est exprimé a partir d’une

&+ [$§“ — 521 - (3.69)
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unique boucle cinématique, chaque colonne de la matrice jacobienne peut étre considérée

comme un mécanisme a unique DDL ou tous les actionneurs, sauf un, sont verrouillés.

Exemple simple : Le mécanisme a cinq barres

C

FIGURE 3.11 Mécanisme a cinq barres plan a cinq liaisons rotoides

A linstar du mécanisme & quatre barres, le mécanisme & cing barres est sfirement le méca-
nisme a deux DDLs le plus simple qu’il soit. Un exemple d'un tel mécanisme est montré figure
3.11. Les deux entrées du mécanisme sont les rotations autour des points A et E, tournant
respectivement a des vitesses 0, et 6. En supposant que la membrure distale BC' soit la sortie
%

du mécanisme, 'objectif est alors d’exprimer son visseur en fonction du vecteur des vi-

. . AT
tesses actionnées @ = [6’1 92} . I est possible d’identifier deux branches sérielles connectant
EBC

le corps BC' au béti et peut s’écrire comme :

¢h¢ = 56491 +€(])993

IR o (3.70)
:£062+£0 9D+€0907

ou pour le mettre sous la forme de 1'équation (3.63) comme :

€5~ 30 + ¢Piy
ea p o o avec J4 = [564 ngl] et J¥ = {ngl 553] (3.71)

=J0+ & 0p + & 0c
Nous pouvons alors identifier les torseurs ¢2¢ = ¢F(x) et ¢2¢ = ¢ (y) réciproques au visseur
€L, ainsi que ¢PY = (P (spc) comme étant réciproque aux visseurs €5 et €. Une matrice
de visseurs KZ¢ peut étre construite a partir de ces trois torseurs grace a équation (3.24).

A noter qu’avec les notations utilisées, nous avons K¢ = K¢ ot K¢ a été définie équation
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(3.27). Puis, en utilisant (3.68) deux fois, nous obtenons le modeéle cinématique direct du

corps BC ainsi que I’expression de sa matrice jacobienne JZ¢ :

€9 = [8PC 859) 6, avec $PC=AT(I;— Ko)AE! et $P¢ = ATKCALY. (3.72)

—_——
JBC

Les vecteurs jacobiens $5¢ et $5¢ peuvent également étre écrits sous la forme de ’équation
(3.69) comme :

§BC [A $C0&) §BC PO p ( )
= & — S—5& ] et ==& 3.73

' Pl SR TS

Il est clair qu'en comparant les vecteurs jacobiens de la matrice JZ¢ avec les équations (3.36)

et (3.34) que lorsque seule la vitesse 0, est active, le corps distale BC' a le comportement
cinématique similaire au coupleur d’un mécanisme & quatre barres. A Pinverse, lorsque seule
la vitesse 65 est active, BC' se comporte comme le corps de sortie d'un mécanisme & quatre
barres. Comme montré figures 3.12a et 3.12b, le corps BC' est en effet respectivement le

coupleur du quatre barres virtuel ABC'D et le corps de sortie du quatre barres virtuel BCDE.

C

(a) Quatre barres ABCD (b) Quatre barres BCDE

FIGURE 3.12 Mécanismes a quatre barres virtuels dans un mécanisme a cing barres
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Exemple complexe : Jambe robotique ajustable

Le second exemple de mécanisme a n DDLs est donné par le mécanisme montré figure 3.13a.
Il s’agit d’un mécanisme de jambe a trois DDLs tiré de [169]. Tout comme la jambe du TIT,
il est composé d'une association du mécanisme de Hoecken et d’un pantographe en mode
amplificateur inverseur, voir respectivement les figures 3.7b et 3.7c. Ce mécanisme a comme
particularité d’avoir deux liaisons prismatiques supplémentaires respectivement aux points

A et H, voir figure 3.13a & nouveau. Ces liaisons ont été ajoutées selon [169] de maniére &

pouvoir modifier la foulée de la patte.

Entrée 56491 € (X) 1 €oo(Y) P2

EsFGI ¢GIP

(a) Schéma cinématique (b) Chemin cinématique

F1GURE 3.13 Jambe ajustable Hoecken-Pantographe

Le vecteur des vitesses actionnées est donné par q = [91 Do p3]T, ot 6 est la vitesse de
rotation de la membrure AB autour de A tandis que ps et p3 sont les vitesses respectives des
deux liaisons prismatiques, voir figure 3.13a a nouveau. L’objectif est de donner le visseur du
corps GIP que nous considérerons comme la sortie du mécanisme. Le chemin cinématique
que nous suivrons est donné figure 3.13b. Il est a noter que une fois encore, deux liaisons
rotoides sont superposées au point F, il existe donc deux vitesses passives éEl et éEZ autour

de ce point.

La premiére boucle a considérer est le cinq barres ABCD (la longueur AD étant variable).

Le visseur du corps BDFE est :

E8F = J'q + ¢80,
=£500 + €P0p

L’ensemble de torseurs réciproques est donné par (P¢F = ¢B(x), (PP = (P (y) et (PP =

avec J!'= [ & €ao(x) ngl}. (3.74)

¢¥(spc). Une matrice KBYF peut étre créée a partir de ces torseurs. A noter qu’il s’agit
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de la méme que dans 'exemple précédent et que nous avons KPP = K avec Ko définie
équation (3.27). En utilisant I’équation équation (3.68) sur les deux colonnes non nulles de

J!, nous pouvons obtenir les colonnes de la matrice jacobienne du corps BCE :

$7° = AT(I; - Ko)Ag)
JBCE _ [$1BCE $5CE BCE|  avec  { $BCF — AT(I; — Ko)Aéoo(X) (3.75)

BCE
$5 7 = 031

A noter que la matrice jacobienne JPYF n’est pas de plein rang puisque la seconde liaison

prismatique n’a aucune influence sur le corps BCE.

En ce qui concerne la boucle a six barres CDEF H (la longueur D H est variable), les visseurs

des corps FFGH et EF sont donnés respectivement par :

reM = JPFG + €50, + &7 0r

o i (3.76)
=J q+ 60 eHa
et :
BE _ JBCEg | g8,
: o H.£° "o (3.77)
=J%a+ & 0n — &0,
avec JBCF définie équation (3.75), et :
J? = [03><1 0351 500(3’)} (3.78)

Un ensemble de trois torseurs réciproques aux visseurs passifs de 1’équation (3.76) est donné
par TG = ¢l1(x), ¢FCH = ¢l (y) et ¢EH = ¢ (spr). Trois torseurs réciproques a ceux de
'équation (3.77) sont ¢FF = ¢E(x), ¢FF = ¢F(y), et ¢FF = ¢ (syr). 1 est alors possible
grice a I'équation (3.24) d’introduire les matrices de visseurs K; = K¢ et Ky = KFF'. Les

matrices jacobiennes de FGH et E'F sont alors données par :
$79" = ATK, (I — Ko)A&]

JFGH _ [$11wGH grGH $§“GH] avec  § $5CH — ATK, (I3 — Ko)Aéo(x) (3.79)
$ECH — AT(I; — K )Aéoo(y),
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et :

$]13F - AT(Ig — KQ)(Ig —_— Kc)AE()q
et I = [§FF $PF §EF| avec {87 = AT(I; — Ko)(Is — Ko)Abw(x)  (3.80)
$EF = ATK, AL (y).

Enfin, pour la derniére boucle (EFGI), voir figure 3.13b, le visseur de 'organe terminal GIP

s’exprime par :
€GIP — JFGH(-1 4 6(?06' (3 81)
= I+ £50, + &061.

— KGIP

Une derniére matrice de visseurs K3 peut étre construite a partir des torseurs

réciproques ¢X1P = (o(G,x), ¢S1P = (o(G,y), et ¢ = ¢o(E,spr), ce qui nous permet

d’obtenir le modele cinématique direct du mécanisme :
£GP — chpé, avec JOIP — [$§;1p $G1P $§IP} : (3.82)

ol les vecteurs jacobiens de JEF valent :

$GTP = AT(I5 — K3)ASTCH 1 ATKA$ET
$STF = AT(I3 — K3)ASLOT + ATK A$DT (3.83)
$S1F = AT(I; — K3)A$L 9 + ATK3A$ET.

JFGH et JEF

En remplacant les vecteurs jacobiens des matrices par leurs expressions, données

respectivement équations (3.79) et (3.80), nous avons :

717 = AT [(T; — KoK, + Ky (I3 — Ko)] (I; — Ko)AES
(Is — K3)Ki + Ks(I3 — Ka)] (I — Ko ) Adoo (%) (3.84)

$ST7 = AT[(I; — K3)(I; — Ki) + K3 Ko Aéoo(y).

AT
$§IP — AT[

La matrice jacobienne de la jambe ajustable est ainsi établie. La méthode (identification d'une
boucle, sélection des torseurs réciproques et expression des matrices jacobiennes de chaque
corps) est finalement identique a celle des mécanismes a unique DDL, puisque chaque colonne
de la matrice jacobienne peut étre traitée indépendamment, comme montré par exemple
par I’équation ci-dessus, chaque colonne de la matrice jacobienne est exprimée comme une

fonction linéaire du visseur associé a la liaison active.
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3.3.2 Meécanismes pleinement paralleles
Modele cinématique direct

Nous allons désormais nous intéresser a une derniere catégorie de mécanismes plans. Il s’agit
des mécanismes que l'on appellera pleinement paralleles. Ils sont composés d'une plateforme
connectée au bati par trois branches. Ils sont actionnés par trois vitesses actionnées et peuvent
se mouvoir selon les trois mobilités du plan. La figure 3.14 en montre un exemple typique qui
est le 3 — RRR.

FIGURE 3.14 Mécanisme plan 3 — RRR

La différence avec les mécanismes plans précédents est que ’'on ne peut identifier une boucle
cinématique n’ayant que trois liaisons passives. Il nous faut dans ce cas-la considérer plusieurs

boucles simultanément. Si on appelle la plateforme i, alors son visseur est donné par :
fi = $flq] + $§,’1]5j71 + $§;’2pj,2, pour 7 =1,23. (3.85)

Ici, $7 est le visseur associé a la vitesse active ¢; de la j-itme branche, tandis que $§;’1 et
${;2 sont les visseurs modélisant les liaisons passives de la méme branche et dont les vitesses

associées sont respectivement p;; et pjo.
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Chaque chaine connectant la plateforme au bati posséde exactement deux vitesses passives.
On peut alors identifier pour chaque branche un torseur qui soit réciproque aux deux visseurs
passifs associés a ces vitesses. On appellera ces trois torseurs C]i. pour j = 1,2, 3. En calculant
le produit réciproque entre chacun de ces torseurs et les visseurs de leur branche respective
de I’équation (3.85), une équation de vitesse sous la forme donnée équation (3.64) peut étre
obtenue. La matrice jacobienne parallele IT? a la méme expression que celle donnée équation
(3.16) et son inverse est donnée équation (3.20). La matrice jacobienne sérielle est une matrice

diagonale donnée par :
' = diag (¢{o$) Cio$) jo$i). (3.86)

L’inverse de la matrice IT*, multipliée & la matrice diagonale ¢ donne la matrice jacobienne

du corps ¢ ainsi que son modele cinématique direct :
g=Jq avec J=[$ 8 8 (3.87)
ou :

(¢ =x¢h¢t
(¢ = )T

pour j, k,1 = 1,2,3 par permutation circulaire. Les matrices K%, K} et K% sont trois matrices

i _ AT AR i _
$; = AKjAS] avec K= (3.88)

de visseurs distinctes. Le dénominateur est un produit mixte qui permet les permutations
circulaires, donc identique pour les trois. En revanche chaque numérateur est un produit
dyadique différent. Les colonnes de la matrice J* peuvent également étre réécrites sous formes

de visseurs tel que :

( J
8= CCJ . ?51 i
j°Si
avec j = 1,2,3, et ot " est un visseur généré par le produit vectoriel/de visseurs entre ¢
et ¢

(3.89)
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Exemples

Pour illustrer les équations présentées a la section 3.3.2, prenons l'exemple d’'un mécanisme
3 — RPR comme celui montré figure 3.15. Les points sont agencés de maniere a ce que

So;a; L Sp;a,, pour j =1,2,3.

FIGURE 3.15 Mécanisme plan 3 — RPR

Liaisons prismatiques actionnées : 3 — RPR

Supposons dans un premier temps que les liaisons prismatiques soient actionnées. Le vecteur

T
des vitesses actives est alors p = [pl 02 p3i| . L’équation (3.85) s’écrit :

Ei = OO1 91 + EOO(S01A1)p1 + EOBI éBl
= 6002 92 + EOO (SOQAz)pQ + 6(])3’2 932 (390>
= OO3 93 + EOO(SOsAg)p3 + 5(1533 9337

ou 0; = bp, et Op, sont les vitesses passives aux points O; et respectivement Bj;, pour

7 =1,2,3. Un torseur réciproque aux visseurs E(?j et Efj est C;: = C(?j(soij), pour j =1,2,3.
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a) Centre instantané de rotation de la plate- (b) Mécanisme & quatre barres formé par les liai-
p q p
forme sons passives des branches 2 et 3

F1GURE 3.16 Vitesse instantanée de la plateforme du 3 — RP R soumise au seul actionnement
de

En introduisant :

T

L Gxehe ¢ (soum) x €8 (soum)]| €7 (so,n,)

i GG . , (3.91)
(Gx )T (¢ (so.m) € (soum)] " €5 (s0,,)

pour j,k,l = 1,2,3 par permutation circulaire, alors chaque colonne de J? est simplement

donnée par :
$3 - ATK;"Aéoo(SOjAj)a (392>

d’apres 'équation (3.88). En introduisant un point M; un point situé a 'intersection des axes
des torseurs ¢}, et ¢/, c’est a dire a U'intersection des droites (O, s0,5,) et (O, 80,85,), et soit
Eé\/[ 7 le visseur a pas nul situé au point M;. L’équation précédente peut se réécrire sous la
forme de I'équation (3.89) a savoir :

M _ ¢y (so,8,) 5O°<SOjAj)€é”j. (3.93)

O; M;
CO ]<SOij) ° 50 !

$i' _ C; © €oo(stAj)

C; &y’

Chaque colonne de la matrice jacobienne est écrite comme étant proportionnelle & un visseur
unitaire. Il ainsi est possible de connaitre précisément 'effet qu’a un unique actionneur sur
le mouvement de la plateforme. Par exemple, si on regarde uniquement l'effet de p; sur son

mouvement (en considérant les deux liaisons prismatiques bloquées), alors la plateforme est
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en pure rotation autour du point M; avec une vitesse de rotation valant :

_ COOl (SO1B1) o 500(501141) y = SO1B1TSOlA1
COOl (SOIBI> © [])M1 SOlB1TErM1O1

P1; (3.94)

comme illustré figure 3.16a. La nature de la mobilité de la plateforme soumise a ’actionne-
ment de la jambe 1 ne dépend alors que des jambes 2 et 3. Plus précisément, la plateforme se
comporte comme le coupleur du quatre barres O, By03B3, qui est le quatre barres constitué

des liaisons passives des jambes 2 et 3, comme montré figure 3.16b.

Liaisons rotoides actionnées : 3 — RPR

Supposons maintenant que le mécanisme est actionné par les liaisons rotoides en O, Os et
Os. Le vecteur des vitesses actives est alors donné par 6 = [91 Oy ég}T. L’équation (3.85)
est la méme que celle donnée (3.90). Il est possible pour chaque branche d’identifier le torseur
¢ = Cég "(Esp,4,) comme étant réciproque aux visseurs (S0, 4,) et 5(])3 7 pour j = 1,2,3,

puis d’introduire les matrices :

C(Gxehe” 6 (Bsoa,) x ¢ (Bso,a)| 6 (Eso,a,)”
K= 1¢ D¢~ (B B T . B,
(G TG ¢ (Bso,a,) x (' (Bso,4)] €7 (Bso,a,)

, (3.95)

J

pour 7, k,l =1, 2,3 par permutation circulaire.

(a) Centre instantané de rotation de la plate- (b) Mécanisme & quatre barres formé par les liai-
forme sons passives des branches 2 et 3

FIGURE 3.17 Vitesse instantanée de la plateforme du du 3 — RPR soumise au seul action-
nement de 64
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Chaque colonne de la matrice jacobienne J? est ainsi donnée par :

$i = ATK' A& (3.96)

Soit M; un point situé & l'intersection des axes des torseurs ¢} et ¢/, c’est a dire a l'in-
tersection des droites (Bj,sa,n,) et (Bi,84,8,), puisque Esp, 4, = sa, 5, ¢t Esp,a, = sa,5,
Soit également &’ le visseur a pas nul situé au point M;. L’équation précédente peut se

également se réécrire sous la forme de 'équation (3.89) a savoir :

; Cl 50 C(j)gj(ESO'A-) 50
$: = € = : J E 3.97
T o™ ¢ (Bso,a,) 0 &) (897)

De la méme maniere que pour I’exemple précédent, on peut décrire exactement le mouvement
de la plateforme soumis a un unique actionneur. Si on suppose par exemple que seule la liaison
en O; est actionnée, alors la plateforme est en pure rotation autour du point M, avec une

vitesse de rotation valant :

COBl (ESOlAl) © 5001 91 _ Soi4 I'O1B1 91 (3 98)
C(?l (ESOlAl) © éi(])\/[1 S0, 4, erB1 ’

w1 =

comme illustré figure 3.17a. La plateforme se comporte a nouveau comme le coupleur du

mécanisme a quatre barres formé par les liaisons passives des pattes 2 et 3, comme illustré

figure 3.17b.

3.3.3 Conclusion

Nous avons traité dans cette section les mécanismes plans a plusieurs DDLs. Selon la nature
des boucles cinématiques identifiées dans un mécanisme, il est possible d’utiliser les équations
de la section (3.3.1) ou celles de la section 3.3.2. Dans les deux cas, une ou plusieurs matrices
de visseurs peuvent étre introduites et potentiellement combinées pour exprimer la matrice

jacobienne d’un mécanisme d’une complexité arbitraire.
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CHAPITRE 4 MECANISMES ROTATIONNELS ET TRANSLATIONNELS

Les résultats présentés et illustrés au chapitre 3 peuvent facilement étre étendus a d’autres
classes de mécanismes spatiaux a trois degrés de liberté. On s’intéressera ici aux mécanismes
rotationnels et aux mécanismes translationnels. Les premiers constituent une classe de mé-
canismes qui permettent a leur organe terminal de tourner dans toutes les directions autour
d’un point. L’organe terminal de la seconde classe de mécanisme peut, lui, se translater dans
toutes les dimensions de I’espace. Bien entendu, le corps de sortie des mécanismes rotation-
nels ne peut se translater et inversement celui des mécanismes translationnels garde une

orientation constante.

Le point commun majeur avec les mécanismes plans est que le visseur spatial du corps de
sortie n’a que trois composantes non nulles (cela est vrai pour les mécanismes d’orientation
que si les visseurs sont exprimés au centre de rotation de I'organe terminal). Les visseurs des

organes terminaux valent respectivement :

03x1

Q
€rot = et Etrans = ) (41)
03x1 \%

ou pour &, €2 est la vitesse de rotation de 'organe terminal et pour &;.qns, V est la vitesse

de translation de tout point de 'organe terminal.

Les mécanismes rotationnels seront séparés en deux catégories. En section 4.1, nous étudierons
les mécanismes sphériques et en section 4.2 les mécanismes d’orientation. Finalement, nous

étudierons les mécanismes translationnels en section 4.3.

4.1 Meécanismes sphériques

Les mécanismes sphériques sont des mécanismes dont tous les corps se meuvent autour de
spheres concentriques. Toutes les liaisons sont des liaisons rotoides dont les axes s’intersectent
en O, le centre des spheres. Les mécanismes sphériques ont de nombreux points communs
avec les mécanismes plans. Nous allons donc suivre la structure du chapitre 3. Ainsi nous
allons d’abord nous intéresser aux mécanismes sphériques a un DDL. Puis, nous étudierons
ceux a plusieurs DDLs, en commencant par ceux dont le visseur des corps est impliqué dans
une unique boucle cinématique. Enfin, nous nous intéresserons a un mécanisme sphérique

pleinement parallele.
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4.1.1 Meécanismes sphériques a un DDL
Modele cinématique direct

La méthode consistant a construire les matrices jacobiennes paralleles et sérielles a partir de
torseurs réciproques est identique a celle des mécanismes plans. Elle commence par 1’identi-
fication d’une boucle cinématique qui doit contenir au moins un actionnement et un corps 7
dont nous voulons connaitre le visseur. Cette boucle doit contenir exactement trois vitesses
passives avec pas plus de deux vitesses passives par branche. L’équivalent de ’équation (3.9)

pour les mécanismes sphériques est donné dans sa forme la plus complete par :

£ =80+ ¢1+& ¢ 42)
= 8" + & ¢s,

ol 0 est la vitesse angulaire actionnée tandis que @1, ¥s et 3 sont les vitesses passives

associées aux visseurs unitaires 55, Eﬁ et E;’ dont les vecteurs directeurs sont respectivement

S1, S9 et s3. Hors singularités, ces trois vecteurs sont supposés linéairement indépendants. De

la méme maniére que pour les mécanismes plans, $/ est soit un visseur associé a une liaison

active, soit le vecteur jacobien d’un corps appelé j, idem pour $¥.

L’ensemble des visseurs présents dans 1'équation (4.2) sont homogenes a des visseurs a pas
nuls dont les axes s’intersectent au point O. Tous ces visseurs sont toujours réciproques a
un ensemble de torseurs a pas nuls linéairement indépendants dont les axes s’intersectent au
méme point. Puisque ces torseurs représentent des forces pures orientées vers le point O, alors
cela signifie qu’aucun des corps d’un mécanisme sphérique ne peut translater. Cet ensemble
de torseurs réciproques est relativement peu utile pour établir une équation de vitesse car
bien qu’ils soient réciproques aux visseurs passifs, ils le sont également aux visseurs actionnés.
Il existe en revanche un autre ensemble de torseurs réciproques a pas infini et linéairement

indépendants qui est donné par :

i = Cools2 X 83), €5 =Coolss X 81), et (5= Culs1X82). (4.3)

Le torseur ¢ est réciproque a la fois aux visseurs passifs E;, Eg, tandis que les torseurs ¢!
et ¢4 sont tous deux réciproques au visseur Eg. En calculant le produit réciproque de ces

torseurs avec les visseurs de ’équation (4.2) cela donne une équation de vitesse de la forme :

e’ = o'f), (4.4)
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La matrice jacobienne sérielle o* est un vecteur 3 x 1 donné par :

Cio$k Cool(sy X 83) 0 §* (sy x s3)T's” 0 (sy x s3)T's"
o' = |Co$F| = |Colss X 81)08F| = |(s3x8)TsF| = 0 + | (s3 x s1)Tsk|,
Cio$l Cool(s1 X 83) 0§/ (s1 x s9)T's? (s1 x s9)T's? 0

ou s’ et s* sont les vecteurs directeurs respectivement de $/ et $*. La matrice jacobienne
parallele IT est de dimension 3 x 6 et donc a priori non inversible car non carrée. Cependant,
puisqu’elle est constituée de torseurs a pas infini, elle contient une sous-matrice 3 x 3 nulle.
On peut alors obtenir le vecteur de vitesse angulaire £° du corps 4 en inversant seulement la

sous-matrice non nulle de IT'. En effet, le terme de gauche de 'équation (4.4) est donné par :

COO(SQ X Sg)TA Qi (82 X Sg)T Qi (SQ X Sg)T
Hzgz = COO(Sg X Sl)TA 0 = (Sg X Sl)T 03><3 0 = (Sg X Sl)T QZ (46)
Coo(sl X SQ)TA ol (Sl X SQ)T ol (Sl X SQ)T

L’inverse de la sous-matrice non nulle de IT* peut étre obtenue grace a I’équation (3.18),
donnant :

-1
(SQ X Sg)T

(s3 x s1)T = [(53 X 81) X (81 X 82) (81 X 83) X (83 X 83) (S2 X 83) X (83 X sl)}

SO

(51 X SQ)T

avec = [(sg X 83) X (83 X sl)]T (s1 X 89)
1
= 7(81 » SQ)ng [51 S2 S3} )
(4.7)
puisque pour trois vecteurs a, b et ¢ de taille 3 x 1, (a x b) x (a x ¢) = {(a X b)Tc} a.

L’équation précédente multipliée a la matrice jacobienne sérielle, voir équation (4.5), nous

domne s/ . [(sg x s3)Tsk (s3 x s1)T's" -
S3 0 + 2 5 1 5 ! 2 0
(S1 X SQ)TS3 (Sl X SQ)T53

s? . (1 X s9) X (sF xs3)
S3 0 + ( ! 2) ( 3> 0.
S1 X So TS3 (51 X SQ)T53

(4.8)
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Nous avons déterminé le vecteur de rotation du corps ¢ a partir de ’équation de vitesse
donnée en (4.4). Lorsque exprimé au point O, le visseur de ce corps a ses trois derniéres

composantes nulles. Nous pouvons donc reconstituer le visseur du corps ¢, qui est donné par :
508/ 1

C? 352 + 5 3£m] et

C3 © Ep C3 © €p

& = (& x &) x (8" x &) = &7 ([s1 x sa] x [s* x 4]

£ =80 avec $ = [
(4.9)

Cette équation constitue le modele cinématique direct du corps i. Le visseur &' comme ex-
primé équation (4.9) peut étre exprimé en un autre point que O par la loi de composition de

vitesses.

Exemple : Mécanisme a quatre barres sphérique

A Tinstar du plan, le mécanisme a quatre barres sphérique, montré figure 4.1 est stirement

le plus simple des mécanismes paralleles sphériques existants.

FIGURE 4.1 Mécanisme a quatre barres sphérique

L’actionnement est la rotation au point A autour du vecteur spa, d’une vitesse 0. Les trois
autres liaisons rotoides aux points B, C' et D sont passives et leurs vitesses associées sont
respectivement ¥ g, Yo, et ©p. Le point O est a la fois le centre de la sphere autour de laquelle
les corps se déplacent et le centre du repere. En utilisant le formalisme de 1’équation (4.2),

alors le visseur du corps de sortie C'D est donné par :

ECD:5649+€§¢B+E(?¢C

(4.10)
= E(?SbDa
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T

ol & = {sg X 01X3} est le visseur de la liaison passive au point X. En choisissant ¢ =
Coo(S0B X Soc) comme étant le torseur réciproque aux visseurs &F et &5, alors 'équation
(4.9) donne directement :

(SOB X SOC)T

CD _ ¢A
€C’D_ 3 050

S04

€D9 = WebD £D avec Wep —
0 0 (SOB X SOC)TSOD

Tout comme pour le mécanisme a quatre barres plans, le visseur du corps de sortie est
proportionnel a l'unique visseur de sa branche passive, voir équation (4.10), c’est a dire une

pure rotation autour de la droite passant par O et D, comme représenté figure (4.2).

B

FIGURE 4.2 Visseur du corps de sortie d’'un mécanisme a quatre barres sphérique

Maintenant, si I'on s’intéresse au coupleur BC, I’équation (4.10) se réécrit :

E98 = €10+ €8 o5

(4.12)
=& op — &5 o

En sélectionnant cette fois (P = (. (Soc X sop) comme étant réciproque aux visseurs £

et £, alors I’équation (4.9) donne directement :

1 . 1 :
BC _ _ ~  ¢m 0 = mQ
§ ¢BCo 5(])36 (soc x SOD)TSOBE (4.13)

avec €™ = €9 ([soc X sop] X [soa X soB]) -

Le coupleur tourne ainsi autour d’un axe situé au point O et dont le vecteur directeur est
défini par I'intersection du plan contenant les points A, B et O, de normale sp4 X spp et du

plan contenant les points C', D et O, de normale spc X spp, comme représenté figure 4.3.
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F1GURE 4.3 position de 'axe du visseur du coupleur d'un mécanisme a quatre barres sphé-
rique

En développant 1’équation (4.13), on peut tout comme pour le mécanisme a quatre barres

plan, obtenir une forme du visseur £8¢ équivalente & une chaine sérielle RR, & savoir :
éA ) ; ) (soc x SOD)TSOA )
80 — |gaA ¢B| | avec Oy =60 et Op=— 0, 4.14
{50 50} 0 (soc X sop)Tson ( )

comme cela est illustré figure 4.4.

4.1.2 Meécanismes sphériques a plusieurs DDLs
Modele cinématique direct

De la méme maniere que pour les mécanismes plans, il est possible d’étendre les résultats
des mécanisme a un DDL a ceux a n > 1 DDLs. On considere a nouveau en premier lieu des
mécanismes sphériques a n DDL dont le visseur d’un corps ¢ peut s’exprimer a partir d’'une
simple boucle cinématique. La version a n DDL de I'équation (4.2), c’est a dire la version

sphérique de 1’équation (3.63) est :

£ =30+& ¢ + ¢

oo (4.15)
=J"0 + £,¢3
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F1GURE 4.4 Coupleur du mécanisme a quatre barres sphérique vu comme 'organe terminal
d’une chaine RR

FIGURE 4.5 Mécanisme a quatre barres sphérique vu comme une chaine sérielle RR

ot 6 = [91 én}T est le vecteur des vitesses actives tandis que ¢, Yo et 3 sont des
vitesses passives. Les matrices J7 et J* sont soit les matrices jacobiennes des corps j et k,
soit une collection de visseurs actionnés a pas nuls. Un ensemble de trois visseurs a pas
infini réciproques au visseurs passifs de I’équation (4.15) sont donnés équation (4.3). Il est
possible grace a eux d’introduire IT¢ et 3¢, les matrices jacobiennes paralleles et sérielles qui
permettent d’obtenir J¢, la matrice jacobienne du corps i, ainsi que le modele cinématique

direct de ce dernier, donné par :
£ =736, avec J =(II')7'% = {$Zl $2J : (4.16)

La matrice IT® est identique a celle du cas & unique DDL, tandis que X est une matrice 3 x n,

dont la [-iéme colonne est donnée par :
Gio8
o] = |¢io$y (4.17)
¢5o 8

oi $ et $F sont respectivement la l-itme colonne de J7 et la [-ieme colonne de J*. Tout

comme pour les mécanismes plans a n DDLs et une boucle, il est possible de calculer chaque
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colonne de la matrice jacobienne J* indépendamment. Sa [-iéme colonne est donnée par :

5= goas T ot (4.18)
& = (& x €2) x (8 x &) =€ (Is1 x s2] x [sf x s3]),

&+

ot s} est le vecteur directeur de $F. L’équation (4.18) est donc 1’équivalent & n DDLs de

I'équation (4.9), et a été obtenue en suivant la méme méthodologie que dans la section 4.1.1.

Exemple : Mécanisme a cinq barres sphérique

FIGURE 4.6 Mécanisme a cinq barres sphérique

La figure 4.6 montre un mécanisme sphérique a cinq barres. Les axes des cinq liaisons rotoides
s’'intersectent en O, le centre du repére. Les deux liaisons actionnées sont celles en A et E
avec des vitesses respectives 6; et 6. On considere ici que l'organe terminal est le corps distal

BC'. Le visseur de ce corps est donné par :

§°P = €810, + €8y

iy o b (4.19)
:fo 92+€0¢C+€0 ¥YD-

. . T
En introduisant le vecteur des vitesses actives 8 = [01 02} , ’équation précédente peut se
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mettre sous la forme de I’équation (4.15), ce qui donne :

£°P = J'6 +&J¢n

) A o b (4.20)
=J 9+£0@C+€0@D

avec J! = [56‘ Oﬁxl] and J? = [Oﬁxl &ﬂ Il est aisé d’identifier ¢ = (.. (soc X sop)

comme un torseur réciproque a la fois a £ et €P. Ainsi, en appliquant deux fois ’équation

(4.18), on peut obtenir les deux colonnes de la matrice jacobienne J“P qui sont données par :
goD _ 1 m gD _ 5P o0&l p
1 — ~CD B 51 et 2 — ~CD B EO
¢35~ 0 & ¢35~ 0 & (4.21)
_ 1 m (Soc X SOD)TSOE B

= 15 —

(SOC’ X SOD)TSOB (SOC X SOD)TSOB 0

avec € = €5 ((soc X sop) X (Soa X sop)). Lorsqu'une seule des entrée est active, le corps
distal BC' se comporte a nouveau comme le coupleur du quatre barres sphérique ABC'D et

réciproquement comme le corps de sortie du quatre barres sphérique BCDE.

4.1.3 Meécanisme sphérique pleinement paralléle : L’ceil agile

Nous allons nous intéresser a un mécanisme sphérique appelé [’eil agile développé a I'Univer-
sité de Laval [170,171], qui est une géométrie particuliere d’'un mécanisme sphérique 3— RRR.
Il a été initialement congu pour l'orientation d’une caméra a tres haute vitesse. Il est repré-
senté par le schéma cinématique de la figure 4.7. Il s’agit d’'un mécanisme sphérique composé
d’une plateforme connectée au bati par trois branches RRER. Ce mécanisme est en quelque
sorte I’équivalent sphérique du mécanisme plan 3 — RRR montré figure 3.14. Ses neuf liaisons
rotoides s’intersectent en un méme point O qui est considéré comme le centre du repere. La
plateforme possede trois DDLs, qui sont trois rotations autour d’une sphere centrée en O. La
plateforme constitue I'organe terminal de ce mécanisme et sera une fois encore appelé i. Si
I'on suppose que les liaisons en A; sont actionnées avec des vitesses éj tandis que les liaisons
en B; et C; sont passives de vitesses respectives ¢; g et ¢; ¢, pour j = 1,2, 3, alors le visseur

de la plateforme 7 s’écrit :
7 Aj A Bj . Cj . .
§=&7"0;+& ¢+ & ¥, pour j=123. (4.22)

Soit :
go = Coo(SOBj X Socj), (423)
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le torseur réciproque aux visseurs passifs E(If 7 et 500 7 de la j-iéme branche. En calculant les
produits réciproques entres les torseurs ¢Z_ et les visseurs 1’équation (4.22), nous obtenons
une équation de vitesse de la forme IT'¢" = 'O avec 6 = [91 0 93} le vecteur des vitesses

angulaires actionnées. La matrice jacobienne sérielle 3* est donnée par :

' = diag (¢l o & Cho&)” (o&®). (4.24)

FIGURE 4.7 Mécanisme sphérique 3 — RRR

La matrice jacobienne parallele IT? est de taille 3 x 6 et contient une sous matrice nulle car
les torseurs ¢Z_ sont & pas infini. En notant s; = SoB; X Soc; pour j = 1,2,3, alors I'inverse
de la sous-matrice non nulle de IT* est donnée & la transposée prés équation (4.7). Soit le

visseur unitaire a pas nul suivant :

(soB, X Soc,) X (sop, X Soc,)
||(SOBk X SOCk) X (SOBI X SOC’[)H7

g =¢€0(sl") avec s =

(4.25)



74

pour j,k,I = 1,2,3 par permutation circulaire. Alors en combinant les équations (4.7) et
(4.24), on obtient le modeéle cinématique direct de I'ceil agile, donné par :
. AL
£ =730, avec J' = $ 8 $§J et $;- = % ;”, (4.26)
(o0& i
pour j,k,l = 1,2,3 par permutation circulaire. Ainsi, I’actionnement de la liaison rotoide
localisée au point A; avec une vitesse de rotation éj, entraine la plateforme a tourner a une
vitesse angulaire donnée par :
i _ ¢l o 564 7 '
77 o en ik

autour d’un axe passant par le point O et orienté selon le vecteur directeur s". Cette droite

(4.27)

est située a l'intersection des plans passant par les points O, By, C} et respectivement par
les points O, By, (), c’est-a-dire par les plans contenant les liaisons passives des branches &
et [. Il s’agit d’'un comportement similaire aux mécanismes plans pleinement paralleles que

nous avons étudiés en section 3.3.2 du chapitre précédent, voir par exemple la figure 3.16b.

FIGURE 4.8 Position de I'axe du visseur &]" dans le mécanisme sphérique 3 — RRR
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La figure 4.8 illustre la position spatiale de ’axe du visseur &£}". La figure 4.9 montre quant
a elle la localisation de ce méme visseur dans une représentation équivalente. Il s’agit du
mécanisme plan équivalent de I'ceil agile, c’est-a-dire le mécanisme que 1’on obtiendrait en
« dépliant » le mécanisme sphérique de maniere a ce que tous les axes des liaisons rotoides
deviennent paralleles entre eux, donnant ainsi un mécanisme plan 3 — RRR. Les deux plans
sont visibles « vu de haut » sous la forme de segments. Le point M; a leur intersection
représente l'axe de £7" également « vu de haut ». La position des axes des deux autres visseurs,

respectivement M, et M3 sont également représentés sur la figure 4.9.

FIGURE 4.9 Position de I'axe du visseur &£1" dans le mécanisme plan 3 — RRR
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4.2 Meécanismes d’orientation

4.2.1 Modele cinématique direct

Nous allons désormais nous intéresser a des mécanismes d’orientation non sphériques. L’or-
gane terminal de ces derniers peut également tourner dans toutes les directions (et uni-
quement) autour d'un point O. La différence avec les mécanismes sphériques est que les
articulations qui composent ces mécanismes ne sont pas nécessairement des liaisons rotoides
et que les axes des liaisons rotoides de tels mécanismes ne passent pas forcément par le centre
de rotation de la plateforme. Les différents corps (a I'exception de l'organe terminal) ne sont
pas non plus contraints a se déplacer autour d’une sphere. On supposera que les mécanismes
étudiés dans cette section sont pleinement actionnés avec trois mobilités et trois actionneurs.
En considérant que la plateforme est connectée par trois branches sérielles avec un actionneur

par branche, alors le visseur de I'organe terminal est donné par :
E=&q+ Y &"pjn, pour j=1,2.3 (4.28)
k=0

olt &7 est le visseur actif associé & la vitesse ¢; tandis que 527"3 sont les visseurs passifs associés
aux vitesses p;, pour j = 1,2, 3. L’indice m; correspond au nombre de mobilités passives de
la j-éme branche et a une valeur comprise entre deux et quatre. L’équation (4.15) introduite
pour l'ceil agile peut s’écrire sous la forme de I’équation (4.28), puisque ce dernier est égale-
ment un mécanisme d’orientation, avec pour chaque branche m; = 2. Il est a noter que si le
mécanisme n’est pas sphérique et que si m; < 4, alors le mécanisme est sur-contraint, voir la

formule de Griibler donnée équation (2.1).

Par la suite, la notation avec 7 en exposant ne sera plus employée. Les mécanismes que nous
étudieront seront toujours composés d'une plateforme connectée au bati par au moins trois
branches cinématiques. Les visseurs exprimés seront toujours ceux de cette plateforme. Cela

est également valable pour les mécanismes étudiés au chapitre 5.

Comme pour les mécanismes sphériques, si la plateforme ne peut que pivoter, alors il est tou-
jours possible d’identifier trois torseurs linéairement indépendants a pas nul dont I’axe passe
par le centre de rotation. Puisqu’ils sont réciproques au visseur de 'organe terminal, alors ils
ne peuvent étre utilisés pour construire la relation d’entrée sortie en vitesse. Dans 'espace, il
est possible d’identifier un ensemble de trois autres torseurs linéairement indépendants entre
eux et aux trois premiers. On appellera ¢; le torseur réciproque a l'ensemble des visseurs
passifs de la j-ieme branche. Ces torseurs ont la forme {; = {p]T qﬂT ou p; et q; sont des

vecteurs 3 x 1. Le vecteur p; peut étre nul si ¢; a un pas infini.
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En calculant le produit réciproques entre les torseurs ¢; et les visseurs de 1'équation (4.28)
une équation de vitesse de la forme II€ = X peut étre obtenue, avec q = [ql o C}S:|. Les

matrices parallele et sérielle sont données respectivement par :

GTA| |af pf
M= (¢JA| = |a} py| et E=diag(Cio&) o€ (30€&). (4.29)

GAl |af P
Contrairement a 'ceil agile, la matrice IT ne contient pas de matrice 3 x 3 nulle. Cependant

au point O, la plateforme n’a aucune vitesse linéaire, donc en ce point son visseur est donné

T
par £ = {QT leg} , ou 2 est son vecteur de vitesse angulaire. Ainsi, nous avons :

¢ = |7 | Q. (4.30)

ai

Le modele cinématique direct du mécanisme peut étre a nouveau obtenu en inversant une
sous-matrice carrée de la matrice jacobienne parallele. En supposant que les vecteurs qi, qs et
q; soient linéairement indépendants et en utilisant a nouveau I’équation (3.18) pour inverser
la matrice de I'équation précédente, on obtient le MCD d’un mécanisme d’orientation, a

Savoir :

£E=Jq avec J:{$1 $5 $3}, ou

_ 6ok em m_ o(quz)) (4.31)
Cjoé’gmgj &= [(ar < a)ll )

pour 7, k,1 = 1,2, 3 par permutation circulaire. A noter qu'il est également possible d’obtenir

$;

le modele cinématique direct de I’équation (4.31) en inversant une matrice carrée de taille
6 X 6 plutét qu’'une matrice de taille 3 x 3. La démonstration est montrée en annexe B.2.1 et

les deux résultats finaux sont identiques.

L’équation (4.31) est valide au point O pour tous les mécanismes respectant trois conditions.
Premierement, il doit étre possible d’écrire une ou plusieurs relations de chaines cinématiques
et d’identifier, a partir de cette derniére ou de ces derniéres, un ensemble de torseurs a
pas nuls dont les axes s’intersectent en un point qui soient réciproques a l’ensemble des
visseurs. Deuxiemement, il doit étre possible d’identifier trois autres torseurs linéairement
indépendants, chacun étant réciproque aux visseurs passifs d'une branche de 1’équation (4.28).

Enfin, les six torseurs identifiés doivent étre linéairement indépendants. Il existe de nombreux
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mécanismes répondant a ces conditions et allons en prendre trois comme exemples.

4.2.2 Exemple : Mécanisme d’orientation 3 — UPS

Le premier exemple de mécanisme d’orientation est le mécanisme 1S5 + 3 — UPS, étudié
notamment en [172,173] qui est montré figure 4.10. La plateforme est connectée par trois
chaines cinématiques composées d’une liaison universelle d’axes u; et v; et de centre A;, d'une
liaison prismatique actionnée de direction w;, et enfin d'une liaison sphérique connectée a la

plateforme et localisée au point Bj, pour j = 1,2, 3.

NGs

FIGURE 4.10 Mécanisme d’orientation 3 — UPS

Il existe également une quatriéme branche connectant la plateforme au bati, uniquement
constituée d’une liaison sphérique localisée au point O. Cette jambe restreint donc le mouve-
ment de la plateforme qui ne peut alors que pivoter autour de ce point. Trois torseurs a pas
nuls dont 'axe passe par O réciproques a cette liaison sphérique peuvent ainsi étre identifiés.

Quant aux trois autres torseurs réciproques, ils peuvent étre obtenus en exprimant le visseur



79

de la plateforme selon 1'équation (4.28), ce qui donne :

€= &7 (W) pu, + €07 (V) Pu, + €na(Sa,8,)05 + €07 (X)ou, + &0 (¥)y, + &0 (2) 2,5 (4.32)

pour j = 1,2,3. Les vitesses passives ¢,; et ¢, sont celles de la liaison universelle de la
branche j, tandis que ¢.,, ¢, et ¢.. sont les vitesses passives de la liaison sphérique de la
branche j, choisies arbitrairement autour des axes X, y et z du repere. La seule vitesse active
de la j-ieme branche est p;. A partir de 'équation (4.32), il est possible d’identifier un torseur

a pas nul réciproque aux cinq visseurs passifs de chaque branche. Il est donné par :

A SA-B.;

¢ =Gy (sa;B;) = 7 (4.33)
SA;B; X Ta;0

L’axe de ce torseur passe par le centre de la liaison sphérique en B; et le centre de la liaison

universelle en A;, pour j = 1,2, 3. Le visseur de la plateforme peut ainsi étre directement

donné par I’équation (4.31), ou chaque colonne de la matrice jacobienne est donnée par :

C(I)4j (SA]'B]') o €OO<SAJ-BJ-> m
= T g avec
G (54,8,) 0 &5" (4.34)
gm — €0 < (Sa,B, X Ta,0) X (84,8, X Ta,0) )
! ||(sAkBk X rAkO) X (SAsz X rAzO)H

J

pour j,k,l = 1,2,3 par permutation circulaire. Ainsi, I'axe du visseur £7", voir équation
(4.34), est situé a I'intersection du plan passant par les points O, Ay et By, et de celui passant
par les points O, A; et B;. Cette droite passe donc par le centre de rotation de la plateforme.
Bien que les actionneurs soient prismatiques, le mouvement de sortie correspond bien a une

rotation autour du point O, imposée par la quatrieme branche.

La figure 4.11 illustre la position de I’axe du visseur &%, situé a l'intersection des plans formés
par les points O, A; et B; et respectivement des points O, A, et Bsy. La vitesse de rotation

autour de cet axe est donnée par :

_ 4(343<SA333> Ogoo(SAng) s H(SAIBI X rAlo) X (SA232 X rA2O)H

W3 =
3 (Say,) © EF (54,8, X T4,0) X (S48, X T4,0)]" (S4,85 X T4,0)

P3-
(4.35)
A noter que dans I’équation précédente, le terme (s, 5, XT 4,0) au dénominateur est homogéne

a une longueur. Ainsi, puisque la vitesse p3 est homogene a des longeurs par seconde, alors

ws est bien une vitesse de rotation.
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FIGURE 4.11 Position de I'axe du visseur &£5* dans un mécanisme 1.5 +3 — UPS

4.2.3 Exemple : Mécanisme d’orientation 3 — RUU

Le second exemple de mécanisme d’orientation est le 3 — RUU montré figure 4.12. 1l s’agit
d’un mécanisme pleinement actionné a trois DDLs. Ce mécanisme, introduit en [174] est
congu pour qu’a chaque rotation de la plateforme, aucune des liaisons passives ne reste
immobile. L’idée derriere la création de ce mécanisme est décrite dans ce méme article. L’ceil
agile, étudié en section 4.1.3 est un mécanisme sensible aux erreurs de fabrication puisqu’il
est nécessaire que tous les axes des neuf liaisons s’intersectent exactement au méme point.
Certains auteurs, voir [175] par exemple ont alors eu I'idée de rajouter deux liaison rotoides
a la liaison rotoide centrale de chaque branche de maniére a créer un mécanisme 3 — RSR.
Seulement, d’apres [174], le mécanisme prédominant dans le 3 — RSR reste le 3 — RRR. Les
liaisons additionnelles servent uniquement a compenser les erreurs de positionnement et ne
bougent pratiquement pas. Dans le mécanisme 3 — RUU de [174], toutes les liaisons passives

ont leur réle a jouer lors d’une rotation de la plateforme.
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FIGURE 4.12 Mécanisme 3 — RUU

Comme montré figure 4.12, chacune des trois branches du mécanisme est constituée de cinq
liaisons rotoides en série qui, contrairement aux mécanismes sphériques, ne convergent pas
nécessairement au centre de rotation de la plateforme. Les axes des trois premieres liaisons
de la i-eme jambe s’intersectent en un point A;, fixe par rapport au bati, et forment ainsi une
liaison sphérique centrée en A;. Les deux autres liaisons ont également des axes qui se croisent
en un méme point et forment une liaison universelle. Chacune des pattes est donc une chaine
SU. Une des particularités de ce mécanisme est que le centre des liaisons universelles en bout
de chaine est partagé par les trois branches. En d’autres termes, il existe un point P situé a
I'intersection des axes de six liaisons rotoides, voir figure 4.12 a nouveau. Le point P est le

centre de rotation de I'organe terminal.

On supposera que la premiere liaison de la chaine 7, pour ¢ = 1,2, 3 est actionnée par une
vitesse #; autour d'un axe a;. Les deux autres articulations rotoides de la liaison sphérique
en A; sont passives et forment une liaison universelle. Leurs axes respectifs sont appelés u;

et v;. Ces trois axes sont considérés linéairement indépendants. Enfin, les axes de la seconde
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liaison universelle de la chaine sont orientés par les vecteurs u; et v..

Pour chaque jambe, un torseur réciproque a pas nul passant par le centre de la liaison
sphérique en A; et le point P peut étre facilement identifié. Ces trois torseurs pour ¢ = 1,2, 3
se croisent en un méme point, qui constitue le centre de rotation de la plateforme mobile.
A noter que par souci de lisibilité, les points P et O, voir figure 4.12 ont été choisis comme
étant distincts, mais puisque P est fixe dans ’espace, on aurait pu choisir P = O de maniere
a ce que le centre de rotation de 'organe terminal soit confondu avec 'origine, comme pour
les mécanismes rotationnels étudiés jusqu’alors. Pour trouver un nouvel ensemble de torseurs
réciproques, il est possible d’exprimer le visseur de la plateforme selon 1'équation (4.28), ce

qui nous donne :
€ = & (ai)0; + & (W)@, + & (vi) o, + & (W))pu, + &5 (VI)u, pour i=1,2,3, (4.36)

ou ¢y, et ¢y, sont les vitesses passives de la liaison universelle en A; et ¢,/ et p,, sont les
vitesses passives de la liaison universelle en P de la branche i. Un torseur réciproque a tous
les visseurs de chaque branche, a Pexception de &5 (a;), est donné par ¢Zi(b;). Le vecteur b;
est orienté par la droite a l'intersection du plan passant par A;, de normale w; = u; X v;, et
celui passant par P, de normale w, = u} x v,. Donc b; = w; x W} pour ¢ = 1,2,3, comme
illustré figure 4.13. Le point B; est quant a lui un point a l'intersection de ces deux plans, et
peut étre choisi comme étant le point minimisant la distance entre P et cette droite, comme

également illustré figure 4.13.

Plateforme

FIGURE 4.13 Torseur réciproque aux liaisons passives d'une jambe RUU
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L’équation (4.31) nous donne alors directement le modele cinématique direct du mécanisme
et la i-ieme colonne de la matrice jacobienne est donnée par :
B; A;
Go'(bi) © &5 (ay)

$i = C(]Bz(bz) ° €(1?(01) EO (Ci>a (437>

ou, toujours d’apres 1'équation (4.31), le vecteur c; est donné par :

(bj X I‘ij) X (bk X I'ka)
|(b; x rp,p) x (by X rp,p)||’

pour ¢, 7, k = 1,2, 3 par permutation circulaire. Soit P; le plan contenant les axes de la seconde
liaison universelle au point P de la i-ieme branche, ¢’est-a-dire le plan passant par le point P,
de normale w, voir figure 4.13. Le vecteur b, appartient par définition a ce plan, de méme
que rp,p. Ainsi, le produit vectoriel b; X rp, p donne un vecteur proportionnel a la normale

w’ du plan P;. Le vecteur c¢;, voir équation (4.37) peut ainsi étre réécrit :

W X W,

(4.39)

/
o J )
T W < w|

Au final, I'actionnement de la i-eme branche du mécanisme entraine une rotation pure de
la plateforme autour d’une droite passant par le point P et dont 'axe est donné par le
produit vectoriel des normales des plans contenant les liaisons universelles en P des deux
autres jambes. La figure 4.14 illustre par exemple la position de I'axe du visseur 3 — RUU.

La vitesse de rotation autour de cet axe est donnée par :

(0% (b3) 0 &% (as)

T P (by) 0 €] (cs)

05. (4.40)
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FIGURE 4.14 Position de I'axe du visseur £/’(c3) dans le mécanisme 3 — RUU

4.2.4 Exemple : Mécanisme d’orientation asymétrique

Le dernier exemple de mécanisme d’orientation est montré figure 4.15. D’apres [176], ce
mécanisme serait appelé poignet de Cheng. Il s’agit d’'un mécanisme asymétrique. La premiere
jambe est composée d'une liaison rotoide d’axe s; passant par un point P; suivie d'une liaison
universelle dont les deux axes sont orientés selon des vecteurs u; et vy. Le centre de cette
liaison est localisée au point P;, ainsi I’ensemble des trois liaisons de la premiere jambe forme
une liaison sphérique. Les deux autres jambes sont composées d'une liaison universelle dont
les axes sont orientés selon les vecteurs u; et v; localisée au point @);, puis d’une liaison

prismatique orientée selon un vecteur w; et enfin d’'une seconde liaison universelle localisée
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au point P; dont les axes sont également orientés selon les vecteurs u; et v;, pour ¢ = 2, 3. Le
vecteur unitaire allant du point @); au point P; est nommé s;. Les points P, P5 et P5 sont
rigidement liés a la plateforme. Il est a noter que dans ce mécanisme, les liaisons universelles
respectives des jambes 2 et 3 n’ont pas nécessairement besoin d’étre contenues dans des plans

paralleles comme c’est ici le cas.

-
V3

Plg)a
-« —
Vi

u;

P'3\

01

B

On suppose que la premiere liaison rotoide de la jambe 1 et les liaisons prismatiques des deux

FIGURE 4.15 Mécanisme 1S + 2U PU

autres jambes sont les liaisons actionnées avec des vitesses respectives 61, ps et ps. Le visseur

de la plateforme est donnée par :

€ =& (s1)01 + & (W) by, + &5 (V1)
= £ (02) Puy + £ (V) pvs + Eoo(W2) o + £02 (02) g, + €52 (v2) 1y, (4.41)
= £ (U3) Puy + £ (V3)ibvs + Eoo(W3)ps + &0° (U3)thy, + €57 (v3)ty,
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Les vitesses appelées 1 sont celles des liaisons universelles rattachées a la plateforme tandis

que celles appelées ¢ sont ces des liaisons universelles aux points )5 et Qs.

D’aprés la premiere ligne de I’équation (4.41), trois torseurs a pas nuls, linéairement indé-
pendants et dont les axes s’intersectent au point P; peuvent étre identifiés. La plateforme
ne peut ainsi que pivoter autour de ce point. Pour cette méme équation, il est également
possible d’identifier un torseur & pas infini {; = (. (u; X vy) réciproque aux visseurs de la
liaison universelle de la branche 1. Puis, pour les jambes 2 et 3, il est possible se sélectionner

deux torseurs a pas nuls, qui exprimés au point P; sont respectivement donnés par :

S92

= ¢l (sy) = [ ] ot ¢y =l (sy) = [ 5 ] . (4.42)

So X Trp,p S3 X TIrp,p

Ainsi, d’apres I'équation (4.31), la premiére colonne de la matrice jacobienne de la plateforme

s’écrit :

 Coo(uy X i) 0 €57 (51) L m_ eP, ( (S X Tpyp,) X (S3 X Tpyp,) )
$ = Co(ty X V1) o0 &7 &' avec &"=¢, (52 X tryp) X (53 X trp )] ) (4.43)

Les deux autres colonnes sont données respectivement par :

G (s2) 0 €n(W2) m o ePy ( (s3 X rpyp) X (ug X vq) )
= reeey ¢ T E O (k) x @) 4
et :
G0 (s3) 0 €sc(W3) m P ( (w1 X vi) X (sg X TR,p,) )
5= 0(s3) 0 &F oot &= [[(ur X vi) X (82 X rpp)|| ) (4.45)

Malgré le fait que les trois torseurs réciproques identifiés soient de nature différente (un
torseur a pas infini et deux a pas fini), le modele cinématique direct a pu étre établi. Cet
exemple montre qu’il est possible d’obtenir la matrice jacobienne analytique d’un mécanisme

d’orientation dont les branches sont asymétriques.
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4.3 Meécanismes translationnels

4.3.1 Modele cinématique direct

Intéressons-nous a la derniere catégorie de mécanismes étudiés dans ce chapitre qui sont
les mécanismes translationnels. Les jambes de ces mécanismes paralleles sont agencées de
maniere a ce que l'organe terminal puisse (uniquement) se translater dans l’espace cartésien
[177]. La méthode pour déterminer le modele cinématique direct repose une fois encore sur
I'inversion d’une matrice composée de torseurs réciproques. La plateforme d’un mécanisme
translationnel ne peut pivoter, cela signifie que son visseur est réciproque a trois couples purs,

modélisés par un ensemble de trois torseurs linéairement indépendants a pas infinis.

Pour trouver les trois autres torseurs réciproques qui composeront la matrice jacobienne
parallele, il est nécessaire d’écrire les équations des chaines cinématiques reliant la plateforme
au bati. En supposant que le mécanisme est composé de trois branches, cette équation est
identique a celle des mécanismes d’orientations donnée équation (4.28). Il est alors possible
de créer une équation de vitesse de la forme IT¢ = 3¢, en identifiant pour chaque jambe un
torseur réciproque a tous les visseurs passifs. Un point important est que ces torseurs sont
nécessairement a pas fini, puisque dans le cas contraire ils seraient linéairement dépendant a
I’ensemble de torseurs a pas infinis précédemment identifiés. De la méme maniére que pour
les mécanismes d’orientation, le torseur réciproque aux visseurs passifs de la i-iéme branche

T
est donné par §; = [pZT qﬂ ol p; # 0341 et q; sont des vecteurs 3 x 1.

Les expressions matrices jacobiennes parallele et sérielle sont identiques a celles établies pour
les mécanismes d’orientation et sont données par I’équation (4.29). Puisque la plateforme
ne peut pivoter, alors le visseur de cette derniere a la forme & = [01X3 VT}T, ou V est la
vitesse de translation de tout point de la plateforme. Ainsi, de la méme maniére que pour les

mécanismes d’orientation, voir équation (4.30), nous avons :

pi
I = |pl| V. (4.46)

P}
A nouveau, seule une sous-matrice 3 x 3 de la matrice jacobienne paralléle IT est & inverser.
Cette matrice contient les vecteurs directeurs de trois torseurs a pas nul, considérés hors

singularité comme linéairement indépendants.
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En utilisant une nouvelle fois la formule (3.18), le modeéle cinématique direct des mécanismes

translationnels est alors donné par :

£€=Jq avec J=[$; $, $5], ou

Y P <pp>> (4.47)
= ot S ‘€°°<H<pk><pl>n ’

pour j,k,l = 1,2, 3 par permutation circulaire. A noter qu’il est également possible d’obtenir

le modele cinématique direct de 1’équation (4.47) en inversant une matrice carrée de taille
6 x 6 plutot qu'une matrice de taille 3 x 3. La démonstration est montrée en annexe B.2.2 et

les deux résultats finaux sont identiques.

L’équation (4.47) est valide pour tous les mécanismes respectant deux conditions. Premie-
rement, il doit étre possible d’écrire une ou plusieurs relations de chaines cinématiques et
d’identifier, a partir de cette derniere ou de ces derniéres, un ensemble de torseurs a pas in-
fini réciproques a I’ensemble des visseurs. Deuxiemement, il doit étre possible d’identifier trois
autres torseurs linéairement indépendants a pas fini, chacun étant réciproque aux visseurs
passifs d'une branche de I’équation (4.28). Beaucoup de mécanismes respectent ces conditions

et nous allons montrer trois exemples de mécanismes translationnels typiques.

4.3.2 Exemple : Mécanisme translationnel 3 — UPU

Le premier exemple choisi pour illustrer cette section est le mécanisme 3—U PU [139,178-180]
montré figure 4.16. Il est composé de trois jambes cinématiquement identiques, connectées
au bati au point A; et a la plateforme au point B, pour j = 1,2, 3. Au point A; est localisée
une liaison universelle d’axes u; et v; et au point B; une liaison universelle de mémes axes.
Entre les deux liaisons se trouve la liaison prismatique actionnée de direction s;. Pour le

mécanisme illustré, nous avons s; = sy4,p;, voir figure 4.16.

La direction des axes des liaisons universelles est particulierement importante pour ce mé-
canisme. Il pourrait en effet étre monté comme un mécanisme d’orientation [181]. Pour que
le 3 — UPU soit translationnel, il faut que la direction de la premieére liaison rotoide d’une
branche soit parallele a 1’axe de la derniere et que les axes des deux liaisons rotoides inter-

médiaires soient également paralleles entre eux [179,182], voir figure 4.16 & nouveau.
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FIGURE 4.16 Mécanisme 3 — UPU

Le visseur de 'organe terminal & peut étre exprimé par :
A]' . Aj . . B]. . B]' .
§ =28 (W), + &7 (V) v, + &ea(si)pj + &7 (Vi)y, + &7 (W) 1y, (4.48)

pour j = 1,2,3. La vitesse active de chaque branche est p;. Les vitesses passives de la
premicre liaison universelle sont ¢, ; et ¢, tandis que 1/}uj et ¢, sont celles de la seconde. Soit
W, = u; X v; le vecteur normal aux axes des deux liaisons universelles de la j-éme patte. Le
visseur {.(W;) est clairement réciproque a I’ensemble des liaisons de la jambe j, voir équation
(4.48). Sous réserve que les vecteurs wy, wy et wy soient linéairement indépendants, ce qui

est vrai hors singularité, alors cet ensemble restreint toutes les rotations de la plateforme.

Un torseur réciproque a ’ensemble des visseurs passifs de la j-éme branche de 1’équation
(4.48) est ¢; = Cg‘ ?(sa;B;)- L’équation (4.47) donne alors directement le modele cinématique

direct du mécanisme. Chaque colonne de la matrice jacobienne valant :

_ C64J (SAij) o EOO(SJ')

C(I)L‘j (SAij) © €;n

J

SA.B, X SA,B
g avec &'=¢ ( A = ) 4.49
ﬂ D= s xsamll)
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pour j, k,l = 1,2, 3 par permutation circulaire. Ainsi, I’actionnement de la liaison prismatique
de la j-eme jambe entraine la plateforme a translater dans la direction normale aux vecteurs
directeurs des droites passant par Ay et By et respectivement par A; et B;. D’apres ’équation
précédente, la vitesse de translation qu’a la plateforme soumise a I’actionnement de la j-eme

liaison prismatique est :

S X S sinls.
v, = [saum X SamllSan s (4.50)

(SAkBk X SAlBl)TSAij
4.3.3 Exemple : Le Tripteron généralisé

Le second exemple de mécanisme translationnel est le Tripteron [183] montré figure 4.17.
Chacune de ses trois jambes est constituée d’une liaison prismatique de direction u; suivie
d’une série de trois liaisons rotoides localisées respectivement aux points A;, B;, et C;. Le
point C; étant connecté a la plateforme. Les trois liaisons rotoides ont des axes paralleles et
sont orientées par le vecteur v;. Soit p; la vitesse de la liaison prismatique que I'on considere

actionnée.

FIGURE 4.17 Tripteron généralisé
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Le visseur de la plateforme est donné par :

& = Coo(w))p; + &7 (Vi) oa, + & (Vi) im, + & (V;)po, pour j=1,2,3. (4.51)

Ici, a;, @B, et pc, sont les vitesses passives autour des trois liaisons rotoides successives. A
noter que puisque ces vitesses sont seulement au nombre de trois, alors le mécanisme est sur-
contraint. D’apres 'équation précédente, le visseur (. (u; X v;) est réciproque a 'ensemble
des liaisons de la i-iéme jambe. Le mécanisme est donc bien translationnel, a la condition les
vecteurs que u; X vi, Us X Vo et ug X vy soient linéairement indépendants, ce qui est vrai par

construction puisque les vecteurs u; et v; pour j = 1,2, 3 ne changent jamais d’orientation.

Il est possible & partir de I’équation (4.51) d’identifier un torseur ¢; = C{;‘ ?(v;) comme étant
réciproque a l’ensemble des liaisons rotoides de la branche j. Le choix du point d’application
n’a aucune importance et pourrait étre situé n’importe ou dans l'espace puisque seul le
vecteur directeur des torseurs importe pour construire le MCD, voir équation (4.47). En
utilisant cette méme équation, on peut obtenir le modele cinématique direct du Tripteron,

ou chaque colonne de la matrice jacobienne de la plateforme est donnée par :

g _ G0’ (v) © oo (1))

T vy oEr

£ avec €' =£x <W> (4.52)

[[vie x i

pour j,k,l = 1,2,3. Actionner la liaison prismatique de la j-ieme branche a pour effet de
translater la plateforme dans une direction parallele a la droite a l'intersection des plans
contenant respectivement les liaisons rotoides de la patte k et celles de la patte [. La vitesse
de translation dans cette direction est donnée par :

[[Vie x vil[ufv;

‘/}:

). 4.53
(Vk % VZ)TV]' p] ( )

Le mécanisme que nous venons d’étudier est une version généralisée du Tripteron. Dans le
mécanisme original, pour chaque jambe la direction de la liaison prismatique est parallele a
celle des liaisons rotoides, c’est-a-dire que nous avons u; = v; pour j = 1,2, 3. Si en addition
les axes ui, uy et uz forment une base orthonormée directe, alors le modele cinématique

direct est simplement donné par :
€= [t(m) Exlws) Exluy)p, (4.54)

T
oup= [pl P2 p'3} . L’actionnement de chaque liaison prismatique entraine la plateforme a

se déplacer dans la direction de cette liaison, d’une translation égale a celle de ’actionneur.
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4.3.4 Exemple : Le robot Delta

le mécanisme de Delta est un mécanisme tres populaire et couramment utilisé dans les lignes
d’assemblages. Ce mécanisme a fait I'objet de nombreuses recherches [184-188]. La version que
nous allons étudier est montrée figure 4.18. Il s’agit d’'un mécanisme purement translationnel.
Il existe en effet plusieurs variations du robot Delta, le premier avait par exemple une chaine

supplémentaire destinée a permettre un mouvement de rotation supplémentaire [184].

FIGURE 4.18 Robot Delta

Chaque jambe du mécanisme montré figure 4.18 est composée de trois liaisons rotoides de
méme vecteur directeur u;, localisées respectivement aux points A;, B; et C}. Chaque jambe
possede également quatre autres liaisons de méme vecteur directeur v; formant un paral-
lélogramme. Puisque les liaisons rotoides de chaque jambe sont toutes orientées selon deux
vecteurs u; et v;, alors le torseur a pas infini (. (u; x v;) peut étre identifié pour chaque
jambe. Si ces trois torseurs pour j = 1,2,3 sont linéairement indépendants, alors ils re-
streignent les rotations possibles de plateforme, confirmant que le Delta est bien un robot

translationnel.
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Le Delta n’est pas a proprement parler un mécanisme parallele puisqu’il possede une boucle
paralléle dans chacune de ses branches. Certains appellent ce type de chaine quasi-sériel [189].
La boucle parallele est ici un mécanisme a quatre barres plan et peut étre considérée comme
une unique liaison parallélogramme. Le coupleur d’'un mécanisme a quatre barres agencé
en parallélogramme a un mouvement de translation circulaire. Ainsi, une liaison parallélo-
gramme est instantanément équivalente a une liaison prismatique, [190]. La figure 4.19 montre
un robot Delta dont le parallélogramme de la j-eme branche est remplacé par une liaison
prismatique. Chaque branche du Delta est donc instantanément équivalente a une branche

RRPR. Le visseur de la plateforme est donné par :
Aj A B; A . Cj A
§€=6&"(uy)0; + &7 (w) Op, + &V X SB;c;) 95+ & (w5) Ocy, (4.55)

. . ) . ) ., . B,
pour j = 1,2,3. Ici, 0p, et ¢, sont les vitesses passives associées aux visseurs &’ (u;)
et &7 (u;). ¢; est la vitesse de rotation des quatre liaisons composant le parallélogramme,
tandis que 0; est la vitesse de la premiere liaison rotoide de la branche, considérée comme
actionnée. Contrairement au mécanisme 3 — UPU au Tripteron que nous venons d’étudier,

ce mécanisme translationnel est actionné par des vitesses de rotation.

Les torseurs réciproques aux visseur passifs de 1'’équation (4.55) sont donnés par {; =
Cég ’(sB,c,), pour j = 1,2,3. Grace a cet ensemble de visseurs, le modele cinématique di-
rect du mécanisme Delta peut étre obtenu en appliquant ’équation (4.47). Chaque colonne

de la matrice jacobienne est donnée par :

5 _ S'(sm0) o€ (w) H@( SBCy X SBC ) (4.56)

j ; avec
! C(])BJ (SBjCj> © S;n ’ ||SBka X 8B ||

pour j,k,l = 1,2,3 par permutation circulaire. La rotation autour de la droite passant par
A; de vecteur directeur u; avec une vitesse 9]- entraine la plateforme dans un mouvement de
translation pur dans la direction perpendiculaire aux vecteurs sp, ¢, et sp,c, avec une vitesse
linéaire donnée par :

T
SB,C; (U-j X rAjBJ) Iss.c. X spic | 9] (4.57)

V=
J
SBjCjT(SBka X SBzC[)
Il est & noter que le vecteur r 4, g, n’est pas unitaire, ainsi la distance entre les droites passant
JiPJ )
par A; et B; intervient dans I'expression de la vitesse de la plateforme. La vitesse V; est ainsi

bien homogene une vitesse linéaire.
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— X — -

Y, U

TR

F1GURE 4.19 Chaine sérielle instantanément équivalente a une jambe du robot Delta

4.4 Conclusion

La section 4.1 de ce chapitre a été consacrée a ’analyse des mécanismes sphériques. Nous
avons pu donner analytiquement la matrice jacobienne de ces mécanismes et observer les
similitudes entre ces derniers et les mécanismes plans étudiés au chapitre précédent. La
section 4.1.3 a été dédiée a ’analyse de 1'oeil agile, dont la matrice jacobienne est donnée par
I'équation (4.26).

Ensuite nous sommes intéressés a divers mécanismes spatiaux capables de trois rotations
pures autour d’'un point, puis a d’autres mécanismes a méme de se translater dans les trois
directions de I’espace, respectivement aux sections 4.2 et 4.3. A partir de l'identification des
torseurs réciproques, nous pouvons fournir la matrice jacobienne explicite de ces mécanismes,
voir respectivement les équations (4.31) et (4.47). Les colonnes de la matrice jacobienne sont
exprimées sous la forme d’un rapport de produits réciproques multiplié a un visseur unitaire.

Il s’agit d’une forme que nous avons déja rencontrée pour les mécanismes sphériques et plans.
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Nous avons illustré les équations obtenues par trois exemples de mécanismes d’orientation et
trois exemples de mécanismes de translation. Ainsi, il a été montré que les équations obtenues

sont applicables pour des mécanismes possédant des architectures variées.

Il est cependant a noter que nous n’avons pas couvert l'intégralité des mécanismes d’orien-
tation et de translation existants. Les mécanismes redondants n’ont par exemple pas été

traités.
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CHAPITRE 5 Le 3— RPS et le 6 — UPS triangulaire

Nous allons dans ce chapitre étudier le modele cinématique direct de deux mécanismes. Le
premier, étudié en section 5.1, est le 3— RP.S, il s’agit d’'un mécanisme spatial a trois degrés de
liberté. A la différence des mécanismes étudiés dans la section précédente, ce mécanisme a des
degrés de liberté mixtes, il n’est ni purement rotationnel, ni purement translationnel. Puis,
en section 5.2, nous verrons qu’il est aisé d’étendre les résultats obtenus pour le mécanisme
3— RPS a un autre mécanisme, le 6 —U PS. Ce dernier possede six degrés de liberté. Le point
commun entre ces deux mécanismes est qu’ils ont une matrice jacobienne paralléle constituée

de six visseurs a pas nuls qui s’intersectent deux a deux.

La section 5.3 sera consacrée a une application numérique du 3 — RPS pour illustrer les
équations présentées section 5.1. Finalement, la section 5.4 sera consacrée a une extension
des résultats et verrons d’autres mécanismes qui partagent la méme expression de matrice

jacobienne que les mécanismes 3 — RP.S et 6 — UPS triangulaire.

5.1 Meécanisme 3 — RPS

5.1.1 Introduction

Le mécanisme 3— RPS est un mécanisme qui a fait ’'objet de nombreuses recherches, voir par
exemple [142-146, 148]. Tl s’agit d’'un mécanisme & DDLs limités qui posséde trois mobilités
dans l'espace. Ces dernieres dépendent de I'agencement de ses jambes. Si les axes de ses
trois liaisons rotoides sont orientés selon trois vecteurs linéairement indépendants, alors sa
plateforme peut tourner autour de trois axes non-concourants [149,150], ce qui le différencie
des mécanismes d’orientation dont les axes de rotation s’intersectent en un méme point. La
figure 5.1a montre un exemple d’'un tel mécanisme. Les axes des liaisons rotoides sont orientés

selon les axes du repere du plan. Cette configuration est ainsi appelée cubique

Si les axes des liaisons rotoides du mécanisme 3 — RPS sont compris dans un méme plan,
alors la plateforme peut translater dans la direction normale a ce plan en plus de pouvoir
tourner autour de deux axes concourants [149]. La figure 5.1a montre un mécanisme 3 — RPS
dans cette configuration. Les axes des trois liaisons forment un triangle compris dans le plan,

d’ou I'appellation 3 — RPS triangulaire.
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(a) Architecture cubique (b) Architecture triangulaire

FIGURE 5.1 Deux architectures du mécanisme 3 — RPS

L’objectif de ce chapitre est une fois encore de donner le modele cinématique direct analytique
du mécanisme. Comme pour les chapitres précédents, nous partirons d’une équation de la

forme :

It = 54, (5.1)

ou & est le visseur de la plateforme, ¢ le vecteur des vitesses actionnées tandis que II et X
sont les matrices jacobiennes respectivement paralléle et sérielle. Grace a I’équation (5.1), et
sous réserve que la matrice I soit inversible, le modele cinématique direct peut étre obtenu

par la relation :
£€=1Jq, avec J=II"'X. (5.2)

La matrice jacobienne J, n’est pas seulement recherchée analytiquement, mais sous une forme
analogue aux mécanismes sériels qui fait explicitement apparaitre les visseurs qui la com-

posent :

J= [$1 $2 $3} ; (53)

ou 8, la k-éme colonne de J, est homogeéne a un visseur unitaire associé a la vitesse ¢;. Les
colonnes de la matrice jacobienne J seront appelés visseurs partiels. Sauf mention contraire,

dans ce chapitre, les indices i, j, k seront égaux a 1,2, 3 par permutation circulaire.
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5.1.2 Calcul analytique de la matrice jacobienne

La figure 5.2 montre deux géométries possibles d'une jambe RPS. La liaison rotoide a la
base de la jambe appelée k est orientée selon un axe q; et passe par un point (). La liaison
prismatique est orientée selon un vecteur unitaire p;. La liaison sphérique connectée a la
plateforme et son centre est appelé Py. Pour la premiére géométrie, voir figure 5.2 (haut), les
vecteurs py et qi sont perpendiculaires. Pour la seconde géométrie, voir figure 5.2 (bas), ces
deux vecteurs sont orientés arbitrairement I'un par rapport a I’autre. L’architecture des deux
mécanismes montrés figure 5.1 correspond a la premiére géométrie, voir figure 5.2 (haut) a

nouveau.

Plateforme

FIGURE 5.2 Position des axes des torseurs réciproques pour deux géométries de branches
RPS

L’équation cinématique reliant le visseur de la plateforme aux visseurs de la branche k s’écrit :

& = £ (an) 0k + Eo(Pr)pr + €01 (X)Pxy + &0 (¥) 2ys + €07 (2)¢ay (5.4)

ou 0 est la vitesse de rotation autour de la liaison rotoide, p; la vitesse linéaire selon la
direction de la liaison prismatique, tandis que @y, , @y, , et @5, sont trois vitesses de rotations

choisies arbitrairement autour des axes x, y et z du repere.
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Pour obtenir une relation de vitesse sous la forme donnée équation (5.1), il est nécessaire
pour chaque branche d’identifier un torseur qui soit réciproque a tous les visseurs de I’équa-
tion (5.4), a exception du visseur associé a la vitesse active g, que 'on appellera £%. On
supposera que les liaisons actionnées sont les articulations prismatiques. On aura 1’occasion
de discuter du mécanisme 3 — RP.S en section 5.1.3. Pour le mécanisme 3 — RP.S, nous avons

alors :
T .
a=p=|p s ps] et &% =&ulps). (5.5)

Les trois torseurs réciproques sont donnés par :

v v \%
31:[ ! ] C(YQ:[ 2 ] et 3’3:[ ’ ] (5.6)
Vi XTIy Vo X Ty V3 X I3

Si les vecteurs directeurs des liaisons rotoides et prismatiques de chaque jambe sont perpen-
diculaires, voir figure 5.2 (haut), alors vy est égal a py, le vecteur directeur de la liaison
prismatique. Si les vecteurs py et qx ne sont pas perpendiculaires, voir figure 5.2 (bas), alors
nous prendrons vy égal a sg, p,, un vecteur unitaire allant de 'axe de la liaison rotoide au
centre de la liaison sphérique. Hors singularité, on supposera que vy, vy et v sont linéaire-

ment indépendants.

Le vecteur ry présent dans I’équation (5.6) représente quant a lui le vecteur allant du centre

de la liaison sphérique vers 'origine O, c’est a dire :
'y =rpo (57)

Dans ce chapitre, tous les vecteurs de positionnement définissant la position d’'un objet géo-
métrique dans 1’espace iront toujours d’un point de cet objet vers 1'origine. Ce choix est fait

pour exprimer les visseurs et torseurs sous leur forme canonique, voir 1’équation (2.11).

En calculant le produit réciproque entre les torseurs définis équation (5.6) et les visseurs de

I'équation (5.4), alors une équation de vitesse de la forme (5.1) peut étre obtenue selon :

I1,£ = 3,9 avec

Al [(vixr)T VT (o 0 0 (5.8)
L= [G*A| = |[(vaxr)” vi| et Ba=| 0  (2ok” 0
G A (v xr3)" vy 0 0 Go® o &®

La matrice I, est de taille 3 x 6 et ne peut pas étre inversée telle quelle puisque non carrée.
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Contrairement aux mécanismes spatiaux étudiés jusqu’a présent, voir notamment sections
4.1.3, 4.2 et 4.3 du chapitre 4, nous n’avons pas d’information a priori sur le visseur &.
Ainsi, il n’est pas possible d’inverser seulement une sous-matrice 3 x 3 de la matrice I, sans
perdre d’informations sur le comportement cinématique de la plateforme. La solution est au
contraire d’augmenter la matrice II, grace a une seconde matrice 3 x 6. Cette technique a
été introduite en [121] pour justement étudier un mécanisme 3 — RPS. Pour augmenter la

matrice I1,, il est nécessaire d’introduire trois nouveaux torseurs qui sont donnés par :

u u u
31:[ 1 ] 4512:[ 2 ] et 53:[ 3 ] (5.9)
u; X rg Uy X Iy usz X I3

Ces torseurs ont des pas nuls et leurs axes passent par les liaisons sphériques de chaque
branche. Ils sont choisi pour étre réciproque a [l’ensemble des visseurs de chaque branche.
Ainsi, pour la premiére géométrie de jambe, voir figure 5.2 (haut) on choisit u; comme
orienté selon 'axe de la rotoide, c’est a dire uy = qi. Pour la seconde géométrie, voir figure
5.2 (bas) on choisit u, = (Vi X qx) X px. On supposera que les torseurs définis équation (5.6)
et ceux introduits équation (5.9) sont linéairement indépendants. Un point important a noter
est que le torseur ¢j* et le torseur ¢3* ont des axes qui s’'intersectent, plus précisément au

point Py, le centre de la liaison sphérique.

En utilisant les visseurs définis équation (5.9), un seconde équation de vitesse ayant la forme

donnée équation (5.1) peut étre obtenue :

I1.£ =3.q avec

GA (i xry)” (5.10)
I = [¢TA| = |(uy x1r2)T ul| et .= 033
¢asTA (uz x r3)7 ul

La matrice II. est souvent appelée dans la littérature jacobienne des contraintes [121], en

opposition a II,, la jacobienne des actionnements.

En combinant les équations (5.8) et (5.10), alors une troisieme équation de vitesse peut étre

obtenue par :

1€ = 3Xq avec
, (5.11)
Ha A B Ea I3
IT. C D 3. 0343
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ou :
(vix )T vT (u; x )T ul
A=|(voxr)T|, B=|vl|, C=|(ugxr)T|, et D= |ul]. (5.12)
(vy x r3)T" e (ug x r3)” ul

La matrice jacobienne parallele IT est ainsi constituée de six torseurs a pas nuls dont les axes
s’'intersectent deux a deux. Cette propriété va nous étre utile pour le calcul de son inverse
puisque cela raméne le nombre de vecteurs présents dans son expression a neuf (uy, vy et ry).
En effet, si la matrice IT était composée de six torseurs a pas nuls dont les axes n’ont pas de

relations géométriques particulieres entre eux, elle contiendrait douze vecteurs différents.

Selon ’équation (5.12), la matrice jacobienne parallele est désormais carrée et qui plus est de
plein rang puisque 'on a supposé que les différents torseurs qui la composent sont linéairement
indépendants. On peut désormais inverser cette matrice pour obtenir la matrice jacobienne,
voir équation (5.2). Pour le calcul, on prendra comme hypothese que la matrice D définie a

I’équation (5.12) est également inversible, c’est a dire que :
d = det(D) = (u; x uz)’us # 0. (5.13)

La matrice Il est composée de quatre sous-matrices carrées. Son inverse peut obtenue par

blocs grace a une formule introduite en [191], ce qui donne :

——— ~SBD!

blcs DiDplcsgp ! ¢ S=(A-BDTOT. (5.14)

Puis, en combinant les équations (5.2), (5.11) et (5.14), on obtient la matrice jacobienne J

sous la forme :

S
-D!'CS

J=1I'% = .. (5.15)

Il est & noter qu’en [192], la matrice jacobienne d’un mécanisme parallele a été exprimé d'une
maniere tres semblable a celle de I'équation (5.15) grace a des visseurs sous forme de nombres

duaux. Cependant, le calcul n’a pas été explicité.

Nous cherchons I’expression analytique de la matrice jacobienne sous forme dune collection de
trois visseurs, voir équation (5.3). Ainsi, d’apres I’équation (5.15), le bloc S¥,, contient ’axe
de ces visseurs, tandis que la matrice —D~1CSX, contient les pas et les vecteurs définissant
la position des axes des visseurs. Il est a noter que la matrice 3, est diagonale et composée

de scalaires, voir équation (5.8). Ainsi elle n’influe ni sur la direction des vecteurs directeurs
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des visseurs contenus dans la matrice jacobienne, ni sur leurs pas, ni sur la position de leurs
axes. Nous allons donc, dans un premier temps seulement nous concentrer sur ’obtention des
matrices S et —D~'CS.

Vecteurs directeurs

Commencons donc par obtenir la forme analytique de la matrice S. Pour cela, il est nécessaire
d’inverser D, puis dans un second temps d’inverser le complément de Schur de la matrices D
donné par (A —BD'D), voir équation (5.14). En d’autres termes, seules deux inversions de
matrice 3 X 3 sont requises pour obtenir I'expression de la matrice jacobienne. Nous allons
pour cela utiliser a nouveau la formule donnée équation (3.18). L’inverse de D est donnée

par :

1
~1
D = g [LIQ XUz Uz XUu; u; X UQ} s (516)
ou pour rappel nous avons supposé que d # 0. La seconde matrice a inverser peut s’écrire

sous la forme d’une matrice par lignes tel que :

L;
A-BD 'D= |L,|. (5.17)
L;

Les vecteurs L;, L; et L3z sont des vecteurs lignes, dont les expressions respectives sont
données par :
dLi = wiw[u; x (v; —rp)] — wiu;[u; x (r; —13)], (5.18)
ou :
Wi = Ui X V. (519)
Les calculs détaillant I'obtention des vecteurs lignes Ly sont donnés en annexe A.3. La matrice

S peut étre obtenue en inversant la matrice donnée équation (5.17) une fois encore grace a

I’équation (3.18), ce qui donne :
S=—I[s; s s3] avec o=d(L;xLy) Ly, (5.20)
o

et :

Comme nous l'avons déja mentionné, la matrice jacobienne est recherchée sous la forme
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donnée équation (5.3) et donc le vecteur sy, est a un scalaire pres (le k-ieme coefficient de la
matrice diagonale X,), le vecteur directeur du visseur $;, voir équation (5.15). En combinant

les équations (5.21) et (5.18), ce vecteur est donné par :

Sp = — [wiT(ri — rj)wjruk} (r; —ry) + [W]T(ri — rj)wiTuk] (rj —ry) (5.22)
+ (w; x w;)T [(r; — 1) X (r; — 11)] g

Cette expression peut étre considérablement simplifiée en introduisant un vecteur r{ donné
par :

a
r, =Tra,o0 = G;Y; + a; kY5, (523)
avec .

— w/ (r; —r;)wlug e Wi (r; — r;)w]u
M [ x owy) x (i — 1)) Ty

CEIEICED T
Ce vecteur définit la position de l'origine par rapport a un point A;. Puisque a;, + ajr = 1,
alors il appartient a la droite passant par P; et P;, puisqu’il est le barycentre de ces points
avec des poids a;j et a;;. Comme nous allons voir par la suite, ce point, et en particulier
le vecteur (r§ — r3) sont d’une importance capitale pour décrire le mouvement de I'organe
terminal du mécanisme. En introduisant le vecteur r{ donné (5.23) dans I’équation (5.22),

alors le vecteur s, est donné sous la forme d’un produit vectoriel tel que :

Si = sk X s}, (5.25)
ou :

si=(w; xw;) X (r;—1;) et s;=ux (rf—ry), (5.26)

Le vecteur s est ainsi exprimé sous une forme bien plus compacte que celle présentée équation

(5.22). Quant & o introduit Eq. (5.20), il est possible de prouver que :
o =w! (r; — ri)ij(rj —rp)wi (r; — r;) + w (r; — rj)W]T(rj —1p)wi (r) —15). (5.27)

Nous avons désormais completement déterminé I'expression de la matrice S. Intéressons nous
maintenant & la matrice —D~!CS qui contient contient & la fois les pas et les vecteurs
localisant 'axe des visseurs $;, $2 et $3. Nous appellerons A} le pas du vecteur jacobien $;
et ry" le vecteur allant d’un point M}, appartenant a I’axe de $; a 'origine du repeére. Ainsi,

nous avons :
sp X T + hi's), = —D'Csy,. (5.28)
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Pas

Pour n’importe quel visseur ou torseur a pas fini donné par $ = {aT bT}, son pas est donné

par :
bla

aTa’

h = (5.29)

Ainsi, en appliquant cette formule avec le vecteur s et le vecteur donné équation (5.28), le

pas du visseur $; est donné par :

n_ [D7'Cs]'s; W . .
ou le scalaire wy est défini par :
wp =W, (r; — ;)W) (r; — 1), (5.31)

Vecteur de positionnement

Il nous reste a déterminer le vecteur permettant de localiser la position de 'axe du visseur

8$5. D’apres 'équation (5.28), nous avons :
Sk X I) = — (D_lC + hZL:[g) Sk (5.32)

En remplagant h}" par son expression donnée équation (5.30), nous pouvons alors obtenir le
vecteur r}’, donné par :
m
ry = my T + Myl + Myt (5.33)

avec . T T
Wy (v —1j)[sp X (rj — )] (8K X W)

m; . =

ok SkTSk (W, X Wj)TIlk

wl(r; —r;)[sk x (r; — ri)] (sp X W;

mE = — ]<l J)[k (l k;] (k l) (5.34>

’ T

seTsk (W; X wW;) ng
% w)Ts, u?

i = Wy (w; X w;)" s upng

SkTSk (WZ X wj)Tnk7

ou le scalaire wy, est donné équation (5.31), et ou :
n, = (r; —rg) X (r; —rg) = (r; —r;) x (ry —ry) (5.35)

est un vecteur normal au plan P. Ce dernier est défini comme étant le plan de la plateforme

mobile, qui passe par les points P, P», et Ps. Puisqu’il est possible de montrer que m; ; +
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mj + my = 1, alors le point M, appartient a ce plan.

Visseurs de la matrice jacobienne

Grace au vecteur si, au pas h* et au vecteur ry*, donnés respectivement équations (5.25
) k k> )

(5.30) et (5.33), nous pouvons construire un visseur unitaire a pas fini donné par :

sy Sk
£m — €Mk ™M) = k ’ avec s — ok 5 36
k ne (S%) S X T 4 B E = sl ( )
Ainsi nous avons : .
T=~(llsill&r llsall €5 Ilssll €] S (5.37)

avec le scalaire o donné équation (5.27) et la matrice ¥, donnée (5.8). Or d’une part, il est

possible de montrer que :
= G o gl (5.38)
Ik
et d’autre part chaque terme de la diagonale de la matrice 3, vaut {J* o £€%. Ainsi, la
matrice jacobienne J peut enfin étre donnée sous la forme de 1’équation (5.3), ou chacune de

ses colonnes vaut :

ok o &
0" o &

Les visseurs $; ont ainsi la forme que I'on a rencontrée pour les mécanismes plans ainsi que

$r = &, avec = (5.39)

pour les mécanismes du chapitre 4, a savoir un rapport de produit réciproques multiplié a un
visseur unitaire. Ce rapport permet d'une part de connaitre I'amplification entre la vitesse
active ¢y et la vitesse partielle autour de 'axe de &} et d’autre part de décrire analytiquement
'apparition de singularités. Les singularités de type 1 se produisent lorsque {g* o €% = 0,
puisqu’alors la k-ieme colonne de la matrice jacobienne est nulle, signifiant que le k-ieme
actionnement n’a pas d’effet sur le mouvement de la plateforme. Les singularités de type 2
apparaissent lorsque (¥ o € = 0, signifiant que la plateforme a un mouvement incontrdlable

puisque $;, est localement non défini.
D’apres les équations (5.2), (5.3) et (5.39), nous avons au final :
Q1 H1 1
I=[$ 8 8 |i| =[er & & |n2de|- (5.40)
qs M3 g3



106

Le mécanisme 3 — RPS est ainsi cinématiquement équivalent a une chaine sérielle a trois liai-
sons hélicoidales de pas h]' actionnées par une vitesse de rotation pqy. La figure 5.3a montre
un mécanisme 3 — RPS en configuration cubique, dont la plateforme tourne autour d’'un axe

donné. La figure 5.3b montre le modele sériel équivalent, produisant le méme mouvement de

rotation.
5 -
5 -
4 L
4 -
3 L
3 =
2 L
2+
Lt 1" p1p1
1 I Z -~
0r sT®
or |O
0 L
1rt 0 vx
2r LT ersps Mo
51 51 N §5" 2p2
4 t 371
5 47
0 1 2 3 4 5 5
(a) Mécanisme 3 — RPS a architecture cu- 0 1 2 3 4 5
bique (b) Chaine sérielle HH H équivalente

FIGURE 5.3 Equivalences instantanées entre un mécanisme paralléle & 3 DDLs et une chaine
sérielle a 3 DDLs

Lorsque le mécanisme 3 — RPS est en configuration triangulaire, voir figure 5.1b et que sa
plateforme est parallele au plan contenant les axes de ses trois liaisons rotoides, les équations
présentées dans cette section doivent étre légerement modifiées. On peut prouver alors que la
matrice jacobienne est localement constiuée de trois visseurs a pas nuls, dont les axes passent

par les centres des liaisons sphériques. La preuve est donnée en annexe A.4.
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5.1.3 Remarques et commentaires

Précisions sur I’inversion analytique

Pour établir I'expression analytique de la matrice jacobienne, nous avons pris comme hypo-
these le fait que la matrice D, voir équation (5.12), soit non singuliere. Cela est tout le temps
vrai pour des mécanismes 3 — RPS agencés de maniere a ce que les axes des liaisons rotoides
soient linéairement indépendants. C’est typiquement le cas pour un 3 — RPS cubique, voir
figure 5.1a, puisque le déterminant de la matrice D vaut en tout temps d = 1. Cependant,
pour un 3 — RPS triangulaire, voir figure 5.1b, nous avons en tout temps d = 0 puisque
les trois axes des liaisons rotoides sont dans un méme plan, et donc la démonstration ne

fonctionne pas a priori.

Or, si la matrice D est singuliére, il existe une forme alternative de 1’équation (5.14), voir [191],
qui requiert que A soit inversible a la place de la matrice D. Les calculs dans cette situation
ne sont pas présentés car peu intéressants. Dans les deux cas, nous obtenons la méme inverse
de la matrice IT~!, puisque qu’une inverse de matrice est unique. La méme matrice jacobienne
serait ainsi obtenue. Comme montré plus haut, le scalaire d = det(D) n’intervient & aucun

moment dans I’expression finale de la matrice J.

Précision sur le choix des torseurs réciproques

Bien que cela n’ait pas été encore précisé, on considere que les cing visseurs intervenant dans
une branche sérielle connectant la plateforme au béti, voir équation (5.4), sont linéairement
indépendants. Il existe alors un unique torseur réciproque a l’ensemble des liaisons. Il s’agit
des trois torseurs {5, €52 et ¢4® donnés équation (5.9). Ces derniers représentent une force
pure appliquée a la liaison sphérique et dont ’axe est parallele a celui de la liaison rotoide

de leur branche réciproque.

Les torseurs ¢y*, ¢y? et ¢)* donnés équation (5.6) sont seulement réciproques aux visseurs
associés aux liaisons passives, ces dernieres sont seulement au nombre de quatre par branche.
Ainsi, il existe une infinité de choix possibles pour ¢{*, du moment que son axe passe par
le centre de la liaison sphérique localisée au point P, et par au moins un point de 'axe du
visseur £7"(qx), ¢’est-a-dire la droite définie par la liaison rotoide de la branche. L’ensemble
des droites acceptables pour le choix de I'axe du visseur {* est montré figure 5.4. Ces droites
constituent donc un faisceau de droites centré au point P, contenues dans le plan formé par
I’axe de la liaison rotoide et du centre de 'articulation sphérique. La seule droite qui ne puisse
pas étre choisie dans ce faisceau est la droite portée par le vecteur uy, auquel cas les torseurs

o et ¢)* seraient identiques.
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P, Plateforme

/\( \ i
7

FIGURE 5.4 Faisceau plan de centre Py contenant les axes possibles du torseur {;* pour une
branche RPS

Cela peut paraitre contre-intuitif que chaque colonne de la matrice jacobienne soit unique
alors que son expression dépend d’un choix arbitraire parmi une infinité de possibilités.
Cependant, il faut remarquer que dans ’ensemble des équations régissant les parametres des
vecteurs de la matrice jacobienne, jamais un vecteur v, apparait « isolé ». En effet, ce dernier
est toujours combiné au vecteur u; a travers le vecteur w, = u; X vi. Ainsi, ce n’est pas
tant la direction de v, qui importe mais celle de wy,. Or, ce dernier, peu importe la direction
choisie pour vy, sera toujours perpendiculaire au plan contenant ’axe de la liaisons rotoide

et la liaison sphérique, voir figure 5.4 a nouveau.

Pour la suite, on introduit P, comme le plan passant par le point P, et de normale wy. Ce

dernier étant le plan contenant le faisceau représenté figure 5.4.

Cas du 3 — RPS

Pour établir le modele cinématique direct du 3 — RPS, nous avons supposé que les liaisons
prismatiques étaient actionnées. Si I'on suppose que ce sont les liaisons rotoides qui le sont,

alors nous avons :

. . . . 1T .
a=0=1[0 6 0] avee &%= (a), (5.41)

voir équation (5.4). Le visseur {3* est choisi comme étant réciproque a I’ensemble des liaisons

de la branche k et est donc identique a celui sélectionné pour le 3 — RP.S, voir figure 5.5.
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Le torseur ;" est quant a lui choisi pour étre a la fois réciproque a la liaison prismatique a
la liaison sphérique. Il s’agit d'un torseur a pas nul passant par le centre de cette derniere
et perpendiculaire a I'axe de 'articulation prismatique. En reprenant les deux géométries de
jambes montrées figure 5.2, on peut choisir dans les deux cas vy = px X qx, comme montré
figure 5.5.

Plateforme

FIGURE 5.5 Position des axes des torseurs réciproques pour deux géométries de branches
RPS

Puisque les torseurs ¢y et {y* sont tous deux & pas nuls et appliqués au centre de la liaison
sphérique, alors les matrices jacobiennes paralleles et sérielles seront exactement celles don-
nées équation (5.11). Ainsi, les matrices jacobiennes du mécanisme 3— RP.S et du mécanisme
3— RPS ont la méme expression. La seule différence est liée a la nature du visseur &% associé
a la vitesse active de la branche, qui est a pas infini si la liaison prismatique est actionnée et
a pas nul si la liaison rotoide est actionnée. Ainsi, le parametre g, qui dépend de €% voir
équation (5.39) sera homogene a l'inverse d’une longueur pour le premier cas et sans unité

dans le second.

Les colonnes de la matrice jacobienne sont, comme on vient de le dire identiques, pour les
mécanismes 3— RPS et 3— RPS. Cependant, I’axe du visseur unitaire &} n’est pas orienté de
la méme maniere dans les deux cas. Pour les mémes raisons qu’évoquées en 5.1.3, le choix du

torseur ¢)* pour un mécanisme 3 — RPS n’est pas unique. Il existe une infinité de torseurs a
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pas nuls sélectionnables. Ces derniers doivent respecter deux conditions. Premierement, leurs
axes doivent passer par le centre de la liaison sphérique et deuxiemement étre perpendiculaires
a la direction de la liaison prismatique. L’ensemble des axes possibles pour le torseur {)* est
illustré par le faisceau plan de la figure 5.6. Puisque le vecteur uy est aussi contenu dans ce
plan, alors le vecteur wy, est le vecteur normal a ce méme plan. Ainsi, la direction du vecteur
wj, pour un mécanisme 3 — RPS differe de celle du mécanisme 3 — RP.S, voir figure 5.4 pour
comparaison. Par conséquent les axes des visseurs contenus dans la matrice jacobienne seront

orientés différemment selon le choix d’actionnement du mécanisme.

FIGURE 5.6 Faisceau plan de centre P, contenant les axes possibles du torseur ¢;* pour une
branche RPS
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5.1.4 Analyse des mobilités et expressions alternatives de la matrice jacobienne

Dans cette section, nous allons justifier par une analyse de mobilités les calculs obtenus dans
la section 5.1.2. L’analyse de mobilité va également nous permettre d’exprimer les visseurs
unitaires &}, voir équation (5.36) sous des formes plus simples, permettant de décrire plus
facilement les mouvements de la plateforme d’un mécanisme 3 — RP.S. On va considérer que
vecteurs directeurs des liaisons rotoides et prismatiques des trois branches sont perpendicu-
laires entre eux, voir figures 5.2 et 5.5 (haut). On considérera également que le mécanisme

est monté en configuration cubique, voir figure 5.1a.

Tout d’abord, puisque les visseurs ", voir équation (5.9), sont choisis pour étre réciproques
a I’ensemble des liaisons de leurs pattes respectives, alors le mouvement de la plateforme est

contraint par ’ensemble suivant :

T ={¢" G G° (5.42)

Un ensemble de visseurs réciproques a 7 est donné par :

& =& = [ 7 ] , (5.44)
S X Tk
" [wi x ( )] X [uy x ( )
p w; X (r; —Tg)| X |u; X (r; —rg
o | [w; x (r; —rg)] X [w; x (r; —rg)] || (5.45)

Chaque visseur & est un visseur a pas nul, passant par la liaison sphérique en Py. L’axe du
visseur &} est situé a l'intersection de deux plans. Le premier, représenté en bleu figure 5.7,
passe par les points P; et P, et contient 'axe du torseur ¢;". Le second, en rose sur la méme
figure passe par les points P; et P et contient 1'axe du torseur ¢,’. L’axe du visseur &} est
représenté par une droite verte sur la figure 5.7. Comme montré sur cette figure, le visseur &}
est bien réciproque aux visseurs ¢, ¢y” et ¢, représentés par des droites rouges, puisque

son axe intersecte ceux des trois torseurs.

L’ensemble {V}, voir équation (5.43) représente les mobilités globales de 1'organe terminal
qui sont trois rotations autour d’axes non concourants, voir équation (5.44). Ce qui va nous
intéresser ici est la mobilité de la plateforme soumise au seul k-iéme actionnement. Autrement

dit, nous cherchons les mobilités du visseur &}, voir équation (5.39).
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FIGURE 5.7 Position de 1'axe du visseur &} dans un mécanisme 3 — RPS

Pour ce faire, nous allons considérer les actionneurs des jambes ¢ et 7 comme bloquées. Ainsi,
ces jambes perdent chacune un degré de liberté et les torseurs ¢* et ¢y’ deviennent alors
également réciproques a l’ensemble des liaisons de leurs jambes respectives. Par conséquent,
le mouvement possible de la plateforme soumis au seul actionnement de la k-ieme jambe est

réciproque a un ensemble donné par :

7;:{ (l)li7 (1)1j> gk}u{ 6’1’ (;,J} (546)
T

Il est aisé de vérifier que le vecteur &}, calculé en section 5.1.2 et donné équation (5.36)
est bien réciproque aux cinq torseurs de I’ensemble 7. Cependant, pour obtenir une forme
alternative a &}, nous allons supposer que nous ne connaissons pas a priori ce visseur, et

nous allons tacher de retrouver ce résultat a partir de ’ensemble 7.
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Somme de visseurs élémentaires

Il n’est en regle générale pas aisé de trouver dans I’espace un visseur réciproque a cing torseurs.
La méthode la plus ancienne et la plus utilisée a été proposée par Ball [1]. Elle consiste a
prendre deux sous-ensembles de quatre torseurs parmi les cing. Pour chaque sous ensemble de
torseurs, il est possible d’en trouver deux visseurs réciproques. La combinaison linéaire de ces
deux visseurs génere une surface réglée appelée cylindroide. Le visseur réciproque recherché
se trouve a l'intersection de ces deux surfaces ainsi crées. La figure 5.8 montre un exemple de
cylindroide générée par deux visseurs dont les axes sont respectivement représentés en bleu

et vert.

FIGURE 5.8 Représentation spatiale d’une cylindroide

Il existe cependant une autre méthode pour trouver un visseur réciproque a un ensemble de
cing torseurs. Cette méthode requiert seulement un seul sous ensemble de quatre torseurs

parmi ceux de I'ensemble Ty [193]. Le sous ensemble que nous sélectionnerons est donné par :

To =T\ = {& &) v {¢&, &'} (5.47)
- N——o—

réciproque a chaque

s . éci a ch
liaison de la patte ¢ reciproque & chaque

liaison de la patte j

L’ensemble 7, correspond aux torseurs appliqués a la plateforme par les jambes i et j. En
d’autres termes, peu importe la géométrie de la jambe k, le visseur de la plateforme ne pourra

étre autre chose qu'une combinaison linéaire entre les visseurs réciproques a ’ensemble 7.



114

Soient &7 et €2 les deux visseurs en question. Nous avons alors :

v = () =& &) (5.48)

Les visseurs &2 et &2 sont donnés respectivement par :

(r; —r;) x 1}

& =& (ri— 1)) = no ] ’ (5.49)
et :

£b = ¢ (wy x wy) = (5.50)

(Wi X w;) ] ‘

(w; x w;) x rb

Le visseur £} modélise une rotation pure autour de la droite passant par les centre des liaisons
sphériques des jambes 7 et j. Le point d’application du visseur £} a été choisi comme étant
le point Ay, voir équation (5.23) bien que n’importe quel point de cette droite aurait pu étre
choisi.

Le visseur £ voir équation (5.50), est également un visseur & pas nul dont 'axe est situé a
I'intersection des plans P; et P;, qui sont définis pour rappel comme étant respectivement le
plan passant par le point P; et de normale w; et le plan passant par le point P; et de normale
w;. L’axe de ce visseur passe par un point Bj qui est choisi comme étant le point situé a
I'intersection du plan P;, du plan P; et du plan de la plateforme P. Ainsi, le vecteur r qui

définit la position de l'origine par rapport au point Bj est donné par :

I'ZTWZ'<Wj X nk) -+ I‘?W]‘(nk X Wz) -+ I‘an(wi X Wj)

(5.51)

b
r,=r =
k B,O (Wz’ % Wj)Tnk

ou le vecteur ny est le vecteur normal au plan P et est défini équation (5.35). L’équation

précédente nous donne alors :

I'Z = b@kr,- + bj7k1'j + bk,krk (552)
avec : . .

b, — BT L) Wity —re) W

" (Wz X Wj)Tl’lk

T T

b (i) wi(r 1) wy ot (5.53)

’ (w; x w;)Tny

Wk

bk =

- (WZ X Wj)Tnk'
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le scalaire wy, est défini équation (5.31). Le point By, appartient bien au plan P puisqu’il est

facile de vérifier que b; ; + bj, + bpp = 1.

FIGURE 5.9 Position des axes des visseurs &7 et £ lorsque les liaisons prismatiques des
jambes ¢ et 7 d'un mécanisme 3 — RPS sont actionnées

L’axe du visseur &} est représenté en jaune sur les figures 5.9 et 5.10, tandis que l'axe du
visseur &9 est représenté en rouge sur ces mémes figures. La figure 5.9 représente un mécanisme
3 — RPS dont les liaisons prismatiques des jambes ¢ et j sont actionnées, tandis que la figure
5.10 représente un mécanisme 3 — RPS dont les liaisons rotoides des jambes i et j sont
actionnées. Comme nous en avons discuté en section 5.1.3, la position des plans P; et P;,
représentés respectivement en bleu et violet sur les figures 5.9 et 5.10, différent selon la nature
des liaisons actionnées des jambes ¢ et 7, voir figures 5.4 et 5.6. La position de I’axe du visseur

&b differe donc également puisqu’il est situé a l'intersection de ces deux plans.



116

FIGURE 5.10 Position des axes des visseurs €2 et &2 lorsque les liaisons rotoides des jambes
¢ et 7 d’'un mécanisme 3 — RPS sont actionnées

Maintenant que nous avons identifié les visseurs £¢ et &2, réciproques au sous ensemble 7,
voir équation (5.48), il est possible d’utiliser la méthode donnée en [193] pour déterminer
le visseur réciproque a I’ensemble de cing torseurs de I’ensemble 7. Ce dernier doit étre en
méme temps une combinaison linéaire de €% et £, tout en étant réciproque au cinquiéme

torseur de I’ensemble Ty, & savoir ¢y*. D’apres [193], ce visseur est donné par :

(Go* o &) & — (o™ 0 &) &, (5.54)

avec .

ol =—(wi xwj)Ts; et (Fo&l=—(r;,—r;)"s], (5.55)

ou le vecteur s}, est donné équation (5.26). Les deux coefficients de 1'équation (5.54) corres-

pondent aux produits scalaires que ’on obtient en développant le triple produit vectoriel du
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vecteur sy, voir équation (5.25), c’est-a-dire :

s = [(w; x w;) x (r; — ;)] X8}, = {(wl X wj)Tsﬂ (ri—1j)— {(rl — rj)Tsﬂ (Wi xw;). (5.56)

Au final, en combinant les équations (5.54) et (5.55) nous obtenons un visseur proportionnel

au visseur &}, plus précisément, nous avons :

& = [(wi < w)) s & — (i — 1) "7 &4 (5.57)

Dans I'équation précédente, le visseur &' n’est plus écrit comme un visseur a pas fini repré-
sentant un mouvement hélicoidal, mais comme la somme pondérée de deux visseurs a pas
nuls, qui tous deux peuvent étre facilement décrits grace a la géométrie du mécanisme, voir
figures 5.9 et 5.10. A noter que analyse de mobilité ne peut se substituer au calcul effectué
en section 5.1.2. En effet, bien que I'on retrouve le visseur unitaire &, ou du moins un visseur
proportionnel a ce dernier, on a aucune information sur 'amplitude en vitesse de 'organe

terminal engendré un des actionnements du mécanisme.

Produit de torseurs Nous allons désormais donner une représentation alternative du
visseur £}', mais cette fois-ci a partir de torseurs. Comme nous l'avons évoqué plus tot,
I’ensemble des combinaisons possibles entre deux visseurs génere une surface réglée appelée
cylindroide. Puisque le visseur &} peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des
visseurs €2 et &2, voir équation (5.54) et (5.57), alors son axe appartient nécessairement a
la cylindroide engendrée par €2 et £€2. Une cylindroide posséde un axe central, représenté en

rouge figure 5.8.

A partir des visseurs €7 et &2, il est possible d’obtenir un torseur dont I’axe est orienté selon

cet axe central, en effectuant le calcul suivant :

G = & x &1, (5.58)
ot X désigne le produit de visseurs. Cela nous donne le torseur ¢! donné par :

l
l Ly ( ok Sk
= ¢lr(gh) = 5.59
Ck Chl ( k) SL % I'L hksi ( )
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Le vecteur directeur de I’axe du torseur ¢! est perpendiculaire & ceux des visseurs €2 et &0
et vaut (w; x w;) X (r; —r;), voir équation (5.26). Son pas est donné par :

Wk

S aT
Sk Sk

h, = (wi x wy)T (r; —1;), (5.60)

ou le scalaire wy est donné équation (5.31). Si on définit Lj comme étant le point d’intersection
du torseur avec le plan P, alors la position de l'origine par rapport a ce point est donnée
par :

I‘gc =TrL.o = l@kl‘i + l]"krj, (561)

avec

1 1

_ T Tl _ T Tl

lix = T Wi (r; — rj)wj s, et lip=— W (r; —rj)w; sj. (5.62)
Sk Sk Sk Sk

Puisque nous avons [;; + 1 = 1, alors I'axe de ce visseur passe par la droite passant par
les liaisons sphériques aux points P; et ;. En d’autres termes, la torseur ¢! intersecte I'axe
du visseur £€2. De plus, puisque le torseur €. est par construction réciproque a la cylindroide
engendrée par les visseurs £7 et €2, alors I’axe de dernier intersecte également celui du visseur
gb

k.
Le torseur ¢! a été obtenu par le produit de visseurs entre &% et €2 et est donc par définition
réciproque a ces derniers. Ainsi, le torseur ¢! appartient nécessairement a I’ensemble 7,
voir équation (5.48). En effet, il est possible de montrer que le torseur ¢! peut s’écrire comme

combinaison linéaire des torseurs de ’ensemble 7, :

G = —[w; x (r; — 1) vi ¢ + [w; x (1 — )] w; & (5.63)
[wi x (v —1))]"v; G = [wy x (i — 1) vy &7
Soit un second torseur ¢, tel que :
T Ry (or Sz
G =Go"(sp) = [ ] : (5.64)
Sp, X I,

Ce torseur est a pas nul et son vecteur directeur est donné équation (5.26). Soit le point Ry
défini comme étant le point a 'intersection du plan P et de I'axe du torseur (j,. La position

de l'origine par rapport a ce point est donnée par :

r
r, = I‘Rko = ri,kri + T'ngI‘j, (565)
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avec

1 1
— T T.r _ T T.r
Tik = 7 Wi (ri —rj)wisp, et 7 =— T W (r; —r;)w; sj. (5.66)
Si, S, Si ST,

Puisque 7,5 + r;x = 1, ce point est également situé sur la droite passant par les liaisons
sphériques aux points P; et P;. Ainsi I'axe du torseur ¢}, intersecte celui du visseur &j. De
plus, il est possible de prouver que 'axe du torseur ; intersecte également ’axe du visseur
€%, Or puisque ¢, €7 et &% ont tous trois des pas nuls, alors le torseur ¢} est réciproque a la
fois au visseur £f et au visseur £2. Il est en effet possible de montrer que ¢f, tout comme ¢}
peut s’écrire comme une combinaisons linéaire des torseurs contenus dans l’ensemble 7, , a

savoir :

¢ = —7— [WTSZ[Vi x (r; —1;)]"s) (o — W]TS};[ui X (r; — 1) "s} ¢y
Sk Sk (567>
—wisp[v; x (ri = 1)]"sh G + wispluy x (r — 1)) "s; ¢

Nous avons donc introduits deux torseurs ¢! et ¢}. En calculant le produit entre ces derniers,

nous obtenons alors la relation suivante :

= ——(chx¢). (5.68)

Ik ||

Ainsi, 'équation (5.68) fournit une nouvelle expression du visseur £}'. Contrairement a 1’équa-
tion (5.57) qui définit ce visseur comme la somme de mouvements élémentaires possibles,

I'équation (5.68) définit le méme visseur par le produit des contraintes appliquées a la plate-

forme.
Combinaison {&r}
------- . , . .4
Linéaire o
~—— Réciroques T \

{€.€0} {Ch G}

.'i

T =T U {C™)

FIGURE 5.11 Relations entre les torseurs ¢} et ¢/ et les visseurs €2, €2, et €7

Les relations entre les différents visseurs et torseurs introduits dans cette section sont ras-
semblées dans le schéma montré figure 5.11. La figure 5.12 montre quant a elle les relations
spatiales entre les axes de ces différents visseurs et torseurs. L’axe du visseur &} est représenté

en bleu foncé, ce dernier passe par les liaisons sphériques aux points P; et P;. L’axe du vis-
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seur &2 est représenté en bleu clair. Le quadrillage montre la cylindroide générée par ces deux
visseurs. L’axe du visseur &} est représenté en vert, on peut constater que son axe appartient
bien a la cylindroide. La droite rouge est I'axe central de la cylindroide et représente 'axe
du torseur ¢!. Enfin, 'axe du torseur ¢} est représenté en orange. Comme on peut le voir
sur la figure, axe du torseur ¢! intersecte les axes des trois visseurs, de méme pour I'axe du

torseur (.

FIGURE 5.12 Représentation spatiale des axes des torseurs € et ¢f et des axes des visseurs

£, &0, et £

5.1.5 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans cette section au modele cinématique direct d’'un mécanisme
spatial a trois degrés de liberté qui n’est ni purement rotationnel, ni purement translationnel.
En section 5.1.2, nous avons calculé la matrice jacobienne du mécanisme, et nous avons établi
que cette derniere est composée de trois visseurs a pas fini, dont I'expression analytique a
été donnée équation (5.39). Ainsi, nous avons pu établir une équivalence directe entre ce
mécanisme parallele et une chaine sérielle a trois liaisons hélicoidales, voir équation (5.40) et

la figure 5.3.

Puis, en section 5.1.4, nous avons étudié les mobilités du mécanisme grace a la théorie des
visseurs, ce qui nous a permis de valider les équations établies en section 5.1.2. Nous avons
également pu donner deux autres expressions des colonnes de la matrice jacobienne, I'une
comme combinaison linéaire de visseurs élémentaires et ['autre comme produits de torseurs

réciproques, voir respectivement équations (5.57) et (5.68).
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5.2 Meécanisme 6 — UPS triangulaire

Nous allons désormais nous intéresser dans ce chapitre a un deuxieme mécanisme qui est le
mécanisme 6 — UPS triangulaire montré figure 5.13. Il s’agit d’'un mécanisme pleinement
actionné a six degrés de liberté. Comme nous allons le voir, ce dernier posseéde beaucoup
de similitudes avec le mécanisme 3 — RPS. Les six jambes qui composent le mécanisme
6 — UPS sont connectées au bati a six points d’ancrage tandis qu’elles ne sont connectées
a la plateforme qu’a seulement trois points appelés Py, P, et P3. Ainsi, nous appellerons
ce mécanisme le 6 — UPS triangulaire, pour le différencier d’'un mécanisme paralléle a six
degrés de liberté dont la plateforme possede six points d’attaches distincts [152], comme par

exemple le mécanisme classique de Stewart-Gough.

FIGURE 5.13 Mécanisme 6 — U PS triangulaire

Les chailnes sérielles qui se partagent la liaison sphérique au point P seront appelées respec-
tivement k et £’. On supposera le mécanisme actionné par les six liaisons prismatiques. Celle
de la jambe k est actionnée par une vitesse linéaire ¢ et celle de la jambe &’ par une vitesse

gy L’ensemble des six vitesses forme le vecteur des vitesses actionnées :

. . . . . . . T
a=la @ & @ @ @ (5.69)
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Soient Qi et @}, les centres des liaisons universelles des jambes k et k'. Les vitesses passives
autour des axes a; et by de la liaison en @) sont appelées ¢, et ¢p,, tandis que Par €t
¢, sont celles autour des axes a;, et by, de la liaison en @)},. On appelle respectivement py
et pj, les vecteurs directeurs des liaisons prismatiques des jambes k et k’. Dans la géométrie
montrée figure 5.13, nous avons py = sq, p, €t pj = sq p;- Enfin, on nomme ¢xk, ¢yk et szk
les liaisons passives de la liaison sphérique de la patte k, arbitrairement choisies autour des
axes X, y et z du repere cartésien. De méme, on nomme sz;c, @[)yk et ¢ZL les vitesses passives
de la liaison sphérique au méme point, respectives a la patte £’. Le visseur £ de la plateforme

s’écrit alors pour les trois pattes k par :

& = &6 (ar) ay + €% (1) @by, + Eco(Pr)dr + €0 (X) U, + €08 (Y )y, + E0F(2) Uy, (5.70)

Pour les trois jambes £/, on a de méme :

€ = 55 (a)) puy + ETE (D], + Ec (D)) + €0 ()i + €0 (y)dy, + €4 (20 (5.71)

Un ensemble de trois torseurs qui soient réciproques aux cing visseurs passifs de chaque
branche de I’équation (5.70) peut étre identifié. Ces visseurs sont a pas nuls et passent chacun
par le centre d’une des liaisons sphériques. Si on note vy le vecteur unitaire allant du centre
de la liaison universelle (); au centre de la sphérique P, alors ces torseurs sont donnés par

o" et sont identiques a ceux définis équation (5.6).

De méme, nous pouvons sélectionner trois torseurs réciproques a pas nuls réciproques aux
cinq visseurs passifs de chaque branche de ’équation (5.71) passant chacun également par le
centre d’une liaison sphérique Si on note u; le vecteur unitaire allant du centre de la liaison
universelle Q). au centre de la sphérique Py, alors ces torseurs sont donnés par ¢;*, et sont

identiques a ceux définis équation (5.9).
Grace a ces six torseurs, une équation de vitesse peut ainsi étre établie sous la forme :
I1¢ = Xqg
(5.72)

A B
C D

Yo Osxs

, et XY=
O3.3 25

avec II =
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La matrice jacobienne parallele IT est exactement identique a celle définie pour le 3 — RPS,
et les sous-matrices qui la composent sont donnés équation (5.12). Les sous matrices de la

matrice jacobienne sérielle 3 sont quant a elles données par :

%, = diag (¢ 0 £, (2 0 £, (7 0 &™) et

] ) ) (5.73)
%, = diag (¢ 0 €%, ¢t 0 €%, (v 0 £1)

Puisque le mécanisme est pleinement actionné, il n’est pas nécessaire d’introduire une matrice
jacobienne de contraintes, la matrice IT étant déja carrée et de plein rang si les six torseurs
qui la composent sont linéairement indépendants. De méme que pour le mécanisme 3 — RPS,

on recherche la matrice jacobienne sous la forme :
J=[$ % 8 $, 8, %] (5.74)

En supposant a nouveau que le sous-matrice D est inversible, alors 'inverse de la matrice I1,

hors singularités (5.14). La matrice jacobienne J s’écrit alors :

—SBD!
D'+ D 'CSBD'

S

J=11'x =
-DICS

a

&l (5.75)

Les trois premieres colonnes de J sont exactement les mémes que celles de la matrice jaco-
bienne du mécanisme 3 — RPS, voir équation (5.15). Les trois premiers visseurs jacobiens
8, sont donnés équation (5.39). Ils sont proportionnels & un coefficient py prés aux visseurs
unitaires £}, voir équation (5.36). Les vecteurs directeurs, les pas et les vecteurs de position-

nement des visseurs &} sont donnés respectivement équations (5.36), (5.30) et (5.33).

En observant I’équation (5.75), les trois dernieres colonnes de la matrice J semblent en
apparence plus compliquées a calculer que les trois premieres. Cependant, on peut remarquer
la symétrie entre les jambes k et k’. Les contraintes imposées par les quatre autres jambes
sont données par I'ensemble 7,~ donné équation (5.47), voir I'analyse de mobilités de la
section 5.1.4. Ainsi, le visseur jacobien $) s’exprime également comme combinaison linéaire
des visseurs &% et &%, données respectivement équations (5.49) et (5.50). Ces derniers sont

représentés figure figure 5.14.
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FIGURE 5.14 Position des axes des visseurs £¢ et £2 dans un mécanisme 6 —U PS triangulaire

La seule différence entre les jambes k et k' ne réside finalement que dans le cinquieme vis-
seur réciproque, qui est ¢y* a la place de {y*. L’expression du visseur jacobien $) s’obtient
simplement en remplagant le vecteur uy par le vecteur vy dans les équations (5.36), (5.30)

et (5.33). Apres une courte révision de ces derniéres, nous avons alors :

m’ CUk ° quc
r= & avec i = ﬁ (5.76)
0" ©&;

\ / . \ . . ’
ou &' est un visseur a pas fini dont le vecteur directeur est donné par :
1 ll ll

sy = ] avec s, =sb x sy, sk =sb et s§ =wvpx (¥ —rs), (5.77)
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ou rzl est un vecteur définissant la position de l'origine par rapport a un point Aj appartenant

a la droite passant par P; et P;. Il est donné par :

rzl =Ta0 = a;’,@ri + a;’krj, (5.78)
avec : . . . .
wli(r; —r))wlv wli(r; —r;)wlv
aé}k = ! ( ! . J) ik et a’;’,k = — j( ! ] ]) ! k. (579)

T T

. / \ .
Le pas du visseur &* vaut quant a lui :

’ Wi ’ ’
hy' = ———(w; x w;) sy (r; —1;)7s), . (5.80)
Sk Sk
La droite du visseur 5}?’ intersecte le plan P (toujours défini par le plan passant par les points
Py, Py et P3) en un point M, et la position de l'origine par rapport a ce point est donnée
par :
rzl/ = m{i’kri + m;"krj + m;€7krk, (58]‘>
avec :

;Wi —ry)[sy x (r; — )] (8], X Wy)

s;."'s,(w; x w;)Tny,

wi(r; —1j)[s), x (r; —1p)]" (s}, X W)
mjak - 1Ty T (582)
sy, sp(w; x w;)Tny

;o (w; X wj)Tsz, ving
mk7k — Wk; ;T T .
si, s,(W; x w;)Tny,

Le scalaire wy, et le vecteur ny sont donnés respectivement équations (5.31) et (5.35).

Alinsi, les trois dernieres colonnes de la matrice jacobienne du mécanisme 6—U P.S triangulaire
ont été données, complétant le modele cinématique direct de ce mécanisme spatial a six degrés
de liberté. Puisque le mécanisme 3 — RPS et le mécanisme 6 — U PSS triangulaire partagent
la méme matrice jacobienne parallele, il a été possible d’étendre sans difficulté les résultats

obtenus pour le premier mécanisme au second.
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5.3 Exemple Numérique

Nous allons ici illustrer les équations présentées en section 5.1.2 par un modele numérique
du mécanisme 3 — RPS. On s’intéresse a ce mécanisme en configuration cubique, comme
illustré figure 5.15 et on considere les liaisons prismatiques comme étant actionnées. Les axes
des trois liaisons rotoides s’intersectent au point O et sont orientés selon les axes du repere
cartésien. La géométrie des jambes est telle que les axes des liaisons prismatiques et rotoides
sont perpendiculaires. Chaque jambe peut se mouvoir dans un plan dont la normale est le
vecteur directeur de sa liaison rotoide. Ce plan est situé a une distance L = 3,75 de 'origine,

comme montré figure 5.15. A noter que dans cette section les longueurs sont adimensionnées.

FIGURE 5.15 Paramétrage géométrique du mécanisme 3 — RPS cubique

Les trois liaisons sphériques sont agencées de maniere a étre les sommets d’un triangle équila-
téral dont le rayon du cercle circonscrit vaut [ = 1, 5. Nous chercherons a exprimer les vitesses
d’un point P, rigidement li¢ a la plateforme et situé au centre de ce cercle, voir figure 5.15
a nouveau. Chaque déplacement se fait en un temps 7T, choisi arbitrairement comme valant

2,7 secondes.
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5.3.1 Modele cinématique direct

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au mouvement de la plateforme sous
I'effet de 'actionnement d’une unique liaison prismatique. On définit la longueur d’une jambe
comme la distance entre le centre de la liaison sphérique et ’axe de la liaison rotoide. Les
longueurs des jambes 1 et 2 sont fixées respectivement a p; = 3 et po = 3. La longueur p3
varie quant a elle de fagcon continue entre 2,5 et 4,5 en suivant la trajectoire montrée figure
5.16. 1l s’agit d’une portion d’une fonction cubique donnée par 3(3z* — 22?%), ou x varie entre
0 et 1, avec ici § = 2.

4.5¢

(length)

Py

2-5_ ! 1 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

t(s)

FIGURE 5.16 Variation de la longueur p3

Le déplacement de la plateforme sous l'effet de la variation de p3 est montré figure 5.17. Plus
les traits sont épais et colorés, plus I'on s’approche de la fin du déplacement et inversement.
Les points en rouge représentent les positions de P a des intervalles discrets. Puisque seul
la troisieme jambe varie en longueur, les vitesse p; et po sont toujours nulles. Le modele

cinématique direct, voir équations (5.2), (5.3) et (5.39) est ainsi donné par :

Q

§= v

= $3p3 = &£ usps, (5.83)

ou {2 est le vecteur de vitesse de rotation de la plateforme tandis que Vp est le vecteur de
vitesse de translation du point P. Le visseur de la plateforme est proportionnel au visseur
unitaire a pas fini £5". Il est a noter que le pas de ce dernier varie au cours du déplacement.
Le coefficient de proportionnalité us entre le visseur &€5" et le visseur $3 varie également au

cours du mouvement. L’évolution de ces deux scalaires est montrée figure 5.18.
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FIGURE 5.18 Variations du pas hg et du coefficient p3 durant le mouvement
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Vitesse de rotation de la plateforme

Puisque le mécanisme n’est actionné que par une seule liaison prismatique, le coefficient 3 est
ici également le coefficient de proportionnalité entre la vitesse actionnée et la vitesse angulaire
de la plateforme selon la relation ||Q|| = usps, voir équation (5.83). Comme évoqué en section
5.1.3, ug est ici bien homogene a l'inverse d’une longueur. Les variations des vitesses ps et

||€2|| sont toutes deux montrées figure 5.19.

1.00 r 104
—~ . —
2 2
S 0757 loz 8
D ~
g ~—
~ _
~— 0.50 10.2 —_
< -G

! 0.25 1 0.1

0.00 ] 1 0.0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

t(s)

FIGURE 5.19 Variations des amplitudes de la vitesse actionnée et de la vitesse de rotation
de la plateforme durant le mouvement

Vitesse de translation

Les figures 5.20a et 5.20b illustrent les vitesses de translation instantanées du point P durant
le déplacement, la position ce dernier est illustré par des ronds rouges. La plateforme est
seulement représentée a sa position initiale et finale pour une meilleure lisibilité. La vitesse
de translation de la plateforme est donné par les trois dernieres composantes de &. Par
abus de langage, on va également parler de vitesse de translation pour les trois dernieres
composantes du visseur £5'. Ce vecteur n’est pas homogene a une vitesse puisque unitaire.

Les deux vecteurs sont toutefois orientés dans la méme direction puisque :
Vp = (s x t" + h{'s)) psps, (5.84)

voir équation (5.83). La figure 5.20a illustre les différents termes du vecteur de vitesse de &5".

Les segments en violet représentent la composante h%'sy’, c’est-a-dire la vitesse de translation
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dans la direction de I'axe du visseur. La variation en amplitude de ces vecteurs correspond
a I'amplitude du pas h}’ montré figure 5.18. Pour plus de lisibilité, les fleches des vecteurs
ne sont pas représentées. Les segments en rose représentent quant a eux les vitesses dans la
direction perpendiculaire a ’axe du visseur &5*, a savoir s} x r}'. Enfin, les segments en noir

sont la somme de ces deux vecteurs, c’est-a-dire les trois dernieres composantes du visseur

£

(a) Composants du vecteur de vitesse linéaire du 5
visseur &5 (b) Vecteur de vitesse linéaire Vp

FIGURE 5.20 Vecteurs de vitesses linéaires des visseurs &£5' et $3 durant le mouvement

La figure 5.20b représente le vecteur Vp qui est le vecteur de vitesse de translation du point
P au cours du temps. Chaque vecteur est orienté selon le vecteur de vitesse linéaire du visseur
&Y', représenté en noir figure 5.20a. L’amplitude des vecteurs de la figure 5.20b est modulée

par rapport a ceux de la figure 5.20a par la vitesse p3p3, montrée figure 5.19.
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5.3.2 Modele cinématique inverse

Toujours avec le mécanisme montré figure 5.15, nous allons maintenant imposer une vitesse a
la plateforme et observer le comportement des visseurs contenus dans la matrice jacobienne.
Comme mentionné en section 5.1.4, les mobilités de la plateforme correspondent a trois
rotations autour d’axes non-concourants, modélisés par les visseurs & pas nul &7, donnés
équation (5.44). Chacun représente une droite passant par le point P et dont le vecteur

directeur s est donné équation (5.45).

15 -
1.0
3
g
05
0.0 =
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
<
-+~
D
N
=

FiGURE 5.21 Variations de ’angle de rotation imposé a la plateforme et des longueurs des
jambes

Le mouvement de la plateforme choisi pour illustrer le modele inverse sera une rotation pure
d’un quart de tour mesurée par un angle ¢ variant continiiment de 0 a 7 /4 radians, comme
montré figure 5.21 (haut). Cette rotation sera effectuée autour d’un axe passant par le point
P3 et ayant un vecteur directeur s. La variation en longueurs des trois jambes qui en résulte
est montrée sur la méme figure (bas). Puisque le vecteur directeur s§ de I'axe de rotation
dépend lui-méme de la position de la plateforme, voir équation (5.44), alors l'orientation
de cet axe varie au cours du déplacement. La figure 5.22a illustre I'orientation de I'axe de

rotation au cours du temps.
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(a) Position de l'axe de rotation durant le
mouvement (b) Positions initiale et finale de la plateforme

FI1GURE 5.22 Déplacement de la plateforme soumise a une pure rotation

La figure 5.22b montre la plateforme en sa position initiale et finale. Le déplacement des
liaisons rotoides durant le mouvement est montré par des traits roses. Le trait rouge illustre
quant a lui le lieu du point P. On peut remarquer le point P, ne cesse de s’éloigner de sa
position initiale, tandis que le point P, revient quasiment a sa position initiale a la fin du
mouvement. C’est cohérent avec les variation des longueur des jambes illustrées figure 5.21.
Puisque I'axe de rotation de la plateforme passe par la liaisons sphérique en Pj, alors la
position de ce point reste fixe durant le mouvement, comme on peut clairement 1’observer
sur les figures 5.22a et 5.22b. Ainsi, la longueur de la troisieme jambe reste constante au

cours du mouvement, voir figure 5.21 a nouveau.

La figure 5.23 montre la dérivée temporelle des courbes affichées figure 5.21. En haut est
représentée ¢ qui est la vitesse de rotation de la plateforme. En bas sont montrées les dérivées
temporelles des longueurs des jambes, autrement dit les vitesses actionnées de chaque liaison
prismatique. Puisque la longueur ps est constante, alors sa dérivée temporelle p3 est toujours
nulle. Ainsi, le modele cinématique direct de la plateforme, voir équations (5.2), (5.3) et

(5.39), est donné ici par :

Q

§= v

=[81 8] [éll = ler &7 [W}l] - (5.85)

P2 H2p2
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Ainsi, le visseur £ est exprimé comme une combinaison linéaire de deux visseurs unitaires
dont les pas sont finis hf" et k' et qui sont associés a des vitesses de rotation pipy et popo.

L’évolution des pas est montré figure 5.24a tandis que la variation des vitesses est représentée
figure 5.24b.

(rad/s)

(length/s)

FI1GURE 5.23 Vitesse de rotation de la plateforme et vitesses de variations des longueurs de
jambes durant le mouvement

(length)

(b) Variation des vitesses de rotations pip; et

(a) Variation des pas h{" et h3’ [2p2

FI1GURE 5.24 Variation des pas et des amplitudes des vitesses de rotations durant le mouve-
ment
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Vitesses de rotations

Le vecteur de vitesse de rotation de la plateforme est d’apres 1’équation (5.85) donné par :
Q= Ql + 92 avec Ql = ,ulplsT et 92 = ugpgsgl. (586)

Les vecteurs €21 et €25 sont les vecteurs de rotation angulaires partiels autour des axes de
respectivement &7 et £€5°. Ils sont tracés figure 5.25. La variation en amplitude des correspond
aux variations des vitesses montrées figure 5.24b. Un vecteur représentant une vitesse de
rotation est un vecteur libre et n’a pas de point d’application particulier. Sur la figure 5.25,
nous avons choisi de représenter les vecteurs €2, et €25 respectivement aux points M; et Ms,
c’est-a-dire aux points a l'intersection du plan P et des axes des visseurs &" et &, voir
équation (5.33). Cela signifie que prolonger les segments violets et roses sur la figure 5.25
permettrait de représenter les axes des visseurs &" et &} au cours du temps. Ces droites ne

sont pas représentées par souci de lisibilité.

O
D \__10.0 2 1
75 z

F1GURE 5.25 Variation des vecteurs de vitesses angulaires €21, {25 et €2 durant le mouvement
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Enfin, sur la méme figure est représenté le vecteur de vitesse de rotation de la plateforme
2 au cours du temps. Ce vecteur est représenté arbitrairement au point P. L’amplitude du
vecteur €2 correspond a la vitesse de rotation de la plateforme, c’est a dire . La variation de
ce dernier est montré figure 5.23 (haut). La direction du vecteur € correspond quant a elle

a lorientation de la droite montré figure 5.22a autour de laquelle la plateforme tourne.

Vitesses de translations

Il est également possible de représenter le vecteur de vitesse de translation du point P, qui

est donné d’apres ’équation (5.85) par :

avec Vi = uip1(si” x " + hl"sT"),
Vp =V, + Vs, ! ’““'?1( voer by (5.87)
et V2 = /LgpQ(S;n X I'En + h;nsgn)

Les vecteurs Vi et Vy sont les vecteurs de vitesse linéaire partielle du point P et sont
représentés au cours du déplacement sur la figure 5.26a. Le vecteur de vitesse linéaire du

point P au cours du déplacement est quant a lui montré sur la figure 5.26b.

(a) Variation des vecteurs vitesses partielles Vy 4
et Vo (b) Variation du vecteur vitesse du point P

FIGURE 5.26 Variation des vecteurs de vitesse de translation durant le mouvement
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5.3.3 Application numérique a un instant ¢

Les figures 5.16 a 5.26b illustrent le mécanisme 3 — RPS ainsi que les différents vecteurs et
scalaires qui composent sa matrice jacobienne au cours du temps. Il est également possible
de s’intéresser aux valeurs numériques de sa matrice jacobienne a un instant donné. La figure
5.3 introduite en section 5.1.2 représente le mécanisme a l'instant précis ¢ = 1s, durant le

mouvement décrit en section 5.3.2, c¢’est-a-dire lorsque la plateforme est en pure rotation.

A cet instant précis, la droite passant par le point P; est orientée selon le vecteur sh =
{0.6918 —0.5694 0.4440}T, I’angle de rotation de la plateforme autour de cette droite
est de o = 0.4876 rad et la position du point P par rapport a l'origine est donné par
{2.5002 2.9433 3.0090}T (en longueurs adimensionnelles). La vitesse de rotation de la pla-
teforme vaut alors ||2|| = ¢ = 0.8144 rad/s et le vecteur vitesse du point P est Vp =
{—0.1280 0.4130 0.7290]T (en longueurs/s). Les parametres relatifs a chaque jambe du
mécanisme sont présentés tableau 5.1, et illustrés figure 5.27a. Le tableau 5.2 montre les

parametres du modele sériel équivalent illustré figure 5.27b.

Jambe | u; v; r; (longueur) | p; (longueur) | p; (longueur/s)

1] [ [ 0.0 ] [—1.2498]

1 0 0.8263 —0.4974 4.1640 1.9186
0] | [05632] | | 0.6638 |
0] | [0.3890] [ 1.2622 ]

2 1 0.0 —0.8067 3.1825 0.4017
0| | [0.9212] | | 0.0772 |
[0] | [0.8375] [—0.01248]

3 0 0.5464 1.3041 3.0 0.0
1) | [ 00 || [~0.7410]

TABLEAU 5.1 Parametres des différentes jambes a t = 1s

Jambe s r™ (longueur) | h; (longueur) | p; (longueur™) | w; (rad/s)

[0.5325 ] [—0.0230]

1 —0.6972 1.4836 —0.1839 0.4385 0.8413
04799 | | [-0.8403]
[0.6643 | [—1.8177]

2 0.7070 —0.7022 —0.2333 0.4324 0.1737
—0.2425] | | 0.9532 |
[—0.4602] [1.4013 |

3 0.6865 —0.9995 —0.1595 0.4435 0.0
| 05630 | | | 0.1450 |

TABLEAU 5.2 Parametres équivalents a t = 1s
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(a) Valeurs des parametres du 3 — RPS a architecture cubique
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FIGURE 5.27 Equivalence numérique entre un mécanisme parallele a 3 DDLs et une chaine
sérielle a 3 DDLs
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5.4 Extension a d’autres mécanismes

Un point commun essentiel entre un mécanisme 3 — RPS et le 6 — UPS triangulaire est
e . o . . . .

qu’ils ont une matrice parallele jacobienne contenant six visseurs a pas nuls qui s’intersectent

deux a deux. Cependant, ils ne sont loin d’étre les seuls. Nous allons ici discuter d’autres

mécanismes dont la matrice jacobienne a la méme expression que celle présentée en sections

5.1.2 et 5.2

5.4.1 Meécanismes spatiaux a trois DDLs

Comme nous venons juste de le mentionner, une caractéristique du mécanisme 3 — RPS est
que sa matrice jacobienne parallele possede trois paires de torseurs réciproques a pas nul dont
les axes s’intersectent deux a deux. Les torseurs que nous avons identifiés pour ce mécanisme
s’'intersectent précisément au centre des liaisons sphériques de chaque jambe. Ainsi, tout
mécanisme spatial a trois jambes et trois DDLs qui possedent chacune une liaison sphérique
passive sont de potentiels candidats pour la méthode présentée. C’est-a-dire tout mécanisme
dont la topologie de ses chaines sérielles est XY S ou X et YV sont des liaisons de type R
et/ou P. C’est par exemple le cas du mécanisme 3 — RSR [194,195] montré figure 5.28. Il
est en effet possible d’identifier pour chaque jambe de ce mécanisme deux torseurs a pas nuls
passant par le centre de la liaison sphérique. Le premier réciproque a une unique articulation
rotoide, et un autre réciproque simultanément aux deux liaisons rotoides. Les interprétations
géométriques du modele cinématique direct vont certes potentiellement changer. Par exemple
le plan P correspond au plan de la plateforme pour le 3 — RP.S, tandis qu’il va correspondre
au plan médian pour le 3— RS R, voir figure 5.28 a nouveau. Cependant, les deux mécanismes

vont avoir une matrice jacobienne ayant exactement la méme expression.

FIGURE 5.28 Mécansimes 3 — RSR et 3 — RPS
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La méthode présentée peut également s’appliquer a des mécanismes ayant des architectures
plus exotiques. Par exemple, le mécanisme présenté en [196] posseéde trois jambes identiques.
Chacune est constituée d’'un mécanisme a quatre barres dont le coupleur est connecté a
une chaine prismatique/sphérique et dont la liaison S est liée a la plateforme mobile. Tout
comme pour le robot Delta étudié en section 4.3.4, le mécanisme a quatre barres est agencé
en parallélogramme, donc le mouvement du coupleur est une translation circulaire, rendant

ce sous-mécanisme équivalent a une liaison prismatique [190).

Chaque jambe est donc équivalente a une chaine PPS. La figure 5.29 montre la k-iéme jambe
du mécanisme. Le parallélogramme est constitué des liaisons rotoides en Ay, By, Cy et Dy,
toutes orientées par un vecteur q, la liaison prismatique est orientée par un vecteur p,
normal aux axes des articulations rotoides et la liaison sphérique est localisée en un point P.
L’actionnement se fait autour de la liaison en A; avec une vitesse de rotation Qk Le coupleur
By Cy, se translate donc selon la direction (qg X ry4, 5, ). On peut identifier un torseur a pas nul
passant par P dont I'axe est porté par v, = qi X pg réciproque a la liaison sphérique et a la
liaison prismatique. On peut également identifier un second torseur a pas nul passant par P
d’axe u, = qy réciproque aux liaisons sphérique, prismatique et parallélogramme. Ainsi, nous
pouvons appliquer les équations introduites en section 5.1.2 sur ce mécanisme afin d’obtenir

le modele cinématique direct.

FIGURE 5.29 Mécanisme équivalent a une chaine PPS
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Un autre exemple de mécanisme a architecture inusuelle est donné en [197]. Deux de ses
chaines sont composées d'un mécanisme a quatre barres suivi par une chaine S P, tandis que la
troisieme est également composée d’un quatre barres localisé entre une liaison R et une liaison
S. Les trois chaines font en sorte que la plateforme puisse se translater et pivoter dans deux
directions. Les trois mécanismes a quatre barres sont congus pour que la liaison sphérique de
chaque chaine soit localisée en un point particulier du coupleur qui suit un mouvement de
translation pure. L’ensemble est donc assimilable a un mécanisme 2 — RPS+1— PSP, dont
la matrice jacobienne peut étre obtenue avec la méthode présentée. L’asymétrie des jambes

ne présente aucun probleme.

Il est cependant a noter que pour la matrice jacobienne d’un mécanisme a trois jambes XY S
(pour X, Y = R et/ou P) puisse étre obtenue avec les équations introduites dans ce chapitre,
il est nécessaire que les jambes ne soient pas agencées de maniere a ce que la plateforme ne
puisse uniquement se translater ou pivoter. Le mécanisme 3 — RUU étudié en section 4.2.3,
qui comme nous 'avons évoqué peut étre vu comme un mécanisme 3 — SRR, constitue un
contre-exemple, puisque la géométrie de ce mécanisme a spécifiquement été congue pour que
ces liaisons universelles se croisent en un méme point, le rendant rotationnel. Dans ce cas, et

comme nous 'avons fait, il est possible d’appliquer les équations du chapitre 4.

5.4.2 Meécanismes hybrides spatiaux

Comme nous 'avons déja évoqué, le mécanisme 6 — U PS étudié fait partie de la classe des
mécanismes T'SSM. Les autres mécanismes de cette catégorie sont également éligibles a la
méthode présentée en 5.2 en identifiant des torseurs a pas nulq qui s’intersectent aux trois
points de la plateforme que se partagent les six jambes. La figure 5.13 est un autre exemple
de mécanisme T'SSM. 1l s’agit d'un 6 — URS, ou les jambes sont connectées deux a deux
a la plateforme par des liaisons sphériques. Si 'on consideére les liaisons rotoides centrales
comme actionnées, alors on peut pour chaque groupe de jambes identifier deux torseurs a
pas nuls, I'un passant par le centre de la liaison universelle de la jambe k et le centre de la
liaison sphérique, et le second passant par le centre de la liaison universelle de la jambe &’ et
par cette méme liaison sphérique. Ainsi, 'on peut obtenir son modele cinématique direct en

appliquant les équations de la section 5.2.



141

FIGURE 5.30 Mécanisme 6 — U RS triangulaire

Il existe une sous-famille de la classe des mécanismes T'SSM qui sont les mécanismes dits
MSSM (minimal symetric simplified mechanism). Ces derniers, aussi connus sous le nom
de mécanismes de Stewart 3/3 ont six jambes qui se partagent trois points d’ancrage a la
plateforme ainsi que trois points liés au bati. Il serait possible d’identifier six torseurs a pas
nuls qui s’intersectent par pair soit aux points d’ancrage de la plateforme, soit aux trois points
d’ancrage au bati. Ainsi, il est également possible d’obtenir le modele cinématique direct des

mécanismes M SSM grace aux relations présentées dans ce document.

Nous allons cependant dans cette section nous intéresser a une autre classe de mécanismes
spatiaux a six degrés de liberté, dits hybrides [152]. Ces derniers ont trois jambes et deux
actionneurs par jambe. Des exemples de tels mécanismes sont donnés par le 3 — RRPS
de [198], le 3 — RSPR de [199] ou le 3 — USR de [200].
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Mécanisme a topologie arbitraire

Nous allons montrer comment adapter la méthodologie développée pour établir le modele
cinématique direct d’'un mécanisme 6 — UPS aux mécanismes hybrides. Pour cela, nous
allons commencer par considérer un mécanisme ou chaque branche a un topologie arbitraire.
Supposons qu'une jambe d'un tel mécanisme soit une branche 3 — RPSR comme illustrée
figure 5.31.

(a)

FIGURE 5.31 Géométrie d’une chaine RPSR

La jambe est composée d’une liaison rotoide de vecteur directeur n; passant par un point
Ny, suivi d'une liaison prismatique my, puis d’une liaison sphérique localisée en un point F;.
Enfin, en bout de chaine se trouve une seconde liaison rotoide de vecteur directeur q; passant
par un point Q. On suppose que les deux premiere liaisons sont actionnées respectivement
avec des vitesses ¢, = 0y et 4. = Pr. On suppose également que les vecteurs qi, my, et ny sont
linéairement indépendants et que la mobilité totale de la jambe est de six. Les deux visseurs

associés aux liaisons actionnées ainsi sont respectivement :

évk(nk):{ o ] et €oo(mk):[03><1]- (5.88)

ng X I'n,.0 my

Pour exprimer la matrice jacobienne du mécanisme, il nous faut a nouveau identifier deux

torseurs & pas nuls {4* et {)* qui s’intersectent en un point. Le torseur ¢j* sera choisi pour
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étre réciproque aux visseurs de toutes les liaisons a ’exception de la liaison rotoide active,
tandis que {j* sera choisi pour étre réciproque a tous les visseurs a l’exception de celui de
la liaison prismatique. Comme les deux liaisons rotoides et l'articulations prismatique sont
orientées selon des axes gauches quelconques, alors il n’est a priori pas aisé de trouver un
torseur a pas nul réciproque a cinq visseurs. Nous allons donc commencer par identifier deux

torseurs réciproques a la liaison sphérique et a la liaison rotoide passive. Ils sont donnés par :

gqlzl A ] ot (;g%:[ SPeQs ] (5.89)

qx X I'p.0 Sp.Q. X I'p.0O

Puis, nous pouvons utiliser la méthode tirée de [193], comme nous l'avons fait en section
5.1.4. On cherche en premier lieu & déterminer le torseur ¢y* qui doit étre simultanément
étre une combinaison linéaire des deux torseurs de I’équation (5.89) tout en étant réciproque

au visseur de la liaison prismatique, voir équation (5.88). Ainsi nous avons :

G0 = (€™ 0 oo (my)] ™ — (€™ 0 Eoo(my)] ™
T Ak T SP.Qx
B P lqk X I'k] qu [SPka X I‘k] (590)

Uy
= , avec w, =my X (qQr X Sp.0, )
Ui X Iy

ou Iy = I'p,, voir figure 5.31 (a).

Le torseur ¢)* doit quant a lui étre une combinaison linéaire des deux torseurs de I’équation
(5.89) tout en étant réciproque au visseur de la liaison rotoide actionnée, voir équation (5.88).

Il est donné par :

0" = 16" 0 & ()] — [GE™ 0 & ()G

S
] - qZ<rPka X nk) [ e ]

T
SP.Qr X Tk

qr X I'g (591)

Vv
= [ : ] , avec Vi = (rpn, X ng) X (qr X Spq,),
Vi X T

comme montré figure 5.31 (b). Ainsi, les torseurs £5* et £5* sont bien & pas nul et s’intersectent
en Py, le centre de la liaison sphérique. En introduisant le vecteur des liaisons actives § =
{9.1 0y 0 PP p3:|T, on peut construire une équation de vitesse identique a celle de
I'équation (5.72), c’est-a-dire ayant une fois encore une matrice jacobienne parallele contenant

des torseurs qui s’intersectent deux a deux et une matrice jacobienne sérielle diagonale.
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La matrice jacobienne J est ainsi identique a celle du mécanisme 6 — UPS triangulaire et
est donnée équation (5.74). Ses colonnes sont les visseurs & et &, donnés respectivement
équations (5.39), et (5.76).

FIGURE 5.32 Mécanisme 3 — RRPS

La méthode pour identifier les torseurs réciproques £y et £3* peut étre utilisée pour n’importe
quel mécanisme hybride avec des jambes de topologie XY 7S ou X, Y, et Z sont des liaisons
P et/ou R, dans n’importe quel ordre. Il est cependant nécessaire que la géométrie de la
jambe permette I'identification de torseurs a pas nuls s’intersectant deux a deux aux centres
des liaisons sphériques et que les six torseurs identifiés soient linéairement indépendants. La
jambe que nous venons d’étudier est juste un exemple. Nous avons volontairement choisi une
architecture complexe pour montrer qu’il est possible, dans la majorité des cas d’identifier
deux torseurs a pas nuls qui respectent ces conditions. Il est en effet, en pratique, rare que

les axes des liaisons aient des relations arbitraires entre eux.

Les figures 5.32 et 5.33 montrent deux exemples typiques de mécanismes hybrides. Chacun de
ces mécanismes possede 3 branche a six DDLs, dont deux liaisons sont actionnées. La figure

5.32 montre le mécanisme 3 — RRPS introduit en [198]. Il s’agit d’un mécanisme basé sur le
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3 — RPS. Nous avons eu l’'occasion d’analyser ce dernier en détail en section 5.1 et 5.3. Le
3— RRPS ajoute la possibilité a chaque jambe de pivoter autour d’un rail circulaire centré au
point M et d’axe m, comme montré figure 5.32. Le mécanisme 3 — PPSR, voir [200], montré
figure 5.33, possede quant a lui trois branches SR. Le centre de chaque liaison sphérique a la
base de chaque jambe peut se mouvoir dans un plan grace a deux articulations prismatiques

actionnées.

FIGURE 5.33 Mécanisme 3 — PPSR

Pour les mécanismes 3 — RRPS et 3 — PPSR, il est possible d’identifier deux torseurs par
jambe qui s’intersectent aux centres des liaisons sphériques, voir annexe A.5, et donc d’obtenir

leur modele cinématique direct grace aux équations introduites dans ce chapitre.
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La plateforme de Stewart

Avant de conclure ce chapitre, nous allons nous intéresser a un dernier mécanisme dont la
matrice jacobienne peut étre donnée analytiquement. Ce mécanisme est a mi-chemin entre
les mécanismes de la classe des T'SSM et de celle des mécanismes hybrides que nous venons
d’évoquer. 11 s’agit de la plateforme de Stewart [201] montrée figure 5.34. Ce mécanisme a été
utilisé pour I'un des premiers simulateurs de vol, si ce n’est le premier. Il reste aujourdhui

I'un des mécanismes paralleles, ou plutot hybrides, parmi les plus connus.

FiGURE 5.34 Plateforme de Stewart

A l'image des T'SSM, ce mécanisme a six points d’attache au bati et seulement trois & la
plateforme, mais il ne possede que trois jambes. La figure 5.35 montre 'une d’entre elles.
Toutes les liaisons sont contenues dans un plan de normale by pouvant pivoter autour d’un

axe ay = S4,p, ol Ay et By sont les deux points d’attache de la k-iéme jambe au bati.
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F1GURE 5.35 Paramétrage d’une jambe de la plateforme de Stewart

Une jambe de la plateforme de Stewart est composée d'une premiere sous-branche constituée
d’une liaison universelle localisée au point A, et d’axes a;, et by, suivie d’une liaison prisma-
tique orientée selon un vecteur ci. Elle est connectée par une liaison rotoide d’axe b, passant

par un point C} a une seconde branche de topologie UPS.

Le centre de la liaison universelle de cette deuxiéme branche est localisé au point By, et ses axes
sont également a; et by. S’en suit un corps connecté a la premiere branche par I'articulation
rotoide au point C%. Ce corps est connecté a une autre membrure par une liaison prismatique
dirigée par le vecteur py. Enfin, ce dernier corps est connecté a la plateforme par une liaison

sphérique de centre P;.
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Le mécanisme est actionné par la liaison prismatique en bout de jambe qui est orientée par
le vecteur directeur py ainsi que par la seconde articulation rotoide de la liaison universelle
de la premiere branche, c’est-a-dire autour de ’axe by, passant par le point Ax. On appellera

les vitesses actionnées de ces liaisons respectivement py et 8 , voir figure 5.35 a nouveau.

Les deux sous-branches d’une jambe sont interconnectées par un mécanisme plan, plus pré-
cisément par le mécanisme a quatre barres de type bielle-manivelle montré figure 5.36. Ainsi,
I’actionnement autour de la liaison rotoide localisée au point A, d’axe by, normal au plan
contenant les liaisons de la jambe, entraine une rotation du corps ByC}, qui constitue de le

corps de sortie de ce mécanisme, autour du point Bj,.

FIGURE 5.36 Mécanisme a quatre barres plan compris dans une jambe de la plateforme de
Stewart

Il est possible d’identifier deux torseurs a pas nuls qui sont contenus dans ce plan et dont
les axes se rencontrent au point Bj. Les torseurs (¢ (a;) et ¢2*(ci) constituent un choix
approprié car le vecteur a; n’est pas colinéaire au vecteur cy, voir figure 5.36. Il est également
possible d’identifier un troisieme torseur dans le méme plan, passant par le point C} et
d’axe perpendiculaire a pj, donné par COC *(by X cg). Ainsi, en appliquant les relations du
chapitre 3 introduites en section 3.2 et plus particuliérement I’équation (3.33), nous obtenons

directement le visseur du corps ByC}, a savoir :

Becr _ G0t (b x ) 0 &5"(by) .5, i 5.02
€ Ock<bk % Ck) OEOBk(bk) 0 k- ( . )

Il est a noter que ici les torseurs et visseurs sont spatiaux, au contraire de ceux du chapitre
3. Le corps ByC} tourne ainsi autour du point By avec une vitesse :
c A
Go*(br x ex) 0 &% (by) 4 (b X ex) (b X racy) 4

0, = 0, = 0. 5.93
BT CTR(b x ) 0 €54 (by) (b x ) (b X Tc,) (5.93)
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Par conséquent, une jambe d’un mécanisme de Stewart est équivalente a une jambe RRPS,
comme montré figure 5.37. Il est donc aisé d’identifier deux torseurs a pas nuls de vecteurs
directeur uy et v qui s’intersectent au centre de la liaison sphérique de chaque jambe, voir
figure 5.37. Ainsi, le modele cinématique direct analytique du mécanisme de Stewart peut

étre établi grace aux équations introduites dans ce chapitre.

F1GURE 5.37 Chailne cinématiquement équivalente a une jambe de la plateforme de Stewart
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5.5 Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a un mécanisme a trois DDLs et un autre a
six DDLs. Nous avons analysé le premier, le mécanisme 3 — RP.S, dont nous avons pu donner
le modele cinématique direct via une formulation explicite de la matrice jacobienne de son
organe terminal. La matrice jacobienne est, comme pour celles introduites aux chapitres 3 et 4
constituée de visseurs homogenes a des visseurs unitaires auxquels on multiplie un rapport de
produits réciproques. Nous nous sommes ensuite intéressés a des formulations alternatives de
cette méme matrice grace a une analyse de mobilités et nous avons illustré le comportement
cinématique de ce mécanisme par des applications numériques. Nous avons ensuite pu étendre

aisément ces résultats au mécanisme 6 — U PS triangulaire.

Ces deux mécanismes ont été choisis comme illustrations pour donner corps aux équations
introduites. En réalité, il existe de nombreux autres mécanismes a trois DDLs qui partagent la
méme expression de matrice jacobienne que le 3— RP.S, comme nous avons pu en discuter en
section 5.4.1. De méme, les équations établies pour le mécanisme 6—U PS triangulaire peuvent
étre appliquées aux mécanismes de classe T'SSM ou MSSM, mais pas seulement. Nous
avons vu en section (5.4.2), des mécanismes hybrides dont le modele cinématique direct est
donné par les mémes équations que le mécanisme 6 — U PSS triangulaire. Tous les mécanismes
étudiés dans cette section ont un point commun fondamental. Il a toujours été possible de
construire une matrice jacobienne parallele constituée de six torseurs a pas nuls dont les axes

s'intersectent par paires.
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CHAPITRE 6 CONCLUSION

L’objectif de cette these était de donner une expression analytique de la matrice jacobienne
de mécanismes paralléles et hybrides. Pour cela, nous nous sommes appuyés sur le cadre
mathématique de la théorie des visseurs. Pour plusieurs classes de mécanismes, nous avons
ainsi pu donner une expression de la matrice jacobienne sous la forme d’une collection de

visseurs.

6.1 Syntheéese des travaux

La théorie des visseurs est un outil puissant pour 'analyse des mécanismes. Grace a cette
derniere, il est aisé d’obtenir une équation reliant les vitesses des articulations actionnées au
mouvement de I'organe terminal. Si pour les mécanismes sériels on obtient immédiatement
la matrice jacobienne, ce n’est pas le cas pour les mécanismes paralléles et /ou hybrides, dont
I’équation de vitesse fait intervenir deux matrices jacobiennes distinctes. Cette relation est
obtenue grace a des torseurs réciproques, dont I'identification se fait par une méthodologie
connue dans le cadre de la théorie des visseurs. La volonté derriere ce travail était de pouvoir
utiliser les informations contenues dans ces torseurs pour pouvoir construire directement la

matrice jacobienne de mécanismes paralleles ou hybrides sous forme de visseurs.

Nous avons en premier lieu donné une forme unifiée de la matrice jacobienne des mécanismes
plans. Ainsi, comme nous le désirions, il est possible, une fois apres avoir identifié les torseurs
réciproques, d’appliquer les formules du chapitre 3 pour obtenir analytiquement la matrice
jacobienne de ces mécanismes. Nous avons introduit les matrices de visseurs qui permettent
d’obtenir une expression des visseurs de n’importe quel corps d’un mécanisme plan par des
sommes et/ou multiplication de matrices de visseurs, remplagant ainsi les inversions de ma-
trices habituelles. Les matrices de visseurs sont particulierement utiles pour des mécanismes
hybrides pouvant comporter de nombreuses boucles cinématiques interconnectées. Lorsque
ces matrices sont multipliées aux visseurs actionnés, alors la matrice jacobienne peut étre
obtenue sous une forme alternative. La ou les colonnes de la matrice jacobienne peuvent étre
exprimée(s) sous la forme d’un visseur unitaire multiplié par un rapport de produits réci-
proques. Cette forme particuliere a été retrouvée dans l'intégralité des mécanismes spatiaux

que l'on a étudiés par la suite.

Le chapitre 4 était consacré a deux classes de mécanismes spatiaux a DDLs limités, qui sont

les mécanismes rotationnels et translationnels. Dans la premiére catégorie, nous nous sommes
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d’abord intéressés aux mécanismes sphériques, et notamment au trés connu oeil agile. Puis,
nous avons étudié divers exemples de mécanismes paralleles d’orientation non sphériques.
Plusieurs exemples ont été proposés afin de montrer que les équations que nous avons établies
sont suffisamment générales pour s’appliquer a un grand nombre de mécanismes. Quant
aux mécanismes translationnels, nous avons également illustré la méthode pour plusieurs

mécanismes, y compris le populaire robot Delta.

Au chapitre 5, nous nous sommes concentrés sur une classe de mécanismes qui possedent
également trois mobilités dans I’espace mais qui ne sont ni purement rotationnels ni unique-
ment translationnels. Ces mécanismes ont comme point commun de posséder une matrice
jacobienne parallele constituée de six torseurs a pas nuls dont les axes s’intersectent deux a
deux. La matrice jacobienne de ces mécanismes est constituée de trois visseurs a pas finis. Le
vecteur directeur, le pas et la position de la droite de ces derniers peuvent étre proposés ana-
lytiquement grace aux informations contenues dans six torseurs réciproques préalablement
identifiés. Le mécanisme 3— RPS a été choisi en principal exemple pour illustrer les équations
établies pour cette catégorie de mécanismes, et une application numérique et visuelle a été
proposée. D’autres exemples de mécanismes dont 1'expression de la matrice jacobienne est

identique a celle du mécanisme 3 — RPS ont été présentés.

Enfin, nous avons pu étendre les résultats obtenus pour ces mécanismes a d’autres méca-
nismes spatiaux pleinement actionnés. Leur point commun est également d’avoir une matrice
jacobienne parallele composée de six torseurs a pas nuls dont les axes s’intersectent deux
a deux. Les colonnes de la matrice jacobienne sont également des visseurs a pas finis. Tout
comme nous 'avons fait pour le mécanisme 3— RPS, nous avons choisi le mécanisme 6—U PS
triangulaire pour illustrer les équations introduites. Ces dernieres sont cependant applicables
a de nombreux mécanismes spatiaux. On retrouve parmi eux la classe des mécanismes de
Stewart 6/3, 3/3 et également des mécanismes hybrides a trois branches qui possedent deux
actionnements par chaine. Plusieurs exemples ont été proposés dont notamment la plateforme
de Stewart.

6.2 Avantages de la solution proposée

Cette these propose une expression analytique de la matrice jacobienne de nombreux méca-
nismes paralleles et hybrides, allant des mécanismes plans aux mécanismes spatiaux pleine-
ment actionnés. La matrice jacobienne est donnée sous forme de visseurs, eux-mémes formés
par les vecteurs contenus dans les torseurs réciproques. Cela nous permet d’obtenir une
expression analytique et vectorielle de cette matrice qui est d'une part géométriquement

interprétable et d’autre part commune et applicable a plusieurs mécanismes.
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Obtenir la matrice jacobienne sous la forme de relations vectorielles constitue un énorme
avantage par rapport a une matrice jacobienne obtenue par dérivation d’'un modele géomé-
trique. Outre la difficulté d’obtention par dérivation de cette derniere, les équations obtenues
sont par définition dépendantes de la géométrie d’'un mécanisme donné. Elles sont également
dépendantes du paramétrage de ce dernier (par exemple du choix entre angles relatifs ou
absolus, de la convention d’angles d'Euler, etc...), tandis que les équations vectorielles sont

indépendantes de celui-ci.

Une des applications possibles de la méthode proposée est le contrdle en temps réel. Les
algorithmes de contrdle en vitesse nécessitent généralement d’estimer a chaque itération les
vitesses cartésiennes de l'organe terminal en fonction des vitesses actionnées, puis de corriger
ces dernieres en fonction des vitesses cartésiennes. Avoir une expression analytique permet
de diminuer le temps de calcul puisqu’il n’est pas nécessaire a chaque cycle de recalculer
numériquement l'inverse de la matrice jacobienne parallele, tout en augmentant la stabilité

numérique de l'algorithme.

Les équations présentées dans ce document peuvent également avoir un avantage en ce qui
concerne l'optimisation et la conception d’un robot. Une idée d’emploi de la méthode allant
dans ce sens peut étre le dimensionnement de moteurs ou la réduction de consommation
électrique de ces derniers. Puisque le modeéle cinématique analytique est proposé, un corollaire
est que le modele en force indirect analytique est également disponible via la transposée de
la matrice jacobienne obtenue. Pour un ensemble d’efforts extérieurs appliqués a l'organe
terminal d’'un mécanisme, il est possible d’obtenir les couples/forces des actionneurs qu'il est
nécessaire de fournir par les moteurs. Ainsi, il est possible de travailler sur 'optimisation des
différents parametres géométriques afin de réduire la consommation électrique des actionneurs

en utilisant des expressions analytiques, ce qui peut présenter un atout important.

Savoir qu’il est possible d’obtenir analytiquement la matrice jacobienne de certaines classes
de mécanismes peut influencer la synthese de ces derniers. Il serait en effet possible de créer de
nouveaux mécanismes en faisant en sorte que les torseurs réciproques respectent les criteres
présentés dans cette these. Une recherche préliminaire a montré qu’il est en effet possible
grace aux équations du chapitre 5 de créer un mécanisme a quatre DDLs dont on connaitrait
analytiquement la matrice jacobienne. Il suffirait de créer un robot a quatre jambes, dont les
deux premieres sont du type XY'S tandis que les deux autres sont des chaines XY ZS (pour
X,Y,Z = P et/ou R) qui se partagent leur liaison sphérique. Il est également possible de

créer de la méme maniere un robot a cinq DDLs.

Enfin, une derniére application serait la synthese géométrique. En partant d’un ensemble de

visseurs représentant le mouvement souhaité, on peut alors déterminer les expressions ana-
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lytiques des contraintes de conception que le mécanisme doit satisfaire. Prenons par exemple
le mécanisme sériel HH H montré figure 5.27 (b), ou les trois liaisons hélicoidales sont repré-
sentés par un ensemble de trois visseurs. Alors, grace au chapitre 5, il est possible de calculer
les parametres géométriques du mécanisme 3 — RPS permettant de générer une géométrie

particuliere de ces trois liaisons hélicoidales, voir figure 5.27 (a).

6.3 Limitations de la solution proposée et améliorations futures

Ce travail s’est uniquement consacré a des mécanismes a membrures rigides, or comme nous
I’avons évoqué en introduction, il existe une multitude d’autres types de mécanismes, certains
n’ayant pas d’équivalent cinématique exact avec les mécanismes a membrures rigides. Il existe
également de nombreux types de mécanismes a membrures rigides sur lesquels nous ne nous
sommes pas penchés. Aux chapitres 4 et 5, a 'exception des mécanismes sphériques, nous ne
nous sommes seulement intéressés aux mécanismes pleinement actionnés, laissant notamment

de coté les mécanismes redondants.

Les différents mécanismes que nous avons étudiés pourraient étre classés par la nature des
torseurs réciproques que nous pouvons identifier, par exemple trois torseurs a pas infinis pour
les mécanismes translationnels, six visseurs a pas nuls qui s’intersectent deux a deux pour les
mécanismes du chapitre 5, etc... Un récapitulatif des mécanismes classés par leurs contraintes
est par ailleurs donné en annexe B. Or il existe une multitude de mécanismes qui ne rentrent
pas dans ces catégories. On pourrait créer d’autres classes basées sur les torseurs réciproques
identifiables, par exemple une classe possédant deux torseurs a pas infinis et quatre autres
a pas nuls, ou une classe de mécanismes dont les torseurs réciproques identifiés ont des pas
finis, etc... Il existe un grand nombre de combinaisons de torseurs réciproques possibles et

donc de classes de mécanismes.

Un objectif futur serait donc de donner la matrice jacobienne analytique de mécanismes dont
les combinaisons de torseurs réciproques seraient différentes de celles présentées dans cette
these. Parmi elles, nous souhaiterions en particulier nous pencher sur des mécanismes dont les
six torseurs ont un pas nul et dont les axes n’ont pas de relations particulieres entre eux. Cela
nous permettrait de fournir ’expression générale de la matrice jacobienne de la plateforme de
Gough-Stewart 6/6 et dans un méme temps le modele cinématique inverse d’'un robot sériel

a six liaisons rotoides.

Bien qu’il reste de nombreuses classes de mécanismes dont la matrice jacobienne analytique
reste a déterminer, nous espérons que par ce travail, nous avons pu contribuer a notre échelle

a la théorie des visseurs et a une meilleure connaissance des mécanismes paralléles et hybrides.
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ANNEXE A RESULTATS COMPLEMENTAIRES

A.1 Comparaison entre les produits vectoriels et de visseurs

A.1.1 Produit entre deux torseurs a pas nul

Soient deux torseurs plans a pas nuls, 'un passant par le point A et de vecteur directeur a et
I’autre par le point B de vecteur directeur b avec a non colinéaire a b. Le produit vectoriel

de ces deux torseurs donne :

b
aTEroA bTEI'OB
(b"Eros)(ay) — (aEro.) (b'y)
= | —(b"Erpp)(a’x) + (a”Erpa)(b"x)
(bTy)(a"x) — (aTy)(bx)

(
)

a
X

¢il(a) x ¢f(b) =

(b"Er4p)(a’y) + (b"Ea)(r) 1y)

= —(bTErAB (aTX) + (bTEa) (rgAx)
b Ea

—E (ro A+ bzfé‘f a)

1

= b’ Ea

Soit C' un point a I'intersection des droites (A, a) et (B, b). Sa position par rapport a l’origine

du plan est donnée par :

bTEI'AB
= ———a. A2
Toc =Toa+ —prp —a (A.2)
Ainsi, en introduisant le vecteur roc dans 1’équation (A.1), nous obtenons :
E
Gi'(a) x ¢ (b) =bEa | | = (b"Ea)A ] = (b"Ea)A&f,  (A3)
rco

soit, a une matrice de permutation pres, un visseur a pas nul d’axe normal au plan localisé

au point C.
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Maintenant, nous pouvons faire la méme chose avec une version spatiale de ces deux torseurs.

Les versions spatiales des vecteurs plans seront ici notées avec un prime, par exemple a’ =

T
{aT O} . Le produit de visseurs entre deux torseurs ¢g!(a’) et ¢Z(b’) est donné par :

Gy xcEmy=| ¥ ]{ > }

a’ X0 b X 'z,

B [ a' x b

T la X (b x ) — b x (@ xT0)| (A4)
i (a’ x b')

(b’ xr’, )T (a’xb’)
(a/ X b/) X {1‘140 _|_ (a/xﬁgT(a/Xb/) a/:|

Puisque les deux torseurs ont des axes contenus dans le méme plan, ils s’intersectent en un

point C. La version spatiale de 1’équation (A.2) est :

(b" x rlyp)"(@" x b)

rIOC - r/OA - (a/ X b/)T(a/ X b/) a, (A5)
ainsi, en insérant le vecteur rj, dans I’équation (A.4), nous avons alors :
/ b/
G i) = [P o) (A6)
(@’ xb') X rpp
Or :
(a’ x b') = (b"Ea)z, (A.7)
ouz = [O 0 1]T est le vecteur normal au plan, et :
T
ce qui au final nous donne :
o
0
¢r@)x¢'(b)=(b"Ea) | 1 |. (A.9)
Erco
L O -

Il s’agit bien de la version spatiale d’un visseur plan, voir équation (3.1), plus précisément,

la version spatiale de AT[¢{(a) x ¢F(b)], voir équation (A.3). Les deux produits (vectoriel
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et visseurs) sont donc bien cohérents.

A.1.2 Produit entre un torseur a pas nul et un torseur a pas infini

Une opération similaire peut étre effectuée entre un torseur plan a pas nul ¢{'(a) et un (le)

torseur a pas infini plan (., ce qui nous donne :

Ea

(oo X G'(a) = = Al (Ea), (A.10)

soit a une matrice de permutation pres un visseur plan a pas nul dont I’axe est perpendiculaire

a a. Le produit de visseurs entre la version spatiale de ¢'(a) et (. est quant & elle donnée

par :
"
0 / 0 0
Coo(z) X (@) = [ 3“] X [ , a , ] = [ 3“,] —¢to(zxa)=1]0|. (A.11)
z a’ XTIy zZXa Ea
_O_

Le produit de visseurs entre les versions spatiales d’un torseur a plan a pas nul et d'un
torseur plan a pas infini donne la version spatiale d'un visseur plan a pas infini voir équation
(3.1), plus précisément, la version spatiale de AT[¢,, x ¢{'(a)], voir équation (A.10). Les deux

produits (vectoriel et visseurs) sont une fois encore bien cohérents.

A.2 L’articulation @)

La figure A.1 montre un mécanisme a six barres d’architecture Stephenson 2. Supposons
que lentrée est la rotation autour de A avec une vitesse 0 et la sortie du corps GF. A
premiere vue, la méthode présentée en section 3.2 semble ne pas marcher puisque les deux
boucles cinématiques qui font intervenir la liaison actionnée (ABCDE et ABFGE) ont
quatre liaisons passives au lieu des trois habituelles, rendant impossible 'identification des
torseurs réciproques. La solution est de considérer que le quatre barres passif C DG F comme
une unique liaison appelée liaison (). Pour cela on introduit le point H située a 'intersection
de la droite passant par C' et D et de celle passant par F' et GG, voir figure A.1. Ainsi nous
pouvons écrire :
& = &0 + €0

b o (A.12)
=&, 0 +&0g,
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FIGURE A.1 Mécanisme a six barres du type Stephenson 2

ol Oy est une vitesse passive autour du point H qui correspond a la vitesse de rotation
du corps DEG par rapport au corps BC'F'. L’équation ci-dessus n’a alors que trois liaisons
passives et ’on peut identifier les trois torseurs réciproques et obtenir le visseur du corps BC'G
avec la méthode présentée en section 3.2. Puis, le visseur du corps F'G peut étre exprimé en

se placant dans la boucle BFGFE tel que :

EFG — $BCF9 + 5(1)79F

i+ g% (A.13)
—SoVE o VG

Ainsi, en appliquant une deuxieme fois la méthode présentée a la section 3.2, on obtient le

visseur de 1’organe terminal.
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A.3 Détail des calculs du complément du Schur

Le complément de Schur du bloc D de la matrice Jacobienne parallele IT, est donné par
(A —BD'D). La matrice IT étant définie équation (5.11) et les sous-blocs qui la composent

équation (5.12). L’inverse de D est également donnée équation (5.16). Pour commencer, nous

avons : )
v
]3D71 = g Vg [UQ XUz uz Xu; up X 112}
\
u (A.14)
1 V,{(UQ X Ll3) V?(U‘g, X 111) V{(ul X UQ)
=3 vI(uy x uz) vI(uz xu;) vi(u; x uy)
Vi (ug xu3) vi(ug xwp) vi(u X uy)
Puis nous avons
1 V,{(UQ X Ll3) V?(u;g X 111) V?(ul X llg) (Ll1 X I'1)T
BD 'C = 7 vI(uy x uz) vI(uz xuy) vi(u; xuy)| |(ug x ra)T
vi(ug xuz) vi(ug xw) vi(u xug)| |(ugxry)”
. vI(uy x uz)(uy x )7 + v (ug x uy)(ug x ro)7 + vi(u; x uy)(uz x r3)?
=3 vI(ug x uz)(uy x )7 + vl (ug x uy)(uy x ro)? + vi(u; x uy)(uz x r3)’”
_Vg(UQ x uz)(uy x r1)7 4+ vI(uzg x up)(ug x ro)7 + vI(u; x uy)(uz x r3)?

(A.15)
Définissons maintenant Ly comme étant la k-ieme ligne du complément de Schur. Nous avons

alors :

dL} = (w; xu;) ug (v xrg) —vi (uy xug ) (w; X 1;) = vi (ug x ;) (wy X 1) —vi (0 x u;) (g x1,).
(A.16)
Or pour quatre vecteurs a, b, c et d, (avec a, b et c linéairement indépendants) il existe la

relation suivante :
[(axb)’c|d=|(bxc)d|a+[(cxa)’d|b+|(axb)d|c. (A.17)
En prenant a = u;, b =u;, ¢ = u; et d = vy, le premier terme de I'équation (A.16) vaut :

(w; x uj) g (v x vg) = vi (w5 X wg) (W X vp) + v (0g, X ;) (0 x vg) + vi (w; x u;)(uy X 1),
(A.18)
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et donc au final nous avons :
dL{ = v (u; x uy) [u; x (rp — ;)] + vi (W X w;) [u; x (rp — 1)), (A.19)

en en introduisant w; = u; X v;, on retrouve alors 1’équation (5.18)

A.4 Cas particulier du 3 — RPS triangulaire

Pour le mécanisme 3 — RPS en configuration triangulaire, il existe une configuration pour

laquelle les équations introduites en section 5.1.2 doivent étre légerement modifiées.

Pour cela, considérons un tel mécanisme dont les axes des liaisons rotoides sont dans le
plan passant par l'origine et normal a 'axe z du repére cartésien. Ces axes sont agencés
pour former un triangle équilatéral, et les trois liaisons sphériques rattachées a la plateforme
forment également un triangle équilatéral. La configuration particuliere que nous venons de
mentionner apparait lorsque le plan P rattaché a la plateforme est parallele au plan contenant

les liaisons rotoides.

Nous avons alors n; = z, ou le vecteur ny est la normale au plan P et est définie équation
(5.35). En outre, le vecteur (r; —r;) est parallele au vecteur uy, associé a la liaison rotoide de
la jambe k. Les points Ay ne sont pas définis / poussés a U'infini, puisque le produit mixte
[(w; x w;) x (r; — r;)]uy est toujours nul, voir équation (5.23). Il n’est alors pas possible
d’utiliser I'expression compacte du vecteur sy, voir équation (5.25). Il est cependant toujours
possible d’utiliser 'expression de ce vecteur donnée équation (5.22) qui ne dépend pas du

point Ay. De plus, il est possible de réécrire I’équation (5.22) tel que :

Sp = [WiTukij(rj —ry) — W]TukwiT(r,; - rk)] (r; — ;) + njup(w; X w;). (A.20)

Or, puisque le vecteur u; est contenu dans un plan parallele au plan de normale ng, les
deux vecteurs sont perpendiculaires et le dernier terme de 1’équation précédente disparait.
Le vecteur sy, est alors colinéaire au vecteur r; — r;).

Le pas h}' défini équation (5.30) dépend lui aussi de la position du point Aj. Cependant, il

peut étre réécrit sans faire appel a ce point par :
R = —wpuiny [WiTukw]T(rj — 1) — W ww; (r; — rk)} : (A.21)

Or, puisque uln; = 0, ce pas est nul. Enfin, en ce qui concerne la position du point My,

on peut prouver facilement que le vecteur r}* qui définit sa position, voir équation (5.33), a
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comme coordonnées barycentriques :

wl(r; —r;)wl wi(r — ;) wi
My = i ( ]) ]pk’ Mos = — ]( ]) Zpk7 and m33:()’ (A22)
’ (w; x w;)Tpy, ’ (Wi X w;) Py 7

avec py = ny X (r; —r;). Puisque m; 3 +mq3 = 1, le point M}, appartient & la droite passant

par les points P; et Ps.

Au final, lorsque le plan P est parallele au plan contenant les axes des liaisons rotoides d’un
mécanisme 3 — RPS triangulaire, le visseur £} a un pas nul et son axe passe par les centres

des liaisons sphériques aux points P, et P.

La raison pour laquelle la matrice jacobienne n’a localement pas la méme expression que
celle présentée en section 5.1.2 est que les vecteurs {y* deviennent localement linéairement
dépendants. En effet, dans la configuration que nous venons de décrire, les axes de ces trois

torseurs sont compris dans un méme plan, qui est celui de la plateforme.

A.5 Identification des torseurs réciproques a des mécanismes hybrides

A.5.1 Meécanisme 3 — RRPS

Le mécanisme 3 — RRPS, montré figures 5.32 et A.2 est un mécanisme hybride dont nous
pouvons obtenir analytiquement la matrice jacobienne grace aux équations introduites a la
section 5.2. Pour cela il est nécessaire d’identifier deux torseurs réciproques a pas nuls par

branche qui s’intersectent en un méme point.

Le premier torseur, réciproque a toutes les liaisons a ’exception de la premiere articulation
rotoide, est évident a trouver. Il s’agit du torseur réciproque a ’ensemble des liaisons d’'une
chaine RPS et nous I'avons déja identifié en section 5.1. Il est donné par ¢ = ¢3*(qx), o
Py est le centre de la liaison sphérique et q; est I’axe de la liaison rotoide de la branche RPS),
voir figure A.2. Le second torseur, qui doit étre choisi pour étre réciproque a ’ensemble des
liaisons a ’exception de 'articulation prismatique est légerement plus compliqué a identifier.
On peut commencer par trouver deux torseurs réciproques a la liaison sphérique et a la liaison

rotoide au point Q)5 qui sont :

§k<pk>=[ Pr ] et é’k<qk>:[ s ] (A.23)

Pr X T qr X I'g

ou py, est la direction de la liaison prismatique et ry = rp . Le torseur {y* que I’on recherche

doit étre une combinaison linéaire de ces deux torseurs tout en étant réciproque au visseur
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&) (m) de la liaison rotoide située a la base de la jambe. En utilisant la méthode de [193]
comme nous ’avons fait en section 5.4.2, nous obtenons alors le vecteur directeur du torseur
¢y* donné par :

vi = (m X ryp) X (Pr X q)- (A.24)

Le torseur ¢)* est bien & nul et sa droite est a 'intersection du plan passant par le point
Py de normale (m x ry;p) et de celui passant par le méme point et de normale (pyx X qi),
comme illustré figure A.2. Nous avons au final pour chaque jambe du mécanisme 3 — RRPS
identifié deux torseurs a pas nuls dont les axes se croisent au centre de la liaison sphérique. La
matrice jacobienne de ce mécanisme peut donc étre obtenue grace aux équations introduites

en section 5.2.

F1GURE A.2 Torseurs réciproque a la branche k du mécanisme 3 — RRPS
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A.5.2 Meécanisme 3 — PPSR

Il est également possible d’identifier deux torseurs a pas nuls qui s’intersectent au centre de la
liaison sphérique de chaque branche du mécanisme 3 — PPS R montré figure ??7. Ces torseurs
doivent tous deux étre réciproques a la liaison sphérique et a la liaison rotoide. Ils doivent
donc appartenir au faisceau plan centré sur la liaison sphérique dont le plan est celui passant

par le centre de cette méme liaison et qui contient ’axe de la liaison rotoide.

Le premier torseur doit en outre étre réciproque a la liaison prismatique de direction pg, donc
dans un plan de normal p;. Ce torseur, a 'intersection de ces deux plans est montré figure
A.3 (gauche). Le second torseur doit quant & lui appartenir au plan contenant 1'axe de la
liaison rotoide et le centre de la liaison sphérique, ainsi que dans un plan dont la normale est
donnée par qj le vecteur directeur de la liaison prismatique. Ce visseur est représenté A.3
(droite). A Daide de ces torseurs, on peut alors déterminer le modele cinématique direct du

mécanisme 3 — PPSR grace aux équations données au chapitre 5.

FiGURE A.3 Torseurs réciproque a la branche k du mécanisme 3 — PPRS
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ANNEXE B UNIFICATION ENTRE LES MECANISMES SPATIAUX A
TROIS DDLS

Cette section a pour but de faire le lien entre les expressions des matrices jacobiennes des
mécanismes d’orientation et de translation du chapitre 4, ainsi que ceux montré au chapitre

5. Par la suite on note i, j, k = 1,2, 3 par permutation circulaire.

B.1 Récapitulatif

Pour tous les mécanismes a trois DDLs, nous avons identifié un ensemble de trois torseurs
réciproques linéairement dépendants contraignant le mouvement de la plateforme. On les
note ici 7, ¢5 et ¢S et on les regroupe dans un ensemble appelé 7.. Nous avons également
identifié un autre ensemble de trois torseurs réciproques linéairement dépendants. Nous les
appellerons dans cette section ¢{, {5 et ¢S, et on considere qu’ils font partie d’'un ensemble

T On considere également que I'ensemble 7 = 7, U 7. est de plein rang.

Le modele cinématique direct obtenu pour les mécanismes a trois DDLs des chapitres 4 et 5

est de la forme :

=% % 85 q (B.1)
J

T
ou & est le visseur de l'organe terminal, ¢ = [ql o Cj3:| est le vecteur des vitesses actionnées
et J la matrice jacobienne de I'organe terminal. Chaque colonne de cette derniere est donnée

par :

_(rog

$r = &' avec pp = 20,
Cr o &

ou & est un visseur unitaire et & est le visseur associé a la k-iéme liaison actionnée.

(B.2)

B.1.1 Mécanismes d’orientation

— T, est constitué de torseurs a pas nuls dont les axes s’intersectent en un point P.
Aucun de ces torseurs ne sert a construire le visseur &;".

— T, est constitué de torseurs a pas nuls et/ou a pas infinis.

— Le visseur &' est a pas nul et son axe passe par le point P. Son vecteur directeur est
donné par le produit vectoriel entre les trois dernieres composantes des torseurs ¢ et

¢, voir équation (4.31). Si ¢f* est & pas nul ce vecteur est la partie linéaire du torseur.
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Si ¢ est a pas infini, ce vecteur est le vecteur directeur du torseur, idem pour (3.

— remarque Dans le cas de 'Oeil agile ¢f, ¢5 €5 sont tous trois a pas infini.

B.1.2 Meécanismes de translation

— 7. est constitué de torseurs a pas infinis. Aucun de ces torseurs ne sert a construire le
visseur &

— 7. est constitué de torseurs a pas nuls et/ou finis.

— Le visseur &' est a pas infini et son vecteur directeur est donné par le produit vectoriel

des vecteurs directeurs des torseurs (i et ¢f, voir équation (4.31).

B.1.3 Meécanismes du type 3 — RPS

— 7T est constitué de torseurs a pas nuls qui s’intersectent deux a deux en des points P,
Py et Pj.

— Le visseur &} est a pas fini. Son vecteur directeur (a la norme pres) est donné équation
(5.25) et son pas est donné (5.30). Son axe passe par un point situé a I'intersection de
ce dernier et du plan formé par les points Pj, P, et Py a I’équation (5.33).

— remarque : Le torseur ¢ équation (B.2) est donné par {y*, voir équation (5.6). Il s’agit
du seul parmi les six torseurs de I'ensemble 7 dont les composantes ne servent pas a
caractériser le visseur &;'.

— mécanismes a six DDLs : Nous avons identifié pour I’ensemble des mécanismes a six
degrés de liberté étudiés dans cette these un ensemble de six torseurs a pas nuls dont les
axes s’'intersectent deux a deux. Les trois premieres colonnes de la matrice jacobienne
d’un tel mécanisme sont identiques a celle d’'un mécanisme type 3— RP.S, voir équation
(B.2). Les trois dernieres colonnes de la matrice jacobienne d'un tel mécanisme sont
identiques a celles des mécanismes de type 3 — RPS, ou le torseur {)* remplace le

torseur ¢)*, voir section 5.2.

B.2 Calculs de la matrice jacobienne

En section 5.1.2; la matrice jacobienne du 3 — RPS est obtenue en inversant une matrice de
plein rang 6 x 6. Au contraire en sections 4.2 et 4.3, nous avons choisi de n’inverser qu’'une
matrice 3 X 3 en omettant les informations non importantes de la matrice jacobienne parallele.
Il est possible d’obtenir le méme résultat pour les mécanismes rotationnels et translationnels

en inversant également une matrice 6 x 6.
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Il est possible d’exprimer les équations de vitesses des mécanismes rotationnels et transla-

tionnels grace aux torseurs ¢, ¢5 et ¢, voir section précédente, ce qui donne :
HaE = Ea(.L (B3)

ol les matrices jacobiennes paralleles et sérielles des actionnements sont respectivement don-
nées par :
A
L= [¢"A| et 3, =diag(¢io&l C3o& (§ogd). (B4)
aTA
3

La matrice II, n’est pas carrée. Il est possible de I'augmenter de la méme maniere qu’en
section 5.1.2 en introduisant la jacobienne des contraintes grace aux torseurs ¢y, ¢5 et ¢S,

voir section B.1, ce qui donne une seconde équation de vitesse donnée par :
Hc€ = Ecéb (B5)

ol les matrices jacobiennes paralleles et sérielles des contraintes sont respectivement données
par :
¢rA
II, = [¢STA| et 3, = 034s. (B.6)
¢s"A

En combinant les équations (B.4) et (B.5), on obtient une troisieme équation de vitesse de

la forme :
I1¢ = 3¢g (B.7)
ou : L _ i
I1, Y.
II = et X = , (B.8)
1L 033
ou : L _ i
I1. 03
I = ot W=, (B.9)
II, .

Il est possible d’inverser la matrice IT qui est désormais carrée et de plein rang pour obtenir

la matrice jacobienne.
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B.2.1 Mécanismes d’orientation

Pour les mécanismes d’orientation, nous avons :

Gt = H et ¢ = ¢ (w) = [ . ] 7 (B.10)
q 03x1
ou uy, uy et us sont trois vecteurs linéairement indépendants et le point P est le centre
de rotation de l'organe terminal. Le vecteur py est nul si le torseur {j est a pas infini. Le
vecteur qi est soit le vecteur directeur d’un torseur a pas infini, soit la partie linéaire d’un
torseur a pas fini. Dans ce cas son axe ne passe pas par le point P sinon le torseur ;' serait
linéairement dépendant des torseurs de I’ensemble 7.. Ainsi, le vecteur q; est nécessairement
non nul. On suppose également que les vecteurs qi, qo et qz linéairement indépendants. En

appliquant I’équation (B.7) avec les matrices agencées selon I’équation (B.8), nous avons :

A B o |,
£ = q, (B.11)
C D 03x3
avec :
al Pl ul
A=lq;|, B=|pj|, C=0ss; et D= |uj|. (B.12)
aj p3 ug

Les matrices A et D sont non singulieres puisque les vecteurs qui les composent sont linéaire-
ment indépendants. Puisque C est nulle, alors la matrice jacobienne parallele est triangulaire

supérieure par blocs, ainsi nous avons :

Y

0343

Y

0343

Ay,

J= { A B (B.13)

0343 D

[aA —ABD
05,3 D!

0343

La sous-matrice inférieure de la matrice jacobienne J est nulle donc cette derniere est com-
posée de trois visseurs a pas nuls passant par le point P. D’apres I’équation précédente, seule
une sous-matrice de la matrice jacobienne parallele 3, est a inverser, comme nous l’avons
fait au chapitre 4.2. Nous obtenons bien la méme matrice jacobienne que celle obtenue dans

ce chapitre.



184

B.2.2 Mécanismes translationnels

Pour les mécanismes translationnels, nous avons :

Pk 0351

Cr = et ¢f=Coolup) = 1| 1, (B.14)
Ak Uy

ol uj, Uy et ug sont trois vecteurs linéairement indépendants. Le visseur ¢} est a pas fini,

et on suppose que les vecteurs directeurs py, p2 et p3 sont linéairement indépendants. En

appliquant I’équation (B.7) avec les matrices agencées selon 1’équation (B.9), nous avons :

A B 0343
_ 1, B.15
c D 3 5. |4 (B.15)
avec : )
uf al p!
A= u2T R B = 03><3, C = qg s et D= pg . (B16)
ug a3 p;

Les matrices A et D sont non singulieres puisque les vecteurs qui les composent sont linéaire-
ment indépendants. Puisque B est nulle, alors la matrice jacobienne paralléle est triangulaire

inférieure par blocs, ainsi nous avons :

_ A 03x3
~ |-D'BA-! D!

~1
0343

D '%,

0343
pI

0343

J— [ A B " (B.17)

B O3><3 D

La sous-matrice supérieure de la matrice jacobienne J est nulle donc cette derniere est com-
posée de trois visseurs a pas infinis. D’apres I’équation précédente, seule une sous-matrice de
la matrice jacobienne parallele 3, est a inverser, comme nous 'avons fait au chapitre 4.3.

Nous obtenons bien la méme matrice jacobienne que celle obtenue dans ce chapitre.
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