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Résumé 

La convection naturelle, induite par la poussée d'Archimède et engendrée par des 

gradients de température en milieu poreux saturé, est d'un intérêt considérable, 

couvrant maintes applications en géophysique et en ingénierie. Parmi les plus 

importantes applications, figurent les techniques d'isolation thermique, les écou- 

lements géothermiques, l'extraction du pétrole, le stockage des produits agricoles, 

la difhuion souterraine des contaminants et la régénération des matériaux poreux 

des échangeurs de chaleur. L'anisotropie qui est généralement la conséquence de 

l'orientation préférentielle des directions dominantes du milieu poreux ou de la 

géométrie asymétrique des grains ou des fibres, est rencontrée en fait dans toutes 

ces applications dans l'industrie et dans la nature. 

Dans cette thèse, le transfert de chaleur par convection naturelle en milieu 

poreux anisotrope est étudié numériquement et analytiquement. La première par- 

t ie de I'invest igat ion du problème considéré est relative à l'écoulement convec tif 

externe le long d'une plaque verticale imperméable, bordant un milieu poreux 

anisotrope et chauffée isothermiquement ou par un flux de chaleur uniforme. La 

seconde partie de la recherche est consacrée à l'étude des phénomènes thermocon- 

vectifs naturels dans une cavité poreuse verticale limitée horizontalement par des 

parois adiabatiques et chauffée par les côtés isothermiquement ou par des flux 

de chaleur constants. L'anisotropie en perméabilité et l'anisotropie en conducti- 

vité thermique sont toutes deux envisagées. Les directions principales du tenseur 

d'anisotropie en perméabilité sont orientées arbitrairement par rapport au champ 

gravitationnel tandis que celles du tenseur de conductivité thermique sont cohci- 



dantes avec les axes de coordonnées horizontal et vertical. 

Les points suivants constituant le contenu de la thèse sont: 

O Objectif et position de notre étude; 

a Formulation mathématique des modèles à étudier; 

O Transfert de chaleur par convection naturelle au voisinage d'une plaque 

verticale, chauffk et adjacente à un milieu poreux anisotrope en perméabilité; 

O Convection naturelle dans une couche poreuse verticale: effets de l'anisotr* 

pie en perméabilité; 

Convection naturelle dans une cavité poreuse verticale: effets de l'anisotropie 

en conductivité thermique; 

O Convection naturelle dans un enclos poreux vertical, caractérisé par une 

anisotropie en perméabilité: effets visqueux pariétaux (modèle de Brinkman). 

Dans tous ces points, le choix de la géométrie simple rectangulaire est justifié 

par la complexité du phénomène physique à étudier et la prise en compte de plus 

de rédisme physique dans les propriétés physiques de la matrice solide du milieu 

poreux en vue de la modelisation assez précise de ce dernier. La technique des 

différences finies est utilisée pour l'intégration numérique du système complet des 

équations gouvernantes. La validité des codes numériques est obtenue par compa- 

raison avec les résultats disponibles dans la littérature en situation isotrope. Pour 

tous les aspects du problème abordés ici, des solutions analytiques basées sur des 

méthodes variées (méthode de similitude, méthode intégrale et méthode modifiée 

de linéarisation dyOseen valides en régime de couche limite, méthode d'approxi- 

mation de l'écoulement parallèle valide à tous les régimes, pour des écoulements 



stratifiés en espaces confinés de grande extension) sont développées et vérifiées 

par les prédictions numériques dans de larges gammes de valeurs prises par les 

paramètres de contrôle. En ce qui concerne la structure de type couche limite, une 

analyse d'échelle des grandeurs d'intérêt caractérisant chaque type de problème 

est conduite pour prédire la solution analytique. En général, un bon accord est 

obswé entre les solut ions analytiques et les résultats des simulations numériques. 

Trois cas principaux de conclusion à l'investigation menée sont tirés: 

Dans une première étape, nous avons observé que l'écoulement convectif le 

long d'une plaque verticale dans un milieu poreux anisotrope est considérable- 

ment *té par les paramètres d'anisotropie, à savoir le rapport d'anisotropie 

en perméabilité K' et l'angle d'orientation B des axes principaux. Lorsque l'angle 

d'inclinaison 0 est tel que l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée soit 

parallèle à la plaque, I'intensit é de l'écoulement convectif est maximale. Dans cette 

situation, les hypothèses en régime de couche limite sont valides et montrent que 

la perméabilité le long de la plaque n'est pas considérablement plus élevée que 

celle dirigée perpendiculairement à cette dernière. Aussi, pour une valeur fixée de 

l'angle de rotation 6, le transfezt de chaleur est plus accentué que celui correspon- 

dant à la situation isotrope, car le rapport d'anisotropie en perméabilité K' est 

supérieur à l'unité. Inversement, ce transfert de chaleur est plus réduit lorsque K' 

est inférieur à l'unité. 

Ensuite, les effets de I'anisotropie en perméabilité et de I'anisotropie en con- 

ductivité thermique sur le transfert de chaleur par convection naturelle dans une 

cavité poreuse verticale sont tous deux ex&& dans cette seconde étape. Les ré- 

sultats ont indiqué qu'un rapport élevé de I'anisotropie en perméabilité (K' > 1) 

entraîne une canalisation de l'écoulement près des parois verticales lorsque B = 0". 

Puisque l'angle d'orientation de I'anisotropie croît, l'intensité de l'écoulement con- 
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vectif est progressivement afFaiblie. Pour 8 = 9O0, le modèle de l'écoulement con- 

siste en une trèa faible circulation de celui-ci dans la région centrale de la cavité 

présentant de très minces couches limites de la vitesse près des parois horizontdes. 

Dans la limite où K' + ai, toute valeur du nombre de Nusselt indépendante de 

0 se rapproche de l'unité. Aussi, un faible rapport d'anisotropie en perméabilité 

(K' < 1) entraîne une canalisation de l'écoulement près des parois horizontales 

lorsque 0 = 00. La force de la circulation de l'écoulement est accentuée avec l'aug- 

mentation de 8. Le t r d e r t  de chaleur résultant est maximal à B = 90°, cas pour 

lequel le parallélisme de l'écoulement n'est possible que pour des valeurs élevées 

du nombre de Rayleigh R. Il est démontré que le transfert de chaleur est maxi- 

mal lorsque l'orientation de l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée 

est parallèle au champ gravitationnel et minimal quand cette orientation est per- 

pendiculaire à ce dernier. Autrement dit, la meilleure isolation thermique possible 

est celle obtenue lorsque l'axe principal ayant la perméabilité la plus faible est 

parallèle à la force gravitationnelle. De plus, pour le cas particulier OU B = 4S0, 

les solutions pour des valeurs fixées de R' (nombre de Rayleigh modifié) et de A 

(rapport de forme de la cavité) sont parfaitement symétriques par rapport à la si- 

tuation isotrope (K. = I), de sorte que les résultats pour une valeur donnée de K' 

sont équivalents à ceux obtenus pour 1/ K' . Par ailleurs, en augmentant le rapport 

d'anisotropie en conductivité thermique (k' > l), la convection induite par l'écou- 

lement est accentuée mais le nombre de Nusselt se rapproche de l'unité. Lorsque 

le rapport d'snisotropie en conductivité thermique est décroissant (k' < l), Nu 

tend asymptotiquement vers une valeur constante qui dépend de R. 

Finalement, le troisième cas est relatif à la convection naturelle en régime de 

couche limite dans une couche poreuse verticale caractérisée par une anisotropie 

en perméabilité et des effets pariétaux. Dans la formulation de ce problème, le mo- 

dèle de Darcy élargi par Brinkman pour satisfaire la condition d'adhérence (non- 



glissement) aux parois est utilisé. Les résultats montrent que lorsque le nombre de 

Darcy (Da) est assez faible (milieux à faibles porosités), le champ de l'écoulement 

est identifié à celui obtenu pour l'analyse précédente, gouvernée par la loi de Darcy. 

Dans cette situation observable pour Do approximativement inférieur ou égal à 

IO-', les effets visqueux près des parois sont négligeables et le rapport d'anisotr* 

pie en perméabilité ont tous deux une forte influence sur le transfert de chaleur par 

convection naturelle. Pour des valeurs intermédiaires de Da (10-~ 5 Da 5 IO), la 

résistance aux frottements sur les parois devient graduellement plus importante 

et vient s'ajouter à la résistance à la friction induite par la matrice solide pour 

d e n t  ir le mouvement convectif, lorsque Da est de plus en plus croissante. Par con- 

séquent, les effets de l'anisotropie en perméabilité du milieu poreux sur le transfert 

de chaleur par convection naturelle sont progressivement inhibés. Lorsque Da est 

assez élevé (Da approximativement supérieur ou égal à IO), la solution obtenue 

ici, basée sur le modèle de Brinkman, s'apparente à celle correspondant au milieu 

fluide pur (en l'absence des effets inertiels). 



Abstract 

Buoyancy-induced convection in a fluid saturated porous medium is of conside 

rable interest, owing to several geophysical and engineering applications. Promi- 

nent among these are insulation techniques, fiows in soils aquifers, petroleum ex- 

traction, storage of agricultural products, underground d i h i o n  of contarninants 

and porous material regenerative heat exchangem. Anisotropy, which is generally 

a consequence of a preferential orientation or asymmetric geometry of the grain 

or fibers, is in fact encountered in alI those applications in industry and nature. 

In this thesis, natural convection heat transfer in anisotropic porous media is 

studied both numerically and analytically. The k t  part of the investigation con- 

ce- the external convective flow along a vertical impermeable plate embedded in 

an anisotropic porous medium and heated isothermally or by an uniform heat flux. 

The second part of the research receiving our attention considers the phenornenon 

of natural convection in a vertical porous cavity boarded by adiabatic horizontal 

walls and heated fiom the sides isothermally or by a constant heat flux. Both the 

misotropy in permability and the anisotropy in thermal conductivity are involved. 

The principal direct ions of the permeability are oriented arbit rarily, while those of 

the thermal conduct ivity are coincident wit h the horizont al and vertical coordinat e 

axes. 

The following points have been considered in the present thesis: 

Mathematical formulation of the studied models. 

Convective heat transfer along a vertical heated plate embedded in a fluid 



saturated porous medium with anisotropic permeability. 

Natural convection in a vertical porous layer: effects of anisotropy in per- 

meability. 

Natural convection a vertical porous slot: effects of anisotropy in thermal 

conduc t ivity. 

The Brinkman mode1 for boundary-layer regime in a vertical porous encl* 

sure with anisotropic permeability. 

In ail those subjects, the choice of a simple rectangular geometry is due to the 

cornplexity of the physical phenornenon and the inclusion of more physical realism 

in the matrix properties of the medium for the accurate modeling of that latter. A 

finite difference procedure is used for numerical integration of the complete system 

of goveming equations. The validity of the numerical codes is verified by compa- 

rison with the results avdable in the titerature for the isotropic case. For each of 

the models considered here, analytical solutions based on various methods (simi- 

larity solutions, integral relations appmach, modified Oseen linearization rnethod 

valid for the boundary-layer regime, and parallel flow approximation valid for flows 

in slender enclosures) are derived and verified with the numerical simulations for 

larges ranges of the governing parameters. For the boundary flow structure, scale 

analysis of the quantities of interest involved in each type of problem is carried 

out to predict the analytical solutions. In general, a good agreement between those 

lat t ers and the numerical simulations is ob tained. 

The main conclusions of the present study are: 

The convective flow along a vertical plate in an anisotropic porous medium 

is considerably dected by both the permeability ratio K' and the inclination 



angle 0 of the principal axes. When that latter is such that the principal axis 

with higher permeability is pardel to the plate the strength of the convective flow 

is maximum. For this situation the boundary-layer hypothesis is valid prwided 

that the permeability dong the plate is not considerably greater than that in the 

direction normai to it. Also, for a h e d  inclination B the heat transfer is promote, 

when compared with the isotropic situation, as the permeability ratio K* is made 

larger than unity and reduced when it is made smaller. 

Both the enects of anisotropy in permeability and anisotropy in thermal con- 

ductivity on naturd convection heat transfer within a vertical porous cavity have 

been considered. Results indicate that a large permeability ratio (K' > 1) causes 

channeliig of the flow near the vertical wails when 19 = OO. As the anisotropic 

orientation angle is increased the strength of the convective flow is progressively 

annihilated. For 8 = 90' the flow pattern consists in a very weak convective flow 

in the core of the cavity with very thin velocity boundary-layers near the horizon- 

tai wdls. Independently of 8, Nu (Nwselt number) opproaches unity in the limit 

K* -t cm. Also, a srnall permeability ratio (K* < 1) causes channeling of the flow 

near the horizontal walls when 8 = O". The heat transfer is maximum at 8 = 90° 

for which the parallelism of the flow is destroyed for large value of the Rayleigh 

namber R. A maximum (minimum) heat transfer within the cavity is obtained 

when the porous matrbc is oriented in such way that the principal axis with higher 

permeability is parallel (perpendicular) to the vertical direct ion. Thus, the best 

possible insulation is reached when the principal axis with lower permeability is 

pardel to the gravity. Moreover, for the particular case 6 = 4S0, the solutions, for 

fixed values of R' (rnodified Rayleigh number) and A (aspect ratio of the cavity), 

are perfectly symmetrical with respect to II' = 1, such that the results for a value 

of K* are equivalent to those for 1/K'. Also, upon increasing the thermal conduc- 

tivity ratio (k*) the convective induced flow is promoted but the Nusselt number 
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(Nu) approaches unity as k' is made large enough. As the thermal conductivity 

ratio is decreased (k'), Nu tends asymptotically towards a constant value that 

depends upon R. 

Finaly, the boundary-layer regime in a vertical porous layer with anisotropic 

permeability and boundary effeets has been investigated. The Brinkman-extended 

D m y  model, which allows the no-slip boundary condition to be satisfied, is used 

in the formulation of the problem. The results indicate that when Da (the Darcy 

number) is small enough (low porosity media) the flm field resembled that given 

by a pure Darcy model. For this situation, which holds for Da 5 10-~, the viscous 

effects near the boundaries are negligible and both the permeability ratio and 

inclination of the principal axes of anisotropic permeability have a strong influence 

on the convective heat transfer. For intermediate d u e s  of Da, the boundary 

frictional resistance becomes gradually more important, as D a  is increased, and 

adds to the bulk fiictional drag induced by the solid matrix to slow down the 

convection motion. As a result, the effects of the anisotropic permeability of the 

porous medium on the convection heat t r a d e r  are progressively inhibited. When 

Da is large enough (Da 2 10) the solution based on the Brinkman-extended Darcy 

model, approaches that of a pure fiuid medium (in the absence of inertia effects). 
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Chapitre 1 

Introduction générale 

1.1 Cormidérations préliminaires 

Avant d'entrer dans le vif du sujet, il nous parait iuqortant de rapporter som- 

mairement un certain nombre de débitions utiles à la compréhension du problème 

physique étudié. 

Dans un sens général, un milieu poreuz est un milieu solide parsemé de nom- 

breux petits trous ou espaces vides distribués plus ou moins fréquemment dans 

toute la masse du milieu et de façon désordonnée. Une grande variété de ma- 

tériaux naturels et artificiels sont poreux. Une pincée de sable, un morceau de 

pierre, de calcaire et de dolomite, une touffe de coton, les agrégats fibreux comme 

la toile, le feutre et le papier filtre et les particules catalytiques sont des exemples 

de milieux poreux. Les espaces vides interconnectés ou non sont communément ap- 

pelés pores. Un fluide peut s'écouler à travers un milieu poreux à condition que la 

plupart des nombreux espaces vides dont ce demi- est composé, soient intercon- 

nectés. Dans cette situation, le milieu poreux est dit suturé par le fluide. L'espace 

occupé par un pore est appelé espace poreux total. La partie interconnectée du 

systéme poreux est appelée espace poreux effectif. Le volume moyen du milieu p* 

reux non occupé par les pores contient les grains solides dont l'ensemble est connu 

sous la désignation mutrice sdidc. En se basant sur le comportement du fluide à 



travers les espaces vides, ceux-ci sont classés suivant leur taille en trois catégories. 

D'abord, si les espaces vides sont assez petits pour que les forces moléculaires entre 

le solide et le fluide soient insignifiantes, ces minuscules espaces vides sont appelés 

interstices rnoléèulaires. Ensuite, lorsque les espaces vides sont assez grands pour 

que le mouvement du fluide soit déterminé en partie par les parois locales limitant 

ces vides, ces plus larges espaces vides sont identifih aux cavernes dont le nom 

leur est attribué. Enfin, les autres espaces vides dont la taille est située entre ces 

deux extrêmes sont appelés pores- Beaucoup de théories statistiques et de résul- 

tats des travaux expérimentaux ont proposé dinérentes expressions de la relation 

entre la "distribution de la taille des pores" et les propriétés macrmcopiques du 

milieu poreux. Parmi ces propriétés, nous retenons essentiellement la prosité et 

la perméabilité. 

La porosité d'un milieu poreux est la fraction du volume moyen du milieu 

porew occupé par les espaces vides. En d'autres termes, c'est le rapport du volume 

des pores au volume moyen du milieu poreux. Deux types de porosité sont définis: 

(i) la porosité totale et (ii) la porosité effective. La porosité totalc ou absolue est le 

rapport du volume occupé par les pores au volume moyen du milieu poreux sans 

tenir compte des comexions alors que la porosité effective désigne la fraction du 

volume moyen du milieu poreux constitué par les pores interconnectés. Beaucoup 

de roches naturelles telles que les laves et autres roches émptives ont une porosité 

totale dlevée tandis que leur porosité effective est nulle. La porosité effective est 

une indication de la perméabilité mais n'est pas une mesure de cette dernière. 

La perméabilité est cette propriété du milieu poreux qui caractérise la faciiité 

avec laquelle le fluide est mis en écoulement par l'application d'un gradient de 

pression. La valeur de la perméabilité est déterminée par la stmcture du milieu 

poreux. Il est démontré que la perméabilité est, en première approximation, le 



carré du diamètre moyen des pores. Beaucoup de matériaux poreux possèdent 

une qualité directionnelle dans leur stmcture. En conséquence, les perméabilités 

mesurées avec l'écoulement perpendiculaire à chaque face d'un cube relevant de la 

structure de tels matériaux poreux ne sont pas égales. Ces matériaux poreux sont 

dits anisotropes et il en résulte que la transmissibilité du fluide saturant n'est pas 

identique dans toutes les direct ions. 

Par ailleurs, un milieu est dit homogène, relativement à une certaine proprié- 

té, si cette dernière est indépendante de la position dans le milieu; dans le cas 

contraire, le milieu est dit hétérogène. De même, un milieu est dit isotrope, rela- 

tivement à une certaine propriété physique si cette demihre est indépendante de 

la direction dans le milieu. Par conséquent, si à un point quelconque du milieu, 

une propriéth telle que la permhbilité ou la mnduetivité thermique varie avec la 

direction, le milieu est dit anisotrope ou aihtrope au point considéré, relativement 

à cette propriété. Dans le monde environnant, nous rencontrons l'anisotropie en 

permhbilité dans les sols et dans les formations géologiques servant de réservoirs 

ou nappes aquiferes. Les sédiments sont généralement déposés de telle sorte que 

leur perméabilité dans une direct ion (habituellement la direct ion horizontale) est 

plus élevée que celle observée dans toutes les autres directions. Dans la plupart 

des matériaux stratifiés, la résistance à. l'écoulement est plus faible (la perméabilité 

étant plus grande) le long des plans de dépôt qu'ailleurs. Les sols stratifiés sont 

habituellement anisotropes en perméabilité. La stratification peut résulter de la 

forme des particules. Par exemple, les particules en forme de plaques (comme le 

mica) sont généralement orientées de manière B ce que leur côté plat soit dirigé 

vers le bas. La sédimentation et la pression d'un matériau difforme occasionnent 

toutes deux des plaques dont lea plus grandes dimensions sont orientées parallèle- 

ment au plan sur lequel elles sont déposées. Plus tard, cette disposition entraine 

des canalisations de I'écoulernent parall&ment au plan de dépôt. Ces canalisations 



de l'écoulement sont différentes de celles observées perpendiculairement B ce plan, 

et par conséquent le milieu aquifère devient ainsi anisotrope en perméabilité. Des 

couches alternées de différentes textures peuvent donner naissance A une anisotm 

pie en perméabilité. Cependant, pour ordonner une formation stratifiée du type 

précédent, de manière B la qualiier de milieu anisotrope homogène, l'épaisseur de 

chaque couche individuelle doit être plus petite que la longueur caractéristique des 

strates. Il n l  a aucun moyen de tenter de déterminer la perméabilité d'une telle 

formation à parti. de la région centrale dont la taille est plus petite que l'épaisseur 

d'une couche individuelle. Dans beaucoup de nappes aquiferes, des fractures et des 

érosions des roches occasionnent une très grande perméabilité dans la direction lon- 

gitudinale de ces fractures tandis que dans la direction normale à ces dernières, la 

perméabilité est beaucoup plus faible. Dans lea roches carbonatées, la solution de 

celles-ci est réalisée au moyen de l'écoulement de l'eau érodant leur surface. Il se 

produit une canalisation de cette solution qui se développe principalement dans la 

direction de l'écoulement. Par conséquent, le milieu rocheux ayant une très grande 

perméabilité dans la direction draînante devient ainsi anisotrope en perméabilité. 

Dans beaucoup de sols, des jointures verticales, des trous de racines et des terriers 

animaux donnent naissance l'anisotropie en perméabilité avec la perméabilité la 

plus grande dans la direction verticale. 

Nous rencontrons aussi I'anisotropic en conductivité thermique dans les sols 

et dam les formations géologiques où l'intrusion magmatique appaaît comme le 

résultat des activités volcaniques ou des mouvements techtoniques à de faibles 

profondeurs dans la croûte temtre.  Si ce magma intnisif prend naissance dans 

la nappe phréatique, un écoulement convectif naturel est généré dans la nappe 

souterraine adjacente B des zones chaudes et froides et se propage verticalement 

a travers les fissures. Il en résulte que la conductivité thermique daas la direction 

verticale soit plus élevée que celle enregistrée dans la direction horizontale. Cet état 



de choses rend donc anisotrope en conductivité thermique le milieu géothermique. 

De même, la remontée des laves en surface lors des éruptions volcaniques engendre 

la propagation désordonnée de la chaleur dans les directions environnantes, en- 

t r h a n t  la non-uniformité de la conductivité thermique des sites rocheux dont 

I'anisotropie en conductivité n'est plus A démontrer. 

Ces exemples en prélude à l'étude proprement dite ne sont ni exhaustifs, ni 

limitatifs. 

1.2 Bien-fondé de I9&ude et définition du probl&me physique 

Généralement, le transfert de chaleur par convection se fait grâce au mouve- 

ment d'un fluide circulant au voisinage d'un corps solide dont la température est 

différente de celle du fluide. Il en résulte que l'écoulement convectif d'un fluide est 

engendré par les différences de densités causées par des gradients thermiques au 

sein de celui-ci. 

D'un point de vue phénorninologique, nous distinguons deux types de mou- 

vements convectifs: la convection ~ t u r e l l e  ou libre et la convection forcée. La 

convection naturelle est celle qui prend naissance lorsque le mouvement est dû 

uniquement à l'action du champ de pesanteur sur un fluide dont la température, 

et par suite la masse volumique, sont variables d'un point à un autre. Dans le cas 

contraire, la convection est dite forcée pour caractériser l'effet d'une force exté- 

rieure causant la circulation du fluide. Une superposition de l'action de la poussée 

et de l'effet de cette force extérieure donne naissance à la convection dite rnizte. 

Le paramètre communément connu qui influence la densité du fluide est la tem- 

pérature (habituellement la demit6 décroît quand la température augmente). 



La convection naturelle joue un rôle important dans de nombreux problémes 

physiques. A cause de son importance en milieu poreux saturé par un fluide, 

beaucoup de recherches fondamentales lui ont été consacrées durant les deux der- 

nieres décennies. Ses applications dans le domaine des sciences de l'ingénieur sont 

variées et comportent notamment les écoulements géothermiques, l'extraction du 

pétrole, le stockage des produits agricoles, la diffusion souterraine des contami- 

nant~,  la régénération des matériaux poreux des échangeurs thermiques, le génie 

nucléaire, l'isolat ion thermique, etc.. . 

D'un point de vue physique, les mouvements convectifs dans une couche p* 

reuse ont deux effets principaux. Premièrement, ils tendent à homogénéiser tout le 

volume du fluide dans lequel ils prennent naissance. Deuxièmement, ils produisent 

une distribution de température in situ non-uniforme caractérisée par des zones 

chaudes et des zones froides. La convection en milieu aquifère doit être prise en 

considération dans les situations réelles suivantes (Comkrnous et Bories (1975)): 

(a) La contribution des "effets homogénéisants" de ces mouvements convectifs à 

la d i h i o n  d'un contaminant. En effet, à partir d'une source locale de pollution 

dans le milieu aquifère, les effets de la dispersion dus b la vitesse moyenne de 

l'écoulement et la convection due au gradient géothermique tendent à disperser 

l'agent polluant à travers toute la couche poreuse et peuvent ainsi affecter les 

programmes d'adduction d'eau potable. 

(b) L'iduence sur le rendement des installations industrielles utilisant des forages 

de sources d'eau chaude. Dans ces usines, l'eau froide est souvent réijectée daas 

d'autres endroits de la nappe aquifère, et le rendement du procedé est fortement 

influencé par les conditions de chauffage de l'eau réinjectée. Ces conditions dépen- 

dent des débits de pompage de l'eau, de la conductivité thermique des couches 

poreuses, du flux local de la chaleur souterraine et bien entendu de l'existence des 



effets de la convection thermique dans la couche poreuse (Aziz et O1 (1972)). 

(c) L'influence d'un champ de température non-uniforme résultant de la convec- 

tion en exploration photographique infra-muge. Théoriquement, l'existence de 

n'importe quelle structure hétérogène souterraine ayant une conductivité ther- 

mique différente de celle du voisinage immédiat pourrait être détectée par I'in- 

fluence qu'elle exerce sur la distribution verticale de la température. Et donc, à 

cause des effets perturbateurs engendrés par la convection thermique soutenaine, 

la technique d'exploration photographique infra-rouge qui a été développée inten- 

sément se trouve limitée à l'exploration en profondeurs étroites. 

La convection naturelle est l'une des principales causes de sources d'eau 

chaude souterraines et des régions géothermiques à hautes températures. Dans ce 

dernier cas, l'extension verticale des cavités poreuses à travers lesquelles circulent 

l'eau et la vapeur est assez grande, souvent de l'ordre de plusieurs kilomètres. A 

cause de cette extension, deux approches alternatives sont utilisées comme hyp* 

thèses simplificatrices dans l'analyse théorique du comportement thermique de 

toute la stmcture géothermique, laquelle analyse est nécessaire pour l'évaluation 

d'une installation industrielle utilisant de l'énergie géothermique. Comme approche 

rigoureuse, les canaux hydrodynarniques sont considérés assez compacts et unifor- 

mément distribués. Dans ce cas, la structure est supposée se comporter comme 

un d i e u  poreux homogène et certains résultats expérimentaux obtenus en labo- 

ratoire sur la convection d'origine thermique dans des couches poreuses régulières 

sont utilisés. L'autre approche prend en compte, de façon plus précise, des zones à 

perméabilités particulièrement élevées dans un réservoir géothermique et considère 

que le milieu environnant est imperméable. Avec cette hypothèse, des modèles tant 

expérimentaux que numériques peuvent être développés. 

Des mouvements convectif's existent aussi dans une couche de neige lorsque 



la composante verticale du gradient thermique pointe dans la même direction que 

la gravité, l'air contenu dans la couche devenant plus léger que celui se trouvant 

à la surface supérieure de cette dernière. Ce genre de situation apparaît lorsque le 

temps change d'un niveau de température froide à un autre plus bas, par exemple 

au cours de la nuit. Aussi bien les mouvements convectifs dans la couche que le 

gradient de tempkature contribuent au transfert de masse d'eau par le biais des 

mécanismes de vaporisation et de condensation. Ce transfert de masse modifie 

comidérablement la structure de la couche et la distribution verticale de la densité 

de la neige. Ces modifications réduisent souvent la cohésion de certaines parties 

de la couche neigeuse et peuvent occasionner des avalanches (Bories et Thirriot 

(1971)). 

Par ailleurs, les dykes complexes pratiqués dans les zones tissurées des forma- 

tions volcaniques peuvent engendrer des sources thermiques pour l'échauffement 

de la nappe phréatique du milieu aquifère. Un dyke est semblable à une plaque 

intrusive presque verticale dont la surface devient relativement perméable ou non 

après son refroidissement par la formation rocheuse aqueuse. Lorsque le dyke est 

rechaufïé à une température supérieure au point d'ébullition correspondant b une 

profondeur donnée de l'eau, le problème physique est idéalisé comme la convection 

naturelle au voisinage d'une plaque verticale. Cette dernière est perméable ou non 

selon la fréquence de fissures observées sur sa surface et peut se trouver adjacente 

à un milieu poreux saturé par l'eau souterraine. Lorsque ce dyke est adjacent à une 

denivellation rocheuse presque horizontale senmnt de canal à l'écoulement de la 

nappe phréatique, le problème physique est dans ce cas assimilable à la convection 

forcée ou mixte sur une plaque horizontale dans un milieu poreux saturé. 

Dans le même ordre d'idées, la chdeur produite par les sources concentrées, 

provoquées par les p h é n o m h  volcaniques au voisinage des points d'eau dans la 



terre migre selon les principes de la convection thermique à travers le milieu g b  

thermique. Nous notons des applications évidentes de cette classe de problèmes de 

convection au refkoidissement des câbles électriques souterraines ou B la désinté- 

gration des déchets nucléaires enfouis sous terre. 

Dans la plupart des situations physiques précédemment décrites et dans les- 

quelles le phénomène de la convection naturelle est omniprésent, le milieu poreux 

quoique homogène par hypothèse est fortement anisotrope. Cependant, dans la 

littérature, la plupart des travaux effectués sur la convection naturelle en milieu 

poreux confint5 ou non se rapportent aux structures homogènes et isotropes clas- 

siques. Ce ne sont là que des hypothèses simplificatrices introduites pour approcher 

la réalité. En fait, la prise en compte de plus de r é a l i i e  physique dans les p m  

priétés physiques de la matrice solide du milieu poreux est déterminante pour la 

modelisation assez précise de celui-ci. Ce réalisme physique apparaît par exemple 

avec l'anisotropie qui est généralement la conséquence d'une orientation préféren- 

tielle des directions dominantes ou principaies du milieu porew ou de la géomé- 

trie asymétrique des grains et des fibres. Dans la plupart des matériaux poreux, 

l'anisotropie en perméabilité est plus prononcée que l'anisotropie en conductivité 

thermique. Cela a été démontré par N d e  (1977) pour le cas d'une matrice - 
lide thermiquement isolante. Pour une matrice conductrice de la chaleur, aucune 

conclusion générale n'a pu être tirée. 

Eu égard B la difneult6 relative de tenir compte de I'anisotropie de la matrice 

solide du milieu poreux dans la modelisation des lois de conservation décrivant le 

comportement intrinsèque de celui-ci, il est compréhensible que très peu d'htudes 

aient été menées sur la convection en milieu porew anisotrope. Pour les raisons 

venant d'être évoquées et faisant état de l'existence du phénomène de la convection 

en d i e u  poreux saturé, il nous a été donné de développer le thème de recherche 



intitulé: "Étude num6rique et analytique de la convection naturelle en 

milieu poreux anisotropen. 

Dans les développements ultérieurs de ce sujet de recherche, il sera envisa- 

gé dans cette thèse deux essais scientifiques principaux relatifs aux mouvements 

thermofonvectifs bidimensionnels. Le premier sera conduit dans les milieux poreux 

ouverts, sièges des écoulements externes (au voisinage d'une plaque verticale choisie 

comme exemple et soumise à des conditions thermiques génkrales). Le second sera 

considéré dans les milieux poreux fermés donnant lieu à des écoulements confinés 

(A l'intérieur des cavités rectangulaires verticales aux parois horizontales adiaba- 

tiques et dont les frontières verticales sont soumises à des conditions thermiques 

variées). Donc, daas cette th&, les deux configurations géométrie rectangu- 

laire servant à la débition du problème physique relatif à l'étude des phénomènes 

thermoconvectifs naturels (a) au voisinage d'une plaque verticale et (b) à l'inté- 

rieur d'une couche poreuse verticale anisotrope sont illustrées schématiquement à 

la figure 1.1. 

1.3 Loi de Darcy généralisée 

Dans le but de développer une représentation quantitative du comportement 

des fluides s'écoulant à travers un milieu poreux, il est avant tout nécessaire d'éta- 

bli les principes physiques déterminant ce comportement. Ces principes sont fon- 

damentalement identiques à ceux qui gouvernent le mouvement des fluides vis 

queux que régissent les équations de Navier-S t okes de 1 'hydrodynamique classique. 

Cette dernière impose sur la distribution de la vitesse, dans tout système d'écoule- 

ment, la condition de l'équilibre dynamique entre les forces inertielles et visqueuses, 

les forces massiques et la distribution interne de la pression du fluide. Malheureu- 



sement, malgr6 la simplification just Sable de négliger les forces inertielles -dues 

aux faibles vitegses généralement caractéristiques de l'écoulement à travers le mi- 

lieu poreux-, les difficdtés mathématiques pour appliquer ces équations sont 

encore grandes. 

C'est donc dans la recherche de ia solution à ce problème que, Darcy, en 1856, 

travaillant sur les "fontaines publiquea de Dijon", a conduit une étude expérimen- 

tale classique sur le fondement même de la théorie quantitative de l'écoulement 

laminaire des fluides homogènes en milieu poreux. Ces expériences menées sur un 

modéle d'écoulement unidimensionnel ont abouti à une relation linéaire, simple, 

-connue sous le nom de loi de Durcy - et s'exprimant comme suit: 

où Y est la vitesse de filtration, p la viscosité dynamique du fluide, K la perméa- 

bilité du milieu poreux considérée ici comme une constante et Vp le gradient de 

pression dans la direction de l'écoulement. 

Cette équation a été largement utilisée pour des écoulements multi- 

dimensionnels par de nombreux chercheurs. Plus tard, en 1946, Ferrandon (voir 

Scheideggcr (1974) et Beur (1972)) a élaboré une théorie consistante de l'écoule- 

ment des fluides homogènes en milieu poreux anisotrope, avec la généralisation de 

la loi de Darcy. Sans trop entrer dans les détails ici, il est à noter qu'en milieu 

poreux anisotrope en perméabilité et saturé par un fluide homogène, cette théorie 

a conduit à la formulation généralisée de la loi de Darcy qui se présente sous la 

forme compacte Suivante: 



Le tenseur de perméabilité r, un tenseur du second ordre est symétrique. 

Cette dernière propriété permet de faire les remarques suivantes: (i) le gradient 

de la force potentielle VT et la vitesse de filtration f ne sont pas parallèles; 

(ii) il y a dans l'espace trois sxes orthogonaux le long desquels le gradient de la 

force potentielle et la vitesse de filtration ont la même direction; ces axes sont 

appelés uzcs principauz du tenseur de perméabilité. En conséquence, les règles 

de l'analyse tensorielle classique s'appliquent à ce tenseur de perméabilité dont 

les propriétés dans un système de coordonnées cartésiennes permettent d'étudier 

facilement le comportement des écoulements convectifi stationnaires en milieu 

poreux anisotrope. 

Il est à mentionner qu'en miiieu poreux, la loi de Darcy généralisée est limitée 

à des écoulements laminaires à faibles nombres de Reynolds basés sur le diamètre 

des pores (Re < 1). De plus, cette loi ne tient pas compte des effets de la diffusion 

visqueuse, c'est-à-dire du terme V2 V ,  et n'est donc pas valide à l'interface du 

milieu poreux avec un solide ou du milieu poreux avec une surfaxe libre. C'est pour 

tenir compte de cette réalité physique que Brinkmun (1947) a ajouté le terme de 

diffusion à la loi de Darcy qui devient: 

Cette équation est connue sous le nom de équation de Brinkman et est largement 

utilisée dans la modelisation des écoulements bidirnensiomels et tridimensionnels. 

Cependant, la difficulté de l'évaluation de la viscosité pall différente de celle du 

fluide subsiste, car cette grandeur dépend de la microst~cture du milieu poreux. 

Toutefois, en pratique, I'approximation p,jf cz p est souvent utilisée. En effet, 

selon N d e  et Nader (1974)' Brinkman a opte lui-même pour ce choix car cette 



valeur attribuée à pejj donne le meilleur accord entre ses propres prédictions (pour 

le cas de la perméabilité d'un agrégat de sphères imperméables) et les données 

expériment des exist antes. 

1.4 Revue bibliographique 

Dans cette section, nous essaierons de situer les études disponibles dans la 

littérature pat rapport à notre sujet de recherche. Il est à rappeler que les travaux 

qui ont été effectués durant la dernière décemie, en milieu poreux isotrope, sont 

pour la plupart consignés dans un livre de référence par Nidd et Bejon (1992). 

Les travaux disponibles dans la littérature, relatifs à la convection naturelle 

dans un milieu poreux anisotrope sont relativement peu nombreux et portent, 

pour la plupart, sur l'étude dans des couches poreuses horizontales chauffées par 

le bas. Ainsi, Costinel et Cornbarnous (1974) ont conduit une investigation tant 

expérimentale que théorique sur la convection naturelle dans une couche poreuse 

anisotrope, limitée par des surfaces isothermes et imperméables. Un critère pour 

l'apparition de la convection (le nombre de Rayleigh critique) a été dhivé par 

ces auteurs. Leurs études ont été poursuivies par Epherre (1975) pour prendre 

en compte l'effet de I'anisotropie en conductivité thermique sur l'apparition des 

mouvements t hermoconvectifs. Kvernuold et nuand (1979) ont étendu ces ana- 

lyses à la convection supercritique stationnaire d'amplitude finie en utilisant La 

méthode de Galerkin. Ils ont établi que, pour un écoulement bidimensionnel dans 

une couche horizontale illimitée, le nombre de Nusselt dépend du quotient des 

rapports d'anisotropie en perméabilité et en conductivité thermique. Les r6sultats 

obtenus sont applicables en isolation thermique pour miniminer les pertes éner- 

gétiques. Selon ces auteurs, la classe de matériaux poreux anisotropes définie par 



O < KJK., Kv /K. < 1 (où Kz, Ku et K. sont respectivement les perméabilités n e  

tées dans les directions Oz, O y et Oz) est identifiable B un milieu poreux composé 

de fibres parall&les (voir à la figure 1.2). Par contre, lorsque (KSI K., Ku/Kz > l ) ,  

cette classe de matériaux poreux anisotropes est assimilable B un milieu poreux 

composé de plaques parall&les perforées. Dans les deux cas, l'orientation des fibres 

ou des plaques influence qualitativement le taux de transfert de chaleur. Par ail- 

leurs, les effets de la viscosité dépendante de la température et de l'anisotropie en 

perméabilité sur la taille des cellules h l'apparition des mouvements convectits ont 

été examinées par Wooding (1978). 

Dans le même ordre d'idées, Tyvand (1980) a déterminé analytiquement un 

crithe d'apparition de la convection naturelle due aux gradients de salinité dans 

une couche poreuse horizontale anisotrope en perméabilité, en difhisivité ther- 

mique et en d ih iv i t é  solutale. Il a démontré que, lorsque la matrice solide est 

thermiquement isolée, la courbe de stabilité prkente la même pente que celle o b  

servée pour le cas isotrope et que le nombre d'ondes critiques est constant et égal à 

celui obtenu daas le cas d'un seul composant chimique. Un modèle très général de 

détermination du critère d'apparition de la convection naturelle en milieu porew 

a été proposé par Richard et Gounot (1981). Ce modèle s'applique à des milieux 

porew constitués de plusieurs strates superposées et anisotropes en perméabilité 

et en dihivi té  thermique. 

Kibbin et Tyvand (1982) ont étudié la convection naturelle dans des milieux 

poreux anisotropes multi-couches, pour aider à la compréhension physique de 

l'anisotropie. Les mouvements convectifs d'amplitude finie et soumis à des condi- 

tions périodiques ont été considérés par ceux-ci. Pour un nombre donné de couches, 

il peut se produire une cassure soudaine de ce modèle d'anisotropie due à I'appa- 

rition locale de la convection se d e s t a n t  B un nombre de Rayleigh local sen- 



siblement égal à 4nZ. Aussi ont-& démontré l'existence de deux niveaux distincts 

de description moyenne et continue de la microstmcture d'un milieu poreux, le 

premier étant le niveau le plus bas de la stratification, le second correspondant au 

niveau le plus élevé de l'anisotropie. Kibbin (1984) a conduit une étude extensive 

relative aux effets de l'anisotropie sur la. stabilité de la convection dans une couche 

poreuse. Celui-ci a considéré, à la surface supérieure du milieu poreux, des con- 

ditions aux limites sufiamment générales pour simuler les modèles d'écoulement 

avec des frontières à la fois imperméables et isobariques. Le critère d'apparition 

de la convection thermarolutale dans un milieu poreux anisotrope et rotatif, ayant 

une extension horizontale infinie, a été examiné par Patd et d (1989). Ceux-ci 

ont trouvé entre autres, que l'augmentation du paramètre d'anisotropie en per- 

méabilité stabilise le système, alors que la diminution de ce paramètre destabilise 

ce dernier lorsque cette tendance est comparée avec celle observée en situation 

isotrope. 

Nielsen et Storealetten (1990) ont étudié analytiquement la convection bidi- 

mensio~elie dans des canaux rectangulaires poreux, anisotropes en perméabilité 

et en conductivité thermique et ayant des parois imperméables non-uniformément 

chauffées pour favoriser une distribution linéaire de la température dans la direc- 

t ion verticale. Ils ont calculé les nombres de Rayleigh critiques pour I'apparit ion de 

la convection en conditions isotrope et anisotrope et examiné les modèles d'écou- 

lement en régime permanent, pour des nombres de Rayleigh modérément super- 

critiques. II a été démontré que l'effet de la conductivité thermique des parois était 

stabilisateur. 

Chen et Hsu (1991) ont étudié théoriquement l'apparition de la convection 

dans un système ayant une extension infinie dans la direction horizontale et compe 

sé de deux couches superposées, l'une constituée par un milieu fluide l i i t é  à la 



surface par une paroi rigide, I'autre contenant un milieu poreux, inhomogène et 

anisotrope en perméabilité et en diniisivité thermique. Entre autres effets, ceux-ci 

ont observé que, en général, l'augmentation de la perméabilité dans la direction 

verticale confère un état moins stable et une longueur d'onde critique des cellules 

convectives très faible. De plus, il a été démontré que l'augmentation de la da- 

fusivité thermique dans la direction verticale produit un état plus stable et une 

longueur d'onde critique très élevée. 

L'apparition de la convection de Rayleigh-Bénard dans une couche poreuse 

horizontale et anisotrope en perméabilité a été considérée par ï?pvud et Storesiet- 

ten (1991) qui ont envisagé l'orientation arbitraire des axes principaux du tenseur 

de perméabilité par rapport au champ gravitationnel. ILs ont obtenu comme résul- 

tat de nouveaux modèles qualitatifs de I'écoulement convectif caractérisé par des 

cellules latérales, pariétales et inclinées et ont démontré que le nombre de Rayleigh 

critique est toujours réduit, en comparaison de celui-ci avec l'orientation perpendi- 

culaire ou parallèle des fibres par rapport aux frontières. En outre, ils ont obsemé 

comme Kvernvold et Tyvand (1979) que les résultats obtenus sont applicables dans 

le domaine de l'isolation thermique, pour la minimisation des pertes énergétiques 

à travers la couche poreuse. 

La solidification d'un mélange binaire, solution aqueuse de chlorure d'ammo- 

nium, contenu dans une cavité carrée, a été simulée numériquement par Yoo et 

Vishnta  (1992). Tkois zones principales sont observées: la zone solide, la zone 

liquide et la zone dite boueuse située entre les deux premières. L'anisotropie en 

perméabilité de la région boueuse a été envisagée. La comparaison des résultats 

avec des données expérimentales connues montre que le modèle est capable de 

rendre compte des caractéristiques fondamentales du mécanisme de solidification. 

Les effets de I'anisotropie sont sensibles: un faible rapport de I'anisotropie en per- 



méabiIité aide à la croissance d'une couche secondaire mais aussi conduit à une 

grande différence de concentration entre la zone boueuse et celle du liquide pur. 

Chcn et Lu ((1992) ont déterminé théoriquement le critère d'apparition de la 

convection naturelle due aux gradients de salinité dans un milieu poreux aniso- 

trope et inhomogéne et dans lequel aucun mécanisme de solidification n'apparaît. 

Ceux-ci ont dérivé sur la base de la théorie de la stabilité linéaire un critère pour 

l'apparition de la convection due aux gradients de salinité et de la convection d'ori- 

gine thermique dans la zone boueuse caractérisée par l'anisotropie en perméabilité. 

Les effets de l'instabilité engendrée par l'anisotropie dans un milieu poreux 

saturé par un fluide incompressible et soumis à un gradient incliné de température 

de grandeur finie ont étd analysés par Parthibon et Putil (1993) par la technique 

de Galerkin. Ils ont trouvé que le milieu poreux anisotrope est le plus stable en 

comparaison avec la situation isotrope horizontale qui est la plus instable, dépen- 

damment du nombre de Rayleigh horizontal et des paramètres d'anisotropie. 

Récemment, Zhang et d. (1993) ont étudié la convection de Bénard dans 

une cavité confinée par un milieu poreux anisotrope en perméabilité dont les axes 

principaux sont non-cohcidants avec le champ gravitationnel. Ils ont conclu que le 

rapport d'anisotropie en perméabilité et l'angle d'inclinaison des axes principaux 

ont tous deux une grande influence sur le système. L'existence ou la ceexistence 

de quatre branches de solution, à des nombres de Rayleigh supercritiques, a été 

démontrée. 

Ni et Beckermann (1991) ont considéré numériquement l'écoulement convectif 

et le transfert de chaleur dans une cavité verticale confinant un milieu poreux hy- 

drodynamiquement et thermiquement anisotrope. Le même problème a été consi- 

dér6 analytiquement pour de faibles nombres de Rayleigh par Kimura et al. (1993). 



Il a été trouvé que les effets des rapports d'anisotropie en perméabilité et en con- 

ductivité thermique sur le transfert de chaleur total étaient tous deux significatifs. 

Plus tard, Zhang (1993) a examiné numériquement le même problème en considé- 

rant l'orientation arbitraire des directions principdes de I'anisotropie en perméabi- 

lité par rapport aux axes de coordonnées. Il a été observé que l'angle d'inclinaison 

des directions dominantes de I'anisotropie iduence grandement l'écoulement et le 

transfert de chaleur. 

C h n g  et Lin (1994) ont étudié numériquement les effets de I'anisotropie en 

perméabilité, de la diffusivité thermique non-uniforme et des parais conductrices 

sur le transfert de chaleur par convection dans une cavité poreuse rectangulaire. 

Les résultats ont indiqué que le rapport d'anisotropie en diffusivité thermique in- 

fluence grandement le transfert de chaleur. Le problème de la convection naturelle 

dans une cavité rectangulaire poreuse, anisotrope et hétérogène avec génération 

interne de chaleur a été considéré récemment par Royer et  Flores (1994). Les ré- 

sultats numériques, comparés avec ceux correspondant à la situation homogène et 

isotrope, ont été rapportés. Les effets des diverses conditions aux limites sur les 

champs d'écoulement et de température ont été examinés. 

Le problème de la convection naturelle dans un cylindre vertical confiné par un 

milieu poreux anisotrope a été considéré par Chung et Haiao (1993). Les effets du 

rapport d'anisotropie en perméabilité, du rapport d'anisotropie en conductivité 

thermique, du nombre de Rayleigh et du rapport de forme géométrique sur les 

champs d'écoulement et de température ont été discutés. 

Récemment, le problème de la convection naturelle dans un anneau horizon- 

tal poreux anisotrope avec des conditions aux limites isothermes appliquées aux 

frontières interne et externe, a été e x d é  par Aboubi et  cd. (1995). Les résul- 

tats obtenus ont indiqué que, pour une inclinaison arbitraire des axes principaux 



dineente de la direction horizontale (ou verticale), une circulation nette de I'écou- 

lement apparahait dans l'anneau. Une perméabilité relativement faible dans la 

direction horizontale fait croître le transfert de chaleur et accentue l'apparition de 

cellules additionnelles dans la plus basse région de l'anneau. 

1.5 Contenu de la thése 

Après ce chapitre introductif, la présente thèse est structurée de la façon 

suivante: 

Le Chapitre 2 présente de fwon générale les équations gouvernantes des 

phénomènes thermoconvect ifs en milieu poreux anisotrope. Le traitement n u &  

rique sur la base de méthodes conventionnelles en différences finies de ces équations 

rendues adimensionnées sera exposé. 

Le Chapitre 3 rend compte de la convection naturelle sur une plaque verticale 

soumise à d a  conditions thermiques générales et bordant un milieu poreux h y b  

dynamiquement anisotrope. Une résolution numérique des équations gouvernantes 

complètes est proposée et les résultats obtenus seront comparés avec la solution 

affine, valide en régime de couche limite. 

Le Chapitre 4 décrit la convection naturelle dans une cavité verticale an& 

trope en perméabilité et chauffée isothermiquement par les côtés. La résolution 

numérique des équations gouvernantes donnera des résultats qui seront examinés 

et comparés avec la solution andytique en régime de couche limite, basée sur une 

approche intégrale. 

Le Chapitre 5 rapporte la convection naturelle dans une couche poreuse verti- 

cale, anisotrope en perméabilitb et en conductivité thermique et exposée à un flux 



de chaleur constant. Une étude numérique des équations gouvernantes complètes 

sera menée conjointement avec une modelisation analytique basée sur la théorie 

de l'écoulement parallèle. 

Le Chapitre 6 traite des écoulements convectifs pour un modèle de B r i n k m  

dans un milieu poreux confiné et anisotrope en perméabilité. Une comparaison des 

résutats numériques obtenus sera faite en régime de couche limite avec la solution 

analytique basée sur la méthode de linéarisation d'Oseen. 

Le Chapitre 7 fait haiement l'objet de la conclusion générale aux différents 

aspects du sujet abordés dans les parties précédentes, ce qui permettra en dernière 

analyse de faire des suggestions pour des études subséquentes. 



Milieu 
poreux 

anisahope 

Figure 1.1: Codgurat ions à géométrie rectangulaire relatives à l'étude 

des mouvements thermoconvectifs naturels (a) au voisinage 

d'une plaque verticale et (b) à l'intérieur d'une couche po- 

reuse verticale. 



ert icalea 

Figure 1.2: Classes de matériaux poreux anisotropes (utilisés en iso- 

lation thermique, selon Kvernuold et Tyuand (1979)): (a) 

composés de fibres parallèles, (O < KJK., Kv/Kz < 1); (b) 

composés de plaques pardkles perforées, (Kz /Kz ,  Kv/ K, > 

1) 



Chapitre 2 

Modèle mathématique et résolution 

2.1 Introduction 

La résolution des problèmes énergétiques rencontrés couramment dans l'in- 

dustrie et dans la vie impose une connaissance plus approfondie des lois de conser- 

vation relatives au transport des fluides. La nécessité de la recherche de I'optimisa- 

tion énergétique a conduit à mieux comprendre les phénomènes thermoconvectifs 

dont le comportement fait appel à un ensemble de notions relatives à la conser- 

vation de la maase, de la quantité de mouvement et de l'énergie des fluides en 

écoulement. Ces notions permettent en définitive de mesurer le taux de trans- 

fert de chaleur ou d'énergie occasionnée ou produite par l'écoulement des fluides. 

Trois methodes classiques sont indiquées dans la détermination de cette énergie 

transférée. Ce sont les méthodes expérimentales, les méthodes analytiques et les 

méthodes numériques. Le caractère onéreux des moyens expérimentaux et les dif- 

ficultés d'application des modhles analytiques aux probliimes physiques réels ont 

poussé les chercheurs à adopter les méthodes numériques qui donnent des solutions 

rapides, fiables et relativement peu coûteuses. 

Dans la présente étude, le transfert de chaleur engendré par les écoulements 

convectifs d'un fluide saturant la matrice solide d'un milieu poreux anisotrope sera 

m o d e l i  à partir des lois de conservation classiques. Dans cette optique, il s'agira 



de décrire dans ce chapitre les différentes étapes de la méthode de résolut ion numé- 

rique proposée, suite à la formulation mathématique des équations gouvernantes 

sur la base des hypothèses simplificatrices. 

2.2 ModMe mathématique 

Soit un milieu poreux rapporté à un système de coordonnées cartésiennes 

(Oz', Oy', Oz'), saturé par un fluide incompressible tel qu'illustré schématique- 

ment par la figure 2.1. Le milieu poreux est hydrodynamiquement et thermique- 

ment anisotrope et est supposé infini dans la direction Oz' de manière à considérer 

le système comme bidimensionnel. Les composantes de la perméabilité, respect i- 

vement notées Ki et K2 forment un angle 0 par rapport aux axes de coordonnées 

(Oz', Op') et tournent donc autour du point origine O. Les directions principales 

de la conductivité thermique (k*~, kg#) cokcident respectivement avec les axes ver- 

tical et horizontal. Le système soumis à des conditions thermiques non spécif~ées 

ici, est le siège de mouvements therrnoconvectifs naturels qui sont régis par des 

équations fondament ales. 

2.2.1 Hypothèses simplificatrices 

Comme dans tout problème scientifique, l'écriture des équations gouvernantes 

qui traduisent les lois de comportement relatives au phénomène physique est 

subordonnée à des hypothèses. Il est alors convenable de rappeler ici les hypo- 

thèses les plus importantes en vue de négliger certaines grandeurs dont les varia- 

t ions compliqueraient ou rendraient impossible ce travail de modelisat ion. 

Ainsi, dans la présente étude, la vitesse de circulation du fluide saturant la 



matrice solide est supposée faible et le nombre de Reynolds basé sur le diamètre 

moyen des grains est approximativement inférieur ou égal à l'unité. Nous con- 

sidérons que l'écoulement est laminaire, le milieu poreux homogène et le fluide 

saturant en équilibre thermodynamique local avec la matrice solide. 

Les écarts de température sont faibles de sorte que les propriétés thermophy- 

siques du fluide peuvent être considérées comme constantes, donc indépendantes 

de la température, à l'exception de la variation linéaire de la densité dans le terme 

de la poussée d'Archimède (approzthation de Boussinesq). De même, les effets de 

la dissipation visqueuse et du rayonnement thermique sont négligeables et aucune 

rdaction chimique entre le fluide et la matrice solide n'est susceptible de générer 

des sources thermiques. 

2.2.2 Equations gouvernantes 

2 .SA .1 Formulation en variables primitives 

Equation de continuité: 

En considkant le milieu poreux comme un d i e u  continu basé sur le concept 

du volume élémentaire représentatif, le principe de la conservation de la masse 

permet d'étabir l'équation de continuité suivante, valable pour un fluide s'écoulant 

à travers les interstices moiéculaires: 

où a((pg)/atl désigne le taux d'accroissement du fluide dans le volume élementaire 

et v.(@) représente le débit massique net du fluide à travers ce volume. Dans 



l'équation (2.1) , la porosité 9, quantité en général adimemionnelle, est indépen- 

dante du temps t'. 

Dans le cas où le fluide est supposé incompressible (e = constante), I'équat ion 

(2.1) devient: 

Equation de mouvement: 

Pour un milieu poreux anisotrope, la théorie quantitative de I'écoulement laminaire 

des fluides homogènes est régie par la loi de Darcy généralisée (Beur (1972)) qui, 

en présence du champ gravitationnel terrestre, s'écrit: 

où le tenseur de perméabilité s'exprime dam le système d'axes rotatifs autour 

de l'origine O par la matrice suivante: 

- Ki cos2 fl + Kz sin2 8 (Ki - K2) sin 6 cos 6 l (2-4) 
(KI - Kt) sin 0 cos 8 Kt cos2 19 + Kl sin2 8 

En éliminant le terme de pression de l'équation (2.3) en prenant le rotationnel 

de cette dernière et en tenant compte de l'approximation de Boussinesq et de 

l'équation d'état (2.15), nous obtenons I'équat ion suivante: 



avec 

c = (K' - l ) s i n 8  cos6 1 

et où +' la fonction de courant relative aux composantes de vitesse est telle que: 

Les relations (2.8) rendent automatiquement satisfaite l'équation de continuité 

(2.2). 

Equat ion d'énergie: 

En négligeant les effets de la dissipation visqueuse, I'équat ion d'énergie établie à 

partir du premier principe de la thermodynamique, pour un milieu poreux aniso- 

trope en conductivité thermique, s'écrit (voir Bcjan (1984)): 

avec 



où (ec& est la capacité thermique totale du milieu poreux par unité de volume, 

k,t et k$ les conductivités thermiques du milieu poreux dans les directions res- 

pectives d et d .  De même, k,=~ et kld d'une part, k,vt et kfvt d'autre part sont 

respectivement les conductivités thermiques de la matrice solide et du fluide dans 

les directions 2' et y'. Remarquons que la différence (1 - p) intervenant dans les 

relations ci-dessus désigne le rapport du volume élémentaire occupé par les grains 

solides au volume total de I'élément. Le terme (ecp), v.(YT) est le taux de va- 

riation de l'énergie thermique due à la convection p z  unité de volume. Le second 

membre de l'équation (2.9) est constitué des termes conductifs exprimés suivant 

les axes de coordonnées. 

La forme condensée de l'équation (2.9) donne l'expression suivante: 

où o = (e~~)~/ (ec, , )  f désigne le rapport des capacités calorifiques et E ' le tenseur 

de diffusivité thermique, tenseur du second ordre, est exprimé dans le système 

d'axes (Oz', Oy') par: 

Dans les situations où le milieu poreux est isotrope en conductivité thermique, 

k,# = k , ~  = k et donc %I = a.# = a. Par conséquent, le tenseur symétrique E ' est 

identique à a7 où f est la matrice unité et I'équation (2.11) devient: 



Equation d'état 

A travers le terme de poussée intervenant dans l'équation du mouvement (2.3)' 

l'écoulement est provoqué par le champ de densité généré par le champ de tem- 

pérature. Le couplage des équations de mouvement (2.3) et d'énergie (2.11) est 

réalisé au moyen de l'équation d'état du fluide saturant. En admettant que ce der- 

nier se comporte comme un gaz parfait et en négligeant l'influence de la pression 

dans l'équation différentielle d'état des gaz idéaux qui est réduite à: 

de = -& dT (2.14) 

nous obtenons, dans la limite de (Tt - Tg) < Tg, l'équation suivante: 

où l'indice "O" relatif à l'état de référence est identifié dans certaines circonstances 

à " m" pour caractériser les grandeurs de l'écoulement loin d'un obst d e ,  à l'innni. 

En conclusion, l'équation (2.15) appelée équation d'état est valide lorsque 

les variations de densité Ae sont très petites devant go à travers la région du 

milieu poreux où le fluide s'écoule et lorsque les miations de température AT' = 

T' - Ti sont insufiantes pour provoquer des variations qualitatives des propriétés 

du milieu poreux (fluide et matrice solide) autour de l e m  valeurs moyennes. 

Conditions aux limites 

Conditions hydrodynamique8 

Lorsque l'écoulement du fluide suit la loi de Darcy, seule une condition hydro- 

dynamique peut être appliquée à une frontière solide, puisque l'équation (2.3) ne 

comporte que des dérivées spatiales du premier ordre. Il en résulte que l'écou- 

lement parall&le à la paroi est libre de gliier. En d'autres termes, la condition 



d'adhérence du fluide à la paroi n'est pas satisfaite. 

Pour satisfaire la condition d'adhérence de l'écoulement à la paroi, il faut 

considérer le modèle de Brinkman qui met en évidence les effets visqueux du 

fluide saturant aux frontières solides. Dans ce cas, les composantes normale et 

tangentielle de la vitesse sont toutes deux nulles. 

Condit ions thermiques 

En raison de la continuité de la température due à l'hypothèse de l'équilibre 

thermodynamique local stipulé entre le fluide et la matrice solide, le vecteur flux 

thermique, somme des termes convectifs et conductifs doit être aussi continu à 

travers le milieu poreux considéré également comme un milieu continu. Par consé- 

quent, à une frontière imperméable (paroi solide), les conditions thermiques clas- 

siques appropriées à l'environnement externe peuvent être appliquées. Il s'agira 

d'envisager comme conditions thermiques, soit une température, soit un flux de 

chaleur ou encore un coefficient de transfert de chaleur. 

2.2.2.2 Adimensionnalisation des équations 

Pour caractériser et interpréter physiquement les écoulements t herrnoconvec- 

tifs étudiés, il est utile de procéder à I'adimensionnalisation des équations gouver- 

nantes. Les facteurs d'échelle de normalisation utilisés pour les grandeurs d'intérêt 

sont: 

I : longueur caractéristique du modèle physique; 

gt/Z : facteur d'khelle pour la vitesse; 

Z20/a,# : facteur d'échelle pour le temps; 



a ATt : facteur d'échelle pour la température; 

: facteur d'échelle pour la fonction de courant. 

Il résulte de ces facteurs d'échelle de normalisation que les variables adimension- 

nelles sont les suivantes: 

En introduisant les variables (2.16) dans les équations gouvernantes (2.2)' 

(2.5) et (2.11)' il vient: 

Dans les équations (2.17) et (2.18)' le nombre de Rayleigh R et le tenseur B sont 

donnés par: 

où k' le rapport d'anisotropie en conductivité thermique est d o ~ é  par k' = 

kz# / kW#. 



Les conditions aux limites auxquelles sont soirmises les équations gouvernantes 

adimensionnées (2.17) et (2.18) seront spécifiées dans les prochains chapitres où 

des modèles physiques typiques sont 6tudiés plus en detail. Toutefois, nous pouvons 

retenir, à cette étape de l'étude, I ' d e n c e  de quatre paramètres adimemionnels 

qui sont le nombre de Rayleigh R, le rapport d'anisotropie en conductivité ther- 

mique k', le rapport d'anisotropie en perméabilité K' et l'angle d'orientation fl 

des axes principaux. 

2.2.2.3 Cas étudiés 

Premier cas: 

Pour des applications ultérieures dans la présente thèse, une variante des équations 

gouvernantes adimensio~ées sera dès lors considérée. Ainsi, lorsque le milieu po- 

reux est anisotrope en perméabilité et isotrope en conductivité thermique, le fluide 

saturant obéissant au modéle de Darcy, les équations gouvernantes (2.17) et (2.18) 

deviennent: 

Deuxième cas: 

Lorsque le modèle de Brinlrmnn est appliqué à un milieu poreux anisotrope en 

perméabilité, l'équation de mouvement (2.3) peut s'écrire sous la forme suivante 

(voir par exemple Chan et ai. (1970), Tong et Subramuniun (1985)): 



Si, de plus, le milieu poreux est isotrope en conductivité thermique, la con- 

sidération de - = a dans les échelles de normalisation antérieure est nécessaire. 

En suivant le cheminement classique de normalisation, nous obtenons dans ce cas 

les équations gouvernantes adimensionnées suivantes: 

où Da est le nombre de Daxy d o ~ é  par Da = Kl/12 et X est le paramhtre 

adimensionnel défini par A = peff/p. Pour les raisons évoquées précédemment, X 

sera pris égal à l'unité. 

2.2.2.4 Existence du régime de couche limite 

Dans les applications à venir, nous étudierons en partie la convection en ré- 

gime de couche limite pour lequel le mouvement du fluide est restreint à une 

mince couche limite le long d'une paroi orientée suivant la verticale ascendante 

(direction de l'axe Ox), l'axe Oy étant dirigé horizontalement. Dans cette si- 

tuation, en première approximation, nous pouvons observer que z < y, a2/&?, 
a2/(azay) < a2/ay2. Par conséquent, en retournant à l'équation du mouvement 

(2.20) ou (2.23), le régime de couche limite n'est possible que lorsque les second et 

troisième termes du premier membre de celle-ci sont négligeables devant le premier 

terme. Autrement dit, les conditions suivantes: 



doivent être satisfaites. 

2.3 Transfert de chaleur 

Le flux énergétique transféré localement à travers une paroi chaude ou froide 

est exprimé en terme de nombre de Nusselt local Nui, défini par: 

hem, 2 Nuloc = - 
41 (2.1) 

où hem. est le coefficient local de convection à une position donnée de la paroi. 

Le taux de transfert thermique total à travers cette pa.roi, exprimé par le 

nombre de Nusselt moyen Nu, est d o ~ é  par: 

où h est le coefficient moyen de transfert de chaleur par convection. 

2.4 Résolution numérique 

La méthode des différences finies est utilisée pour l'intégration numérique 

du systhme formé par les équations de transport et d'énergie. Cette méthode de 



résolution numérique, en raison de la simplicité relative du concept mathématique 

de la discrétisation des équations à intégrer, a été largement suivie pour résoudre 

les problèmes bidimensionnels transitoires de la convection dans des géométries 

rectangulaires et cylindriques. La discrbtisation est définie comme une procédure 

d'approximation qui consiste à remplacer le domaine physique par un ensemble 

de nœuds discrets oii toutes les inconnues sont ramenées. Les dérivées partielIes 

sont approchées par des diérences finies en utilisant un développement en série 

de Taylor. 

2.4.1 Discrétisation des équations 

Un maillage uniforme suivant les directions z et y est adopté ici, avec res- 

pectivement les pas constants d'espace Az(i) et Ay(j) égaux dans les directions 

précitées. 

A l'intérieur du domaine physique, les termes non convectifs sont discrétisées 

en utilisant les différences finies centrées, précises à l'ordre deux. La convection 

dominant dans les cas où le nombre de Rayleigh est élevé, les termes convectifs 

sont discrétisés en utilisant la formulation consenative, pour éviter des inst abilitéu 

et conférer la précision de la solution. Pax exemple, à un nœud quelconque (i, j ) ,  

la dérivation temporelle et les dérivations spatiales par rapport à y correspondant 

au schéma centré interne au domaine physique s'écrivent comme suit: 

Dérivée temporelle: 

0 Dérivées spatiales dans le terme de poussée: 



a Dérivées spatiales dans les termes convectifs: 

a Dérivées spatiales dans les termes visqueux: 

où f désigne l'une quelconque des variables T et $, conformément aux différents 

termes intervenant dans les équations gouvernantes adimensionnées. Remarquons 

que l'erreur de troncature commise sur la précision de la dérivée temporelle est du 

second ordre, en raison de la symétrie du schéma numérique utilisé ici, par rapport 

au niveau temporel (n + 1/2), n étant le nombre d'itérations. 

Comme l'équation d'énergie (2.18) est parabolique par rapport au temps et 

elliptique par rapport aux coordonnées spatiales, la distribution de la tempéra- 

ture est obtenue en utilisant la méthode A.D.I. " Alternating Direction Implicit" 

(méthode implicite aux dérivées alternées) pour résoudre cette équation. Cette mé- 

thode numérique assez conventionnelle a été largement suivie car elle donne lieu 

à des matrices tridiagonales dans les deux directions et permet de construire un 

schéma de calcul très efficace et simple (se référer B Roaehe (1976)). La méthode 

A .D .I. utilisant deux équations, l'une implicite par rapport à la première coordon- 

née, l'autre implicite par rapport à la deuxième coordonnée, la solution formulée 

implicitement est obtenue à chaque pas de temps en balayant le domaine vertica- 

lement et horizontalement. Pour faire avancer la solution du temps ti = nAt au 



temps t2 = tl + At = (n + 1) At, les équations discrétisées suivantes, déduites de 

l'équation (2.18) sont: 

(a) Temphrature implicite en z: 

expression se présentant, pour chaque nœud interne au domaine, sous la forme 

condensée suivante: 

(1) (1) (1) (1) où les coefficients Aij , qi, Cij  et Dij qui s'en déduisent aisément après identi- 

fication sont : 

En tenant compte de l'ensemble des nœuds internes de chaque colonne, nous 

obtenons un système d'équations linéaires dont la résolution se ramène à l'inversion 

d'une matrice tridiagonale. Bien entendu, les première et dernière lignes de cette 

matrice tridiagonale sont corrigées par la connaissance des conditions thermiques 



imposées sur les frontières limitant le domaine physique suivant la direction y. 

(b) Température implicite en y: 

équation qui, pour un nœud donné du domaine physique, prend la forme condensée 

suivante: 

(2) (2) (2) (2) ce qui donne ci-après les expressions des coefficients Aii , Bi$ , Cid et Dij  obtenus 

de fqon analogue au cas précédent: 

Nous obtenons de même un système d'équations linéaires relatif à l'ensemble 

des nœuds de chaque ligne, qui est résolu en inversant une matrice tridiagonale. 

Dans ce cas, les première et dernière lignes de cette matrice sont comgées par la 

connaissance des conditions thermiques aux limites suivant la direction z. 

Une fois les deux étapes précédentes franchies, le champ de température o b  



tenu pour l'ensemble des nœuds du domaine sera utilisé daas le calcul du terme 

de poussée qui est donné par: 

Connaissant le champ de Ia fonction de courant à 

(2.12) 

l'instant nAt, l'étape sui- 

vante consistera à déterminer le champ de cette fonction de courant à L'instant 

(n + 1)At à partir de l'équation du mouvement (2.17). Pour diminuer le temps 

d'&ut ion, la méthode S . 0  .R. " Successive Over- Relazation" par point (méthode 

de sur-relaxat ion succesive) est une méthode explicite donnant directement Ia va- 

leur de t,b & l'instant (n + 1)At au nœud considéré, avec un nombre sufnsant d'ité- 

rations pour que le critère de convergence souhaité soit atteint. Donc, au nœud 

(à, j) nous avons: 

où est le coefficient de sur-relaxation tel que 1 5 ( 5 2. Ce coefficient est 

introduit pour accélérer la convergence et donc pour diminuer le nombre d'ité- 

rations. Sa valeur optimale, Co dépend de la géométrie du domaine physique, du 

maillage et des conditions aux limites. Pour un domaine rectangulaire avec un 

maillage d o r m e ,  est 6 d u é  par l'expression suivante: 



avec 

où Imz et J,, désignent les nombres de nœuds respectivement suivant les direc- 

t ions verticale et horizontale. 

Le champ de vitesse est facilement connu à partir de ses composantes calculées 

par les formules: 

2.4.2 Algorithme de calcul 

Les séquences importantes de l'algorithme de calcul sont résumées ici dans 

les opérations suivantes: 

1. Initialisation ou lecture des valeurs des champs de température, de fonction 

de courant et de vitesse, à partir des fichiers existants. 



2. Calcul du champ de température à l'instant t + A t  par la méthode A.D.I. à 

partir des équations (2.35) et (2.38) en utilisant les valeurs de la vitesse à l'instant 

t. 

3. Calcul de la fonction de courant à l'instant t à partir de l'équation (2.41). 

Des calculs itératifs sont effectués cette étape jusqu'à ce que le critère de con- 

vergence soit satisfait ou le nombre maximal d'itérations prévu soit atteint. Ce 

critère de convergence est défini par: 

où a l  désigne la limite de convergence. Une variation totale de 10-~ de la fonction 

de courant dans tout le domaine est choisie comme critère de convergence. 

4. Détermination du champ de vitesse à partir du champ de fonction de cou- 

rant calculé à l'étape précédente. 

5. Le régime pemianent est atteint lorsque le critère suivant est satisfait: 

où (n + 1) et n désignent respectivement les étapes de temps (n + 1)At et nAt 

et représente T ou $. Si la condition (2.47) n'est pas satisfaite pour toutes 

les variables mentionnées ou si le temps maximal t,, prévu pour l'exécution du 

programme numérique n'est pas atteint, nous recommençons les calculs à partir 

de l'étape 2. 



2.4.3 Validation des résultats 

Les résultats donnés par le programme numérique conçu pour la résolution 

des équations gouvernantes complètes et soumises à des conditions a u  limites non 

spécsées dans ce chapitre, sont validés en conditions isotropes avec ceux existant 

dans la littérature pour chaque type de problème examiné dans les chapitres ulté- 

rieurs. Evidc~mment, I'iduence du maillage utilisé sur la précision de ces résultats 

est variable d'une situation à l'autre. Le lecteur est alors invité à se référer aux 

chapitres suivants où des détails de validation du code numérique sont rapportés. 

2.5 Conclusion 

Dans ce chapitre, les équations de base régissant la convection naturelle en 

milieu poreux anisotrope ont été considérées. Suivant la technique des dinérences 

finies, les différentes étapes de résolution numérique de ces équations gouvernantes 

adimensiomées ont été examinées. L'algorithme de calcul passant en revue les 

méthodes num6riques assez conventio~elles et largement utilisées pour résoudre 

des problèmes thennoconvectifs dans des géométries variées a été mis en oeuvre 

itérativement. Les résultats fiables obtenus qui seront validés en situation isotrope, 

vont être comparés avec les solutions analytiques développées dans les différents 

problèmes physiques abordés dans les chapitres à venir. 

L'objet de la première application de ce calcul itératif, autrement dit, l'objet 

du prochain chapitre est relatif à la convection naturelle le long d'une plaque 

verticale adjacente B un milieu poreux anisotrope et soumise à des conditions 

thermiques variées. 



Figure 2.1: Système d'axes de coordonnées. 



Chapitre 3 

Convection naturelle au voisinage d'une plaque 

verticale bordant un milieu poreux anisotrope 

3.1 Introduction 

Le calcul de la chaleur transférée par convection naturelle à travers une plaque 

verticale adjacente à un milieu poreux trouve des applications dans de nombreux 

domaines. Les industries géothermiques et pétrolières, le stockage des matériaux 

radioactifs, la pollution des nappes souterraines, etc ... en sont des exemples. Dans 

un traité de revue bibliographique, Cheng (1978) a discuté les travaux y afférents 

et dont les applications sont relatifs a u  systemes géothermiques. Du point de vue 

académique, ce probkme est fondamental en mécanique des fluides appliquée et 

en tramfert de chaleur. 

En milieu poreux isotrope, les études effectuées sur le sujet sont très nom- 

breuses. Cheng et Minkowycz (1977) ont considéré la convection naturelle le long 

d'une plaque verticale semi-infinie dans un milieu poreux isotrope. Basées sur les 

approximations caractérisant le régime de couche limite et la loi de Darcy, des 

solutions afnnes ont été obtenues par ces auteurs pour le cas où une température 

est spécifiée à la surface de la plaque. Une analyse systématique, au regard des 



possibilités des solutions &es pour différentes fonctions de la température pa- 

riétale, a été faite par Johnson et Cheng (1978). Secthammu et Dutta (1990) ont 

considéré le problème de la plaque verticale dont la température pariétale varie 

comme une fonction arbitraire de la position sur la plaque par rapport à l'origine. 

Nakayama et K o y a m  (1982) ont utilisé une méthode intégrale pour analyser la 

convection naturelle engendrée par une surface verticale chauffée dans un milieu 

porew isotrope. Les effets de la stratification thermique sur les taux de transfert 

de chaleur ont été examinés. Ingham et al. (1982) ont considéré le problème de la 

convection naturelle en régime transitoire prés d'une surface plane verticale sou- 

dainement refroidie à la même température que le fluide ambiant, dans un milieu 

porew saturé. 

Quelques études ont été rapportées aussi pour le cas où la plaque verticale est 

chauffée par un flux de chaleur, puisqu'une telle condition thermique est rencontrée 

dans des applications pratiques. La convection naturelle engendrée par une plaque 

verticale chauffée par un flux de chaleur uniforme a été considérée par Cheng 

(1977). Ce problème a été réexaminé par Dutta et Seetharumu (1987,1993) pour un 

flux de chaleur variant comme une fonction de puissance de la position par rapport 

à l'origine et pour un flux de chaleur non-uniforme. De nombreuses investigations 

ont été menées en prenant en compte les effets pariétaux et inertiels, non considérés 

par le modele de Darcy, qui deviennent importants en milieux à perméabilités 

élevées. Evans et Plumb (1978) et Hsu et Cheng (1985) ont étudié l'effet de la 

friction pariétale sur l'écoulement convectif, sur la base de l'équation de Brinkman. 

Plumb et Huenejeld (1981) et Bejan et Potùihkos (1984) ont utilisé l'équation de 

Forschheimer pour étudier l'influence de la force de traînée quadratique (force 

d'inertie) sur la convection naturelle le long d'une surface verticale. Hong et d. 

(1985) ont considéré à la fois les effets pariétaux et inertiels, de même que les 

termes convectifs dans leur modèle pour investiguer l'influence de ces effets sur la 



convection naturelle dans un milieu à grandes porosités. Kaviany et Mittd (1987) 

ont conduit une étude tant analytique qu'expérimentde sur le taux de transfert 

de chaleur engendré par une plaque verticale isotherme et adjacente à un milieu 

poreux à perméabilités élevées. Il a été démontré par ces auteurs que les eEets 

pariétaux et inertiels ralentissent la convection, entrainant la décroissance du taux 

de t r d e r t  de chaleur. 

Dans toutes les &tudes précitées, les milieux poreux sont supposés isotropes 

alors que dans maintes applications, les matériaux poreux sont fortement a n k  

tropes. En dépit de ce fait, la convection naturelle dans de tek matériaux a reçu 

relativement moins d'attention. Dans la revue de bibliographie générale présentée 

au chapitre 1, les études rapportées sur la convection naturelle en milieu poreux 

anisotrope ont été considérées pour la plupart dans des couches horizontales et 

dans des cavitées confinées. La seule étude traitant de la convection naturelle en 

régime de couche limite le long d'une plaque verticale isotherme et adjacente à un 

milieu poreux anisotrope en perméabilité a été examiné analytiquement par Ene 

(1991). En utilisant l'approche analytique dite Méthode de Relations Intégrales, cet 

auteur a démontré que, lorsque la perméabilité dans la directiokhrthogonalehogonale à la 

plaque est plus élevée que ceiie dirigée le long de cette dernière, t h e  augmentation 
w 

du champ de température est observée dans le milieu poreux. Dans son étude, Ene 

(1991) a supposé que les axes principaux de l'anisotropie en perméabilité &aient 

cokcidants avec les axes de coordonnées. 

Ce chapitre est consacré B l'étude de la convection naturelle le long d'une 

plaque verticale chauffk et adjacente à un milieu poreux saturé. Ce dernier étant 

anisotrope en perméabilité, les direct ions principales de celle-ci sont orientées ar- 

bitrairement par rapport au champ gravitationnel terrestre. Sur la base des a p  

proximations en régime de couche limite, les solutions affines seront obtenues pour 



le cas où la température pariétale varie comme une fonction de puissance de la dis- 

tance comptée à partir du bord d'attaque de la plaque. Les équations gouvernantes 

complètes seront résolues numériquement. Les effets des paramètres de contrôle 

sur les taux de transfert de chaleur local seront analys&. 

3.2 Présentation du eystème physique et du modèle mathématique 

Nous considérons le cas d'une plaque verticale adjacente à un milieu poreux 

saturé et caractérisé par I'anlsotropie en perméabilité. Les axes de coordonnées 2' 

et y' sont respectivement orientés suivant les directions verticale et horizontale, 

conformément aux annotations de la figure 3 . 1 ~ .  Les perméabilités respectivement 

désignées par KI et K2 sont non-coincidantes avec la gravité terrestre. Le mouve- 

ment du fluide qui circule dans le milieu poreux suit Ia loi de Darcy généralisée. 

La température prescrite à la paroi est une fonction de puissance de la position le 

long de la plaque par rapport à l'origine des espaces. 

Dans les condit ions sus-indiquées, les équations gouvernantes (2.2), (2.5), 

(2.13) et (2.15) formulées en variables primitives (+', Tl, z', y') décrivent les 

lois de comportement du phénomène convectif considéré dans ce chapitre. 

Dans les sections suivantes, nous résoudrons ces équations d'abord analyti- 

quement sur la base des approximations en régime de couche limite et ensuite 

numériquement par une procédure des différences finies. 

3.3 Solutions affines 

Dans cette section, nous utilisons les expressions (2.5) et (2.13) des équations 

gouvernantes qui peuvent s'écrire comme suit: 



où a, b et c sont des coefficients donnés par les relations (2.7). 

En désignant par 6' l'épaisseur de la couche limite au voisinage de la plaque 

et en faisant les approximations S .- H', d - 6, $' - aHt/6' et Tt - 1 (voir par 

exemple Ene et Pofiaevski (1991))' les conditions d'existence du régime de couche 

limite (2.25) et (2.26) impliquent que: 

Les équations (3.3) et (3.4) indiquent que, lorsque a / c  = O(1) et al6 = 

0 ( 6 ' / H f ) ,  les approximations classiques utilisées en régime de couche limite sont 

valides. Cependant, si a l e  = 0 ( 6 ' / H r )  et si a/b  = O(ba/H"),  dors tous les termes 

du premier membre de l'équation (3.1) sont du même ordre de grandeur et les 

approximations en régime de couche Iimite ne sont plus valides. 

Tenant compte des considérations précédentes, lorsque les conditions (3.3) et 

(3.4) sont satisfaites, les équations (3.1) et (3.2) se simplifient en régime permanent 

pour donner: 



En nous référant au système de coordonnées présenté à la figure 3-10, les 

conditions aux frontières prévalant à la paroi et à une grande distance (supposée 

à l'infini) de cette demière, sont les suivantes: 

où la température pariétale prescrite T& est une fonction puissance de la distance 

2, D et r des constantes et TL la température dans le milieu poreux loin de la 

plaque. 

Nous introduisons A cette étape les transfomat ions suivantes: 



est le nombre de Rayleigh local et q est la variable similaire. En substituant les 

équations précédentes (3.9)-(3.11) dans les équations simplifiées (3.5) et (3.6) de 

la couche limite, il vient: 

avec les conditions aux limites (3.7) et (3.8) qui deviennent: 

Les primes dans les équations ci-dessus se rapportent aux dérivées par rapport 

à q. 

En fonction de la variable similaire q, les composantes de la vitesse de filtration 

sont données par: 

ut = 5 22' (y2 a [(l - rlqf - (1 +r ) f l  



Le nombre de Nusselt local Nud est d é h i  ici par: 

où h = q'/(TA - TL) est le coefficient local de transfert de chaleur et q' = 

-k(aT'/&')vt=o désigne le flux locd de chaleur à la surface de la paroi chaude. 

En fonction des paramètres de simüitude définis par les équations (3.9)-(3.11), le 

nombre de Nusselt local NuZr est exprimé par la relation: 

Le système formé par les équations (3.13) et (3.14) et les conditions aux fkon- 

tières (3.15) et (3.16) est similaire à celui obtenu par Cheng et Minkowycz (1977) 

lorsque ceux-ci ont étudié la convection naturelle au voisinage d'une plaque adja- 

cente h. un milieu isotrope (K' = 1).  L'intégration de ce système d'équations a été 

effectuée par ces auteurs, pour différentes valeurs de r ,  au moyen d'une procédure 

n d q u e  standard, la méthode de Runge-Kutta Les résultats [-af (O)] = 0.444 

et [-@'(O)] = 0.678 obtenus respectivement pour les cas d'une surface isotherme 

( r  = O) et d'une surface exposée à un flux de chaleur constant (r = 113) sont d'un 

intérêt particulier dans cette étude. 

La profondeur de la zone chaude du milieu poreux situé au voisinage de la 

plaque chauffée, mesurant l'épaisseur de la couche limite thermique 6' du milieu 

poreux où l'effet de la présence de la paroi se fait sentir, sera maintenant estimée. 

En désignant par t)p la valeur de q à la lisière de la couche limite, exprimée à 

y' = 6'' nous trouvons à partir de l'équation (3.11) que: 



où, selon Cheng et Minkowyez (1977), 768 = 6.31 et 5.50 respectivement pour les 

cas où la surface est chauffée isothermiquement et où celle-ci est exposée à un flux 

de chaleur constant. Donc, les conditions de validité de la solution en régime de 

couche limite au présent problème peuvent être estimées à partir des équations 

(3.3), (3.4) et (3.21). 

3.4 Solution numérique 

Les simulatiom numériques, basées sur la résolution complète des équations 

gouvernantes formulées en variables adime11sionnelles, ont été conduites. Les équa- 

t ions adimensionnées (2.20) et (2.21) décrivent correctement le phénomène phy- 

sique étudié dans ce chapitre. Pour des convenances d'ordre numérique, nous ra- 

mènerons la région où se développe la couche limite au voisinage de la plaque 

verticale semi-infinie à un domaine rectangulaire de hauteur Hf et de largeur Lf, 

de manière que cette dernière dimension soit assez grande pour permettre l 'hm* 

nisation de l'écoulement à l'infini. En prenant H' comme longueur caractéristique 

de ce domaine numérique, le nombre de Rayleigh est donné par: 

où ATf est la différence de température caractéristique qui dépend des conditions 

thermiques appliquées aux frontières de la plaque. Lorsque la plaque est maintenue 

à une température constante TL, ATf = TL -TL tandis que, pour un flux de chaleur 

d o r m e  q' (par unité d'aire) appliqué à cette plaque, ATf = bHf/k. Ces deux 



cas seront considérés dans la présente analyse nunérique. 

En suivant Mahajan et Angirdsu (1993), les conditions adimensio~~iées appli- 

quées aux limites du domaine numérique considéré à la figure 3. l b  sont: 

chaleur uniforme) I 
où A = Hr/L' est le rapport de forme du domaine numérique rectangulaire. 

L'imposition de la dérivée du second ordre sur la température à x = 1, parmi 

les conditions aux limites (3.23) ci-dessus, est similaire à l'approche utilisée dans 

le passé par Yüeel et al. (1993) pour exprimer la constance du gradient thermique 

dans la région de la couche limite le long de la plaque, loin du bord d'attaque. 

Le nombre de Nusselt local, basé sur la hauteur de la plaque est donné, compte 

tenu de l'équation (Xlg), par N u p  = hH1/k .  Donc, dam le cas où la plaque est 

maintenue à une température constante, nous obtenons: 

tandis que, pour la situation où la 

constant, le nombre de Nusselt Iocd 

plaque est chauffée par un flux de chaleur 

est donné par: 



avec TW(z) dkignant la température locale adimensionnei'le de la paroi. 

La procédure de calcul numérique suivie ici est analogue à celle décrite au cha- 

pitre précédent. Toutefois, une discrét kat ion du second ordre suivant des schémas 

décentrés avant et arrière est employée pour approcher les conditions thermiques 

et hydrodynamiques imposées aux limites du domaine physique. Le rapport de 

forme du domaine numérique est choisi égal à A = 0.25. Cette valeur de A a été 

estimée par comparaison des résultats numériques obtenus avec ceux des solutions 

adfines en situation isotrope. Il a été vérifié que pour des valeurs plus élevées de ce 

rapport de forme, la solution numérique ne variait pas de façon signilative. Pour 

les présentes simulations, des maillages uniformes ont été choisis dans les deux di- 

rections z et y. Un champ de mailles de (40 x 60) a été utilisé pour la plupart des 

cdculs effectués dans la présente étude. Dans les situations oh une couche limite 

très mince est observée le long de la plaque chauffée, un raffinement de la taille 

des mailles s'est avéré nécessaire et a justifié le choix de (100 x 120). Des MLeurs 

typiques du pas temporel se situent entre 5 x IO-' et 10% 

3.5 Résultats et discussion 

3.5.1 a) Cas oiî le milieu poreux eet ieotrope 

Pow tester la validité du code numérique, la comparaison des résultats donnés 

par le programme numérique avec la solution obtenue en régime de couche limite 

par Cheng et Minkowycz (1977) en situation isotrope (K' = 1) a été faite. 



Le nombre de Nusselt local NU=I/(&) Il2 est illustré à la figure 3-20 comme 

fonction du nombre de Rayleigh RH#, basé sur la hauteur de la plaque. Les symboles 

sur cette Bgure représentent les résultats numériques obtenus à mi-hauteur de la 

plaque (z = 0.5) pour les deux cas où la paroi est chauffée isothermiquement et 

par un fiux de chaleur uniforme. Les résultats analytiques exprimés par le rapport 

NU,#/(&#)'/* qui est égal à 0.444 (pour paroi isotherme) et à 0.678 (pour paroi 

avec flux de chaleur constant), prédits par Cheng et Minkowycz (1977), sont aussi 

indiqués sur le graphique. Pour des d e u r s  très élevées de Rat, autrement dit, en 

régime de couche limite, l'accord entre les résultats analytiques et numériques est 

excellent. Lorsque RH# diminue, nous remarquons que le régime de couche limite 

cesse d'exister en dessous d'une valeur donnée de ce nombre. Cette invalidité des 

approximations en régime de couche limite apparaît à Ra# = IO* dans le cas où 

la plaque est chauffée isothermiquement et à RE# = 1@ lorsqu'elle est chauffb 

par un flux de chaleur uniforme. Lorsque Rat est davantage réduit, le nombre de 

Nusselt local NU=# décroît également (autrement dit,  NU^/(&) I l2  croît) puisque 

l'intensité de l'écoulement convectif le long de la plaque plane devient de plus en 

plus faible. Il est bien connu que le caractère similaire des équations de la couche 

limite le long d'une plaque est seulement applicable loin du bord d'att q u e  de cette 

dernière. Ce point est illustré sur la figure 3.2b où le nombre de Nusselt local Nuz 

est représenté en fonction de la position adimensionnelle z le long de la plaque 

verticale. Les résultats numériques ont été obtenus pour RE# = los et 2 x 10' pour 

lesquels l'écoulement est de type couche limite. Nous observons que le paraglhtre 

NU,~/(&J) croît d'abord de zéro, origine des axes de coordonnées (z = O), A une 

valeur maximale localisée près du bord d'attaque de la plaque et décroît ensuite 

de façon monotone vers les valeurs constantes rapportées par Cheng e t  Minkowycz 

(1977). Nous notons que les solutions afnnes sont valides à partir de z = 0.2 pour le 

cas oh la plaque est chauffée isothermiquement et de z = 0.4 lorsque cette dernière 



est exposée à un flux de chaleur uniforme. Pour cette raison, les solutions affines 

concernant le milieu poreux anisotrope seront comparées dans la prochaine section 

avec les résultats numériques obtenus à une position arbitraire z = 0.5. Une telle 

distance est assez éloignée du bord d'attaque pour assurer le caractère d'affinité 

conférée à la solution en régime de couche limite. 

La figure 3.3 montre la température adimensionnelle @ et de la distribution de 

la vitesse f ', à mi-hauteur de la plaque (z = 0.5), en fonction de la variable similaire 

t). Les valeurs numériques obtenues pour RH# = 3 x 10' et 5 x 1@ s'accordent bien 

avec les solutions &es de Cheng et Minkow~cz (1977)' la différence maximale 

entre ces deux types de résultats étant inférieure à environ 1.5%. Ayant donc 

acquis confiance en la validité du code numérique, nous utüiserons ce dernier pour 

examiner les effets de l'anisotropie en perméabilité sur le présent probkme, à tous 

les régimes d'écoulement, même en dehors des approximations caractérisant le 

régime de couche limite. 

3.5.2 b) Cas oiî le milieu poreux est anisotrope 

Dans cette section, les effets du rapport d'anisotropie en perméabilité Kg et 

de la position angulaire 0 des axes principaux sur la convection naturelle le long 

de la plaque verticale seront discutés pour les deux cas de conditions thermiques 

spécifiées . 

Les figures 3.4a-3.4~ montrent des résultats numériques typiques illustrant 

les effets de l'angle d'orientation B sur les lignes de courant (A gauche) et les iso- 

thermes (à droite) le long de la plaque en conditions isothermes, pour RH, = 1@ 

et K' = IO-' (c'est-à-dire, KI < K2). Sur ces graphiques, les intemalles entre 

les lignes de courant adjacentes et les isothermes consécutives sont respectivement 



A$ = +-=/10 et AT = 0.1, où $-= est la valeur maximale de la fonction de 

courant. Par commodité, la direct ion et la grandeur des perméabilités minimale 

et maximale sont représentées respectivement par la position et les longueurs re- 

latives des lignes perpendiculaires localisées entre chaque ensemble des champs 

d'écoulement et de température. Dans toute la suite de la thèse, nous adopterons 

la même stmcture organisationnelle des lignes des courant et des isothermes et la 

même représentation de Ia direction et de la grandeur des perméabilités extrêmes. 

Les résultats obtenus pour B = Ou, autrement dit, lorsque la perméabilité minimale 

(maximale) du milieu poreux est parallèle (perpendiculaire) à la plaque, sont re- 

présentés à la figure 3.4a. Lorsque le fluide en contact avec la plaque est chauffé, 

sa densité diminue et il s'éléve conformément à la loi d'Archimède. La formation 

le long de la plaque d'une mince couche limite dans laquelle l'écoulement est es- 

sentiellement ascendant est clairement observée. De façon à satisfaire le principe 

de conservation de la masse, le fluide se trouvant à l'extérieur de la couche limite 

engendre par le côté un d3ux de l'écoulement qui se fait dans la direction hori- 

zontale. Ce type d'écoulement est similaire à celui qui serait observé en situation 

isotrope (K' = 1). Les effets de l'orientation anisotrope de la perméabilité sur les 

champs d'écoulement et de température sont illustrés sur les figures 3.46 et 3 . 4 ~  

pour respectivement 6 = 45' et 90'. En général, l'intensité de l'écoulement convec- 

tif, comme l'indique la valeur de est plus accentuée lorsque l'orientation de 

l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée varie de la position horizontale 

(O = 0") à la position verticale (9 = 90"). L'orientation anisotrope 9 a également 

une influence importante sur le champ d'écoulement. En effet, lorsque B = 45*, 

la figure 3.46 indique que le fluide à l'extérieur de la couche limite s'écoule non 

seulement par le côté, comme le montre la figure 3.40 pour 0 = 0°, mais égale- 

ment au voisinage du bas de la plaque, près du bord d'attaque. Cette tendance 

est plus prononcée lorsque l'angle d'orientation B croît de 45O à 90°. Pour cette 



situation, la perméabilité dans la direct ion verticale est maintenant beaucoup plus 

élevée que celle observée dans la direction horizontale (K2 > Kr); il en résulte que 

l'écoulement se trouve essentiellement canalid le long de la plaque. 

La figure 3 . 5 ~  illustre la distribution de la vitesse verticale u à mi-hauteur 

de la plaque isotherme, pour un milieu poreux ayant un rapport d'anisotropie en 

perméabilité K' = 0.25 (c'est-à-dire, pour KI > KI) et pour différentes valeurs 

de l'angle d'orientation 8, telle que prédit par la présente solution analytique. Les 

symboles en noir sur ce graphique sont des résultats de la simulation num&ique, 

pour Rat = 2 x 1@ et 4 x 10% Nous observons que ces derniers sont en bon accord 

avec la solution analytique représentée par des lignes pleines continues. Les courbes 

indiquent que la vitesse est maximale à la paroi, ce qui est en accord avec le fait 

que l'écoulement dans le milieu poreux a été modelisé suivant la loi de Darcy pour 

laquelle le fluide n'adhère pas aux parois solides. En général, la figure 3 . 5 ~  indique 

que la grandeur de la vitesse verticde est considérablement afktée  par l'angle 

d'orientation B. En effet, comme prévu, la vitesse de l'écoulement le long de la 

pazoi est maximale (minimale) pour O = 90" (O = 0")' autrement dit, lorsque la 

perméabilité maximale (minimale) est orientée dans la direction de la gravité. Pour 

des valeurs intermédiaires de 8 ,  la vitesse à la paroi a une grandeur située entre ces 

deux valeurs extrêmes, comme l'illustre la courbe correspondant à B = 45*. Le fait 

que l'écoulement dans le milieu poreux anisotrope est maxima1 (minimal) lorsque 

l'orientation de l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée est parallele 

(perpendiculaire) à la gravité, a été rapporté dans le passé par Zhang (1993) pour 

le cas de la convection naturelle dans une cavité rectangulaire chauffée par les côtés. 

L'effet du rapport d'anisotropie en perméabilité K' sur la distribution de vitesse 

pour un milieu porew ayant une orientation anisotrope 8 = 45" est représenté sur 

la figure 3-56. Le cas où K' = 1 correspond un d i e u  poreux isotrope. Pour 

une valeur dom& du nombre de Rayleigh RH#, autrement dit, pour une valeur 



fixée de KI, une augmentation de X" correspond à une diminution de K2 et donc 

de l'intensité de l'écoulement convectif. Naturellement, l'effet inverse est observé 

lorsque la valeur de K' est décroissante (K' < 1). 

Les figures 3.6a et 3.66 montrent l'effet du nombre de Rayleigh Ra, sur le 

nombre de Nwselt local Nud, à mi-hauteur de la plaque isotherme, pour différentes 

valeurs de 8 et pour respectivement K' = 4 et 0.25. Les résultats numériques 

indiquent que, lorsque RH: est assez grand, de manière à ce que Iyécoulement le 

long de la plaque soit de type couche limite, le rapport  NU^ / [0.444(& /a) Il2] est 

égal à l'unité, en accord avec la prédiction de la solution analytique (équation 

(3.20)). La valeur de RH: nécessaire pour atteindre ce régime de couche limite est 

dépendante A la fois de K' et de 8. Par exemple, lorsque 8 = 0°, les mes 3.6a 

et 3.6b indiquent que le régime de couche limite est atteint à environ RH: = 10' 
pour K' = 4 et à RH: = 2 x 102 quand h" = 0.25. Pour cet angle d'inclinaison, 

KI est orientée le long de la plaque et K2 est orthogonale à cette dernière. En 

régime de couche limite, I'écoulement le long de la plaque verticale résulte de 

l'entraînement horizontal du fluide à l'infini. Il est donc prévisible que, lorsque 

la valeur de K' est décroissante, autrement dit, lorsque la perméabilité dans la 

direct ion perpendiculaire à la plaque est croissante, l'écoulement dans la direct ion 

horizontale sera plus accentué, de sorte que le régime de couche limite peut être 

atteint à un nombre de Rayleigh relativement plus faible. Un argument similaire 

est valable lorsque 0 = 90°, cas pour lequel la perméabilité K2 est orientée ici le 

long de la plaque. Pour une valeur 6xée de KI, une décroissance de K' entraîne 

une croissance de K2 correspondant à la situation dans laquelle l'écoulement le 

long de la plaque devient plus intense de façon que le régime de couche limite 

apparaisse à une valeur de RH: relativement plus faible. 

Sur la figure 3.7, le nombre de Nuaselt local Nui mi-hauteur de la plaque, 



est d o u é  en fonction de 6 et de K' dans le cas où la paroi est chauffée isother- 

miquement (en lignes pleines continues) ou par un flux de chaleur uniforme (en 

traits interrompus courts). Les résultats numériques obtenus pour &t = 3 x 1@ 

et 5 x 1@ sont visiblement en accord avec la solution analytique. Compte tenu 

de l'équation (3.21), il est observé pue le paramètre N U ~ / ( & I ) ' / ~  est fonction de 

[- W(O)]K '1' , où [-Y (O)] est une constante qui dkpend du processus de chauffage 

et de a = cos2$ + K*sitt28, c'est-à-dire des propriétés anisotropes du milieu poreux, 

à savoir le rapport d'anisotropie en perméabilité K' et l'angle d'inclinaison B. Les 

cas particuliers 0 = O* et Ml0, pour lesquels les axes principaux de l'anisotropie 

sont alignés avec le champ gravitationnel, seront d'abord examinés. Lorsque B = 0' 

(a = l), la figure 3.7 indique que le paramètre NU=I/(&)~/* est constant, indé- 

pendamment de la valeur du rapport des perméabilités K'. Pour cette situation, 

le transfert de chaleur local en régime de couche limite dépend uniquement du 

nombre de Rayleigh &# basé sur la perméabilité Kl le long de la plaque, et n'est 

pas affecté par la grandeur de la perméabilité K2 dans la direction orthogonale 

à celle-ci. Naturellement, comme illustré par la figure 3.6, le nombre de Rayleigh 

minimal nécessaire pour que l'écoulement le long de la plaque atteigne le régime 

de couche limite doit dépendre de K2. Pour B = 90' (a = K'), la perméabilité 

K2 est dans ce cas alignée le long de la plaque tandis que la perméabilité Ki est 

dans la direction orthogonale à cette dernière. Suivant la figure 3.7, le nombre de 

Nusselt local résultant dépend fortement du rapport d'anisotropie en perméabili- 

té K'. Cette tendance vient du fait que le nombre de Rayleigh local & qui est 

basé sur la perméabilité Ki dirigée ici perpendiculairement à la plaque, n'est plus 

le paramètre approprié dans cette situation. En effet, compte tenu de l'équation 

(3.20), en utilisant le nombre de Rayleigh &/a = K2gflAT'z'/ap, basé sur la 

perméabilité Ki dirigé le long de la plaque, le nombre de Nusselt local Nu.# de- 

vient indépendant de K'. Récemment, les effets de l'anisotropie sur la convection 



naturelle en régime de couche limite sur une surface verticale imperméable ont été 

investigués par Ene (1991). Les équations gouveniantes de la couche limite ont 

été résolues par la méthode dite de relations intégales pour le cas où les axes 

principaux de la perméabilité sont cohcidants avec les axes de coordonnées. Ce 

problème est cependant marginal puisque, comme nous venons de le souligner, 

en utilisant une normalisation appropriée, le transfert de chaleur par convection 

naturelle peut être directement déduit A partir de la solution en situation isotrope 

(K' = 1). Pour une valeur arbitraire de l'angle d'orientation 8,  la solution dépend 

grandement de Kg. Ce point est illustré par la figure 3.7 pour 8 = 4s0, cas pour 

lequel il est observé que, lorsque le rapport d'anisotropie en perméabilité K' est 

plus élevé, la valeur de Nud décroît. Ceci peut être encore expliqué par le fait que, 

pour un nombre de Rayleigh donné, (autrement dit, pour une valeur donnée de 

KI), une augmentation en K' correspond & une diminution en K2 résultant d'une 

intensité plus faible de l'écoulement convectif et du taux de transfert de chaleur. 

3.6 Conclusion 

Nous venons d'étudier la convection naturelle au voisinage d'une plaque ver- 

ticale semi-idhie, bordant un milieu poreux anisotrope où les axes principaux du 

tenseur de perméabilité sont non-cokcidants avec le vect e u  gravitationnel. Dans 

le cadre des approximations en régime de couche limite, des solutions a ines  sont 

dérivées pour le cas où la plaque est chauffée isothermiquement ou par un flux 

de chaleur uniforme. Les principales caractéristiques de la solution analytique a p  

prochée ont été vérifiées par les résultats numériques donnés par la résolution des 

équations gouvernantes complètes pour la gamme de valeurs 10' 5 RH# 5 1@, 

0.1 5 K' 5 10 et O 5 B 5 90'. Il s'est dégagé de la présente analyse les conclusions 

suivantes: 



IO) L'écoulement convectif le long d'une plaque verticale adjacente à un milieu 

poreux anisotrope est considérablement affecté à Ia fois par le rapport d'anisotropie 

en perméabilité K' et l'angle d'inclinaison B des axes principaux. 

2") Lorsque l'angle d'inclinaison est tel que l'axe principal ayant la perméabi- 

lité la plus élevée est pardèle à la plaque, l'intensité de I'éeoulement convectif est 

maximale. Cette tendance apparaît pour K' < 1 lorsque 8 = 00 et pour K* > 1 

quand 0 = 90°. Dans cette situation, les hypothèses en régime de couche limite 

sont valides. 

3") Pour une wleur fixée de l'angle d'inclinaison 8, le transfert de chaleur 

est plus accentué que celui correspondant à la situation isotrope (K' = l), car le 

rapport d'anisotropie en perméabilité K' est supérieur à I'unita. Inversement, ce 

transfert de chaleur est plus réduit lorsque K' est inférieur à l'unité. 

Dans la poursuite de l'investigation qui vient d'être menée, nous aborderons 

dans les chapitres à venir, l'étude des écoulements thermoconvectifs confinés en 

milieu poreux anisotrope. 
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Figure 3.1: a) Modèle physique et système de coordomées; b) domaine 

numérique. 



Solutions affines 

- - - - flux uniforme 

isotherme 

Figure 3.2: a) Variation de  NU,^/(&)'/* à mi-hauteur de la plaque, en 

fonction de Ra,. 



Solutions affines 

Figure 3.2: b) Variation de N U , ~ / ( & I ) ' / ~  en fonction de z. 



Solutions affines 

isotherme 

Figure 3.3: Température adimensionnelle O et vitesse verticale f' en 

fonction de la variable similaire q . 



Figure 3.4: Solutions numériques pour les c h a m p s  d'écoulement et de 

température correspondant au cas où la plaque adjacente à 

un milieu poreux anisotrope est isotherme, pour RH# = 103, 

K' = IO-*, a) 8 = 0°, J>,. = 50.515; b) 8 = 4s0, $-, = 

67.864; c) 0 = 90°, *-, = 526.96. 



affines 

Figure 3.5: a) Vitesse verticale u à mi-hauteur de la plaque verticale 

isotherme, pour différentes valeurs de l'angle d'inciinaison 

8. 



Solutions 

Figure 3.5: b) Vitesse verticale u à mi-hauteur de la plaque verticale 

isotherme, pour différentes valeurs du rapport d'anisot ropie 

en perméabilité K' . 



Figure 3.6: a) Variation du nombre de Nusselt local Nu,, à mi-hauteur 

de la plaque isotherme, en fonction de Rp pour K' = 4. 



Résultats 8 

Figure 3.6: b) Variation du nombre de Nusselt local Nu,, à mi-hauteur 

de la plaque isotherme, en fonction de RH! pou. K' = 0.25. 



- - - - îitoc uniforme 
isotherme 

Figure 3.7: Variation du nombre de Nusselt local Nu.# à mi-hauteur de 

la plaque, en fonction de K*, pour différentes valeurs de B. 



Chapitre 4 

Convection naturelle dans une cavité poreuse: 

effets de I'anisotropie en perméabilité 

4.1 Introduction 

Le problème de la convection au sein d'une enceinte verticale poreuse, aniso- 

trope et chauffée isothermiquement par les côtés, a été étudié numériquement 

par Ni et Bcekcrmann (1991). En définissant respectivement le rapport d ' a n b  

tropie en perméabilité et le nombre de Rayleigh par les relations k = KJK. 

et R = gflAT'KzL1/cyc (Kz et Kv étant les perméabilités notées respectivement 

dans les directions horizontale et verticale), ces auteurs ont démontré qu'un grand 

rapport d'anisotropie en perméabilité (K > 1) engendre une canalisation de l'écou- 

lement le long des parois verticales isothermes, une intensité plus forte de l'écoule- 

ment dans la cavité et par conséquent une valeur plus élevée du nombre de Nusselt. 

Inversement, un faible rapport d'anisotropie en perméabilité (K < 1) est la cause 

d'une plus faible intensité de l'écoulement dans la cavité et par conséquent d'un 

plus faible taux de transfert de chaleur. Le même problème a été repris analyti- 

quement par Kimum et al. (1993). Une méthode de perturbation pour de faibles 

nombres de Rayleigh a été utilisée pour résoudre, à l'aide des séries de Fourier, les 

équations gouvernantes. Dans le même ordre d'idées, il nous paraît important de 

rapporter les résultats de certains travaux de recherche concernant la convection 



naturelle dam une cavité poreuse verticale, où la non-dormité de la perméabilité 

a été considérée. Burns et d (1977) ont étudié analytiquement le transfert de cha- 

leur par convection naturelle dans une lame d'isolant poreux assimilée à une cavité 

verticale pour simuler les structures usuelles des bâtiments au regard des fuites par 

les parois. Après avoir obtenu un coefficient d'adaptation par comparaison avec 

les solutions numériques, ils ont donné une expression simple du taux de transfert 

thermique en fonction du nombre de Rayleigh et du rapport des perméabilités K. 

De plus, ils ont montré que pour des fuites de paroi appréciables, le mode domi- 

nant du transfert thermique est dû au changement d'enthalpie du fluide transféré 

lorsqu'il est souf3é à travers l'ouverture. Poulikths et B e j m  (1983) ont étudié 

numériquement l'effet de la non-uniformité de la perméabilité sur la convection 

naturelle dans un système poreux rectangulaire, chauffé par les côtés. Lorsque le 

système est composé de deux couches verticales, ceux-ci ont prouvé que le flux 

thermique de chaleur est sensiblement hfiuencé par l'épaisseur et la perméabilité 

des couches périphériques adjacentes aux parois verticales chauffées. Les résultats 

du transfert de chaleur sont unifiés en utilisant le rapport de l'épaisseur de la sous- 

couche périphérique à l'épaisseur de la couche limite basée su. les propriétés de la 

sow-couche périphérique. Lorsque le système poreux est composé de sous-couchea 

horizontales avec des perméabilités différentes, ces auteurs ont montré qu'à cause 

de l'absence d'homogénéité, les parois verticales du système sont bordées par des 

couches limites dont les épaisseurs Mtient d'une sous-couche à l'autre. Coi et Ku- 

facki (1988) ont examiné numériquement la convection naturelle dans une cavité 

rectangulaire avec une interface perméable verticale entre deux sous-couches po- 

reuses dont les perméabilités sont désignées respectivement par Ka et Kb. Il a 

été observé que, lorsque les propriétés thermiques sont uniformes, le nombre de 

Nusselt moyen obtenu pour le cas où Ka/Kb < 1 est toujours supérieur & celui 

correspondant à la situation où la couche est homogène, croît avec le nombre de 



Rayleigh basé sur Ka et décroît avec le rapport des épaisseurs des sous-eouches. 

Lorsque KJKb > 1, le taux de transfert de chaleur est toujours inférieur à celui 

relatif au système homogène et augmente à la fois avec le nombre de Rayleigh et 

le rapport des dpaisseurs des sous-couches. 

Il importe de présiser que tous les travaux venant d'être passés en revue sont 

limités par l'hypothèse que les directions principales du tenseur d'anisotropie en 

perméabilité sont coincidantes avec les axes de coordonnées, c'est-à-dire paralléles 

au champ gravitationnel. En général, le problème est plus complexe et il faut 

tenir compte de l'angle d'orientation arbitraire 9 des directions principales de 

I'anisotropie en perméabilité. La seule étude exprimant cette réalité physique a 

été celle de Zhang (1993) qui a abordé numériquement ce problème. Cependant, 

les résultats obtenus par cet auteur sont tris fragmentaires. 

Dans ce chapitre, une étude analytique et numérique au problème sera prop* 

sée. L a  modelisation analytique de type couche limite sera basée sur une approche 

intégrale. Principalement, les effets des paramètres d'anisotropie en perméabilité 

sur l'écoulement et le transfert thermique seront andysés. 

4.2 Description du probléme physique et du modue mathdmatique 

4.2.1 Deecript ion du mod&e physique 

Le modèle physique est illustré à la figure 4.1. Une verticale cavité rectan- 

gulaire, de hauteur H' et de largeur L' confine un milieu poreux caractérisé par 

une anisotropie en perméabilité ayant une orientation générale B .  Les deux parois 

verticales sont respectivement chauffées et refroidies à des températures Ti et T:, 



tandis que les parois horizontales sont maintenues adiabatiques. 

4.2.2 Formulation mathématique du problbme 

Dans les conditions ci-dessus indiquées, les équations gouvernantes adimen- 

sionnées (2.20 et (2.21) sont applicables ici. En prenant la largeur L' de la cavite 

comme longueur caractéristique du modèle physique, le nombre de Rayleigh est 

alors défini par: 

où AT' = TL - T: est ici le facteur d'échelle de normalisation de la température. 

Les conditions awc limites considérées ici sont les suivantes: 

Sur les parois horizontales (z = O, A): 

- conditions hydrodynamiques : $ = O ,  u = O  1 
- conditions thermiques : El = O (parois adiabatiques) 

.=o. A 1 "-" 

Sur les parois verticales (y = O, 1): 

- condit ions hydrodynamiques : $ = 0, v = O  

- conditions thermiques : T = O à y = O (paroi froide gauche) t (4.3) 

T = 1 à y = 1 (paroi chaude droite) 

où A = H'/Lt est le rapport de forme de la cavité. 

A partir des équations gouvernantes (2.20) et (2.21) et les conditions aux 

limites (4.2) et (4.3), le présent problème est contrôlé par quatre paramètres adi- 



mensiomels, à savoir, le nombre de Rayleigh R, le rapport d'anisotropie en per- 

méabilité K., l'angle d'orientation des axes principaux B et le rapport de forme A 

de la cavité. 

Compte tenu de l'équation (2.28), le nombre de Nusselt moyen mesurant le 

transfert thermique total à travers la couche poreuse est évalué sur la paroi verti- 

cale droite et chaude par la relation: 

4.3 Solution numérique 

La procédure de calcul itératif décrite au chapitre 2 a été utilisée pour conduire 

les présentes simulations numériques. 

Pour choisir le maillage adéquat, ii a été observé que la différence entre les 

nombres de Nusselt moyens obtenus pour de nombreux essais utilisant des maii- 

lages de 80 x 100 et de 100 x 120 respectivement dans les directions z and y est 

inférieure à 2% pour la plupart des cas considérés. Dans la présente étude, un 

maillage de 80 x 100 a été utilisé, ce qui confere le meilleur compromis entre la 

précision, la convergence et 1'6conomie. En outre, pour contrôler la précision des 

résultats, un test d'équilibre de bilan d'énergie totale a été fait sur le systhme. 

Nous avons noté, à ce sujet, que la différence obtenue entre l'énergie reçue à la 

paroi chaude à y = 1 et l'énergie rejetée à la paroi froide à y = O est toujours 

inférieure à environ 1%. 

Des résultats de la présente approche numérique sont obtenus pour le cas 

isotrope K' = 1. Une comparaison de ceux-ci faite avec d'autres obtenus dans le 



passé par Shiralkur et al. (1983) pour dinérents rapports de forme A et pour des 

valeurs variées du nombre de Rayleigh R est consignée dans le tableau 4.1. Cette 

comparaison révèle un écart de 0.5%, ce qui assure la validité du code numérique. 

Les figures 4.2a-4.29 illustrent les effets du rapport d'anisotropie en perméa- 

bilité K* et de l'angle d'orientation des axes principaux 6 sur les lignes de courant 

(à gauche) et les isothermes (à droite) pour A = 1, c'est-à-dire, pour une cavité 

carrée. 

L'évolution des champs d'écoulement et des isothermes avec K* est illustrée 

sur les figures 4 . 2 ~ 4 . 2 ~  pour fl maintenu constant à 45O, R = 400 et pour respec- 

tivement K' = 0.01, 1 et 100. Pour K' = 1, le milieu poreux est isotrope et les 

champs d'écoulement et de température de la figure 4.2b sont similaires à ceux 

rapportés dans la littérature par Shirdhr  et d. (1983) et Bejan (1985). Une cel- 

lule rotative tournant dans le sens anti-horaire remplit entièrement la cavité. La 

formation de couches limites hydrodynamiques et thermiques le long des parois 

verticales isothermes est observée. Nous remarquons que la variation de la tempé- 

rature est grande au voisinage des parois tandis que la température dans la région 

centrale est pratiquement constante dans la direction horizontale mais varie linéai- 

rement dans la direction verticale. Dans la décroissance de K' de 1 à 0.01, nous 

observons sur la figure 4.20 que la valeur de IJ>-=I croît de 11.78 à 16.185, ce qui 

indique que la circulation de l'écoulement convectif dans la cavité est favorisée. De 

même, la figure 4.2a montre que, lorsque la valeur de K' est réduite, les lignes de 

courant et les isothermes sont plus concentrées daas les coins supérieur gauche et 

inférieur droit, indiquant un écoulement fort et un transfert de chaleur accrû dans 

ces régions. Comme déjà mentionné dans l'étude précédente, ce fait peut être ex- 

pliqué par le comportement des perméabilités extrêmes KI et K2, pour des valeurs 

fixées de 9 et de R (autrement dit, de KI), lorsque K' est inférieur à l'unité. Dans 



ce cas, une décroissance en K' correspond à une croissance en K2, engendrant 

un écoulement convectif plus accentué. Naturellement, l'inverse est vrai lorsque 

K' est supérieur à l'unité. Ainsi, la figure 4 . 2 ~  montre que pour K g  = 100, l'in- 

tensité de la circulation est considérablement réduite (I+-,l = 0.97). La cellule 

convective résultante est alignée le long de la région diagonale centrale de la ca- 

vité, c'est-à-dire le long de l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée. A 

cause de ce mouvement convectif relativement faible, les isothermes de la figure 

4 .2~ sont presque verticales, ce qui indique que le transfert de chaleur résultant se 

fait pratiquement par conduction pure (Nu = 1.09). 

Les figures 4.2d et 4.2e illustrent l'influence de l'angle d'orientation de l'an& 

tropie B pour R = 1, Km = IO-' (c'est-à-dire K2 > KI) et pour respectivement 

8 = O et 90'. A cause du faible nombre de Rayleigh considéré ici, le transfert de cha- 

leur est presque celui de la conduction pure. Pour 19 = 0°, les lignes de courant de 

la figure 4.2d indiquent que, à cause de la perméabilité relativement élevée (faible) 

dans la direction horizontale (verticale), le fluide s'écoule parallèlement aux parois 

verticales, avec une épaisseur approximativement égale à la largeur médiane de la 

cavité, tandis qu'il est fortement canalié le long des parois horizontales. Ce type 

de configuration de l'écoulement est identique à celui rapporté et discuté dans le 

passé par Ni et Beekermann (1991). Naturellement, pour 6 = 90°, la figure 4.2e 

montre que la situation est inversée. Dans ce cas, l'écoulement est canalisé le long 

des parois verticales thermiquement actives alors qu'il s'étend parallèlement aux 

frontières horizont ales adiabatiques. En outre, nous pouvons facilement démon- 

trer à partir des équations gouvernantes (2.20) et (2.21) que la solution, dails le 

cas où B = O0 @O), K' < 1 (W 1) et R est fixé, est équivalente à celle que 

nous obtiendrions pour la situation où B = 90' (O0), K' = 1/K' et R = R/Km . 
Donc, par exemple, les résultats numériques illustrés par les figures 4.2e et 4.2d 

sont semblables à ceux qui auraient été obtenus pour R = los, K' = los, et pour 



respectivement B = O0 et WO. Un autre exemple montrant les effets de l'angle 

d'inclinaison B sur les modèles d'écoulement et d'isothermes est illustré par les 

figures 4.2f et 4.2g pour R = 16, K' = IO* et pour respectivement 0 = 00 et 

90". Pour B = O", l'écoulement induit par la poussée le long des parois verticales 

isothermes est très intense et la figure 4.2 f laisse voir la formation de très minces 

couches limites hydrodynamiques près de la partie médiane supérieure (inférieure) 

de la paroi froide (chaude). L'écoulement s'étend alors à travers la partie médiane 

supérieure (inférieure) de la cavité et les isothermes résultantes se sont concen- 

trées le long de la diagonale se situant entre les coins supérieur gauche et inférieur 

droit de la cavité. Comme l'angle d'inclinaison est égal à 90" (8 = 90°), la figure 

4.29 montre que les modèles de lignes de courant et d'isothermes sont tous deux 

considérablement modifiés. L'intensité de la circulation de l'écoulement dans la ca- 

vité est affaiblie puisque la perméabilité dans la direction verticale est maintenant 

beaucoup plus petite que celle dans la direction horizontale. Il en est de même pour 

le transfert de chaleur résultant comme l'illustrent bien les champs d'isothermes 

de la figure 4.2g. 

4.4 Solution analytique en régime de couche limite 

Nous considérons dans cette section le régime de couche limite (R -, m) 

pour lequel la plupart du mouvement du fluide est restreint à une mince couche 

d'épaisseur 6' le long de chaque paroi verticale. En désignant par H' et 6' les 

échelles caractéristiques des variables d et y' dans la couche limite (6' a: Hf), les 

équations de conservation (2.20)' (2.21) et (2.2) requièrent les relations suivantes: 



Nous notons, à partir des conditions thermiques (équations (4.2) et (4.3)), que la 

variation de la température à travers la couche limite est de l'ordre de l'unité. 

En résolvant les équations (4.5) à (4.7), nous obtenons pour u, u et 6 les 

résultats suivants: 

L'ordre de grandeur obtenu pour la fonction de courant est le suivant: 

Le nombre de Nusselt moyen Nu a comme ordre de grandeur: 

où 4 = kHtAT'/L' est la chaleur par conduction pure à travers la couche poreuse. 

Pour le cas spécial d'un milieu poreux isotrope (K' = 1, c'est-à-dire a = l), 

les ordres de grmdeur précédents se réduisent pour donner ceux prédits par Bcjan 

(1985) lorsque celui-ci a étudié le régime de couche limite dans une verticale cavité 

poreuse isotrope, chauffée isothermiquement par les côtés. 



Les conditions de validité de la présente analyse du régime de couche limite 

seront maintenant discutées. Les résultats prédisant les ordres de grandeur des 

paramètres d'intérêt ne sont supposés valides que lorsque la couche limite verticale 

est très mince (6' < H f ) ,  autrement dit, pour R > a A-'. De même, les couches 

limites verticales doivent être distinctes (6' &: L'), ce qui requiert la condition 

R w a A. De plus, au regard des relations d'ordre de grandeur développées dans 

cette section, les conditions de validité du régime de couche limite (2.25) et (2.26) 

deviennent : 

En conséquence, nous pouvons à cette étape de l'étude déduire, à partir des 

résultats de I'analyse d'échelle, les approximations en régime de couche limite des 

équations gouvernantes. En utilisant les variables suivantes: 

- 2 - Y L' - x = -  y = -  A ' 
A A + = $g  

- u A* - v A - u = -  u = -  
L'Hf L' 

T = T  

6 2  = L' Ht a 
R J 

les fonnes approchées des équations (2.20) et (2.21) sont exprimées comme suit: 



Selon Gill (1966), la centmsymétrie du problème physique étudié conduit à 

considérer une seule couche limite le long des parois verticales, ce qui entaîne 

l'introduction en régime de couche l i i t e  des variables suivantes: 

où 19 et c, désignant respectivement la température et la fonction de courant au 

voisinage de la paroi verticale, sont tels que 6 et c + O lorsque y -t oo. 

Les conditions aux limites résultantes sont données par: 

Dans les équations ci-dessus, $-(z) et T,(z) désignent respectivement la 

fonction de courant et la distribution de la température dans la région centrale de 

la cavité, c'est-à-dire, à l'extérieur de la couche limite. 

Les équations adimensiomelles non héaires (4.16) et (4.17) avec les condi- 

tions aux limites (4.19) et (4.20) sont exactement celles qui ont été résolues dans 

le passé par bon nombre d'auteurs dont Weber (1975). Bej<rn (1979), Simpkins et 

Blythe (1980) etc... en situation isotrope (K' = 1). La méthode de solution qui 

sera suive ici est la méthode intégrale développée par Simpkine et Blythe (1980) 

en raison de la précision des résultats obtenus par ces derniers. 



L'intdgration par rapport à des équations (4.16) et (4.17) en utilisant les 

condit ions aux limites (4.19) donne respect ivement : 

- - - 
u = T-T, 

De même, il résulte de l'intégration de la relation ü = a?/@, en tenant 

compte de l'équation (4.21)' l'expression suivante: 

En multipliant par ü l'équation (4.16) et en intégrant le résultat obtenu par 

rapport à y, nous trouvons, après dérivation première par rapport à z des deux 

membres, l'équation suivante: 

Par conséquent, l'équation (4.22) devient: 

Les relations intégrales (4.23) et (4.25) peuvent être satisfaites par des solu- 

tions affines de la forme: 



où i;(z) est l'épaisseur de la couche Limite et g(q) est un profil de vitesse; seules 

les solutions de La forme (4.26) satisfont les conditions aux limites (4.20). 

Tenant compte des relations (4.26), I'équat ion (4.21) s'écrit: 

où f ( q )  = 1 - g(q) est un profil de vitesse. 

De même, en se référant à ce qui précède, I'équation (4.23) devient: 

w 
En normalisant f ( 7 )  de sorte que II  f (q)dq = 1, I'équatian précédente (4.28) 

devient: 

- - +, = T-(z)  Z(E) (4.25) 

Il résulte de la normalisation précédente qu'en introduisant les expressions de 

(ü)* et de (a/e)g=o en fonction de f dans I'équation (4.25), nous obtenons: 

avec 



L'équation (4.30) est une relation simple entre les inconnues 9, et T, qui carac- 

térisent la structure de l'écoulement convect if dans la région centrale de la cavité. 

Une seconde relation est obtenue à partir de la solution de la couche limite 

sur la paroi chaude, mais il est convenable ici d'utiliser les propriéttés centre 

symétriques du problème qui se résument à: 

L'expression (4.30) donne, en prenant en compte les équations (4.32), après 

manipulations algébriques, I'équat ion différentielle suivante: 

L'intégration par variables sépar6es des deux membres de l'équation (4.33) conduit 

à la solution: 

où C est une constante d'intégration à déterminer. 

L'expression (4.34) montre que, si $, s'annule aux parois horizontales, soit 
- 
T = O, soit T = 1 à z = 0, 1. Donc, pour que dT,/clZ > O, il est nécesaaire que: 



La dérivée première de 5, par rapport à z obtenue à partir de l'équation (4.34) 

donne: 

Il est assez facile de déduire, à ce niveau, à partir des équations (4.30) et (4.36) 

l'équation différentielle suivante: 

L'intégration des deux membres de l'équation (4.37) conduit au résultat suivant: 

En normalisant Z par rapport à la fonction beta suivante: 

nous obtenons: 

- 
lTm [dl - dl P - W / a  dg - 

Z = = IF- (: - 1) ' 2 (: - 1)] 1 - ) ] 2 - 3 a a  d l  

où 1, ( p ,  q) désigne la fonction bet a incomplète normalisée par rapport à B (p, g) . 



En identifiant les expressions (4.38) et (4.40) de 2, il vient: 

Par ailleurs, le nombre de Nuaselt moyen Nu, en tenant compte de l'approxi- 

mation (4.12), s'écrit: 

et, en considérant les développements algébriques précédents, il vient : 

où: 

- (1 - a)ll2 p l 2  B [(: + 1) , (k - 1)] 
B = (4.40) 

[2 (k - 1) , 2 (i - I)] 
La théorie consistante en elle-même pour la structure de la région centrale 

de la cavité requiert la détermination à cette étape des paramètres a et @ dont 

dépend la solution de la présente analyse. Une fois le profil de vitesse f (q )  dans 

la couche limite spécifié, ces paramétres seront calculés à l'aide des expressions 

(4.31). Ce profil de vitesse, au regard des spécifications imposées sur la vitesse aux 

fmntihres, doit satisfaire les conditions aux limites suivantes: 



Des profils polynômiaux de vitesse avec des conditions asymptotiques imposées à 

une valeur finie de q sont souvent utilisés dans les calculs conventionnels de couche 

limite. Aussi est-il important que la décroissance asymptotique de ces profils ait la 

forme adéquate près des frontières. C'est pour ces raisons que, parmi les différents 

profils de vitesse proposés par Simpkins et Blythe (1980), nous avons choisi pour 

cette étude le profil de vitesse défini par: 

qui satisfait les conditions aux limites (4.45) précitées. Par conséquent, des expres 

sions (4.31), nous obtenons a ss 0.538 et f l  c 0.723. Aussi, à l'aide des tables 

des valeurs de la fonction gamma, les calculs numériques ont conduit aux résultats 

suivants: 

- 
B = 0.51 et C = 2.41 

Alors, les expressions (4.34) et (4 .do) deviennent: 



L'bquation (4.29) permet de d6duire, en tenant compte de l'équation (4.48), l'ex- 

pression suivante de l'épaisseur de la couche limite: 

En retournant aux résultats de l'andyse d'échelle faite dans ce chapitre, nous 

avons implicitement, en guise de comparaison avec les résultats des simulations 

numériques, la solution analytique approchée ci-après: 

de sorte que, au centre de la cavité (z = A/2, y = 112)' la valeur de la fonction de 

courant est donnée par: 

- 
avec (&,JmI = éO0(1/2) = C (4)411a-1) ss 0.734, ce qui permet d'écrire: 



Le nombre de Nusselt moyen est halement donné par la relation: 

Dans les équations présentées ci-dessus, R' est un nombre de Rayleigh modifié 

et défini par: 

Comme l'ont discuté Aboubi et uf. (1995), le nombre de Rayleigh modifié R* 

est plus approprié pour décrire le présent phénomène, puisque les perméabilités ex- 

trêmes Ki et K2 font maintenant partie intégrante des effets normalement associés 

à tout changement en nombre de Rayleigh. 

Dans la section suivante, la solution analytique approchée qui vient d'être dé- 

veloppée sera comparée avec les résultats numériques de la résolution des équations 

gouvernant es compièt es. 

4.5 Résultats et discussion 

Dans le but d'étudier les effets de I'anisotropie sur le transfert de chaleur par 

convection naturelle, des s idat ions  numériques ont été faites pour une gamme 

de valeurs prises par le nombre de Rayleigh allant de R* = 102 à 10'' pour un 

intervalle de valeurs du rapport de forme de la cavité allant de A = 4 à 10, pour 

des valeurs de l'angle d'orientation 9 variant de O" B lûûO et pour différentes valeurs 

du rapport d'anisotropie en perméabilité se situant entre K* = et 103. 

Les figures 4.30 et 4-36 illustrent respectivement les distributions de la tempé- 



rature et de la fonction de courant dans la région centrale, pour un milieu poreux 

ayant une orientation anisotrope 6 = 45' et pour différentes valeurs du rapport 

d'anisotropie en perméabilité K' , conformément à la prédiction faite par l'analyse 

précédente du régime de couche limite. Les symboles en noir sur ces graphiques 

sont des résultats de la simulation numérique pour différentes valeurs de A, de 

R* et de K', résultats qui s'accordent bien avec la solution analytique représentée 

par des lignes pleines continues. La distribution de la température dans la région 

centrale T&) est présentée sur la figure 4 . 3 ~  et, comme nous devrions nous y 

attendre, la solution laisse voir les propriétés centr*sym&riques. Nous notons que 

la distribution de la température est assimilable à une ligne droite dans la partie 

centrale de la couche poreuse et que les gradients thermiques, aux parois hori- 

zontales, ne sont pas nuls, contrairement aux condit ions a u  limites (4.2) et (4.3) 

imposées. Ce comportement vient du fait que, à cause des approximations faites 

dans l'analyse, seule la fonction de courant peut satisfaire exactement les condi- 

tions aux frontières ($ = O) imposées aux parois horizontales. Par conséquent, la 

température T est respectivement égale à O et à 1 aux frontières supérieure et infé- 

rieure et les conditions thermiques aux limites aT/az = O, équation (4.2), ne sont 

pas satisfaites. Pour le cas d'un milieu poreux isotrope, une discussion détaillée sur 

la portée de cette approximation sur la solution a été faite par Bejan (1979). En 

effet, celui-ci a démontré que la condition de flux nul appliqué aux parois horizon- 

tales ne justifie pas l'argumentation basée sur l'imperméabilité et I'adiabaticité de 

ces dernieres, faite par Weber (1975). Selon Bejan (1979), cette condition de flux 

nul est plutôt un artifice qui a permis par défaut de tenir compte simultanément 

des propriétés d'imperméabilité et d'adiabaticité de ces parois. 

L'effet du rapport d'anisotropie en perméabilité K' sur la distribution de 

la fonction de courant dans la région centrale rlr, est illustré sur la figure 4.36. 

La valeur de tlt, croît de façon monotone de zéro, aux parois horizontales, à la 



valeur maximale $c, au centre de la cavité. La dépendance de vis-à-vis de 

R', de K' et de 8 sera discutée au paragraphe suivant. En général, la figure 4.36 

indique que l'intensité de la circulation du mouvement convectif unicelluiaire est 

réduite pour K' > 1 et accentuée pour K' < 1, lorsqu'elle est comparée avec 

celle correspondant à un milieu poreux isotrope (K' = 1). Cette tendance est 

quditativement en accord avec les résultats numériques présentés sur les figures 

4 . 2 ~  à 4.2~ .  

La figure 4.4 montre les effets du nombre de Rayleigh R' et du rapport d'anis* 

tropie en perméabilité K' sur le nombre de Nusselt moyen Nu pour 8 = 4S0. 

La solution en régime de couche limite, équation (4.55), est représentée par des 

lignes pleines continues. Les symboles représentent les résultats de la présente so- 

lution numérique obtenus pour des valeurs données de A, de Re et de K'. Aussi, 

quelques-unes des valeurs numériques rapportées par Shirdkcr et d. (1983), pour 

le cas d'un milieu poreux isotrope, sont indiquées sur le graphique. Lc fait que les 

courbes pour K' = 0.1 et 10 sont identiques est une conséquence de la présente 

normalisation et n'est vérifiée que lorsque 8 - 4S0, comme nous le discuterons plus 

loin. Il est à sodigner qu'en régime de couche limite, le transfert de chaleur est 

proportionnel à R"P, indépendamment des valeurs de K' et de B. 

Sur les figures 4 . 5 ~  et 4 S b  le taux moyen de transfert de chaleur Nu et la 

fonction de courant $c au centre de la cavité sont donnés en fonction de K* et 

de 8.  En accord avec les équations (4.54) et (4.55), nous observons que les para- 

mètres JlcI (A R') '12 et Nu ~ ' 1 ~  / (R') '12 dépendent uniquement de ( ~ " 1 ~  l a )  Il2, 

où a = cos26 + K'sin26, c'est-à-dire des propriétés anisotropes du milieu poreux, 

à savoir le rapport d'anisotropie en pméabilit  é K* et l'angle d'orientation 8. 

En outre, en fonction du nombre de Rayleigh modifié R' donné par l'équation 

(4.56), nous pouvons facilement déduire que si <l(z, y) et T(z ,  y) sont solutions 



pour (Re,  A, 8, K'), dors elles le sont également pour ( R a ,  A, x / 2  - 8, l/K'). 

Ce point est illustré par les figures 4.50 et 4.5b sur lesquelles la symétrie obtenue 

par rapport à la ligne verticale à K* = 1 est aussi une conséquence de l'échelle 

logarithmique adoptée pour K'. Pour le cas particulier où B = 4S0, 8 est égal à 

r / 2  - 6 et les courbes correspondantes sont parfaitement symétriques par rapport 

à K' = 1 de sorte que les résultats, pour une valeur donnée de K', sont équivalents 

à ceux obtenus pour l/K'. Cependant, lorsque B est dinkrent de 4S0, la symétrie 

pour un ensemble donné de propriétés anisotropes 6 et K' est réalisée pour 7r/2 - B 

et 1/K'. 

Le nombre de NusseIt moyen Nu et la fonction de courant au centre de 

la cavité sont présentés respectivement sur les figures 4 . 6 ~  et 4.6b en fonction de 

Kg et de R' pour 8 = 45". Pour des raisons avancées antérieurement, les courbes 

sont symétriques par rapport à la ligne verticale à K' = 1. Aussi, à partir des 

équations gouvernantes, nous pouvons déduire que, pour une valeur donnée de 

R', la solution pour 8 = 45" et pour une valeur particulière de K' correspond 

à celle que nous obtiendrions pour 6 = -45" et pour l/K'. L'accord entre les 

résultats numériques et la solution analytique est meilleur dans le cas du nombre 

de Nusselt qui est une valeur moyenne que celui de la fonction du courant qui est 

une valeur locale. C'est là, une conséquence de la méthode intégrale utilisée dans 

la mo delisat ion analytique. 

Le taux moyen de transfert de chaleur Nu et la fonction de courant au centre 

de la cavité +c sont présentés sur les figures 4.7a et 4.76 en fonction de 8 ,  pour 

R' = 100, 500 et 1500 et pour respectivement Ke égal à 4 et à 0.25. Les résultats 

indiquent que Nu et dépendent fortement tous deux de l'angle d'orientation 8 

du milieu poreux. Pour K' = 0.25, le transfert de chaleur par convection naturelie 

est maximal à 0 = 90°, autrement dit, lorsque la perméabilité dans la direction 



verticale est maJrimale, mais est minimal à B = 0' et lûûO, c'est-à-dire lorsque la 

perméabilité dans la direction verticale est minimale. L'effet inverse est observé 

pour K' = 4, cas pour lequel l'intensité du mouvement convectif unicellulaire 

et le transfert de chaleur résultant sont minimaux à 8 = 90' et maximaux à 

8 = O* et 180'. Le fait que pour Kg > 1 (K' < 1) Nu est maximal (minimal) 

à 9 = 0' et 180" et minimal (maximal) à 9 = 90' peut être aisément déduit 

des dérivées première et seconde de Nu par rapport à 6 (équation (4.55)). Des 

résultats similaires ont été rapportés dans le passé par Zhang (1993) lorsque cet 

auteur a étudié la convection naturelle dans une cavité rectangulaire latéralement 

chadée. Dans toutes ces études, il est observé qu'un maximum (un minimum) de 

transfert de chaleur par convection naturelle est obtenu lorsque l'orientation de 

l'axe principal du milieu poreux anisotrope ayant fa perméabilité la plus élevée est 

parallèle (perpendiculaire) au champ gravitationnel. 

4.6 Conclusion 

La convection naturelle dans une cavité rectangulaire confinée par un milieu 

poreux anisotrope et chauffée isothermiquement par les côtés a été examinée. En 

régime de couche limite, une modelisat ion analytique est proposée, cet te dernière 

étant valide pour un milieu poreux anisotrope en perméabilité, ayant ses axes prin- 

cipaux orientés arbitrairement par rapport au champ gravitationnel. Le nombre 

de Nuaselt moyen a été prédit comme étant une fonction du nombre de Rayleigh, 

du rapport d'anisotropie en perméabilité et de l'angle d'orientation anisotrope des 

axes principaux. Pour le cas spécial d'un milieu isotrope, les résultats sont en ex- 

cellent accord avec ceux disponibles dans la littérature. Une étude numérique du 

même phénomène est menée en résolvant le système complet des équations gou- 

vernantes. Trois rapports de forme de la cavité, à savoir A = 4 '8  et 10 sont choisis 



pour vérifier les prédictions du modèle analytique proposé. Un bon accord entre 

la solution en régime de couche limite et les résultats des simulations numériques 

est obtenu pour une large gamme des paramètres de contrôle considérés dans la 

présente étude. 

Il a été retenu que le rapport d'anisotropie en perméabilité K' et l'angle d'in- 

clinaison B des axes principaux ont tous deux une grande influence sur la stmcture 

de l'écoulement et sur le taux moyen de t r d e r t  de chaleur par convection natu- 

relle. En particulier, nous avons démontré que le transfert de chaleur est maximal 

lorsque l'orientation de l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée est 

parallèle au champ gravitationnel et minimal lorsque cette orientation est perpen- 

diculaire à ce dernier. Donc, la meilleure isolation thermique possible est obtenue 

lorsque l'axe principal ayant la perméabilité la plus faible est parallèle au champ 

gravitationnel. Pour une orientation fixée 6, la solution pour un ensemble donné 

de paramètres de contrôle R', A et K' est équivalente à celle correspondant aux 

paramhtres R', A, n/2-8  et 1/K'. Finalement, pour le cas particulier où B = 45"' 

les solutions pour de valeurs fixées de R' et de A sont parfaitement symétriques 

par rapport à K' = 1, de sorte que les résultats pour une valeur de K' sont 

équivalents à ceux obtenus pour 1/K* .  

En vue de compléter la présente analyse, nous étudierons dans le chapitre 

suivant le même problème physique en considérant une couche poreuse anisotrope 

en perméabilité et en conductivité thermique. Les effets de l'anisotropie en con- 

ductivité thermique y seront principalement mis en évidence. 



Tableau 4.1: Comparaison du nombre de Nusselt Nu pour différentes 

vaieurs du rapport de forme A de la cavité et du nombre 

de Rayleigh R en situation isotrope (K' = 1). 

A R 

100 

Présente étude 

3.117 

Shiralkar et al. (1983) 

3.115 



Figure 4.1: Modèle physique et système de coordonnées. 



Figure 4.2: Lignes de courant et isothermes pour a) R = 400, 0 = 4s0, 

K' = IO-', ($-1 = 16.185, N u  = 11.313; b) R = 400, 

6 = 45", K' = 1, 1+-=1 = 11.779, N u  = 7.859; c) R = 400, 

6 = 45O, K' = IO', l$mel = 0.968, Nu = 1.090; d) R = 1, 

0 = 0°, K' = 10-~, 1$-,1 = 0.125 , N u  = 1.003. 



Figure 4.2: Lignes de courant et isothermes pour e) R = 1, 6 = 90°, 

K' = IO-', 1$-.1 = 0.125 , Nu = 1.003; f) R = Io4, 

B = O", K' = 102, lil,.l = 13.75, N u  = 9.967; g) R = IO', 

8 = 90°, K' = 102, 1i11,,1 =6.893 , N u  = 4.341. 



Résultats numériques 

Figure 4.3: a) Distribution de la température le long d'un plan vertical 

à travers le centre de la cavité pour O = 45". 



Figure 4.3: b) Distribution de la fonction de courant le long d'un plan 

vertical à travers le centre de la cavité pour 9 = 45". 
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Figure 4.4: Effets du nombre de Rayleigh modifié R' et du rapport 

d'anisotropie en perméabilité K' sur le nombre de Nusselt 

moyen Nu pour 8 = 45". 
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Figure 4.5: a) Effets du rapport d'anisotropie en perméabilité K' et de 

l'angle d'orientation 6 sur le nombre de Nusselt moyen. 
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Figure 4.5: b) Effets du rapport d'anisotropie en perméabilité K' et de 

l'angle d'orientation 0 sur la fonction de courant au centre 

de la cavité. 
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Solution 
anatytique 

Figure 4.6: a) Effets du rapport d'anisotropie en perméabilité K' et du 

nombre de Rayleigh modifié R*, pour 0 = 45'' sur le nombre 

de Nusselt moyen. 
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Figure 4.6: b) Effets du rapport d'anisotropie en perméabilité K' et 

du nombre de Rayleigh modifié R*, pour 0 = 4S0, sur la 

fonction de courant au centre de Ia cavité. 
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Figure 4.7: a) Effets de l'angle d'inclinaison 0 et du nombre de Rayleigh 

modifié R', pour K* = 0.25 et 4, sur le nombre de Nwselt 

moyen. 
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Figure 4.7: b) Effets de l'angle d'inclinaison 8 et du nombre de Rayleigh 

modifié R' , pour K' = 0.25 et 4, sur la fonction de courant 

au centre de la cavité. 



Chapitre 5 

Convection naturelle dans une cavité poreuse: 

effets de l'anisotropie en conductivité thermique 

5.1 Introduction 

Dans le chapitre précédent, la convection naturelle dans une couche poreuse 

verticale anisotrope en perméabilité a été examinée. L'anisotropie en perméabilité 

avec l'orientation arbitraire des axes principaux par rapport à la gravité terrestre 

a été envisagée. Dans ce chapitre, en complément à I'anisotropie en perméabilité, 

l'anisotropie en conductivité thermique sera considérée. En effet, dans la revue de 

la littérature antérieure, les premières études conduites dans des couches horizon- 

tales chauffées par le bas ont fait état de l'anisotropie en conductivité thermique 

dont les effets influencent qualitativement le critère d'apparition de la convec- 

tion naturelle. Selon N d c  (1977), la conductivité thermique du fluide saturant la 

matrice solide est non-dorme dans les directions dominantes de l'écoulement et 

affecte sensiblement le transfert de chaleur. Expérimentalement, cet auteur a prou- 

vé que l'introduction de fils de cuivre parallèles dans la matrice d'un milieu poreux 

entraîne l'augmentation considérable du transfert de chaleur dans la direction 06 

ces fils de cuivre sont alignb. Dans l'analyse de stabilité faite dans une couche 

horizontale anisotrope, Kuernwld et Tyvand (1979) ont démontré que, pour mini- 

miser les pertes thermiques, la matrice solide du milieu poreux doit être orientée 



dans une direct ion telle que la conductivité thermique vert icale soit minimale, De 

même, les effets de l'anisotropie en conductivité thermique sur le transfert de cha. 

leur par convection naturelle dans des cavités poreuses verticales sont significatifs. 

En définissant le rapport d'anisotropie en conductivité thermique par l'expression 

k = kJk,  (k. et k, désignant respectivement les conductivités thermiques suivant 

les directions horizontale et verticale), Ni et Bcckermonn (1991) ont obtenu entre 

autres résultats que lorsque k > 1, I%couiement convectif est très accentué et un 

faibie taux de transfert de chaleur largement dominé par la conduction pure est 

enregistré dans la cavité. Dans la limite oh k + m, tous les nombres de Nusselt 

se rapprochent de l'unité. Aussi, un faible rapport d'anisotropie en conductivité 

thermique ( k  < 1) a une très faible influence sur les champs d'écoulement et de 

température et tous les nombres de Nusselt moyens tendent approximativement 

vers la même valeur lorsque k + 1. De même, en déhissant dans leur étude deux 

rapports de conductivités thermiques, l'un relatif au fluide saturant, k (cas aniso- 

trope), l'autre relatif aux parois conductrices, k, = k,/k (cas isotrope) OU kW et 

k désignent respectivement les conductivités thermiques des parois conductrices 

et du fluide saturant, Chang et Lin (1994) ont montré que lorsque 5 < 100, le 

transfert de chaleur croît de façon significative tandis que pour kW > 100 ce dernier 

augmente très lentement. Pour des valeurs décroissantes de k, la convection est en 

général très prononcée. En outre, ces auteurs ont démontré l'existence d'une vaieur 

critique de k pour laquelle le nombre de Nusselt moyen est minimal. Par ailleurs, 

Lai et Kuluekà (1988) ont étudié les effets du contraste de la perméabilité et de 

la conductivité non-uniforme sur la convection naturelle dans une cavité poreuse 

comprenant deux couches de perméabilités respect ives Ka et Kc et de conductivités 

thermiques ka et kb. Ceux-ci ont observé que, lorsque ka # kb, une seconde cellule 

de recirculation est générée dans h couche la moins perméable pour K./Kb < 1. 

Le nombre de Nusselt moyen augmente avec le rapport des conductivités kJks 



lorsque Ka/Kb < 1 et décroît pour &/Kb > 1. Lorsque la conductivité thermique 

dans la cavité devient uniforme (kJkr + l), le fluide s'écoule à travers l'interface 

perméable entre les deux couches, le gradient de température à travers Ia première 

couche devient plus faible et engendre une cellule convective d'intensité réduite si 

Ka/Kb > 1. Dans le cas où Ka/Kb < 1, les deux cellules de recirculat ion observées 

dans les couches se combinent éventuellement en une seule. 

Dans cette étude, la condition de flux de chaleur uniforme sera spécifiée aux 

parois verticales de la cavité poreuse, contrairement au cas de parois isothermes 

examiné au chapitre précédent. Pratiquement, la condition de flux thermique tra- 

duit mieux la réalité physique. Dans la nature, la température de la plupart des 

parois architecturales n'est pas constante. Selon Kimura et Bejan (1984), cette 

température est la "conséquence" d'un flux de chaleur administré à ces parois. 

Aussi, pour idéaliser les habitations dont les façades sont exposées au soleil, les 

cavités verticales chauffées latéralement par un flux de chaleur sont, selon ces au- 

teurs, plus indiquées dans la recherche de l'optimisation de l'énergie transférée par 

ces façades. 

Compte tenu de ce qui précéde, le but de la présente investigation sera de faire 

ressortir entre autres effets, ceux de I'anisotropie en conductivité thermique sur 

le transfert de chaleur par convection naturelle dans une cavité verticale poreuse. 

Une solution analytique, valide pour les couches de grande extension, sera dérivée 

sur la base de la théorie de 17approximation de l'écoulement parallèle. La résolu- 

tion numérique des équations gouvernantes complètes, basée sur l'approche des 

différences finies, sera effectuée pour fins de validation de la solution analytique. 



5.2 Présentation du système et du modUe mathdmatique 

Soit le modèle physique illustré à la figure 5.1. et constitué d'un milieu p* 

reux saturé par un fluide incompressible et confiné dans une cavité rectangulaire 

verticale de hauteur H' et de largeur L'. Les parois verticdes sont chauffées ou 

refroidies par un flux constant de chaleur q' tandis que les parois horlontales sont 

isolées thermiquement. Le milieu poreux est à la fois anisotrope en perméabilité 

et en conductivité thermique. 

En tenant compte des considérations sus-indiquées et des hypothèses générales 

énumérées au chapitre 2 et en admettant que le mouvement du fluide saturant est 

régi par la loi de Darcy, les équations gouvernantes adimensionnées (2.17) et (2.18) 

décrivent la présente situation. Cependant, en choisissant ici L' comme longueur 

caractéristique du modèle physique, le nombre de Rayleigh R est exprimé par 

la relation R = KlgflAT'L'/a,,w où le facteur d'échelle de normalisation de la 

température est donné par AT' = q'Lf/k+ 

Les conditions aux frontières à considérer ici sont les suivantes: 

Parois verticales: 

Parois horizontales: 

Il est à souligner, à partir des équations gouvernantes (2.17) et (2.18) et des 

conditions aux limites (5.1) et (5.2), que le problème physique étudié est fonda- 

mentalement contrôlé par cinq paramètres adiimensionnels, à savoir le rapport de 



forme de la cavité A , le nombre de Rayleigh R , le rapport d'anisotropie en 

conductivité thermique k', le rapport d'aniaotropie en perméabilité K' et l'angle 

d'orientation des axes principaux 0. 

5.3 Analyse d98chelle 

A des nombres de Rayleigh sufiamment élevés, l'écoulement présente une 

structure de type couche limite pour laquelle nous pouvons dériver les estimations 

des ordres de grandeur basées sur les paramètres d'échelle. Soient respectivement 

by, 6u et 6T I'épaiaseur dimensionnelle de la couche limite le long des parois 

verticales et les variations de vitesse et de température à travers cette couche 

limite. Comme la cavité est chauffée ou refroidie par les côtés par un flux de chaleur 

constant, nous considérons comme Bejan (1983), deux paramètres d'échelle pour 

la température qui sont notamment: &T, la variation de température à travers la 

paroi verticale et AT', la différence de température entre les parois horizontales. 

Ces deux grandeurs d'échelle pour la température sont différentes I'une de l'autre. 

A partir des conditions thermiques imposées le long des parois verticales, nous 

avons: 

tandis que la loi de Darcy (équation (2.17)) et l'équation d'énergie (équation (2.18) 

imposent les ordres de grandeur ci-après: 



Des équations ci-dessus, nous déduisons: 

où le gradient thermique vertical C est déterminé à partir de l'équation de conser- 

vation de l'énergie appliquée à un volume de contrôle ayant une hauteur arbitraire 

comptée à partir de l'extrémité de la cavité (voir en Annexe). Nous trouvons ai- 

sément que: 

En substituant l'équation (5.9) dans les équations (5.6)- (5.8)' il vient: 

Considérons maintenant le cas où la convection est assez forte de manière à 

donner lieu à un développement de couches limites horizontales le long des sur- 

faces limitant horizontalement en haut et en bas la cavité. Soient respectivement, 

de façon analogue au cas précédent, 62, bu et 6T', l'épaisseur des couches limites 



horizontales, les variations de vitesse et de température observées à travers ces 

couches limites. L'équation de conservation de la masse exige l'approximation sui- 

vante: 

tandis que l'équation de Darcy implique: 

De la loi de conservation de l'énergie, nous devons avoir: 

Des équations (5.10)-(5.16), nous pouvons déduire que: 

Les résultats de l'analyse d'échelle venant d'être ainsi faite et donnant les 

estimations recherchées des grandeurs d'intérêt se résument comme suit: 



Le nombre de Nusselt moyen, déterminé plus tard par l'équation (5.35), est 

prédit par l'approximation suivante: 

En tenant compte des relations des ordres de grandeur obtenues précédexn- 

ment, les conditions de d i d i t é  du régime de couche limite (2.25) et (2.26) se 

ramhnent à: 

Les prédictions des ordres de grandeur dans la présente section seront con- 

firmées ultérieurement tant par la solution analytique que par les résultats nu& 

riques. 

5.4 Solution analytique approchée 

Nous présentons dans cette partie la solution analytique approchée qui est 

valide pour des cavités de grande extension (A > 1). Comme il a été discuté en 

détail dans le passé par Connuck et al. (1974)' Wuiker et Homy (1978), Vosscur 

et al. ((1987)' (lQ89), (1993)) et par d'autres auteurs, la vitesse de l'écoulement 



dans la région centrale de la cavité, loin de chaque extrémité, est parallèle dans 

la direction Oz. Seule la composante u(z) dans la direction précitée existe, de 

sorte que +(z, y) = $(y). Aussi, le champ de température se comporte comme 

é t a t  la somme d'une partie longitudinde varivat linéairement avec x et d'une 

autre partie inconnue dans la direction transversale. Nous pouvons donc poser que 

T = Cz + <(y) où C est le gradient de température dans la direction (Oz). En 

substituant ces deux approximations découlant de l'hypothèse d'écoulement paral- 

lèle dans l'équation (2.17) et dans l'équation d'énergie (2.18) en régime permanent, 

nous trouvons: 

Les conditions aux limites dans la direction Oy deviennent: 

Les conditions thermiques aux limites dans la direction Oz ne peuvent pas être 

satisfaites avec l'hypothèse d'écoulement parallèle. Cependant, le bilan énergétique 

(vou en Annexe) sur un volume de contrôle entourant l'une quelconque des régions 

extrêmes de la cavité donne: 

Les solutions des équations (5.27) et (5.28) satisfaisant les condit ions aux 

frontières (5.29) sont: 



avec 

cosh a y  

1 sinh cxy 
T = C Z + -  

cr cosh al2 

L'équation (5.30), compte tenu de ce qui précède, devient: 

Le gradient de température C est obtenu pour toute combinaison des pa- 

ramétres de contrôle R, K*, k* et 8 par l'intégration numérique de l'équation 

transcendante (5.34). Ceci est bien sûr moins fastidieux et beaucoup plus rapide 

que de résoudre le système formé par les équations (2.17) et (2.18) soumises aux 

conditions aux limites (5.1) et (5 4. 

Le transfert de chaleur exprimé en terme de nombre de Nusselt Nu est défini 

par: 

9' L' - 1 a a NU = - - - = -coth- 
AT' k,# AT 2 2 

- 
où AT1 est la différence pariétale effective de température. En se référant à I'équa- 

tion (5.32), AT varie linéairement en fonction de z et par conséquent a été évalué 

arbitrairement à la position z = 0. 

En régime de couche limite, les équations précédentes peuvent être considéra- 

blement réduites. En effet, pour R > 1, nous démontrons facilement à partir des 

équations (5.33) et (5.34) que: 



C = R-115 k*-2/6 

de sorte que les équations (5.31), (5.32) et (5.35) se réduisent à: 

Le comportement asymptotique des équations ci-dessus présentées, en régime 

de couche limite, s'accorde bien avec les prédictions données par l'analyse d'échelle 

antérieure, comme nous pouvons le constater en examinant les équations (5.13), 

(5.22) et (5.24). Aussi, ces équations ci-dessus présentées s'identifient à celles ob- 

tenues par Bejan (1983) et Vclsseur et ai. (1987) pour le cas particulier d'un milieu 

isotrope où k' = K' = 1. 

Il est aussi intéressant de considérer le cas limite où a + O, qui est obser- 

vé, soit quand R -+ O (régime de peudo-conduction), soit quand la stratification 

thermique verticale C 4 O. Dans cette situation, l*équation (5.34) entraîne l 'ap 

proximat ion: 

de telle sorte que nous déduisions de l'équation (5.33): 



Par conséquent, des équations (5.31) et (5.35), il est facile de noter que la 

fonction de courast au centre de la cavité & et le nombre de Nusselt Nu sont 

respect ivement donnés par: 

5.5 R&olution numérique 

L'algorithme de calcul itératif évoqué antérieurement a permis la résolution 

intégrale du système formé par les équations gouvernantes (2.17) et (2.18) et les 

conditions aux limites (5.1) et (5.2). Des tests numériques utilisant des maillages 

variés ont été effectués pour les mêmes valeurs des paramètres de contrôle pour 

déterminer le meilleur compromis entre la précision des résultats et le temps ma- 

chine. Pour atteindre le régime permanent, le temps machine CPU requis se situe 

approximativement entre 80s et 460s sur la station de travail IBM RISC 6000/RS 

365. Des résultats typiques pour & et Nu sont donnés dans le tableau 5.1. En se 

basant sur ces résultats, un maillage de 50 x 50 a été adopté pour la plupart des 

cas considérés dans cette étude. 

Avec le chauffage ou le refroidissement par un flux latéral constant des parois 

verticales d9une cavité confiné par un milieu poreux isotrope, le mouvement con- 

vectif unicellulaire est indépendant du rapport de forme A pour des rapports de 



forme élevés, comme l'avaient souligné dans le passé Vosseur et al. (1987). 

D'autres tests numériques utilisant des rapports de forme variés A ont été 

effectués pour d'autres condit ions maintenues constantes dont notamment le mail- 

lage; les résultats obtenus sont consignés dans le tableau 5.2. Il est clair à partir 

des valeurs de ce tableau que t,bc et Nu convergent très rapidement vers une va- 

leur asymptotique lorsque A croît & partir de l'unit& Pour tous les cas numériques 

simulés, le rapport de forme A = 4 a été adopté. 

5.6 Discussion des r6sultats 

Dans cette partie, nous discuterons les effets de I'anisotropie en perméabilité 

et en conductivité thermique sur les champs de température et d'écoulement. Les 

résultats de ces effets sur un système ayant des propriétés thermiques isotropes 

(k' = 1) seront d'abord présentés. Ensuite, nous étudierons les effets de la non- 

uniformité de la conductivité thermique. 

5.6.1 Effets de Panisotropie en perméabilité 

Les figures 5 . 2 ~ - 5 . 2 ~  illustrent les effets du rapport d'anisotropie en perméa- 

bilité K' sur les lignes de courant et les isothermes pour R = 100 et 8 = 45'. En 

milieu isotrope (K' = l), les champs d'écoulement et de température de la figure 

5 . 2 ~  sont semblables à ceux obtenus dans le passé par Bejan (1983) et Vosseur 

et ol. (1987). Les principales caractéristiques de l'écoulement convectif révèlent 

que l'épaisseur des couches limites le long des parois verticales est constante et 

que la région centrale de la cavité est sans mouvement. Aussi, cette région cen- 

trale est linéairement stratifiée avec un gradient thermique vertical résultant d'une 



M&ence de température entre les parois thermiquement actives qui est indépen- 

dante de l'altitude. Finalement, à cause des conditions thermiques considérées ici, 

les épaisseurs des couches limites hydrodynamique et thermique sont toutes deux 

égales. Les effets de K' sont qualitativement similaires à ceux obtenus au chapitre 

précédent où la cavité est chauffée isothermiquement par les côtés. En effet, lorsque 

K* > 1, l'écoulement convectif au centre de la couche poreuse, & et le transfert 

de chaleur Nu sont tous deux faibles. Naturellement, le phénomène inverse est 

observé pour K' < 1 (voir figure 5.2). Par conséquent, ces résultats pour t,bc et 

Nu sont fortement dépendants des propriétés anisotropes du milieu poreux et non 

des conditions thermiques appliquées aux frontières de la cavité. Une tendance 

similaire a été rapportée dans le passé par Chung and Lin (1994) en étudiant la 

convection naturelle dans une cavité rectangulaire chauffée par les côtés et remplie 

d'un milieu poreux anisotrope ayant ses axes principaux coïncidant avec le champ 

gravitatio~el (8 = O"). 

Les variations du nombre de Nusselt Nu et de la fonction de courant au centre 

de la cavité clc en fonction du rapport d'anisotropie en perméabilité K' sont res- 

pectivement présentées sur les figures 5 . 3 ~  et 5.36 pour k* = 1, B = 45' et pour 

différentes valeurs du nombre de Rayleigh R. Sur ces courbes, les résultats analy- 

tiques sont représentés par des traits continus; les résultats numériques indiqués 

par des cercles pleins, s'accordent bien avec ces derniers, malgré la large plage 

de valeus prises par les paramètres considérés ici. Comme nous pouvions nous y 

attendre, les figures 5.30 et 5.36 indiquent que, pour une -leur donnée de I(', le 

transfert de chaleur par convection croît avec l'augmentation de R. Pour une va- 

leur de R connue, Nu et & tous deux tendent asymptotiquement vers des valeurs 

constantes si K' est assez faible. Ce comportement peut être prédit en régime de 

couche limite, par les équations (S.36), (5.38) et (5.40) à partir desquelles il est 

facile de noter que Nu -r ( ~ / c o s ~ 8 ) * / ~ / 2  et + ( ~ / c o s * B ) ~ ~ ~  si K' + O. Ces 



limites sont indiquées par des traits interrompus courts sur les figures 5 . 3 ~  et 5.3b 

pour R = 100 et 600. Dans le cas où R = 20, situation qui correspond à un nombre 

de Rayleigh relativement faible oii le régime de couche limite n'est pas encore at- 

teint, les limites asymptotiques précédentes ne sont pas représentées. Comme nous 

l'avions souligné plus tôt, la convection devient de plus en plus faible lorsque K' 

augmente progressivement. Donc, pour chaque valeur de R considérée sur la figure 

5.3, le nombre de Nusselt se rapproche du régime de conduction pure, Nu -P 1 et 

+c 4 O lorsque K* croît de plus en plus (voir par exemple la figure 5.26). La valeur 

de K' nécessaire pour atteindre le régime de conduction pure est dépendante de R. 

Par exemple, pour R = 20, la conduction pure est atteinte quand K' cz 10, tandis 

que pour R = 600, la valeur correspondante est approximativement K* EZ 10% 

Les influences du rapport d'anisotropie en perméabilité K' et de l'angle 

d'orientation de l'anisotropie 8 sur l'évolution des lignes de courant et des is- 

thermes sont remarquables comme l'indiquent les figures 5.2 et 5.4 correspondant 

à R = 100, k* = 1, K* = l@ et IO-' et à 9 = 0°, 45' et 90'. Le cas du milieu 

poreux ayant un rapport d'anisotropie en perméabilité élevé sera d'abord exa- 

miné. Pour 9 = W ,  c'est-à-dire lorsque les axes principaux de l'anisotropie sont 

alignés par rapport au champ gravitationnel, nous notons à partir de la figure 

5 . 4 ~  que l'écoulement dû à la poussée pour K' = ld est considérablement plus 

faible que celui observé pour K' = 1 (figure 5.2~) .  En conséquence, le transfert 

de chaleur est dû à la conduction telle que nous pouvons le visualiser à travers 

la plupart des isothermes verticales de la figure 5 . 4 ~ .  Le modèle de l'écoulement 

résultant est similaire à celui obtenu par Ni et Beckermonn (1991) et Dègon et 

Vasseur (1996a) dans le cas où la cavité est chauffée isothermiquement par les 

côtés. Donc, l'écoulement est canalisé le long des parois verticales à telle enseigne 

que la couche limite hydrodynamique devient extrêmement mince. Ce phénomène 

apparaît quand bien même le milieu poreux est homogène, car la perméabilité dans 



la direction verticale est beaucoup plus élevée que la perméabilité dans la direction 

horizontale. L'effet de l'angle d'orientation de I'anisotropie sur les distributions de 

la température et de l'écoulement est illustré par les figures 5 . 4 ~ '  5.26 et 5 . 4 ~  pour 

respectivement 8 = Ou, 45O et 90". Ces figures montrent clairement que la force de 

la circulation de l'écoulement est réduite, puisque l'orientation des axes principaux 

avec la perméabilité la plus élevée est changée de la position verticale (6 = O) à la 

position horizontale ( O  = 90'). Aussi, les couches limites de la vitesse observées le 

long des parois verticales pour O0 (figure 5 . 4 ~ )  disparaissent avec l'augmentation 

progressive de l'angle d'orientation B vers 90' (figure 5.4~) .  Pour cette situation, 

la perméabilité dans la direction horizontale est ici beaucoup plus élevée que celle 

dans la direction verticale, laissant se propager ainsi dans la direction horizontale 

toutes les non-uniformités du fluide s'écoulant de la direction verticale. Par contre, 

à cause de la perméabilité relativement faible dans la direction verticale, le fluide 

s'écoulant horizontalement se trouve fortement canalisé le long des deux parois 

adiabatiques horizont ales. 

Le cas d'une couche poreuse ayant un faible rapport d'anisotropie en perméa- 

bilité (K' = IO-') est maintenant examiné. Pour 0 = Ou, la figure 5.46 montre 

qu'une réduction du rapport d'anisotropie en perméabilité a une très faible in- 

fluence sur la force de la circulation de l'écoulement et le transfert de chaleur. Les 

lignes de courant et les isothermes visualisées à la figure 5.36 pour K' = sont 

semblables à celles observées pour K* = 1 (figure 5.20). En outre, la figure 5.4) 

indique que pour K* = IO-', le modèle de l'écoulement est non seulement caracté- 

risé par la présence de lignes de courant ayant la forme d'un os, mais aussi canalisé 

le long des frontières horizontales supérieure et inférieure. Un tel effet de canalisa- 

tion de l'écoulement a été observé par Ni et Beckermann (1991) dans le cas d'une 

cavité carrée chauffée isothermiquement pax les côtés. L'effet de cette canalisation 

de l'écoulement peut être attribué à Ia perméabilité relativement faible prédomi- 



nant maintenant dans la direction verticale. En effet, l'épaisseur de l'écoulement 

canalisé est prédite dans l'analyse d'échelle précédente par l'équation (5 .l7) selon 

laquelle 62 est proportionnel à *R-' /~  lorsque 6 est nulle et qui donc vrais- 

semblablement pourrait arriver pour seulement des valeurs faibles de Km. Lorsque 

l'angle d'orientation de I'anisotropie 0 croît de O à 9û0, les champs d'écoulement 

et de température résultants sont illustrés par les figures 5 4  5 . 2 ~  et 5.4d. Pour 

O = 45'' la figure 5 .2~  indique que, à cause de la perméabilité KI relativement éle- 

vée, Mcoulement dans les régions extrêmes de la cavité est dirigé respectivement 

vers le coin supérieur gauche et le coin inférieur droit. L'écoulement dans la partie 

centrale de la cavité reste néanmoins essentiellement parallèle. Cependant, comme 

l'angle d'orientation de I'anisotropie B croît davantage, la distorsion de l'écoule- 

ment dans les régions extrêmes s'étend progressivement dans la région centrale. 

Par conséquent, le parallélisme de l'écoulement dans la cavité est progressivement 

détmit comme l'illustre la figure 5.4d pour 0 = 90'. Aussi, cette figure montre 

l'existence d'une couche limite vert icale extrêmement mince. Pour cet te raison, un 

accord peu parfait a été observé entre les résultats numériques et la présente étude 

analytique. 

Les effets de l'orientation B de 17anisotropie de la perméabilité sur Nu et +c 

sont présentés respectivement par les figures 5 . 5 ~  et 5.5b pour R = 20 et pour 

diEérentes valeurs de Kg. En milieu poreux isotrope (K' = l), Nu et dtc sont tous 

deux indépendants de O comme prévu. En général, une symétrie des résultats par 

rapport à 8 = 90' est 0 b s e ~ é e  sur les figures (5.5). Cela vient du fait qu'il peut être 

montré à partir des équations gouvernantes (2.18) et (2.19) et des conditions aux 

limites (5.1) et (5.2) que, si $(z, y) et T(z ,  y) sont des solutions pour R, K', k' et 8, 

alors d(z,  1 - y) sont également des solutions pour R, K' , k' et r -8. Nous pouvons 

donc limiter la discussion à O 5 O < WO. Conformément aux figures (4.7) du 

chapitre précédent, le comportement de Nu et de J>c est analogue à celui observé 



sur les figues (5.5). Par conséquent, les conclusions tirées antérieurement dans 

le cadre de ces dernières sont valables ici. Ce comportement peut être facilement 

démontré ici à partir de la solution analytique obtenue en régime de couche limite. 

En prenant la dérivée première de Nu (équations (5.40) et (5.36)) par rapport à 6 et 

en posant cette dérivée égale à zéro, nous trouvons aisément que (K* - l)sin26 = 0, 

de sorte qu'un maximum ou un minimum apparaît pour B = O0 et 9û0. La dérivée 

seconde de Nu donne dZNu/dB2 = f R ~ ~ ~ ( K *  - l)/kr1f5 lorsque respectivement 

B = O0 et 90°. Donc, quand K* > 1 (K' < l), Nu est maximd (minimal) à B = O0 

et minimal (maximal) à 6 = 9ûo. Ces résultats sont qualitativement similaires à 

ceux obtenus numériquement par Z h n g  (1993) et par Dégan et Vwseur (1996a) 

lorsque la cavité est isothermiquement par les côtés. 

En conséquence, les résultats ci-dessus peuvent être appliqués dans la mi- 

nimisation des pertes énergétiques à travers la cavité poreuse verticale et donc 

dans le domaine de l'isolation thermique, comme l'avaient souligné dans le passé 

Kvernvold et Tyuand (1979). En confirmant les résultats obtenus par ces derniers, 

nous concluons que ie milieu poreux anisotrope qui donne la meilleure isolation 

est celui ayant dans la direction verticale la perméabilité la plus faible possible. 

La figure 5.6 montre les variations de Nu en fonction de R pour des valeurs 

choisies de l'angle d'orientation B de I'anisotropie et pour respectivement K* = 

10-' et 10. La solution analytique (équation (5.35)) est comparée avec les résultats 

numériques et l'accord s'est avéré excellent. Lorsque B = 0°, nous notons que 

le nombre de Nusselt est independant de K' (voir aussi la figure 5.5a). C'est 

seulement dans la limite de I'approximation de l'écoulement parallèle pour laquelle 

il est facile de remarquer B partir des équations (5.33)-(5.35) que a = 1 pour 0 = O0 

et que Nu devient indépendant de K'. Cependant, en général, si l'écoulement n'est 

pas parallèle, Nu doit dépendre du rapport d'anisotropie en perméabilité K*, 



comme l'ont démontré Ni et Bckermonn (1991) pour une cavité carrée (A = 1) 

et Dègan et Vkweur (1996a, 1996b) dans le cas d'une cavité de grande extension, 

chauffée par les côtés. Aussi, il est facile de noter sur la figure 5.6 la confirmation 

de tous les résultats précédents obtenus pour le transfert de chaleur en fonction 

des paramètres d'anisotropie Kg et 8.  Le nombre de Nusselt prédit par l'équation 

(5.40) p o u  le régime de couche limite est illustré, en guise de comparaison, sur la 

figure 5.6 par des traits interrompus courts. L'amorçage du régime de couche limite 

est fortement dépendant de K* et de 6. Par exemple, pour 0 = W0 le régime de 

couche limite s'amorce à R = 2 pour K* = IO-' tandii qu'il commence seulement 

à R-200 pour K' = 10. 

5.6.2 Effets de I'anisotropie en conductivité thermique 

Les figures 5.70 et 5.7b montrent les lignes de courant et les isothermes ob- 

tenus numériquement pour respectivement R = 100, K* = 1 et kg = 10' et 10~'. 

Les résultats pour les champs d'écoulement et de température correspondant à un 

milieu poreux isotrope en conductivité thermique (k* = 1) sont illustrés par la fi- 

gure 5.2a. Pour k' = ld, les isothermes de la figure 5.74 sont verticales, indiquant 

que le transfert de chaleur à travers la cavité se fait essentiellement par conduction 

pure. L'absence de gradients de température dans la direction Oz est due au fait 

que la conductivité thermique dans cette direction est beaucoup plus élevée que 

dans la direct ion O y (k* w 1). Le champ d'écoulement résultant indique l'absence 

d'un régime de couche limite, tel qu'observé sur la figure 5.20 pour k' = 1, même 

si I'intensité de l'écoulement est beaucoup plus élevée ici. En dépit de la forte 

circulation de la convection dans la couche poreuse, le modèle de l'écoulement 

de la figure 5 . 7 ~  est plutôt typique B la convection naturelie correspondant à un 

nombre de Rayleigh beaucoup plus faible. Une tendance similaire a été rapportée 



par Ni e t  Beckermonn (1991) lorsqu'ils ont étudié l'effet d'un grand rapport de 

conductivités thermiques (i > 1) sur l'écoulement convectif dans une cavité cat- 

rée chauffée isotheïmiquement par les côtés. Cependant, il a été rapporté par ces 

auteurs qu'un faible rapport dyanisotropie en conductivité thermique (& < 1) a 
une très faible influence sur f'écouIement et le transfert de chaleur, par rapport 

à la situation isotrope (k = 1). Ce résultat n'est pas en accord avec les conclu- 

sions de la présente étude où les lignes de courant et les isothermes obtenues pour 

k' = IO-= sont visualisées à la figure 5.76. Comme nous pouvons le constater ici, 

les isothermes sont considérablement plus horizontales que celles observées dans 

le cas où kW = 1 (figure 5.24). Lorsque k' est petit, la conductivité thermique est 

beaucoup plus élevée dans la direction horizontale que dans la direction verticale. 

Le modèle de champ de température résultant consiste en une stratification ther- 

mique de la région centrale, donnant naissance à une circulation de l'écoulement 

approximativement deux fois et demie plus faible que celle observée pour la si- 

tuation isotrope (k' = 1). En dépit de cette circulation relativement faible de la 

convection, une couche limite est observée près des parois thermiquement actives. 

L'effet du rapport de l'anisotropie en conductivité thermique sur le nombre de 

Nusselt et la fonction de courant au centre de la cavité est illustré par les figures 

5 . 8 ~  et 5.8b respectivement pour K' = 1 et pour R = 20,100 et 200. La figure 5 . 8 ~  

montre que, pour une valeur donnée de R, N u  se rapproche de l'unité si la valeur 

de k' est assez grande. Ceci est prédit dans la présente théorie par les équations 

(5.41)-(5.44) qui montrent que, lorsque k* est assez grand, C et a tendent tous deux 

vers zéro, indépendamment de la valeur de R, de sorte que le transfert de chaleur 

est principalement dû à la conduction pure (Nu -r 1). Naturellement, le rapport 

d'anisotropie en conductivité thermique nécessaire pour atteindre cette limite croît 

avec l'augmentation de R. Par exemple, cette situation se présente lorsque k* 10 

pour R = 20 et k* = 10' pour R = 200. En général, un nombre de Nusselt se 



rapprochant de l'unité est associé ou attribué au régime de pseud~onduction, 

c'est-à-dire, à une très faible circulation de l'écoulement dans la cavité (R < 1). Ce 

n'est pas le cas dans la présente situation où le transfert de chaleur par conduction 

n'est pas la conséquence d'une faible force de poussée, mais est due plutôt à un 

grand rapport d'anisotropie en conductivité thermique. En réalité, la figure 5.86 

montre que la force de l'écoulement convectif croît asymptotiquement avec 

k', compte tenu de l'équation (5.43), vers une valeur maximale IJ>c 1 = R/8.  En 

comparant la solution analytique avec les résultats numériques, nous remarquons 

que, pour k' > 1 l'accord entre les deux est excellent. Par contre, si la valeur 

de k* est plus petite que l'unité, le nombre de Nusselt calculé anaIytiquement 

augmente continuellement pendant que les résultats numériques tendent vers une 

valeur constante qui dépend de R. Cette déviation est due au fait que, comme 

illustré à la figure 5.7b, l'écoulement convectif dans la cavité n'est pas parallèle et 

la solution analytique devient invalide dans cette situation. 

5.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons considéré le transfert de chaleur par convection 

naturelle dans une cavité poreuse verticale exposée à un flux de chaleur constant. 

Le milieu poreux est supposé à la fois thermiquement et hydrodynamiquement 

anisotrope avec les axes principaux de l'anisotropie en perméabilité inclinés par 

rapport à la force gravitationnelle. Une étude analytique valide p o u  l'écoulement 

dans les cavités de grande extension est dérivée sur la base de l'approximation 

d'écoulement parallèle, tandis que la méthode des différences finies est utilisée 

pour simuler numériquement ce problème. Des résultats détaillés pour le champ 

d'écoulement, la distribution de la température et les taux de transfert de chaleur 

ont été présentés et discutés. De ces résultats, il se dégage les remarques suivantes: 



1') Un rapport élevé de I'anisotropie en perméabilité (K' > 1) entraîne une 

canalisation de l'écoulement prh des parois verticales lorsque B = OO. Puisque 

l'angle d'orientation de I'anisotropie croît, la force de l'écoulement convect if est 

progressivement affaiblie. Pour 9 = WO, le modèle de l'écoulement consiste en une 

très faible circulation de l'écoulement convectif dans la région centrale de la cavité 

présentant des couches limites de la vitesse très minces près des parois horizontales. 

Dans la limite oh K* + cm, toute valeur du nombre de Nusselt indépendante de 

9 se rapproche de l'unité. 

2') Un rapport faible de l'anisotropie en perméabilité (K' < 1) entraîne une 

canalisation de l'écoulement près des parois horizontales lorsque B = OO. La force de 

la circulation de l'écoulement est accentuée avec l'augmentation de 6. Le t d e r t  

de chaleur est maximal à 9 = 90°, cas pour lequel le parallélisme de l'écoulement 

existe seulement pour des valeurs grandes de R. 

3') En augmentant le rapport d'anisotropie en conductivité thermique (k* > 

l), la convection induite par I'écoulement est accentuée mais le nombre de Nusselt 

se rapproche de l'unité lorsque k* est assez élevé. Lorsque le rapport d'anisotropie 

en conductivité thermique est décroissant (ka < 1)' Nu tend asymptotiquement 

vers une valeur constante qui dépend de R. 

Au prochain chapitre, I'écoulement et le transfert de chaleur par convection 

naturelle en régime de couche limite dans une cavité verticale où le mouvement 

du fluide est régi par l'équation de Brinhan seront considérés. 



Tableau 5.1: Effet du maillage sur tClc et Nu pour A = 4, R = 100, 

k' = 1 et K' = 1. 

Tableau 5.2: Effet du rapport de forme A sur $c et Nu pour R = 100, 

k* = 1 et K' = 1, 

M x N 

$c 

N u  

40 x 40 

2.331 

3.143 

20 x 20 

2.348 

3.132 

Solution analytique 

50 x 50 

2,328 

3.144 

A 2 1 

80 x 80 

2.324 

3.147 

Solution analytique 

2.320 

3.149 

5 3 4 



Xc "' 1 ,PAROIS ADIABATIQUES 

+ c 4  

Figure 5.1: Modèle physique et système de coordonnées. 



Figure 5.2: Lignesdecourant et isothermespour R = 100,B = 4s0, k* = 

1 et a) K' = 1, +c = 2.328, T,, = 1.038, T'in = -1.038; 

b) K' = IO', $c = 0.025, T,, = 0.528, Th = -0.528; c) 

K' = IO-', $c = 2.816, Tm. = 0.913, TA = -0.913. 



Solutlon analytique 

R -600 ,.,., Réglme de couche limite 
Résultats num6r1ques 

Figure 5.3: a) Effet du rapport d'anisotropie K' sur le nombre de Nus- 

selt pour d = 45*, k' = 1 et pour différentes valeurs du 

nombre de Rayleigh. 



Solution analytique 
,,,,- Réglme de couche limite 

Résukats num6riques 

Figure 5.3: b) Effet du rapport d'anisotropie K* sur la fonction de cou- 

rant au centre de la cavité pour 0 = 4S0, k' = 1 et pour 

différentes valeurs du nombre de Rayleigh. 



Figure 5.4: Lignes de courant et isothermes pour R = 100, k* = 1 et 

a) 0 = 0°, K* = IO', & = 0.195, Tm= = 0.724, Th = 

-0.724; b) B = 0°, K' = IO-', t , !~~ = 2.330, T,, = 0.964, 

Tkn = -0.964; C) 0 = 90°, K' = IO', $c = 0.012, Tm= = 

0.515, TM = -0.515; d) B = Mo, K* = IO-', $c = 6.543, 

Tm, = 0.589, Td = -0.653. 
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Figure 5.5: a) EEet de l'angle d'orientation 9 de l'anisotropie en per- 

méabilité sur le nombre de Nugselt pour R = 20, k* = 1 et 

pour dBérentes valeurs de K'. 



Solution analytique 
Résuitab num6rlques 

Figure 5.5: b) Effet de l'angle d'orientation 9 de l'anisotropie en per- 

méabilité sur la fonction de courant au centre de la cavité 

pour R = 20, k* = 1 et pour différentes vdeurs de K'. 



- Solution anaiytlque / / 

Figure 5.6: Effet du nombre de Rayleigh sur le nombre de Nusselt pour 

k' = 1, IC = 0.1 et 10 et pour différentes valeurs de l'angle 

d'orientation de I'anisotropie en perméabilité. 



Figure 5.7: Lignes de courant et isothermes pour R = 100, K' = l , B  = 

0' et a) k' = los, $c = 11.598, TM, = 0.477, T!, = -0477; 

b) k' = IO-', & = 0.901 , Tm, = 4.476, Tmin = -4.476. 



Solutfon analytique 
a Résuttaîs num6riques 

Figure 5.8: a) Effet du rapport d'anisotropie en conductivité thermique 

k' sur le nombre de NusseIt pour K' = 1 et pour différentes 

valeurs du nombre de Rayleigh. 



Solution anaiytlque 
---.---.- Régime de couche limrte 

Résuttats numériques 

R=200 

Figure 5.8: b) Effet du rapport d'anisotropie en conductivité thermique 

k' sur la fonction de courant au centre de la cavité pour 

K* = 1 et pow différentes valeurs du nombre de Rayleigh. 



Chapitre 6 

Convection naturelle dans une cavité poreuse 

anisotrope: modèle de Brinkman 

6.1 Introduction 

Dans les chapitres précédents, la convection naturelle en milieu poreux a n b  

trope et saturé par un fluide incompressible, a été modelisée en utilisant la loi de 

Darcy. La raison de l'utilisation intensive de la formulation de Darcy est due à 

sa simplicité. En effet, cette dernière donne lieu à une forme linéarisée de l'équa- 

tion de mouvement du fluide saturant la matrice solide du milieu poreux, laquelle 

forme facilitant la résolution des équations fondamentales qui régissent le problème 

physique. Cependant, la loi de Darcy ne permet pas de satisfaire la condition de 

non-glissement à l'interface du milieu poreux et d'une frontière solide. L'extension 

de la loi de Darcy proposée par Brinkman comble cette lacune par I'ajout d'un 

terme visqueux. 

Dans la littérature, les études dans lesquelles le modèle de Brinkman est utili- 

sé, concernent seulement le milieu poreux isotrope. Chan et al (1970) ont considéré 

le modèle de Brinkman pour étudier la convection naturelle dans une cavité poreuse 

rectangulaire chauffée différentiellement dans la direction horizontale. Lorsque le 

nombre de Darcy basé su. la largeur de la cavité est inférieur à 10-~, ceux-ci ont 



observé que les résultats obtenus sont qualitativement similaires à ceux correspon- 

dant à la loi de Darcy. Tong et Subramaniun (1985) se sont servi de l'équation 

de Brinkman pour investiguer par la méthode d'Oseen la convection naturelle en 

régime de couche limite dans une cavité verticale chadfée isothermiquernent par 

les côtés. En basant les nombres de Rayleigh (Ra) et de Darcy (Da) sur la hau- 

teur de la cavité, ils ont trouvé que le champ d'écoulement est gouverné par le 

pa.ramètre E = Ra Da A où A désigne le rapport de forme de la cavité. Excepté 

dans une mince région proche de la paroi, lorsque E + 0, l'écoulement est sem- 

blable à celui donné par l'analyse de la loi de Darcy. A partir des résultats sur le 

nombre de Nusselt, ces auteurs ont montré que le régime de Darcy n'est valide que 

lorsque E < IO-'. Une vérification numérique de la solution obtenue par Tong et 

Subramanian (1985) a été effectuée par Lauriat et Prasod (1987). Ces derniers ont 

montré que, en raison de la présence des forces visqueuses qui retardent l'écoule- 

ment convectif, le nombre de Nusselt décroît avec l'augmentation du nombre de 

Darcy, pour une valeur 6xée du nombre de Rayleigh. Cette décroissance devient 

très prononcée à des valeurs plus élevées du nombre de Rayleigh. Des résultats 

similaires ont été obtenus analytiquement et numériquement par Vasscur et Ro- 

Billard (1987) pour le cas d'une cavité verticale cha&ée ou refroidie latéralement 

par des flux de chaleur uniformes. Sen (1987) a considéré le modèle de Brinkman 

dans l'étude de la convection naturelle dans une cavité rectangulaire horizontale. 

Celui-ci a démontré que le modèle de Brinkman et la loi de Darcy donnent virtuel- 

lement les mêmes résultats pour le taux de transfert de chaleur lorsque le nombre 

de Darcy basé sur la profondeur de la cavité est inférieur à 10% De plus, il a 

conclu que pour des valeurs élevées du nombre de Darcy, le nombre de Nusselt ré- 

sultant était significativement plus faible que la valeur prédite par la loi de Darcy 

à un nombre de Rayleigh donné. Donc, la loi de Daxy est une bonne approxima- 

tion du modèle d'écoulement en milieux b faibles porosités pour lesquels le nombre 



de Darcy est approximativement inférieur à IO-'. Cependant, pour des nombres 

élevés de Da, le modèle de Brinhan peut être utilisé dans la formulation de la 

loi du comportement de l'écoulement, en raison du fait que la résistance à l'inertie 

devient comparable à celle due h la viscosité intervenant dans la loi de Darcy. 

Compte tenu des considérations précédentes, aucune étude portant sur l'in- 

fluence du modèle de Brllikman en milieu porew anisotrope n'&te. La motiva- 

tion de la présente investigation dans ce chapitre est d'étudier les effets visqueux 

de l'écoulement sur le transfert de chaleur par convection naturelle dans une cavité 

verticale confinant un milieu porew anisotrope en perméabilité. Une solution ana- 

lytique de type couche limite sera développée sur la base de la technique d90seen. 

De même, les équations gouvernantes complètes seront résolues numériquement 

pour vérifier la validité de la solution analytique. Les effets des différents para- 

mètres de contrôle seront analysés. 

6.2 Formulation du probPme 

Le modèle physique représenté à la figure 6.1 est constitué d'une couche po- 

reuse verticale et rectangulaire de hauteur H' et de profondeur L'. Ses deux ex- 

trémités sont isolées thermiquement tandis qu'un flux de chaleur uniforme q' est 

appliqué le long des deux parois verticales. Le milieu poreux est hydrodynamique- 

ment anisotrope. 

Dans ce cas, les équations adimensiomées (2.23) et (2.24) expriment les lois 

de conservation traduisant le comportement intrinsèque du phénomhe physique 

en cause. En adoptant dans cette étude L' comme longueur caractéristique de 

la couche poreuse, le nombre de Rayleigh est donné par la relation (4.1) avec 

AT' = q'Lt/k et le nombre de Darcy par l'expression Da = Ki/Ln. 



Les conditions aux frontières considérées dans la situation présente et venant 

compléter les équations gouvernantes précitées sont les suivantes: 

O Frontières horizont aies: 

a Frontières verticales: 

y = 0'1: 

Nous pouvons déduire de l'observation du système formé par les équations 

(2.24) et (2.25) et des conditions aux limites (6.1) et (6.2) que le présent problème 

physique est gouverné par cinq paramètres adimensionneiles, à savoir R, Da, 8,  

Kv et A. 

Le taux de transfert de chaleur à travers le système, exprimé par le nombre 

de Nusselt à la paroi y = 0, est défini par l'équation (5.35) où k , ~  = k, le milieu 

poreux étant ici isotrope en conductivité thermique. 

6.3 Solut ion numdrique 

La méthode de résolution numérique reste identique à celle utilisée dans les 

études précédentes. Les données de l'exécution du programme informatique sont 

également identiques à celles rapportées au chapitre précédent. 

La figure 6.2 illustre les lignes de courant et les isothermes typiques obte- 

nues numériquement pour R = 500, A = 1 (pour le cas d'une cavitée carrée) et 

pour différentes valeurs de Da, K* et B. Les figures 6.20, 6 .2~  et 6.2e illustrent 

les effets du rapport d'anisotropie en pembabilité K* et de l'angle d'orientation 



0 des axes principaux sur les modhles de lignes de courant et d'isothermes lorsque 

Da = 1od6, c'est-à-dire lorsque le nombre de Darcy est relativement faible. Pour 

cette situation, toutes les conclusions tirées au chapitre précédent sont valables. 

Par conséquent, les résultats obtenus dans ce cas sont qualitativement similaires 

à ceux rapportés par Ni et Bcekermann (1991), Dègan et al. (1995a, 1995b) et 

Dègan et Vosscur (1996a) en considérant le modèle de Darcy, c'est-à-dire les mi- 

lieux à faibles porosit&. Nous devrions nous attendre à de tels résultats, puisque 

lorsque Da est assez faible, les termes visqueux qui sont responsables des eEets 

pariétaux, sont négligeamment faibles et la loi de Darcy décrit correctement le 

comportement intrinsèque de I'écoulement. Cependant, pour les milieux à grandes 

porosités comme les mousses métallisées et les substances fibreuses, l'effet pariétal 

peut devenir important et l'extension faite par Brinhan de la loi de Darcy doit 

être utilisée. En conséquence, en augmentant le nombre de Darcy de Da = IO-' 

à Do = IO-', les champs d'écoulement résultants sur les figures 6.26, 6.2d et 6.2 f 

se trouvent considérablement modifik (à l'exception des figures 2c et 2d obtenues 

pour le cas où K = 102, pour lequel la convection est d'autant plus faible que 

l'effet de Da est négligeable) . En particulier, nous observons que les lignes de 

courant s'éloignent distinctement des parois solides au fur et à mesure que la va- 

leur de Da augmente. Ceci est prévisible puisque le terme visqueux (de Brinkman) 

devient important et ralentit l'écoulement au voisinage des parois. De même, les 

effets des propriétés anisotropes du milieu poreux deviennent visiblement moins 

significatifs. Cette observation vient du fait que, lorsque le nombre de Do croît, la 

résistance due aux frottements au voisinage des parois devient plus prononcée et 

vient s'ajouter à la résistance à la friction moyenne induite par la matrice solide 

pour ralentir le mouvement convectif. Par conséquent, l'influence de l'anisotw 

pie en perméabilité du milieu poreux devient graduellement moins importante. 

Ainsi, lorsque Da = 10, le modéle d'écoulement illustré à la figure 6.29 correspond 



approximativement au cas d'un fluide visqueux pur pour lequel I'anisotropie du 

milieu poreux en question est hors de propos. 

6.4 Solution analytique approchée 

Dans cette section, une solution analytique approchée sera présentée pour le 

cas de la convection à des nombres de Rayleigh élevés. 

6.4.1 Analyse d'échelle 

Pour les deux cas limites comprenant les milieux à porosités faibles (Da -r O) 

d'une part et les milieux à porosités élevées (Da -r ao) d'autre part, il est possible 

d'estimer les approximations des ordres de grandeur des paramètres caractéris- 

tiques de l'écoulement convect if. 

6.4.1.1 Da < 1: Lu limite de milr'euz ri faibles porosités 

Dans cette situation, confonnément aux résultats numériques de la figure 6.2, 

les effets de I'anisotropie (à savoir les termes du premier membre de l'équation 

(2.23)) sont prédominants. Un équilibre entre ceux-ci et le terme de poussée r e  

quiert 17appr&ation (5.4). 

En outre, le gradient thermique vertical C, en se référant à l'équation (5.9) 

est approximé par: 



La résolution des équations (5.3)' (5.4) et (6.3) entraine: 

tandis que l'ordre de grandeur du nombre de Nusselt est donné par: 

Des résultats similaires ont été obtenus par Dègan et al. (1995a, 1995b) en 

considérant le présent problème sur la base du modèle de Darcy. 

6.4.1.2 D a  > 1: La limite de milieuz à grandes porosités 

Dans ce cas, les effets visqueux sont prédominants et un équilibre entre le 

terme de poussée et les termes visqueux de l'équation (2.23) entraîne: 

de sorte que la résolution des équations (5.3), (5.4)' (6.3) et (6.6) donne: 

Les ordres de grandeur ci-dessus s'accordent bien avec la solution analytique 

prédite par Kirnuru et Bcjan (1984) dans le cas d'une cavité verticale confinant un 



fluide et chauffée latéraiement par des flux de chaleur constants. 

6.4.2 Solution en régime de couche limite 

Dans cette partie, les expressions des champs de vitesse et de température 

valides en régime de couche r i t e  (R + 00) seront déterminées. En faisant les 

simplifications usuelles en régime de couche limite, les équations gouvernantes à 

résoudre analytiquement sont: 

au asu 
a- = D a -  dT 

a y  a y S  + R - 
ay 

Les conditions aux limites adimensionnées correspondant à la couche limite 

au voisinage de la paroi verticale gauche sont: 



En tenant compte des relations d'ordre de grandeur obtenues pour le cas de 

milieux à porosités faibles, les conditions d'existence (2.25) et (2.26) du régime de 

couche limite deviennent: 

relations qui ne sont pas trop restrictives puisque le nombre de Rayleigh R en 

régime de couche limite est très élevé. 

Le système d'équations non linéaires (6.8)-(6.12) est semblable à celui résolu 

dans le passé en situation isotrope par Vosscur et Robdlard (1987) qui ont utilisé 

le modèle de Brinkman pour étudier la convection naturelle en régime de couche 

limite dans une cavité poreuse rectangulaire, chauffée latéralement par un flux de 

chaleur constant. La procédure de calcul analytique qui sera suivie ici est iden- 

tique à celle adoptée dans ladite étude. Cette procédure de calcul est basée sur 

la technique développée par Gill (1966) qui a modifié la méthode de linéarisation 

d'Oseen pour résoudre les équations gouvernantes en régime de couche limite dans 

le cas de la convection naturelle au sein d'un milieu fluide newtonien confiné dans 

un espace rectangulaire clos. 

Comme dans l'analyse de Gill (1966), nous posons: 



où (& I ) )  reprbente une perturbation de la solution à y + oc, et donc satisfait les 

conditions suivantes: 

r l  0 lorsque y + oo (6.15) 

En substituant l'expression dérivée de l'équation (6.15) par rapport à y dans 

les équations de mouvement (6.9) et d'énergie (6.10)' il vient: 

La méthode dYOseen est basée sur l'obsention que, B chaque position z = 

constante dans la direction verticale, les quantités u et aT/& apparaissant dans 

les termes convectifs varient à travers les couches limites verticales de O (le long 

des parois) aux valeurs respectives v, et aT,/ax (dans la région centrale de la 

couche poreuse). Comme approximation, v et aT/az seront remplacées, à chaque 

altitude z = conbtante, par des valeurs moyennes uA(z) et aTA/az présumément 

comprises respectivement entre O (aux parois) et les valeurs u&) et au,/& 

relatives à la région centrale (à l'extérieur des couches limites verticales). Par 

symétrie, les fonctions v&) et BTA/& sont respectivement paire et impaire. 

Compte tenu de l'approximation précitée, l'élimination de 6 entre les relations 

(6.18) et (6.19) donne I'équat ion suivante: 



La solution générale de l'équation (6.20) s'écrit sous la forme: 

où les fonctions A, sont les racines de l'équation caractéristique suivante: 

Utilisant les conditions aux 

sions de u et de T: 

limites (6.12), nous trouvons ci-après les expres- 

où Al et X2, fonctions inconnues de z, sont des nombres complexes ayant comme 

parties réelles positives celles de I'équation (6.22). 

Pour déterminer les inconnues Al (z) et A2 (2) , nous utiliserons les expressions 

liant les valeurs moyennes UA et aTA/az d'une part aux paramètres v, et aT, 

d'autre part, en écrivant les formes intégrales des équations de conservation de 

masse et d'énergie et en évoquant les propriétés centro-symétriques du phénomène 

physique. Ainsi, l'intégration de l'équation de conservation de masse (6.8) donne, 

en tenant compte de l'expression (6.23): 

t,b, = - L a u d y  = R (AI - X2) 
[Do (A: - A:) - a(Al - X2)] XIA2 

(6.23) 



Aussi, l'intégration de l'équation d'énergie (6.19) donne, en utilisant les ex- 

pressions (6.23) et (6.24), la relation différentielle suivante: 

aT, [- (Da AIX2) + .)] - <I>, - = -1 
dz 2 R X~ + X~ ax 

Puisque les expressions (6.25) et (6.26) ne dépendent ni exclusivement de Al, 

ni exclusivement de X2, les seuls invariants apparents à considérer sont: 

Ces invariants sont liés à VA et aTA/ax par hxpression (6.22); cette liaison est 

relativement simple, en raison du fait que V A  et TA sont des fonctions impaires 

de x. Donc, en faisant la transformation z -, -2, X + -A, l'équation (6.22) 

est invariante et les quatre racines sont respectivement Xl(z), X2(z), -A1(-z) et 

-A2(-2). 

L'identification des termes correspondants de l'équation (6.22) avec ceux de 

l'équation suivante: 

donne: 



En utilisant les propriétés centro-symétriques de l'écoulement convectif, nous 

notons que o,, Tm, V A  et TA sont toutes des fonctions impaires de z. Pour faire 

usage pleinement de ces propriétés de symétrie centrale par rapport à (z = O, y = 

112)' les invariants r et x seront exprimés en fonction de deux autres fonctions p 

et q appelées fonctions de Gill, respectivement paire et impaire et définies par: 

L'élimination de T(-2) et de x(-z) entre les équations du système (6.29) et 

les relations (6.30) et (6.31) conduit aux expressions suivantes: 

Connaissant donc la somme ~ ( z )  et le produit ~ ( z )  des fonctions A&) et 

Xz(z), ces dernières sont solutions de l'équation du second degré suivante: 

La résolution de l'équation (6.34) donne, en fonction de p et de q, les expres- 

sions des racines cherchées XI et X2, soit: 



En substituant l'expression (6.35) dans les relations intégrales (6.25) et (6.26) 

précédentes dont la dérivation constitue l'essence même de la présente analyse, 

nous obtenons respect ivement: 

L'étude de parité de chacun des termes intervenant dans les équations (6.36) 

et (6.37)' compte tenu des considérations précédentes, amène à conclure que, pour 

que (I, et le premier membre de l'équation (6.37) soient des fonctions paires de 

z, il faut et il suffit que l'on ait simultanément: 

p = constante 

aT,/&t = constante 

II résulte donc des conditions (6.38) que la solution au prtkent problème est donnée 

par: 



Dans ces êxpressions, p est une constante inconnue. Pour déterminer cette 

inconnue, la solution sera complétée par l'équation de bilan énergétique (5.30) 

(où k' = 1) intégrée sur un volume de contrôle entourant l'une quelconque des 

régions extrêmes de la couche poreuse (voir en Annexe). En tenant compte des 

équations (6.39)- (6.42)' nous obtenons après manipulations algébriques l'équation 

transcendante suivante: 

Cette équation est résolue numériquement par la méthode de la sécante. 

La différence de température adimensionnelle pariétale est calculée par l'ex- 

pression: 



Par conséquent, le nombre de Nusselt est calculé par la relation: 

6.5 Résultats et discussion 

Les figures 6.34 et 6.36 montrent respectivement les profils de vitesse verticale 

et de température à mi-hauteur de la cavité (z = A/2)  lorsque R = 500, D a  = ld, 

6 = 90" et pour différentes valeurs de K'. Puisque les résultats sont sntisymé- 

triques par rapport à y, ces courbes sont seulement présentées pour O 5 y 5 0.5. 

La solution de l'analyse du régime de couche limite illustrée par des traits pleins 

continus est visiblement en accord avec les résultats numériques représentés par 

des cercles pleins. La figure 6 . 3 ~  indique que la vitesse à la paroi est nulle car, avec 

le modèle de Brinhan, 1 s  forces visqueuses sont prises en compte et la condition 

d'adhérence ou de non-glissement à la paroi est satisfaite. La vitesse croît et at- 

teint sa valeur maximale correspondant y, = [4/(pB)] tanh-' B. Dans la région 

centrale de la cavité, la vitesse tombe à zéro. En général, la figure 6-30 indique 

que l'intensité de l'écoulement est accentuée, par rapport à celle observée dans 

le cas d'un milieu poreux isotrope (K' = 1), lorsque le facteur d'anisotropie en 

perméabilité K' est beaucoup plus faible que l'unité, pour les mêmes raisons 6ve 

quées dans les études précédentes. Naturellement, la tendance inverse est observée 

lorsque K' est supérieur à l'unité. Les effets de K' sur les profils de tempéra- 

ture sont Uustrés à la figure 6.3b. Toutes les courbes ont une pente constante à 

y = O car un flux de chaleur constant est appliquk sur les parois verticales. De 

même, nous notons que la température sur les parois de la cavité chute lorsque 

la valeur de K' augmente. Nous pouvons conclure que, contrairement au cas de 



parois isothermes, l'effet de la convection n'est pas d'augmenter le flux de chdeur 

A travers les frontières mais plutôt de diminuer la température induite dans la 

cavité lors du processus de chauffage. Pour cette raison, les profils de température 

chutent lorsque K' devient plus faible, autrement dit, lorsque la convection est 

plus prononcée. 

Les effets de l'angle d'inclinaison B des axes principaux sur les profils de vitesse 

verticaie et de température sont présentés sur les figures 6.40 et 6.46 lorsque R = 

500, Do = 10-~ et K' = 0.25 (c'est-à-dire K' < 1). Les résultats indiquent que la 

température est respectivement maximale et minimale pour 6 = O" et 90°. Pour 

(K' > 1)' le résultat (non présenté ici) montre que dans ce cas la convection est 

maximale lorsque 8 = 00 et minimale lorsque B = WO. II en est de même pour 

l'écoulement convectif. 

Les effets du nombre de Darcy D a  sur le présent problème vont être mainte- 

nant examinés. Etant donné que l'équation de Brinkrnan est réduite respectivement 

à la situation de Darcy pur (modèle de Darcy) lorsque Da -+ O et à la situation de 

fluide pur (équation de Stokes) en l'absence des effets inertiels Iomque D a  -r oo, 

ces deux cas limites évoqués antérieurement seront d'abord examinés. 

(1) Da < 1: Lu situation du milieu de Darcy 

Lorsque D a  + O, nous montrons que p donné par l'équation (6.43) est réduit 

à l'approximation p = 2 ( ( a / ~ a )  I l2  +  l la) ?16). En substituant cette estimation 

dans les équations (6.39)-(6.42) et (6.44), nous trouvons que les champs de vitesse 

et de temp6rature et le nombre de Nusselt sont donnés par: 



relations qui sont consistantes avec celles prédites par l'analyse d'échelle précédente 

à travers les approximations (6.4) et (6.5). 

(2) D a  > 1: La situation du milieu fluide visqucuz 

Pour cette situation, la valeur de p est approximativement donnée par p = 
(8192  RU^)'^^ (où Ra = RI Da). Par conséquent, nous trouvons que les relations 

suivantes: 

T = -- * e-m/, cos (: y) + T, 1 
P 

P NU = - 
8 

sont en accord avec les prédictions de l'équation (6.7). 



En intégrant le profil de vitesse, l'équation (6.39) sur l'épaisseur de la couche 

limite, nous trouvons que le débit volumique résultant Q est donné par Q = 

64 R Dcr/(Da - 40)'. Similairement, les intégrations des équations (6.47) et 

(6.50) donnent QD = RI/' a-1/5 pour un milieu de Darcy pur et Q1 = 1.167 ~a'l~ 

pour un milieu fluide visqueux pur. A la figure 6.5, le débit volumique Q dans 

la couche limite est représenté comme une fonction de Da pour le cas R = 500, 

8 = 45" et pour d i f f ' t e s  valem de K*. Les résultats indiquent, en comparaison 

avec la situation isotrope (où K* = 1) que le débit volumique Q est accentué 

pour IP < 1 et réduit pour K' > 1. Comme précédemment discuté, la raison 

émane du comportement de K' vis-à-vis de KI et de K2 lorsque R est fixé. Aussi, 

la figure 6.5 indique que les débits volumiques prédits par le modèle de Darcy 

commencent & dévier du modèle de Brinkman à un nombre de Darcy qui est 

d'autant plus croissant que K' est plus élevé. Par exemple, cette déviation est 

observable à Da = IO-' pour K' = 0.25 et à Da = 10-~ pour K* = 4. Lorsque le 

nombre de Darcy est assez élevé, les résultats montrent que les courbes, pour une 

valeur donnée de K', tendent asymptotiquement vers la situation de fluide pur. 

Le nombre de Darcy requis pour atteindre cette limite croît lorsque la valeur de 

K' est plus élevée. 

Sur la figure 6.6, le nombre de Nusselt, donné par ['équation (6.45) est re- 

présenté en fonction de Da pour R = 500 et pour différentes valeurs de K' et de 

6. Un bon accord est observé entre la solution analytique et les résultats numé- 

riques. Il est clair, à partir de la figure 6.6, que lorsque Da est assez faible, Nu 

tend asymptotiquement vers une valeur constante qui dépend de K' et de 8. Cette 

limite où Da -, O correspond à la situation d'un milieu de Darcy pur pour laquelle 

Nu  est donné par l'équation (6.48). Donc, par exemple, Nu = 6 pour un milieu 

poreux isotrope (K* = 1, c'est-à-dire a = 1). Dans la situation de Darcy pur, les 

effets de I'anisotropie du milieu poreux sur le transfert de chaleur sont significatifs. 



Ainsi, pour 0 = 90°, le nombre de Nusselt Nu est égal à 10.4 lorsque K' = 0.25 

et égal & 3.5 lorsque K' = 4. Comparé à celui d'un milieu poreux isotrope, ce 

résultat représente une augmentation d'environ 73% du transfert de chaleur eme- 

gistrée pour le premier cas d'exemple et une diminution de 41% pour le second. 

Une tendance sirnilaire est observée pour 6 = 45' en dépit des dinérences qui sont 

moins importantes. En conclusion, lorsque la perméabilité du milieu poreux croît 

et engendre la croissance du nombre de Dany Da, les effets de I'anisotropie du 

milieu poreux deviennent de moins en moins importants. De même, la valeur du 

transfert de chaleur dans la cavité chute de façon significative. Lorsque Da est 

assez élevé, autrement dit, lorsque la résistance due aux effets pariétaux est prédo- 

minante par rapport à celle induite par la matrice solide, la présente solution se 

rapproche davantage de celle correspondant à la situation de fluide visqueux pur 

(équation (6.51)) et ce, indépendamment de I'anisotropie du milieu poreux. Cette 

limite est atteinte lorsque Du = 10, conformément aux conditions de la figure 6.6. 

Un autre aspect de I'effet de Da sur le transfert de chaleur est illustré par 

la figure 6.7 sur laquelle une corrélation de Nu en fonction de Da est présentée 

pour R = 500 et 100 et pour K' = 0.25 et 4. Le nombre de Nusselt prédit par 

le modèle de Brinltman commence à dévier du modèIe de Darcy à Da = 10-~ 
lorsque le mouvement convectif est relativement élevé (R = IO', Ka = 0.25) et à 

Da = 10-~ lorsque ce mouvement convectif est relativement faible (R = 5 x IO*, 

K' = 4). La situation de fluide visqueux pur est représentée sur la figure 6.7 

par des pointillés. Cette situation est atteinte approximativement à Da = 2 pour 

R = 5 x 10' et à Da = 0.5 pour R = 10'. Pou. des valeurs intermédiaires du 

nombre de Darcy, noua observons que les effets de I'anisotropie du milieu poreux 

deviennent beaucoup plus importants lorsque le nombre de Rayleigh est plus élevé, 

ce qui est previsible. 



La figure 6.8 montre les effets du nombre de Darcy Da et de l'angle 

dBorientation anisotrope 8 sur le nombre de Nusselt, pour R = 500 et K' = 0.25. 

Comme prévu, lorsque le nombre de D a ~ y  est assez faible (Da 5 IO-'), les solu- 

tions analytique et numérique s'accordent toutes deux avec celles correspondant à 

la loi de Darcy (équation (6.48)) et représentées par des pointillés sur le graphique. 

Dans cette limite, le transfert de chaleur est non seulement maximal mais égale- 

ment varie considérablement avec l'angle B. Le comportement du taux de t d e r t  

de chaleur aux valeurs angulaires B = 0°, 90' et 180' est en accord avec la va- 

riation de l'intensité de l'écoulement convectif en fonction de 8, conformément à 

la discussion faite sur la Bgure 6Aa. Au fur et à mesure que la perméabilité (et 

par conséquent le nombre de Darcy) du milieu poreux augmente, nous observons 

que, pour des raisons expliquées précédemment, le taux de transfert de chaleur 

chute progressivement et devient de moins en moins affecté par 8. Par exemple, 

le cas où Da = IO-' correspond à la situation de milieu fluide pur pour laquelle 

Nu = (2.25), en accord avec l'équation (6.51) qui est indépendante de B. 

6.6 Conclusion 

Le problème de la convection naturelle dans une cavité poreuse anisotrope 

verticale, soumise à des flux de chaieur constants appliqués à ses parois laterales 

a été examiné. Le milieu poreux est supposé hydrodynamiquement anisotrope 

avec les axes principaux de l'anisot ropie en perméabilité inclinés par rapport à 

la force gravitationnelle. Dans la formulation du probléme, le modèle de Darcy 

élargi par Brinkman pour satisfaire la condition d'adhérence (non-glissement ) aux 

parois est utilisé. Une solution analytique, valide en régime de couche limite, est 

dérivée s u  la base de la technique d'Oseen. De même, une procédure des différences 

h i e s  est développée pour vérifier la validité des résultats analytiques. Un excellent 



accord entre la solution analytique en régime de couche limite et les résultats 

des simulations numériques est obtenu pour une large gamme des paramétres de 

contrôle considérés dans cette étude. Les conclusions tirées ont été les suivantes: 

Io) Lorsque Da est assez faible (milieux à faibles poratités), le champ de 

l'écoulement est identifié à celui obtenu pour l'analyse en régime Darcy pur. Dans 

cette situation observable pour Da approximativement inférieur ou égal à IO-', 

les effets visqueux près des parois sont négligeables et le rapport d'anisotropie 

en perméabilité ont tous deux une forte influence sur le transfert de chaleur par 

convection naturelle. 

2 O )  Pour des valeurs intermédiaires de Da, la résistance aux frottements sur 

les parois devient graduellement plus importante et vient s'ajouter à la résistance 

à la friction induite par la matrice solide pour ralentir le mouvement convectif, 

lorsque Da est de plus en plus croissante. Par conséquent, les effets de I'anisotropie 

en perméabilité du milieu poreux sur le transfert de chaleur par convection sont 

progressivement inhibés. 

3") Lorsque Da est assez élevé (Da approximativement supérieur ou égal à 

IO), la présente solution basée sur l'extension du modèle de Darcy introduite par 

Brinhan s'apparente à celle correspondant au milieu fluide pur (en l'absence des 

effets inertiels) . 





Figure 6.2: Lignes de courant et isothermes pour R = 500, A = 1 et a) 

DU = IO-', 6 = oO, K* = IO-', t,6-, = 4.40, Nu = 5.909, 

Tmz = -TM = 0.247; b) D a  = IO-', 9 = O*, K* = 10-~, 

&>,, = 3.92, NU = 4.727, T,, = -Tkn = 0.3045; c) 

D a  = 10-~, 6 = 4S0, K* = IO*, = 0.79, NU = 1.173, 

Tmz = -Tmin = 0.576; d) D a  = IO-', 0 = 45*, K* = 102, 

= 0.785, NU = 1.170, Tm, = -Tkn = 0.5759. 



Figure 6.2: Lignes de courant et isothermes pour R = 500, A = 1 et e) 

D a  = IO-', 0 = 90°, K' = 10-~, = 4.77, NU = 10.781, 

Tm. = -Th = 0.2613; f) D a  = IO-', B = 90°, K' = IO-*, 

$,, = 4.175, NU = 5.414, Tm, = -Tmin = 0.3041; g) 

D a  = 10, = 0.0528, NU = 1-00, Tm, = -Th = 

0.5068 (suite et fin). 



analytique 

Figure 6.3: a) Effet du rapport d'anisotropie en perméabilité K' pour 

R = 500, Da = IO-* et B = 90' sur le profil de vitesse. 



Solution analytique 
Résultats numériques 

Figure 6.3: b) Effet du rapport d'anisotropie en perméabilité K' pour 

R = 500, D a  = IO-* et O = 90' sur  le profil de température. 



Solution anaiytfque 
Résultats numériques 

Figure 6.4: a) Effet de l'angle d'inclinaison B pour R = 500, Da = IO-* 

et K* = 0.25 sur le proiil de vitesse. 



Solution analyüque 
Résuftats num6riques 

Figure 6.4: b) Effet de l'angle d'inclinaison û pour R = 500, D a  = 10-~ 

et K' = 0.25 sur le profil de température. 
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Figure 6.5: Effet du nombre de Darcy sur le débit volumique Q pour 

R = 500,6 = 45O et pour dinrérentes valeurs de h". 



Figure 6.6: Effet du nombre de Darcy sur le nombre de Nusselt pour 

R = 500 et pour différentes valeurs de K' et de 8.  
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Figure 6.7: Effet du nombre de Darcy sur le nombre de Nusselt pour 

R = 500 et 1000, 8 = 45" et pour K' = 0.25 et 4. 
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Figure 6.8: Effet de l'angle d'inclinaison 8 sur le nombre de Nusselt pour 

R = 500, K' = 0.25 et pour dinérentes valeurs de Da. 



Chapitre 7 

Conclusions générales et recommandations 

Dans cette thèse, nous avons étudié les écoulements t hermoconvec tifs en milieu 

poreux anisotrope. Deux configurations à géométrie rectangulaire ont servi à la dé- 

f i t  ion de modèles physiques relatifs aux écoulements thermoconvect ifs externes 

(au voisinage d'une plaque verticale chauffée) et confinés (dans des cavités rec- 

t angulaires soumises à des condit ions thermiques variées). NOUS avons envisagé 

l'anisotropie en perméabilité dont les axes principaux sont orientés obliquement 

par rapport au champ gravitationnel et I'anisotropie en conductivité thermique. 

Dans l'environnement, les milieux poreux sont fortement anisotropes et peuvent 

être le siège de phénomènes thermoconvectifs naturels. La recherche des sources 

énergétiques naturelles et l'utilisation de ces dernières pour des applications en 

ingénierie ont conduit à l'étude de ces phénomènes thermoconvectifs naturels. En 

effet, la détermination du taux de transfert de &deur engendrée par le fluide en 

écoulement à travers les interstices de la matrice solide du milieu poreux a été l'ob- 

jectif atteint dans chacun des modèles physiques présentés. En outre, l'inexistence 

à date des solutions analytiques au problème physique d'une part et la rareté des 

investigations menées sur le sujet d'autre part, ont été la motivation de ce travail 

de recherche dont les conclusions sont ci-après présentées par chapitre. 

Dans le premier chapitre, nous avons posé le problème après avoir rappelé cer- 

tains éléments de terminologie aidant à la compréhension du thème de recherche. 



Nous avons fait le point des différentes applications pratiques de l'étude et passé 

en revue les principaux travaux disponibles dans la littérature. 

Dans le second chapitre, les équations de base décrivant les lois de compor- 

tement du phénomène physique et les hypothèses simplificatrices nécessaires ont 

été rappelées. De même, l'algorithme du calcul itératif basé sur les différences fi- 

nies a été décrit à travers des étapes où les équations gouvernantes précédemment 

rendues adirnensionnelles ont été traitées, 

Dans le chapitre 3, nous avons étudié la convection naturelle au voisinage 

d'une plaque verticale adjacente à un milieu poreux anisotrope en perméabilité 

et chauffée par une température ou un flux de chaleur uniforme. Les eEets des 

paramètres d'anisotropie sur l 'écoulement convec t if et le transfert de chaleur sont 

très significatifs. Nous avons trouvé que, pour (K' c 1) lorsque 0 = 0' et pour 

(K' > 1) quand 0 = 90°, l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée 

est parallèle à la plaque et par conséquent l'intensité de l'écoulement convectif 

est maximde. Aussi, pour une valeur fixée de 6, lorsque K' > 1, le transfert de 

chaleur croît en comparaison avec celui correspondant à la situation isotrope et 

décroît lorsque K' < 1. 

Au chapitre 4, la convection naturelle dans une cavité poreuse anisotrope 

en perméabilité et chauffée isothermiquement par les côtés a été examinée. Nous 

avona démontré que le transfert de chaleur est maximal lorsque l'orientation de 

l'axe principal ayant la perméabilité la plus élevée est pamllèle au champ gravi- 

t at ionnel et est minimal quand cet te orientation est perpendiculaire à ce dernier. 

Il en est résulté que la meilleure isolation thermique possible est obtenue lorsque 

1 'axe principal ayant la perméabilité la plus faible est parallèle au champ gravita- 

tionnel. Aussi avons-nous observé, pour 0 = 45'' une symétrie parfaite par rapport 

à la situation isotrope (K' = 1) entre les solutions correspondant à des valeurs 



h é e s  de R' et de A, de sorte que les résultats pour une valeur de K' sont équiva- 

lents à. ceux obtenus pour 1/K'. Une solution analytique basée sur une approche 

intégrale a été proposée et s'est bien accordée avec les résultats numériques. 

Dans le chapitre 5, les effets combinés de l'anisotropie en perméabilité et 

de l'anisotropie en conductivité thennique sur la convection naturelle dans une 

couche poreuse verticale exposée latéralement à un flux de chaleur constant ont 

ét6 investigués. Les résultats relatifs aux effets des paramètres de l'anisotropie 

en perméabilité sur l'écoulement et le transfert de chaleur, qui ont été obtenus 

au chapitre précédent, sont valables ici, car ils sont indépendants des conditions 

thermiques aux limites de la cavité. Par ailleurs, lorsque le rapport d'anisotropie 

en conductivité thermique k' est assez élevé (k' > 1) , I'écoulement convectif est 

accentué alors que le nombre de Nusselt se rapproche de l'unité. Aussi, lorsque 

(k' < l), Nu tend asymptotiquement vers une valeur constante qui dépend de 

R. Dans cette étude paraxnétrique, une solution analytique basée sur la théorie 

de l'écoulement parallèle a été proposée et s'est harmonisée à tous les régimes 

d'écoulement simulés numériquement. 

Au chapitre 6, nous avons analysé les effets visqueux pariétaux, à travers le 

modèle de Darcy-Brinkman, sur la convection naturelle dans une couche poreuse 

verticale et anisotrope en perméabilité. Une solution analytique valide en r6gime 

de couche limite et basée sur la méthode d'Oseen a été dérivée. La comparaison de 

cellesi avec les résultats des simulations numériques a révélé un excellent accord. 

Noua avons noté que, lorsque Da + O (milieux à porosités faibles où les effets 

de la viscosité du fluide au voisinage des parois sont négligeables), l'écoulement 

convect if est identique à celui correspondant au régime de Darcy tel que traité 

au chapitre 5. Lorsque Da -, oo (milieux à porosités élevées), le mouvement 

convectif est semblable à celui d'un fluide visqueux pur en l'absence des effets 



inertiels (écoulement de Stokes). Au fur et à mesure que Do augmente, les effets 

conjugués de la résistance aux parois et de ceile due à la friction induite dans la 

matrice solide deviennent de plus en plus importants et ralentissent le mouvement 

convectif. En raison de l'importance graduelle de cette résistance aux parois, avec 

l'augmentation de Da, les effets de I'anisotropie du milieu poreux sur la convection 

naturelle dans la couche verticale sont progressivement inhibés. 

Recommandations 

Les études sur les phénomènes thermoconvectifs en milieu anisotrope viennent 

de prendre fin dans ce travail qui, en poursuivant le champ de l'investigation, doit 

combler certaines insuffisances. En effet, nous tenons à rappeler que la loi de 

Darcy généralisée considérée dans chacune des études abordées dans les différents 

chapitres de cette thèse, repose sur la théorie quantitative du mouvement des 

fluides homogènes saturant la matrice solide. En d'autres termes, les perméabilités 

obsewées dans toutes les directions sont constantes et different les unes des autres. 

Néanmoins, en complément à cette disposition faisant état de l'anisotropie en 

perméabilité du milieu poreux, il reste posé le problème de la variation de chacune 

de ces perméabilités en fonction de la variable spatiale considérée dans la direct ion 

d'intérêt ou de l'écoulement, c'est-à-dire I'inhomogénéité du milieu poreux. Donc, il 

va sans dire que I'anisotropie et I'inhomogénéité sont les deux états qui réflètent la 

réalité physique dont dépend le mouvement des fluides à travers la matrice solide. 

Par conséquent, la considération simultanée de ces deux états du milieu poreux 

dans la modelisation des écoulements thermoconvectifs au sein de ce dernier est 

hautement souhaitable. Physiquement, dans les milieux aquiferes étroits qui sont 

naturellement anisotropes et inhomogènes, les activités géothermiques créent des 

gradients de température qui engendrent la convection naturelle. 



De même, les hypothèses simplificatrices conditionnant la dérivation des lois 

de comportement traduites par les équations gouvernantes utilisées sont assez nom- 

breuses et entraînent des restrictions qui peuvent altérer la compréhension du 

phénomène physique. Il est alors souhaitable de limiter ces restrictions en prenant 

en considération plus de réalisme physique dans la sélection de ces hypothèses. Par 

exemple, l'extension des études abordées dans le cadre de ce travail aux modèles 

tridimensiomeb pourrait révéler de nouveau résultats qualitatifs concernant les 

champs de température et de fonction de courant. Par ailleurs, ce réalisme physique 

pourrait transparaître à travers les modèles expérimentaux donnant souvent des 

résultats fiables qui valident au mieux ceux des simulations numériques. Malgré la 

rapidité de réponse et la puissance de calcul de ces dernières, l'expérience demeure 

le seul moyen sûr de rendre compte de la nature physique ou réelle des ph&+ 

mènes étudiés. Donc, la recherche expériment ale des différents modèles rapportés 

dans cette thèse s'impose et doit faire l'objet d'une observation particulière. 

En outre, pour de larges nombres de Reynolds basés sur  le diamètre moyen 

des pores, les effets inertiels deviennent importants. Or, dans la littérature, la 

plupart des études utilisent le modèle de Forchheimer qui n'est valide qu'en milieu 

poreux isotrope. II serait souhaitable de tenir compte de cette réalité physique 

dans les études subséquentes en milieu poreux anisotrope. Dans ce contexte, les 

résultats des travaux de Barak et Beur (1981) proposant un modèle généralisé qui 

décrit approximativement le comportement non linéaire de l'écoulement d'un fluide 

newtonien à travers u n  milieu poreux anisotrope et homogène, doivent recevoir plus 

d'attention. 
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Annexe 

Calcul du gradient thermique vert i d  C 
Bilan énergétique 

Considérons le volume de contrôle V de d a c e  S entourant l'une quelconque 

des régions extrêmes de la portion de la cavité poreuse ilIustrée par la figure 

suivante: 

flux 
EOI#EM1 

L'inthgration sur V de l'équation d'énergie (2.17) en r6girne permanent donne: 



En appliquant le théorème de Gauss, l'équation (1) s'écrit: 

où Z est la normale à l'élément de surface dS.  En développant l'équation (2)' il 

vient: 

Comme v=O sur les parois verticales (y = I1/2), nous avons: 

& = O  (4) 

De même, puisque u = O sur la paroi supérieure, nous obtenons: 

Aussi, cette paroi supérieure étant adiabatique, nous avons: 
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A cause de la condition de flux thermique uniforme spécifiée sur les parois 

verticdes, il vient: 

En tenant compte des équations (4)-(7)' l'équation de bilan énergétique de- 

vient: 

à n'importe qu'elle section z de la cavité. 

Dans le cas où le milieu poreux est supposé isotrope, k' = 1 et l'équation (8) 

est identique à celle obtenue dans le passé par Bejan (1983). 
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