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RESUME

Les méthodes de différences finies TVD et ENO en dimension 1 ainsi que
leur généralisation aux dimensions supérieures fournissent d’excellents résultats pour
les problémes a caractére hyperbolique. Comment expliquer que les méthodes clas-
siques d’éléments finis qui sont basées sur une formulation variationnelle soient si
peu performantes pour les mémes équations? Nous nous proposons dans cette these
de faire ressortir certaines idées fondamentales développées en différences finies et

de les adapter & la méthode des éléments finis.

En différences finies, c'est I'introduction d’interpolations discontinues judicieu-
sement traitées, qui a mené au développement des schémas TVD et ENO. Cette thése
a pour but de démontrer qu’a partir de la méthode de Lesaint-Raviart (qui utilise
elle aussi des approximations discontinues), on peut s’inspirer des schémas TVD et

les adapter tout au moins partiellement a la méthode des éléments finis.

Nous développerons donc, 4 partir de la méthode de Lesaint-Raviart., de nou-
velles méthodes qui tentent de limiter la génération et la propagation d’oscillations
dans les équations de convection pure. Plusieurs pistes sont explorées: projections de
la condition frontiére, développement d’une méthode mixte et finalement dévelop-
pement d’une méthode dite bornée, dont les propriétés se rapprochent sensiblement

des schémas ENO en différences finies.

Par la suite, on compare les méthodes développées sur un probléme simple
pour ne retenir que les plus prometteuses: les méthodes mixte et bornée. On applique
ensuite les méthodes retenues a des problemes de surfaces libres et plus particuliére-

ment aux problemes de coextrusion, de remplissage de moules et 4 des écoulements
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principalement régis par la tension superficielle. Ce faisant. nous introduisons une

nouvelle fagon de calculer le terme de tension superficielle.



ix

ABSTRACT

TVD and ENO finite difference methods used in one dimension and their generali-
zation to higher dimensions and to systems produce excellent results for hyperbolic
problems. How can one explain the bad performance of classical finite element me-
thods (which are based on a variational formulation) for the same equations? In this
thesis. we would like to adapt fundamental and successful ideas from finite diffe-

rences to the finite element method.

Using appropriately treated discontinuous interpolations. one gets in the fi-
nite difference field the now well known TVD and ENO schemes. The main goal
of this thesis is to demonstrate that. using the Lesaint-Raviart method (which is
also based on discontinuous approximations). one can be inspired by the ideas put
forward in the finite difference field and transpose them at least partially to the

finite element method.

We will thus develop some new methods. based on the Lesaint-Raviart me-
thod. which limits the generation and propagation of oscillations in the numerical
solution of pure convection problems. Many possibilities are explored: projections of
the boundary condition at the entrance of the domain. development of a new mixed
method and finally we propose a so called bounded method whose properties are

similar the those of TV'D schemes.

Subsequently. we compare these new methods on a simple problem. only to
retain the best two: the mixed and the bounded methods. We then apply them to

free boundary problems. In particular we consider the coextrusion of two polymers



and we compute injection molding problems. Finally. we apply our methods to pro-
blems where surface tension plavs a major role. Doing so. we introduce a new way

to compute the contribution of the surface tension term.
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‘ INTRODUCTION

Il v a tres longtemps que I'on sait résoudre. a une precision d ordre un. le probleme
de convection en différences finies. Les techniques utilisées pour construire de tels
schémas sont basées sur la notion “d’upwinding”. Depuis environ 15 ans on sait

comment produire des schémas d ordre supérieur de convergence qui:

(a) sont consistants:

(b) sont sous forme conservative:

(c) sont du second ordre dans les régions lisses (au pire du premier ordre pour

quelques points isolés).

(d) sont stables pour une forme discréte de la variation totale (pas d’oscillations
parasites). c’est-a-dire qu’ils ont une borne sur la variation totale de la solu-
tion numérique. du moins dans le cas scalaire et pour les systemes linéaires

unidimensionnels:
(e) préservent la monotonie:
(f) conservent des discontinuités discretes monotones stables et abruptes.

(g) convergent vers |'unique solution qui satisfait un forme géométrique et /ou ana-

Ivtique de la condition d’entropie (pas de solution non physique).

On réfere le lecteur aux articles de Osher [54]. Osher et Chakravarthy [35]. Yee.
Warming et Harten [76] pour les détails concernant ces propriétés. Ces méthodes
sont toutes englobées dans la notion de schémas TVD. Plus récemment les mét hodes

ENO ont vu le jour. Bien que ces méthodes ne satisfont pas encore une liste aussi



impressionnante de proprietés physiques. elles sont tout de méme essentiellement
non oscillatoires (d ot I"abréviation ENO en anglais) et sont globalement du second
ordre ou plus. Cependant. ces méthodes ENO semblent satisfaire elles aussi cette
liste puisque les solutions obtenues sont comparables sinon meilleures (4 cause de
leur précision du second ordre global) que celles obtenues par les méthodes TVD.
De plus. méme si des preuves des propri€tés de cette liste sont a notre connaissance
inexistantes pour les cas de dimension supérieure et les systemes non linéaires. la
généralisation des techniques TVD et ENO aux cas mentionnés fournit d excellents
résultats. De plus. les méthodes TVD sont au plus du second ordre alors que les
méthodes ENO peuvent étre aussi précises que l'on veut. Finalement. soulignons
que Godunov {29] a démontré qu'une méthode linéaire qui préserve la monotonie
est au plus d'ordre 1. Les méthodes TVD et ENO sont donc forcément non linéaires
(voir Harten [33] et Harten-Osher [34]) et on doit s'attendre & cette non-linéarité

pour les méthodes d’élements finis qui préserve la monotonie.

Pour la résolution de problémes de nature hyperbolique. les méthodes d’élé-
ments finis pour leur part semblent avoir pris un certain retard par rapport a leurs
contre-parties en différences finies. Il semble que les méthodes déléments finis n'en
sont qu’au stade de “'upwinding”. En général les méthodes d éléments finis satisfont
aisément les conditions (a).(b) et (c) globalement. Le but poursuivi dans cette these
est de reproduire la condition (d). La condition (e) ne sera qu'effleurée alors que (f)

et (g) ne seront pas considérées.

Le programme est donc le suivant. Dans le premier chapitre on introduit le
probleme général que I'on veut résoudre. On suivra avec un bref rappel sur les no-
tions de schémas TVD et ENO en différences finies et 1'état des développements

en élements finis. Le second chapitre traitera plus en détail de la notion de schéma



TVD et cela dans le but d’en tirer des conclusions que I'on veut appliquer par la
suite aux éléments finis. Le chapitre trois traite plus en détail de la notion d upwin-
ding en éléments finis et tente de dégager les lacunes par rapport aux mémes idées
en différences finies. Le quatrieme chapitre se veut une étude plus approfondie des
défauts de la méthode ~upwind™ de Lesaint-Raviart qui servira de point de départ
au développement de toutes les nouvelles méthodes de cette thése. Pour ce faire.
dans la premiére partie on construit une version continue de la méthode de Lesaint-
Raviart dans un espace de dimension infinie et on démontre I'existence et |'unicité
d’une solution par le biais d'une nouvelle méthode mixte. De cette étude on tire
des conclusions sur les conditions frontieres admissibles et la régularité du champ
de vecteurs nécessaire pour avoir un probleme bien posé. Dans la seconde partie on
démontre I'existence et l'unicité de la méthode de Lesaint-Raviart (cas discret) et
on étudie les raisons pour lequelles il v a génération de sclutions oscillatoires. On
montrera que la génération d’oscillations est due & la nature finie des espaces de
discrétisation et qu'évidemment. dans la liste des raisons. on retrouve une forme
discrete des conditions établies dans le cas continu. Une fois les mécanismes gene-
rateurs d’oscillations repérés. on introduit au chapitre 5 des solutions possibles a ce
probleme suivies d'une comparaison entre certaines formulations a 1'aide de Mathe-
matica. Le sixiéme et dernier chapitre se penche sur la validation numeérique de la
plupart des solutions envisagées au chapitre précédent et aux calculs de plusieurs
problemes de surfaces libres. En premier lieu on présente une modélisation générale
des probl>mes envisagés et par la suite on presente les résultats numeériques. Les

problemes que l'on résout numériquement sont les suivants:

(a) coextrusion de deux fluides newtoniens dans une géométrie simple (validation
des méthodes proposées et choix de I'une d’entre elles pour le reste des pro-

bléemes tests):



(b) Coextrusion de deux fluides dans une geéométrie complexe. cas newtonien / vi-

scoplastique (modeéle de Carreau) et newtonien/viscoélastique (de type PTT):

(c) Coextrusion dans une geométrie en T d’un fluide newtonien et d'un fuide

viscoélatique de type Oldrovd-B:
(d) Moulage par injection d'un fluide newtonien:

(e) Modélisation originale des effets de la tension superficielle.

Finalement. on terminera cette these par une conclusion concernant surtout

les méthodes proposées pour la solution des problemes de convection pure.



(1}

CHAPITRE 1
Position du probléme

1.1 Description du probléeme, motivation et applications

Cette these est principalement vouée a la construction d'une méthode d'éléments

finis pour résoudre le probleme de convection suivant:

af(;;'t)+J(5.z).Vf(f.z)=s(f.t). V(I.t)eOxT (1.1)

ou 2 est le domaine des variables spatiales et T celuj de la variable temporelle. Le

probleme (1.1) est bien posé losqu'il est sujet a la condition initiale:
fI3.0) = fo(F (1.2)
et a une condition aux limites:

flr.ty= f~(r.t) sur 99~ (1.3)

ou:

00~ H (Fean|a(i.t)- 7(7.1) < 0)

et ou on définit également:

a0+ & {7 € 90| A(F.t) > 0}
o° = {7 € 9Q)d(F.1) - A(F.¢) = 0}
Dans cette équation. &(Z.t) = (u1(Z.t). ua(Z. t)) est un champ de vitesses qui est

généralement obtenu en solutionnant les équations de Navier-Stokes. s(Z.t) est un



terme source. n(r.t) est la normale extérieure 2 Q et finalement F = (zy.r2) est le

vecteur position.

Une fois une telle méthode obtenue. on pourra I utiliser pour la simulation nu-
merique de divers procédés de mise en forme des polymeres tels la coextrusion et le
moulage par injection puisque I’équation (1.1) intervient dans la modélisation de tels
écoulements. Les méthodes seront aussi en mesure de simuler des phénomenes tels
l'effet fontaine ainsi que des écoulements extrémement complexes principalement
dominés par la tension superficielle entre deux fluides. Pour la modélisation de ce
type de probléemes il est nécessaire de connaitre la position des interfaces séparant les
différents fluides présents dans 1'écoulement. Pour ce faire au moins deux stratégies
sont utilisées: lagrangienne (évolution des interfaces) et eulérienne (détermination

des interfaces a posteriori).

La premiere stratégie reproduit 1'évolution des interfaces. En effet. certains
noeuds du maillage sont identifiés avec la position initiale des différentes interfaces
et une méthode lagrangienne est utilisée pour déterminer leur évolution. Ainsi. la
position des interfaces est directement obtenue. L application d'une telle méthode
modifie considérablement le maillage et de temps a autre il est nécessaire de ré-
organiser celui-ci en figeant l'interface. Il s'ensuit une restucturation complete du
reste du maillage. Lorsque deux fluides se rencontrent (en moulage par injection
par exemple) la méthode éprouve des difficultés majeures puisqu’il est difficile de
modéliser correctement la collision des noeuds i la ligne de fusion. Le lecteur peut
se référer a Crochet [32] oil la méthode lagrangienne est utilisée pour la prédiction
du gonflement en sortie de filiere. Cependant. puisque l'interface est connue en tout
temps cette méthode facilite I'imposition d’une condition d'interface comme lors de

la prise en compte des effets de la tension superficielle.



La méthode eulérienne utilise un maillage unique et reproduit les interfaces via
une fonction f. dite de pseudo-concentration. qui est calculée dans tout le domaine.
Les différentes interfaces sont extraites de la fonction de pseudo-concentration en
les identifiant a certaines isovaleurs de f et en suivant leur évolution. Dans ce cas.
la fusion de deux fluides ne présente aucune difficulté particuliére. Cependant. cette
méthode nécessite I'introduction d’une équation aux dérivées partielles supplémen-
taire de type hyperbolique de la forme (1.1). ou f représente la fonction de pseudo-
concentration transportée dans le domaine. De plus. une modélisation volumique
des phénomenes dinterfaces doit étre élaborée pour tenir compte par exemple de la
tension superficielle. Cette stratégie fut adoptée pour la méthode VOF. ~Volume of
Fluid™. de Hirt et Nichols [37] ainsi que pour la méthode de pseudo-concentration
de Thompson [66] . de Thompson-Smelser [67] et dans Lafaurie et al. [43]. On réfere
le lecteur a I'excellent article de Shen [63] pour une revue compléte dans le cadre

du moulage par injection. C'est cette derniere méthode que nous emploierons dans

cette these.

Malgré la forme simple de (1.1)-(1.2)-(1.3). ['approximation numérique de
'équation (1.1) est loin d’étre directe. En effet. il est bien connu que les méthodes
classiques de différences finies ou d’éléments finis ne sont pas stables ou sont trop
grossieres. En général. les solutions numeériques du probleme (1.1) présentent des
oscillations indésirables ou de la diffusion excessive. Cette remarque nous fait réfle-
chir sur la possibilité de multiplication ou de perte d'isovaleurs conduisant i une
confusion sur la véritable positions des interfaces. Puisque les propriétés rhéolo-
giques des différents polvmeres sont déduites de la fonction f. des oscillations peu-
vent conduire a des situations non physiques comme des viscosités négatives. Une

pseudo-concentration oscillatoire introduit des erreurs. ce qui n’est jamais apprécié



lors de la résolution d'équations non linéaires. Il est alors nécessaire d utiliser des
meéthodes plus sophistiquées pour résoudre (1.1). En différences finies on a créé des
méthodes d’ordre deux ou plus qui satisfont une certaine forme de stabilité. Le but
de cette thése est de présenter une version modifiée de la méthode Galerkin discon-
tinue (introduite par Lesaint et Raviart [49]) qui intégrera les idées de base utilisées

dans la construction des méthodes stables et précises en différences finies.

1.2 Méthodes TVD, TVB et ENO

Il v a environ une quinzaine d'années. les méthodes dites TVD (total-variation-
diminishing). TVB (total-variation-bounded) et ENO (essentially non-oscillatory)
sont apparues dans le domaine des différences finies (voir entre autres Chakravar-
thy [8]. Davis [14] et Yee-Warming-Harten [76]). Pour discuter de ces méthodes on

utilise une version simplifiée (unidimensionnelle) du probleme (1.1):

af(r.t) of(z.t)
T+U(I-!)T—O. Viz.t)e [ xT

f(z.0) = fo(r) Vrel
Dans ce cas. on sait que pour la solution continue aucun nouveau minimum (maxi-
mum) ne sera créé et que les minima (maxima) déja existants ne décroitront pas
(n’augmenteront pas). Ces deux derniéres propriétés entrainent que la variation to-
tale est non croissante (voir Lax-Wendroff [47]). La variation totale dans le cas
continu est donnée par:

TV(f(t)) = max{ > |f(1‘1+1-f)—f(1'1~t)|}

AreA r,€ar

ou z; est le j*“™¢ point de la partition Ax. et \ est I'ensemble de toutes les partitions
possible. Dans le cas discret on espére obtenir une méthode qui satisfait un analogue

de ce concept de stabilité. On définit la notion de variation totale discrete de la fagon



suivante:

TV(fY) =3 1 = 71

J
ou fI' = f(r,.t") avec z; le j'*™ point de la discrétisation et t" le n'¢me pas de

temps. On dira qu'une méthode est TVD si elle satisfait:

TV < TV(f™) Yn. At tels que 0 < nAt<T

et qu une méthode est TVB si:

TV(f**')y < B V¥n.At tels que 0 < nAt<T

ou B dépend uniquement de TV'(f°). On conjecture de plus (voir Harten [33] et

Harten-Osher [34]) qu'une méthode est ENO (presque TVD) si:

TV(f™') STV(f™) + O(h'*?) ¥n. At tels que 0 < n At < T

pour un certain p > 0.

Ces méthodes découlent principalement des concepts pionniers de Van Leer
[70. 71. 72. 73. 74] qui ont menées aux schémas MUSCL (monotone upwind schemes
for conservation laws). L'avantage principal de ces types de schémas numériques est
qu'ils vérifient tous un analogue de la stabilité liée & la variation totale. Cependant
tous ces concepts ne sont valables que lorsque I'équation (1.1) est unidimension-
nelle. Des résultats de stabilité sont possibles dans le cas des systemes linéaires en
dimension supérieure (préservation de la monotonie). Les méthodes TVD peuvent
étre d'un ordre de précision tres élevée mais une dégradation de leur précision est
inévitable prés des discontinuités. Les méthodes TV B sont aussi tres précises et leur
ordre de précision est global. Les méthodes ENO peuvent étre extrémement précises
mais les preuves de convergence et de stabilité sont inexistantes i notre connajs-
sance. [l en est de méme pour la généralisation de ces méthodes au cas non linéaire

(multidimensionnel) mais leur utilisation donnent d'excellents résultats [76].
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1.3 La notion d’upwinding.

L’expérience obtenue en différences finies nous montre qu’il n’est pas suffisant d"ap-
proximer (1.1) mais qu'il faut de plus que cette méthode d’approximation tienne
compte de l'aspect physique (la solution est liée a une famille de courbes dites ca-
ractéristiques) de la solution. En gros. cela veut dire que la méthode d'éléments finis
doit modéliser d'une fagon ou d’une autre le fait que l'information de la solution
de (1.1) se trouve le long des caractéristiques. Autrement dit. le schéma numeérique
doit utiliser I'information la plus pertinente possible et cette derniere se trouve en
remontant les caractéristiques. Ces quelques lignes définissent la notion d’upwin-
ding. Cette notion d'upwinding est en général  la base des méthodes numeériques

suivantes:

(a) TVD. TVB. ENO (différences finies).

(b) SU. SUPG. Lesaint-Raviart (éléments finis).

Cependant. ce qui vient d'étre dit dans le paragraphe précédent montre que
le schéma recherché doit satisfaire un analogue de la stabilité basé sur la variation
totale de la condition frontiére. Ce genre de considération est & notre connaissance
inexistant en éléments finis. On ajoute que la majorité des méthodes mentionnées
en (a) sont basées sur la résolution exacte de (1.1) et sur une approximation de (1.2)

non oscillatoire et qui conserve la masse.

En conclusion. on cherche une méthode d'éléments finis pour solutionner (1.1)-
(1.2) qui mime ou conserve un maximum de propriétés de la solution continue et

de la condition frontiere. Ces propriétés ne doivent cependant pas dépendre de la



partition utilisée (taille des éléments).

11
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CHAPITRE 2
“Upwinding” en différences finies

Dans ce chapitre on cherche  résoudre numériquement ['équation de transport

unidimensionnelle non linéaire:

af _aF(f) _ ,
T P (=D

avec la condition initiale: -

f(r.0) = fo(z) (2.2)
dont la forme la plus générale est celle des systemes conservatifs:
of  OFf) _
ot T & o, =0
fIF.0) = fo(T) VFe R

-

avec f = (fiE.4). flF-1). oo funl EONT. Bl F) = (@) g e e g (F)T des vec-
teurs de dimension m. F = (z,.r,. .... In,) ou ng représente la dimension spatiale et

-

fo(Z) une fonction vectorielle prescrite sur Q.

Il est suffisant pour atteindre les objectifs de ce chapitre de considérer (2.1)
et les conclusions obtenues seront utiles pour construire la méthode d éléments finis
désirée. Cette restriction se justifie par un raisonnement trés simple. Si une solu-
tion numérique n’arrive pas a résoudre correctement (2.1). comment peut-on espérer
que la généralisation de cette méthode réagisse correctement pour (2.3) ot en plus
du caracteére non linéaire. la complexité mathématique augmente avec la dimension

spatiale. Une autre raison de se limiter & (2.1) est que dans ce cas les propriétés
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de la solution analytique sont bien connues (voir [47]) et on dira que ce sont des
propri€tés physiques. Ces propriétés physiques ont des analogies d;rectes dans le cas
discret et génerent ainsi différents concepts qui. lorsqu’incorporés dans des schémas
de différences finies. produisent les méthodes les plus stables pour résoudre (2.1).
De plus. I'expérience d'une quinzaine d années en différences finies montre que si on
s assure que la solution numeérique de (2.1) posséde ces propri€tes physiques alors la

genéralisation des méthodes a (2.3) fournit d’excellents résultats.

Une revue de ces différents concepts est le but de ce chapitre. Les méthodes
pour résoudre (2.3) sont souvent des méthodes dites ~d'upwinding”™ meéme si le
lien direct avec la notion d’upwinding est souvent vague. On retrouve cette tech-
nique “d'upwinding” a ses débuts dans Godunov [29] en différences finies et dans

Zienkiewicz[77] pour les éléments finis.

2.1 Différences finies: méthodes TVD.

2.1.1 Une méthode d’ordre un: le schéma de Godunov

Les fondements de |"-upwinding™ dans le domaine des différences finies se retrou-
vent dans la construction du schéma de Godunov. On veut résoudre le probléeme
de convection unidimensionnel non linéaire (2.1). En premier lieu on doit définir a
chaque pas de temps une fonction discrete (la plus simple possible) pour remplacer

la condition initiale. On écrira donc:

7ol / Flr.t")dr (2.4)

7 Az [£,_1/2.554172]
ol f(z.t%) = h(z). t°=0.t" = t° + n\t et T4+ = T+ 3Ar avec 7 € {—1/2.1/2}.
La figure 2.1 montre une projection constante dans chaque intervalle [z;_;/2. 1, 41/2]-

Il est a noter que (2.4) conserve la “masse linéique™ (aire sous la courbe) et ne crée
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1. | \ / 1
.PJ/ X, X, X X

Figure 2.1  Projection constante par morceaur de la condition initiale.

Y

-

Jamais de nouveaux maxima ou minima. En effet:

[V
(W]

/[x Tydl'zA.rT? =/ flzr.t")dr (2.

)_1/2.1')+1/2] [Ij—l/2':1+1/2

et en utilisant le théoreme de la movenne:

min {f(t"-I)II € [11—1/2-%4—1/2]} < F, < max {f(f"-f)ll‘ € [1‘1-1/2-IJ+1/2]}

(2.6)
ce qui montre bien qu'aucun extrema ne peut survenir. On introduit les notations
e . . 3 o) g 2 1
suivantes: V', = (. Z). A, = (nz.n,) et Q, x ["t1/2 = (£ 12 2,412] x [E7 87T

alors en intégrant (2.1) sur Q, x I"*2 (voir la figure 2.2). on a:

/ V.- (F(f). fdrdt =0
Q, x [n+1/2

Par le théoreme de divergence ceci devient:

A(Q,xlnﬂ/:)(f‘f) -nds =0

ou encore (voir encore la figure 2.2):

- fls.t™)ds + F(f(z,41/2-8))ds

[z,-172.2,4172] [en.en+1]

+ S.tn+l dS— f I._ ',S dS:O
‘/[1']_1/2.:]+1/2] f( ) / (f( 7 1/2 ))

[tn'tn-f-l]
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Figure 2.2 Contour d’intégration pour le schéma de Godunov et deur problémes de
Riemann sans interaction (cas de deur zones de raréfaction).

En divisant par Ar. en utilisant I'approximation (2.4) et en réorganisant les termes

on trouve:

_l
Ar

Si flz,_1/2.5) et f(z,41/2.5) étaient connus pour tout s € [t".t"*!]. on pourrait

—n+1 —-n
fi=1

-/[t".t"+l] (f(f(-l']+1/2.5)) - .F(f(.l’_,_l/z_s))) ds (2.7)

calculer les intégrales intervenant dans (2.7). Heureusement. chaque coté r, ;)
€t I,11/2 au temps " sépare deux “états” constants respectivement {fioi-f1} et
{fI'. fi1}. La recherche de la solution dans I'espace et le temps de (2.3) avec comme
conditions intitiales les “états™ mentionnés ci-haut constitue un probleme dit de Rie-
mann. Ce probléeme de Riemann se résout numeriquement. & un coup tres élevé. et
fournit ainsi les valeurs recherchées en T,—1/2 € I,.y/2 pour t > t". Puisque le
probleme de Riemann n’'est résolu qu'approximativement. il est intéressant de voir
Jusqu'a quel point la précision de la solution numeérique affecte le schéma global.
En se basant sur cette idée. des chercheurs ont élaboré des solveurs de Riemann
moins précis mais surtout moins coiiteux. qui ne dégradent pas la méthode de Go-
dunov mais augmente grandement sa rapidité globale. On consultera a cet effet P.
L. Roe [60] et [9] qui présente des schémas basés sur des solveurs de Riemann appro-

chés qui sont treés efficaces. La solution d'un solveur de Riemann donné sera notée
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Figure 2.3  Interaction entre deur problémes de Riemann: indétermination de la fonction
en tntl,

par R(z,41/2.t) Le pas A\t doit étre choisi suffisamment petit afin que les problemes
de Riemann adjacents restent indépendants les uns des autres. Cest la condition
classique de Courant-Friedrich-Levy ou condition CFL (voir les figures 2.2 et 2.3).

En multipliant et en divisant I'intégrale de (2.7) par \¢{. on peut maintenant écrire:

—n+1 —-n .At —n .
f =1, _3(774—1/2 f_]—l/2) (2.3)
ou:
I
Fo12 = X7 Jo oy T B Et1205))s (2.9)

On note que le schéma utilise ici de I'information non seulement pertinente mais
exacte. On peut donc affirmer que le schéma en est un qui solutionne exactement
(2.1) pour une condition frontiere constante par morceaux. approchant (2.2). On

résume le schéma comme étant constitué des deux operations suivantes:

(1) projection non oscillatoire qui conserve la masse:

(2) transport exact d'une condition frontiére approchée.
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Figure 2.4  Schéma de Godunor dans le cas particulier ou u > 0.
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Figure 2.5 (1) Projection sur les constantes par morceaur.

Afin de donner une interprétation graphique du schéma de Godunov on utilj-
sera la version linéaire de (2.1). Dans ce cas. F(f(x.t)) = uf(z.t) avec u une cons-
tante positive et la solution exacte est tout simplement f(z.t) = f~(z—ut). Dans
ce cas. la figure (2.1) montre que f(z;_1/2.t) est constante pour t" < ¢ <t 4+ At
(st Af nest pas trop grand et vérifie la condition CFLs: adt/Ar < 1) et égale a
—

f,-1- De méme f(xj41/2-t) est aussi constante et égale a Ty pour t" <t < " + At.

L’équation (2.8) se traduit par:
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;.nol

Figure 2.6  (2) Transport ezact de (1) pour u > 0 (At = 2\ ).

On retrouve alors le schéma amont classique d'ordre un et cette méthode se traduit
graphiquement par les figures 2.5 et 2.6. Pour simplifier la représentation graphique
on a choisi un pas de temps \¢ tel que le transport soit exactement de longueur Ar
(At = Ar/u). De fagon générale les méthodes d’upwinding produisent des schémas

qui sont d’ordre un. caractérisés par une diffusion excessive.

2.1.2 Une méthode d’ordre deux: le schéma de Lax-Wendroff

Afin de remédier au probléme de diffusion excessive. des méthodes d ordre supérieur
presque partout et non oscillatoire (dite de haute résolution) ont été développées par
plusieurs auteurs. Ceci a débuté avec les schémas MUSCL de Van Leer [72]. Pour la
suite de ces rappels on se limite aux schémas d’ordre deux dans le cas linéaire avec
u > 0. Cette restriction est facilement justifiée puisquelle simplifie la présentation
et apporte un point de vue éclaircissant sur les notions de base. De plus. la méthode
obtenue possede une interprétation géométrique extrémement simple. Finalement
le contexte est suffisamment riche pour nous permettre d'en tirer les conclusions

nécessaires a la construction de schémas stables.
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A la section précédente on a utilisé une condition initiale approchée constante
par morceaux. Dans ce qui suit on remplace la projection (2.4) par une projec-
tion linéaire pour I'évaluation des intégrales de flux (2.9). Une telle projection peut

s écrire:

- — PYi
flr.t")y = i+ <£) (r—1r,) Yre [1'1_,/2..1']_,_1/2]. (2.10)

ou une pente possible (57/()1‘) est donnée par:
(5) =P
dz Ar
Cette méthode de projection sur les fonctions linéaires par morceaux est représentée
graphiquement a la figure 2.7. Cette projection est en quelque sorte arbitraire mais
a I'avantage de conserver la masse (voir (2.3)). Quel est I'ordre de précision de cette
projection? De ce choix pour la projection qui est d'ordre deux en espace (voir
Harten [32]) et des développements qui suivent. on tire la méthode d’ordre deux en

espace et en temps bien connue de Lax-Wendroff.

A l'aide de (2.10). de la figure 2.3 et des paramétrisations naturelles r et ¢. on

évalue l'intégrale de flux de (2.7) en J — 1/2 par:

tn+l tn+l

f]—l/? = i f(f(l'_]_l/g.t)dt = /tn Uf(l'_}_l/-z.t)dt =
S n - £ =7, Ar A¢
~/r;—1/2-u:lt flz.t%)dr = uAt (fl—l + = .AIJ I(IJ—I + N u? - 11—1)) .

Le résultat étant obtenu a l'aide de la formule du point milieu (exacte dans ce cas
si uAt < Ar) et du fait que le jacobien de la transformation est udt — dr. En

remaniant les termes on obtient:

Froip=udt (Fy 4+ 50— u T (T, -T-0) (2.11)
De méme on trouve:
— 7n 1 At —-n N .
Fit172 = ult (fJ +§(l —UK;)(fj“ —fJ )) (2.12)
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En reportant dans (2.8) on trouve le schéma classique d’ordre deux en espace et en

temps de Lax-Wendroff [47. 1] sous sa forme upwind [64. 1].

—n —n At o I At At -n | PUE
fJ+l =fj - uA_I(fJ - fj-l) B 5(1 - uE)(uE) (fh"l _2f1 +f1—1) (2.13)

ou Ar — u\t > 0 lorsque la condition CFL est satisfaite. On interprete donc
cette forme du schéma de Lax-Wendroff comme étant une approximation d’'ordre
un en espace et en temps a laquelle on a ajouté un terme d antidiffusion numerique
(uAt/2)(Ar —uAt)@*£/dr2. On tire la conclusion que ce terme d antidiffusion est le
genérateur des instabilités du schéma de Lax-Wendroff puisqu’il est bien connu que
la différence divisée upwind est diffusive. On souhaite donc contréler d une facon ou
d’une autre I'intensité de ce terme d antidiffusion. Jusqu’a le rendre possiblement nul
aux endroits d'instabilités tout en conservant une précision du second ordre (antidif-
fusif) ailleurs. On aura alors construit un schéma alternant entre une forme diffusive

et antidiffusive (alternant entre l'ordre un et 1'ordre deux).

Afin de construire un tel schéma. on introduit maintenant la notion de li-
miteurs. Soit = une fonction (dont on ne donne pas les variables dépendantes afin

d’avoir un maximum de flexibilité) qu on placera devant le terme d antidffusion pour

obtenir:
-n+1 —-n At —n —n > At At —n —n —n
i =f, —ugs (fJ —f,_l) —%(1 —UE)(US;)(LH —-2f, +f,_l>

¥ doit étre positive ou nulle puisque pour le probleme négatif on rajouterait de
la diffusion a la différence amont ce qui est peu souhaitable. Cette technique est
complexe dans le cas général. les choix possibles pour la fonction - et ses variables
dépendantes n'étant pas directement accessibles dans le cas genéral. Il existe une
facon simple de déterminer une fonction partiuliere > et ses variables dépendantes.

Cependant. I'analogie utilisée dans ce cas suggere une redéfinition plus générale de
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¥ et cette nouvelle définition permet de construire les schémas TVD. En effet. si on

réorganise les termes de (2.13). on obtient facilement:

= T - ut (T + 30— udt)(Fy — )

— (P = 50— udt)(T; - T,

ce qui nous permet de redéfinir les intégrales des flux (2.11) et (2.12) comme étant:

- —n - At —n
Fi-1/2 = ult (f}—l + 5(1 - US)( P f1—1)>
et
= —=n 5 At —n
_FI_‘,I/'_):UAt (f.l —g(l_uz_‘r)(f)-{»l—fj ))

En comparant ces définitions avec (2.11) et (2.12). on remarque que l'on a tout
simplement modifié les pentes des projections (2.10) (qui étaient arbitraires de toute

facon) et ces dernieres s'écrivent:

1

ety =7+ 2] =Tz = x,00) V€ [2,-5/2.2,1p0]

et
@) = F] + o(Fe = F))Nx = 1,) V1 € (2,102,412

Ici ;> est identique sur deux intervalles adjacents ce qui entraine que > est constante
sur tout le domaine en z pour un #* donné. Cette méthode est donc peu flexible
puisqu’il faut limiter I'antidiffusion partout. ce qui risque d'introduire trop de diffu-
sion. L'analyse d'un tel procédé. qu'en appellera limiteur d"antidiffusion. a sirement
un intérét mais s éloigne sensiblement des propos qui nous intéressent. notammant
les schémas TVD. On fait I'importante remarque qu'en éléments finis. |'argument
de base conduisant a la méthode SUPG est identique a ce qui vient d'étre décrit.

Ce qui conduit bien sir 4 une méthode tout aussi rigide.
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En différences finies on assouplit 1'idée de base par le raisonnement suivant.
L'interprétation ci-haut du limiteur d'antidiffusion comme étant en fait un limiteur
de pentes nous offre la possibilité de choisir un limiteur de pente différent d’un

intervalle a 'autre (c’est I'approche utilisée en différences finies). On a finalement:

R — [(OFf
flrt™)y = f + (d—i) (r—1z,) Y2 € [r, 157,41,

ou: _
a_f _ ,_n(-?:l-#l — 7.7)
dr) T/ Ar

et on parlera alors de limiteur de pentes (de flux). Si ¥, satisfait certaines propriétés

(voir [64]). alors on a le schéma TVD suivant:

f_1+l :fj —US (fj _fj—l)_§(l—u3 (UE) (’;;l(fji'l _fl)—;f—l(fj _f']—l))

Pour bien saisir ce processus de limitation de pentes on décrit graphiquement
les étapes de résolution du schéma de Lax-Wendroff 2.13. Il s"agit encore une fois

des deux meémes propriétés:

(1) projection qui conserve la masse:

(2) transport exact d'une condition frontiere approchée.

Si a l'étape (1) il était possible de choisir les pentes de telle sorte que les
propri€tés générales de la condition initiale soient conservée (la construction des
projections conserve la masse et on espere par exemple conserver la monotonie. voir
Harten [32] et Van Leer [71]) alors on aurait obtenu un schéma stable. En se reme-

morant les propriétés (2.3). (2.6) et les figures 2.9. 2.10 et 2.11. on conclut que la
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~«——— maximum

Figure 2.9  Condition limite approchée lin€aire.

r ~«——— maximum

Figure 2.10  Transport eract.

\; -€—————nouveau maximum

~«——— maximum

Figure 2.11  Projection sur les constantes par morceaur (pointillés).



notion de schémas TVD prend alors la forme:

(1) projection non oscillatoire (pas de nouveaux minima ou maxima) qui conserve

la masse et la monotonie:

(2) transport exact d'une condition frontiere approchée.

C’est la propriété (2.6) qui est prise en défaut en plus d’une perte de mono-
tonie (voir figure 2.7). Sweby [64] résume dans un cadre plus général et sous un
autre angle les conditions nécessaires pour que les limiteurs de pentes transforment
le schéma de Lax-Wendroff en un schéma TVD. On peut aussi consulter [32] pour

un traitement plus prés du nétre dans le cadre de la construction de schémas ENO.

Par souci de complétude. on présente un limiteur tres populaire ainsi que la
modification obtenue sur la projection (la conservation de la monotonie ne crée pas
de nouveaux extréma. voir figure 2.12). Pour une revue compleéte on se référera a

[64] et a la bibliographie incluse.

(1 Sif-’;‘%zl
J1+1 f
S ) = ff——f-; si0<ffn_—,§ 1
J+l_fJ J+1 f
o SU(ST = fr )y — f7) <0

Une interprétation grossiere de 'effet de ce limiteur est obtenue en observant la
figure 2.13 (c’est notre interprétation premiere de limiteur d"antidiffusion). Dans ce
cas. les méthodes a limiteurs de flux passent localement d'une méthode d'ordre un

en espace et en temps (la ou l'on rencontre un fort gradient. en r,_etr,.o=0ce
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. qui entraine une différence finie amont) 4 une méthode d ordre deux en espace et en

temps (Lax-Wendroff partout ailleurs). Le cas général étant une subtile pondération

entre ces deux schémas limites.
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CHAPITRE 3

“Upwinding” en éléments finis.

Ce chapitre rappelle les principales méthodes d éléments finis qui sont basées
sur la notion d'upwinding. En premier lieu mentionnons que la méthode de Galer-
kin a fait ses preuves pour la résolution de problemes elliptiques ou paraboliques
et que les solutions obtenues par cette méthode possedent d’excellentes propriétés
(voir entre autres [40. 11. 59]). En ce qui concerne les problémes hyperboliques. la
méthode de Galerkin fournit des solutions inutilisables lorsque la solution possede
de forts gradients. Dans ce cas. de fortes oscillations. générées pres des régions a fort
gradient. envahissent presque tout le domaine de calcul. Ce défaut est tres ennuveux
puisque les solutions de (2.1) possedent souvent des zones a fort gradients pouvant

meéme former des discontinuités (voir Lax [47]).

Dans un premier temps on se concentrera sur le cas unidimensionnel et dans
un second temps on développera les différentes généralisations au cas de dimension
supérieure. Comme en différences finies cette généralisation ne se fait pas automa-
tiquement. Pour donner le ton & notre discussion on considere le probleme simplifié

suivant:
—€e=— +u—=1 dans (0.L)
T T
(3.1)

On se limite au cas stationnaire en invoquant le méme argument qu'a la section

précédente. En effet. comment peut-on espérer obtenir une solution du probleme
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instationnaire si la solution du probléme stationnaire est inacceptable. De plus I'ap-
plication de la méthode des éléments finis est plus facile a suivre puisque les inté-
grales qui interviennent sont obtenues directement. Etudions donc brievement (3.1).

sa forme adimensionnelle étant:

e £f i—é dans (0.1)

uldr? " dr  u

La solution analytique (voir figure 3.1) est donnée par:
L es/" — 1]
+, . _ (L e -1
f-,(x)—(u)[x e‘/"—IJ vr e [0.1]

ou 7 = ¢/ul et le signe + est choisi en fonction du signe de u. Lorsque ~ — 0 avec

u<0:
L
_ _ " (x—1) VIE(O.I]
0 enr =20
et siu >0 on a:
L
m (.1') Vr € 0. 1)
e = e = | ) |
0 enr =1
Par ailleurs. la solution de (3.2) pour ¥ = 0 et u < 0 et la condition frontiere
f(1) =0 est:
_ L
= (Z) -
u
et lorsque u > 0 avec la condition frontiere f(0) =0 on a:
L
@ =(2) ()
u

Les graphiques de ces solutions sont aussi donnés 2 la figure 3.1. Si on utilise la

méthode de Galerkin classique avec des éléments linéaires par morceaux (continus)
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Figure 3.1  Solution de (3.2) avec e # 0 et e =0 (u >0 et u < 0).

de longueur fixe 4. il est dans ce cas facile de vérifier que la discrétisation de (3.2)
s écrit:

€

-— j=l..N—-1 (33

1
(fimn = 2f, + fm1) + ﬁ([}+l - fi-1) =

avec f; = fa(jh). j = 0.....N et fo = fv = 0. On démontre qu une des valeurs
propres de cette matrice est ie/(hu) et cette derniere tend vers 0 lorsque ¢ — 0.
On prévoit donc que ce systeme devient instable lorsque € devient tres petit. Pour

u > 0. on montre dans Zienkiewicz [77] que la solution de ce systeme est donnée

par: r
fo=0
f,=4+3[t§1 = 1.V =1 siez AL
fz=i(hTL) J=lo N =1 sie= il
| fv=0

ou 4 et B sont des constantes. Si ¢ = uhL/2 alors on obtient la solution critique

donnée par la figure 3.2. On voit que si € > uhL/2 = eh/(27). cette solution n’oscille
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f(x)

Figure 3.2 Solution analytique et numerique dans le cas ou € = uhL /2.

pas. Cependant si ¢ < uhL/2. la solution additionne et soustrait alternativement
une quantité (multipliée par B) a la constante A. ce qui entraine des oscillations de

part et d'autre de la solution critique (figure 3.2).

Une autre fagon de voir cette instabilité. qui est tirée des arguments mentionnés
dans le chapitre précédent. est d’écrire (3.3) sous une forme qui fait apparaitre la

différence finie upwind pour approcher la dérivée premiere dans (3.2):

1 € 1 L , .
(ﬂ - u[.h2) (frer =2+ f-0) + E(f_[ - fi21) = —J= L...N—-1 (3.4
Le terme (zlh — ﬁ) correspond a une diffusion si e > hul /2 et a une antidiffusion si

€ < huL/2. Comme en différences finies. on identifie ce terme comme étant la source
des instabilités. Pour les éliminer on peut s assurer que le coeflicient de la différence
finie représentant la dérivée seconde dans (3.4) soit toujours diffusif (négatif). Pour

ce faire on ajoute au terme (# - ﬁ) la quantité négative —§/h? (6 > 0) de telle

2 Lo e h e : ‘ecrit:
sorte que — 75 + (Zh uLh:) < 0 ou encore § > 2 — of- Dans ce cas (3.4) s'écrit:

6 l 1 L .
(_ﬁ'*'ﬁ_ﬁ) (f]+l _2fj +f_)—l)+ ;(fj _fj—l)= ; (30)
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En multipliant par & et en remaniant les termes. ce schéma s écrit:

é
_ﬁ(f.wl f.} f fJ 1) (f~]+l—fl)+;(fj_fj—l)

Lh . .
a fj+l—fj)+ f _f_]-l)zT _]=1......\—1

lvv—-

qui est la matrice associée au probléme variationnel avec fonctions tests modifiées

e df dg df dg _rL
/uLdrdrdI+/$(g+6dr d.z'—/ugd.r

(“est la méthode classique de diffusion artificielle. En dimension supérieure ce terme

suivant:

de diffusion est trop actif perpendiculairement & I'écoulement et alors on modifie ¢
afin que la diffusion n’agisse que suivant les caractéristiques: c’est la méthode dite
“streamline upwind ” ou tout simplement SU. Cependant. cette méthode SU répond
a un probléme modifié (voir [40. 53]). Par contre. si on utilise la nouvelle fonction
test dans toutes les intégrales. on ne modifie pas le probléme initial (voir [33]) et
ce changement conserve le caractere de diffusion le long des lignes de courant. C’est
une formulation dite de Petrov-Galerkin. Cette derniére modification constitue la

méthode dite “streamline upwind Petrov Galerkin™ ou SUPG qui est donnée par:

/UEL(‘Z( )d +/d ( +e—)dr=/§<y+oj—g)dr

On peut déja critiquer de telles méthodes en observant que premierement. la diffu-
sion ajoutée est constante et ne s'ajuste pas en fonction de la raideur de la pente.
Deuxiémement. I'attribution d’un caractére upwind est tres floue. En effet. dans
le cas unidimensionnel 'ajout de viscosité artificielle donne I'effet de I'upwinding
mais |'analyse du chapitre précédent sur les schémas TVD est plus pres de ce qu'on
appellera de I'upwinding dans cette thése. De plus. la généralisation en dimension
supérieure se raccorde difficilement avec |'idée d'upwinding. Ce qu'on entend par up-

winding est représenté par le schéma qui suit. de type TVD. Si on prend la définition



suivante pour é:

2 (1 € l €
= i) (- )
2k wlh?) 77 \2h  uLh?
alors en distribuant - comme en différences finies on récupérent du schéma de diffu-
sion artificielle classique (3.5) une méthode TVD (du moin quand ¢ = 0) en éléments

finis qui s’écrit:

€ , df dg, 41 df dgs
< . 9ty J5492
ul [/r,_l dr (Y’ ld.z') * +/;, dr <YJ dr dr

o df . h  dg T+ df h dg," Iy+r [
- (29* B 5”“3) dov [ (mam ) de = [T Sods

-1 7 1=1

oug =g ltr,ir,] €t g2 = g lir,.z,4,]- Ceci est obtenu par analogie avec les schémas
TV'D du chapitre précédent puisque lorsqu'on utilise des fonctions de base linéaires
on trouve le schéma suivant:

Lo va
u

L 1
(:’Z B ﬁ) (2s(fsrr = f) = 2ialfy —fJ—l))+F(fJ - fi-) =

Dans le cas présent (stationnaire). ce schéma est non linéaire tout comme la version

différences finies.

Cette démarche a pour but de montrer que les idées qui semblaient étre ré-
servées aux différences finies sont transposables aux éléments finis. du moins dans
le cas unidimensionnel. On remarque que meme en différences finies les concepts
d'upwinding et de schémas TVD (TVB. ENO) ne sont pas facilement générali-
sables en dimension supérieure. Plusieurs types de méthodes qui incorporent les
bonnes propriétés des schémas unidimensionnels ont vu le jour. comme dans les ré-
ferences [7. 51. 58] pour la méthode des volumes finis. et dans [2] pour la méthode
de Baba-Tabata. Le passage en dimension supérieure pose aussi un probléeme en
éléments finis. mais on a déja dressé la liste de ce qui est recherché pour obtenir une

méthode stable. Notre but est d'intégrer un maximum de ces propriétés dans des
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schémas d’éléments finis. La section suivante montre que pour les méthodes d’élé-
ments finis classiques on ne peut méme pas assurer la convergence vers la solution

analytique dans le cas ou celle-ci posséde des discontinuités.

3.1 Stabilité des méthodes d’élément finis.

Dans cette section on se limitera 4 présenter des estimations d erreur pour la meé-

thode de Galerkin classique et la méthode SUPG dans la résolution du probleme

sulvant:
u-Vf+f=s d Q
u-Vf+ f=s dans (3.6)
f=f" sur9Q-
dont la forme variationnelle est directement:
Trouver f € 1" avec f = f~ sur 90~ tel que: 3 7)
(3.7

/QJ-Vfgd.i"%-/s;fgdf:/sgdf Vgn € V' avec g =0 sur 9Q~
Q

ou  est un champ de vecteurs et s un terme source. La forme discrete de la méthode

de Galerkin classique s"écrit:

Trouver fy € V}, avec fi = f~ sur 90~ tel que:

/Q&'~ N frgn di"—{-/Q frhgn dT = /ngh dr Vg, €V, avec g, = 0 sur 90~
(3.3)

Pour cette méthode on a le théoreme suivant concernant l'erreur.

Théoreme I: Il existe une constante  telle que si u € L™(Q). f est solution de

(3.7) et f4 est solution (3.8) alors:

ILf = fullo.o + |f = falczoa+ qamias) < CR7||fllrs1.0

> 1/2
lglloa = { [ g%dz}

ou:



et:

. 172
19]c2 a0+ 1a-714s) = { g (i - n)ds}

30+
La preuve qui suit est basée sur celle donnée dans .Johnson [40] pour la méthode

SUPG.

Preuve: Par intégration par parties de 3.8 et en supposant VV-u =0 et ¢ = 0 sur

J9N~ on a que:
1 2, =~
A(E-Vg)gdf:— g (u-n)ds

2 Jsq+

Alors pour l'interpolée f on a:

i~ fullg + élfh - fhl%?(aﬂ*:lﬂ-ﬁlrh) =

LS U= ) + (i = )] (o = fards
/Q[a.v(f—fu-fh—jh)+(f_fh+fh_fh)}(fh_fh)df
_/Q[J'v(f‘fh)ﬂf—fh)](fh—fh)df
=/Qg-wf—fh)(fh—f,,)df+/9(f_fh)(fh_jh,df
ST = fullla + 1S = fallda + 31/n = fullg

ou on a utilisé deux fois 'inégalité ab < ¢a? + 5-b%. avec € = 2. ce qui entraine que:

| —

(“fh — fullsg + 1fn — fhlzcE(am:w-ﬁ]da)) <NE-V(f = flda +If - fullia (3.9)

A

On rappelle les résultats classiques de I'interpolation dans les espaces de Sobolev

(voir [11. 39]) qui sont:

If = fulloa < CR™* Y| fllrsra (3.10)
If = fullia < CA || fllrer0 (3.11)

If - fh|C3(BQ:|E-ﬁ|d3) S CEM2 fllrer0 (3.12)
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ou on a défini la norme:

9] c2(30:12-7148) = /m g*la - filds
On majore le terme || - V(f — f"h)||3_9 de la facon suivante:
f )
or,

”00

@ -V(f = fullda < CZ [ u:
< Cxiupn{suP ess ( }{Z |———— f fh “on) SCIS = filllia

De plus. puisque:
e+ by <
—(a
1 <

on a:
é (Hfh = fullog + Ifs — fhlﬂ(aﬂ‘f;li-ﬁ]d.s))z < é (”fh — full2g + 1 fa — fhl%z(am;h;.,;,d,,)
et en reportant dans (3.9) on trouve:

i (”fh — fulloa + |fa - fhlcuam;m-md,))z <(CA"||fllrsr.0)°

et en utilisant I'inégalité du triangle et les inégalités 3.10 et 3.12. on a le résultat.

Ce théoreme entraine que:

If = falloo < CA || fllrsr0

|/ = frlcoa+yzas) < CR Y| fllr+1.0

Cela nous donne une estimation de l'erreur commise dans le domaine Q et sur la
frontiere sortante 9N*. Le contréle sur la partie entrante du domaine sera lié a la

technique utilisée pour représenter f~ sur 0~ (condition forte discrétisée sur Q- ).

Les estimations d'erreur pour la méthode de Galerkin sont loin d’étre satisfai-

santes. De plus. on connait bien les problemes qu’éprouve cette méthode. On s'est



donc intéressé aux estimations derreur pour la méthode SUPG. On retrouve des
analyses relativement récentes de cette méthode dans [42]. On v démontre le théo-

reme suivant:

Théoréme 2: Il existe une constante C telle que si f est solution du probleme

continu et f; solution discrete pour la formulation SUPG. alors:

2

-

1 h l/ r |
(“f ~ flloq + AllE- V(f - fulllag + .; lf = fhli"‘(aﬂ:lz}ﬁlda)) < Ch™2if|l 410

ce qui entraine que:

Hf = falloe < CA™* Y2 fll,410

N - N(f = fi)llo.a < CR™||fllr+1.0

r+1/2
1+ h ”er+1.Q < Chr+l/2”f”r+l.9

lf = falczsaqzaes < C

Ces estimations d'erreurs gagnent sur deux volets par rapport a celles obte-
nues pour la méthode de Galerkin classique. Premiérement. on a une estimation sur
la dérivée directionnelle i - V(f — fr) qui n’est pas disponible pour la méthode de
Galerkin. Deuxiémement. I'estimation de f — fi est quasi-optimale en ce sens qu'il
manque seulement un demi ordre pour obtenir les estimés (3.10). (3.12) alors que

les estimés de la méthode de Galerkin sont i un ordre d’étre optimal.

On conclut que plus on augmente le degré des polymomes pour cerner les
irrégularités de la solution f. plus f doit étre réguliere car la norme [|fllxr+1(q) ne
cesse d’augmenter. On peut aussi dire que plus f est irréguliére plus r doit étre

petit: on ne peut alors augmenter l'ordre de précision de la solution numérique
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que par le biais du maillage adaptatif. Il est bien connu que l'approximation a
l'aide de polynomes devient oscillatoire pour une fonction irréguiiére. A ce niveau
les estimations d'erreurs ne nous apprennent rien de nouveau a part le fait que la
méthode d’éléments finis pour les équations dominées par le terme de convection
devient un probléme d'interpolation pur. De plus. on trouve le paradoxe suivant:
les estimations d’erreurs font toutes intervenir la norme [|fllxr+1(q) et elles sont
donc inutiles lorsque f est discontinue ([ fllxr+12y = <) et cela méme pour r = 0.
Finalement. ces estimations d’erreurs ne permettent pas a elles seules de conclure
sur 'efficacité de la méthode SUPG par rapport a la méthode de Galerkin classique.
Des explications de cette amélioration invoquant le caractére upwind de la méthode
SUPG (qui a notre sens n'en est pas vraiment une). sont offertes dans [40] ou le

lecteur intéressé peut se rapporter.
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CHAPITRE 4

Etude de la méthode de Galerkin
discontinue

La conclusion des chapitres précédents nous incite a réfléchir a la regularité de
la solution du probléeme de convection et 4 comment cette régularité dépend de la
condition frontiere. Comment peut-on s'assurer. pour une forme faible du probléeme
de convection donné. que sa version discréte conserve un maximum de propri€t€s
physiques? La méthode de Lesaint-Raviart (Galerkin discontinue) est la forme faible
de base utilisée dans ce chapitre. On croit que cette méthode est plus flexible que
toutes les autres formes faibles possibles pour ce type de problemes et cela est
soutenu par le fait qu'en différences finies. les méthodes quon sait performantes
sont basées sur des interpolations discontinues. De plus. cette méthode possede des
analyses d'erreur identiques a celles obtenues pour la méthode SUPG (voir [40. 12]).
On poursuit 3 buts dans ce chapitre. Premierement on veut définir la méthode
de Lesaint-Raviart dans un espace de dimension infinje possédant un minimum de
régularité. On construit un espace suffisamment régulier pour pouvoir v définir des
formes linéaires. bilinéaires. des traces et effectuer des opérations sur ces entités. Ceci
permettra d établir I'existence et |'unicité de la version continue. Deuxiémement. on
conclut sur les conditions initiales admissibles pour que le probleme continu soit
bien posé et cela souléve des interrogations sur les conditions frontiéres admissibles
pour la version discrete. Finalement. I'approche utilisée dans la premiere partie de
ce chapitre est basée sur une nouvelle fagon d’aborder le probleme de convection
pure. Une fois discrétisée. cette nouvelle modélisation fournit une méthode mixte

qui posséde un avantage majeur par rapport aux autres méthodes connues. Les
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arguments de base utilisés dans la premiere section reposent essentiellement sur la

théorie développée dans le chapitre 2 du livre de F. Brezzi et M. Fortin [3].

4.1 Le probléeme de convection en dimension infinie

Soit € un domaine et P % {]Q = U? .} une partition du Q en sous-domaines
Q,. Supposons que l'on ait un champ de vecteurs ~assez régulier”. & € (H2())°.
par exemple i solution des équations de Navier-Stokes (div(&@) = 0) et sans zone de
recirculation. On cherche alors a savoir dans quelles conditions on peut trouver une

solution de: -

u-Vf=0 dans Q

(4.1)
f=f sur 90~
D’un point de vue plus général on cherche i résoudre:
( Trouver f € D'(Q) telle que:
J (@- V. P)paxpim =0 Yy € D(Q) (4.2)

{ f=f sur g0~
ou D(Q) est I'espace des fonctions infiniment dérivables a support compact. muni
de la topologie habituelle. D'(Q) est le dual topologique de D(Q) et (-. VD' ()% D(Q)
le crochet de dualité. D'(2) est ce quon appelle I'espace des distributions (voir par

exemple [14]).
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[T est clair que l'existence d’une solution f réguliere est subordonnée & la ré-
gularité de f~. On se restreint donc a la recherche de solutions j régulieres. c’est-
a-dire dans un espace “assez général” G «f [T H'(%). ce qui est isomorphe a
¢ = {g € LXQ)| g la,€ H(Q,) ¥Q, € P}. On va montrer que la restriction a ce
tvpe de solutions entraine une condition de compatibilité pour f~. En observant
(4.2). on peut déja dire que cette condition de compatibilité ne sera que |'affirma-
tion du fait que la condition frontiere f~ doit appartenir a la restriction a JQ~ de
I'espace:

{9eg| @-Vg=0}

pour que le probleme (4.2) ait un sens. Cette aspect découle directement de la preuve
d’existence et d unicité d une solution et sera traité plus en détails a la fin de cette

section.

La restriction a ce type despaces nous permet d utiliser les arguments d’injec-
tion et de continuité classiques (G C L) — D'(Q)) pour remplacer le probleme

(4.2) par des intégrales définies dans I HY(Q):

/Q(J-Vf)gdfzo Vg eg

avec f = f~ sur 90~

Puisque f et g sont dans H'(;) et 7 dans (H2()) . l'intégration par parties est

bien définie (voir Brezzi-Fortin [3]) et comme divd = 0. on a:

7 ‘ r — — KA Y] > 7 - S 1
/Q'(U-Vf)gdr— /f;.fv (ug)d.z‘+/8nlfg(u n)ds Yf.g e H'(Q,)
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On obtient donc le probléeme équivalent:

—_— . 7 r T} S -_— v
Z{ /s;.fv (gu)d.r-{—/anlfg(u n)d.s} 0 Vgeg
(4.3)
avec f = f~ sur JN~
En utilisant la continuité de f le long des caractéristiques (par définition de (4.1))
on définit:
lirorif(f— eu) VIedN sid NI~ =0
f(T) VFe 907 si I NI~ # 0

et puisque -7 = 0 sur 90, \ (907 YN} ). (4.3) devient:

Z{—/ﬂ fV-(gz'[)cl.z"-{-/9Q+ fg(t?-r‘z')ds+/m_f‘“g(17-ﬁ)ds} =0 (4.4)

En intégrant par parties de nouveau. on trouve:

n

Z{/ﬂ (J-Vf)gdf—/m_(f—f.')g(ﬁ-ﬁ)JS}=0 (4.3)

Cette forme n'est rien d autre que la définition de & - V' f = 0 dans Q au sens des
distributions additionnée d'une forme bilinéaire définie sur Q. En effet. I'équation

(4.5) peut aussi s'écrire:

(&N 9)grxg + (f-9)1200-aman = (f—’g)l.nan-:la.alds) (4-6)
ou:
(f'g)Ll’(aQ—;hI-ﬁlds) =/[ fglu-i| ds
a0~
On remarque maintenant que la condition f = f~ sur Q" est prise en compte

faiblement. Puisque (4.3) est vrai Vg € G. on peut utiliser des fonctions g de la

forme:

g; € HI(Q,) dans Q,‘
g =
0 dans Q \ Q;
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pour chaque €; de P. Un simple raisonnement nous suggere que ce probléme est
equivalent a trouver une solution sur chaque Q; dans la mesure ou f~ peut étre
calculée sur chaque 99]. En fait. on retombe sur une -version continue” de la
méthode de Lesaint-Raviart [49]. qui ont montré que si le champ de vecteurs 7 est
assez régulier. une résolution par sous-domaine est possible. Donc. si on montre
I'existence et ['unicité de la solution dans chaque Q; on aura trouvé une solution

unique dans (). On commence donc par étudier le probléme:

Trouver f € H'(0),) tel que:

(4.7)
f ESDadi~ [ fotd dids = [ frga-mds vee mi0)
Q, - Clol

Q-

D’une part. si on suppose que (4.7) possede une solution. alors en utilisant des

fonctions tests dans D(Q,) on trouve que:
/Q (&-Vf) pdf =0

ce qui peut étre prolongé 2 L2(9,). On peut alors réécrire 4.7 sous la forme redon-
dante:

Trouver f € H'(9,) tel que:

/Q. (@-Vf)gdF— [ fo(a-7)ds = _/an,' frgli-A)ds Yge HYQ,)

/Q (Z-Vf)gdF =0 Vg € L2(Q,)

En intégrant par parties le premier terme de la premiére équation. on obtient la
formulation:
Trouver (f. f) € HY(Q,) x L) tel que V(g.q) € HY () x L3(Q))
. fg(a’-ﬁ)ds—/n'f(&’-Vg)df = — [ fro@ a)ds

Elok

/Q'(&’-Vf)qdf =0



On constate que l'on a trouvé une solution particuliere (f. f) du probleme

mixte suivant:
Trouver (f.p) € H'(Q,) x L%(f) tel que Y(g.q) € H(Q,) x L2(Q,)

Z-n)ds — TR r = - “g(u-n)ds
mffg(u n)ds /Q'p(u Vg)dr /39er glu-n)

/Q(J-Vf)qdf = 0

Il nous faut maintenant établir I'équivalence entre les formulations 4.7 et 4.8.
Supposons donc que (4.8) possede une solution. En utilisant la derniére équation

de 1.8 et I'inclusion H'(Q;) C L3(Q,). I'intégration par parties nous donne:
0=/Q (Z-Vf)gdT = —/Q f(&’-Vg)dj-'-f-/Q fgl@-7)ds Yg € HYQ,)
ce qui nous permet d’obtenir:

fg(a.ﬁ)ars:/Q f(zT-Vg)df—/aQ_fg(&'-r'z‘)ds Vg e HY(Q)

It

En remplacant dans la premiere équation de (4.3):
~ [ tp=Da-Ngdi~ [ foli-ds = = [ _frgt@-ids g € Q)
Q, ol ol
(tilisant maintenant des fonctions g € D(),) on trouve que:
- [ (p-f1@-VedF=0 vgeD(O)
En prolongeant par continuité dans H!(€);) et sachant que f € HY(Q;) on a:

—/le(z?-Vg)dfz/Q.(&’-Vf)gclf—éﬂlfg(ﬁ-ﬁ)ds Vg € HY(Q,)



En remplagant dans (4.8). on voit qu'on a ainsi trouvé une solution f de:

Trouver f € H'(Q;) tel que:
L (@S Dedi~ [ fota-dvds =~ [ frgta-mds WgeHNR) (1)
Q, ETol ETohs

/Q (Z-Vf)qdE=0 Vg € L3(Q,)

En choisissant g € D on tire la premiere équation que & - Vf = 0. la deuxieme

équation est donc redondante et le probleme est équivalent a:

Trouver f € H'(Q,) tel que:

| @ ¥ngdr— [ peta-wds=— [ fro(a-mds vgemia,)
Q, aq; ol

On a donc équivalence entre les formulations (4.7) et (4.3).

Il reste maintenant a démontrer |'existence d'un solution de (4.8). Pour la

démonstration on introduit les formes bilinéaires et linéaire suivantes:

at(f.g) = /'_J_'Qj_fg(u n)ds

a (f.g) = /dﬂ_fglu - n|ds

et:
Li(g) =a7(f7.9)
alors (4.8) s'écrit aussi:
Trouver (f.p) € HY () x L) tel que:
af(f.g9) + bi(g.p) = Li(g) Vg € HY (D) (4.10)
bi(f.q) =0 Vg € L*(Q;)



46

Le lemme | (la démonstration des lemmes utilisés ici est reportée a la fin de
cette section page 50) nous dit que a}. a]. b; et L, sont continus. la bilinéarité et
la linéarité étant évidentes. De plus. le lemme 2 nous assure que a est coercive sur
KerB; ou l'opérateur linéaire et continu B; est défini. a I'aide de la forme bilinéaire
b;. par:

Bi: HY Q) — LY
g —— Biyg
ou:
bi(g.q) = (Big-‘I)Lz(Q‘)xU(Q,) V(g.q) € Hl(Qi) X LZ(Qx’)

De la méme fagon. on définit les opérateurs linéaires continus suivants:

Bf: L¥Q) — (HY Q)

par:
bil9-9) = (8- Bia)s g puria,y (9-9) € HHDQ) < LA
et:
AP HNQ) — (HMQ))
f — AT
par:

af(f-9) = (AL £-9) prgayy wrriayy VUS-9) € (HUQL) .
Enfin. on définit l'opérateur:

!

AT HYQ) — (HYQ)))
f — A f
par:

-

a7 (f-9) = (AT £-9) )y xrrca,y V(F-9) € (HH(0))



Finalement (1.8) et (1.10) sont équivalent a:

Trouver (f.p) € H' () x L*(£;) tel que:
Aff+Bip=A7f- dans (H'(Q,))
Bif =0 dans L3(9,)

et en particulier. sur A'er B,. le probléme se réduit i:

Trouver f € RerB; tel que:
af(f.g)= Li(g) Vg € KerB,

(4.11)

qui a une solution unique en vertu de la coercivité de aj sur KNerB,. et de la conti-

nuité de L;(g).

D’autre part. pour f solution de 4.11. la forme linéaire M;(g) = Li(g)—al(f.q)
est nulle sur A'erB; et M, est donc une fonctionnelle qui appartient a l'annihilateur
de NerB,. Mais on a montré que /m B/ est un fermé (lemme 3). ce qui est équivalent

a dire que ImB! = (KNerB;)°. 1l existe alors p € H'(Q;) tel que:
bi(g.p) = Mi(g) Vg € H'(Q))

On a donc l'existence d'une solution (f.p) (la derniére composante étant unique)
du probleme auxiliaire (4.8). On a finalement trouve une unique solution f de la

“version continue” du schéma de Lesaint-Raviart.

Maintenant sachant que (1.7) ou (4.8) possede une solution f unique. en uti-

lisant des fonctions tests dans D();) on trouve 4 -V f P20 ce qui entraine que:
[ (F=17) gta-mds =0 vg e 17200,

La fonction f; doit étre égale a f presque partout sur 9. C’est une condition

de compatibilité qui nous dit que Ji doit étre dans (KerB;) lan-- On en conclut
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qu’une solution a notre probléeme est subordonnée a une certaine forme de régularité

de f qui semble difficile & caractériser. On a donc solutionné le probléme bien posé

suivant:
Trouver f € G tel que:

a-Vf2 0 dans 0
f=f

On pourrait montrer que cette “solution continue” est stable en ce qui concerne
la variation totale sur les frontiéres entrante et sortante. On reporte cette affirma-
tion a la fin de la prochaine section. puisque ce concept de stabilité n'est en fait rien

d’autre que la notion de schéma TVD (ou ENO) dans le cas discret.

De plus. de (4.8). on peut dire que f est solution du probléeme de point-selle

suivant:

36;259):;:1}12}()9) {é”‘/’o(g)”iz(am:a-ﬁds) —(q.u-Ng)p20, - (f_-g)m(aa—;w-ﬁus)}
Dans cette formulation. on a utilisé ¢ € L*(Q) afin qu'il n'y ait pas d’ambiguité
dans les termes qui interviennent entre accolades mais les raisonnements précédents
permettent de dire qu’il existe une solution p plus réguliere (en fait p = f € HY(Q)).
Ce qui revient 2 dire qu'on a trouvé une solution de:

. l 2 -

inf {3”‘;0(9)”22(30+;a.ﬁds) -(f -g)L"’(BQ-:N-rT]ds)}

gentiay L L
4-Vg=0

ou encore de:

. l 2 _
ge['[l‘r}\fera. {5“‘/o(g)||l.2(an+;a-ﬁds) -(f -g)Lz(an—;m-ﬁws)}
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On a donc trouvé différentes formulations équivalentes si f~ est suffisamment

reguliere.

Formulation Forte

Trouver f € G telle que:
-V 0 dans 0
f=f

g

Formulation de Lesaint-Raviart

Trouver f € G telle que:

n

Z{/(; (J'Vf)gdf—[;m_(f“f,'_)g(l-[-ﬁ)ds} -0
g

Formulation de Lesaint-Raviart duale

Trouver f € G telle que:
- " (4 r - 1) ds ~g(d-7)dsS =0
Z{ /Q'fV (ug)dr + anj’fg(u n)db+LQrf‘g(u ) o}
g

Formulation Mixte

( Trouver (f.p) € (G) x [T, L3(%) telle que:

Ji{ an+fg-[ n)ds — /pu Vo) d.r}= Zan-f—g(ﬁ'ﬁ)ds
Z/ F=0




Probléeme de minimisation avec contraintes

, 1 , _
ge['[[?ilérs. {§||7o(g)lll_2(an+;xz-ﬁds) -(f -9)L2(8Q-:Ii-ﬁlds)}

On obtient ainsi des approximations différentes en dimension finie.

On termine cette section en donnant la liste des restrictions qul nous ont permis

d'obtenir ['existence et |'unicité d une solution f pour ces différentes formulations.

(a) Le champ de vecteurs & doit étre assez régulier et sans zone de recirculation.

En fait. on a utilisé & € (H*(0))*:
(b) La solution f est supposée elle aussi réguliere. c’est-a-dire dans 1T HH(Q;):

(c) f~ assez réguliere.

4.1.1 Démonstration des lemmes

Pour la démonstration des lemmes suivants. on laisse tomber les indices 7.

Lemme 1: a*(f.g). a"(f. g). b(g.q) et L(g) sont continues sur leurs espaces respec-

tifs.

Preuve: En effet. at*(f.g) et a~(f.g) sont continues sur (H!(Q))2:

la*(f.g)] < /39+ [70(f)aa+70(9) 50+ | |u - n| ds
< sup ess {|u - n|} (”‘/o(f)lam||L2(an+))(||‘/o(g)|39+”L?(am))

< Cllvol Al Lz om 170(9) Il L2 (a0



Cependant. v, : H!(Q) — HY2(9Q) L L?*(99). Donc. pour v,(w) € L3(99) on a:

cano. race

lL250) < Clivolw)llarzsa < CCllwllnig

I7o(w)

= [a*(f.9)| < Cllfba@lgln

On peut reprendre la méme preuve avec a=  la place de a*.

De plus. b(g. q) est continue sur H'(Q) x L*(Q) puisque:

n ag ~ n ag
|6{g.q)| < /Q q;"‘a_n!dx < llgllz2qy (; Hux'a—l_i”wm)

< HQHLZ(Q);PP ) {sup ess (Ju;|)} ( 3

17)
1 H%Hmm) < Cllgllae o llgllL2a)

=

Enfin. si f~ € L%(807). et en utilisant les mémes raisonnements que pour a*

et a”. on montre que L(g) est continue sur HYQ). O

Lemme 2: a*(f.g) est coercive sur AerB. c'est-a-dire:

da >0 telle que at(g,.9,) > a“go”',')ilm). Vg, € KerB

Preuve: Supposons que cela est faux. alors:
- . | ,
Yn €\ Jh, € KerB tel que —”hn“ium) >a*(hy. hy,)
n
Posons g, = ho/lthnll#1(q)- ce qui implique que:

(a) ”gn”‘Hl(Q) =1. ‘v’n € .\’

(b) a*(gn.ga) <1/n Vne A



KerB est fermé (étant la préimage continue d'un fermé). et AerB est compact
puisque AerB C HY(Q) — L%(Q). Alors. il existe une sous-st;ite gn, telle que
gn, — g dans L?*(Q) lorsque n; — x. D'apres (b) g, |ag+ — 0. Puisque KerB.
muni de la norme || - 71 (q)- est complet (fermé dans un complet) g,, — g dans

KerB. Or dans KerB. si glag+ = 0 alors g = 0 dans Q (continuité le long des

caractéristiques). Donc:
0 =llgllzr@) = lim_|lgn, i) =1

C’est une contradiction. ce qui complete la preuve. O
Lemme 3: ImB* est un fermé.

Preuve: En effet. d’aprés [5] montrer que /mB* est un fermé est équivalent 2 montrer
que ImB est un fermé. Soit donc gn une suite de Cauchy dans H'(€Q). on a alors

que:
(a) gn — g € L%Q)

a_l',' - 81',-
D’une part on a que 7- Vg, — [ € L*(Q). puisque 7 € (HY(Q))>. D’apres (b) et les
théoremes classiques sur les limites. on a que u-Vg, — &-Vg. En vertu de I'unicité

de la limite dans L2(Q2). on conclut que:
u-Vg, — a-Vg dans [2(Q)

Ceci prouve que pour toute suite g, de HYQ), il existe un g dans H () tel que

u-Vg, — - -Vgdans L2(Q) — (HY(Q)). Ce qui veut aussi dire que:
V suite g, dans H'(Q). 3g dans H'(Q) tel que B(g,) — B(g) € ImB

Donc ImB est un fermé.rl



4.2 Le probléme de convection en dimension finie

Le paragraphe précédent nous a montré que l'extension ~continue™ de la méthode de
Lesaint-Raviart sur une partition (que 'on ne fait pas tendre vers zero) est un pro-
bleme bien posé si et seulement si S~ est suffisamment réguliere (ce f- dépend de la
partition en tenant compte de |'alignement possible des frontieres avec des caracté-
ristiques). L alignement des frontiéres des éléments avec une ou plusieurs caractéris-
tiques est difficile (pour des raisons évidentes) sauf pour certains cas simples. Nous
allons nous attarder a démontrer I'existence et I'unicité d une solution du schéma
de Lesaint-Raviart discret. L'existence de cette solution n'est pas aussi restrictive
sur la condition frontiére. En fait. pour tout f~ € L[?(90Q]) le probleme est bien
défini. Cependant I'étude de cette solution nous permet de déterminer dans quel cas
le probléeme discret est bien posé. Les conclusions de cette étude fournissent tout
simplement les conditions nécessaires et suffisantes pour que le schéma de Lesaint-

Raviart soit ENO (semblable au cas infini).

Soit la méthode de Lesaint-Raviart:

Trouver f € P"(RA) telle que:

/K(J-Vf)gdi‘—/a,\’_ Jot@-fds = = [ frg(i-i)ds ¥ge PT(K)

Pour la preuve on suppose que l'on a f) et f;. deux solutions du schéma de Lesaint-
Raviart pour un champ de vecteurs & = %97 of) k(r.y) est une fonction quel-

conque. On a alors:

/_(f-ml—fzngdf—/_ (fi = L)g(F-7)ds =0 Vg€ PI(K)  (4.12)
R AR~

On remarque que si k(zr.y) = 0. alors & = . Si on choisit g = fi — fa. alors on peut
réécrire:

1 ~ = e R

—/;\_ ¢-V(fi — f2)%d7 - /E’I\"(fl — £)%(F- n)ds =0

2



En intégrant par parties on obtient:
]' - 9 — 1 e P — : Y, - —
5 [ (SO = )7 + s [ — UE-Ads = [ (fi = L)UE A)ds = 0
2 JK 2 Jan AR -
Puisque:
V-F=V(e¥d) = - d-Vk=V-0) = —e 5 - Vk)

on a finalement:
Jo @RS = fdE+ [ (o= f)Ha s
R ' AR+ (4.13)
+ [ (= ) alds =0
3R -

Il est possible de choisir k(z.y) de sorte que & - Vk > 0 dans KA. ce qui en-
traine que f; et f; coincident dans A (sur A~ et A+ par positivité des termes
de (4.13)). Donc. f; = f, dans A ce qui signifie que (4.12) est bijective. Puisque la
perturbation par e™* peut étre rendue aussi petite que l'on veut. il est clair que I'on

a unicité de la solution pour le schéma de Lesaint-Raviart.

Démontrons maintenant les propriétés de cette solution. On peut écrire le

schéma de Lesaint-Raviart sous la forme:

J (@ V1) gds = [ _(f = JR)g(@ s Vg € PT(K)

ou f et fy sont connus. D'apreés le théoreme de Riesz on a I'existence et |'unicité

des polynomes fr € P"(K) et fyp- € P"(OK~) tels que Vg € P(RK):

Ur-9)gy = [ (- V1) gd

= forf — TP-er~)(fR))g(T - W)ds = (far--9) 125k~

ou on a ajouté et retranché dans le membre de droite la projection 7p-(s3x-(fx)
définie par:

[ TP fR)g(E - F)ds = [ frgli@- f)ds
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La méthode de Lesaint-Raviart résout en général:

Terr)(u -V f) = fi dans A
f = WP-(BK“)(fE) <+ f:gi\'—/(l—i -n) sur R~

(4.14)

Sionécritua-Vf = mer)(E- V) + 7.'#,”\-)(17- V' f). ou
S mer) (@ ¥ f)gdE = (@ ¥ figdz

et 7o) (@ - V f) est I'unique élément du complément orthogonal de P*(K). On a
finalement:

U-Nf=mpmy(@-Vf)+ fr dans A

(4.15)

f = 7p-or-)(fR) + fok-/(T-7) sur K-
avec (fh’.g)Lz([\-) = (faK--.‘J)LZ(a]\'-)- On conclut donc que ce schéma ne résout pas le
probleme initial. Puisque fx et fyx- sont uniques. il semble suffisant de chercher a
remplacer fz: par une projection qui permettrait d'obtenir f;5- = 0. ce qui entraine

que fr = 0 et alors on aurait:

u-Vf= xisr(,\-)(&'-Vf) dans A

f =7p-ar-)(fF) sur R~
Méme s'il était possible de trouver une telle projection. on aurait en général une pro-
Jection oscillatoire si f; est irréguliére. Maintenant. s'il était possible de trouver une
projection ENO il v aurait encore un probleme puisque la premiére équation n’est
pas un transport exact. Des oscillations seront en général observées dans A" et donc
transportées dans le reste du domaine . Finalement. pour obtenir un transport

exact il faut que @ - Vf € P"(K). Pour que cela soit possible il faut que Vf puisse



en tout point de A" étre orthogonal a2 &. Une condition nécessaire (peut-étre trop
forte) est que les polynomes de P"(A') soient au moins d un degré supérieur au degré
des polynomes utilisés pour approximer . S assurer de toutes ces exigences n est

pas une mince affaire mais on dresse tout de méme la liste des propriétés recherchées:

(a) s'assurer que la discrétisation utilisée pour approximer le champ de vecteurs @

est compatible avec celle utilisée pour discrétiser la pseudo-concentration f:

(b) remplacer la condition frontiére f= par une projection T\'D qui permet d ob-

tenir une solution exacte.

Ces deux conditions ressemblent beaucoup aux conditions que l'on avait éta-
blies a la fin de la section (4.1). La satisfaction de la condition (b) est un défi dans
le cas général mais une facon simple d'obtenir une telle projection est d'effectuer la

minimisation sous contraintes suivante:

gEPT( R,
g p~ Elmin{f bmax(f, -}]
z-Vg=0

. 1 - -
inf {;H‘:o(g)lliz(;a;w;a.ﬁds) - (fl\'-g)Lz(aA‘—;m.aus)} (4.16)

(“est la méthode mixte a laquelle on a ajouté la contrainte supplémentaire g|y5- €
[min{ fi-}. max{f;}]. A la fin du prochain chapitre on solutionnera analyvtiquement
le probléme de transport pour un champ de vecteurs constant a 1'aide de Mathema-
tica pour différentes formulations. On verra que les conditions (a) et (b) semblent
inévitables pour obtenir une formulation faible & transport essentiellement eract
(TEE). On parle ici de TEE puisque la résolution numérique de (4.16) ne satisfait
les contraintes imposées qu'approximativement. Puisque (4.16) en plus de fournir
une projection de f; solutionne le probléeme de départ. la méthode de Lesaint-

Raviart assujettie 4 la condition (b) devient un probleme complexe devant (4.16).
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En effet. on verra a I"aide de Mathematica que si I'on prend comme projection la res-
triction a 9K~ de la solution f de (4.16) on retrouve la méme solution f pour (4.2).
Ce comportement est prévisible puisque la méthode de Lesaint-Raviart possede une
solution unique. La formulation (4.2) n'a possiblement pas dit son dernier mot puis-
qu'il est possible de choisir des projections ENO qui enrayent presque totalement les
oscillations. On conclut que la projection (4.16) est probablement trop forte et qu’il
est possible de construire des formulations faibles de transport essentiellement eract
avec une condition au bord ENO pour une forme plus faible de la projection (4.16).
Cette conclusion est soutenue par les résultats numeriques présentés dans la pre-
miere partie du chapitre des résultats et aussi par le fait qu’en différences finies. on
utilise toujours des solveurs de Riemaﬁn approximatifs sans qu'il y ait détérioration
des schémas engendrés. On renvoie le lecteur 3 Roe [60] pour la description d'une
telle méthode. On ajoute finalement que cette approche de projection d’éléments
en éléments évite de considérer la question de la condition frontiere fr compatible

pour obtenir un schéma ENO qui. dans le cas discret. devient extrémement complexe.

En plus de (a) et (b) il est indispensable de conserver les propriétés de la
condition limite f; (en conservant la monotonie et I'aire sous la courbe). Comme
on I'a vu. pour le schéma original il n’y a aucun contréle sur les propriétés mention-
nées ci-haut. puisqu'en fait on solutionne (4.15). Il faut donc trouver une projection
différente de la projection offerte par le schéma lui-méme. Il est alors préférable de
projeter préalablement f sur C°(9K7) de fagon a ce que la totalité des exigences
soient satisfaites et de remplacer f5 par cette projection dans le schéma final pour
obtenir un fransport essentiellement eract (ne présentant aucune dégradation de
fr). Cette these ne s'attarde pas a ces nouvelles propriétés mais on mentionne que
'on aura en fait une schéma ENO que si on conserve la monotonie et il sera conser-

vatif si on conserve I’aire sous la courbe (voir le lemme 3). De plus, on omet les



considérations sur la précision des projections possibles en espérant que la dégrada-

tion de f~ par ce procédé n’est pas plus néfaste que de résoudre (4.15).

Lemme 5: Si on a & - Vf =0 dans chaque élément A alors le schéma est TVD.
Preuve: En effet. chaque partition As~ sur dh'~ engendre en suivant les caractéris-

tiques une partition As* sur JA'* et dans ce cas:

[F@(sT)ps50)) = Fl2(s7).y(s7))| =

[Flrtsha) vstd) = Flrtsh)ytsh)|
On a donc:

Z‘f Siv1)-y(s%1)) —f(l‘(si—).y(si‘))' =

Z]f (s5%1)-y(s50)) = fla(sT ) yish)]

Si les partitions sur { As~} engendrent toutes les partitions sur { As*} alors on aurait
I'égalité en prenant le maximum de chaque c6té. Si on suppose le contraire. alors il
existe une partition {As*} qui n'est pas engendrée par une partition de dQ~. mais
cela est impossible puisqu’en remontant les caractéristiques dans le sens inverse on

forme une nouvelle partition sur dQ~. On peut alors conclure que:

ma,\: {Z lf Siv1)-y(s3y)) _f(l'(bl—)y(b,—))l} =

ma‘({Z‘f (s)-y( st)) = flz(s +))'}

On a donc finalement:

TV]sk-(f) = TV]sn+(f)
bor ce qui nous assure que le schéma est TVD dans le cas stationnaire. Ce type
de raisonnement concorde avec la notion de schéma TVD en différences finies si on

utilise des éléments espace temps.



Figure 4.1

Equivalence des partitions sur dQ~ et sur IN+.
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CHAPITRE 5
Quelques méthodes possibles

En utilisant les informations des chapitres précédents. on élabore des scéna-
rios possibles pour obtenir des méthodes avec de bonnes propriet€s physiques. On
débute avec la modification de la méthode de diffusion artificielle suivie de la po-
pulaire version SUPG. On suivra avec une modification de la méthode de Lesaint
et Raviart dont on tire une variante avec conditions aux bords imposées fortement.
Une méthode mixte élément par élément est élaborée pour finalement présenter un
compromis qui simplifie considérablement la méthode de Lesaint-Raviart. Le but
recherché est d’obtenir une méthode qui percoit les irrégularités et les traite adé-
quatement. et cela de facon automatique (sans ajustement de parametres ou autres

inconvénients). Ceci se justifie par:

(a) l'apparition possible d'irrégularités méme si la condition frontiere est réguliere

(voir figures 5.1. 3.2).

(b) le fait qu'une fonction de pseudo-concentration erratique n'aide pas la résolu-

tion du probléeme non linéaire global.

5.1 Meéthode de viscosité artificielle discontinue

Le présente section est vouée a la description d'une méthode qu'on pourrait nommer
DSUPG (discontinuous Streamline Upwind Petrov/Galerkin). Une interprétation

possible des méthodes TVD est qu'elles possédent un détecteur ~d’irrégularités” de



/\fm/num lisse en entree
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fort gradient dans un element

Figure 5.1 L ’apparition d'un fort gradient.

differentes fonctions

en entree

Discontinuite des viscosites

Figure 5.2 L 'apparition d 'une discontinuité a la Jonction de deur canaur.

61



62

la solution. Ce détecteur fait basculer le schéma vers une version qui ajoute de la
diffusion (schéma d’ordre un) l4 ot la solution est “irréguliere” et conserve une haute
résolution dans les autres régions. On peut reproduire ce type de comportement en

introduisant le schéma:

( trouver f € P"(K’) tel que
/_(d;\-ka)-ngt'+/_(&’-Vf)ng—(1+d;\-}/_ Fo(i - 7i)ds
R R IR~

e

= (1 +d,‘-)/%__ frgld - 7)ds Vg € PT(K)
(5.1)

ou k est un tenseur et dy un parametre qui peut varier avec l'élément A". En
particulier. k = I'd pour la méthode de viscosité artificielle classique. On remarque
que si dy = 0. alors on retrouve une méthode de Galerkin élémentaire (sur chaque
K') avec conditions aux frontiéres faiblement imposées. qui n'est rien d’autre que
la méthode de Lesaint-Raviart. Ce type de méthodes pourrait alors étre ~optimal™
st on savait choisir les dx sur chaque élément en fonction de la régularité de la
condition frontiere (sur 9A~). De plus. des estimations d erreur (que ['on retrouve

dans Johnson et Pitkiranta [41]). on tire que pour la méthode de Lesaint-Raviart:
1S = fulloo < CR™ 2| fll 410

NE-NV(f = fillloa < Ch||f]]r+1.0
Nf ~ fullczaquzaias) < CR™ Y2 fllrsr0

L'introduction d’une viscosité artificielle introduit une perturbation du probleme
initial de I'ordre de O(h) et la méthode est donc au plus d’ordre un. Ce type de
scénario reproduit exactement 'effet TVD tel qu exposé aux chapitres 1 et 2. On
a en fait un schéma qui oscille entre une méthode dordre un (ajout de viscosité)

et une d'ordre supérieur. On dira que c'est la méthode de diffusion artificielle par
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élement.

En posant k = & = & et en remarquant que les estimations d’erreur pour les
methodes de Lesaint-Raviart et SUPG sont identiques (aux constantes C pres). on

obtient une variante moins diffusive élément par élément qui s écrit :

( Trouver f € P7(R) tel que

/I\_(&'-Vf) (g +drii-Vg)dV — (1 +11,\-)[9K- foli@ - 7)ds

.

= —(1+ d,\-)/%__ frg(@- i)ds Vg € Pr(K)

\

et qui est la méthode SUPG sur chaque éléments A. si dr # 0. C’est ce quon
a appelé la méthode DSUPG et cette derniére est plus pres des méthodes TVB ou
ENO puisqu’il n’y a pas de dégradation de la précision lorsqu’on calcule une solution

irréguliere. On remarque que si dg — > alors on trouve:

Trouver f € P"(RK) tel que:

/_(a-\‘f)(a-vg)dv— fela-myds=— [ frgld-m)ds ¥ge P(K)
R AR~ AR

qui n’est rien d'autre que la méthode Galerkin Least Squares (GLS) sur chaque élé-
ment avec conditions aux bords imposées faiblement. On renvoie le lecteur 2 I'article
Perrochet et Aziérad [36] pour une version continue avec conditions frontieres im-
posées fortement et qui possede d’excellentes propriétés. Finalement. cette version
s'interprete aussi comme étant une pondération entre la méthode de Lesaint-Raviart

et la méthode Galerkin Least Square par élément.

On souligne que les méthodes de diffusion artificielle par élément et DSUPG
sont possiblement plus performantes que leur version continue. En effet. les versions
continues sont liées a une condition frontiére sur 90~ et i la continuité dans Q.

Ceci rend la solution dépendante de chaque point du maillage (en particulier sur
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97). mais cela semble étre assez localisé d’apres Johnson (page 184). On sait que
théoriquement. la solution le long d une caractéristique est totalement dissociée de
ce qui peut arriver sur les autres caracteristiques. C'e qui se passe sur une caracté-
ristique est uniquement déterminé par la condition frontiere sur 90~ et i - NVf=s.
La version discontinue se concentre sur une fraction de la condition frontiere (sur
@R ~) ce qui entraine une meilleure approximation de la condition frontiere. et la
discontinuité d'un élément a I"autre réduit énormément la dépendance sur les points
avoisinants. Malheureusement. une caractéristique traverse en général plusieurs élé-
ments. a moins que la frontiére des éléments ne soit alignée avec la caractéristique. ce
qui est tres peu probable. On n"a donc pas une dissociation totale entre les solutions
le long de caractéristiques avoisinantes. On en conclut que la solution en un point du
maillage sera affectée par une modification de la condition frontiére. Cette dépen-
dance sur les caractéristiques avoisinantes est atténuée par le caractere discontinu
des méthodes proposées. Elle devient presque inexistante lorsqu’on s'éloigne per-
pendiculairement des caracteristiques transportant la modification de f sur 90~.
Comme les versions discontinues sont plus pres de cette propriete physique. elles
semblent plus aptes a la résolution de tels problemes. De plus. les versions continues
font intervenir en général des parameres fixes dans tout 0. Dans le cas ou la viscosité
est non nulle on peut définir des parametres variables (voir par exemple [28]). II v
a donc perte de flexibilité. Les estimations d erreurs permettent de dire que sur la
frontiere:

1f™ = fulle2sa-qzaias) < CR™Y2| fllrsra

et donc qu'on a un ordre de précision optimal de la condition frontiére. Par contre.
aucune information n’est donnée sur la conservation de la monotonje ou de la masse
sur JA". De plus. le caractere diffusif atténuera dans K’ la formation d’oscillations
possibles sur JK et le schéma ne produira des solutions non acceptables que locale-

ment (pres de JR).



5.2 La méthode de Lesaint-Raviart modifiée

Cette méthode pourrait étre nommée EDG (Exact Discontinuous Galerkin) et dé-

coule directement des résultats obtenus au chapitre 4.

Trouver f € P"(K') tel que
/;\- (Z-Vf)gdl — /9,\__ fol@-R)ds =~ [ #(f7)g(a A)ds. YgeP(K).
(5.2)
ou 7( fz) est une projection compatible au sens du chapitre 4. Mais comme on |'a
remarqué a la derniére section du chapitre 1. si on avait une telle projection on
aurait aussi la solution du probleme fort discrétisé. On se tourne donc vers des
projections moins exigeantes qui seront simplement des régularisations de la condi-
tion frontiere. Ces projections ne sont pas compatibles. mais sont plus acceptables
(non-oscillatoires. conserve la masse. ... etc) que la condition donnée (discontinuité
possible & la frontiere entrante). Une fois cette nouvelle condition frontiére accep-
table obtenue. on la substitue a f7 dans le schéma de Lesaint-Raviart (voir Fortin.
Béliveau et Demay [23]). On arrive a des projections “acceptables”™ par |'une des

trois approches suivantes:

(a) La régularisation par convolution numerique #( fz:) = p. * fi o
7(f=) = =g(d - 7)ds
R = [ frgta-mds

avec g une fonction polynémiale par morceaux a support compact (voir par

exemple. Schartz) [61].

(b) La régularisation par diffusion:

dx /6,,\._ V (#(/7)) - Vgl - )ds + o TURIG(E - R)ds = | fRg(a - f)ds
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(c) La régularisation par minimisation sous contrainte:

. | o
min {;“9 - fr l|22(ak-:w-ﬁ|ds)}
9€lmind f Z).max( b b=
IEP(R)lgg~

Une fois cette projection obtenue on peut définir a l'aide d'un relevement
la méthode Galerkin discontinue avec conditions aux limites imposées fortement

suivante:
Trouver f € P3(R) tel que
/K (7-%F)gdv = _/K(J- Vfo)gdV. V§e Pi(K)

ou Pg(R’) est l'espace des polvnémes de degré r nuls sur A ~. f = f— fo et
fo = #(fg) sur OK~. On remarque que cette méthode est peu intéressante nu-
meériquement puisque l'on doit déterminer A~ et fo sur chaque élément ce qui
complexifie inutilement la programmation. Il est plus facile de calculer les intégrales
dans (5.2). Cependant. cette version auraijt 'avantage de réduire les calculs sur
chaque élément. A la lumiére du chapitre 4. il faut s’assurer dans les deux cas que
u-Vf=0.Cela est possible en choisissant un espace pour la solution f compatible
avec l'espace utilisé pour 7. Dans ce cas on a des méthodes ENO si la condition

frontiere ( f) est essentiellement non-oscillatoire (ENO).

5.3 La méthode mixte discontinue

Cette approche est tirée de la populaire méthode mixte utilisée pour résoudre les
équations de Stokes. En effet. pour cette derniere méthode. la construction d’élé-
ments finis qui satisfont la contrainte div(i&) = 0 étant coiiteuse et inutilement com-
plexe. on préfere approximer cette contrainte en utilisant un algorithme de recherche
de point-selle. Comme on |'a constaté aux sections précédentes. le choix des dp ou

la détermination des conditions au bord acceptables est difficile ou sujet & une forme



d’indétermination. Il faut construire un détecteur d’irrégularités. ou introduire des
conditions frontiéres approchées. Le chapitre 4 nous montre que |'on peut définir une
methode mixte élémentaire qui est équivalente a celle de Lesaint-Raviart dans le cas
continu. Par contre. dans le cas discret cette méthode offre la possibilité d obtenir un
transport essentiellement eract. c’est-a-dire @ - Vf: = € ou ¢ est extrémement petit.
Cela se résume donc en une méthode quil minimise la distance entre la condition
frontiére f~ et f|sq- sous la contrainte i - V' f =0. a la précision de la machine. On
obtient la méthode mixte:
Trouver (f.p) € P (K x P (R') tel que:
fota-myds - [ (7 Vg)pdi = - [ _#UfR)g(@-)ds Vg€ P(R)

/K(J-Vf)qcn':o Vg€ P (R)

IR}

En général. r, et r, sont différents et rz est choisi de sorte que # - Vf = 0. Cette
méthode est donc ENO si la projection 7( fz ) est ENO. Pour obtenir une condition
frontiere #( fiZ) qui soit ENO. il suffit de reprendre directement les méthodes de

régularisation (a). (b) et (c) de la section précédente.

5.4 La méthode bornée

Cette méthode tire son nom du fait qu'elle est une adaptation de la méthode de
Lesaint-Raviart. sachant que la pseudo-concentration est toujours comprise dans
Uintervalle [0.1]. Cette modification de la méthode de Lesaint-Raviart s’apparente
a la résolution d'un probléme d’inéquation variationnelle (voir Lions [50] et Kardes-

tuncer [43]). On veut résoudre:

/K(z'i-Vf)ga’V -/ah__ folii - i)ds = _/%__ frgl@ - 7)ds (5.3)

sous la contrainte:

-f<o0
f-1<0
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‘ Par le biais d'un lagrangien augmenté. Fortin-Glowinski [26] donne un algorithme.
qu’ils appellent ALG2. pour la résolution de tels problemes. Dans notre cas. en po-

sant X = (Al A%) et J= (31. 3%). une version possible d’ALG2 s’écrit:

e Etant donnés Xl et 31:

]X,;H - X,H > e. effectuer:

— Tant que
* Tant que [|f, — f,_1]| > eet ”31 - 3-;_1H > e. effectuer

* Résoudre le systéme linéaire pour f T

/_J-Vf,g dr—/c;’\__ﬁ-r'i;\-fjg ds+r/h_(2fj —1)g dr

K

= —/31\'- U-ng(f,)g ds+ r/;\_(—JJl + 312)9 dr —/K(—,\,I + \?)g dr
= Mise a jour de J3:

He = min{0.~f, + \/r)
.y = min{0.f; — 1+ A%r}

— Mise a jour de \:

’\xl+1 = A+ p(—f, — 3}+1)
MNin = Al+a(f,~1-32))

e Fin de l'algorithme

Cette méthode résulte en un schéma non linéaire qui réduit l'efficacité du
schéma de Lesaint-Raviart par un facteur de deux ou trois. De plus. la vitesse de
convergence de ce schéma dépend de r qui semble étre “optimal”™ pour des r &€
[1.10%]. L'intérét de cette méthode est que la détermination du parameétre r n’est

pas trop exigeante par rapport aux autres méthodes.
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Figure 5.3  Probléme test.

5.5 Meéthodes de Lesaint-Raviart et mixte sur Mathematica

Cette section a un double but. Premiérement on veut vérifier si les résultats théo-
riques concernant la méthode mixte sont observés sur un exemple. Autrement dit.
est-ce-qu’on a une solution dans A'er B. Deuxiémement. on confronte cette nouvelle
méthode avec la méthode de Lesaint-Raviart. On utilise ici un test trés simple. Les
resultats ne sont donc pas généraux mais démontrent bien le comportement des mé-
thodes. On choisit un champ de vecteurs constant (u;.u;) et une condition frontiere
de 1 sur un coté de R~ et 0 sur l'autre. On peut visualiser le probleme étudié a la

figure (5.3). On remarque que fr est discontinue au noeud 3.

Pour vérifier si les programmes Mathematica étaient exacts. on a utilisé deux
techniques de validation. Premiérement. on construit la validation pour la méthode

de Lesaint-Raviart:
Jo @ Shgav = [ (7= #(szng(a-mds

Si on choisit des g € V' ol V" est I'espace des fonctions telles que la restriction de g



a ON~ est égale & zéro. alors d’une part on obtient:

/K(ﬁ'-\"f)ng=0 Vge v

et d’autre part. si on utilise g € W', ou I} est ['espace des fonctions telles que la

restriction de ¢ 2 AR~ soit f — 7c2(an-)(fr)- alors on a:

/K(E~Vf)gdl'=/q (f — meran-)(fr)2(a - 7)ds. Vg e W

3R~

Maintenant. on peut toujours écrire ¢ € W comme étant la somme d'une
fonction g; € V" et d une fonction g2 nulle sur OR°YIK * et égale a f—7cr0n-)(fR)

sur JA"~. Dans ce cas on a finalement:

_/. (Z- NV f)gadV = / (f — 7c2on-)(fF))*(& - 7)ds = constante. Vg e W.
K K-

Comme on ['a vu (sous une autre forme) au chapitre 3. cette constante n’est pas
nécessairement nulle. On a effectué des essais pour une multitude de champs de vec-

teurs et de conditions frontiéres et on a observé que cette égalité est toujours verifiée.

En ce qui concerne la méthode mixte. la technique de validation est la suivante.
On définit des fonctions de base quadratiques en dimension un. Par la suite on ajoute
une dimension orthogonale  celle utilisée pour les fonctions de base et on forme ainsi
la famille des cylindres quadratiques. Il suffit maintenant d'effectuer une rotation de
ces cylindres de telle sorte que leurs isolignes soient paralléles aux caractéristiques
du champ de vecteurs & = constante. On forme ainsi I'espace des fonctions g telles
que u- Vg =0 (g € KNerB). Une fois cette tache accomplie. on cherche & minimiser
la distance entre fy et I'espace des restrictions 2 A~ des fonctions de KerB. On

obtient ainsi la fonction dans A'erB qui est la plus proche de fr sur R ~. Clest



exactement ce que la méthode mixte fait et on la validera en trouvant des solutions
a l'aide de la méthode décrite ci-haut pour une panoplie de f;.. On vérifiera que
la méthode mixte donne les mémes résultats. On remarque que si ['on substitue la
restriction de la solution du probléme mixte dans le schéma de Lesaint-Raviart &
la place de fz alors on obtient la méme solution. Cependant. si on refait la méme
chose avec la restriction de la solution du probléme de Lesaint-Raviart on obtient
une autre solution et si on répéte le processus. la solution obtenue devient de plus
en plus oscillante. On remarque finalement que le méme genre de procédé peut étre
appliqué a des isolignes courbes. mais vu la complexité de cette approche. on n’a
pas insisté sur le développement d une telle méthode numerique (fonctions de bases
a transport exact). La méthode mixte est dans ce cas la bienvenue (ici a transport
exact puisque Vathematica résout analvtiquement le svstéme engendré) puisqu’elle
impose que la solution soit dans A'er B sans avoir a construire des fonctions de bases

a transport exacte.

Une fois les deux méthodes validées. on présente quelques cas tyvpiques de
solutions. Le premier cas est pour le champ de vecteurs & = (1.1). En observant
le tableau qui suit et les figures (5.4) et (5.5). on remarque que les maxima et
minima des deux méthodes sont du méme ordre. Cela ne dépend pas de la taille de
I"élément ni de la hauteur du saut puisqu’il est clair que l'on peut reproduire de tels
changements par un rééchelonnement. On ne peut conclure aussi facilement sur un
elément non rectangulaire. Cependant la méthode de Lesaint-Raviart semble donner

une solution dont la restriction 3 R~ est plus pres de fj.

La premiere ligne du tableau représente les valeurs de la fonction de pseudo-
concentration aux huit noeuds d’interpolation (voir la figure 5.3)). La deuxiéme ligne

correspond a la méthode de Lesaint-Raviart et la troisieme correspond a la méthode



Tableau 5.1 Champ de vecteurs i = (1. l)etdp- =0

| LAl R T £ | i T K] fe | ] fs |
L.-R. [ 0.5 1.04545 ] 0.90901 | 1.21591 [ 0.5 —-0.215909 | 0.0909091 | —0.0454515
mixte { 0.5 0.875 1.25 0.875 10.3 0.125 -0.25 0.125

Figure 5.4  \Méthode de Lesaint-Raviart avec (uy.u2) =(1.1).

mixte. Cette description est valable pour tous les tableaux qui suivent.

Afin de réduire les oscillations. on introduit un terme de diffusion comme au (b)
de la section 5.2 (régularisation de la condition a la frontiére). Une diffusion de d =
1/3 a été choisie puisque pour des valeurs plus petites. les deux méthodes présentent
encore des oscillations. Le tableau suivant et les figures (5.6) et (5.7) témoignent
que la méthode de Lesaint-Raviart est dans ce cas non oscillante alors qu’il faudrait
encore ajouter de la diffusion pour la méthode mixte. Puique les solutions possibles

autres que le plan sont des cylindres quadratiques. on comprend que la méthode



Figure 5.5  Méthode mirte avec (u. ur}) = (1.1).

Tableau 5.2 Champ de vecteurs & = (1. L)etdp =1/3

L TAT] £ | B T A [ fs] fo | fr | s ]
L.-R. | 0.5 0.881818 [ 0.990009 | 0.95 0.5 0.05] 0.00909091 | 0.118182
mixte | 0.5 0.8 1.1 0.8 10.5 0.2 -0.1 0.2

mixte dans ce cas choisit un plan. Dans le cas contraire on aurait une fonction dont
la solution a plus de poids d un coté que de l"autre ce qui est contradictoire avec le

choix de &' = (1.1) et la condition frontiére choisie.
On présente maintenant |'essai effectué pour le champ de vecteurs & = (1.3)
pour la méme condition frontiére. On remarque encore ici que les oscillations sont du

meme ordre comme on peut le voir au tableau suivant et aux figures (3.8) et (5.9).

Si on ajoute maintenant de la diffusion a la frontiére avec un coefficient dp- =



Figure 5.6  \Meéthode de Lesaint-Raviart avec (uy.uz) = (1.1) et une diffusion a la fron-
tiere de dyy = 1/3.

Figure 5.7  MWéthode mizrte avec (uy.up) = (1.1) et une diffusion a la frontiére de dp =
1/3.



Tableau 5.3 Champ de vecteurs & = (1.3) et dp =0

I l fi ] f2 | ] f1 i
L.R. -0.091791 0.207653 1.26923 | 0.883381
mixte 0.282686 —0.142697 | 0.25404 | —0.0466022

Is fe fz I8

[L.R. |-0.0898437] —0.200195 | 1.28125] 0.333008 |
[ mixte | 0.472656 | —0.01810547 ] 0.15625 | —0.0107422 |

.

Figure 5.8  Meéthode de Lesaint-Raviart avec (uj.ug) =(1.3).

(V1]



Figure 5.9  Méthode mirte avec (uy.uz) =(1.3).

1/3. c’est la méthode mixte qui est moins oscillatoire. On se référera au tableau sui-

vant pour les valeurs numériques et aux figures (5.10) et (5.11) pour ['aspect visuel.

On peut dire de facon geénérale que la méthode mixte nous assure que ce qui
entre dans le domaine ressortira identiquement de I'autre c6té et que si on ajoute
suffisamment de viscosité sur la frontiere on obtient une méthode ENO. On a vu que

dans certains cas la méthode de Lesaint-Raviart semble plus précise que la méthode

Tableau 5.4 Champ de vecteurs i = (1.3)et dp- = 1/3

B | i | fa | f | f4 |
L.-R. | -0.00724297 0.272063 1.0106 0.714526
mixte 0.156185 —0.0149375 1 0.0512788 | —0.0797179

| | fs | fe | f7 | fo |
L.-R. | —0.000969744 0.259116 0.93813 0.665244
mixte 0.438906 0.0391777 | 0.0583786 | 0.00543057




Figure 5.10 Méthode de Lesaint-Raviart avec (u1.u2) = (1.3) et une diffusion

a la
frontiére de dp- = 1/3.

Y

Figure 5.11 Méthode mizte avec (uy.u;) = (1.3) et une diffusion a la frontiére de
dp =1/3.



Figure 5.12  Méthode de Lesaint-Raviart avec (uy. u2) = (1.100).

mixte. mais son caractere de transport non exact nous laisse songeur quand a la
nature de la fonction f dans |'élément A ( propagation sur les autres éléments par
le biais de JK*) pour des champs de vecteurs plus complexes et cela méme si la
condition frontiére a subi un traitement adéquat. De plus. en différences finies les
meéthodes de type TVD sacrifient de la précision au voisinage d une discontinuité au
profit d'une approximation locale non oscillante avec un transport exact. On croit

que la méthode mixte couplée  un coefficient de viscosité local serait du méme type.

On présente maintenant une propriété des deux schémas qui démontre que mis
a part l'existence d'un schéma performant. le maillage adaptatif pourrait étre la clef
du succes. En effet on voit sur les figures (5.12) et (5.13) que pour un champ de
vecteurs (uj.us) = (1.100). les solutions des deux schémas sont tres pres de zéro

(voir le tableau suivant).



Figure 5.13

Tableau 5.5

Méthode mizte avec (uy. up) = (1. 100).

Champ de vecteurs & = (1. 100) et dy =0

L] N | S l f3 | ]
L.-R. 0.0275179 —0.0140353 0.0877734 | 0.0442563
mixte | 0.000725507 | —0.00036262 0.0007254532 | 0.0141817

f5 fe 7 fs

L L.-R. ] 0.0262928 |

—0.0138229 | 0.0873541 [0.0856429 |

[mixte | 0.0839459 | —0.0144052 | 0.0285363 ] 0.02740:5
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On fait la mise en garde que les graphiques représentant ces solutions ont été
rééchelonnés et qu’il faut donc vérifier I'axe des = pour repérer les échelles utilisées.
Ce rééchelonnement des figures permet de mieux visualiser les fonctions qui seraient

autrement presque illisibles pour une échelle de I'ordre de 1.

Ceci s’explique par le terme @ - 7 dans:
u-rt)ds
o 9@ 1)

En effet. la partie de 1'intégrale dont la normale est presque perpendiculaire a &
est négligeable devant la partie ou 7 s'aligne presque avec la normale et I'intégrale
donne de 'importance au c6té franchement entrant. Finalement. si on possédait une
stratégie de remaillage qui peut aligner les frontiéres des éléments avec l'interface. la
majorité des problémes envisagés dans cette these disparaitrait. Cependant comme
on peut le voir par les valeurs numeériques du tableau précédent. de légeres oscil-
lations sont tout de méme générées et un traitement comme celui mentionné aux

sections précédentes est encore probablement nécessajre.



81

CHAPITRE 6 ‘

Modélisation et résultats numériques

Ce chapitre présente les résultats numériques obtenus pour la résolution des
équations de Stokes couplées a |'équation de transport pour la pseudo-concentration
et a une équation de comportement pour le tenseur des extra-contraintes (dans le cas
viscoélastique). De bons résultats sont obtenus pour les problemes de coextrusion
dans le cas visqueux et cela en utilisant les approches présentées dans le chapitre
précédent. En raison des difficultés mentionnées précédemment en ce qui concerne le
choix des parameétres optimaux dp- d'élément en élément. on se limite pour le reste
des résultats a |'utilisation exclusive de la méthode bornée pour résoudre |'équation
de convection. On présentera ainsi d’autres résultats de coextrusion dans les cas non
newtonien et viscoélastique dans une géométrie dont |'entrée est la jonction en V
de deux canaux avec une contraction 4 : 1 en sortie. Un autre probleme de coex-
trusion dans le cas viscoélastique est résolu de facon acceptable (malgré quelques
difficultés en sortie pour le tenseur des extra-contraintes) dans une géométrie en
T. Par la suite on présente les résultats obtenus dans le cas du moulage par in-
jection dans un coude (cas newtonien). Finalement. on présente des résultats pour

des problemes dont la dynamique est régie par le phénomeéne de tension superficielle.

Dans un premier temps. on présente la modélisation générale des problemes

étudiés et par la suite on donne les résultats.
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6.1 Modélisation du probléeme

6.1.1 Les équations de Stokes

On considere le cas de deux fluides (fluide 0 et fluide 1) dans un domaine bidi-
mensionnel ). Le cas général se traite de facon identique. On note Q, les domaines
respectivement occupés par le fluide de viscosité nm(i=01let Q=000 )etT
représentera |'unique interface entre les deux fluides (I = 90N AN, ). Les équations

sont données par:

® conservation de la quantité de mouvement:

Vo, +5=0 VreQ, (6.1)

e conservation de la masse:
V-u=0 Ve Q, (6.2)

—

ou 5 est une force volumique et o, est le tenseur des contraintes de Cauchy défini
par:

0’,‘=1','—p,'Id VJ-:EQ,'

Pour cette derniére équation. T, est le tenseur des extra-contraintes et p; est la pres-
sion dans ();. L'équation (6.2) n'est rien d autre que la condition d’incompressibilité
classique. On ajoute que pour les écoulements polymériques. les effets dus 2 la gra-

vitation et l'inertie sont généralement négligeables.

Pour modéliser le tenseur des extra-contraintes 7;. différentes approches per-
mettent d'introduire une loi de comportement (voir par exemple Bird et al. [3]).

Puisque ce type d’équation fait intervenir le champ de vitesse @, on peut fermer le
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systeme (6.1) et (6.2). Afin de décrire T,. on choisit le modele de Phan-Thien-Tanner

(PTT) [57]:

(l+ z\r;j‘tr(r)) T,+,\i%=2n,(|7(¢7)|)-7(g) (6.3)
ou
%=%+‘7 Vo =Vi- 7 -7 (V)
[¥(@) = 23" Y(@),4(a),)?
et 7
Y(ay = é (V&‘-va)t)

est la partie symétrique du gradient de vitesse V. De plus. A; est une constante
rhéologique représentant le temps de relaxation. n: est la viscosité et ¢, un autre
parametre qui dépend du fluide /. Cette forme d’équation de comportement permet

de distinguer les deux cas suivants:

(a) cas viscoplastique ou purement visqueux (A\; = 0. = 0.1):

(b) cas viscoélastique (A, #0.i=0.1):

Si les fluides ( = 0.1) sont purement visqueux le systéme (6.1) et (6.2) est

fermé puisque la relation (6.3) s'écrit dans ce cas:
T = 2n;(|¥(@)])y(d) i =0.1

et est explicite. Ceci permet de remplacer directement 7; dans I'expression du ten-
seur des contraintes de Cauchy &, et par la suite dans I'équation de mouvement. On
obtient alors un probléme de Stokes non linéaire méme si les termes d’inertie ont

été préalablement négligés. Une linéarisation comme dans Carrier (6] doit alors étre



effectuée.

Dans le cas o au moins 'un des fluides est viscoélastique. I'équation de com-
portement est implicite et le systéme global est donné par les trois équations (6.1).
(6.2) et (6.3) qui doivent étre satisfaites dans tout le domaine Q. On supposera dans

ce cas que la viscosité 7, est constante dans Q; et ne dépend pas du taux de cisail-

lement |4()].

Finalement. on doit donner des conditions sur I'interface entre les différents

fluides.

6.1.2 Condition de non-miscibilité et d’équilibre a ’interface

La premiere condition que 1'on impose sur I'interface est la non-miscibilité des deux
fluides. Dans Segel [62]. on définit une fonction f(u.t) telle que l'interface I est
définie par tous les (£.¢) qui satisfont f(u(Z).t) = 0. Cette définition pour l'interface

entraine que l'on a:
%-%—(J-V)f:O Vir.t)e T
Cette derniére équation dit simplement que la fonction est constante le long des
lignes de courant (une particule située sur I’ reste sur I'). On généralise facilement
cette idée a tout le domaine (une particule dans Q; reste dans ;). Par conséquent.
on peut définir une fonction qui satisfait cette équation aux dérivées partielles dans
tout Q (voir [6. 24]). On définit donc la fonction de pseudo-concentration comme
étant solution de:

of

— +(u-V)f

EY 0 Vel (6.4)



avec une condition initiale et une condition frontiere appropriées pour f.

Si on s’intéresse aux forces en présence sur linterface seéparant deux fluides
immiscibles. on doit tenir compte du phénoméne de tension superficielle. C’est ce
que résume la seconde condition. qui assure 1'équilibre des forces le long de l'interface
et qui est donnée par:

C
Uo’ﬁ—UI'T-Z.:—ﬁ V.FEF (6.5)

R

ou C représente le coefficient de tension superficielle. R est le rayon de courbure de
'interface et 77 est un choix de vecteur normal a T en 7. Ici R est une courbure signée
qui dépend de l'ordre de la soustraction dans (6.3). En regle générale. si (C'/R)7
pointe vers le coté “concave” de I'interface (vers le centre du ravon de courbure). alors
on soustrait la discontinuité de o de “I'extérieur” (cété ~convexe” ) de ['interface vers
“lintérieur”™ (c6té “concave™). On remarque aussi que les forces dues a la tension
superficielle s’annulent en un point “d’inflection” (surface localement plane. R = ).
Dans ce cas. seules les forces internes 3 chaque fluide demeurent et s’équilibrent entre
elles. Pour plus de détails concernant la modélisation du phénomene de tension

superficielle on réfere le lecteur a [4. 62. 46].

6.1.3 Formulation variationelle
[l est facile de vérifier que la fonction définie par:

0 dans Qg (fluide 0)
1 dans 2, (fluide 1)

satisfait (6.4) si on choisit comme condition frontiére:

f 0 sur la partie de dQ~ mouillée par le fluide 0.

l sur la partie de Q™ mouillée par le uide 1.
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Utilisant cette fonction de pseudo-concentration f on définit par exemple pour deux

fluides newtoniens:

nf)=no+(m —no)f

Pour les autres cas. ce sont les constantes rhéologiques de chaque fluide qui satisfont
une équation identique a celle donnée pour la viscosité dans le cas newtonien. On a

par exemple pour les deux modeéles non newtoniens classiques:

(a) modele loi de puissance:
1 @D = () 3@ (6.6)

(b) modele de Carreau:

n fi—1

1L 3@D =07 (L+ 2N @) (6.7)

ou:

n"(f) =ng + (nf —n5)f

Hf)=to+ (ty ~ to)f (6.8)

n(f) =no+ (ny —no)f
Les parametres n=. t et n sont des constantes rhéologiques différentes pour chaque
fluide. qui sont déterminées de facon expérimentale. Il faut ici faire une distinction
entre n,. nl. n, et n.. les indices étant évidemment p pour la loi de puissance et ¢
pour la loi de Carreau. L’accumulation d'indices nous a incité a les laisser tomber.
Dans le cas viscoélastique on a de plus que A(f) = o+ (A = Xo)f et une relation

similaire pour tous les paramétres du modeéle PTT.



I On récapitule en disant qu'il faut en général résoudre le systeme d’équations
suivant:

(Vo (r—pId)+5=0 VI € O(f)

V-i=0 VI e Q(f)
4 (6.9)

A ) ot ey - -~
1+ AL ) e 008 < s i@ vee )
n(f) ]
‘%%—J-Y’f:O vre Q(f)

avec les conditions frontiéres appropriées en . T. f et la condition (6.5) sur I'. Pour
7. le choix des parametres intervenant dans |'équation de comportement de chaque
fluide est fonction du sous-domaine ; par I'entremise de la fonction f. On remarque
que cette facon d’écrire les équations fait ressortir que la détermination de f est liée
a une modélisation non linéaire et qu’en fait on a un probleme de frontieres libres

puisque on a utilisé la notation Q( f).

Considérons premiérement I'équation de la conservation du mouvement (6.9).
En multipliant par . en intégrant par parties et en utilisant la condition naturelle

(6.3). on obtient:

. o g o = C. .
/Q(T.‘y(l)—pv-z)dr—/na vdr +/l:ﬁn-tds (6.10)

Dans le membre de droite le terme de tension superficielle pose deux problémes.
Premierement. on doit évaluer cette intégrale le long de I'. Deuxieémement. la cour-

bure R dépend aussi de l'interface I'. Dans les deux cas. I'évaluation des quantités
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Figure 6.1  Domaine Q coupé en deur sous-domaines Q) et Q, par linterface T.

mentionnees est ardue a cause de i'indétermination de f et du caractere implicite de
'interface ' (sous-produit de la fonction de pseudo-concentration f). Cependant. si

I'interface I est assez réguliere on a au sens des distributions:

Vf={(f]lér7 VFeQ (6.11)

Cette équation est satisfaite dans tout Q. Dans cette relation. [[f]] désigne le saut
de la variable f au travers de l'interface et pris dans la direction opposée a celle de
la normale (dans notre cas on a [[f]] = +1). Le terme ép désigne une simple couche

sur l'interface I'. notion qui généralise a une surface la distribution de Dirac.

En effet. par définition on a:

(Vf. "’7)(1*’(9))2><(D(Q))2 =-{f.V- ’J>(l"’(9))2x(D(Q))2
En se référant a la figure 6.1 on a que
AR CE pdi - [ f7-ids
AR AR SVEN

et:

—/Q?fv-,:d.r=/92Vf-.,9d1—/302fp~n2ds



89

On obtient donc:
(YLD ranyeoian = o ¥F I 547 = [(fi = f2)5 - inds
mais puisque:
2
[ iy -FdE =y | vf- sz =0
=1 '
pour la fonction de pseudo-concentration f. on a finalement

T f 3 = 3. fds .2
(vf-v)(pr(m)lx(p(m,z = /[:(fz — fi)F-fds = ([[f]]érn’“:)(D’(Q))zx(D(Q))Z

ce qui est identique a (6.11).

Les équations de conservation du mouvement et de la masse deviennent:

/(r:-}(s) — PV - F) df:/ <§+C2> FAEVFEV (6.12)
n o) R

/Qq V.Zdi=0 VYgeQ (6.13)

ou |" et Q) sont des espaces de Sobolev appropriés.

L’équation de transport est résolue suivant I'une des méthodes du chapitre
précédent. [l pourrait en étre de méme pour I'équation de comportement mais on
se contentera d utiliser la méthode de Lesaint-Raviart classique pour résoudre (6.3).
On remarque qu'il n’est plus possible d obtenir la formulation faible du probleme de
Stokes sous sa forme habituelle. En effet. on ne peut plus définir la forme bilinéaire
coercive classique puisquon a T au lieu de 2p4(&) dans le membre de gauche de
(6.12). Pour remédier a ce probléme. Fortin-Zine-Agassant [25] utilisent un chan-
gement de variable qui permet d'introduire un terme visqueux dans l'équation de
mouvement et ainsi récupérer la forme classique de la formulation mixte du pro-
bleme de Stokes. Cependant. il est encore assez difficile de trouver des discrétisa-

tions compatibles des variables @. p et . En effet. ces discrétisations doivent vérifier
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une genéralisation de la condition de Brezzi (voir Brezzi-Fortin[3]. Pour contourner
partiellement cette difficulté. Fortin-Guénette-Pierre (voir [27. 31]) dans une série
d’articles proposent d'introduire explicitement la variable d = %(u). L'introduction
de cette nouvelle variable rend plus aisée la recherche de discrétisations compatibles

et on doit résoudre le systéme d'équations aux dérivées partielles suivant:

( Trouver (d.p. f.7.d) €V x Q@ xG x & x D tel que:

/2a-'f(z7>-—'r(f>- #dE = - [ (v 20d) : 3(5) dF
Q
+/ va vdr /Q -rdr Ve V.
/qu-&'dfzo Vg € Q.
af .. _ o
LGredz+ [(@-Sgdr— [ foa ) ds <
Q Ot Q aQ-
—[;Q_fg(u-n)ds Vgeg.

or B
(f)[nﬁ:vdr—/an-
+A(f) [ / ,:0((ff))tr(r)r o di| = [ 210(/)3(8) : o dF
—-/\(f)[/;n_r':a'(&'-ﬁ)ds} Vo c L.
‘ Kd:cdf:/;\_"y(ﬂ'):cdf Ve € D.

(6.14)

Le probleme de Stokes considéré sous sa forme mixte. I’équation de transport.
I'équation de comportement et |'équation du tenseur d sont résolues séparément
par une formulation en correction. Finalement, on utilise la méthode GMRES (voir

par exemple Fortin-Zine-Agassant [25]) pour recoupler les sous-problemes. Ceci fait
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Tableau 6.1 Liste des discrétisations

Variable Discrétisation
7 (Q3)° - C°
p P -C!
T eyt -
d Q%) —C~'ouC®
f Q:-C!

exception pour le moulage par injection ot on calcule chaque solution f & un temps
donné en utilisant la solution du probleme de Stokes comme champ de vecteurs
avec la fonction de pseudo-concentration au temps précédent. Plus de détails seront

donnés dans les sections correspondantes des résultats numeriques.

Enfin. quelques précautions doivent étre prises en ce qui concerne la discréti-
sation des différentes variables. Dans cette these. seuls les éléments quadrangulaires
ont été utilisés. Voici les discrétisations correspondantes: La notation utilisée dans
cette table indique que pour la vitesse. un quadrilatere a 9 noeuds a été utilisé pour
la vitesse. Par contre. la pression est linéaire par élément et discontinue d"un élément
a l'autre. Les tenseurs 7 et D sont symétriques et discrétisés i I'aide de quadrilateres
a 8 noeuds (Q; incomplet). Le méme espace est utilisé pour la pseudo-concentration

f. Les 4 derniéres variables sont donc discontinues  la frontiere des éléments.

L algorithme suivant (qui borne numeériquement la solution dans [0. 1]) est uti-

lisé pour résoudre I'équation de transport (voir Fortin-Glowinski [26]):

e étant donnés Xl et 31.

e Boucle sur || Az, — el > e
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— Boucle sur ||f* — f Il > € et Hg, - 3;‘—1” 2 €

— Résoudre le systéme linéaire pour f7:

/(3f,n_‘lfn_l +fn—2
I

EXY )g+E-Vf,~"gd1'—/6K_ﬁ.ﬁ;\-L"gd.s

+rA_(2ff‘—l)gdr=—/ u-np(f")gds

9K~

+r/K(—3{ + 3)g dr — /;_(—A,t. + A})g dr
— Mise 2 jour de 3:

Fer = min{0.—f + AL/r}
e = min{0.f7 — 1+ A/r)

— Fin boucle

e Mise a jour de X:
’\L-H = M+ p(—=fT — 3{1)
Ma = M+p(fr-1-37),

e Fin boucle

On remarque que I'algorithme n’est pas donné sous la forme de correction afin
de ne pas ajouter des termes inutiles dans la description ci-haut qui est déja assez
chargée. De plus. la regle du trapéze est utilisée pour l'évaluation numeérique des
intégrales reliées a la contrainte f € [0.1] sur chaque /. Ceci permet d obtenir des
points de contrdle (pour forcer numériquement f(z.y) € [0.1]) sur la frontiere A .
ce qui n'est par le cas si on choisit la quadrature de Gauss classiquement utilisée en
éléments finis. De plus. la frontiére entrante doit étre particulierement bien controlée

en vertu de ce qui a été dit dans les chapitres précédents. L’avantage de ce schéma
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est quon a plus a chercher les parameétres élémentaires optimaux liés aux autres
meéthodes. En effet. puisque ce schéma est tres robuste avec p=r.onna pas a
chercher I'ajustement parfait. la solution étant la méme pour un grand intervalle
de valeurs de r. En fait. le paramétre r n’influence que le taux de convergence de
la méthode. ce qui n'est pas négligeable mais moins problématique. On conclut en
disant que pour le schéma de Lesaint-Raviart. des oscillations de 1'ordre de 0.23
apparaissent le long de l'interface I' puisque dans ce cas des discontinuités pour
f~" existent sur certains A~ (surtout pres de d0~). La “projection™ réduit ces
oscillations & environ 107 pour une quadrature trapézoidale de 7 par 7 points dans
K. une erreur sur les points de contréle de 10~3. un critére darrét pour ALG?2 de

e = 107> et un choix “optimal de r € [1.103].

6.2 Coextrusion

Le but de cette section est de valider les méthodes discutées au chapitre précédent.
Dans un premier temps. on présentera les résultats obtenus pour un probleme de
coextrusion “simple” et cela pour la majorité des méthodes proposees au chapitre
précédent. Dans un second temps. on utilise la méthode la plus “autonome™ pour
résoudre des écoulements plus complexes tels la coextrusion de deux fluides non nev-
toniens et viscoélastiques. Finalement. on confronte la méthode avec des résultats
récemment obtenus dans [18. 17] pour la coextrusion de deux fuides viscoélastiques

dans une géométrie en T.

6.2.1 Le cas newtonien: résultats pour les différentes méthodes

Cette section fait une bréve étude comparative des résultats numeériques obtenus
pour la majorité des méthodes décrites au chapitre précédent. Un test simple de co-

extrusion de deux fluides newtoniens a été choisi pour les différentes méthodes. Le
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Figure 6.2  Meéthode de Lesaint-Raviart originale.

fluide du bas a une viscosité de no = 10.0 et celui du haut de 5o = 1.0. Pour les deux
fluides. les débits sont identiques et valent Q@ = 0.417. De plus. la géométrie utilisée
est de 2 par 10 unités adimensionnelles et le fluide 0 mouille la partie entrante de
y=-1.02ay=0et le fluide | mouille le reste de la face entrante. Pour des fins de

visualisation. on a contracté le maillage par un facteur 3 en z dans le post-processeur.

Evidemment les résultats pour la méthode de Lesaint-Raviart sont présentés
en premier. puisquelle est a la base de toutes les autres meéthodes construites. On
remarque les oscillations caractéristiques que les méthodes classiques générent lors-
qu’appliquées a ce type de problémes. Les oscillations commencent a |'entrée. se
stabilisent et sont transportées dans tout le domaine comme I'indique la figure 6.2.
On observe que le probléme majeur se produit en entrée ot |'on distingue les plus

grandes oscillations. Cela s’explique par la discontinuité présente dans la condition
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Figure 6.3  Lignes de niveau de la pseudo-concentration pour la méthode de Lesaint-
Raviart originale.

08 ° -

06 ~ 4

04 °

02 4

02 " i " L : . L s n
-1 Qa8 -0.6 04 02 0 02 04 06 LX) 1

Figure 6.4  Coupe en sortie pour la méthode de Lesaint-Raviart originale.
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frontiere a cet endroit.

Pour remédier a ce probléeme on veut contréler la condition frontiere i 1'en-
trée et la projeter sur un espace de fonctions non oscillatoires. Plusieurs approches
ont été tentées comme par exemple une projection avec diffusion sur la frontjere.
Il est cependant extrémement difficile de savoir comment ajuster les coefficients de
diffusion élémentaire. Les généralisations des approches utilisées en différences fi-
nies sont a notre avis trop complexes en dimension supérieure a un. On mentionne
cependant que des discontinuités aussi raides qu'en différences finies sont obtenues
lorsque les projections TVD ou ENO sont utilisées conjointement avec la méthode
de Lesaint-Raviart en dimension un. De plus. pour un choix de coefficients cons-
tants. la méthode était soit trop diffusive ou pas assez. On a donc omis ces résultats
puisque d'une part. ils sont moins convainquants et d‘autre part on présente plus
loin une méthode de diffusion dans chaque élément qui est du méme type mais avec
un traitement controlé de la diffusion. Il semble donc plus approprié de présenter
une méthode de projection dont la solution “ne dépend” d’aucun parametre. On

utilise la projection suivante sur chaque frontiere A ~:

e étant donné :\.1 et 51.
e Boucle sur ||Xk+l - :\lH > ¢

— Boucle sur {|f, ~ fi_,|| > e et ||3; - Jica]| > €

— Résoudre le systéme linéaire pour f*:

—

/ (1+2r)fig@-fxds=— [ frgi-in ds
IR~ OR~

1- 3+ 3 "-“-d—/ A 4 AT i d
+7‘/3K_( 1+ 32)gu - ik ds al\'-( v+ AL)gu - nig ds



— Mise 4 jour de 3

3y = min{0.—f, + \/r}
3% = min{0.f - 1+ \2/r}

— Fin boucle

-

e Mise a jour de \:
’\llc-f-l = M+ p(—fi— 3
A1 = M+p(fi—1-3).

e Fin boucle

En fait. la solution dépend de r et p mais pour p = r et pour un large inter-
valle de valeurs de r la solution est la méme. avec un taux de convergence plus ou
moins rapide en fonction de r. Cependant. on remarque que pour des r trop grands
l"algorithme écrase la solution & zéro partout. On note ici que cet algorithme est un
hybride entre deux formes d'approximation. La solution fi est de type éléments finis
alors que les solutions de J3; et A sont obtenues de facon ponctuelle aux points de
Gauss de la frontiere R ~. Cette approche a l'avantage d'étre facile a2 programmer.
mais n’exclut pas la création d’oscillations sur les extrémités de A - (la quadra-
ture de Gauss utilise des points intérieurs). De plus. comme mentionné au chapitre
1. la solution restreinte a la frontiere et le transport sont en général non exacts
et des oscillations sont tout de méme générées (surtout i I'entrée du domaine. ot
on trouve une discontinuité). Finalement. en observant la figure 6.5 on conclut a
une amélioration générale de I'algorithme de Lesaint-Raviart. On mentionne le fait
important que cet algorithme a un ~caractére autonome”. On sait que le transport
d'une fonction f trés réguliere peut dégénérer en une fonction discontinue ou i fort
gradient si le champ de vecteurs se concentre en un point donné du maillage. Ce

schéma détectera I'anomalie et agira en conséquence, c’est ce que l'on entend par
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Figure 6.5 Meéthode de Lesaint-Raviart avec projection bornée sur OK .

“caractere autonome”. En fait. des tests ont été effectués pour une projection de la
condition au bord et une résolution par Lesaint-Raviart pour f et ont donné des
résultats pratiquement non oscillatoires. mais on a perdu ce “caractere autonome”.

On se contente donc de présenter des méthodes & “caractére autonome”.

Dans le méme ordre d’idées. on présente la méthode de Lesaint-Raviart avec
la projection de la solution f dans l'interval [0. 1] sur tout 1'élément A". C'est la
méthode dite bornée. On trouve avec cette méthode d’excellents résultats comme
en témoigne le graphique de la pseudo-concentration a la figure 6.8. les lignes de
niveau de la pseudo-concentration 3 la figure 6.9 et la coupe en sortie & la figure
6.10. Le maximum de la peudo-concentration est en général de l'ordre du critere

d’arrét utilisé dans 1'algorithme ci-haut.
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Coupe en sortie pour la méthode de Lesaint-Raviart avec projection bornée
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Figure 6.8  Meéthode de Lesaint-Raviart avec projection bornée sur K .

On choisit de parler ici de I'importance des critéres mentionnés a la fin du cha-
pitre 4 puisque c’est la méthode que 1'on utilisera pour les résultats numériques des
autres sections. En effet. on remarque sur la figure 6.8 que l'on a obtenu a I'entrée
du domaine une solution dont la restriction sur 94 - pour ['élément contenant la

discontinuité de la forme illustré a la figure 6.11.

On mentionne tout simplement que des tentatives pour remedier a ce défaut
majeur ont vu le jour mais une méthode offrant une simplicité de programmation
est toujours manquante. Les autres approches utilisées se sont transformées en des

cauchemars algorithmiques.

On tente maintenant de stabiliser la meéthode en utilisant une formulation

qu'on sait moins oscillatoire que la méthode de Lesaint-Raviart. Les propriétés
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Coupe en sortie pour la méthode de Lesaint- Raviart avec projection bornée
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Projection

Figure 6.11  Projection qui ne conserve pas la monotonie (la masse ?).

de stabilisation de la méthode SUPG sont relativement bien connues. Cependant
comme on |'a mentionné a plusieurs reprises dans les chapitres précédents. cette mé-
thode n’est pas a notre sens une méthode upwind. Pour soutenir cette affirmation
on mentionne que la méthode SUPG solutionne dans le cas continu le probleme qui

suit sur chaque élément:

—dyV-[(@ 2 d)Vfl+d-Vf=0 dans A’
—drd-Vf+ (1 +dg)f = (1 +dp)f~ sur R -
—dpu-Vf=0 sur Rt

On remarque que c’est une forme de stabilisation du probleme initial. En effet.
Pour des dy: variant entre 0 et . on a une pondération entre le probléme initial et

le probléme suivant:

-V (@d2aVf)=0 dans A’
—u-Vf+f=f"  surdh~ (6.15)
u-Vf=0 sur Rt

Les raisonnements ci-haut ne s’appliquent plus dans le cas discret comme on |'a

entrevu au chapitre 4 dans le cadre de la méthode de Lesaint-Raviart. Les figures
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Figure 6.12  Méthode SUPG par €lément.

6.12. 6.13 et 6.14 démontrent bien cette effet stabilisateur qui dans le cas discret
est possiblement di aux termes supplémentaires dans les conditions frontieres de
6.15. On comprend que la méthode de Lesaint-Raviart en plus de ne pas assurer le
transport exact dans A" n’utilise aucune information supplémentaire a la frontiere
entrante R ~. Il est donc clair que de forcer 7 - Vf = 0 sur les frontieres nous
rapproche plus des solutions dans A'erB (voir Perrochet-Aziérad [56]). On ajoute
que des valeurs jusqu'a dp = 10" ont été testées sans affecter la solution obtenue
pour des dx plus raisonnables. Il est évident que plus dx sera petit plus la solution
tend vers la solution de Lesaint-Raviart. [l semble donc inutile de présenter les cas

intermeédiaires.

On veut maintenant. de la méme facon que I'on a régularisé la frontiére entrante

pour la méthode de Lesaint-Raviart, régulariser cette méthode SUPG par élément.
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Figure 6.13  Méthode SUPG par €lément.
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Figure 6.14

Coupe en sortie pour la méthode SUPG par €lément.

104



105

Figure 6.15  Méthode SUPG par élément avec projection bornée sur K .

On gardera en téte la remarque faite au sujet de la projection donnée a la figure 6.11.

Comme prévu cette projection améliore la régularité de la solution pour la

méthode DSUPG qui elle était déja plus stable que la méthode de Lesaint-Raviart

originale.

Cette prochaine méthode se veut une reproduction de I"approche ENO (comme
etant un ajout de diffusion locale). Ce programme comme on |’a mentionné plus haut
est difficile puisque le choix de la diffusion locale dj n'est pas aussi aisé qu'en di-
mension |. Cependant. dans l'esprit de ces méthodes. on a tenté de se rapprocher
du concept ENO. On renvoie le lecteur a I'article de Harten [34] pour les détails de
I'approche ENO. On a donc forméun détecteur d’irrégularités de la facon suivante:

puisqu’on sait que notre solution doit étre entre 0 et 1. on vérifie si le gradient de la
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Figure 6.16  \Méthode SUPG par €lément avec projection bornée sur JR .
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Figure 6.17  Coupe en sortie pour la méthode SUPG par élément avec projection bornée
sur K.
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solution trop forte

cas lineaire

Figure 6.18  [llustration geométrique en dimention un du détecteur d’irrégularites.

Aucune detection de
Iirregularite et perte
de la monotonie

cas lineaire

® -

Figure 6.19  Faute du détecteur d’irrégularités.

solution s'éloigne trop de la dérivée maximale pour un plan dans K. Si c’est le cas.
on introduit une diffusion perpendiculaire a I'écoulement en posant k = 4t = g+
(une forme de capture de discontinuitée. voir [39]) dans la formulation 5.1. Ceci se

traduit par la figure (6.18) et (6.19).

Les figures 6.20. 6.21 et 6.22 montrent que si I'on utilise une diffusion trop forte
et sans détecteur d'irrégularités on a évidemment un schéma trop diffusif. Par contre.

en utilisant le détecteur d'irrégularités mentionné avec une diffusion de I'ordre de
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Figure 6.21 Meéthode de diffusion orthogonale par élément. d- = 1078,
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Figure 6.22 Coupe en sortie pour la méthode de diffusion orthogonale par €lément.
dn = 1078.

dr = 107° pondérée par la norme du gradient (dans le but dajouter plus de diffu-
sion la ou la solution est tres irréguliére) on obtient une solution plus acceptable.
On observera les figures 6.23 et 6.24 pour s’en convaincre. On remarque immédia-
tement que ce détecteur d’irrégularités est incomplet puisqu’il ne tient pas compte
des cas du type présenté a la figure (6.19). Le but recherché est en fait d’obtenir une
solution se situant entre les deux solutions obtenues. Il reste donc du travail pour la
recherche d'un détecteur d’irrégularités efficace mais les résultats obtenus sont tout

de méme encourageants et on espére pouvoir saffranchir de cette tache dans le futur.

Cette approche pour reproduire les idées ENO souffre d'un défaut majeur
(meme si on avait un détecteur d'irrégularités efficace). En effet. on sait que la mé-
thode de Lesaint-Raviart ne donne pas une solution & transport exact dans le cas

genéral. Il serait donc presque inconcevable que la solution du schéma présenté ci-

haut en donne une.

Pour remédier a4 ce probleme on utilise la formulation mixte qui elle assure
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Figure 6.23  Méthode de diffusion orthogonale par élément. dg- = 10-3.
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Figure 6.24  Coupe en sortie pour la méthode de diffusion orthogonale par €élément.
dr =1073.
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Figure 6.25  \éthode de diffusion orthogonale par élément, dr = 1078 et projection
bornée sur K.
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Figure 6.26  Méthode de diffusion orthogonale par élément. d; = 10~8 et projection
bornée sur 9K .
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Figure 6.27  Coupe cn sortie pour la méthode de diffusion orthogonale par élément.
dr = 1078 et projection bornée sur K.

que u - Vf = 0 a la précision de la machine. Dans un premier temps. on utilise
directement le champ de vecteurs solution des équations de Stokes. On obtient alors
la solution. peu intéressante du point de vu numeérique. illustrée aux figures 6.28 et
6.29. Cependant. cette solution était prévisible a la lumiere des arguments présentés
dans la derniere section du chapitre 4. Puisque le champ de vecteurs est (Qs)? et
que la pseudo concentration est quadratique incompléte. il est peu probable qu’il
existe une solution autre que  constante dans chaque KA. En effet. du point de
vue géométrique. imposer que & - V f = 0 est identique & demander de trouver une
fonction f dont le gradient est orthogonal au champ de vecteurs en chaque point de
K. Autrement dit. si le champ de vecteurs & est le moindrement plus riche qu'un
champ de vecteurs pour lequel u, est proportionnel a df/dy et u, proportionnel a
df/0x alors il est impossible que les isolignes de f s'alignent avec les caractéris-
tiques. Le plan est alors la seule solution telle que 4 - Vf = 0. On voit trés bien
sur le graphique 6.28 que la solution f = 0.5 est obtenue sur I'élément contenant la

discontinuité initiale. de f = 0.25 et f =0.75 sur les éléments adjacents et ainsi de

suite dans le reste du domaine.
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Figure 6.28  Wéthode mizte.
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Figure 6.29  Coupe en sortie pour la méthode mizte.
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Figure 6.30  \Wéthode mizte avec projection du champ de vecteurs sur les constantes.

Dans un second temps. on projette le champ de vecteurs sur les constantes.
Dans ce cas on a enrichi la palette de solutions puisque maintenant les solutions
constantes. les plans et les cylindres hyperboliques sont des solutions potentielles (si
les isolignes des deux dernieres classes de fonctions s'alignent avec les droites. ce qui
est toujours possible). On retrouve maintenant une solution semblable celle obte-
nue par la méthode de Lesaint-Raviart. Cependant cette méthode offre 'avantage
que pour un champ de vecteurs donné. on peut simplement augmenter le degré des
fonctions de base utilisées pour la contrainte pour s’assurer d’avoir @ - Vf = 0. ce

qui n'est pas évident a faire pour la méthode de Lesaint-Raviart.

On utilise la méme astuce que pour les autres méthodes pour régulariser la



115

X}

08

Méthode mirte avec projection du champ de vecteurs sur les constantes.
12

Figure 6.31

08
06
04
02|

02

06

02

03

-0.6

thode mizte avec projection du champ de vecteurs

€

Coupe en sortie pour la m

Figure 6.32

sur les constantes.
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Figure 6.33  \éthode mizte avec projection du champ de vecteurs sur les constantes et
projection de f bornée sur QA .

solution obtenue. En appliquant la projection sur A"~ on obtient presque les résul-
tats désirés (voir les figures 6.33. 6.34) et 6.35. On rappelle que cette projection ne
conserve pas la monotonie. ni la masse et qu elle travaille sur des points intérieurs
a K ~. On remarque finalement que de légeres oscillations semblables étaient obte-
nues pour la méthode de Lesaint-Raviart avec projection bornée sur A jusqu'a ce
que 'on utilise un algorithme pour U'intégration numérique basée sur la méthode des
trapezes (pour une subdivision de A  en triangles). Cette remarque laisse entrevoir

des améliorations possibles a la projection utilisée dans cette section.

On conclut en observant que la méthode idéale n'a pas été trouvée. méme si
la version du schéma de Lesaint-Raviart avec une projection borné sur A" fournit

d’excellents résultats. Elle est itérative sur chaque élément et ralentit I'algorithme
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Figure 6.34  Wéthode mirte avec avec projection du champ de vecteurs sur les constantes

et projection de f bornée sur R ~.
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Figure 6.35  Coupe en sortie pour la méthode mizte avec projection du champ de vecteurs

sur les constantes et projection de f bornée sur 9K .
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original par un facteur d’au moins 4. On soutient que la méthode idéale serait
basée sur la méthode mixte avec un ajout de viscosité sur la frontiere entrante de
chaque élément. Cependant. comme on 1'a vu. on ne connait pas encore de méthode

infaillible pour déterminer la quantité de viscosité a ajouter d’'élément en élément.

6.2.2 Contraction: cas non newtonien et viscoélastique

Dans cette section on cherche 4 reproduire des résultats obtenus dans les mémoires
de Carrier [6] et Chapleau [10]. On se propose en premier lieu d*étudier |'écoulement
stratifié suivant: on introduit deux fluides différents dans les deux canaux du coté
gauche de la géométrie présentée a la figure (6.36). Le fluide est alors libre de sortir
par le canal situé a la droite de cette méme figure. Les profils sont imposés a l'en-
trée comme étant des écoulements développeés et a la sortie on a imposé un profil
horizontal (¢ = 0). Les débits utilisés sont de (o = 0.58686 pour le fluide supérieur
(fluide 0) et de Q, = 0.10599 pour le fluide de la partie inférieure (fluide 1). Les cons-
tantes réhologiques sont les suivantes: no = 1001.27. py = 12152.2, ¢, = 0.302753.
t; = 0.867992. ng = 0.721821 et n; = 0.494111. Un maillage de 1560 éléments a été
utilisé pour cette simulation. A la figure (6.36) on présente |'interface calculée qui est
identique pour la méthode de Lesaint-Raviart et sa version bornée. On remarque ce-
pendant une dispersion moins grande de |'interface pour la méthode borné que pour
la méthode de Lesaint-Raviart originale (voir figures (6.37) et (6.39)). On montre
aussi aux figures (6.33) et (6.40) le graphe de la pseudo-concentration ot la méthode
bornée donne une solution dont les oscillations sont de I'ordre de 8.0 x 1073 alors
que pour la méthode de Lesaint-Raviart. on observe des oscillations caractéristiques

de l'ordre de 2.8 x 10~!.

Dans un second temps. on réutilise la méme geométrie mais cette fois-ci pour

un fluide newtonien dans la partie supérieure et un fluide viscoélastique de type
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Figure 6.36  Position de 'interface: méthode de Lesaint-Raviart originale.
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Figure 6.37  Dispersion de l'interface: méthode de Lesaint-Raviart originale.
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Figure 6.38  Graphe de f: méthode de Lesaint-Raviart originale.

Figure 6.39  Dispersion de l'interface: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.
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Figure 6.40  Graphe de f: méthode de Lesaint- Raviart avec projection.

PTT dans la partie inférieure de la filiere. Les parametres utilisés sont les suivants:

=1.0.Q,=0.1.79 =10. ¢ =0.1 et Q. = 0.2. On a ici cherché a déterminer
I'influence du fluide viscoélastique sur le positionnement de 'interface en fonction
de A. Les résultats concernant la pseudo-concentration étant identiques i ceux il-
lustrés pour le premier essai numeérique. on a choisi de ne pas présenter des figures
inutilement. On se contente donc de commenter les résultats. aux figures (6.41) et
(6.43) ot on montre le positionnement des interfaces pour les différents \ utilisés
dans le modele de PTT. Pour des fins de visualisation. on a contracté le maillage

par un facteur 3 en r dans le post-processeur.

Lorsque A augmente progressivement de 0 a 12. le fluide viscoélastique tire
l'interface vers le bas. On a illustré les interfaces que pour des incréments de 4

en A en partant du cas newtonien/newtonien (A = 0.0). De plus, on a agrandi
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Figure 6.41  Position des 3 interfaces: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.

la sortie de la filiere aux figures (6.42) et (6.41) pour bien voir I'effet obtenu. On
remarque un fait important sur ces derniéres figures. Les extra-contraintes calculées

sont completement fausses en sortie. Cela est di i la condition imposée en sortie:
o-n=90

qui n'est valide que dans le cas newtonien. Dans le cas viscoélastique. on ne sait
pas quelle condition imposer lorsqu'on ne connait pas le profil en sortie. Le méme
probleme reviendra pour le probleme de la prochaine section avec pour conséquence

la perte de convergence de I'algorithme.

On conclut cette section en disant que la méthode est bel et bien ~autonome-
puisqu'a la fin de I'entrée en V une discontinuité se crée et la méthode détecte

Fanomalie et la traite en conséquence.
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Figure 6.42 Agrandissement des 3 interfaces: methode de Lesaint-Raviart avec projection.

Position 3 interfaces: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.

Figure 6.43
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Figure 6.44 Agrandissement des 3 interfaces: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.

6.2.3 Ecoulement viscoélastique dans une géométrie en T

Cette section a pour but de reproduire des résultats obtenus dans 1 'article de Dheur
et Crochet [18] (voir aussi [17]). On veut reproduire numeériquement un écoule-
ment stratifié d'un fluide newtonien et d'un fluide viscoélastique de type Oldroyd-B
(voir [3]). Pour ce faire on utilise la géométrie présentée aux figures 6.45 et 6.46.
L’écoulement est le suivant: on introduit un fluide viscoélatique dans la partie supé-
rieure gauche de la filiére en T et un fluide newtonien dans la partie supérieure droite
de la filiere et les fluides ainsi injectés sortent par la base du T. formant tout le long
du canal vertical une interface. Le fluide newtonien est de viscosité N = 1.0 et le
fluide viscoélastique est de viscosité n, = 1.0. Les débits utilisés sont respectivement
@n =0.1/A et Q, = 0.5344/X. X est le temps de relaxation du modéle Oldroyd-B
(e = 0.0 dans 6.3).



Figure 6.45  Premier maillage pour l'écoulement dans un T.

Cette forme inhabituelle du débit Q. est di au fait que l'on veut utiliser les
meémes parametres fixes que pour le cas 1 de l'article (18] ol on trouve le tableau
suivant: ou le nombre de Weissenberg est donné par W, = AL'/L et le nombre de
Deborah par De = AYparo: @vec U une vitesse caractéristique (la vitesse maximum

sur les parties entrantes du T'). L une longueur caractéristique (la largeur des parties

Tableau 6.2 Liste des parameétres

[ Parameétres | Cas 1] Cas 2]
Rapport de viscosité n,/n, 1.87 | 1.87
Rapport de débits Q,/Q, .44 | 1.16

Nombre de Weissenberg W', (W, =0.0)| 0.06 | 0.052
Nombre de Deborah De en sortie 7.2 9.3
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Figure 6.46  Deuziéme maillage pour l'écoulement dans un T.

entrantesdu T') et %, le cisaillement a la paroi en sortie. Les résultats obtenus sont
quelque peu décevants puisqu’on a seulement des résultats pour A = 0.1102. 0.2206 et
0.3309. ce qui se traduit par les nombres de Deborah de 0.6. 1.2 et 1.7 respectivement.
apres quoi la méthode ne converge plus. On est loin de la valeur de comparaison
expérimentalede D, = 7.2 utilisée dans [18]. De toute évidence la condition en sortie.
ou on a imposé un profil de vitesse vertical en est la cause puisque des contraintes
parasites se développent pres de la sortie et remontent le long de la tige verticale en
augmentant A. Malheureusement. on ne trouve pas dans (18] les conditions utilisées
en sortie pour les fluides newtonien et viscoélastique. On a tenté d'introduire sans
succes une condition de périodicité entre la région ou l'écoulement est développé
et la sortie. Les figures (6.47) et {(6.48) montrent la position de l'interface pour les
quatre différentes valeurs de A. On remarque que l'interface se déplace vers la gauche

en augmentant A ce qui concorde avec [18].
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Figure 6.47  Position des § interfaces: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.

Malgré le faible écart entre le cas newtonien/newtonien et le cas viscoélas-
tique/newtonien. on présente tout de méme les lignes courant qui mettent en évi-
dence une zone de recirculation qui se déplace vers la gauche et qui s’agrandit légére-
ment. Le méme résultat est observé dans [18]. Les figures (6.49) et (6.51) représentent
le cas newtonien/newtonien sur les deux maillage utilisés. Les figures (6.50) et (6.52)

présentent le cas newtonien/viscoélastique pour De = 1.7.

On conclut en disant que les résultats obtenus dans cette section sont qualita-

tivement corrects. bien que des efforts restent a faire dans le cas viscoélastique.
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Figure 6.48  Position des { interfaces: méthode de Lesaint-Raviart avec projection.
6.3 Moulage

Les problemes de moulage par injection sont traités de maniére similaire a celle
utilisée pour la coextrusion. Cela nécessite cependant l'introduction d un deuxieme
fluide. appelé fluide fictif qui occupe la partie vide du moule (voir Dhatt-Gao[16]).
Concretement. ce fluide est choisi de maniére a ne pas influencer la position du front.
Pour ce faire. on choisit un fluide incompressible de viscosité 103 fois inférieure &

celle du veritable fluide.

La technique de remplissage d'un moule est la suivante. On calcule 4 un temps
donné le champ de vecteurs qui est solution des équations de Stokes pour une fonc-
tion de pseudo-concentration fixe (localisation des fluides au temps en question).

Pour la résolution des équations de Stokes. dans tous les cas étudiés. on a imposé
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Figure 6.19  Trajectoires et position de I'interface: maillage N°1 et D, = 0.

)

la condition de non glissement  la paroi lorsque le fluide injecté la touche. Ce n’est
pas toujours le cas dans les programmes de moulage par injection ou trés souvent on
se contente d'une condition de glissement 3 la paroi. Cela empéche de modéliser par
exemple I'effet fontaine. phénomene extrémement important lorsqu’on considére les

questions dorientation (voir par exernple Fortin-Béliveau-Demay [23]).

Dans un premier temps. une condition naturelle libre o - 7 = 0 est imposée la
ou le fluide fictif touche a la frontiére. En d’autres termes. ce fluide fictif peut entrer
ou sortir a volonté du moule (condition dite de Aux libre). On ne peut donc pas
assimiler le fluide fictif 4 de |'air. L'imposition du collement est faite a "aide d un

multiplicateur de Lagrange.

On fait ensuite avancer le front suivant ce champ de vecteurs en résolvant
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Figure 6.50  Trajectoires et position de Uinterface: maillage N°1 et D.=1.7.

'équation pour f. ce qui se résume a I"algorithme suivant:

e Injection (Algol)
¢ Pour chaque pas de temps #":

(1) Résoudre le probleme de Stokes pour approcher I'écoulement du front
avec imposition du collement a la paroi lorsque f > 1/2 par un lagrangien

augmenté:

(2) Résoudre I'équation de transport pour trouver la nouvelle position du

front:

(3) Passer au pas de temps suivant:
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Figure 6.51  Trajectoires et position de linterface: maillage N°2 et D, = 0.

)

L'étape 1 de Algol s'écrit:

e Etant donnés Po- Ao et Jo.

— Boucle sur [Acy — A > €y
* Boucle sur |3, — 3,_;| > €3
- Boucle sur |p; — pi—1| 2 €, (Méthode d'Uzawa)
- Résoudre le systeme linéaire pour u™:
[ n3E)  4E) = pV - T4 @V - 5) d
= —/(r(f) ~2ad) : %(7) dF
+/Q§Vf~ dr“+/95‘-5‘df Vie V.

- Mise a jour de p: piy; = p; — p(V - @)
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Figure 6.52  Trajectoires et position de linterface: maillage N°2 et D, = 1.7.

- Fin boucle p (Méthode d’Uzawa)
* Mise a jour de 3: 3,y = min{0. —g" - 7 + A/}
* Fin boucle 3
= Mise a jour de A: A\gyy = A + p(—a™ - 77 — 3;)

— Fin boucle A

Nous allons considérer une géométrie relativenent simpleillustrée 4 la figure 6.53.
La difficulté principale de ce probléme est le passage du coin qui présente une sin-
gularité. Cela est illustré a la figure 6.53 ot on voit clairement que le fluide fictif
(dans la partie vide du moule) entraine le fluide dans une fausse direction. Cette
affirmation semble confirmée par la séquence des figures 6.56 4 6.60. On ¥ voit un

décollement du fluide injecté sur la paroi gauche (voir figure 6.59). Cependant. il faut
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Figure 6.53  Position du front (flur libre]. maillage 1.
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Figure 6.54  Position du front (fluz libre ). maillage 2.

attendre que le fluide injecté ait totalement tourné le coin pour que le mouvement
de la partie supérieure du moule se redresse avec le reste de 'écoulement. Le Auide
injecté ne colle finalement jamais a la paroi gauche au dessus du coin. ce que ['on

observe a la figure 6.60.

Pour modifier ce comportement. on change la condition de frontiére libre par
une condition de flux sortant o - 7 > 0 partout ou c'est le fluide fictif qui touche a
la paroi. Ainsi. le fluide fictif ne peut que sortir de la cavité. Ce choix de condition

frontiere pour le probléme de Stokes global s'interprete comme étant un probleme
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Figure 6.35  Position du front (flur libre ). maillage 3.

Figure 6.56  Position du front et trajectoires (flur libre). maillage 3.
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Figure 6.57  Position du front et trajectoires (fluz libre), maillage 3.



Figure 6.58  Position du front et trajectoires (flur libre). maillage 3.

Figure 6.39  Position du front et trajectoires (flur libre). maillage 3.
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Figure 6.60  Position du front et trajectoires (fluz libre), maillage 3.
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d’inéquation variationelle. Des méthodes de résolution numeériques utilisant une for-
mulation lagrangien augmenté pour ce type d'inéquations sont présentes dans [26].

On utilise la version ALG2 de [26] et on modifie I'étape 1 de Algol par |'agorithme

suivant.

e Injection (Algo2)
e Etant donné Po- Ao et Jo.

— Boucle sur [Meyy — Ak] > €y

* Boucle sur |3, — 3,_;| > €3

- Boucle sur |p; — pi_1| > ¢, (Méthode d'Uzawa)
- Résoudre le systeme linéaire pour u":
L2000 (8~ pV - F 4 -V aV ) dF
_-/ (T(f) = 2ad) : 4(7) dF
+/ FVf-di+ [ 57 vie .
- Mise a jour de p: p,yy = p; — p(V - 0)
- Fin boucle p (Méthode d'Uzawa)
* Mise a jour de 3: 3,1 = min{0. —~&™ - 7 + \/r}
= Fin boucle 3
— Mise a jour de A\: Ay = A + p(=&" - 77 — 3i/r)

— Fin boucle A

Par souci de clarté on a choisi de ne pas inclure dans cet algorithme la boucle
sur I'imposition du collement a la paroi (u = v = 0 la ou f 2 1/2. donné dans

Algol) puisque ce genre de technique est classique pour des conditions bi-latérales.
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Figure 6.61  Position du front (flur sortant). mazillage 1.
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Figure 6.62  Position du front (flur sortant). maillage 2.

On n'insitera pas plus sur |'imposition du débit en entrée et on réfere le lecteur a
I'article de Fortin [22] pour les détails. On présente finalement les résultats obtenus

pour les deux algorithmes décrits.

En observant les figures 6.64 4 6.68. on constate un comportement beaucoup
plus réaliste avec une condition de flux sortant. Les résultats présentés sont tres
similaires a ceux de Fauchon-Tanguy-Dannelongue [21]. On remarque cependant la
présence surprenante d'un zone de recirculation dans I'angle du coude. Cette zone
est dans le fluide fictif (en aval du front) et semble provoquer la projection du front

sur la paroi gauche. Il semble cependant difficile d’affirmer s'il s’agit d’'un phénomeéne
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Figure 6.63
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Figure 6.64  Position du front et trajectoires (flur sortant). maillage 3.

Figure 6.65  Position du front et trajectoires (flur sortant). maillage 3.
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Figure 6.66  Position du front et trajectoires (flur sortant). maillage 3.

Figure 6.67  Position du front et trajectoires (Aur sortant). maillage 3.

Figure 6.68  Position du front et trajectoires (flur sortant). maillage 3.
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reel.

6.4 Tension superficielle

Dans cette sous-section on veut premiérement évaluer I'intégrale représentant la ten-
sion superficielle dans (6.14). Une fois cette évaluation obtenue. on s attarde ensuite
a la simulation numérique de certains écoulements ou la tension superficielle joue

un role fondamental.

On cherche dans un premier temps & transformer la formulation surfacique
du phénomene de tension superficielle en une formulation équivalente volumique.
Cela évite d avoir a localiser trés précisément la position de I'interface. Une facon
de procéder pour arriver a ce type d'équivalence se retrouve dans Brackbill- Kothe-
Zemach [4] et Demay-Béliveau-Fortin [15]. En reprenant ce type d’arguments. on
peut transformer I'intégrale surfacique de (6.14) en une intégrale volumique. Sui-
vant la démarche présentée dans Demay-Béliveau-Fortin [15]. on introduit fela

régularisée par convolution de la solution f par une fonction lisse pe:
fo=p+f

Dans ce cas on approche la position de I'interface T par I'* dont la définition est:

[ = {f € Q. f(F) = %}

-

Soient 7 = (n{.n5) le vecteur normal et # le vecteur tangent a I'*. On définit donc:

g 4 vfl € € € €
n = I—YT‘I . tl =n, : l.z = —-n (616)
ce qui permet définir la courbure R¢ par la relation:
7 1 a -
8% ) = —R—Cr"z‘ avec e t-V (6.17)
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Pour démontrer ce résultat. on utilise les lemmes bien connus suivants:

Lemme 1: La courbure R* est obtenue de la divergence du vecteur normal 7 par

la formule:

1
Vot = —— 6.13
n 7 (6.18)

Preuve: En développant I'équation (6.17) on obtient:

ns 9 (£%) — nt 9 (£%) L e
—_ —_— = —n
2()1, Y9z, R
En effectuant le produit scalaire avec 7i¢. on a:
., on 1 20n5 ,On .o 1
niny==2 —(n})*==2 — (n 2)- L ninj——* = 5
01‘1 ()1‘_) dl’) R

En dérivant la relation (nf)? + (n5)? = I par rapport & r; et r, et en remplacant ce

résultat dans |'équation précédente on obtient (6.13).

Lemme 2: Soit H(f¢) la matrice Hessienne de la fonction f¢ et .\ l'opérateur
laplacien. Alors. on a:

IRV : (T
R Y et

Preuve: En utilisant le lemme 1 et (6.16). on trouve:

1 e
—F_V-n =V (IVFIVF)
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En utilisant le fait que si a est une fonction scalaire et 5 est une fonction vectorielle.

on a la relation:

V-(ab) = (Va)b+aV-b
On montre le lemme en posant:

a=|VF|™ et b=VF
et en utilisant la relation bien connue:

V(IVFI™) = —=|VF|H(f)VF (6.19)

Lemme 3: Soit V f< = V£ le produit tensoriel de V' f¢ avec lui-méme. Alors. on a:

Lo (SFEVS—F[ I §
“we s () o

Preuve: D’une part. le lemme 2 donne la relation:

L Af e H(f)
—_ = —(Vfe — U f
N T RN AT
ce qui implique que:
(Vf) Af‘ e H(f) ¢
7 - 4 € ___v € v €
R IVf<| VY = (Vf) (57 FAUN )
Af‘ e H(f) -
= (3 7 fe 4 A A
lVf‘I V)= (Vf) /) 3( \FAROAY A
En transposant. on obtient facilement:
v € A €

R |V fe| |Vf=|



- 143

D autre part. si a est une fonction scalaire et B un tenseur. on a la relation bien

connue:

V(aB)=aV B+ BVa

et en utilisant la relation 6.19 on conclut que:

(Vf 2V 1 - - H(f)
N =) = ==V (VfIVf)—(Vf:VT ) ¢
v ( IV fe > g S ENS e f)lVf‘ el
A - (f
= (AfId+ H(f) == — (V2 vy 2T ¢ p

ou on a utilisé I'égalite:
VANV =(AfId+ H(f)) V[
Finalement. puisque:

SASF = IS e (155 )

on obtient le résultat en soustravant les deux dernieres équations et en comparant

avec 6.21.

Remarque: Laisser tomber (|V f¢| Id) dans la formule (6.20) correspond a changer

la valeur de la pression.

En utilisant (6.20). on peut approcher le terme de tension superficielle dans

I'équation 6.12 par:

Core me_ NAEAY i\ A
/QEVf 7 dF = /QC[V ( =] )] 7 df (6.22)

et en intégrant par parties ce terme devient:

NESVF-IVFPIdY . . o
/QC( = ).VL d7 (6.23)
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Remarque: On note que la fontion f¢ est remplacée en pratique par une fonction
lisse (mais discontinue). ce qui montre que (6.23) dépend du maillage. Les résultats
nimeériques montreront que (6.23) semble se rapprocher du dernier terme de (6.12)

avec le rafinement du maillage.

On présente maintenant les résultats numériques. Pour valider la méthode
proposée. on considere deux problemes dont la dynamique est principalement due
aux forces engendrées par la tension superficielle. Le premier probleme consiste a
placer une goutte de forme irréguliere 4 I'intérieur d'un autre fluide au repos. La
tension superficielle génére un champ de vecteurs qui tend a minimiser I'énergie de la
surface. C'e champ est particuliérement actif dans les régions ou le rayon de courbure
est petit. Pour atteindre 1'équilibre. le svstéme minimisera son énergie potentielle
et on sait que la configuration d‘énergie minimale est le cercle. Une fois la goutte
transformée en un cercle parfait (de rayon R). le champ de vecteurs s’annule. De
la condition naturelle (6.3). on tire qu'a I'équilibre on doit avoir la loi classique de

Laplace:
Ap=—= (6.24)
La verification de ces deux propriétés devrait étre suffisante pour valider I'exactitude

de la méthode proposée.

Le second probleme a été choisi pour vérifier la robustesse de la méthode. Une
goutte circulaire est déformée par un cisaillement constant. Dépendant de la tension
superficielle et du rapport de viscosité entre les deux fluides. plusieurs scénarios de
déformation sont possibles. De plus. des modeles empiriques existent pour détermi-

ner le scénario en fonction des parametres énoncés (voir entre autres Tsakalos [69]



et la bibliographie incluse).

6.4.1 La loi de Laplace

Pour ce probléme. une goutte de forme plus ou moins carrée est introduite dans
un fluide de méme viscosité. Dans une situation idéalisée. des raisonnements de
symétrie permettent d'effectuer les calculs sur un quart du domaine ce qui permet
une plus grande précision. Les conditions frontiéres utilisées. la valeur des différents
parametres ainsi que le quart de la goutte initiale sont présentés a la figure 6.69. La
condition initiale de la pseudo-concentration f est de 1 a l'intérieur de la goutte et
0 dans la matrice. Deux maillages différents ont été utilisés (1600 et 3600 éléements)
pour montrer la convergence en fonction du maillage. Les solutions obtenues sont
illustrées au figure 6.70 et 6.71. Apres 200 pas de temps (Af = 0.1) la goutte est
completement stabilisée et sa forme finale ainsi que les lignes de courant sont données
a la figure 6.72. L'évolution compléte de la goutte a partir de |'état initial est donné
pour le deuxieme maillage seulement i la figure 6.73. On remarque un champ de
vecteurs résiduel dont l'intensité est tres faible (la norme du plus grand vecteur du
champ de vitesse étant de I'ordre de 10~*). Enfin. les 1sopressions lorsque la goutte
est stabilisée sont représentées aux figures 6.74 et 6.753. La fonction de
pseudo-concentration est représentée graphiquement a la figure 6.76. Finalement. le
ravon calculé R. la pression a I'intérieur de la goutte (p,). la pression dans la matrice
(Pm)- la différence de pression Ap. le rapport C'/R et I'erreur sont compilés dans le

tableau suivant.

La correspondance est plus que satisfaisante. Il faut cependant mentionner que
la mesure des différents parametres est faite 2 partir du post-processeur et que ces
mesures ne sont pas d'une grande précision. Tout ce que l'on peut dire cest que

our les 2 maillages. la précision est du méme ordre.
p
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Figure 6.69  Géomeétrie. conditions aur frontiéres et initiales.

1+t

Figure 6.70  \Maillage N° 1.

Tableau 6.3 Vérification de la loi de Laplace

[ | po | pm | R | Ap | CJR || Ap—C/RT]
maillage 1 [ 0.138 [0.0008 ] 0.72669 | 0.1372 ] 0.13761 ] _ 0.00011
maillage 2 [ 0.136 | 0.0008 | 0.73688 | 0.1352 | 0.13572 ] 0.00052
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Figure 6.71  Maillage N° 2.

Figure 6.72  Interface (f = 0.5) et lignes de courant pour le maillage N° |.
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Interfaces (f = 0.5) et lignes de courant pour le maillage N° 2 g différents

Figure 6.73
temps.
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Figure 6.74  Distribution de la pression pour le maillage N° 1.

Figure 6.75  Distribution de la pression pour le maillage N° 2.



Figure 6.76  La pseudo-concentration vu de biais pour le maillage N° 2.

6.4.2 Déformation d’une gouttelette

La simulation numérique du second probleme est effectuée pour une goutte cvlin-
drique de rayon R, et de longueur infinje submergée dans une matrice fluide. Le tout
est placé entre deux plaques infinies qui exercent un cisaillement constant & = (4y.0)
(voir la figure 6.77). Le parameétre 7 représente le coefficient de cisaillement et a un
role important. Le probleme d une goutte sphérique a fait l'objet de plusieurs re-
cherches (voir par exemple Hinch-Acrivos [35] et [36] et la bibliographie incluse).
Nous devrons donc étre prudents dans I'interprétation des résultats numériques et

le mieux que I'on puisse espérer est une comparaison qualitative des comportements.

On définit quelques parametres qui sont déterminants pour étudier comment

la goutte (le cylindre) se déformera. Le nombre capillaire Ca est défini par:

ou 1), est la viscosité de la matrice fluide. Si N4 est la viscosité de la goutte alors:

=4
Nm
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Figure 6.77  Géométrie. conditions aur frontiéres et initiales.

est le rapport de viscosité (on ne considére pour ce probleme que des fluides newto-

niens).

Des résultats expérimentaux existent pour le probléme d’une goutte sphérique
submergée dans un autre fluide et soumijs 4 un cisaillement constant. On espeére
obtenir une concordance entre les calculs numeériques et les mesures expérimentales
meéme si les problemes ne sont pas identiques (goutte sphérique pour les résultats
expérimentaux et goutte cylindrique pour les résultats numeériques). Les résultats ex-
perimentaux font ressortir plusieurs comportements distincts. Dans certaines condi-
tions. la goutte prend unw forme ellipsoidale de demi grand axe L et de derni petit

axe B (L > B). On peut alors calculer 'angle entre le grand axe et |'horizontale.

Dans d’autres conditions. la tension superficielle étant trop faible devant 1'in-
tensité du cisaillement. les forces surfaciques n’arrivent pas i contrecarrer celles
imposées par le fluide en mouvement et la goutte ce scinde généralement en plu-

sieurs gouttelettes.




De la méme maniere que pour les résultats expérimentaux (voir Tsakalos [69]

pour une revue compléte). on définit le taux de déformation comme étant:

L-B
D_L+B'

Des modeles ont été élaborés pour estimer D et l'angle 6. D'aprés Cox [13]. ces

valeurs sont liés au rapport de viscosité q et au nombre capillaire C'a par la relation

suivante:
D— 3(19q + 16) (6.25)
(g + 1),/(19)2 + (20/Ca)?
et
'y 19¢C'a )
6= — arctan ( = ) (6.26)

Les résultats expérimentaux suggerent que lorsque D devient plus grand qu'approxi-
mativement 0.5. la goutte se déforme jusqu'a la scission en gouttelettes. Une valeur
approchée de la déformation D est obtenue facilement par le modéle de Tavlor (voir

Taylor [63]):
19g + 16

“T6g + 16

En remplacant D par 0.5. on obtient de cette derniere équation une approximation

(6.27)

du nombre capillaire critique Ca., comme étant:

1 6
Ca. = 0509116
19¢ + 16

Lorsque le nombre capillaire devient plus grand que le nombre capillaire critique
Ca,,. la goutte se brise. Les équations (6.23) et (6.27) donnent des résultats presque

identiques. le modeéle de Cox étant apparemment plus précis.

Ces deux modéles sont applicables pour prédire le type de déformation qu‘une
goutte sphérique subira. On espere tout de méme obtenir des résultats qualitative-

ment acceptables pour notre expérience numérique. Deux maillages respectivement
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Figure 6.79  Maillage N2 2.

de 600 and 1800 €éléments ont été utilisés (voir les figures 6.78 et 6.79). Ces maillages
sont raffinés vers le centre. concentrant ainsi le nombre d'éléments dans un voisinage
de la “goutte” initiale. Plusieurs cas ont été testés mais on en présente seulement

quatre qui semblent couvrir I'étendue des possibilités.

Pour les simulations numériques une “goutte” de rayon Ry = 0.7 est introduite
dans un domaine de calcul de 10 par 4 unités adimensionnelles. La “goutte” est
ensuite soumise a un cisaillement constant dont l'intensité est plus ou moins grande

d’un calcul a 'autre.
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Figure 6.80 Cas N° . maillage 1.

6.4.2.1 Test # 1

Dans cette premiére simulation le taux de cisaillement < est fixé 2 0.3. Les viscosités
des deux fluides sont identiques et égales a 1.0. le coefficient de tension superficielle
C est de 1.0 ce qui donne un nombre capillaire C'a de 0.21 et un rapport de vis-
cosité ¢ = 1.0. Des équations de Cox (6.23) et (6.26). on obtient une prédiction de
D = 0.2252 pour la déformation et de § = 39.35° pour |'angle. Le nombre capillaire
critique est 0.44 d’apres |'équation de Taylor. ce qui est approximativement le double
du nombre capillaire de cette simulation. On peut donc prédire que la “goutte™ at-
teindra un équilibre. les forces de tension superficielle étant suffisamment puissantes

pour contrecarrer les effets du cisaillement.

Pour ces résultats un pas de temps At de 0.1 a été utiliseé. Apres 300 pas de
temps. I'écoulement devient stationnaire et la ~goutte™ forme une angle de 26.7° par
rapport a l'axe horizontal. Les figures 6.80 et 6.81. ou on peut voir les isovaleurs de
f et les lignes de courant. montrent clairement que la goutte contient une zone de
recirculation. La déformation D obtenue numériquement est 0.25. ce qui n’'est pas

tres éloigné de la prédiction tridimensionnelle.



Figure 6.81 Cas N° [. maillage 2.

6.4.2.2 Test # 2

Dans ce deuxiéme test. on fixe le paramétre 4 2 0.3. les viscosités sont toujours égales
a | et le coefficient de tension superficielle est réduit a 0.1. Ce choix de parametres
donnent un nombre capillaire Ca of 2.1 et un rapport de vicosité ¢ = 1.0. Des
équations de Cox on tire D = 1.0 et le nombre capillaire critique est 0.457. Dans
ce cas. la “goutte” devrait se scinder en plusieurs autres “gouttes”. La méthode
reproduit qualitativement ce comportement comme on peut le voir par l'interface
de f qui est donnée a la figure 6.82 pour le premier maillage. L'évolution de la goutte
au fil du temps est en partie reproduite a la figure 6.83 pour le second maillage. Le

maillage plus fin permet évidemment de voir des gouttelettes plus fines.

6.4.2.3 Test # 3

Dans cet avant dernier essai numérique. on utilise les parametres suivants: le taux de
cisaillement + est 1.0. la viscosité des deux fluides est de 1 et le coefficient de tension
superficielle de 1.0. De ces parametres on calcule un nombre capillaire Ca de 0.65 et
un rapport de viscosité ¢ = 1. De I'équation de Cox on tire que D = 0.6 et le nombre
capillaire critique devient dans ce cas 0.457. Dans ce cas. la goutte doit se briser

mais contrairement au cas précédent. les forces de tension superficielle sont encore



Figure 6.82 Cas .V° 2. maillage 1.

relativement importantes. Le nombre capillaire est seulement légerement supérieur
au nombre capillaire critique. La goutte initiale va se scinder. mais en gouttelettes
plus grosses. L'interface de la fonction de pseudo-concentration f est représentée a
la figure 6.84 et I'évolution de la goutte est présentée a la figure 6.85. On observe
effectivement une scission de la goutte ce qui concorde avec la prédiction du modele
de Taylor. On constate que la scission est beaucoup moins rapide que dans le cas

précédent car la tension superficielle est plus importante.

6.4.2.4 Test # 4

Pour ce dernier cas test. le taux de cisaillement 4 est de 0.7. la viscosité de la goutte
est de 0.1 alors que pour la matrice on a choisi une viscosité de 1.0. Le coefficient de
tension superficielle est fixé a 1.0. Pour ces parameétres. on calcule le nombre capil-
laire comme étant C'a = 0.455 et aussi ¢ = 0.1. L'équation de Cox donne D = 0.16
et le nombre capillaire critique est de 0.4916. Dans ce cas. on ne doit pas observer
de séparation de la goutte principale. Les isovaleurs de f confirment cet affirmation

et sont données aux figures 6.86 et 6.87.

Ce cas differe des précédents en ce sens que le rapport de viscosité est tres



Figure 6.83 Cas N° 2. maillage 2.




Figure 6.84 Cas N° 3. maillage 1.

faible. Or il est bien connu (voir Tsakalos [69]) que dans ce cas. la goutte se déforme
non pas en ellipse mais dans une forme plus allongée rappelant vaguement un S. les
extrémités de la goutte étant assez pointues. On observe une correspondance tout
au moins qualitative entre nos résultats numeériques et les résultas expérimentaux

rapportés.

Comme on utilise un procédé itératif pour que f € [0. 1] sur tous les éléments.
cette méthode est environ deux a trois fois moins rapide que la méthode de Lesaint-
Raviart. Deplus les parametres A et 3 ne sont pas conservés d'un élément a l'autre.
le procéssus itératif doit donc reprendre ses calculs comme s'il n'avait rien calculé
aux éléments adjacents. Ces deux aspects sont donc a exploiter pour améliorer la

convergence du processus global.

Finalement. on note qu'une technique de raffinement de maillage (autour de
I'interface) est essentielle pour ce genre de calculs. En effet. il est évident que l'erreur
pour le calcul de la pseudo-concentration est principalement regroupée autour de la
“discontinuité” (raffinement du maillage) et tres faible la ot il y a des plateaux im-

portants (déraffinement du maillage). De plus dans le cas des deux plaques paralléles



Figure 6.85 Cas N° 3. maillage 2.
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Figure 6.86 Cas N° 4. maillage 1.
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Figure 6.87 Cas N° 4. maillage 2.
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Figure 6.88  Cas .N° {, maillage 2.

sous un cisaillement constant. on observe un comportement extrémement complexe
de I'interface. Il est dans ce dernier cas connu que la dynamique est hautement non-
linéaire [63]. ce qui se traduit dans notre maillage fixe par la perte de phénomeénes
plus fins tels la cascade de bulles satellites décrite dans [20. 75]. On inclut une figure
6.88 qui représente la simulation 4 a des isolignes plus basses (autour de 0.25). On v
voit I'existence de deux bulles satellites qui sont apparues brievement. mais n'ont pu

se former totalement et qui se diffuseront jusqu'a ce qu elles disparaissent totalement.

On conclut donc en disant que cette méthode doit nécessairement inclure une
technique de raffinement de maillage. un contréle sur la conservation de la masse et

un procédure pour améliorer la technique itérative utilisée.
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CONCLUSION

Les principales contributions de cette these sont:

(a) I'analyse de la méthode de Lesaint-Raviart:

(b) l'introduction de nouvelles méthodes et en particulier I'introduction d'une mé-

thode mixte et d'une méthode bornée:

(c) formulation de différents criteres pour obtenir une méthode d’éléments finis
stable pour les problemes purement hyperboliques (problémes d’interpolation

et de compatibilité):
(c) I'élaboration d'une technique de moulage avec imposition d'un flux sortant:

(d) la mise en oeuvre d’une nouvelle formulation pour la tension superficielle en

éléments finis.

On remarque d’emblée que la méthode idéale n"a été obtenue que partiellement.
En effet la méthode bornée donne d'excellents résultats mais souffre de certaines
lacunes. Cette méthode n’est surement pas a transport exact et est non linéaire.
II semble impossible & premiére vue de se débarasser de ce caractére non linéaire
puisque la littérature consacrée a la capture de discontinuités ou a I'élimination des
oscillations parasites en éléments finis revét souvent ce caractére non linéaire (voir
entre autres Codina [12]. Franca et Madureira [28]. Hughes. Malet et Mizukami [39]
et Hughes et Mallet [38]) ou du moins un caractere itératif (voir Greenstadt [30]). Il
en est de méme en différences finies (Harten [32. 34]). Mentionnons de plus le récent
article de Layton et Polman [48] paru en 1996 qui présente des méthodes basées
sur le méme concept que la méthode bornée discutée dans cette these. Une des mé-

thodes de Layton et Polman consiste a traiter a posteriori la solution obtenue par
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une projection bornée. ce qui est sensiblement la méme chose que d’incorporer une
technique de régularisation au sein méme de algorithme (voir C hakravarthy [7]).
En ce qui concerne le transport exact. il n'y a pas lieu de s'inquiéter outre mesure
puisqu’on borne la solution dans tout I'élément A" et la solution traverse |'élément
pour arriver sur At altérée mais bornée. Si la méthode approxime & - V' f = 0
raisonnablement on ne craint pas une détérioration majeure sur K *. D autre part
cette méthode ne conserve ni la monotonie. ni la masse entrante et |e tranport in-

exact n'arrange rien a cet état de choses (possiblement pire sur R'*).

Cependant. on croit avoir fait ressortir le fajt que ce ne sont pas les méthodes
d’approximation existantes qui sont inadéquates pour résoudre les problemes de
transport pur. mais plutot une combinaison d’incompatibilités geéomeétriques entre
la solution f. sa condition frontiere f- et/ou la complexité du champ de vecteurs
u utilisé. Cependant. comme on le constate avec la confrontation des meéthodes de
Lesaint-Raviart et mixte a l'aide de Mathematica. méme si on utilise un champ de
vecteurs extrémement simple il y a encore incompatibilité avec la condition frontiere

dans le cas général pour la méthode de Lesaint-Raviart.

L'expérience en différences finies montre qu'il est d’égale importance qu'un
schéma numérique soit une approximation de 'équation aux dérivées partielles en
question. mais doit aussi reproduire les propriétés physiques connues de la solution
analytique. La méthode mixte prend alors ici toute son importance puisqu’on sait
qu'elle posséde essentiellement toutes les propri€tés physiques voulues (elle résout
presque exactement u - Vf = 0) . La méthode mixte résout un des problémes. il
ne reste donc plus qu'a controler la condition frontiére. La méthode mixte semble

cependant. dans certains cas. choisir une solution dont la restriction 3 dA - n’est
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pas la fonction la plus proche de la condition frontiere f~. En effet. on a vu sur Ma-
thematica que dans le premier cas la méthode mixte choisit un plan comme solution
(qui semble tres €loigné de f~). Cela n'est pas une contradiction pour les trois rai-
sons suivantes. Premiérement. c’est par définition la meilleure approximation dans
'espace des solutions g | - Vg =0 (ce qui a été confirmé sur Mathematica avec
le programme de validation). Deuxiemement. 1'étude des schémas T\'D ou ENO
montre qu il est préférable de perdre un peu de précision sur I'approximation de la
condition frontiére lorsque |'on dispose d'un schéma a transport exact puisqu’'en gé-
néral une approximation d’ordre supérieur d une condition frontiere irréguliere sera
oscillatoire. Les schémas TVD se tésorbent en une approximation du premier ordre
pres des discontinuités en choisissant la droite de part et dautre du point de calcul
qui a la plus petite pente (limiteur de pente ou de flux). Les méthodes ENO pour
leur part reprennent la méme idée en choisissant. parmi les trois paraboles possibles
contenant le point d’approximation. celle qui est la moins oscillante. On renvoie le
lecteur aux articles de Osher et Chakravarthy [55] et Harten et Osher [34] pour de
telles considérations. C'est un peu ce que fait la méthode mixte en choisissant une
approximation plus pauvre mais a transport essentiellement eract. Troisiemement.
si on savait choisir une projection bornée de la solution. on aurait alors un schéma
ENO. De plus. si la projection conservait la masse et la monotonie. on aurait alors
un schéma TVD. ce qui n'est pas garanti avec les autres tyvpes de méthodes. Fi-
nalement. des projections de ce type ont commencé a apparaitre mais ne sont pas
completement implémentées. Il s'agit d’incorporer un maximum de propriétés de la
condition initiale f~ dans la méthode mixte elle-méme en changeant la norme sur
R~ ou par le biais de contraintes supplémentaires. Ceci n'a pas été poussé a sa
limite par manque de compréhension puisque ['on crovait suffisant de controler la
condition frontiére avant d’appliquer le schéma. Maintenant on sait que le schéma

changera de fagcon “imprévisible™ la projection introduite a la place de f~. Il est



evidemment plus difficile de chercher a connaitre les conditions nécessaires sur la
projection qui assureront un bon transfert dans I'élément A" que d'introduire des

meécanismes de controle directement dans le schéma.

Une approche qui se voulait dans cet ordre d'idées est la méthode de diffusion
orthogonale dans A" mais comme on I'a vu. le choix de la diffusion correcte i utiliser
par élément reste encore a déterminer. De récentes discussions avec mon collegue S.
Dufour ont débouché sur la lecture de deux articles. I'un de Franca et Madureira [28]
et autre de Codina [12]. Le premier préconise une méthode d’éléments finis stabili-
sée a laide d’un parametre variable qui dépend principalement du nombre de Peclet
local. Le second penche vers une méthode de diffusion perpendiculaire a ["écoule-
ment. Ces deux articles se raprochent de nos considérations et on espere v trouver

des réponses concernant l'application de diffusion localement.

En ce qui concerne les essais numériques du chapitre des résultats. I'utilisa-
tion de méthodes plus stables pour calculer la pseudo-concentration ne semble pas
affecter grandement les résultats obtenus avec une méthode plus classique. On men-
tionne cependant que dans le cas de la tension superficielle. des gradients parasites
empéchaient la stabilisation complete de la bulle surtout au niveau de la pression. Il
semble dans ce cas que l'utilisation d'une méthode plus stable ait permis d obtenir

une stabilisation de la pression presque parfaite.

On termine finalement en disant que 'approximation par éléments finis du pro-
bleme de convection doit sans doute passer par le maillage adaptatif. Effectivement.
si on peut aligner le moindrement les éléments prés de 'interface avec le champ de
vecteurs. les effets oscillatoires en seront grandement réduits. Cette remarque est

justifiée par les scénarios extrémement complexes dans le cas de la scission d’une
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goutte en un chapelet de gouttelettes. Pour capturer toute la complexité de I'écoule-
ment on ne peut se permettre d’avoir trop de diffusion a I'interface (les gouttelettes
pouvant devenir extrémement petites. voir[68]). De plus. les forces dues 2 la tension
superficielle seront d‘autant mieux approximeées si on a un gradient bien défini. ce
que 'on pourrait obtenir par |'utilisation du maillage adaptatif. Des travaux sont

actuellement en cours a ce sujet et on réfere aux travaux de Dufour [19].
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