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RESUME

Le but & long terme de cette recherche est la localisation de 1€sions épileptiformes
dans la planification d’une intervention chirurgicale pour des sujets €pileptiques.
L’importance clinique de [’électroencéphalographie peut étre illustrée en considérant la
localisation non invasive d’un site épileptique a partir de pics observables sur
"électroencéphalogramme (EEG) - soit le probléme inverse. Cependant, le probléme
inverse demande une résolution préalable du probléme direct, ¢’est-a-dire le calcul méme
des ﬁotentiels de surface générés par des sources neurales situées dans le cerveau. Ce
projet traite deux méthodes bien distinctes pour la résolution du probléme direct en
électroencéphalographie: la méthode conventionnelle et la méthode réciproque. Les deux
méthodes sont réalisées avec I'approche des éléments de frontiére (BEM). Leurs
précisions relatives, autant que leurs avantages et inconvénients sont évaluées en utilisant
un modéle qui représente la téte humaine par un systéme de trois sphéres concentriques.
Les résultats de cette comparaison concordent avec ceux rapportés dans la littérature.
Les méthodes sont aussi comparées dans le cadre de la résolution éventuelle du probléme

inverse, pour lequel la méthode réciproque promet d’étre avantageuse.



ABSTRACT

The long-term objective of this research is the localisation of focal epileptic
lesions in the planning of surgical interventions for epileptic patients. The clinical
importance of electroencephalography is illustrated when considering the non-invasive
localisation of an epileptic lesion using spikes observed on the electroencephalogram
(EEG) - i.e., the inverse problem. However, the inverse problem requires a solution to
the forward problem, i.e., the calculation of surface potentials generated by neuronal
sources in the brain. This project deals with two distinct methods for the forward
problem in electroencephalography : the conventional approach and the lead-field
approach. These two approaches are implemented using the Boundary Element Method
(BEM). Their relative precision, as well as their advantages and disadvantages, are
evaluated using a three concentric sphere model of the human head. The results of this
comparison agree with those presented in the literature. These methods are also
compared in view of an eventual inverse problem resolution, for which the lead-field

approach promises a number of advantages.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Electroencéphalographie

Les courants électriques générés par les neurones produisent des champs de
potentiel a I’intérieur et a la surface du volume - appelé volume conducteur - formé par la
téte humaine. Une combinaison particuliére de sources neurales a I'intérieur du cerveau
génére, a chaque instant, une distribution unique de potentiels qui peut étre mesurée a la
surface du cuir chevelu. La nature des sources neurales ainsi que les propriétés
électriques du volume conducteur déterminent la distribution du champ de potentiel
résultant. Les méthodes de localisation des sources neurales dépendent alors des modéles
de la géométrie et des propriétés électriques de la téte, autant que des modéles des
sources responsables des champs de potentiels enregistrés sur le cuir chevelu.

L’électroencéphalogramme (EEG) est un enregistrement des potentiels dus a
Pactivité électrique du cerveau, fait a I’aide d’un certain nombre d’électrodes placées sur
le cuir chevelu (voir figure 1.1). Des changements dans la polarisation de membrane de
neurones provoquent des courants ioniques qui, 4 leur tour, produisent ces potentiels
électriques. Plutdt que les potentiels d’action qui sont trop rapides (environs 1-2 ms), ce
sont généralement les potentiels gradués postsynaptiques excitateurs et inhibiteurs d’une

durée de 10 & 200 ms qui contribuent le plus aux courants qui circulent dans la téte.



E
EG EEG

crine

/Uir Chevell\

liquide
cérébro-spinal

Figure 1.1. Représentation schématique d’une section de la téte humaine, montrant le cortex, le liquide
cérébro-spinal, le crane et le cuir chevelu. Les électrodes de mesure pour électroencéphalogramme
(EEG) sont placées sur le cuir chevelu. Une couche du cortex supérieur est illustrée, les vecteurs

indiquant I’orientation des sources neurales, soit les dipdles équivalents.



Ainsi, en réponse a une stimulation, des groupes de neurones avec beaucoup
d’interconnexions générent des potentiels gradués et donnent lieu a des courants
ioniques. Ces courants produisent & leur tour des gradients de potentiel dans et sur la
téte qui sont directement reliés a I’activation sous-jacente du groupe de neurones.

Encore plus d’information peut étre tirée de 'EEG & propos de chaque groupe de
neurones. L’activité synaptique d’un neurone peut se combiner et former une source
résultante, soit un dipdle de courant (voir figure 1.2). En effet, il est généralement admis
que les potentiels de surface sont générés par des couches dipolaires représentant
I’activité des neurones corticaux synchronisés qui s’étendent sur de grandes parties de la
surface corticale (une zone d’activation est typiquement inférieure a dix centimétres)
(Nunez, 1990). De plus, quand les sources se trouvent dans le cortex supérieur, comme
peut étre le cas pour I’épilepsie focale, on sait que ces sources sont orientées
perpendiculairement a la surface du cortex. Donc, elles peuvent étre orientées
tangentiellement si elles se trouvent dans les fissures du cortex, ou radialement si elles se

trouve sur la surface externe du cortex (voir figure 1.1).

1.2 Localisation de sites épileptiques

La localisation non invasive d’un site épileptique a partir de son activité électrique

illustre I’'importance clinique de I'électroencéphalographie, car ce site est impossible &



Figure 1.2. Un dipdle équivalent. Les lignes pleines représentent le champ de courant, tandis que les

lignes en pointillés représentent le champ de potentiel.



identifier en utilisant des techniques d’imagerie comme la résonance magnétique (MRI)
ou la tomographie (CT), et les techniques invasives sont généralement impossibles au
niveau du cerveau humain (pour les cas graves on doit utiliser la chirurgie exploratrice).
Les techniques d’imagerie fonctionnelle par résonance magnétique (fMRI) ou la
tomographie par émission de positrons (PET) sont peu utiles dans un cas comme celui de
Pépilepsie focale ou les pracessus sont trés rapides et variables, car ces techniques
intégrent I’activité neurale sur un intervalle de temps non négligeable. Des techniques
non invasives de mesure comme |’enregistrement de I’électroencéphalogramme (EEG) ou
du magnétoencéphalogramme (MEG) ont une résolution temporelle bien meilleure qui
n’est limitée que par le temps nécessaire a ce que les processus biologiques produisent les
potentiels ou les champs magnétiques mesurés. Comme on I’a déja mentionné, I’épilepsie
focale est un phénomeéne rapide et en grande partie imprévisible. Les mesures en
paralléle, essentielles pour observer ce type de phénoméne, nécessitent un équipement
particuliérement élaboré et colteux dans le cas du MEG.

Pour beaucoup de patients atteints d’épilepsie, 'EEG est épileptiforme dans la
période entre les crises, montrant des pics intermittents de haute amplitude avec ou sans
ondes lentes associées (voir figure 1.3). Les pics sont particuliérement intéressants pour
la localisation de lésions épileptiformes, ce qui est important si une intervention
chirurgicale est envisageable. Dans le cas de I’épilepsie focale, par sa définition méme, il
y a une seule lésion épileptiforme de petite taille et donc, pour ces petites régions

d’activation, le dipole équivalent est une bonne approximation.
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Figure 1.3. L’épilepsie focale : (a) représentation schématique du systéme 10-20 pour le placement
d’électrodes en électroencéphalographie (EEG) et (b) EEG chez un sujet épileptique montrant des piques

. focaux dans la région centrale de droite. D’aprés Gevins et Aminoff [1988].



Néanmoins, 1’électroencéphalogramme a des limitations importantes qui ne nous
permettent pas de déduire directement de fagon non ambigué€ I’emplacement et
I’orientation du dipdle sous-jacent aux potentiels mesureés, méme si notre hypothése que
le groupe de neurones en question peut €tre représenté par un dipdle de courant est
valide. Ceci est surtout dii a I’effet d’étalage des différentes structures de la téte (en
particulier, le crane de conductivité relativement faible) sur la distribution de potentiels de
surface. Des précisions sur ’activité cérébrale doivent étre déduites de I’enregistrement a
partir de connaissances sur la physiologie et I’anatomie de la téte. Cette réduction
s’appelle le probléme inverse et concerne la localisation des sources dans le cerveau
responsables des potentiels mesurables sur le cuir chevelu. En pratique, le probleme
inverse dépend étroitement d’une résolution préalable et précise du probléme direct,
c’est-a-dire le calcul méme des potentiels de surface générés par des sources neurales
situées dans le cerveau. Ce mémoire traite deux méthodes bien distinctes de résoudre le
probléme direct en électroencéphalographie : la méthode conventionnelle et la méthode
réciproque, employant toutes les deux la méthode des éléments de frontiéres. Les
précisions relatives de ces méthodes, ainsi que leurs avantages et inconvénients, seront

comparés dans le cadre de la résolution éventuelle du probléme inverse.



1.3 Equations fondamentales

Des études sur les propriétés électriques du corps humain montrent que celles-ci
sont linéaires, que les effets capacitifs, inductifs et de propagation sont négligeables
(Plonsey, 1969). La téte humaine peut alors étre considérée comme un milieu
essentiellement résistif, ce qui confére une nature quasi statique au champ de potentiels,
c’est-a-dire que ceux-ci varient dans le temps, mais que la distribution de potentiels
instantanée peut étre décrite par les équations électrostatiques qui n’impliquent que la
valeur instantanée du courant de la source. Dans ces conditions, le champ électrique E

peut s’exprimer comme le gradient du potentiel @,

E=-Vd. (1.1)
De plus, pour un milieu homogéne et isotrope de conductivité o, la densité de courant
(le courant qui traverse une aire de surface unitaire) peut €tre représentée par

J=of + ~source: (1.2)

-

ou Jgource €St la densité de courant de source dans ce volume conducteur, dans notre
cas, le cerveau. Notons que le cerveau est réellement anisotrope (les neurones sont
orientés perpendiculairement & la surface du cortex et donc la conductivité est plus
grande dans cette direction), mais I’information sur la conductivité locale dans le cerveau
n’est pas disponible tout simplement.

Dans cette situation quasi statique, la divergence V-J est nulle et on retrouve

I’équation de Poisson :



V20 =(V- T source ) /o - (1.3)
Pour des régions qui ne contiennent pas de source de courant, telles que le crine et le cuir
chevelu, le terme Jg,,.. de 'équation (1.2) est nul et I’équation (1.3) décrivant le
champ de potentiel se réduit a I’équation bien connue de Laplace (Plonsey, 1969),
V2P =0. (1.4)
Finalement, comme l'interface cuir chevelu-air ne permet pas le passage du courant, la
condition de frontiére suivante s’applique (la condition de frontiére Neumann homogéne)
VO-7ii=0 (1.5)

ou # définit le vecteur unitaire a ’interface cuir chevelu-air pointant vers I’extérieur.

1.4  Meéthode conventionnelle pour la résolution du probléme direct

Dans la mesure ou les sources de courant du cerveau peuvent €tre exprimeées
comme des dip6les équivalents (voir section 1.1), le probléme direct en
électroencéphalographie se réduit au calcul des potentiels de surface dus a des dipdles de
courant dans un volume conducteur en forme de téte humaine. Etant donné que le
potentiel généré sur une surface dépend de la géométrie et conductivité du conducteur, il
est important d’incorporer une forme et des informations géométriques réalistes dans la
formulation du probléme. Le cerveau, le crane, et le cuir chevelu humain dont il est

question dans ce travail ont une géométrie irréguliére. Puisque des solutions analytiques
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pour les potentiels de surface ne sont disponibles que pour des surfaces simples comme la
sphére, ['utilisation de volumes réalistes nécessite des techniques numeériques pour
résoudre le probléme direct. La méthode numeérique qui a été utilisée dans le présent
travail, 4 savoir la méthode des éléments de frontiéres (BEM), permet le calcul des
potentiels de surface générés par des sources de courants a I’intérieur d’un volume
conducteur, en calculant les effets de la source aux frontiéres du volume conducteur. Les
frontiéres sont les interfaces entres les régions isotropes de conductivités différentes dans
le volume conducteur et la surface externe de ce volume. En utilisant de I’information
sur la géométrie et conductivité du crane et des structures du cerveau, il est possible de
modéliser la téte humaine de cette maniére. Les régions le plus souvent considérées sont
le cuir chevelu, le crane, le cerveau, et, parfois, les compartiments contenant le liquide
cérébro-spinal.

La résolution du probléme direct en EEG consiste donc a résoudre I’équation de
Poisson, sujette & la condition de frontiére de I’équation (1.5), pour la distribution de
potentiel sur la surface externe du cuir chevelu, connaissant la source de courant dans un
certain volume conducteur qui représente la téte. On accomplit ceci en transformant
’équation de Poisson, qui décrit le comportement du potentiel & I'intérieur et aux
frontiéres du volume conducteur, en une équation intégrale applicable uniquement aux
frontiéres qui doit étre résolue numériquement. Notons que la théorie générale présentee
dans ce travail pour la BEM est basée sur Barr et al. (1966) et Barnard et al. (1967), et

que I'approche utilisée pour I’application spécifique de cette méthode au probléme qui
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nous intéresse, c’est-a-dire la résolution du probléeme direct en électroencéphalographie
pour un modéle réaliste de la téte, est inspirée des travaux de Meijs et al. (1989), Heller

(1990), de Munck (1992) et Schlitt et al. (1995).

1.5  Meéthode réciproque pour la résolution du probléme direct

Cette approche est basée sur le théoréme de réciprocité de Helmholtz. Ce
théoréme a é€té utilisé pour caractériser la sensibilité d’électrodes par Rush et Driscoll
(1969), et appliqué a la résolution du probléme direct en électroencéphalographie pour un
modéle réaliste de la téte par Fletcher et al. (1995). En effet, la connaissance de la
densité de courant (ou champ électrique) & travers un volume conducteur due & une
injection de courant entre deux électrodes stimulantes détermine complétement comment
ces mémes électrodes, quand elles sont utilisées comme électrodes d’enregistrement pour
’EEG, mesurent les potentiels dus aux sources dipolaires n’importe ou dans le volume

conducteur. Autrement dit, par réciprocité, la différence de potentiel ¥; mesurée entre

une paire d’électrodes / placées sur le cuir chevelu est obtenue en utilisant ces mémes

électrodes pour injecter et retirer un courant /, respectivement, et en calculant le champ

électrique £ 4 ’emplacement du dipble. Le théoréme de réciprocité peut se traduire,

mathématiquement, par la relation
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£
7]

Vi==P-—, (1.6)

ou p est le vecteur du moment dipolaire du dipdle source (voir figure 1.4).
Notons que, dans ce cas, on suppose qu’il n’y a aucune source de courant dans
tout le volume conducteur et que I’équation de Laplace (1.4) est valide dans toutes les

régions du modéle de la téte. L’équation (1.2) devient simplement la loi d’Ohm :

1 est évident que si I’on double le courant injecté 7, la densité de courant J sera doublée
partout (par linéarité). En d’autres termes, le champ électrique normalisé par le courant
injecté, Ef|I{, ne dépendant que des propriétés géométriques et électriques du volume
conducteur et du placement d’électrodes. Ce champ vectoriel normalisé (‘lead field*)
caractérise un genre d’accés €lectrique d’une paire d’électrodes 4 n’importe quel point du
volume conducteur. Le théoréme de réciprocité nous dit simplement que cet accés
s’applique aussi au probléme réciproque, quand les électrodes sont utilisé pour enregistrer
des potentiels plutdét que d’injecter des courants. C’est ainsi une fagon différente de
déterminer les potentiels de surface et donc de résoudre le probléme direct.

L’application du théoréme de réciprocité au probléme du volume conducteur en
forme de téte a I'effet de décaler les emplacements des sources du volume cérébral aux
emplacements des électrodes sur le cuir chevelu. I s’agit maintenant de calculer les
champs électriques 4 un emplacement de source donné dans le volume cérébral dus &

chaque paire d’électrodes, plutt que de calculer les potentiels de surface aux électrodes
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Figure 1.4. Deux techniques de calcul de la différence de potentiel V, entre une paire d’¢lectrodes / pour

(a) la méthode conventionnelle et (b) la méthode réciproque. Les lignes en pointillés représentent

schématiquement le champ de courant dans chaque cas.
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d’enregistrement. Ceci est un probléme fondamentalement différent, mais qui peut quand
méme €tre résolu en utilisant la BEM. Les conditions de frontiéres sont toujours les
conditions de Neumann, mais, maintenant, le flux sur la surface externe normale a la
surface est non nul aux sites des électrodes, et donc I’équation (1.5) n’est plus valide a

ces derniers.
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CHAPITRE 2 METHODE CONVENTIONNELLE POUR LA RESOLUTION

DU PROBLEME DIRECT

2.1 Dérivation des équations

On considére les surfaces S¢ (s =1, 2, ..., M), fermées et non sécantes, séparant
les régions homogenes V (s = 1, 2, ..., M) distinctes de conductivité isotrope o,. Soit
S} la surface externe du volume conducteur contenant les autres surfaces S 20 S35 s
S s> qui peuvent étre contenues les unes dans les autres (voir figure 2.1). Le volume
conducteur est entouré d’air de conductance nulle. La formulation de la BEM en termes

d’équations intégrales pour le potentiel repose sur le théoréme de divergence, appliqué a

chaque volume ¥V, du volume conducteur. Soit ¥, un volume quelconque de

conductivité o, du volume conducteur, on a alors I’équation

[v-wovow- 3 fwo, 0. @
> S, W) g

r

ou ¢ et ¢ sont des fonctions scalaires de position et VS (V) dénote que la somme est

prise sur toutes les surfaces S qui délimitent le volume V7,. Notons que dS =7-dS, ou

7 est la normale a la surface S vers I’extérieur du volume V,. En échangeant ¢ et ¢,
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Figure 2.1. Diagramme qui illustre la dérivation de I’équation intégrale pour le potentiel dans le cas de
surfaces multiples. Le théoréme de Green est appliqué aux régions V_ de conductivité homogéne et
isotrope, limitée par les surfaces fermées Ss . En particulier, notons que Sl renferme toutes les autres

surfaces et que le nombre de surfaces est égale au nombre de volumes. R est un point arbitraire du

volume conducteur caractérisé par le vecteur position 7, et 7' est le vecteur a I’élément variable

d’intégration de volume 4V’ et I’élément variable d’intégration de surface 4S'. Notons que °'1+ =0.
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on trouve une équation semblable & I’équation (2.1) qui peut étre soustraite de cette

derniére. On obtient alors la seconde identité de Green :

ﬂa w-wolr=- 3 [lo,@ve-wols. @2

VS(V)S

En considérant les surfaces comme interfaces entre régions de conductivités différentes

(voir figure 2.1), la somme de chaque c6té de I'équation (2.2) pour tous les volumes V

du volume conducteur nous donne (Smythe, 1968)

M
D ﬂa;(¢v2¢—¢v2¢)]dV=
s=1V

M
> ﬂ0§(¢"V¢'—¢'V¢")—6§(¢+V¢+~¢+V¢+)]‘d§, 23)

ou les exposants + et — dénotent que les valeurs sont prises a I’extérieur et a I’intérieur

de la surface S, respectivement. La notation de |’équation (2.3) est permise si et

seulement si of =0, car o] (p*Ve* -4 Vp*)=0 (la surface externe du volume
conducteur n’est pas vraiment considérée). Notons que 7 est toujours la normale

positive (c’est-a-dire vers la région de conductivité o ) 4 la surface S en question.

Soit @ = ou |[F—7| représente la distance scalaire entre un point R

1
F-7’
(décrit par un vecteur de position fixe 7 ) et le volume ou la surface d’intégration (décrit

par un vecteur de position variable 7'). Soit ¢ =P, ou P est le potentiel scalaire.
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Effectivement, on cherche une expression pour le potentiel au point d’observation R. A

travers une interface S, 4 la fois le potentiel et la composante normale du courant (le

flux) restent continus, et on a alors, sur chaque surface, les relations suivantes :

et

Ainsi, I’équation (2.3) devient

Z fas (l‘ ..Jv%(")drf' Z fos O(F' )V [l“ _,JdV'—

"Z I(Us - 05 YO )V'(Ir J as',  (24)

s—l
S

ou I'opérateur V' agit sur les coordonnées primes. Notons que I’étape de sommation de
I’équation (2.4) pour tous les volumes ¥V est nécessaire pour €liminer les termes
représentant le flux de courant.

A partir de ’équation de Poisson (1.3) et sa solution bien connue, on peut

reconnaitre, dans le premier terme de I’équation ci-dessus, le potentiel dit aux sources de
courant Jg,,,.. placées dans un milieu homogene et infini de conductivité unitaire, soit

®% . En supposant que les sources sont entiérement et strictement contenues dans un

volume V, (appelé volume actif) dans le volume conducteur et que le point d’observation
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R est strictement a I’extérieur de ce volume actif, le premier terme de 1’équation (2.4)

devient :

J‘V' Jsource(’-:')dyl - _4ﬂ¢w(;:)
¥ -7 '

vV

24

1) - v-J F'
En notant que V‘( s‘l’r"" CE(I )) V'(IF—F'J J source F') + l‘;_f"_‘_’ ;fl(r) et avec le

théoréme de la divergence, on peut réécrire I’équation (2.4) sous la forme

O

V .f

a

M 1 -
+ D (o5 —a7) |oF >V(|~_F.J-d5', 2.5)

s=1 S

s

ou, dans notre cas, Jg,,c. identifie explicitement le moment du dipéle de courant par

unité volumique.

Il est également possible de montrer (Jackson, 1962) que

v? (IFEF'IJ = —4nS(F ~F'),

ou & est la fonction delta de Dirac. Le deuxiéme terme de gauche dans I’équation (2.5)
vaut donc - 4zo, ®O(F) pour un point R strictement & I'intérieur de V., (R eV,), ou
o, est la conductivité au point R. Mais, dans la BEM, on cherche a calculer les

potentiels de surface et, par la suite, on considére que le point d’observation R est
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infiniment prés de la surface S, dans le volume V.. On peut alors réécrire I’équation
(2.5),

M
4o, O(F) = 420 (F) - Y (05 —oF) | OF V' (ﬁ) .dS'.  (2.6)
s=1 s

En plus, pour un point d’observation R prés d’une surface S, une singularité du
type valeur principale de Cauchy apparait dans l'intégrale de surface a droite dans
I’équation (2.6) quand 7' s’approche de 7. On divise I'intégrale en deux parties,

M
arc, ®(F) = 42d%(F) — Z(a; ~07) J. O(F )V{F_I—F,J.CS'
st S, /3¢)

—(o7 —o7)O(F) _ lim j' '(* 1_|).d§' ,
EF)»r3| J \F -7
E(F)

ou le symbole S;/3(F) dénote que I'intégrale est prise sur chaque surface S, mais que
pour Sg =S, un environnement ou voisinage E'(F) du point d’observation R (décrit par

le vecteur 7 ) est exclu. Notons que I’angle solide soutenu par la surface S au point R

est égal a — f ’(IF IPJ.dS'". L’angle solide soutenu par E(F) au point R quand
S

s

. 1 -
E() tend vers {F} correspond alors & - _ lim J. '(__ _,).dS' , soit
EF-ry J \F-7
E(r)
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Q™ (E(F);F) ou Iindice ~ dénote que le point R est pris 4 intérieur de la surface en
question. On sait que, pour un point a U'intérieur d’une surface fermée, I’angle solide
total soutenu par cette surface a ce point est 4. Soit Q(S,;7) ’angle solide soutenu
par la surface S, (ou ’environnement E(F) de R est exclu) vue du point R juste &
I'intérieur de cette surface. Alors Q-(Sr;F)-f-Q_(E(F);F )=4x et on peut réécrire
I’équation ci-dessus sous la forme :
(07 Q7(S,:F) + 0,7 Q (E(F),F)D(F) =

M

420°(F)- Y (a5 - o) J‘ DF )V (F%ﬂ] .d§". 2.7)

s=1 S, /3%
L’équation (2.7) est I’équation intégrale de Fredholm du second type pour le potentiel de
surface dans le cas de plusieurs régions homogénes de conductivités isotropes. Le

potentiel & n’importe quel point d’une surface S, peut alors étre considéré comme la

somme du terme source, 47 (F), proportionnel au potentiel dii aux sources de courant

Jsource Placées dans un milieu homogene et infini de conductivité unitaire, et de I’effet

du courant volumique décrit par le dernier terme a droite de I’équation (2.7). L’existence
d’une solution de cette équation continue est assurée par ’existence d’une solution réelle,
physique, mais cette solution n’est pas unique (voir section 2.2).

L’utilisation de la méthode des éléments de frontiére nécessite la division des
surfaces délimitant le domaine d’intérét en un certain nombre d’éléments de surface.

Chaque intégrale de I’équation (2.7) qui gouverne les potentiels de surface peut étre
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estimée par une somme d’intégrales de surface sur 'ensemble des éléments. A chacun de
ces éléments est généralement associée une fonction d’interpolation d’ordre zéro, un, ou
plus, décrivant sur celui-ci le comportement du parametre étudi€, a savoir le potentiel.
On peut alors supposer que le potentiel sur un €lément est une fonction d’un certain
nombre d’inconnues, notamment les potentiels & certains points discrets qui peuvent, ou
non, étre spécifiques a I’élément. Par exemple, le potentiel sur un élément peut étre
supposé constant (la valeur du potentiel constant devient 'inconnue, souvent associée a
un point discret spécifique a I’élément tel que son centroide) ou une fonction linéaire qui
atteint une valeur différente & chaque sommet (les potentiels des sommets deviennent les
inconnues, mais dans ce cas chaque inconnue est partagée par tous les éléments qui
touchent le sommet auquel elle est associée). Les intégrales de surface (I’équation (2.7)
avec les différents points discrets comme points d’observation) se réduisent alors & un
systéeme d’équations algébriques, dont la solution (avec les fonctions d’interpolation)
détermine le potentiel sur chaque élément et donc partout sur les surfaces.

1l y a trois facteurs facilement identifiables qui limitent la précision et qui affectent
le temps nécessaire a obtenir une solution avec la BEM : le choix d’une fonction
d’interpolation, la forme de chaque élément de surface (par exemple, triangles ou
quadrilatéres), et la densité d’éléments (Ferguson et Stroink, 1997). Le choix d’une
fonction d’interpolation du potentiel est souvent limité & des fonctions constantes ou
linéaires sur des éléments triangulaires, normalement plans a cause de la simplicité de la

formulation mathématique du probléme qui en résulte. Effectivement, I'intégrale sur
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plusieurs types d’éléments peut étre estimée numériquement en utilisant I’intégration par
points (Brebbia et Dominguez, 1989), mais une expression analytique pour ces intégrales
a été développée pour des triangles plans avec des fonctions d’interpolations constantes
ou linéaires (il existe aussi une expression analytique pour des triangles plans avec une
fonction d’interpolation quadratique (de Munck, 1992)). Dans ce cadre, il n’est pas clair
a quel point la forme des triangles plans (par exemple, triangles équilatéraux ou allongés)
affecte la solution. Le nombre d’éléments limite la fidélité de notre surface discréte a la
surface qui nous intéresse. Un plus grand nombre d’éléments ameéliore la précision de la
solution - pour une fonction d’interpolation et un type d’éléments donnés - au prix d’un
temps de calcul plus long a cause de I’augmentation du nombre d’inconnues (Schlitt et
al., 1995). On sait qu’en général pour une surface discréte donnée, il y a deux fois plus
d’inconnues pour I’approche du potentiel constant (les centroides des triangles) que pour
I’approche du potentiel linéaire (les sommets des triangles). Mais, méme si, dans cette
situation, ’approche du potentiel constant prend plus de temps que I’approche du
potentiel linéaire, il n’est pas évident qu’on gagne vraiment en terme de précision des

résultats.

2.2  Discrétisation des équations

Soit
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NA
"L AGS)
Sg = U A7,
=1
la décomposition de la surface S5 en N& éléments A(Is) qui ne se coupent que suivant

leurs frontiéres communes. On suppose que les surfaces S; ont certaines propri€tés qui

sont une combinaison de celles d’une surface de Lyapunov et celles d’une surface qui est

réguliére dans le sens de Kellogg (Lynn et Timlake, 1966). L’équation (2.7) devient donc

(07 Q7 (S,;F) + 0 Q (EF),FNPEF) =

NA
M s
- - - 1 -
47D™(F)- Y. (o7 —oF)). J (I)(r')V‘[ _ -.) .dS', (2.8)
s=1 1=1 [P
&9 57y
et le terme source, 470 (F), est tel que I’existence d’une solution de I’équation (2.8)

est assurée par le théoréme étendu de I’alternative de Fredholm (Kellogg, 1929). A ce

moment-1a, ’équation (2.8) peut étre résolue de fagon approchée en choisissant un
ensemble de fonctions {#,(r )}‘,Yzl et un ensemble de points discrets sur les surfaces S
(s =1, 2, .., M) décrits par les vecteurs de position {F,,,}f,{zl, tels que :

P () = O - (2.9)

Ainsi, alors qu’une solution exacte pour le potentiel est généralement impossible a

obtenir, on peut estimer cette solution avec I’expansion

N
&F) = D Pntin (), (2.10)

n=1
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ou les coefficients @, représentent les inconnues, des potentiels dont on détermine les
valeurs en contraignant ®(F) a satisfaire I’équation (2.8) aux points discrets caractérisés

par 7;. Pourun point R €S, caractérisé par le vecteur 7 = r,,, nous obtenons

(7 Q7 (S, ) + 0 Q (EF ), Fp NO(Fr) =

NA
N M s . _
47®%(F )~ . @, Y (05 —07)D, J. h,,(F')V'[_——;) dS', (211)
n=l  s=1 I=1 [ =71
&0 f5¢7,)
ou, d’apres les équations (2.9) et (2.10), CTJ(Fm) =®,,. En variant 7, sur I’ensemble
{Fm}a;l décrivant les N points discrets, 1’équation (2.11) se réduit a I’ensemble de N

équations linéaires suivant
AD =G, (2.12)
ou @ est le vecteur colonne des potentiels de surface et G est le vecteur colonne des

termes sources ( g, = 470 (F,,) ). Les coefficients de la matrice A sont donnés par :

M N 1 _
amn = 2 (05 0D I b, (F' )V'[|__ — _1] -dS'
s=1 I=1 'm =T
A([s) / 3(’—'m)
+ 807 QT (S,iT) + 07 QT (B )i 7). (2.13)
On sait que, physiquement, le potentiel en un point est toujours pris par rapport a

une référence. Ceci est reflété dans notre formulation du probléme (I'équation (2.7)) qui

repose sur la condition de frontiére Neumann et ne nous permet donc de calculer le
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potentiel qu’a une constante prés. Le probléme est mal posé et, pour préserver cette
nature non unique dans nos équations discrétes, on doit s’assurer que la matrice A de
I’équation (2.12) est singuliére. Ceci est accompli en imposant la condition purement

mathématique suivante
N
> h(F)=1, (2.14)
n=1

ou 7 décrit un point d’une des surface S, ce qui nous permet d’écrire

gam:f(as—mz _f V{lrm J

s=1 =1
A(’) a(r )

+(CT,.Q (Sr’ m)+JrQ (E(rm) rm))— ’ (2-15)

A
S
en notant que la somme Z J. V'(I—__—I—T'J-dS ' ci-dessus est égale a
Fry —F
I=1 m
) [3¢7
Alx / 3(rm)

-Q(S,.;r,) pour S§;=S8,, —4x pour S, S, et zéro sinon. Notons aussi que

0‘1+ =0 et que 0';' =0, pour une surface S incluse dans une surface Sy quand
aucune autre les séparent. Le vecteur (1, 1, ..., 1) de longueur N est donc un vecteur
propre de A de valeur propre zéro et la matrice est alors singuliére. Cependant, la
résolution de I’équation (2.12) nécessite I'inversion de la matrice A. Une approche

consiste a fixer le potentiel d’un point arbitraire, ce qui est équivalent a choisir une

référence nulle pour le potentiel. La technique de la déflation (Lynn et Timlake, 1966),
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également équivalente au choix d’une référence pour le potentiel, permet aussi I’'inversion

de la matrice si I’égalité (I’équation (2.15)) est exacte (voir annexe A.1).

2.2.1 Meéthode du potentiel constant aux centroides de triangles plans

Le choix le plus simple pour la fonction A, (7) est obtenu en divisant les surfaces
en triangles, et en prenant 4, (7) égale a 1 sur le triangle n et zéro ailleurs. Les points de
discrétisation deviennent les centroides des triangles, et le nombre de points discrets est
€gal au nombre d’éléments de surface, soit Ng = N f‘, ou N est le nombre de points
discrets sur la surface Sg. On déduit alors de I’équation (2.13), I’expression des

coefficients non diagonaux de la matrice 4 (les coefficients diagonaux seront traités plus

loin)
Amp = (07 — 0 UA,;T,), (m = n) (2.16)
ou A, = A(IS) avec I=n—-Ng_|—-...—Np, et
1 _
nim) e — 71|
A

n

est 'angle solide total soutenu par le triangle A, au point m. Gelernter et Swihart

(1964) ont calculé cet angle solide par la régle du centroide,

- c-n
QAp;1m) =ty 3



28

ou ¢ est le vecteur du centroide du triangle m au centroide du triangle n, 4, est I'aire du
triangle n, et 7 est la normale unitaire de A, . Notons que Q(A,;7, ) n'est pas définie
pour m = n, c'est-a-dire quand les deux triangles sont identiques. La précision de la
solution obtenue a partir de I'équation (2.12) est déterminée en grande partie par la
maniére spécifique dont les intégrales sont calculées pour générer la matrice A.
L’équation ci-dessus est une mauvaise approximation de I’angle solide pour les triangles
adjacents au triangle m, quand le point d'observation est prés du triangle en question.
Une formulation plus précise a été présentée par Barnard et al. (1967), appelée la régle

d’un angle solide (‘one solid angle’). Soit 7, 7,, et 7; les vecteurs issus du centroide de

A,, et pointant vers les sommets de A,,, on a alors
- c-n
Q(An;rm)z(a'*'ﬁ'*'y—”)la.ﬁla

ou a est défini par

N =tan-l(|(F3 xA)x (A sz)iJ

— (73 xR)- (7 x7p)
et S et y sont définis d’une fagon semblable avec une permutation cyclique des indices
(1, 2, 3). La complexité de l'expression ci-dessus pour l'angle solide et le grand nombre
d’étapes de calcul la rend plutdt sensible aux erreurs numériques. Une expression

équivalente pour 'angle solide qui réduit davantage le nombre d’opérations est donnée

par van Oosterom et Strackee (1983),
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AiFn) =2 ‘1(_ SR RLE) — ]f‘f’f 2.18
i) =2 tan AR+ 3l -7) +RIG -7 Rl 7)) 6 -7 (2.18)
Notons qu’encore une fois (A,;7,) n’est pas définie pour m=n.

Une autre alternative est d’intégrer les deux cGtés de I’équation (2.8) sur la

surface du triangle A,,. En divisant le résultat par I'aire de cet élément (Lynn et Timlake,
1968), le potentiel @, assigné au triangle A,, est supposé étre égal a
1 =1 1
D, =— [O(F')dS',
Fom A

m
ou , est Iaire du triangle A,,. Ceci revient a évaluer I’angle solide de I’équation
(2.17) en plusieurs points du triangle A,, et a en prendre la moyenne (Barnard et al.,
1967). Notons qu’avec cette méthode, le potentiel dans un milieu infini de I’équation
(2.8) - calculé normalement en chaque point d’observation - est maintenant aussi une
moyenne sur f,, (Purcell et al., 1988). Mais, en général, les résultats générés par cette
meéthode sont pratiquement identiques (Ferguson et Stroink, 1997) a ceux de la méthode
sans ce moyennage. Par la suite, on utilisera la méthode sans moyennage, la plus étudiée,
avec l'expression (2.18) pour I’angle solide, la plus précise.

Barr et al. (1977) ont indiqué que choisir le potentiel en chaque sommet de
chaque triangle comme inconnue plutdt que le potentiel sur chaque triangle serait
avantageux numériquement. Comme il a été mentionné dans la section 2.1, le nombre
total de sommets de triangles sur une surface est a peu prés la moitié du nombre total de

triangles. Dans la situation expérimentale ou les potentiels sont mesurés sur la surface du
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cuir chevelu avec des électrodes, ce sont les positions de ces électrodes qui sont utilisées
en triangularisant la surface en question. L’approche des sommets a alors I’avantage
supplémentaire de donner les potentiels de surface et les coordonnées de surface aux

mémes emplacements.

2.2.2 Meéthode du potentiel linéaire aux sommets de triangles plans

La méthode la plus simple utilisant les sommets plut6t que les centroides consiste
a attribuer un tiers de I’angle solide total soutenu par un triangle & chaque sommet de ce
triangle (Barr et al., 1977). Notons qu’avec cette méthode, comme avec celle du
potentiel constant, la moindre variation du potentiel sur les triangles va introduire une
erreur. L’amélioration la plus simple est de supposer que le potentiel varie de fagon
linéaire sur les triangles, tout en restant continu d’un élément 4 'autre. Une tentative
(Meijs et al., 1989) consiste a diviser les triangles en plus petits triangles en exprimant les
valeurs du potentiel aux nouveaux sommets par rapport au potentiel aux sommets
originaux. L’intégrale sur le triangle original devient donc la somme pondérée des trois
potentiels, plutdt qu’une simple moyenne comme dans la méthode précédente. Les poids
dépendent des quantités relatives de I'angle solide auxquelles contribuent les petits
triangles. Ce processus peut étre itéré en divisant davantage les petits triangles. Or, ces
méthodes sont des approximations tandis que de Munck (1992) a déduit une formule

analytique qui décrit la distribution de I’angle solide sur les triangles de fagon exacte si le
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potentiel varie de fagon linéaire sur ces derniers. Dans ce cas, les divisions précédentes
ne sont plus nécessaires. En rappelant que les points de discrétisation sont maintenant les

sommets des triangles (soient 7,, 7., et 7, les vecteurs de 'origine aux sommets du
triangle A_,,, ou n, k, / sont ordonnés dans le sens trigonométrique vu d’un point

extérieur mais prés du triangle) la fonction 4, (F) pour cette méthode est donnée par

d(F-Fo-F
=%’%€.i:£_l__)_, FEAnk[

(rlhrk:rl) (2-19)
=0 sinon,

()

pour chaque triangle A ., qui contient le sommet » caractérisé par le vecteur position
T, O0 d(Fy;7g;F) =T, - (e x77) est le déterminant du triangle A, ,,. La fonction
h,(F) atteint la valeur de 1 au sommet », et s’annule au cdté opposé des triangles dont 7
est un sommet. Les coefficients non diagonaux de la matrice A de I’équation (2.13) sont

alors

Gyn =~(05 =03) D BpisiFn), (m=n) (2.20)

VAn(kI)

ou VA, .y dénote que la somme est prise sur tous les triangles Ay, incluant le sommet

n(neSs),et:

. d(F';77) 1 _
QYA F ) =— A SMERVE .dS" . 221
Anld
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Notons que Q:, (A,.;;7m) nest pas un angle solide & proprement parler mais une
fonction de P’angle solide total soutenu par le triangle A, ,, la fonction associée au
sommet # de ce triangle pour ce triangle. Mais I’angle solide total soutenu par un triangle
A ., donné par 'équation (2.17), est égal 4 (de Munck, 1992)

QA i 7n) = Qn(B s T )+ (A i F)+ QG (A, i), (2.22)
alors la somme des quantités Q; pour un triangle, et donc pour une surface, sont des
angles solides et I’égalité (2.15) est vérifiée. Avec ces définitions, de Munck (voir annexe

A.2) a évalué O, (Apy;Fy) telle que

- QA 1 00m) ~ . - - -
Q:(Ankl;rm)z‘wn'[(rk_"m)x("l"rm)]
Hnki

+d(Fn;Fk;r7)

7= (Fe = 77)-[@(Fy =) + B —77) + ¥ (F = )]s (2.23)
4Lk

ou

P ~AlRl+ (7 —r‘l)-aJ

a =y _.In(__ T

Irz-rll Ty —-r1”r1I+(r2 —rl)'rl
et § et y sont définis d’une fagon semblable avec une permutation cyclique des indices
(1,2,3); A, i, et 7; sont les vecteurs issus du point m et pointant vers les sommets n,
k, I du triangle A ,,, respectivement; 7 est la normale unitaire du triangle A ,, vers

Pextérieur de la surface et 4 ,, est I'aire du triangle A kel -
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En employant les équations (2.9), (2.10), et (2.21), I'intégrale de droite de

I’équation (2.8) pour un triangle A, ,, au point d’observation m est égale a (voir figure

2.2a):

_‘-d’( )V'( J dS'~—(¢ Qi (At i) + P (At s g ) + P12 (At ’m))

Si un tiers de I’angle solide total €(A,;7%,) soutenu par le triangle A ,, est réparti a

chaque sommet de ce triangle, on obtient

I CD(F')V'(_ ! — j -dS'~ —(®, +¢k+¢l)Q(Ank1;rm)_
e =7 3

A

Cela est I'approche de Barr et al. (1977) mentionnée précédemment. En supposant

maintenant que le potentiel est constant sur le triangle A ,,, la valeur constante du

(®n+¢k+®1)
3

potentiel @, peut étre estimée par (voir figure 2.2b). On a alors

-[d)( )V'[l ! I] dglz_q)nle(Ankl;Fm):
Ankl

et on retrouve la méthode du potentiel constant.

Les définitions des fonctions 4,(7) pour la méthode du potentiel constant aux
centroides (van Qosterom et Strackee) et pour la méthode du potentiel linéaire aux
sommets (de Munck) satisfont toutes les deux les conditions (2.9) et (2.14) nécessaires a

la résolution du probléme, et les deux approches utilisent une formulation analytique
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@,
cI)m*d
*’\
A\
(Dk q)l 7 A
f‘}( i ’-_; ’-;lkl
(@) (b)

Figure 2.2. Exemple d'un élément de discrétisation, illustrant les approximations décrites dans le texte
pour : () la méthode des sommets avec une interpolation linéaire du potentiel et (b) la méthode des

centroides avec un potentiel constant.
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exacte pour €2 et Q*, respectivement, afin de calculer a,,, quand m = n. Notons que,
pour la formulation de I’équation (2.18), comme pour la formulation de I’équation (2.23),
le cas m=n n’est pas défini, mais, de toute fagon, dans la formulation de I’équation
intégrale du potentiel, ce cas a été traité séparément. Un voisinage infiniment petit du
point décrit par 7,, a été exclu de ’intégrale dans I’équation (2.7). Cependant, dans
toutes les implémentations numériques, un élément (ou une portion de plusieurs éléments
adjacents) de dimension non négligeable a été enlevé, mais cette erreur peut étre en partie

compensée dans la définition de la diagonale. Notons qu’en général, il est difficile de

calculer les angles solides Q™ (S,;7,) et Q’(E(Fm );Fm) , Mmais qu’en prenant

N
A == D Qpan » (2.24)
=1

nxm
ces facteurs disparaissent tout en préservant ['égalité (2.15) et donc la singularité de la
matrice A. Pour la seconde méthode (I’approche du potentiel linéaire), les quantités
contribuant aux sommets adjacents aux points d’observation pour les triangles contenant
les deux sommets sont nulles dans I’équation (2.23). Effectivement, (7, —7')-71 de
I’équation (2.21) représente la distance perpendiculaire du sommet m au plan passant par

le triangle A,;;. L’utilisation d’éléments plans peut alors introduire une perte

d’information supplémentaire (de notre modéle numérique par rapport aux surfaces qu’on

cherche a modéliser) dans les coefficients de la matrice non diagonaux a@,,; , Qmm > -
1 2

respectivement, ou my, m,, ..., sont les sommets adjacents a m (voir figure 2.3). De
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(2) (®)

Figure 2.3. Ilustration des zones manquantes dans le calcul des angles solides pour (a) la méthode des
centroides avec un potentiel constant et (b) la méthode des sommets avec une interpolation linéaire du
potentiel. Les parties foncées en (a) et (b) indiquent les zones ol les quantités 2 et Q .

respectivement, sont nulles.
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plus, quand I’équation (2.24) est utilisée pour calculer a,,,, , ’erreur sera transmise a la

diagonale. Cependant, pour un modéle de la téte donné, il n’est pas nécessaire de placer
toute la quantité manquante sur la diagonale et une portion peut étre distribuée aux
coefficients voisins non diagonaux. Meijs et al. (1989) et Heller (1990) ont suggéré des
méthodes pour compenser cette perte d’information en remplagant les triangles plans par
un ou plusieurs modéles non plans pour calculer ’effet d’un sommet sur ses sommets
voisins. Ces deux méthodes supposent, toutes les deux, que les surfaces réelles sont
localement sphériques, et ne difféerent que dans la maniére dont la distribution aux
€léments voisins est calculée. Meijs utilise un seul cap sphérique pour modéliser un
sommet et tous ses voisins, tandis que Heller utilise un triangle sphérique a la place de
chaque triangle plan adjacent a un sommet en calculant cet effet. Mais les deux
approches introduisent un facteur approximatif dans les équations analytiques, en
particulier dans le cas de Meijs, car il est rarement possible de passer un cap sphérique
par tous les voisins d’un sommet, surtout pour un modéle de géométrie réaliste, et une
telle recherche nécessite une optimisation plutdt €laborée. Pour cette raison, seuls les
résultats expérimentaux de I’approche de Heller sont présentés dans le chapitre 4.
Notons que Ferguson et Stroink (1997) suggerent que, globalement, les approches de
Meijs et de Heller donnent une précision semblable. Mais, tandis qu’elles peuvent
améliorer les résultats pour des surfaces sphériques pour lesquelles elles sont adaptées,

elles peuvent aussi les empirer dans le cas de surfaces contenant des coins pointus ou des
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zones de grande courbature comme on pourrait en trouver dans un modéle de géométrie

réaliste.

23 Approche du probléme isolé

Si une des régions dans un volume conducteur a une conductivité relativement
basse par rapport aux conductivités des autres régions, les erreurs numériques sont
amplifiées (Meijs et al., 1987; Himalainen, 1987). Pour un modéle de la téte humaine, ou
le crane a une conductivité relativement basse, les potentiels plutdt élevés sur le cerveau
ne sont pas affectés mais les potentiels sur le crane et sur e cuir chevelu sont faibles et
trés sensibles aux erreurs numériques. Supposons que seule la région qui correspond au
crane, soit la région ¥V, , ou 3<m<M (voir figure 2.4), ait une conductivité
relativement basse. Hamaldinen et Sarvas (1989) ont suggéré que ces erreurs peuvent

étre réduites en calculant d’abord le potentiel isolé sur les surfaces internes au crine, les

surfaces S, a4 §;,, en supposant que le crine est un isolant parfait. L’approche du

probléme isolé consiste alors a écrire la distribution du potentiel @ comme la somme de

deux parties : le potentiel isolé @, calculé en supposant que la conductivité de la région

V-1 est nulle et le potentiel restant @  défini par

O(F) = Co(r) + Pr(F). (2.25)
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Figure 2.4. Représentation schématique d’un volume conducteur constitué¢ de N surfaces fermées. Les

surfaces sont représentées par des arcs mais peuvent €tre arbitraires. La région (m-1) a une conductivité

relativement basse et divise tout le volume conducteur en surfaces internes (SS , § = m a M) et externes

(S,.s=1am-l).
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Le potentiel isolé @, sur les surfaces externes au crane, §; a § est constant et peut

m-1-
étre choisi égal & zéro, puisqu’aucune source n’est présente et puisque les courants dans
ces régions externes sont nuls. Soit

Oy(#F)=0

pour Re€S, quand S, =5) a §,,_; ou R est décrit par le vecteur de position 7. En

utilisant 1’équation (2.7),

() =470" ()0 [@o(F )V'[lr Ir,lj-c@'
/3P

M
- 2 (65 - I¢O(F')V'(I- _,J-d[q'-, (2.26)

s=m+l S:/E](F)
quand S, =S§,, & S,,. Dans I’équation ci-dessus @, = 0,,Q"(S,,;7) pour S, =S, et

wy =0, Q (S,;F)+0, Q" (EF);F) pour S, =S,,41 & S,,. En remplagant (2.25)

deux fois dans I’équation (2.7), on obtient le potentiel restant @ 5

@r® g(7) = 47D (F) - Z (o5 —0o5) J.(Do( )V'(l_ _,I] ds'
S. [3(F)

M
- 2.(05 o) J.CDR( )V'[!— 1;1) dS'~ wp®o(F), (2.27)
§= S /3(7)
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ol wg =o; Q7 (S, ;F)+a, Q7 (E(F);F) pour toute surface S,. On peut additionner le

1
=7

terme oy J‘ Oy (7' )V'( ) -dS' des deux cotés de ’équation (2.26), et remplacer

Sm /3(?)

les deux premiers termes de droite de I’équation (2.27) avec cette nouvelle équation. En
notant que @, - @p = —0,:Q 7 (E(F);7) pour S, =8m et @y -wp =0 pour S, =Sy,
a §,,, ’équation du potentiel restant @, peut s’écrire sous une forme analogue & celle
de I’équation (2.7),
(07 Q7 (S,:7) + 07 U (EF),F)DR(F) =

M 1 B

4rdR(F) - D (o7 —o7) j D H(F V' (I_F——FJ .dS',  (2.28)
s=1 S, /3(F)

ou le terme source O3 (F) est donné par (Meijs et al., 1989)

+
DR (F) =%”;._ I (DO(F)V'[I?-E—;TJ-dS'—5,.,,,(47:—52'(5,,,;?))4)0(?) , (2.29)
Sm/B(F)

en rappelant que Q—(S,;F)+Q"(E(F);F)=47r et que @, (F)=0 pour §, =35 a

S

m—1- Le€s équations (2.26) et (2.28) sont toutes les deux des €quations intégrales de
Fredholm du second type et peuvent étre résolues numériquement (voir section 2.2). Si
plus d’une région dans le volume conducteur a une conductivité relativement basse,

I’approche du probléme isolé peut étre utilisée plusieurs fois. Mais, comme on I’a
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mentionné précédemment, il est généralement impossible de calculer les angles solides
Q7 (S,;r) et Q™ (E(F);F) et cette fois ils sont dans le terme source (voir équation

(2.29)).

Maintenant, si I’on considére que I'interface S, entre les régions de basse et de
haute conductivité est la surface la plus interne, c’est-d-dire que S,, = S, la somme de
droite de I’équation (2.26) est nulle et on peut alors écrire

J-‘Do(;' % (I_F_iﬁJ -dS* = —Q7(S,,;; F)Dg(F) + %’_ﬂcp“’(F),
S /a(F) "
pour S, =S, et ®y(F)=0 pour S, =5, & §,_;. On peut multiplier les deux cotés de
I’équation ci-dessus par ~ (o, —0,,) et remplacer la nouvelle équation dans I’équation
(2.27) dans laquelle S, =S, En rappelant encore une fois que
Q’(S,.;F)*-Q“(E(F );F)=4x, on obtient ’équation (2.28) mais avec (Hamdldinen et

Sarvas, 1989) :

BF) = 0| —— B (F) — Gm®y(F) | (2.30)

%m

Cette fois-ci, I’expression pour le terme source ne contient pas I’angle solide Q7 (§5,,;7) .

En utilisant I’approche du probléme isol¢, I’amplification des erreurs numériques

est diminuée car le volume conducteur utilisé pour calculer le potentiel isolé @, ne

contient pas de régions de basse conductivit€, et le potentiel restant @ , ne montre pas
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non plus d’amplification d’erreur avec réduction de o,,;. Meijs et al. (1989) donnent les
deux arguments suivants pour justifier la derniére constatation : 1) le nouveau terme de
source pour ®p est proportionnel a 0'; (équations (2.29) et (2.30)) et 2) ’amplitude de
@ est petite sur les surfaces internes (i.e., quelques pour cent du potentiel total @) et

est réduite quand o, est diminuée, étant donné que, pour le calcul de D, la

conductivité o, est supposée nulle. Alors, comme le terme de source et le terme de

volume de @, (équation (2.28)) vont Etre réduits quand o, est diminuée,

I’amplification de I’erreur va étre réduite si ’approche du probléme isolé est utilisée.
Notons que, quand la surface peut étre considérée comme lisse (Barnard et al.,
1967) - ce qui est le cas pour I’approche des centroides avec un potentiel constant - on
sait que Q7(S,;7,) = Q (E(F); Fm)=2m. On peut alors utiliser I’approche du
probléme isolé pour le cas général (I’équation (2.29) avec 47 —Q (S,,;7)=2x), ol
'interface intérieure S, entre la région de basse et de haute conductivité n’est pas
nécessairement la plus interne, ce qui améliore davantage les résultats pour ce type de

volume conducteur. Cela est le cas quand, par exemple, on considére une région

contenant le liquide cérébro-spinal entre le cerveau et le crane.
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CHAPITRE 3 METHODE RECIPROQUE POUR LA RESOLUTION DU

PROBLEME DIRECT

3.1 Dérivation des équations

Comme dans le chapitre 2, on considére les surfaces S¢ (s =1, 2, ..., M), fermées
et non sécantes, séparant les régions homogénes V; (s = 1, 2, ..., M) distinctes de
conductivité isotrope o. Considérons la différence de potentiel entre deux électrodes
placées sur la surface externe S} du volume conducteur et due a un dipdle a I’intérieur de
ce volume. Selon le théoréme de réciprocité, cette différence peut étre obtenue en
calculant le champ électrique 4 I’emplacement de ce dipdle quand un courant unitaire est
injecté par une des deux électrodes et retiré par I’autre. On cherche donc & calculer le
champ électrique résultant de cette injection de courant au point du volume conducteur
qui correspond au dipdle. Pour les méthodes comme les éléments finis (FEM), ou le
volume conducteur en entier est discrétisé en éléments volumiques, le calcul du potentiel
et du flux de I’élément qui contient le dipdle améne directement au champ électrique a ce
point (le champ électrique correspond au gradient du potentiel). Mais, pour la méthode
des éléments de frontiéres (BEM), cela nécessite le calcul préalable du potentiel et du flux

de courant sur la surface qui englobe la région contenant le dipdle. Dans une deuxiéme



étape, ce potentiel et ce flux sont utilisés pour estimer le champ électrique a
I’emplacement du dipdle qui nous intéresse.
Soit /(F) I'intensité du courant rentrant en un point R (caractérisé par le vecteur

F) de la surface externe S; du volume conducteur. On a [’expression suivante pour

I(r)

E(F)—>{r}
E@)

I(F)= _lim IT(F')dS' , ReS, (3.1)

ou W est le flux rentrant dans le volume conducteur. L’intégrale est prise sur un
voisinage E(F) du point R quand E(F) tend vers {r}. Pour le probléme réciproque, on
sait que /(F)=17 au site du courant injecté, /(¥)=-/ au site du courant retiré, et
I(F) = 0 partout ailleurs sur la surface S .

Pour le restant des potentiels et des flux, la formulation de la BEM pour une
injection de courant repose encore une fois sur la seconde identité de Green. En

rappelant que VS, (V,) dénote que la somme est prise sur toutes les surfaces S; qui

délimitent un volume quelconque ¥, du volume conducteur, on a

_ﬂar (¢V2¢—¢v2m]ﬂf = > |lor@Ve-¢Ve)]-dS 2.2)

v, vSs(U s,

r

et =P, ou |[F —F| et ® sont définis comme avant. Cependant, cette

avec @ = IF ~ F'|

fois-ci, on ne veut plus éliminer I’expression représentant le flux. Les équations (2.2)
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pour les différents volumes ¥, peuvent alors étre traitées séparément plutdét que de

prendre leur somme comme dans le chapitre 2. De plus, le volume conducteur ne

contient aucune source de courant et le potentiel est décrit par I’équation de Laplace :
Vip=0. (1.3)

Dans cette formulation réciproque, les sources ont effectivement été deéplacées aux sites

d’injection de courant. En notant que dS =7i-dS. oa 7 est la normale 4 la surface S,

vers I’extérieur du volume V., I’équation (2.2) devient

- ja,@(?')V'z[ J j P
; F -7 VS (,) §

J.O',(D( ( J -dS'. (3.2)
VS, 7

r)S

ou ¥ =0, VP -#i est le flux rentrant dans le volume V..

L’intégrale de gauche de I’équation (3.2) est la méme que celle du deuxiéme
terme de gauche de I’équation (2.5). Alors, en choisissant le point R & intérieur du

volume V., 'intégrale sera égale & — 470, P(F). D’ou,

dS' o, j@(F')V[_l_,) ds'. (3.3)
PN M

4nc, ®(F)= . J. ‘P(F')

VS(¥y) g

Pour calculer les potentiels et les flux de surface, on considére que le point d’observation

R est infiniment prés d’une des surfaces VS (/,) mais strictement & lintérieur du

volume V.. La singularité qui apparait alors dans la seconde intégrale de droite dans
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’équation (3.3) quand 7' s’approche de 7 peut étre sortie de 'intégrale comme dans le
chapitre précédent. Soit Q(E(F);F) I’angle solide soutenu par E(F) au point

d’observation R quand E(7) tend vers {F}, on obtient

o (4r - QUEF),FNDF)= Y f (')
VS,V g

> o J.cp( )V'(I_ _,J.ﬁds'. (3.4)

VS s, 3¢

La singularité de la premiére intégrale de droite de I’équation (3.4) est traitée dans la
section 3.2.

L’équation (3.4) est I’équation intégrale pour le potentiel et le flux de surface
dans le cas d’une région homogéne de conductivité isotrope (Brebbia et Dominguez,

1989), et une équation semblable peut étre écrite pour chaque volume ¥V, du volume

conducteur. A partir des flux connus de la surface externe (équation (3.1)), il est possible
de résoudre numériquement le systéme d’équations formé par tous ces volumes pour les
distributions de potentiel et de flux sur toutes les surfaces (voir section 3.3). En
connaissant celles-ci, il est également possible de calculer la valeur du potentiel, ou ses

dérivées, a I’intérieur des surfaces en question en utilisant 1’équation (3.3). Soit V', le
volume qui contient toutes les sources dipolaires (par exemple, le cerveau). On veut
donc trouver le champ électrique E(7) & un certain point R 4 Pintérieur du volume V, .

Dans ce cas, R est strictement a I'intérieur des surfaces VS;(V,) et les intégrales de
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I’équation (3.3) ne sont pas singuliéres. D’apres ’équation (1.1), soit E@F) =-VOF),

et I’équation (3.3), on peut écrire

0 -
E.(F) =-2[oF) ch( [ [ Jn:]dS'
g Bx[ ] Ay F—7]

>, w("')—[lr st' (3.5)

vS (V)S

47[0'a

et de méme pour Ey(i’) et £,(F), ou E_(F), Ey(F), E,(7) sont les composantes

cartésiennes du champ électrique au point R, et x, y, z sont les coordonnées cartésiennes
de ce point. Maintenant, en utilisant 1’équation (1.6), on peut trouver la différence de

potentiel entre les €lectrodes de surface, due a un dipdle de courant situé au point R.

3.2  Discrétisation des équations

Comme on I'a vu auparavant, on décompose les surfaces S; en N SA éléments

A(,S) qui ne se coupent que suivant leurs frontiéres communes. L’équation (3.4)

applicable au volume ¥, devient donc

o, -UEF;FNPF) = D Z J' \I’(”')l_—_,dS'

VS, (V,) I=1 e
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A
Ny

X I @(F')V'(—I—J-ﬁdSk (3.6)

VS, (V) I= il
S:07) IA(,‘) JEl)
L’équation (3.6) peut étre résolue de fagon approximative en choisissant deux
) N N i
ensembles de fonctions (A7 (F)}; et {7 (r)},,N=1 , et un ensemble de N7 points

. (- e o N
discrets sur les surfaces V.S (V, ) décrits par les vecteurs de position {7, },‘X -1 » tels que :

B () = S 3.7)
et

85" i) = Spm - (3.8)
Notons que N ) = ZN s, 0ou N estle nombre de points discrets sur la surface S;.

VS (V)

On peut estimer le potentiel avec I’expansion

N
oF) = Y DK ), (3.9)
n=1
et de méme pour le flux,
N
¥ = D ¥ e, (3.10)
n=I

ou les coefficients <I>§') et ‘I’i(’) représentent les inconnues, dont on détermine les

valeurs en contraignant &) et ‘i’(i’) a satisfaire I’équation (3.6) aux points discrets

caractérisés par 7;. Pour un point R e VS (V,) caractérisé par le vecteur 7 =F,, nous
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avons @, ) = @) et ¥(F,) =¥, daprés les équations (3.7), (3.9), et (3.8), (3.10),

respectivement. Donc, en regroupant les potentiels d’un c6té et les flux de I’autre, nous

obtenons
N NsA 1
o 200 X h,‘,”cF')V'(F _F.J-ﬁdS'+6nm(4rr—QcE(Fm):Fm» =
n=1 VS I=L (o 1o - ”
A [3(7,,)
N(") Nl‘? 1
S 3 Y [setmas o
el S0 ieL g, fm =T

!
Si I’on varie 7, sur ’ensemble de points discrets {7, },‘),’irl) , I’équation (3.11) se

réduit a
UDe® = Q(l’)\y(l')v (3.12)

ou & et ¥ sont les vecteurs colonnes de dimension N contenant,

respectivement, les potentiels et les flux des surfaces VSg(V,). Les coefficients des

matrices U et Q(" ) (dites matrices d’influence) sont donnés par

NA

S _ 1) . A

ud=a,l > J- rO (7 )V'(m)-nds'+5nm 4z — QUEF, )T ) |,
VS: V) i=1 {s) = i

AR [37,)

(3.13)

et
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I = I "7 7'| ——ds", (3.14)
VS, (r,)l 1 A
respectivement.

Le probléme est encore une fois mal posé. En supposant qu’on connaisse le flux

(qui est proportionnel au gradient du potentiel) sur toutes les surfaces VS (V,.), il est

évident que le potentiel ne peut étre calculé qu’a une constante prées. Comme dans le
chapitre 2, le lien entre nos équations discretes et le probléme réel, physique est assuré

par la condition
N
> hD(F) =1, (3.15)

n=1

ou 7 décrit un point d’une des surfaces V.S (V,.), et on peut écrire

N NE 1
Sul=o, 3 3 J' vv[_ _'J-ﬁdS’+0'r(47£—Q(E(Fm);Fm))-“-0’

n=1 VSO [P — 7]

(3.16)
en notant que l'intégrale ci-dessus est égale a —(47r—Q(E(Fm );%»)) pour toutes les
surfaces VS(¥,.). Ceciimplique que le flux est nul sur toutes les surfaces délimitant un
volume quand un potentiel uniforme est appliqué sur ce volume, ce qui est le cas
physiquement. Le vecteur (1, 1, ..., 1) de longueur N () est donc un vecteur propre de

U™ de valeur propre zéro et la matrice est singuliére (voir section 3.3).
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I’aire du triangle A;. On déduit I’expression des coefficients non diagonaux de la matrice

U i partir de I’équation (3.13),

—

D) =g, J'v'[r {F,l).ads', (mzn)  (3.18)
m

A

n

et celle des coefficients hors diagonaux de Q(’ ) a partir de [’équation (3.14),

g&) = j L_gs,  (m=zn) (3.19)
[P ~7
A

n

ou A, = (,fl) quand le triangle # est sur la premiére surface S;; délimitant le volume

V. - (s2)
re An An-—N_fl

quand le triangle est sur la seconde surface et ainsi de suite. Les

intégrales des équations (3.18) et (3.19) peuvent étre approchées numériquement sur

plusieurs types d’éléments en utilisant I’intégration par points (Brebbia et Dominguez,
1989). Les coefficients des matrices U ") et Q(r ) pour le cas ou m #n sont donnés par

(voir annexe A.3)

N

P
1
U = =0 2l g D ———W (3.20)
j:l "m —Fji

ou u, est I'aire du triangle n et A, , = (F'-F,)-n est la distance perpendiculaire du

point m au plan passant par le triangle n, et

Np

1
T =2#njz=ll‘r_;—_7j—!wj- (3.21)
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Les intégrales sont alors estimées en les évaluant en N, points sur chaque triangle et en
prenant la somme pondérée de ces valeurs (w, est le poids associé au point j). Il est

évident qu’un plus grand nombre de points améliora I’approximation. Cependant, I’ordre
de la quadrature de Gauss pour les triangles dépasse rarement treize points (voir annexe
A.3).
Notons que I’équation (3.18) peut aussi étre écrite sous la forme (voir chapitre 2)
uf) = -0, Ay 7). (m = n)

ou CY(A,;r,) est I'angle solide total soutenu par le triangle A, au point m. Dans ce
cas, une expression analytique, comme |’équation (2.18) (van Oosterom et Strackee,
1983), peut aussi étre utilisée pour évaluer cette intégrale. Actuellement, il n’existe pas
d’expression analytique pour l'intégrale de I’équation (3.19), ni d’ailleurs pour les

intégrales de I’équation (3.17).

3.2.2 Méthode du potentiel et du flux linéaires aux sommets de triangles plans

Les €léments de discrétisation pour une surface sont usuellement les triangles. En
supposant que le potentiel et le flux varient de fagon linéaire sur des triangles plans, tout
en restant continus d’un élément a I’autre, les points discrets sont maintenant les sommets

des triangles (soient 7,, 7, et 7; les vecteurs aux sommets du triangle A, ou n, £, /



sont ordonnés dans le sens trigonométrique positif vu d’un point extérieur mais prés du

triangle). Les fonctions h,(,r)(F) et g,(,r) () pour cette méthode sont données par

- dFr;m;n) -
ANF) =2l Fep
T ey i (3.22)
=0 sinon,
et

dFiFsf) -

g () = ;%—’—Z‘—il relApy
(T3 Te371) (3.23)

=0 sinon,
pour chaque triangle A ., qui contient le sommet n caractérisé par le vecteur position
T, et d(7y;7,;7;) est le déterminant du triangle A ,,. Les fonctions atteignent la valeur

1 au sommet », et s’annulent au c6té opposé des triangles dont » est un sommet. Notons
que les avantages mentionnés au chapitre 2 de ['utilisation des sommets plutdt que des

centroides des triangles sont encore valables pour le probléme réciproque. Les

coefficients non diagonaux de ia matrice U ") ge I’équation (3.13) sont alors

=0, Y J'd(’ Tt (_ L _,J-ﬁds', (m=n) (3.24)
VA n(kl) A d(rns'k 2'1) lrm _r'

et de la matrice Q") de I’équation (3.14),

=3 J’d({'%’}fﬁ)(lfml_?l]ds', (m=n)  (3.25)

d(r,;r.;F
vAn(kl) A ( m’k l)




56

ou VA, k) dénote que la somme est prise sur tous les triangles A, incluant le sommet

n. Les intégrales des équations (3.24) et (3.25) pour un potentiel et un flux a variation
linéaire sur chaque triangle, associés & leurs valeurs aux sommets de ce triangle, peuvent

aussi étre approximées numériquement en utilisant I’intégration par points. Donc, pour le

cas ou m # n, les coefficients des matrices U® et Q(" ) sont (voir annexe A.3)

N - - -
u =0, ¥ e G, (326
g dGFfi, 7)) < 1= _z P 7
VAn(”) J=1 Irm rj|
et
N - e -
q(r) . Z zlunkl £ d(rj.;rkar[) W, (3'27)
i duifie i) =7 7
YA ki j=1 {m 7

OU Ay nzy est la distance perpendiculaire du sommet m au plan passant par le triangle
Apr €t iy est Paire de ce triangle. En écrivant ’équation (3.24) sous une forme

semblable a celle de I’équation (2.20),

* —
ur(rfra =0y Zgn(Ankl;rm)a (m = n)

va n(kl)

les coefficients de la matrice U peuvent étre évalués analytiquement, comme pour la
méthode du potentiel constant, en utilisant I'équation (2.23) (de Munck, 1992) présentée
dans le chapitre 2.

Dans les sections précédentes, on a supposé que le potentiel et le flux étaient

constants ou variaient de fagon linéaire sur chaque élément. Mais, en général, ils peuvent
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avoir une variation plus complexe, auquel cas nos fonctions d’interpolation restent des
approximations. En plus, leurs comportements fonctionnels respectifs ne sont pas du
méme ordre, vu que le flux est proportionnel a la dérivée du potentiel. Cependant, en
pratique, il est beaucoup plus simple de prendre la méme fonction pour les deux. Ce qu’il
faut noter, c’est que sur certains €léments il y aura une trés grande variation du potentiel
et du flux, notamment sur les éléments pres des sites d’injection de courant. La solution
est donc particuliérement sensible a toute erreur numeérique dans les intégrations sur les
triangles proches de ces sites. Mais les électrodes d’injection de courant sont a des
emplacements connus dans la méthode réciproque. Ces emplacements sont les sites des
électrodes de mesure. Dans ce cas, on peut améliorer nos solutions en augmentant le
nombre de points d’intégration (voir annexe A.3), en raffinant la discrétisation existante
de nos surfaces ou en prenant une fonction d’interpolation d’ordre supérieur sur les
éléments aux alentours de ces points. L’approche la plus simple est d’augmenter le
nombre d’é€l€éments autour des sites d’électrodes de mesure sur la surface externe du
volume conducteur et sur les autres surfaces si elles sont suffisamment prés. Malgré cela,
en considérant les sommets de triangles, la normale et donc le flux (soit ¥ =0, V®-7)
ne sont pas définis & strictement parler et cela peut rajouter un facteur approximatif
supplémentaire dans nos équations. En effet, pour la méthode du potentiel linéaire aux

sommets de triangles, le flux au site d’injection de courant est estimée numériquement

comme ¥; =I(r;) Z ﬂ—g"i, ou wj, est 'aire du triangle A;; adjacent au point
VA
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i €S] (voir équation (3.1)). Cependant pour I’approche réciproque, on peut, en plus,
utiliser une fonction d’interpolation d’ordre supérieur en insérant, par exemple, un
quadrilatére curviligne sur lequel le potentiel et le flux varient de fagon quadratique et

chaque site d’électrode d’injection correspond au centre. Notons que, dans ce cas, la

contribution de ces quadrilatéres aux coefficients des matrices U r) et Q(’ ) (équations
(3.26) et (3.27)) sera modifiée, et la valeur du flux aux sites d’injection de courant
(équation (3.1)) devra étre calculée numériquement (voir annexe A_3).

Comme on I’a dé€ja mentionné, certaines intégrales singuliéres peuvent apparaitre
en calculant les matrices d’influence. La plupart du temps, elles correspondent aux

diagonales de ces matrices quand le point d’observation se trouve sur I’élément méme

qu’on veut intégrer. Dans le cas de la matrice U r ), tout comme la matrice A du
chapitre 2, la valeur singuliére a été sortie de I’intégrale (voir section 3.1) car les

propriétés physiques du probléme nous permettent de calculer séparément les coefficients
de la diagonale. En notant que les définitions des fonctions 4% (F) et g{”(F) pour la
méthode du potentiel constant et pour la méthode du potentiel linéaire satisfont toutes les
deux les conditions (3.7), (3.8), et (3.15), I’équation (3.16) nous permet effectivement de

prendre :

) =

N(")
- u) (3.28)
n

=1
n¥m
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Pour la méthode linéaire, les intégrales de I’équation (3.26) contribuant aux sommets
voisins d’un point d’observation sur le méme triangle plan sont nulles. Les modifications
pour des surfaces sphériques proposées par Meijs et al. (1989) et Heller (1990) dans le
chapitre 2 s’appliquent aussi, dans ce cas, a la matrice U ") Mais, en général, on doit
évaluer directement ces intégrales et, méme si elles ne sont pas exactement singuliéres

(fm —7; #0) et méme avec un grand nombre de points d’intégration, une intégration
numérique de type quadrature de Gauss sera peu précise quand 7, est trés proche de 7;.

Pour la diagonale et les coefficients de la matrice Q") correspondant aux voisins d’un
point d’observation, il existe des solutions analytiques exactes pour les deux méthodes a
base de triangles plans (voir annexe A.4). Pour les quadrilatéres curvilignes, les
coefficients de la matrice U et o) peuvent seulement étre estimés numeériquement.
Dans ’annexe A.4, on décrit une approche plus précise pour ces intégrales singuliéres ou
presque, qui consiste & diviser nos quadrilatéres curvilignes en triangles plans. Notons

que, pour des €éléments qui ne sont pas plans, les intégrales de U (") contribuant aux

sommets adjacents a un point d’observation sur le méme élément sont non nulles :

-

(f; —7')-n % 0. Les modifications de Meijs et Heller, qui cherchent a compenser la

perte d’information associée a I’utilisation de triangles plans dans notre modéle

numérique (voir chapitre 2), sont bien sir redondantes pour ces éléments curvilignes.
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33 Résolution du systéme matriciel

En regroupant les matrices U ") d’un cbté de I’équation (3.12) et les matrices
Q(r) de 'autre pour tous les volumes V (s =1, 2, ..., M) du volume conducteur, on
obtient un ensemble de NV + N 4+ yOM) équations linéaires. Mais on cherche
les valeurs de potentiel et de flux sur toutes les surfaces a partir de la distribution du flux

sur la surface externe, soit N O 2(N @ LN 4 L NM )) inconnus. Cependant, en

considérant les interfaces communes entre régions et les propriétés du potentiel et du flux
a ces interfaces, il est possible d’assembler un systéme d’équations pour le volume
conducteur en entier qui permet la résolution numériquement de ce probléme. Comme on
I’a vu auparavant, a la fois le potentiel et la composante normale du courant restent

continus a travers une interface S;. Donc, sur chaque surface a I’intérieur du volume

conducteur, on a les relations

et

o, VO~ -fi=0o, VDT -7,
ou les exposants + et — dénotent que les valeurs sont prises juste a ’extérieur et juste &
Iintérieur de la surface S, respectivement. Notons que 7 est maintenant la normale

positive (c’est-a-dire vers la région de conductivité o ) & la surface S, en question.

‘ Soit ¥ = o*S_V(D_ et YT = —a:V(D+ -71 les flux rentrant et sortant d’une surface
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S, respectivement. On a alors ¥~ =—¥", et on peut définir les matrices U et Q

telles que

”mn'—-ur(rfrz: m,nevSg(V,)
=0 sinon,

et

9mn =Qr(7;2’ m,neVSs.(V,)
=—-q,(n’,3, m,neVS;(V,) etsi V, englobe S
=0 sinon.

On obtient alors la nouvelle équation matricielle

Ud =0VY, (3.29)
ou @ et ¥ sont les vecteurs colonnes contenant, respectivement, les potentiels et flux de
surface de dimension Ny + N, +...+ N, ou N, signifie le nombre de points discrets
sur la surface S.

En appliquant les conditions de frontiére du probléme (les valeurs des flux sur la
surface externe S; (équation (3.1))) on résout le coté droit de I’équation (3.29) et on
peut réécrire cette derniére sous la forme

AY =F, (3.30)
o A est une matrice carrée d’ordre N} +2(N; +...+ N, s) et ¥ est le vecteur colonne
contenant toutes les inconnues (toutes les valeurs de potentiel suivies des valeurs du flux
sur les surfaces internes du volume conducteur). La résolution de I'équation (3.30)

nécessite I'inversion de la matrice A, mais le probléme reste mal posé et la matrice



62

singuliére. En effet, le potentiel est toujours mesuré par rapport & une référence.
Cependant, la matrice peut étre régularisée en choisissant un potentiel de référence. A
cette fin, le potentiel d’un point arbitraire peut étre fixé ou la moyenne des potentiels sur
la surface externe peut étre forcée a zéro. Cette demiére approche est semblable a la
technique de déflation introduite dans le chapitre 2, mais la déflation au sens strict n’a pas
été prouvée mathématiquement pour la matrice 4 en question (voir annexe A.1). Notons
que le gradient du potentiel, soit le flux, peut étre numériquement trés proche d’une
simple différence de potentiel - une différence entre points de surfaces distinctes, alignés
selon la normale d’un des points. En pratique, cette relation linéaire entre flux et
potentiel affaiblit I’indépendance des équations (3.30), et la matrice 4 peut étre
relativement mal conditionnée méme si elle reste numériquement inversible. L’effet exact
de ce conditionnement sur la précision de nos solutions n’a pas €té exploré, ni d’ailleurs
'amélioration éventuelle que pourrait apporter une résolution itérative du systéme

matricielle, au lieu de la décomposition LU utilisée.
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CHAPITRE 4 RESULTATS ET DISCUSSION

4.1 Modéle a trois sphéres concentriques

Plusieurs modéles de type éléments de frontiéres ont été construits. Chaque
modéle représente trois sphéres concentriques avec une surface intérieure (le cerveau)
d’un rayon de 8.7 cm, une surface intermédiaire (le crine) d’un rayon de 9.2 cm, et une
surface extérieure (le cuir chevelu) d’un rayon de 10.0 cm (voir figure A.5.1). Une
conductivité unitaire a été associ€e aux régions représentant le cerveau et le cuir chevelu,
tandis qu’au crine a été attribuée une conductivité de 1/80, en accord avec le modéle de
Ary et al. (1981). Un modéle sphérique a été choisi pour que les potentiels de surface
puissent étre comparés avec ceux résultant d’une expression analytique (voir annexe A.5)
et que la précision du probléme direct pour nos différentes méthodes numériques soit
examinée.

Les surfaces sphériques ont été divisées en triangles plans par lignes de longitude
et de latitude. Le choix de triangles plans nous permet la comparaison de plusieurs
méthodes sur un méme modeéle discret et la division en lignes de longitude et de latitude
nous permet d’augmenter facilement le nombre d’éléments de discrétisation. Les
simulations ont été effectuées sur cinq modéles du type trois sphéres concentriques a 200,

400, 600, 800, et 1000 triangles par surface, respectivement (voir figure 4.1). Un dipdle
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(c) (d
z
3 : ) X /& Y
(e)

Figure 4.1. Cinq ordres de discrétisation : (a) 200 triangles par surface, (b) 400 triangles par surface, (¢)

600 triangles par surface, (d) 800 triangles par surface, et () 1000 triangles par surface.
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radial ou tangentiel d’amplitude unitaire a été placé successivement i différentes
excentricités le long des axes z et x. Notons que la discrétisation est plus fine prés des
péles nord et sud. La comparaison entre les résultats pour un dipdle excentrique sur les
axes x et z, respectivement, permettra d’étudier ['effet d’une augmentation locale du

nombre d’éléments prés d’un dipdle sans varier le nombre total de triangles.

4.2  Méthode conventionnelle pour la résolution du probléme direct

Dans cette section, les résultats du probléme direct pour trois méthodes
différentes du chapitre 2 sont présentés : la méthode du potentiel constant aux centroides
de triangles plans avec I’équation (2.18) pour I’angle solide (PC), la méthode du potentiel
lin€éaire aux sommets de triangles plans avec I’équation (2.23) pour I’angle solide (PL), et

la méthode PL avec la modification de Heller (1990) pour I’angle solide (PL'). Avec une

conductivité cranienne aussi faible, I’approche du probléme isolé est indispensable pour
toutes ces méthodes. Les erreurs numériques dues a [’utilisation des éléments de
frontiéres ne sont pas complétement éliminées par I'approche du probléme isolé, mais
celles-ci sont en grande partie réduites.

La précision des différentes méthodes conventionnelles est étudiée en calculant

I’erreur relative (ER) sur chaque surface S indépendamment, soit
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53 -0,
ER = "=1N‘ x100% ,
\ S foef
n=1

ou @, est le potentiel numérique résultant des simulations et ®p le potentiel analytique
(voir annexe A.5) au point # de la surface S; et N est le nombre de points discrets sur

cette surface. Dans le cas de la méthode du potentiel constant, le potentiel analytique au
centroide du triangle est calcul€é en prenant le tiers de la somme des potentiels aux trois

sommets de ce triangle (voir section 4.4).

Les figures 4.2 et 4.3 montrent I’erreur relative de la distribution de potentiel sur
la surface externe S; et interne S5 pour un modéle & trois sphéres concentriques a 1000
triangles chacune, soit 3000 triangles en tout (I’erreur relative associée a la surface
intermédiaire est trés semblable a celle de la surface externe). En général, I’erreur relative
est plus grande pour un dipdle radial (voir figure 4.2) que pour un dipdle tangentiel (voir
figure 4.3) et elle augmente quand le dipdle s’approche de la surface (sa variation est plus
prononceée dans le cas d’un dipdle radial). Notons que la distinction entre dipdles radiaux
et tangentiels disparait au fur et a mesure que le dipdle s’approche du centre du
conducteur sphérique. A cause de la faible conductivité entre les surfaces S 2 et S3, on
trouve une ER plus €levée sur la surface externe que la surface interne, a I’exception de la
méthode du potentiel constant pour un dipdle excentrique. L’erreur plus élevée sur la

surface interne dans ce cas est sans doute due a la supposition que le potentiel est
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Figure 4.2. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL, et PL'. Erreur relative

(ER) sur les surfaces externe et interne du modéle a 3000 éléments par rapport & ’excentricité d’un

dipole radial sur (a) I'axe z, et (b) 'axe x.
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Figure 4.3. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL. et PL'. Erreur relative
(ER) sur les surfaces externe et interne du modele a 3000 €léments par rapport a4 I'excentricité d’un

dipdle tangentiel sur (a) I’axe z, et (b) 'axe x.
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constant sur les éléments. En effet, les méthodes du potentiel lin€aire sont plus précises
sur la surface interne, en particulier pour un dipGle excentrique, alors que la méthode PC
donne de meilleurs résultats sur la surface externe. Cette différence de précision sur la
surface externe entre les deux types de méthodes est surtout marquée pour un dipéle
tangentiel. Les deux variantes de la méthode du potentiel linéaire (PL et PL') donnent
des résultats presque identiques. La ou elles se distinguent le plus, c’est sur la surface
interne dans le cas d’un dipdle excentrique selon x, I’axe ou la discrétisation est la moins
fine.

L’erreur est d’autant plus sensible & la discrétisation d’une surface que la variation
locale du potentiel est élevée. L’augmentation de la densité d’éléments aux pdles
améliore alors les résultats pour un dipdle orienté vers ces zones de raffinement. Pour un
dipdle tangentiel, cette amélioration est toujours vraie pour la surface externe (voir figure
4.3), car un dipdle tangentiel sur I’axe x (orienté selon z) qui se situe toujours sous la
zone de raffinement de cette surface donne de meilleurs résultats qu’un dipdle tangentiel
sur I’axe z (ortenté selon x). Par le méme argument, I’erreur relative devrait toujours étre
plus faible pour un dipdle radial sur ’axe z que pour un dipéle radial sur ’axe x. Ceci
n’est pas vrai pour des excentricités intermédiaires sur la surface externe du modéle a
3000 éléments (voir figure 4.2b), peut étre dii au fait que U'erreur relative (ER) est biaisé
en défaveur pour les dipdles radiaux sur ’axe z (voir section 4.4). Notons également,
dans ce cas, le comportement irrégulier de 'erreur pour les méthodes du potentiel

linéaire.
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Les figures 4.4 et 4.5 comparent les mémes trois méthodes pour différents ordres
de discrétisation a4 une excentricité dipolaire de 8.0 cm a laquelle I’erreur relative est
particuliérement grande. Comme on !’a déja mentionné, la distribution de potentiel sur
les surfaces du volume conducteur dépend étroitement de la maniére dont ces surfaces
sont discrétisées. Un plus grand nombre de triangles augmente la précision des résultats,
méme si cette augmentation de précision diminue graduellement. Notons que la
différence entre les méthodes PL et PL' devient rapidement négligeable en augmentant le
nombre d’éléments, en particulier pour un dipdle sur ’axe z. Cela concorde bien avec les
figures précédentes : la variante PL' ne semble améliorer la méthode du potentiel linéaire
(PL) que quand la discrétisation est relativement faible et le dipdle est excentrique.

Avec les méthodes linéaires, 1’erreur pour un dipdle excentrique et radial sur I’axe
x a un comportement tres irrégulier quand le nombre d’éléments varie. Cela rappelle
Pirrégularité notée dans la figure 4.2b pour les mémes méthodes a une excentricité
semblable et est sans doute relié a la discrétisation plutdt grossiére de I’axe x. D’ailleurs,
cet effet, bien qu’il soit moins marqué, est aussi observable pour un dipdle radial avec la
méthode PC (sur la surface interne) ou encore pour un dipdle tangentiel avec les
méthodes PL et PL' (sur la surface externe). Il est probable que cette irrégularité est liée
au manque de précision de nos modéles numériques et va disparaitre complétement en
augmentant davantage le nombre d’éléments, étant donné qu’elle n’est pas présente pour
un dipdle moins excentrique ou pour un dip6le sur I’axe z ou la discrétisation est plus

fine. Néanmoins, pour toutes les méthodes et selon les deux axes, 1’erreur relative sur la
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Figure 4.4. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL, et PL'. Erreur relative
(ER) sur les surfaces externe et interne d’un modéle a 600, 1200, 1800, 2400, et 3000 éléments pour un

dipdle radial sur (a) I’axe z, et (b) I’axe x 4 une excentricité de 8.0 cm.
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Figure 4.5. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL, et PL'. Erreur relative
(ER) sur les surfaces externe et interne d’'un modéle a 600, 1200, 1800, 2400, et 3000 €léments pour un

dipdle tangentiel sur (a) I’axe z, et (b) I’axe x 4 une excentricité de 8.0 cm.
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surface externe associée a un dipdle radial excentrique reste trés élevée, méme dans le cas
d’un modéle a 3000 éléments (de 'ordre de 30%). Ceci nous indique clairement la
nécessité d’augmenter la discrétisation de nos surfaces pour tenir compte d’une

excentricité dipolaire de 8 cm ou plus.

43 Meéthode réciproque pour la résolution du probléme direct

La méthode conventionnelle pour la résolution du probléme direct est comparée a
la méthode réciproque. A cette fin, on considére encore une fois la méthode du potentiel
constant aux centroides de triangles plans avec 1’équation (2.18) pour I’angle solide (PC).
Une telle méthode employée pour I’approche réciproque sera notée RPC. La méthode du
potentiel lin€aire aux sommets de triangles plans avec I’équation (2.23) pour [’angle
solide (PL), une fois employée a I’approche réciproque, est notée RPL. La modification
de Heller (1990) pour I'angle solide améliore peu la méthode PL et elle n’est donc pas
considérée dans cette section. La méthode réciproque nous donne une différence de
potentiel entre deux €lectrodes sur la surface externe du volume conducteur. Comme on
I’a mentionné au chapitre 3, Iinsertion de quadrilatéres curvilignes aux sites de ces
électrodes pourrait améliorer davantage les résultats de la méthode du potentiel linéaire,
notamment pour un dipdle radial excentrique. La méthode du potentiel linéaire résultant

de ce nouveau modele sera noté RPLq. Pour réduire au maximum [’approximation
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introduite par Il'utilisation de !’intégration numérique pour certaines des intégrales du
chapitre 3, un grand nombre de points d’intégration est utilis¢ (13 pour les triangles et
144 pour les quadrilatéres (voir annexes A.3 et A.4)). Comparées a cette intégration
numérique, les expressions analytiques (équations (2.18) et (2.23)) pour I’angle solide
n’augmentent que légérement la précision des résultats (voir section 4.4).

Comme on I’a vu dans la section précédente, I’erreur est particuliérement élevée
aux sites sur une surface ou le gradient du potentiel est grand. Donc, plutét que de
calculer de fagon exhaustive le potentiel a4 chaque point de cette surface, on ne prend en
compte que les quatre paires d’électrodes présentées dans la figure 4.6. Les paires
d’électrodes choisies sur les axes z et x nous permettent d’étudier I’erreur maximale pour
un dip6le radial sur ces deux axes, respectivement. Les autres paires permettent de suivre
cette erreur pour un dipdle tangentiel a différentes excentricités. Huit quadrilatéres ont

été placés a, et directement en-dessous, ces sites d’électrodes sur chacune des trois
surfaces pour la méthode RPLq (voir figure 4.7). Soit V; et V;? les différences de

potentiel numérique et analytique, respectivement, entre la paire d’électrodes /. On

calcule I’écart d’erreur relative (EER) défini comme

VA -V,
VTV 00%,

Vnax —Vin

EER =

oi Vmax et V. sont les valeurs maximale et minimale de la différence de potentiel

analytique parmi les quatre paires d’électrodes pour un dipdle donné. L’écart d’erreur
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Figure 4.6. Schéma montrant les différentes positions d’électrode considérées. On s’intéresse a 4 paires

d’électrodes: let 5, 2et8,3et7,etdeth.
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Figure 4.7. Insertion de quadrilatéres curvilignes aux sites d’injection de courant sur un modéle a 3000

éléments.



77

relative pour une paire d’électrodes est donc un pourcentage de I’écart des différences de
potentiels pour toutes les paires d’électrodes.

Les figures 4.8 et 4.9 montrent [’écart d’erreur relative maximal des paires
d’électrodes considérées pour un modéle a trois sphéres concentriques a 3000 éléments.
Notons tout d’abord que la forme des courbes présentées ici pour les méthodes
conventionnelles est semblable a celles des figures 4.2 et 4.3 pour la surface externe. Les

commentaires de la section précédente pour la surface externe S; sont donc encore

valables : la méthode conventionnelle du potentiel constant (PC) est plus précise que la
méthode conventionnelle du potentiel linéaire (PL), en particulier pour un dipdle
tangentiel. L’effet de ’augmentation de la densité d’éléments le long de I’axe z reste
aussi le méme : une amélioration des résultats pour un dipdle orienté vers les zones de
raffinement. Encore une fois, la seule exception 4 cette amélioration est le cas d’un
dipdle radial & des excentricités intermédiaires, notamment pour la méthode PC.
Néanmoins, le calcul du potentiel analytique dans le cas du potentiel constant peut
affecter de maniére imprévisible le calcul de I’erreur (voir section 4.4). Notons que la
comparaison quantitative des résultats pour un dipdle tangentiel sur les deux axes n’est
plus trés rigoureuse, car les paires d’électrodes montrant les erreurs maximales par
rapport a I’axe z et I’axe x ne sont pas les mémes. Notons aussi, une fois de plus, la chute
de I’erreur pour un dipdle radial a une excentricité de 7.5 cm dans le cas de la méthode

PL.
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Figure 4.8. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL et réciproques RPC, RPL, et
RPLq. Ecart d’erreur relative (EER) maximal sur le modéle 4 3000 éléments par rapport a I’excentricité

d’un dipdle radial sur (a) I’axe z, et (b) I’axe x.
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Globalement, la méthode réciproque améliore les résultats pour un potentiel
constant ou linéaire, respectivement. Cependant, I’erreur résultante de la méthode RPC
pour un dipdle tangentiel et excentrique est beaucoup plus élevée que pour la méthode
PC (voir figure 4.9). Méme avec la meilleure précision des méthodes RPL et RPLq, on
retrouve, encore une fois, des irrégularités associées a la méthode du potentiel linéaire.
Pour la méthode utilisant les quadrilatéres, on peut constater une erreur relativement
grande pour certains dipdles de faible excentricité (figure 4.8b). En effet, cette méthode
est assez sensible 2 la taille des quadrilatéres, en particulier les quadrilatéres plutét larges
sur ’axe x. En général, la méthode PC reste la plus précise a I’exception d’un cas trés
important : un dip6le radial, d’excentricité de 8.5 cm sur I’axe z. La méthode RPLq est la
seule qui nous donne une erreur si faible pour un dipdle aussi prés des surfaces (de
’ordre de 12%). Cela résulte, en partie, du raffinement de la discrétisation aux poles car
Perreur est bien plus élevée pour un dipdle radial sur I'axe x a la méme excentricité.
Néanmoins, ces résultats indiquent que, pour des dipdles trés excentriques, une
combinaison de la méthode RPLq avec une discrétisation locale trés fine est souhaitable.

Les figures 4.10 et 4.11 sont semblables aux figures 4.4 et 4.5 de la section
précédente. On y retrouve d’ailleurs les irrégularités observées a I’excentricité de 8.0 cm,
en particulier avec les méthodes PL et RPL pour un dipdle sur I’axe x. Cependant, la
variante aux quadrilatéres (RPLq) montre un comportement beaucoup plus régulier
malgré le fait qu’elle utilise aussi un potentiel linéaire. Cela confirme bien que ce

comportement irrégulier est directement lié a la discrétisation de nos sphéres. En
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Figure 4.10. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL et réciproques RPC, RPL,
et RPLq. Ecart d’erreur relative (EER) maximal sur le modéle a 600, 1200, 1800, 2400, et 3000

éléments pour un dipdle radial sur (a) I'axe z, et (b) ’axe z 4 une excentricité de 8.0 cm.
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Figure 4.11. Comparaison des différentes méthodes conventionnelles PC, PL et réciproques RPC, RPL,
et RPLq. Ecart d’erreur relative (EER) maximal sur le modéle a 600, 1200, 1800, 2400, et 3000

éléments pour un dipdle tangentiel sur (a) I’axe z, et (b) I’axe z a une excentricité de 8.0 cm.
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regardant alors surtout I’axe z, la méthode réciproque améliore presque tous les résultats
pour un potentiel linéaire, tandis qu’elle n’améliore que ceux d’un dipdle radial pour un
potentiel constant. La plus grande différence entre la méthode conventionnelle et
réciproque semble étre pour un dipdle radial sur I’axe z, ou la méthode réciproque
maintient un EER faible quel que soit le nombre d’éléments. En général, pour un dipdle

d’excentricité de 8.0 cm, la méthode RPLq donne les meilleurs résultats.

4.4 Discussion

Notre hypothése n’est pas que le modele a trois sphéres concentriques est une
représentation réaliste de la téte humaine, mais plutdt que c’est la meilleure
représentation possible qui permette le calcul de la précision du probléme direct et la
comparaison de toutes les méthodes présentées dans ce travail. Avec un modéle a quatre
sphéres concentriques (ou !’on considére la région contenant le liquide cérébro-spinal
entre le cerveau et le crane), I’approche du probléme isolé n’est possible qu’avec un
potentiel supposé constant (voir chapitre 2). De plus, méme si la discrétisation choisie
n’est pas exactement irréguliére, elle contient quand méme une certaine variabilité de
taille et de forme des triangles. Des triangles équilatéraux - qui semblent améliorer la
précision des résultats (Ferguson et Stroink, 1997) - pourraient favoriser davantage

certaines méthodes (comme la méthode du potentiel linéaire avec la modification de Meijs
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et al. (1989)), et la création d’un modéle plus réaliste uniquement a partir de ce type de
triangle est rarement possible.

Pour ce genre de modéle, comme pour un modele plus réaliste, la faible
conductivité du crane devient le facteur critique. C’est pour cette raison que les résultats
des sections précédentes différent de ceux présentés par Ferguson et Stroink (1997) pour
une sphére homogeéne et des méthodes semblables. Ils ont constaté que les modifications
de Heller (1990) et Meijs (1989) pour I'angle solide augmentaient la précision de la
méthode du potentiel lin€aire pour une sphére homogeéne, mais !’utilisation de I’approche
du probiéme isolé semblent rendre cette amélioration moins importante. Notamment
pour Heller, la seule amélioration constatée a €té pour une discrétisation trés faible et un
dipdle trés excentrique. De plus, ces modifications détériorent les résultats dans le cas
d’un modele de type non sphérique pour lequel elles ne sont pas adaptées (Ferguson et
Stroink, 1997).

Pour une discrétisation donnée, la méthode conventionnelle du potentiel constant
donne une erreur plus faible que celle du potentiel linéaire sur la surface externe du
volume conducteur, et plus grande sur la surface interne. En effet, le choix d’un potentiel
supposé constant sur les triangles, plutot que linéaire, semble exclusivement affecter les
résultats pour un dipdle excentrique sur la surface interne. Cependant, la méthode du
potentiel constant nécessite environ deux fois plus de points discrets que la méthode du
potentiel linéaire (voir chapitre 2), ce qui affecte le temps de calcul. Considérons le

nombre de points discrets plutét que le nombre d’éléments pour un dipdle sur I'axe z
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pour lequel I’erreur relative a une certaine régularité. On compare 600 et 1200 éléments
pour la méthode PC & 1200 et 2400 éléments pour la méthode PL, respectivement, dans
les figures 4.4a et 4.5a. La méthode du potentiel linéaire donne des résultats sur la
surface externe identiques a la méthode du potentiel constant pour un dipdle radial et
toujours moins bons pour un dipdle tangentiel. Ces résultats sont soutenus par Schlitt et
al. (1995) pour un modeéle & trois sphéres concentriques, discrétisées en triangle
équilatéraux et ce malgré ['utilisation de la variante de Meijs qui est favorisée par cette
discrétisation. Il faut noter que, pour le probléme inverse, on ne s’intéresse qu’aux
potentiels aux sites d’électrodes, donc sur la surface externe ou la méthode du potentiel
constant est clairement meilleure.

Pour cette méthode du potentiel constant, le potentiel analytique au centroide du
triangle est calculé en prenant le tiers de la somme des potentiels aux trois sommets de ce
triangle. 1l est évident que ce centroide se trouve a ’intérieur de la sphére et le potentiel
analytique sera alors sous-estimé par rapport & notre calcul numérique. Dans ce cas,
I’erreur contient donc un facteur qui est indépendant de la méthode du potentiel constant
et qui n’est pas présent pour les autres méthodes. Cette erreur supplémentaire disparaitra
de plus en plus en augmentant le nombre d’éléments. Ferguson et Stroink (1997) ont
suggéré que le volume qu’on cherche a discrétiser devrait étre inscrit a I'intérieur de la
surface numérique pour donner de meilleurs résultats. Mais en général, ce serait trés

difficile car ces surfaces sont discrétisées a partir des sommets des triangles. De toute



86

maniére, il est évident qu’un volume inscrit favoriserait surtout la méthode PC et on a
déja établi qu’elle était plus précise sur la surface qui nous intéresse.

On a aussi étudié a quel point un raffinement local de la discrétisation nous permet
de réduire I’erreur, en particulier pour un dipdle superficiel. Ceci semblerait étre
effectivement le cas, mais il faut tout de méme noter certaines incohérences dans cette
amélioration par rapport a I’erreur relative (ER). Cette erreur est calculée a partir de
tous les points d’une surface. Comme on I’a déja mentionné, ’erreur est d’autant plus
¢levée que le gradient du potentiel est grand. Quand un dipdle est orienté vers une région
d’une surface, plus nombreux seront les éléments il y aura sur cette région, plus grand
sera le nombre de points ayant un gradient élevé et donc une erreur élevée. Ce
raisonnement s’applique aussi a un faible gradient de potentiel. Donc, pour un dipdle
radial sur ’axe z (ou le raffinement est plus poussé), il y aura beaucoup de points avec
une grande erreur et peu de points, autour de l’axe x (ou le raffinement est moins
pouss€), avec une petite erreur. Le contraire est vrai pour un dipdle radial sur I’axe x. 11
est évident que cela pourrait biaiser ’ER en faveur de ’axe x, ce que I’on peut constater
pour des excentricités intermédiaires dans la section 4.2. On pourrait éliminer ce biais en
choisissant un certain nombre de sites comme, par exemple, les sites d’électrodes (voir
figure 1.3) et en ne calculant ’erreur qu’a ces points, ce qui refléterait d’avantage le
probléme inverse (voir chapitre 5).

I est difficile de comparer nos résultats pour la méthode réciproque avec ceux de

Fletcher et al. (1995), car nos choix de discrétisation et nos sites d’électrodes différent
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énormément. Mais, en considérant surtout la méthode conventionnelle du potentiel
constant et la méthode réciproque du potentiel linéaire avec des quadrilatéres aux sites
d’injection de courant (les plus précises), on arrive aux mémes conclusions pour la
surface externe. La méthode réciproque est plus exacte que la méthode conventionnelle
pour un dipéle superficiel, mais moins pour un dipdle prés du centre du conducteur
sphérique. Dans le cadre du probléme inverse, il est important que I’erreur reste assez
constante pour un dipdle a différentes excentricités. C’est davantage le cas pour la
méthode RPLq, qui maintient une erreur relativement faible, méme pour un dipdle radial
d’excentricité trés élevée. Comme on I’a mentionné dans la section précédente, cette
erreur plutdt faible résulte également du raffinement de la discrétisation aux péles de nos
sphéres. Cependant, avec la méthode réciproque on connait les sites qu’on doit raffiner :
ce sont les sites d’électrodes d’injection de courant. Par contre, avec la méthode
conventionnelle pour un dipéle quelconque, les surfaces devraient étre raffinée partout.
En plus, la meilleure configuration d’éléments pour ce raffinement (taille des
quadrilateres, proportion des triangles) n’a pas été étudiée dans ce travail, mais la
méthode réciproque y semble assez sensible.

On a mentionné qu’avec une intégration numérique aussi précise que celle utilisée
dans ce chapitre, les expressions analytiques pour [’angle solide apportent peu a la
précision globale de la méthode réciproque. En pratique, on essaye normalement de
limiter le plus possible le nombre de points d’intégration pour réduire le temps de calcul.

Dans ce cas, les expressions analytiques pourraient réduire davantage I’erreur de ces
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méthodes. Finalement, il existe une expression analytique pour un potentiel quadratique
sur un triangle (de Munck, 1992), mais cette approche nécessite davantage de points (les
points a4 mi-chemin des sommets des triangles, sur leurs c6tés). L’interpolation
quadratique est surtout intéressante pour un nombre restreint d’éléments, notamment,
comme avec l'interpolation linéaire, pour la surface interne. Donc, pour un nombre
adéquat de triangles et dans le cadre d’une résolution éventuelle du probléme inverse,
’approche quadratique n’augmentera sans doute pas la précision de nos résultats.
Cependant, dans ce travail, on s’intéresse surtout a la précision du probléme direct et

alors cette approche n’a pas été poursuivit.
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CHAPITRE 5 CONCLUSION

La méthode conventionnelle, présentée au chapitre 2, et la méthode réciproque,
présentée au chapitre 3, ont été testées sur un modéle & trois sphéres concentriques. Les
résultats de nos simulations sur des modéles allant de 600 a 3000 éléments ont été
présentés au chapitre 4. Une source dipolaire dans le cortex a été représentée par un
dip6le radial ou tangentiel a excentricité variable (voir chapitre 1). Un modéle sphérique
a été choisi pour pouvoir estimer la précision du probléme direct, mais la comparaison
des différentes méthodes s’est fait dans I’optique d’une utilisation éventuelle d’'un modéle
plus réaliste de la t€te humaine.

La méthode conventionnelle du potentiel linéaire s’est avérée plus précise que
celle du potentiel constant sur la surface interne, en particulier pour un dipdle superficiel.
Alors que la surface interne est la plus importante pour les calculs du champ magnétique
(Schlitt et al., 1995), le probléme inverse en électroencéphalographie ne nécessite que les
potentiels sur la surface externe du volume conducteur. Sur cette surface, la méthode du
potentiel constant est la plus exacte, que 'on considére le nombre d’éléments ou le
nombre de points discrets, en particulier pour un dipole tangentiel. En effet, la
supposition que le potentiel est constant plutét que linéaire sur les éléments semble
surtout influencer les potentiels de la surface intérieure. De plus, I’approche du probléme

isolé, essentielle pour un modele de conductivité réaliste de la téte humaine, n’est pas
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toujours utilisable dansle cas de la méthode du potentiel linéaire (voir chapitre 2).
L’avantage le plus important du potentiel liné€aire, que ce soit la méthode conventionnelle
ou la méthode réciproque, reste qu’il est plus facile a faire correspondre des sommets de
triangles & des sites d’électrodes plutét que des centroides, car les surfaces sont
normalement discrétisées a partir de ces sommets. La modification de Heller (1990) pour
'angle solide ne semble pas améliorer les résultats de la méthode du potentiel linéaire
pour une discrétisation adéquate.

La méthode réciproque la plus précise est pour un potentiel linéaire avec des
quadrilatéres curvilignes a interpolation quadratique placés aux sites d’électrodes
d’injection de courant. Notons qu’avec cette approche, au contraire de la méthode
conventionnelle, on peut raffiner certaines régions des surfaces considérées, sans
connaitre le dipdle en question. Les sites d’électrodes d’injection de courant sont
connues : ce sont les sites d’électrodes de mesures (voir chapitre 3). L’application du
théoréme de réciprocité a pour effet de décaler les emplacements des dipdles aux
emplacements d’électrodes sur la surface externe du volume conducteur. Tandis que la
méthode conventionnelle du potentiel constant reste plus précise (sur la surface externe)
pour un dipdle prés du centre du conducteur, la méthode réciproque est plus exacte pour
un dipdle superficiel. En plus, I'erreur de la méthode réciproque varie beaucoup moins
que celle de la méthode conventionnelle pour différentes excentricités dipolaire, une

caractéristique trés importante pour le probléme inverse.
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L approche du probléme réciproque donne une expression analytique décrivant la
dépendance des potentiels de surface aux paramétres dipolaires. Il est donc possible de
trouver les dérivées de ces expressions, ce qui permet [utilisation de techniques
d’optimisation comme celle de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963) pour la
résolution du probléme inverse. Ces techniques ont tendance a converger bien plus
rapidement que celle du simplexe (Nelder et Mead, 1965; O’Neil, 1971), qui est le type
d’optimisation nécessaire a la méthode conventionnelle pour un modéle plus réaliste de la
téte humaine incorporant un tres grand nombre d’éléments. Cet avantage, ainsi que
P'erreur relativement stable de la méthode réciproque, promet de donner une solution
particuliérement bonne au probléme inverse. Cependant, la comparaison des différentes
méthodes pour ce probléme est un travail qui reste a faire.

Eventuellement, un modéle plus réaliste de la téte peut étre formé a partir
d’images de résonance magnétique (MRI) dans le cas du cerveau et du cuir chevelu, et a
partir d’images tomographiques (CT) pour le crane. Un tel modéle nécessitera sans
doute un plus grand nombre d’éléments que ceux présentés dans ce travail. Dans ce cas,
la précision des différentes méthodes ne pourra étre comparée qu’a suite de la résolution
du probléme inverse, car une solution analytique au probléme direct n’existe pas. La
validation numérique des méthodes sur ce genre de probléme aménera peut étre a une
application clinique éventuelle. Une premiére étape serait la localisation d’une électrode

stimulante implantée dans le cerveau, ou la localisation de sources neurales connues. Le
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but a long terme serait la localisation de sites épileptiformes dans la planification d’une

intervention chirurgicale pour des patients épileptiques.
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ANNEXE A1

La déflation matricielle

La déflation consiste simplement a trouver une matrice D, dont les valeurs
propres sont les mémes que la matrice A a part les valeurs propres nulles (Lynn et
Timlake, 1968). Alors, plutot que de résoudre I’équation (2.12),

AD =G, (A.1.1)
on cherche a résoudre I’équation

D¥Y =G, (A.1.2)
qui est non singuliére et peut donc étre résolue sans probléme. G est le vecteur source
proportionnel au potentiel dans un milieu infini de conductivité unitaire dii a un dip6le de
courant dans le cerveau. Notons qu’en général, le vecteur solution W n’est pas le
potentiel @, mais il est possible de choisir la matrice D pour que @ soit facilement

obtenu a partir de ¥ . Soit

D=A +epT
ou e est le vecteur unitaire a N dimensions avec N le nombre d’inconnues et le vecteur
colonne p (ou pT dénote la transposée du vecteur p) est tel que :

eszpTe=1.
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La solution ¥ de I’équation (A.1.2) nous permet d’obtenir une solution particuliére @

de I’équation (A.1.1) qui satisfait la condition :

ou N, est le nombre d’inconnues pour la surface §; et les dimensions des vecteurs zéros
sont Ny, N, .., N, . Cest équivalent a I'approche ou la somme des potentiels sur la
surface externe S, du volume conducteur est zéro. Dans ce cas, @ =¥ pour toutes les

surfaces, car celles-ci sont contenues les unes dans les autres.



101

ANNEXE A2

Calcul des éléments matricielles pour le potentiel linéaire

De I’équation (2.21), et en notant que le déterminant du triangle A k>

d(Fj;r;)=F; (T xf),ona:

. _ (7 x77) J‘_ [ 1 ] -

Q- A e =" rv — — dS' A2l

j( Jki m) rj'(rerl) m_r, ( )
Ajkj

Soit z ;= . x Iy avec (J, k, /) une permutation cyclique des vertices d’un triangle Ajk[

dans le sens trigonométrique, vu d’un point a I’extérieur de la surface mais prés du
. ; * _ * . o e

triangle. Puisque Q ;A jkl;r'”)’ qu’on notera j» ne dépend que de trois différences

vectorielles, les équations se simplifient en choisissant le vecteur 7,, dans I’équation
(A.2.1) a'origine. Notons que 7' peut étre exprimé suivant deux vecteurs orthogonaux
(vorr figure A.2.1),

Fl=An+u', (A2.2)
ou 7 est la normale unitaire du triangle Ajkl vers ’extérieur de la surface, 4 =7 -F' est
la perpendiculaire de I’origine jusqu’au triangle, et #' est un vecteur qui est entiérement

contenu dans le plan du triangle. Avec ces définitions, le dénominateur de I’équation

(2.19) est égal & 2u1, ou u est I’aire du triangle Ajkl . De (A.2.1) et (A.2.2) on déduit
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Figure A.2.1. Illustration de I’équation (A.2.2). Notons que 7 est pris & I’origine.
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L’intégrale de droite suit le périmeétre du triangle, dans le sens trigonométrique, et en
évaluant celle-ci avec I’équation (2.22), on a (de Munck, 1992)

* 1 /. _ - - - = = 5 ¥ —7
Qj =ﬂ(zj.ng+,1(rk —r,)-[a(rj—~rk)+ﬂ(rk —"1)+7("I —"j)])

ou

1 |7k - -jIIFkl'*'(Fk _'-:j)'Fk
a=7"""—jlnf —— -
A )

et ou B et y sont définis d’'une fagon semblable avec une permutation cyclique des

indices (j, &£, /). Finalement, en remplagant 7, 7., 7, par Fi=Fn> T —Fns 7 =V,

respectivement, on obtient I’équation (2.23).
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ANNEXE A3

Quadrature de Gauss

A.3.1 Eléments triangulaires

Considérons un systéme de coordonnées obliques (771,77, ) variant de 0 & 1 sur les
cotés d’un triangle (voir figure A.3.1). Les sommets (1, 2, 3) du triangle Aj;3 sont
ordonnés dans le sens trigonométrique positif vu d’un point extérieur prés du triangle. La
transformation d’un élément de surface dS du systéme global cartésien de coordonnées
(x, y,z) au systéme intrinséque a I’élément de coordonnées (773,77, ) est donnée par

ds =|J |dmdn,, (A3.1)

ou |J |, le Jacobien, est égal 4 (Brebbia et al., 1984)

| T = %xaagz =2 +I2+IB)2, (A3.2)
avec
_vax o
Mt MM
g 0z0x z0x (A33)

mm T2 mn ’
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Figure A.2.1. Triangle plan.
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mm MM

Notons que le vecteur de position 7 définissant un point d’un triangle peut s’écrire
rF= xf + yj + ZiC. = x37 + y3j + 23]-(. + IIUIEI + 1277252 s
ou les coordonnées (xy, ¥1,21), (x2,¥2,23), (x3,y3,23) définissent les sommets (1, 2,

3) du triangle en question et

Le vecteur de position 7 devient donc

F=e3 +(xp —x3)m + (e —x3)mF +[ys + 1 —y3)m + 2 —y3)m i
+[z3 +(z1 - z3)m +(z2 - z3)m [k,

et les coordonnées cartésiennes d’un point du triangle peuvent alors étre exprimées en

termes de coordonnées obliques :

x =mxp +1pxy +(L—m —mp)x3,

Y=my1tmy, +(l-m —m)y3,

z=mzy+mzy + (1= —1mp)23.
On peut simplifier cette notation en définissant une nouvelle coordonnée 773, qui n’est pas
indépendante, de la fagon suivante

m=l-m-mn,
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et les expressions pour les coordonnées cartésiennes d’un point du triangle en fonction de

la position des sommets de ce triangle deviennent donc :

3
X = Z’?kxk >
k=1

3
Y= mYk . (A3.4)
k=1
3
zZ= ZT]ka .
k=1

En évaluant les équations (A.3.3) avec ces définitions, on peut montrer que le Jacobien
pour un triangle plan est égale a deux fois I’aire de ce triangle.
L’intégration numérique d’une fonction f sur la surface d’un triangle peut étre

effectuée en termes des coordonnées obliques 77y, 775, 773 de la fagon suivante

1L 1-7,

Np
I If(ﬂl=ﬂ2:ﬂ3)dﬂldﬂz => fal.nd.ndw;, (A3.5)
00 J=1

ou N, représente le nombre de points distincts j, définis par les coordonnées rylj , r]{ ,

7731 , auxquels la fonction doit étre évaluée et w; les poids associés & chacun de ces

points (Brebbia et al.,, 1984). L’équation (A.3.5) définit I’approximation numérique par
la méthode de quadrature de Gauss d’une intégration de surface effectuée sur un domaine
triangulaire. Cette méthode fut choisie parce qu’elle demeure Ia plus précise pour un

nombre donnée de points. Les coordonnées triangulaires des points de calcul utilisées
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pour différentes valeurs de NV, et leurs poids associés sont rapportées au tableau (A.3.1).

La méthode de quadrature de Gauss est utilisée pour estimer numériquement les diverses
intégrales de surface non singuliéres du chapitre 3. Pour la méthode du potentiel et du

flux constants aux centroides de triangles plans, I’équation (3.18) peut s’écrire

1 _
=g, Ia,, (x,y, z)V(lFm Fix. y’z)[] -fi(x,y,z)dS, (m = n)

A

ou g,(x, y,z) est la fonction d’interpolation sur le triangle A, soit &,(x,y,z) =1 pour

un point d’intégration 7(x,y, z) sur ce triangle. A partir des équations (A.3.1), (A.3.4),

et, en notant que V , ces coefficients pour le cas

( 1 ]: Fm—F(x,y,z)
\Fm =FCe3.2)) 7, —7(x, . 2)

m # n deviennent :

11—712_ _
N, — 7 5 - =
ugg:drj‘ J m — 7 (71, 772) Ay, m) | J |dmdn;.
0 o

Fn = 71112 )|3

D’aprés I’équation (A.3.5), cette intégrale peut étre calculée numériquement, soit

N, I
u,(nrn) = —J,Z/Jnﬂm’nz —3 W,
3=V = 1)

ou u, estI'aire du triangle A, et 4, , est la distance perpendiculaire du point m au
plan du triangle Ap, soit A, , =(F(171,772) — Ty ) A(71,772). On procéde de la méme

fagon pour I’équation (3.19) :



Tableau A.3.1. Quadrature de Gauss pour les triangles (Brebbia et al., 1984).

N J om n3 73 2w ;

1 1 1/3 1/3 1/3 1

2 1 172 172 0 1/3
2 0 172 1/2 1/3
3 112 0 12 1/3

4 1 173 1/3 173 -9/16
2 3/5 1/5 1/5 25/48
3 1/5 3/5 1/5 25/48
4 1/5 1/5 3/5 25/48

7 1 0.333 33333 0.333 33333 0.333 33333 0.225 000 00
2 0.797 426 99 0.101 286 51 0.101 286 51 0.125939 18
3 0.101 286 51 0.797 426 99 0.101 286 51 0.125939 18
4 0.101 286 51 0.101 286 51 0.797 426 99 0.125939 18
5 0.059 715 87 0.470 142 06 0.470 142 06 0.132394 15
6 0.470 142 06 0.059 715 87 0.470 142 06 0.132394 15
7 0.470 142 06 0.470 142 06 0.059 715 87 0.132394 15

13 1 0.333 33333 0.333 33333 0.333 333 33 -0.149 570 04
2 0.479 308 07 0.260 345 97 0.260 345 97 0.175 615 26
3 0.260 34597 0.479 308 07 0.26034597 0.17561526
4 0.260 345 97 0.260 345 97 0.479 308 07 0.175615 26
5 0.869 739 80 0.065 130 10 0.065 130 10 0.053 347 24
6 0.065 130 10 0.869 739 80 0.065 130 10 0.053 347 24
7 0.065 130 10 0.065 130 10 0.869 739 80 0.053 347 24
8 0.638 444 19 0.312 865 50 0.048 690 32 0077 113 76
9 0.312 865 50 0.638 444 19 0.048 690 32 0.077 113 76
10 0.638 444 19 0.048 690 32 0.312 865 50 0.077 113 76
11 0.048 690 32 0.638 444 19 0.312 865 50 0.077113 76
12 0.312 865 50 0.048 69032 0.638 444 19 007711376
13 0.048 690 32 031286550 0.638444 19 0.077 113 76
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Np

1
G F 28 2 T W) -
j=1lrm —F(ni .n73)

En posant 7; = F(r]lj ,7]{ ), on obtient les équations (3.20) et (3.21), respectivement.

La valeur d’une quelconque fonction géométrique ¢(x, y,z) peut étre interpolée
de fagon linéaire sur la surface d’un triangle plan par I’entremise des valeurs de cette
fonction aux sommets et de trois fonctions d’interpolation & (x, y,z) associés, telle que :

3
#(x,y,2) = D 6¢(x, ¥, ) - (A3.6)
k=1
D’une maniére semblable a celle utilisée pour la dérivation des équations (A.3.4), on peut

montrer que

3
BN, 72.713) = D e »
k=1

et donc
(M2, ) =1 -

Notons que I’équation (A.3.6) est semblable a I’équation (3.9) ou (3.10) pour la méthode
du potentiel linéaire aux sommets de triangles plans (avec h,gr ) (F) et g,(,’ )(F) définies
dans les équations (3.22) et (3.23), respectivement). Ainsi, les termes valent

d(r;;r5;mn) . d(F;nsn)
| =—==""pf et Lok L S 74 =—LT27 poncen procédant comme
d(R;R; 1) d(ry;F;R) d(r;n;7)

pour un potentiel et un flux constant, les équations (3.24) et (3.25) deviennent
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N = .z .=
Pd(r-’}'k’fz) 1
r) = > — '
u = -0, zl‘nklﬂ'm,nkl d(’-:n-,‘:k,'o’l) l__ - |3 w"
: Jj=1 TR, ST

VAn(kI)
N - - -
Pd(ri;r.;r) 1
(r) = alsall :
mn = Z ?‘/lnklzd(;:-;.,-:l)lf _F.IWJ’
YA i) j=19Vn"k> m =1

respectivement. Cette fois-Ci 1, est I'aire du triangle A,;, Ay a4y est la distance

perpendiculaire du point 7 au plan du triangle A,;;, et le point d’intégration j est défini

par le vecteur 7; = F(77{ ,74).

A.3.2 Eléments quadrilatéraux

On considére maintenant un quadrilatére curviligne défini par 9 points sur lequel

les coordonnées obliques (77,177, ) varient de -1 a +1 (voir figure A.3.2). Comme pour

les triangles (équation (A.3.4) et (A.3.6)), on peut €crire

9
X = Zé‘kxk R
k=1

9
Y= vk, (A3.7)
k=1
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Figure A.3.2. Quadrilatére quadratique a 9 points.
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9
zZ= Z&‘kzk s
k=1
et

9
$m.m) = D cxbr - (A.3.8)
k=1

Les fonctions d’interpolation &, peuvent étre générées en prenant les expansions des
fonctions d’interpolation en une dimension. En considérant I’élément quadratique a une

dimension allant du sommet 4 au sommet 6 (voir figure A.3.2), on peut écrire (Brebbia et

al., 1984) :
$1) =Gy ~ Dy + (L= s + 2+ 7).

Si on prend maintenant ’expansion de ¢;, ¢s, et ¢ dans la direction de 775 , on obtient

#m.m2) =5l = Dma(m - Dy +5A=nf)m(m -1,

+ %711 A+m)m@1, — D3 +-;'771(771 -1)(1-73)¢4
+ (1= nf)A-m3)s +—m-+m)(L-73)ds (A3.9)
+%m(m =Dy (1+m2)87 *-%(l—m2 )2 (1+12)0s

1
+ZT71(1+771)772(1+ 72)89,

Le Jacobien |J| est résolu de la méme fagon que pour les triangles, soit en évaluant

I’équation (A.3.3). L’intégration de surface sur un quadrilatére peut étre évaluée avec la

méthode de Gauss de la fagon suivante
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11 Np Np . ‘
[ [rannaamany = 3.3 reat.nd ;. (A3.10)

33 i=1j=1
ou les coordonnées et les poids des points d’intégration pour chaque dimension sont

donnés dans le tableau (A.3.2).



Tableau A.3.2. Quadrature de Gauss pour les quadrilatéres (Brebbia et al., 1984).

* 171{2 W, + r]i{z wj
N, =2 N
0.577 350 27 1.000 000 00 0.183 434 64 0.362 682 78
0.525 532 41 0.313 706 65
N, =3 0.796 666 48 0.222 38103
0.000 000 00 0.888 888 89 0.960 289 86 0.101 228 54
0.774 596 67 0.555 555 56
AVP
N, =4 0.000 000 00 0.330 239 36
) 53 4 0.312 34708
0.339 981 04 0.652 145 15 g gﬁ §71 4‘32 0.260 610 (7)0
0.861 136 31 0.347 854 85 0.836 031 11 0.180 649 16
0.968 160 24 0.081 274 39
N, =5
0.000 000 00 0.568 888 89 N, =10
g-ggg 433 g ; 3-472 gig g; 0.148 874 34 0.295 524 22
906 1 23 0.433 395 39 0.269 266 72
0.679 409 57 0.219 086 36
N,=6 0.865 063 37 0.149 451 35
0.238 619 19 0.467 913 93 0.973 906 53 0.066 671 34
0.661 209 39 0.360 761 57
0.932 469 51 0.171 324 49 N, =12
0.125233 41 0.249 14705
N, =17 0.367 831 50 0.233 492 54
0.000 000 00 0.417 959 18 0.587 317 95 0.203 167 43
0.405 845 15 0.381 83005 0.769 902 67 0.160 078 33
0.741 531 19 0.279 705 39 0.904 117 26 0.106 939 33
0.949 107 91 0.129 484 97 0.981 560 63 0.047 175 34

116
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ANNEXE A.4

Résolution d’intégrales singuliéres

A.4.1 Eléments triangulaires

Les éléments de la matrice 0 (vorr chapitre 3) qui contiennent des singularités

intégrables peuvent étre, dans certains cas, évalués analytiquement en utilisant des
coordonnées polaires. Pour un flux supposé constant sur un triangle plan et associé€ au

centroide de ce triangle, un systéme de coordonnées polaires (3,8) est défini localement
sur un triangle A (voir figure A 4.1) de sorte que I’équation (3.19), qu’on peut écrire

sous la forme

i 1
I, = j_ — dS = I—dS,
e ~F(x, v, 2)| g
Ag Ag

ou 7, représente le point d’observation (le centroide du triangle A) et F(x,y,z)

représente un point du triangle, devienne

91 191(9) 61 +92 82 (9) 27 ‘93(9)
I = f Iisdsdm f F@d&dm f flsdgde,
g g 3
0 0 6 0 6,+6, 0

d’ou
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Figure A.4.1. Définitions géométriques dans le cas d’un flux supposé constant sur un triangle plan. Le

point o représente le centroide du triangle et sert a diviser ce triangle en trois autres triangles d’aire y,
Uy , €t iy, Tespectivement. Notons que les aires u, u,, et u3 sont égaux. Un point arbitraire j est

caractéris¢ par les coordonnées 2,6 .
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6, % (8) 6, +6, $,(6) 2r $H(0)
Iy = J dsdeo + J. Jd&d@ + j J-deH. (A4.1)
0 0 91 0 61 +62 0

Effectivement, dans les équations (A.4.1) le terme singulier -11’7 a été élimné des

intégrales. De la figure A41, on a G@)sin(f+a)= 327'”"—
23

9 (6)sin(0 -6, +ay) = 2K et 5(8)sin(6—6) -0y +a3) = 2. i gy est Paire

du triangle A, . Avec ces définitions, la premiére intégrale a droite de I’équation ci-
dessus peut étre évaluée de la fagon suivante :
6, % (6) 6

90 J‘ 2 gy 20 (106 +@)/2])
3dy3sin(6 +ay) 3dy3 tan(ay /2)
0

0 0

En faisant le méme pour les deux autres intégrales de 1’équation (A.4.1), on obtient donc

(Brebbia et al., 1984)

I, = 2,;% [dl ln(tang(Gt + c;g ; /2]J . d1 ln(tan[t(ez[ + 73 ; /2]]
an|ax anj@
23 1 31 2 (A4.2)
+ 1 ln(tan[(n93 +a3)/2]] .
dyy tan[as /2]

Maintenant, on procéde de la méme fagon pour un flux supposé linéaire sur un

triangle plan Aj,3 et associ€ aux sommets de ce triangle. D’aprés I'annexe A3,

I’équation (3.25) pour un triangle peut se réécrire
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k 1 1

I? = J‘m —dS = J.nk —ds,

il R e il (¥
g3 Apgs

ou 7, représente le point d’observation (un des 3 sommets (k; =1, 2, 3) du triangle
App3). L'intégrale 1,’;'12 décrit la contribution du triangle au sommet k5 (k, = 1, 2, 3)

pour un certain point d’observation k;. En définissant localement un systéme de
coordonnées polaires (%,8) sur le triangle Aj,3 (voir figure A.4.2), on peut écrire
(Soucy, 1990)

B 9(8) B 96)
I —j J'qkz — 94946 = J. J‘r]kzd.9d¢9, (A.4.3)

et on a les relations :
$(0)sin(8 + a) =d3;sin(a),
mds) sin(B) = Isin( S - 6),
1ydy3 sin( B) = 3sin(6),
3 =1-m-1,.
Soit 73 le vecteur représentant le point d’observation (4 =3). Pour 4, =1, onaalors:
B 3&) B 80)

B
1= J‘m 1946 = J‘ J‘.951n(ﬂ 8) 100 - J'sm(/i’ 8) 32(9) 46
J d3 sin( B) dyysin(fB) 2

'QO

sm(ﬂ 6) d3lsm () d6
5d318m(,8)2sm (6 +a)
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Figure A.4.2. Définitions géométriques dans le cas d’un flux supposé lin€aire sur un triangle plan.

Notons que les perpendiculaires a = 3(8)sin(6 + @) = d;; sin(a) , b = pd4; sin(B) = $sin(f - 6) , et

. ¢ = 17,d,5 sin(B) = 9sin(6) .
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En sachant que

sin(f - 0) = sin((a + ) — (6 +))

= sin(a + B)cos(f + ) — cos(a + B)sin(6 + ),

on obtient :

— -

B B
| _dypsin?(a)| . J cos(@+a) .. J‘cos(a + f)
57 sin(£) sin(a+4) : sin? (6 + @) 4 sin(@ + @) 46

(A4.4)

_dsin’@)fsiga+p) | oo ﬂ)m(tan«a +£)/2))|
2sin( ) | sin(a) tan(a/2) J |

Un développement semblable nous permet d’évaluer I'intégrale / 32 ,

B 9(6) B

- 2 . 2
1322“‘ J‘nzdlgdgzj' sm.(e) djisin”(a) .
; dy3 sin( ) 25in2(9 + )

00

qui devient :

2 _diisin’(@)|

T 2dpsintp)| Y

B B
cos(f + ) d9+f cos(a) 40
s

: sin2(6 +a) in(6 + )

_ d3isin® (@) sin(a) _1+cos(a)n tan((a + £)/2) (A45)
2dy3sin(fB)| sin(a + ) tan(a/2) - (A4

Pour %, =3, le point d’observation,

B 9(0) B %) B 9(6) B 9(6)

I3 = j' fn3d.9d6= J‘ Id&ie— j J.rhdeé’- f fqzd&l&
0 0 o 0 0 0 0 0
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et, en notant que la premiére intégrale de droite est semblable a celles de la méthode du

potentiel constant, on peut I’évaluer de la méme fagon :

tan((e + ﬂ)/Z)j o2 (A.4.6)

I3 =dy; sin(a)ln( an@/2)

Les intégrales / ,{;2 pour £} =1 et 2 sont évaluées de la méme maniere.

A42 Eléments quadrilatéraux

Considérons P’intégrale de la forme

as,

2 _ J‘ &k, (%, ¥, 2)
e, —F(x,3.2)|
Aq
ou A, est un quadrilatére curviligne a 9 points (voir figure A.3.2) et &, (x,y,z) est la
fonction d’interpolation quadratique du flux sur cet élément, associée a son sommet k,
(ky =1,2,...,9). En utilisant les coordonnées obliques (77;,7;) définies dans [’annexe

A3, I'intégrale ci-dessus devient

I 1

&, (M.m) -
J.j- 2 S () [dmdn,
M l‘rk ~7(m,m2)
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_|oFan.ma) | & m.ma)|

ou lj (m,flz)l— Comme pour les triangles, quand le point
| om am

d’observation k; est sur le quadrilatére méme, |7kl —F(n1,1m; )| devient O & ce point et

I'intégrale I’Ikc2 est singuliére. Encore une fois, cette singularité peut étre traitée en
1

utilisant des coordonnées polaires. A cette fin, pour un point d’observation 4; 4 un des

9 points du quadrilatére A,, on divise ce dernier en 7; k, triangles plans A, z=1, ..,

q:
Ty, (voir figure A.4.3). Ensuite pour chaque triangle A,, on peut introduire les
coordonnées polaires (3, 8) telles que
by
I} zszlz OF
t=1
ou

6 9,(8)
lefz )= j‘ J‘ Ek, (M (3,6),12(8.6))
1

[P, ~F(11(8,6),72(8,6))

3| J(m($,0),7,(3,6)) | d5d6 .

o
En transformant le systéme de coordonnées polaires (4,68) dans un autre systéme de

coordonnées obliques («,v), on obtient

11
1.11:12 )= J‘ J“ k., (M (3w, v),0(v)), 72 (8(,v),6(»))) )
-1-1

ey —F(m (S, v),60), 12 (9(u, ), 6))

S (OO - 6™
4

| J(71(9(, v), 6(»)), 72 (S(u,v),0(v))) | dudy

2
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6" =0<0 <m/4=0""

0<8 <

=39,(6
cosO 1( )

0 =n/4 <0 <m/2=0,""%

0<9 <2 =3,(0)

sinB

Figure A4.3. Exemple de division de quadrilatéres curviligne en triangles plans pour un point

d’observation situé au coin 1 (%, =1). Pour 7} : u=8cosf-1 et v=§9—1; pour T, :
/4

. u=3$in6—1etv=§6—3.
T
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max _ pmin max min
ou $(u,v) = 5 (6() "yt 4 (6(v)) et O(v) =t 6, + 6, " +6

v voir figure
2 2 2 2 ( s

A.43). Notons que les définitions de $(w,v) et 6(v) sont simplement un choix parmi

d’autres, choix qui permet [’utilisation des coordonnées et des poids utilisés pour les
autres intégrations sur un quadrilatére a 9 points (voir plus loin). Ces définitions nous

max — g/min

permettent aussi d’écrire d@ = O dv et d3= g’(gzﬂdu , car @(v) est fixé

dans I'intégrale intérieure de I’équation ci-dessus. D’aprés I’équation (A.3.10), cette
intégrale peut étre résolue numériquement de la fagon suivante :

¥ v/ J S’ v/ J
III:IZ mzii &, (MW’ v)),0007)), 12" ,v7),0(v7))) S

=172, ~Fan (86", v7), 607 ). 1y (3’ v7),607 )

@’ v/

%@ DO -

| F(m (8@’ v/ ), 0007 ), 15 (8" ,v7), 0007 ))) | . W

ou les coordonnées (v,v) des points d’intégration et leurs poids associés w;,w j sont

donnés dans le tableau (A.3.2).

Notons que pour un point d’intégration prés du point d’observation 4;, on a
S’ v ) = |Fy ~F(m (8@’ v/ )00 ),y (8" ,v)),607 ),
ou 9(u',v/) est la distance entre le point d’observation &; et la projection du point du
quadrilatére curviligne A, définie par 7(77; S’ v),007)), 759" ,v7),8(v/))) sur

le triangle f, par rapport a la normale a4 ce point. Les termes &(u’,v/) et
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A

Tk, —F(r]l(S(ui,vj ),607 )),qz(S(ui v/),0(v/)) de I'équation ci-dessus s’annulent

alors quand le point d’intégration est prés du point d’observation et donc la singularité est

¢liminée. Au chapitre 3, on a mentionné que pour la matrice U 0 I'intégrale de
’équation (3.13) sur un quadrilatére curviligne contenant le point d’observation est

également singuliere. Cependant, il est possible de montrer que la singularité

hm —F(x,y,z . . n . . .
m—I(%.),2) de cette équation est du méme ordre de celle de I’équation (3.14), soit
Irm - r(xay: Z)I

1

!Fm "F(J‘T,}’az)l

(Hayami et Brebbia, 1988) et cette singularité de bas ordre peut alors

étre traitée de la méme maniére avec les coordonnées polaires.
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ANNEXE A5

Potentiel analytique sur trois sphéres concentriques

Le potentiel ®“ analytique & un point arbitraire de coordonnées sphériques

(r,0,¢) d’un modéle de trois sphéres concentriques (voir figure A.5.1) est décrit par les

expressions (Arthur et Geselowitz, 1970)

1 ~=[ 4 .
O (r,0,¢) = po— Z(rnzl +B,r" )P,? (cos@), sie<r<ry, (A.5.1)
n=]

(=0}
o (r,0,¢9) = L Z( C”l +D,,r"JP,,0(cost9), sirs<r<r,et (A5.2)
47[0'2 n=1 r"+

x
% (r,8,¢) = L Z[ En +F,,r")P,?(cos€), sirp<r<l, (A.5.3)

ol e est ’excentricité du dipdle radial 7 placé sur 'axe des z, et P;" est un polynéme de
Legendre associé. Les coefficients 4,, B,, C,, D,, E,, et F, dépendent des

conditions de frontiére : le potentiel et flux, c’est-a-dire la composante normale et donc

radiale du courant, sont continus sur la surface S, et §3, et le flux est nul sur la surface

S}, c’est-a-dire ——' = 0. On a alors les cinq relations suivantes :
r=n



129

G,

Figure A.5.1. Modéle a 3 spheres concentriques. La sphére S, de rayon r représente la surface externe
du cuir chevelu (de conductivité o), la sphére S, de rayon r, représente la surface externe du crane
(de conductivit¢ o, ), et la sphéreS; de rayon r; représente la surface externe du cerveau (de

conductivité oy ).
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Ll A pon|o Ll Cn o pon , (A.5.4)
o3| gt " 3 oy r3"+1 n'3
3
E
L[ le +D,,r2"J =_1_[n—:1+F,,r2”}, (A55)
o2\ ry o1\ r,
(n+DA -1 (n+1)C -1
—W’L-F nB,,r:,," =—7_2—"+nDnr3" , (A.5.6)
3 3
1 - DE -
Ot D s nDrf 1=—_——(”:; 2on sy, (AS5.7)
r
2 2
(n+1)En n-1_
TS +nF,r"7" =0. (A.5.8)
1

En supposant que o] = o3 et en notant que, pour un dipdle radial d’amplitude 1

et d’excentricité e sur I’axe z, 4, = ne"_l, Arthur et Geselowitz (1970) ont résolu le

systéme de cinq €quations ci-dessus pour le potentiel sur la surface externe, soit

1 S @n+)lo,e™ !

% (r,0,¢) =— —
4ror{ po(n+noy  py

nP? (cosh), (A.5.9)

ou

o o , 2n+1 , 2n+] \2 , 2n+1

(o2 (o)

pnz{l__iJ(_z.,H_zM) (__z_J _(;J *[ o ,,(i)
g1 \O1 gl n n o1 ) r
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Considérons le cas ou le rayon de la sphére externe est égale 4 1. L’équation

(A.5.3) nous donne, pour un point sur la surface S,

O (r,6,4) _EZ(E +F, )P (cosH).

L p=1

Notons que, mis a part le facteur —-1? I'équation (A.5.9) pour le potentiel sur la surface

externe ne contient que des rapports entre les rayons des trois spheéres (et I’excentricité

du dipdle). Si on prend maintenant un rayon quelconque r; mais qu’on préserve ces

rapports-1a, il est évident que le potentiel ne changera que par ce facteur —1— Donc,

rlz
quelle que soit la valeur de 7y, on peut écrire
®°(r,0,4) = . Z(E +F,)P2 (cosO) (A.5.10)
47[0'1r1 n=l

pour un point sur la surface externe. L’équation (A.5.3) pour un point sur la surface S,

est donnée par :

1 | E 0
@ (r,0,¢9) = n_ 4 F,r) |P, (cosh). (A.5.11)
4roy ,,Z=1 rz'”'1 e

On a vu que le flux sur la surface S; est nul, donc avec I’équation (A.5.3) on a la relation

Z(—(n+1)E +nF, P2 (cos8) =0,

47:0’

d’ou
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nF, = (n+1)E,. (A.5.12)

L’équation (A.5.12) sert 4 simplifier ’équation (A.5.10) pour la surface Sy,

®(r,6,4) = 1 5 Z[”F" +FnJP,?(cos¢9)
47'[0'1)‘1 n=1 n+1

(~ o]
=1 ZZ"”F,,P,? (cosd), (A.5.13)

47[0'1]‘12 n=1 n+l

et I’équation (A.5.11) pour la surface S,,

o {
O (r.0,¢) = 2 L Z nF"n+1 +Fpry P2 (cos8)
oy ,,=1\(n+1)r2

F!I

Pd(cos8). (A5.14)
n+l

n n
gl GRS J

n=I\"2
En comparant les €quations (A.5.13) et (A.5.14), on peut obtenir les potentiels sur la
surface S, en multipliant chaque terme de I’équation (A.5.9) pour le potentiel sur la

surface S par le facteur

n + n+l o
(2n+1)r2"+1 2n+1 2

En notant que 4, et le coté droit de I’équation (A.5.5) sont maintenant connus,

on peut résoudre le systéme de trois équations (A.5.4), (A.5.5) et (A.5.6) pour le
potentiel analytique sur la surface interne. L’équation (A.5.6) peut s’écrire :

_(n+Dd,  (n+1)C,

2n+l1 2n+l
nr3 nry

B,

+D,.
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Soit oy =03 et k= 92 Enle remplacant dans |’équation (A.5.4), on obtient

o1
N kQ2n+1)A4, . n+k(n+1))C,

D. =

qu’on remplace, a son tour, dans I’équation (A.5.5), soit

(k=Dar2" L+ (n+k(n+ D) Qnerl 4, E,

n k(k _l)nr32ﬂ+1r2n+1 (k_l)nr32n+l r2n+l

n
+Fury |-

Le cdté droit de I’équation ci-dessus est entiérement connu et on peut maintenant trouver

Cn, D, et B,, ce qui permet le calcul du potentiel sur la surface interne S3 avec
I’équation (A.5.1).

Notons que pour un dipdle tangentiel placé sur I'axe des x, 4,, = el (Arthur et
Geselowitz, 1970) et on peut montrer qu’il suffit de remplacer nP,? (cos@) par

P,,l(cosé?) cos¢ dans toutes nos €quations pour calculer le potentiel dans ce cas. Un

changement d’axe (par exemple, si le dipdle est placé sur I’axe x plutdt que I'axe z)

revient a une simple rotation de nos sphéres.
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