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RESUME

Pour des raisons de dégagement sous I’ouvrage, les poutres principales des ponts
ferroviaires a tablier inférieur sont surélevées et leur semelle supérieure n’est pas retenue
latéralement de fagon directe. Le déversement de la poutre est prévenu par I’utilisation
des entretoises du pont qui, reliées a la poutre maitresse par des goussets, empéchent la

rotation de cette derniére.

Le déversement est aussi influencé par le tablier du pont qui, par un effet de
diaphragme horizontal, vient bloquer le déplacement latéral de la poutre au niveau du
tablier. Le déversement est également influencé par la déformation de 1a section de I’ime

que I’on appellera la distorsion.

Tous ces phénoménes rendent trés complexe le calcul du moment de déversement

de la poutre  laquelle on ne peut plus appliquer les équations classiques du déversement.

Ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs que I’on peut regrouper en deux
écoles de pensée. La premiére ne considére que la partie comprimée de la poutre et fait
ainsi I’analyse d’un poteau sur appuis élastiques. La deuxiéme considére une poutre a

laquelle vient se rattacher un ressort travaillant en rotation.

Aucune des méthodes proposées par ces auteurs ne permet d’inclure de facon

satisfaisante ’ensemble des parameétres régissant le probléme.




Pour étudier I’effet de chaque composante du pont sur le déversement des poutres
maitresses et pour bien saisir tous les phénomenes en jeu, un modéle d’éléments finis a été
développé pour un pont réel typique. La stabilité de ce pont a €té étudiée en variant les

propriétés des diverses composantes.

Une fois la fonction de chaque composante bien établie, une méthode de calcul du
moment de déversement est proposée. Cette méthode, basée sur une approche
énergétique, considére la poutre non pas dans son ensemble mais décompose celle-ci en
trois parties: I’dme et les deux semelles. Un polyndme de degré allant jusqu’a quatre est
utilisé pour décrire la déformée de I’ame lors du déversement. La méthode permet
d’inclure Peffet du tablier de méme que la distorsion de I’ame pour une poutre

unisymétrique soumise @ un moment constant.

Un processus est ensuite propos€ pour convertir les raidisseurs de la poutre en
une épaisseur d’ame équivalente afin d’inclure leur effet stabilisateur dans la méthode

d’évaluation du moment de déversement.

Finalement, la méthode proposée est comparée 3 des analyses par éléments finis et

a des méthodes proposées par différents auteurs.



ABSTRACT

Through plate girder bridges are used when clearance under the bridge is limited.
They are characterized by the use of girders that do not have direct lateral bracing at the
top flange. Lateral-torsional buckling is therefore prevented by the floorbeams, which
restrain, through the connections between the floorbeams and the main girders, the

rotation of the main girder.

Lateral-torsional buckling of the main girders is influenced by the deck, which acts
as an horizontal diaphragm. This diaphragm prevents the lateral displacement of the
girder at the deck level. Lateral-torsional buckling is also influenced by cross-section

distortion of the girder.

Calculation of the buckling load is therefore a very complex process in which the

use of classical formulas is impossible.

The determination of that buckling load has been studied by numerous authors
that can be divided in two groups. The first group includes those who only consider the
top flange portion of the girder. This consideration leads to the study of a column on
elastic foundation. The second class of authors are those who view the girder as a single

element to which a torsional spring is attached.




None of the above methods are satisfactory in incorporating all the facets of the

problem.

To understand the influence of each part of the bridge on the lateral-torsional
buckling of the main girders, a finite element model of a typical bridge has been created.
Parametric analyses have been performed by varying the properties of the different parts

of the bridge.

Once the role of each part is known, a procedure for the calculation of the
buckling load is proposed. This procedure, based on an energy approach, takes into
account the whole girder as a sum of three parts: the web , the top flange and the bottom
flange. A fourth-degree polynomial function or a lesser degree polynomial function is
used to describe the deformation of the web at the buckling point. This procedure
includes the horizontal diaphragm effect of the deck as well as web distortion. It is

developed for a unisymetrical I-beam under a uniform moment

A method to transform stiffeners into an equivalent web thickness is also

proposed for using the proposed procedure.

Finally, the results obtained with proposed procedure are compared to the results

obtained from finite element computation and from procedures derived by previous

researches.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Classification des types de ponts

Parmi les ponts ferroviaires en acier, on peut distinguer trois grandes familles
selon le principe de conception du pont: les ponts travaillant en compression (les arcs),
les ponts travaillant en traction (les ponts suspendus ou haubanés) et les ponts travaillant
en flexion. Ces derniers sont composés de poutres qui peuvent étre de deux types

différents: des treillis ou des poutres a dme pleine.

Une autre fagon de caractériser les ponts composés de poutres est d’aprés la
position du tablier par rapport aux poutres (figure 1.1). Le tablier est la surface qui sert a
la circulation des trains. Ce tablier peut étre disposé au-dessus des poutres; on parlera
alors de tablier supérieur (en anglais: deck bridge). A linverse, le tablier peut se situer
plus bas que la semelle supérieure des poutres; la circulation des véhicules s’effectuant
entre les poutres qui seront disposées de chaque coté du tablier. Nous parlerons alors de

pont a tablier inférieur (through bridge).
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Figure 1.1 : Types de ponts ferroviaires

Les ponts a tablier inférieur dont les poutres sont a ame pleine sont utilisés pour
des portées de 15 a SO métres. Les dimensions des poutres, plus particuliérement leur
profondeur, sont limitées par les contraintes associées au transport des composantes sur
le chantier. Les poutres sont généralement en portée simple. Une poutre continue

viendra grandement compliquer la mise en place du pont puisque des joints de



construction devront étre effectués durant la mise en place des poutres et qu’on ne pourra
plus poser simplement la poutre sur ses appuis. Le recours a des échafaudages ou autres
ouvrages temporaires sera alors requis, ce qui augmentera considérablement le cout de
I'ouvrage et surtout la durée de sa mise en place. Dans le milieu ferroviaire, la rapidité de
construction est un facteur déterminant, surtout pour le remplacement des structures
existantes. Chaque heure perdue se traduit en des pertes financiéres importantes puisqu’il

n’existe pas de chemins alternatifs ou de voies de contournement.

Un autre avantage des portées simples est qu’elles éliminent les renversements
d’efforts qui posent des problémes de fatigue supplémentaires. Or, la fatigue est souvent
un facteur critique dans le milieu ferroviaire ou les charges sont toujours trés élevées et

tres répétitives.

Pour des portées supérieures a 50 métres, on aura recours a un treillis ou encore a

un nombre plus éleve de piliers intermédiaires.

Mentionnons également qu’un pont ferroviaire a tablier inférieur supportera
généralement une seule voie de circulation. On préférera construire deux ponts céte a
cote plutdt que de réunir les deux voies sur un méme tablier, toujours pour des raisons
économiques reliées a la rapidité de la mise en place. Durant la construction de la

deuxiéme voie, la premiére pourra étre utilisée.

Pour des ponts a tablier inférieur constitués de poutres a dme pleine (en anglais:

through plate girder bridges), les poutres ne sont pas reliées entre elles au niveau des




semelles supérieures. Puisque les véhicules passent entre les poutres, on ne peut
évidemment pas utiliser de contreventements. Il en résulte que les semelles supérieures,
qui sont aussi les semelles comprimées, ne sont pas supportées latéralement. Par contre,
pour un pont en treillis (through truss bridge), la profondeur du treillis est généralement
suffisante pour rattacher ensemble les cordes supérieures des treillis tout en permettant le
passage des véhicules. Les véhicules circuleront alors littéralement « dans » le pont et on
considére que la corde supérieure, qui est la corde comprimée, est supportée latéralement
aux points d’attache du contreventement supérieur. II existe aussi un type de pont a
treillis dont la corde supérieure est libre. Cette configuration, connue sous le terme
« pony truss », est utilisée, entre autres, pour des ouvrages temporaires (les ponts de type
Bailey en sont un bon exemple). Les « pony trusses » furent utilisés de fagon intensive
jusqu’aux années 30 comme ponts routiers. L’augmentation du poids des camions et
Parrivée de nouveaux matériaux tels le béton précontraint et les poutres d’acier laminées
ont depuis rendu plus rare I'utilisation de ce type de pont pour des constructions

nouvelles.

Pour une méme portée, un pont a tablier inférieur sera généralement plus lourd et
donc plus coiiteux qu’un pont a tablier supérieur. Le poids supplémentaire vient
justement de I’absence de supports latéraux qui oblige I’ajout de piéces supplémentaires
et limite la résistance des poutres maitresses. A cela s’ajoute également le codt d’avoir
des entretoises plus longues car les poutres maitresses sont plus espacées latéralement.

L’avantage d’avoir un tablier situé au méme niveau que les poutres réside dans le seul fait




que cela permet un plus grand dégagement vertical sous le pont. En effet, en remontant
les poutres au niveau du tablier plutét qu’en les laissant dessous, on augmente le
dégagement sous |’ouvrage d’une hauteur égale & la profondeur des poutres. On utilisera
ainsi un pont a tablier inférieur lorsqu’on doit franchir un cours d’eau navigable dont les
berges sont peu escarpées ou encore en milieu urbain pour les croisements entre routes et
chemins de fer. Le dégagement ainsi gagné évitera d’avoir a surélever ’ensemble de la
voie ferroviaire. Les économies réalisées sur le coit des remblais compenseront
largement le coit supérieur du pont car les pentes maximales admises dans le domaine
ferroviaire sont trés faibles. Dans le domaine routier, les pentes maximales sont beaucoup
plus grandes et on préférera un pont moins coiteux mais qui obligera les automobiles a

grimper plus haut ou a descendre plus bas.
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Figure 1.2 : Tablier inférieur et tablier supérieur

Dans le cadre de ce mémoire, nous étudierons les problémes spécifiques aux ponts
ferroviaires a tablier inférieur & dme pleine. Plus spécifiquement, nous étudierons les
problémes reliés a la résistance au déversement des poutres quin’ont pas de systeme de

supports latéraux au niveau de la semelle supérieure.



1.2 Nomenclature des principales composantes des ponts a

tablier inférieur 8 ame pleine.

La nomenclature des différentes composantes typiques a un pont a tablier inférieur

a ame pleine est présentee a la figure 1.3
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Figure 1.3 : Nomenclature des composantes d'un pont a tablier inférieur

1.3 Norme applicabie aux ponts ferroviaires

Il n’existe pas de norme canadienne proprement dit qui traite des ponts

ferroviaires. La norme applicable au Canada (CSA, 1978b) est celle de I’American



Railway Engineering Association (AREA) intitulée « Manual for Railway Engineering »
et dont la derniére refonte majeure remonte a 1988. Cet ouvrage est mis a jour
réguliérement, la derniére édition étant parue en 1996. Ce mémoire est toutefois base sur
la version 1988 de la norme (AREA, 1988). Jusqu'en 1977, il existait une version
canadienne de cette norme dénommée CSA-S1 (CSA, 1966) dont la derniére version date
de 1966 et qui était calquée sur celle 'AREA de I'époque. En 1977, I’Association
Canadienne de Normalisation (CSA/ACNOR) décida d’arréter la publication de cette

norme au profit de celle 'AREA (CSA, 1978a).

Le « Manual for Railway Engineering » est divisé en 33 chapitres qui traitent de
tous les sujets rattachés a la construction et a I’entretien des ouvrages reliés aux chemins
de fer, depuis le choix du ballast et les méthodes de conservation du bois jusqu’aux
questions environnementales en passant par le calcul des structures en béton, des rails et

des gares.

Le chapitre 15 porte sur les structures en acier, plus spécifiquement sur les ponts.

Il est divisé en 9 parties dont voici les sujets:

p—

. Calcul des ponts faits d’acier ASTM-A36;

(8]

. Calcul des ponts en aciers a haute resistance;

W

. Procédés de fabrication;
4. Construction et de mise en place,

5. Structures de type particuliéres;




6. Ponts mobiles:
7. Ponts existants;
8. Divers;

9. Commentaires et bibliographie.

Le calcul proprement dit est ainsi décrit dans les parties | et 2. La partie |
comprend toutes les régles de conception. Celles-ci sont basées sur ['utilisation de ['acier
ASTM-A36 (F,=248 MPa . F,=414 MPa) qui est le matériau le plus couramment utilisé.
La partie 2 est un simple ajout a la premiére et traite du calcul des contraintes admissibles
des piéces qui sont fabriquées a partir d'un autre acier que celui qui répond aux critéres

ASTM A3e6.

La partie | est subdivisée en 14 sections:

1. Appel d’offres et plans;

19

Spécifications genérales;

. Charges, forces et contraintes;

(V3]

4. Contraintes admissibles;

5. Détails généraux de conception;
6. Membrures comprimées;

7. Membrures fléchies;

8. Poutres de plancher;

9. Assemblages rivetés et boulonnes;



10.Soudure;

I 1.Contreventement;

|2.Rotules et membrures rotulées:;
13.Appareils d'appuis et joints d’expansion;

14 Membrures critiques pour la fissuration (fatigue).

1.3.1 Charges de calicul

Les charges de calcul sur le pont sont divisées en trois catégories: le poids propre,

la charge vive et les autres charges (principalement les charges latérales).
1.3.1.1 Poids propre

Le poids propre comprend les charges de gravité dues au poids de la structure
elle-méme. La norme de I’AREA donne les valeurs des densité des matériaux qui sont a
utiliser: densité de I'acier (7850 kg/m"), du béton (2400 kg/m*), du ballast (1920 kg/m’),
du bois (960kg/m’), etc. La norme définit également le poids linéaire a considérer pour

les rails, soit 300 kg par metre linéaire.
1.3.1.2 Charge vive

La charge vive est celle que le train (la locomotive et les wagons) applique sur le pont
lors de son passage. Le chargement de type Cooper E80 (figure 1.4) est recommandé.
L’équivalent en systéme métrique (Duffield et al., 1986), le chargement Cooper M356,

est également représenté a la figure 1.4. Toutefois, I'ingénieur ajustera cette charge en
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fonction du trafic réel que le pont est appelé a rencontrer. Dans ce cas. la charge a

considérer aura la méme répartition que la charge Cooper mais ['amplitude des charges

sera majoree (voir annexe A).

|
|
tit
|
1

——————

Figure 1.4 : Chargement Cooper E80 et Cooper M356

Evidemment, le chargement Cooper sera positionné sur le pont de maniére a
produire |'effort maximal. et ce pour chaque composante du pont. De plus, un coefficient
de majoration dynamique des efforts, communément appelé facteur d'impact, sera ajouté
au chargement Cooper. Cet effet correspondra a un pourcentage du chargement Cooper.
Ce pourcentage est déterminé a partir de la portée des poutres (L) et de I'espacement

entre les poutres longitudinales (S) comme suit, pour L et S en métres:



30.48 40 3L

+

(1.1)

L < 24.38 metres :

s 1486
3048 1829
L > 24 .38 metres : +16 + —— (1.2)
y [ -9,14

La majoration dvnamique sera toutefois diminuée si le pont supporte plus de deux

voies ou s'il supporte deux voies et que sa portée dépasse 53 metres (175 pieds).
1.3.1.3 Autres charges

La norme de "AREA définit aussi trois charges laterales et une charge
longitudinale pour le pont. Les trois charges latérales sont : la force centrifuge, la force

due au vent et les efforts occasionnés par le train lui-méme.

La force centrifuge (F..n) est fonction de la vitesse du train (V. en meétres par
seconde) et du rayon de courbure horizontale du pont (R, en metres) et est, comme la
force d’impact, exprimée en pourcentage du chargement Cooper (sans impact), selon la

formule suivante:

., =— 100 (1.3)
R-9.81

Cette charge centrifuge s’applique horizontallement a un point situé a 1.83 metres (6
pieds) au-dessus des rails et mesuré selon une ligne perpendiculaire a une ligne joignant

les rails et équidistante de ceux-ci.
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La force de vent a considérer est de deux types: celle qui s’applique sur un pont
en opération (ou circule un train) et celle qui s'applique sur un pont qui n’est pas en
opération. Cette distinction tient du fait qu'au-dela d’un certain niveau de vent. durant
un ouragan par exemple. les opérations ferroviaires seraient paralysées et qu’un train ne

se risquera pas a traverser un pont.

La force a appliquer sur un pont en opération est une charge lineaire de 4,38 kN
par métre linéaire (300 livres par pied linéaire) par voie, appliquée a une distance de 2.44
métres (8 pieds) au-dessus des rails. Cette charge est celle du vent sur le train. I faut lui
additionner une charge de 1.44 kN/m’ (30 livres par pied carré) qui s'applique sur la
projection verticale du pont, multipliée par un facteur de 1,5 dans le cas d'un pont a
poutres a ame pleine (par opposition a un pont en treillis). Cette charge supplémentaire
correspond au vent agissant directement sur la structure et ne doit pas étre inférieure a

2,92 kN par métre linéaire (200 livres par pied lin€aire).

Pour un pont qui n’est pas en opération, on considérera uniquement la poussée du
vent sur la structure. Dans ce cas, on utilisera les mémes surfaces que précédemment
mais la pression appliquée sera de 2,40 kN/m’ (50 livres au pied carré) plutét que 1,44

kN/m’.

Dans tous les cas, la charge de vent devra étre considérée comme une charge

mobile s’appliquant dans un plan horizontal.
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La charge latérale du troisiéme type est celle causée par le mouvement [atéral du
train sur les rails. 1 s’agit d’une charge ponctuelle mobile qui s’applique a la base du rail

et dont la valeur correspond au quart de la charge de I’essieu le plus charge.

Finalement, la norme de I’AREA définit une charge longitudinale qui est appliquee
a la base du rail et qui est égale a 15% de la charge vive (sans impact). Dans le cas de
rails continus sur toute la longueur du pont, cette charge sera diminuée par un facteur de
L»/370, ou Lp est la longueur du pont en métres. Ce facteur ne pourra pas étre supérieur

a 0,80.

L’édition 1988 de la norme de ’AREA ne comporte aucune disposition relative

aux séeismes.

1.3.2 Résistance

La norme de I’AREA fait appel au calcul aux contraintes admissibles. Les charges
décrites précédemment sont ainsi ajustées en conséquence. La norme définira donc, pour
différents modes de sollicitation de P’acier, des niveaux de contraintes maximaux qui
devront étre respectés lors des calculs. Cette méthode de calcul est, par le fait méme,
basée sur un comportement élastique de l'acier. Les contraintes admissibles sont

principalement basées sur la contrainte de plastification de I’acier utilisé (Fy).
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Les contraintes admissibles qui nous intéressent plus particuliérement sont
récapitulées au tableau 1.1. Les valeurs dans ce tableau ont €té converties au systéeme

international d unités.

Tableau 1.1 : Contraintes admissibles (AREA 1988)

Sollicitation Contrainte admissible
Traction axiale pure 0,55F,
Flexion, traction dans les fibres extrémes 0,55F,
KL, . 282
ro [}), 0,55[“.
Compression axiale | 282 < KL, - 2254 F, Yv‘ KL
KL, 2254 ‘E
R -——-—0’5” E, (1.5)
T (-]
r
Le plus grand de:
Flexion, compression dans les fibres 0.55F, - [[‘ (1.6)
extrémes, poutres soudées ou laminées 86000
"
72090 Cos5k, (1)
L d
A,
Flexion, compression dans les fibres 055F (] )
extrémes, poutres rivetées ou boulonnées 0,55F, - ——={ =i (1.8)
86000 \ r, )
Cisaillement dans I’ame des poutres 0,35F,

F, : limite élastique de I’acier (MPa).
K : coefficient de longueur effective : 7/8 pour les piéces rotulées . 3/4 pour les

autres pieces;



L, : distance entre les appuis latéraux;

r - rayon de giration,

r, - rayon de giration de la semelle comprimee et de la portion de I'dime en
compression, calculée par rapport a I’axe faible de la poutre;

Ar : aire de la plus petite des semelles;

d : profondeur totale de la poutre.

On retrouvera au chapitre suivant la dérivation des eéquations utilisées pour le
calcul des contraintes admissibles en flexion. Mentionnons toutefois que le calcul de la
contrainte admissible est basé sur la plastification de la poutre et aussi sur le déversement
élastique ou inélastique de la poutre. Ce calcul de déversement provient d’un
développement théorique réalisé par Winter et Thiirliman (AREA, 1988). IlIs ont
développé la formule suivante qui donne la contrainte critique de déversement d’une

poutreen I :

..

E : module d’Young,
I, : inertie de la poutre selon I’axe faible (figure 1.5);
I, : inertie de la poutre selon son axe fort (figure 1.5);

J : constante de torsion de St-Venant;
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v : coefficient de Poisson.

Figure 1.5 : Axes de calcul d'inertie

Cette formule est équivalente a celle du moment de déversement d’une poutre
développée par Timoshenko (Timoshenko, 1947) qui est utilisée dans les normes

canadiennes de conception des structures en acier (CSA. 1994).

3 5

M, = {-JEJ},GJ + (—E) ElI EC, (1.10)

On retrouvera le passage d’une équation a {’autre au chapitre suivant.

Le phénomeéne de la fatigue est traité par la méme approche. Une contrainte
maximale admissible est définie pour chaque type de sollicitation en fonction du nombre
de cycles de chargement et de certains détails de construction. La norme spécifie
d’ailleurs deux critéres pour la fatigue selon que la rupture de I'élément étudi€ entraine la

ruine de I’ouvrage ou non (Fracture Critical Members).
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1.3.3 Autres considérations de conception

La norme de I'AREA définit aussi une suite de critéres géometriques et de regles
de pratique pour assurer une conception adéquate de la structure. Ainsi, [’élancement
devra étre inférieur a 100 pour une piéce comprimee, a 200 pour une piéce tendue et a
157 pour une poutre. Dans ce dernier cas, la longueur utilisée sera la distance entre les
appuis latéraux de I'aile en compression et le rayon de giration sera celui de la partie

comprimée de la poutre calculé par rapport a I'axe Y (figure 1.5).

Pour pallier a une perte de I'épaisseur des composantes due a la corrosion,
I’épaisseur minimale d’une piéce sera de 8,5 mm (0,335 pouces). L’épaisseur d’une ame
sera au moins égale a 1/6 de I'épaisseur des semelles et 1/170 de la profondeur de I’dme.
Cette dme devra étre raidie lorsque son épaisseur sera inférieure a [/60 de sa profondeur.

Dans ce cas. les raidisseurs seront disposés de chaque coté de I'ame et espaces de :

< 1830 mm (1.11)

ou S.am est la contrainte admissible de 1’acier en cisaillement (en MPa) et w |"épaisseur de
I’ame (en mm). Les raidisseurs auront un rapport largeur/épaisseur inférieur a 16 et leur
largeur de chaque coté de I'ame sera de 51 mm (2 pouces) plus 1/30 de la profondeur de
la poutre. Un raidisseur simple (un seul c6té de I’ame) pourra étre utilisé s'il possede la

méme inertie calculée par rapport a I’'axe Z.
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La norme traite spécifiquement des ponts a tablier inférieur a ame pleine a ["article

1.11.1 qui ménte d étre cité intégralement:

« The top flanges of through plate girders shall be braced at the panel
points by brackets with web plates. The brackets shall extend to the top
flange of the main girder and be as wide as the clearance will allow. They
shall be attached securely to a stiffener on the girders and to the top flange
of the floorbeam. On solid floor bridges the brackets shall not be more than

12 ft apart. »

Cet article spécifie explicitement que la poutre devra étre rattachée au plancher
par des goussets. Ces goussets seront congus le plus large possible, ce qui revient a dire
que leurs dimensions seront limitées par |'espace qu’il faut réserver pour le passage des
véhicules. Cet espace est décrit dans la norme par un schéma de dégagement (voir
figures 1.6 et 1.7). Cependant, chaque compagnie ferroviaire précisera elle-méme son
schéma de dégagement qui tiendra compte des dimensions réelles de sa flotte. Toujours
d’apres Iarticle 1.11.1, ces goussets seront attachés solidement a un raidisseur de la
poutre d’un coté et a la semelle supérieure d’une entretoise de I'autre. L’espacement

maximal permis entre les goussets est de 3,65 metres (12 pieds).

L’ objectif premier de cet article est d’assurer un support latéral a la semelie
comprimée. Ce support sera fourni par les entretoises via un gousset d’assemblage. Ne
connaissant pas la rigidité minimale pour assurer la pleine efficacité de ce support, on
espérera que cette rigidité minimale sera moindre que la rigidité que I’on peut fournir en

réalité dans le pont.
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D’un point de vue structural, cet article est assez particulier. En effet, on définit la
dimension d’une piéce non pas par les forces qu’elle devra supporter mais bien par un
critére de dégagement géométrique. De méme, la distance prescrite de 3,65 meétres ne
tient nullement compte des dimensions et des sollicitations du pont. Quant a ’assemblage

solide qui doit étre fourni, il n’est nullement quantifié.

. . ‘ Tl N
cerrivaten etk

Position haute du tablier Position basse du tablier

Figure 1.6 : Dimensionnement des goussets d'assemblage
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Schéma ,
de dégagement CL
(AREA 1988) A3 .
3 1
2 !
e ¥ .
! 6pieds 3 pieds
f«p; -——><~pl—>
< :
[V .
2 :
= :
% : :
2 E
< S0% pouces :
i <4——> ) §

Figure 1.7 : Schéma de dégagement

1.4 Normes S6 et S16.1

Les normes CSA-S6 et CSA-S16.1 ne portent pas directement sur les ponts

ferroviaires. Il s’agit en fait des normes canadiennes qui régissent les ponts routiers et les
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constructions en acier. Leur mise a jour et leur vision plus récente des divers problémes,
particuliérement quant a ['utilisation du calcul aux états limites plutdt que celui des

contraintes admissibles. en font toutefois des références incontournables.

La résistance pondérée d'une poutre selon ces normes est obtenue a partir d’une
résistance uitime alors que les charges a considérer sont obtenues des charges
d’utilisation qui sont majorées. La résistance et les sollicitations sont ainsi plus grandes

que celles utilisées pour le calcul aux contraintes admissibles.

La résistance d'une poutre selon les états limites ultimes (M,) est calculée selon
l'une des trois formules suivantes selon que la poutre va déverser avant la plastification ou
non. On utilisera M, lorsque la poutre est de classe I ou 2 (sections compactes) et M,

pour des poutres de classe 3 (sections non-compactes).

. M, =¢M, (1.12)

2. M, =¢M, (1.13)
0,28M,

3.M, = LISEM,|1-———" <4 M, (1.14)

M, : Moment plastique (plastification compléte de la poutre),
M, : Moment plastique (plastification des fibres extrémes de la poutre),
M.. : Moment de déversement élastique;

¢, : coefficient de tenue de P’acier.
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L’équation 1.12 s'applique a une poutre trapue dont le premier mode de rupture
est la plastification. L équation 1.13 s'applique pour une poutre élancée dont le premier
mode de rupture est le déversement élastique. Finalement, une zone de transition est
définie par I'équation 1.14 pour les poutres qui déversent de fagon inélastique. On
considére qu'une poutre déverse élastiquement lorsque M,. < 0,67 M, pour une section
compacte et lorsque M,. < 0,67 M, pour les autres sections. Ce point définit la limite
d’utilisation des équations 1.13 ou 1.14. Notons que la résistance obtenue ne peut

dépasser la resistance en plastification (équation 1.12).

Pour le calcul du moment de déversement élastique de la poutre (M..), les normes
CSA-S6 et CSA-S16.1 proposent I’équation suivante, semblable & I’équation 1.10 et que

nous reverrons en détail au chapitre suivant.

-

T

EI,GJ + (L—J El EC, (1.15)

5

.

M

ue
5

G : module de cisaillement
C. : constante de gauchissement

©; : coefficient de chargement

Dans cette équation, le coefficient w;, appelé coefficient de chargement, sert a
tenir compte du diagramme du moment fléchissant qui est appliqué a la poutre. Pour un
moment constant, o, vaut 1 et I’équation 1.15 correspond a I'équation 1.10. Ce

coefficient peut prendre une valeur inférieure a I'unité lorsque la charge est appliquée sur
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[’aile supérieure alors qu’il est supérieur a 1.0 lorsque le diagramme des moments n’est

pas constant.

Pour des sections dont I’dme ne rencontre pas les exigences de classe 3 ( poutres
elancées avec ames de classe 4), le moment résistant (M,) sera réduit (M,') pour tenir
compte du voilement horizontal de I'ame di aux contraintes normales de compression

produites par la flexion. Pour une poutre doublement symétrique, on a:

(1.16)

1900 )
wo M, ¢S)J

M =M,|10-0005"2

e

A [h 1900

A, : aire de I'ame;

A : aire de la semelle comprimee;
h : profondeur de I’ame;

w : épaisseur de I'ame;

M:s . charge pondérée appliquée;

S« : module de section de la poutre selon I’axe fort.

1.5 Problématique

Dans les deux normes décrites précédemment, on tient compte de la possibilité du

déversement des poutres. Pour ce faire, toutes deux sont fondées sur un développement
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théorique qui a comme hypothése de base que la poutre va déverser entre des retenues
latérales fixes. En aucun cas, la rigidité des retenues latérales n’entre en jeu. Cette
hypothése peut étre correcte dans le cas d’'une poutre supportée latéralement par des
contreventements qui retiennent directement son aile supérieure. Dans ce cas, les
contreventements ont généralement deux roles a assumer: assurer la stabilité des poutres
et résister aux charges latérales. Or, pour ce type de contreventement, le
dimensionnement des contreventements pour les charges latérales est beaucoup plus

exigeant que le dimensionnement pour assurer la stabilité de I’ouvrage.

Ceci n’est cependant pas acceptable dans le cas d’un pont a tablier inférieur a ame
pleine ou la rigidité nécessaire est beaucoup plus élevée. Pour ce type de pont, une
approche différente se doit d’étre utilisée pour tenir compte de la rigidité des retenues. 11
importe de déterminer quelle sera la rigidité suffisante pour considérer les appuis latéraux
comme fixes ou alors d’incorporer cette rigidité dans les calculs de la résistance de la

poutre au déversement.

Deux modéles sont proposés dans la littérature pour calculer la résistance au
déversement d’une poutre avec des appuis latéraux non rigides. Le premier ne considére
que la semelle en compression de la poutre. Celle-ci est alors vue comme un poteau
supporté latéralement par des ressorts qui représentent la rigidité des supports latéraux
(figure 1.8a). Le deuxiéme modéle traite la poutre au complet mais remplace les retenues

offertes par les entretoises et les goussets par des ressorts torsionnels (figure 1.8b).
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Différents auteurs ont utilisé ces deux modéles pour développer des €quations de calcul

de la résistance. Ces développements seront revus au chapitre 2.

P
I~
Aile N Poutre‘—‘/ Ressort
supérieure \ 4 torsionnel
Aﬁ\— Ressorts
N | translationnels
fM
p
a) modele du poteau sur appuis b) modéle de la poutre avec ressorts
¢lastiques torsionnels

Figure 1.8 : Modéles d’une poutre avec appuis latéraux élastiques

1.6 Objectifs

L’objectif de cette recherche est d’établir une méthode pratique permettant
d’évaluer correctement le moment produisant le déversement élastique d’une poutre (M)
dont les retenues latérales sont celles que I’on retrouve sur un pont a tablier inférieur a
ame pleine. Cette méthode se devra d’inclure tous les mécanismes pouvant influencer la
résistance au déversement d’une poutre. Elle devra aussi pouvoir étre utilisée aisément

pour la conception et |’évaluation des ponts.
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Une fois e moment M., connu, le concepteur pourra, a I'aide de courbes de
calculs, compléter la conception des poutres maitresses (voir figure 1.9). Ces courbes de
calcul, basées sur des résultats expérimentaux, permettent d’inclure les phénomenes de
plastification dans la conception de la poutre. Elles incluent donc egalement les
contraintes résiduelles et les défauts de rectitude des piéces. Les équations 1.12, 1.13,

1.14 et celles du tableau 1.1 sont des bons exemples de ces courbes de calcul.

Figure 1.9 : Utilisation des courbes de calcul

Le calcul du moment de déversement é€lastique est, a toutes fins pratiques, un
artifice mathématique puisque le mode de rupture de la poutre ne sera pas le déversement
mais plutdt la plastification ou encore une combinaison des deux. Toutefois, I'utilisation
de la valeur de M, lorsque comparée au moment de plastification de la poutre, permet de
prédire lequel des modes de rupture prédomine et ainsi d’évaluer la résistance associée a

ce mode de rupture.



1.7 Portée du travail

)

Les étapes suivantes sont accomplies pour réaliser cet objectif.

. Dans un premier temps, nous revoyons le phénomene du déversement des poutres et

les méthodes classiques d’analyse de ce phénomeéne (chapitre 2).

Nous identifions et décrivons le role de chacune des composantes d’un pont a tablier
inférieur a ame pleine dans le phénoméne du déversement (chapitre 3).

Un modéle d’éléments finis est développé pour un pont type. Ce modéle est validé

pour des cas simples a {’aide de résultats connus et généralement acceptes (chapitre 4).

. A l'aide de ce modéle, nous effectuons une étude paramétrique qui permet de mieux

comprendre et de quantifier les effets des différentes composantes du pont (chapitre
5).

Une méthode d’analyse est alors proposée qui vient englober les résultats obtenus de
I’étude paramétrique et les résultats des analyses classiques (chapitres 6 et 7).
Finalement, cette méthode est validée sur différents ponts et par différents outils

analytiques et numénques (chapitre 7).
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CHAPITRE 2

ANALYSE CLASSIQUE DU DEVERSEMENT

2.1 Approche usuelie

Le phénoméne du déversement d’une poutre est maintenant bien connu. [l fut
abordé pour la premiére fois en 1899 par Prandtl et par Mitchell (Bleich, 1952). Ceux-ci
arrivérent, chacun de leur coté, a une équation différentielle du deuxiéme ordre aux
coefficients variables pour décrire le phénomeéne. Le plus grand développement fut
toutefois accompli par Timoshenko en 1913 (Timoshenko, 1913) lorsqu’il parvint a
résoudre cette équation. Les travaux de Timoshenko demeurent, depuis, la référence en
matiére de déversement des poutres et les résultats qu’il présente ont été maintes fois

repris par différents auteurs sous des formes variees.

Une des approches utilisées est la suivante (Timoshenko, 1947). Elle consiste a
faire I’équilibre des forces d’une poutre soumise a un moment uniforme selon son axe fort

(M) lorsque cette poutre est en position déformée de déversement.
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Y —_—

ﬁ <« Note: aucunc distorsion
de la section permisc
Figure 2.1 : Déversement d'une poutre (analyse classique)

Le déplacement latéral de la poutre et sa rotation vont induire, & partir du moment

appliqué (M=M,), un moment selon I’axe faible (M,) et un moment de torsion (M,).

M, = MB 2.1)
M, =M (2.2)
cC

A T’équilibre, ces moments sont équilibrés par la résistance interne de la poutre.

Pour la flexion selon I’axe faible, cela donne:

cu 2.3)

M, =-El
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Pour la résistance a la torsion, celle-ci sera composée de deux parties: la
résistance due a la torsion pure (ou torsion de St-Venant) (M.,) et la résistance due au

gauchissement (M,,).

M.=M_+M,
- at (2.4)
—s L e, L
(24 cC

Le systeme d’équations différentielles obtenu est donc:

En
Ll —+MpB=0 25
P (4] (2.5)
b, S8 Gy P (2.6)
&’ P54 e

En dérivant 'équation 2.6 et en y substituant |'équation 2.5, on obtient |’ équation

suivante:

FB . ER M
S -
& - Kl

EC B=0 (2.7)

C’est cette équation qui définit le déversement.

La solution de I’équation 2.7 dépend, comme toute €quation différentielle, des
conditions frontiéres du probléme spécifique étudié. Le cas le plus généralement utilisé
est également le plus critique. I s’agit du cas ou « et f sont nuls aux supports latéraux.

Vis-a-vis de ces supports, on suppose que le gauchissement est libre de se produire mais
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que le déplacement latéral et horizontal est bloqué. Ces conditions se traduisent par les

€quations suivantes:

u(Q)y=u(L )=0
BO)=p(L.)=0
W' Q)y=u'"(L,)=0
g'0)=4"(L)=0

(2.8)

De ces hypothéses et conditions frontiéres, nous pouvons resoudre |’equation

différentielle pour obtenir I’équation suivante, bien connue:

\ 2
M, = Li EI GJ + ([l El EC,

2.1.1 Hypotheéses de base

(2.9)

Deux hypothéses sont sous-jacentes a la dérivation de I’équation 2.7. Ces

hypotheses ne sont généralement pas mentionnées car elles sont généralement satisfaites

pour les poutres usueiles.

2.1.1.1 Distorsion de la section

La premiére de ces hypothéses est que la section de la poutre ne se déforme pas

dans son plan. L’ame reste droite de méme que les semelles. Lors du déversement, la

poutre tourne autour de son centre de cisaillement mais elle ne se déforme pas (voir

figure 2.1).
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Cette hypothese est généralement valable pour les poutres longues. Dans le cas
de poutres courtes, il peut y avoir distorsion de la section lors du déversement et le

moment critique obtenu de I’équation 2.7 est alors surestimé.

2.1.1.2 Appuis latéraux

Une autre hypothése sous-jacente a la théorie est que les appuis sont fixes. Les
conditions frontiéres utilisées supposent un déplacement latéral et une rotation de la

poutre nuls aux deux extrémités. La rigidité des appuis n’entre pas en ligne de compte.

2.1.2 Autres conditions frontiéres et chargements

L’équation 2.7 peut éire résolue pour d’autres cas de conditions frontiéres. Les
résultats alors obtenus sont toutefois plus complexes et plus difficiles a utiliser. Une des
fagons d’exprimer ces résultats est d’utiliser des coefficients de longueur effective pour la

flexion latérale (K,) et pour le gauchissement (K;) que I’on inclut dans I’ équation 2.9:

-

ad ) EI EC, (2.10)

M, = EI‘,GJ+( ul
‘T KL\ K.L

»ys Fad]

Pour des conditions d’encastrement aux deux extrémités (8<6’<0), les valeurs de
K, et de K, sont de 0,5 (Picard et Beaulieu, 1991). D’autres valeurs pour différents cas

de retenue aux extrémités se retrouvent dans I’ouvrage de Chen et Lui (1987).
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Une autre fagon d’inclure les cas de retenues et de chargement différents est de
multiplier le moment de déversement fondamental (équation 2.9) par un coefficient qui
tient compte de ces deux aspects. Un tel coefficient a été développé pour une poutre
simplement appuyée ou encastrée a ses deux extrémités et soumise a une charge
constante ou a une charge ponctuelle 8 mi-portée (Nethercot, 1983). L’auteur y a

également inclus I'influence de la position de la charge par rapport au centre de torsion.

Le diagramme de moment auquel la poutre est soumise vient donc modifier le
comportement de cette derniére. La méthode de Nethercot résout certains cas de
chargements. L’approche préconisée par la norme CSA-S16.1 est d’appliquer un
coefficient ®; au moment obtenu de I’équation 2.9. Ce coefficient est obtenu d’analyses
numeériques car une solution analytique n’est généralement pas disponible. On pourra se
référer a 'ouvrage de Picard et Beaulieu (1991) pour I'établissement des différentes
valeurs de ©,. Précisons toutefois que la norme S16.1 prescrit 'utilisation d’une valeur
de @2=1 dés que le moment fléchissant maximal est plus grand que le moment fléchissant

aux supports latéraux.
2.1.3 Formulation de Winter et Thirliman

L’équation 1.9 de Winter et Thirliman (AREA, 1988) est dérivée de I’équation de

Timoshenko. De I'équation 2.9, on peut obtenir:



E =*El EJ ='El EC,
>M, = : : (2.11)

h + 3
2(1+v) 2L (1+v) L

M d 2
ue 2 d
= =M /

fa I wyal,

T ElJdT  nElC.d°
= h - - + ; -
8L II(1+v) 4L’

Erid* 1.JL° !1.C,
= ~ '-v b + .'\ -~
4L \2x2°d*I}(1+v) [ld°

) \/L(f,”v;)z ]:L(nfiyf (&) *(4[1](;€H

Or, en negligeant [’épaisseur des de sorte que (d-t)=d,

) (2.12)

— =~ 1 (2.13)

et donc, en intervertissant les deux termes de I’addition, on obtient:

B 2 )

- 2 2 2 /i 2
fo=d £ ([’) o £ ( Ay j(L) (2.14)
2/ 2(1+ )] \md

Z(Lf‘d)-
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ce qui correspond a I’équation 1.9, équation qui sert de base au calcul du déversement

dans le calcul des contraintes admissibles de la norme de ’AREA.
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2.1.3.1 Formulation de ’AREA

L’équation de Winter et Thirliman (équation 2.14) peut étre vue sous la forme

suivante:

S =405 +o, (2.15)

ou o, est la contrainte résultant de la torsion pure et o, est la contrainte résultant du
gauchissement. La contrainte f., sera nécessairement plus grande que oy et plus grande
que o.. Le calcul sera du coté sécuritaire si on choisit la contrainte maximale admissible
non pas en fonction de I'addition des deux contraintes mais bien en fonction de la plus
grande des deux. Ainsi, on s’assurera que si, sous certaines conditions particulieres, on
ne pouvait mobiliser la pleine rigidité en torsion due a la torsion pure ou la pleine rigidité
en torsion due au gauchissement, la contrainte maximale admissible serait tout de méme

correcte.

Ainsi, si on néglige Gy, :

2 J 4 2 _3

f.=o,= Ex ( YJ= Ex i ’] (2.16)
Z(L: ). 21-" -

d

de plus, si on assume que r~0,4d pour une poutre en I (AREA, 1988), ce qui correspond

a la situation ou environ la moitié de I’acier se retrouve au niveau de I’ame, on a:
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-2 g2 r- -z
_EmdT L f‘” — (2.17)
2L 204d) 064 I+ |

RN

3

fa =0

Avec un module d Young de 200000 MPa . la contrainte critique devient (en

MPa) :
_ 3.08 « 10¢

(0]

Comme pour la plastification, la norme utilise alors un facteur de securite de 0.55

S (2.18)

sur la contrainte pour obtenir la contrainte maximale admissible. Cela nous donne:

_L70+10°

O im
LY
(")

(2.19)

qui est la contrainte admissible maximale pour un matériau parfaitement élastique.

Pour tenir compte du phénoméne de plastification, la norme de I’AREA utilise une

courbe parabolique de la forme :

F=A- B(I/) - (2.20)

qui passe par la contrainte maximale admissible de plastification (0,55 F,) pour un

élancement (LJr,) nul et qui est tangente a la contrainte trouvée pour un matériau
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élastique pour un élancement de 157 (figure 2.2). Cet elancement est |'élancement
maximal permis par la norme pour la partie en compression d'une piéce fléchie. La
contrainte maximale admissible élastique n’est donc pas utilisée. L équation prescrite est
ainsi:

055F, (1

o, =055F - S (2.21
wdm ¥ 85700 Lr‘, ) )

équation 2.19

équation 2.21

157 ’KL .

r

Figure 2.2 : Courbe de calcul selon I’équation 2.20

St, par contre, on néglige G,

/ Ex 2 (I"\ (2.22)
=0 = = . _— A
i 7(1‘5 ) 201+ v)/; m’)
“\ d
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En négligeant la contribution de I’éme a la rigidité de la poutre, on obtient les

caractéristiques géomeétriques suivantes:

J =£bx3
3
3 3
=22 1
g 12 6 (2.23)
_ d 2 bid
I, = 2bt(/2) ==
A, =bt

En posant les mémes propriétés de I’acier (E=200000 MPa, v=0,3) , on obtient:

130000
Jo=Td

5

A,

(2.24)

On incorpore le facteur de sécurité sur la contrainte de 0,55, ce qui nous donne:

72000
O pin = T d (2.25)

5

4,

La norme ne spécifie pas pour ce cas, de courbe de transition élasto-plastique. La
valeur de la contrainte admissible est simplement limitée par la contrainte de plastification

qui est de 0,55 F,.

La contrainte maximale admissible (en MPa) sera donc la plus grande des valeurs

obtenues des équations 2.21 et 2.25 sans excéder 0,55F, .
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Notons au passage que, pour des poutres assemblées par rivets plutdt que par
soudures, on ne pourra pas utiliser la deuxieme équation. En effet. des tests ont
démontré que le glissement des rivets vient modifier considérablement la résistance due a
la torsion pure (AREA. 1988). La norme préfére, dans ce cas, se fier uniquement a la

résistance causee par le gauchissement.
2.1.4 Formulation dans la norme S16.1

Les normes S6 et S16.1 utilisent un calcul direct du moment de déversement
élastique M,,. Ce moment sert ensuite a se positionner le long d’une courbe de calcul qui,
elle, tient compte de la plastification. Ces deux normes utilisent I'équation de Timoshenko

en y ajoutant un terme ©; tel que présenté a la section 2.1.2.

~

M, = %\/ El,GJ J{Li) EI EC, (2.26)

s

2.2 Modeéle du poteau sur supports élastiques

Outre I'analyse classique du déversement que nous venons de voir, un modéle de
poteau sur appuis élastiques est proposé par plusieurs auteurs (Bleich, 1952; Hope et
Lee, 1964). La plupart de ces modéles ont toutefois été congus pour résoudre le

probléme des ponts a tablier inférieur en treillis (pony truss). Ce type de pont, moins
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courant de nos jours, a ainsi servi de prototype pour le développement de théories et de

procédures qui n’ont été étendues que plus tard aux poutres a ame pleine.

Pour les treillis, ce modéle est tout naturel puisque la corde supéneure du treillis
est bel et bien un poteau-poutre. Ce poteau-poutre est supporté latéralement par les
membrures verticales et diagonales du treillis qui sont elles-mémes rattachées au
diaphragme que forme le tablier. L’ensemble se comporte latéralement comme un cadre

dont la rigidité latérale assure la stabilité de la corde supéneure.

Le comportement du poteau-poutre se situe entre deux extrémes. Si les appuis
élastiques sont trés rigides, le poteau-poutre va flamber entre ces appuis (figure 2.3a). La
longueur de flambement sera la distance entre les appuis latéraux. Si, par contre, les
appuis sont trés flexibles, le flambement se fera sur toute la longueur de la poutre (figure
2.3b) selon une demi-longueur d’onde de forme sinusoidale (en supposant que les
extrémités du poteau ne sont pas libres de se déplacer). Entre ces deux extrémes, le
poteau flambera selon un nombre de demi-longueur d’onde supérieur & ’unité mais
inférieur aux nombres d’espace entre les appuis toujours en supposant des extrémités

fixes (figure 2.3c).

Johnston (1976) affirme que ce modéle, développé pour la corde supérieure d’un
treillis, est applicable a une poutre & ime pleine. Il recommande alors d’inclure dans le
poteau-poutre que forme la semelle supérieure le tiers de la zone comprimée de I'dme de

la poutre.




b)

Figure 2.3 : Flambement d'un poteau sur supports élastiques

En fonction des hypothéses simplificatrices posees, ce probléme peut étre résolu
par des solutions plus ou moins complexes. On peut séparer ces solutions en deux
groupes. Dans le premier groupe, nous retrouverons des solutions qui sont directement
applicables par I'ingénieur dans le cadre de la conception ou de I'évaluation d’une
structure. Dans le deuxiéme groupe, on peut regrouper plusieurs solutions dont

I"application a des cas reéels est trés difficile. Dans ces méthodes, il faudra soit établir un
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systéme d'équations a résoudre par la suite, soit utiliser une méthode de relachement qui

approchera, d’une itération a ’autre, la charge critique recherchée.

Nous ne nous attarderons pas sur le deuxiéme groupe. En effet, avec la
disponibilité des outils informatiques actuels. ces méthodes n’ont plus leurs raisons d’étre.
Quitte a utiliser un ordinateur, I'ingénieur prendra plutot une méthode générale qui lui
permettra de résoudre une multitude de problémes (i.e. les éléments finis). Cette fagon de
faire évitera, en utilisant un méme logiciel, d’avoir a reprogrammer a chaque fois une
méthode spécifique qui comporte, de plus, un certain nombre d’hypothéses
simplificatrices. Les temps de calcul étant a toutes fins pratiques minimes, la méthode la
plus générale sera donc utilisée méme si elle est la plus lourde au niveau du nombre de

calculs.

Nous nous contenterons donc de revoir les méthodes qui sont directement
utilisables par !'ingénieur. On pourra retrouver un recueil plus exhaustif des méthodes

établies dans I’ouvrage de Hope et Lee (1964).
2.2.1 Approche de Engesser

Le premier a traiter le probléme fut Engesser en 1884 (Bleich, 1952). L’équation
qu'il développa donne la rigidité requise des ressorts afin que le poteau atteigne une

certaine charge critique de compression. Les hypothéses qu’il posa sont les suivantes:

1. Le poteau est de section constante.




2. Le poteau est soumis a une charge de compression uniforme.

3. A ses extrémités, le poteau est rotulé et est retenu par des supports fixes.

4. Les supports intermédiaires sont des ressorts de rigidité constante et sont
également espaces.

S. Les supports élastiques sont suffisamment nombreux pour étre remplaces

par une fondation élastique.

Avec ces hypothéses, Engesser supposa une déformée de la forme d’un sinus et

arriva a I’ équation suivante:

p - TEL,

+— (2.27)
v 7L,

P : charge de flambement;

E: : module tangent du maténau;
[ : inertie du poteau,

C : ngidité des ressorts;

L, : distance entre les ressorts;

v : demi-longueur d’onde du mode de flambement.

La charge de flambement est ainsi fonction du mode de flambement. Lorsque v
augmente, la premiére partie de I’équation 2.27 diminue alors que la deuxiéme partie
augmente. La charge critique sera minimale pour ¢P/6v=0, ce qui nous permet de trouver

le mode de flambement:
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2r°E, 1 2Cv
L+

o x I

T

—_—

2.28)

P e —

v
\/E, IL,

v =3 T
(

En introduisant la valeur de v dans I'équation 2.27, on peut alors trouver la
relation entre la ngidité requise des ressorts et la charge que supporte le poteau. La

rigidité requise des ressorts sera notée Cq. Pour une charge donnée P, elle sera:

C. o=—= (2.29)

Pour éviter d’avoir recours au module tangent dans |'évaluation de la résistance

réelle du poteau, on peut utiliser les courbes de résistance avec le cheminement suivant:

“E P (KL )
P_., = f_ﬂi = F ] = _"’(__‘)_ (2.30)
(Kl‘t)- "

On substitue alors E; I dans I’équation 2.29 et en utilisant P au lieu de P, on

obtient:

C = (2.31)

La procédure a suivre est alors la suivante: tout d’abord calculer la contrainte
agissant dans le poteau 6=P/A que I’on multiplie par le facteur de sécurité pour obtenir la

contrainte ultime o,. De cette contrainte ultime, on trouvera, sur la courbe de résistance
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appropriée, 1’élancement KL/t correspondant (figure 2.4), duquel on déduira la valeur de

K, & partir des dimensions et ainsi du rayon de giration (r) du poteau.

- A

Figure 2.4 : Utilisation des courbes de calcul

Cette solution a été vérifiée expérimentalement par Engesser pour un poteau de
section rectangulaire supporté €élastiquement. Les résultats furent concordants pour une
demi-longueur d’onde (v) supérieure a 1,8L,, ce qui correspond a une valeur de K de 1,3.
Pour des valeurs inférieures a ces limites, [’hypothése de la fondation continue n’est plus

valide. Cette limitation a la méthode sera discutée plus en détails a la sous-section 2.2.4.

2.2.2 Approche de Timoshenko (fondation élastique)

En utilisant une approche énergétique, Timoshenko (1947) résolut le probléeme

d’Engesser du poteau sur fondation élastique & extrémités fixes. En supposant le mode
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de flambement comme étant une sommation de fonction sinusoidales, il arriva a

I’équation suivante:

EL( . 'L’
p =Tk (m~+—£L} (2.32)

Lt : longueur totale du poteau.
C’ : module de fondation =C/L,. (L,=distance entre les ressorts)

m : nombre de demi-longueurs d’onde au flambement.
La charge critique de flambement correspond a la valeur de m qui minimise P..
On peut évaluer le nombre de demi-longueurs d’ondes (m) par I’équation suivante:

cL,’

=m’ 1)° 2.33
ey m-(m+1) (2.33)

Timoshenko prévient le lecteur que cette équation n’est pas valide pour une demi-

longueur d’onde plus courte que trois segments (voir sous-section 2.2.4).

Une autre fagon d’exprimer la charge critique est d’utiliser une expression de la

forme de I’équation d’Euler.

nE, [
P =— (2.34)
(%.L)

ou K| est un coefficient de longueur de flambement appliqué a Ly
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Timoshenko présente alors un tableau donnant K, en fonction de D=C "Lt*/16Ed.

Tableau 2.1 : Facteur K; en fonction de D

D 0 1 3 5 10 15§20 ] 30 | 40 0 | 75 | 100
Ky 1 {0927]0819]0741]0615] 0,537} 0483 | 0437 | 0421 | 0,406 0376 0351
D | 200 300 | 500 [ 700 | 1000 { 1500 | 2000 | 3000 | 4000 { 5000 | 8000 | 10000

K; 10286) 0263 [ 0235[0214{0,195{ 0,179 0,165 0,149| 0,140 0,132{ 0,132} 0,110

L’approche de Timoshenko donne des résultats similaires a celle d’Engesser. La
figure 2.5 nous montre la relation entre D, qui représente la rigidité fournie par les
ressorts, et le coefficient de longueur effective K,. Le coefficient K, est tiré du tableau
2.1. Pour I’équation de Bleich, le coefficient K, (qui ne correspond pas a K) est trouvé

de la fagon suivante, a partir de |’équation 2.29:

4E, I
P=— <. JAEIC

‘EJl [AEIC'L® n’E[l |64
=“LT; { e ="LT; 1/?—0 (2.35)
Tt [4
. -1

_mEJ _(ﬁ )
—K,ZLT: :>K1 - 1:4
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09 | |
08 ' Timoshenko
0.7
06 | — Engesser

T 05
04 -
03 -
02 -
01 -

0] 1000 2000 3000 4000 5000

Figure 2.5 : Comparaison des résultats de Timoshenko et Engesser

On peut voir que les deux méthodes donnent des résultats a toutes fins pratiques
identiques puisqu’on ne peut méme pas distinguer les deux courbes. L’erreur maximale
entre les deux équations est de 8% et est probablement due aux arrondis in€vitables

rencontrés dans toute information présentée sous forme de tableaux.

2.2.3 Approche de Bleich (extrémités fixes)

En 1919, Bleich résolut le méme probléme qu’Engesser avec les mémes
hypothéses (Bleich, 1952). I ne considéra toutefois pas les ressorts comme une
fondation continue. Il subdivisa le poteau en segments compris entre les ressorts et posa

I’équation dite des trois moments a chaque support. Il en résulta un systéme forme de
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deux équations de différences finies du deuxiéme ordre. Ce systéme peut étre résolu

comme un systéeme d’équations différentielles pour obtenir la relation suivante:

. (2&\“[1_(:05(”'”?1)]—[)
= i

| - m=123.....n—1
\ L, ) - — 7 (2.36)

:cos(”’”")

(

-_ ¢ (2.37)
@-sing
p - A1-cosd) (2.38)
@-sing
P /4
=L |— == (2.39
=L El K )

n : nombre de segments.

On choisira la valeur de m qui maximise la rigidité requise C. En posant

¢C/¢ém=0, on peut alors obtenir la relation:

1-cos(ﬂ) =b[ltJl—l| (2.40)
n a)

La procédure a suivre recommandée par Bleich pour trouver la valeur de m

adéquate est alors:
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I. Avec |’équation 2.40, évaluer les deux valeurs de (1-cos mn/n).

19

. Choisir les deux entiers m qui donneront les valeurs (1-cos mn/n) les plus

proches.

(V¥

. A partir de ces entiers, calculer C. La valeur la plus grande sera la valeur

de la rigidité requise (C,).

Le graphique suivant donne la valeur de CL/2P en fonction de n/¢=K pour

différents nombres de segments.

2
1.8
16  —n=2
1,4 ~-n=4
q 12 ~-n=6
A 1 — n=infini
© o8
06 ¢
04 1
0,2
0 b - - +
1 1,2 1,4 16 1,8 2 22 24
K

Figure 2.6 : Variation de CL./2P en fonction de K pour différentes valeurs de n
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On peut y voir que pour un nombre de segments eleve, il est plus simple et assez
exact de prendre la valeur conservatrice n=x. La valeur de (1-cos mn/n) pouvant alors
étre n’importe quel chiffre compris entre 0 et 2, il n’est plus nécessaire de trouver I’entier
le plus prés pour la méthode proposée. Bleich propose d'utiliser cette approximation
lorsque le nombre de segments est supérieur a 6, I’erreur alors engendrée €tant de moins

de 1%.

La valeur de C requise pour n=x peut alors €étre €crite sous la forme:

¢ _2P #(1 - cosg)
"L (\/8+,/sin¢)

=l o (2.41)

‘5

2P
L

S

Bleich propose alors un tableau qui donne la valeur de @ en fonction du

parametre 1/K = ¢/x.

Tableau 2.2 : Valeurs de @ en fonction de 1/K

e | E—

1/K o 1/K o 1/K o 1/K P
0,30 0,111 0,50 0,309 0,70 0,614 0,90 1,102
0,32 0,126 0,52 0,335 0,72 0,652 0,91 1,138
0,34 0,142 0,54 0,361 0,74 0,692 0,92 1,177
0,36 0,160 0,56 0,388 0,76 0,734 0,93 1,219
0,38 0,179 0,58 0,417 0,78 0,777 0,94 1,264

0,40 0,198 0,60 0,447 0,80 0,822 0,95 1.316
0,42 0,218 0,62 0,478 0,82 0,870 0,96 1,375
0,44 0,239 0,64 0,510 0,84 0,921 0,97 1,444

l 0,48 0,285 0,68 0,578 0,88 1,036 0,99 1,652

0,46 0,261 0,66 0,544 0,86 0,976 0,98 1,530

1,00 2,000
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2.2.4 Comparaison des méthodes avec extrémités fixes

La figure 2.7 compare les équations de Engesser, Timoshenko et Bleich pour un
poteau dont les extrémités sont fixes. Les résultats expénmentaux dus a Engesser
(Bleich, 1952) y sont également reproduits pour des valeurs de K inférieures a 1,3. Nous
avons mentionné précédemment que I’équation d’Engesser représentait bien les résultats

expérimentaux pour des valeurs de K supérieures a 1,3.

—o— Engesser

— Bleich (n infini)

—— Timoshenko (n=10)

#® Résultats expérimentaux

CLs/2P
|

Figure 2.7 : Comparaison des méthodes de Engesser, Bleich et Timoshenko pour un

poteau a extrémités fixes

Comme précédemment, [’équation de Timoshenko et celle d’Engesser

. correspondent trés bien. Ces deux approches donnent par contre une réponse non-
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sécuritaire par rapport a I'approche de Bleich. De plus, les résultats expérimentaux
obtenus d’Engesser, qui imposérent une limite d’applicabilité a son équation de K>1.,3,

s’ajustent parfaitement aux résultats de Bleich.

Les équations de Timoshenko et d’Engesser donnent par ailleurs des valeurs de
CLJ/2P inférieures aux résultats expérimentaux et donc non-sécuritaires. L’erreur
engendrée diminue avec "augmentation de la longueur effective. Plus les supports seront
rigides, plus grande sera l'erreur. L'utilisation des équations de Timoshenko et
d’Engesser est correcte pour de faibles rigidités des ressorts (ClL/2P < 0,6), ce qui
correspond a de grandes longueurs effectives (K>1,3). Pour un poteau mieux retenu, i

faut prendre I’équation de Bleich.
2.2.5 Approche de Timoshenko (charge parabolique)

En utilisant le modéle de la fondation élastique pour un poteau d’inertie constante
a extrémités fixes, Timoshenko raffina ses résultats en utilisant une charge de
compression de forme parabolique. Cette charge correspond a celle produite dans la

corde supérieure d’un treillis pour un chargement uniforme sur celui-ci.

Par I’approche énergétique, il arriva au résultat suivant:

()‘:r =(1)r:rLTj - z."E‘r[ (2‘42)
< 4 ) KL,

Q. = charge critique constante;




55

K. = coefficient de longueur de flambement, appliqué a Lt;
La valeur de K est alors obtenue du tableau suivant en fonction de D=C "LY16E,I:

Tableaun 2.3 : Valeurs de K; en fonction de D

0 5 10 15 | 28] 565 | 100 | 1628 ] 200 | 300 | 500

1000

0,524 ] 0443 | 039 | 0363 | 0324 | 0290 | 0259 | 0,246 | 0,225 | 0204

'All=!
[=}
2

0,174

On peut comparer graphiquement la valeur de K, (charge parabolique) a celle de

K. (charge constante).

09 -
08 -
0.7 -

06 - ‘
05 -
04 -
03 -
02 -~
01 -

Figure 2.8 : Chargement parabolique et chargement continu par Timoshenko

La charge de flambement sera toujours plus faible pour une charge constante que
pour une charge parabolique (une différence maximale de I'ordre de 40%). La différence

entre les deux types de chargement s’atténuera toutefois avec 'augmentation de la
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rigidité des supports. En effet, plus les supports seront rigides. plus la longueur effective
du poteau diminuera. Or, la variation de la charge sera plus faible pour une courte
longueur effective que pour une longueur effective plus grande. Ainsi, pour des supports
treés rigides, le poteau se comportera comme une suite de poteaux indépendants soumis
chacun a une charge uniforme et le segment central sera soumis a la charge maximale. La
charge critique étant la charge qui fera flamber le segment le plus sollicité, la vanation du

chargement perd donc son influence.

2.2.6 Approche de Schweda

En 1928, Schweda aborda le probléme pour éliminer I’hypothése des supports
d’extrémité rigides (Bleich, 1952). I utilisa comme modéle un poteau rotulé a ses
extrémités et prolongé, a chaque extrémité, par un segment de longueur d, [ui-méme
simplement appuyé a son extrémité éloignée. Le poteau est retenu par des ressorts
intermédiaires de rigidité C et les rotules sont retenues par des ressorts de rigidité C.

(figure 2.9).
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« B : .
¢——d——b 4—d-—b
PISIIIIE ST
Ce C C C C C C Ce

Figure 2.9 : Modéle de Schweda

La partie centrale est soumise a une charge P et les segments ajoutés a une charge
Py Comme les supports d’extrémité ne sont pas rigides, la rigidité des supports
intermédiaires devra étre augmentée pour que le poteau puisse résister a la méme charge
que celle obtenue en considérant les extrémités fixes. Pour ce faire, la rigidité des
supports intermédiaires sera majorée par un coefficient ¢ qui vient muitiplier la ngidité

requise pour un modele a extrémités fixes (Co).
C:C-(‘n (243)

En utilisant cette valeur cC, pour les supports intermédiaires, Schweda exprima la

rigidite requise pour les ressorts d’extrémité (C.).

C = % +¥C, (2.44)

4
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@ 4K* 1 m{sinh al(n —1)sin B + sinh a sin f(n - I)]
= |-
Tc 2u cosh(an) + cos{ B1) + 2u[cosh a(rn - 1)cos B+ cos B(n - 1) cosh a]
o 4
m=2s-2)+c n

w=t-s
=%[ I +cos¢g - c-(¢ sm¢)}

1
?
J

[1 c——J cos¢+c-§sm¢ (2.45)

T

=

2cosha = \/(.s'+ ) +u® + \/(s— ) +u’
2¢cosp = \/(s+ 1) +u - \/(.\'— 1) +u°

Cette équation étant valide seulement pour K>1.2 | on pourra utiliser pour le

calcul de C, la ngidité obtenue de I’équation de Engesser.

¢, -2t (2.46)
" T 4KL -

b 4

La rigidité des supports intermédiaires sera alors:

7P
4K L

5

C=cC,=c¢

(2.47)
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Schweda calcula les valeurs de W en fonction de K et de ¢ pour des treillis a 6, 8,

10 et 12 panneaux, qu'il présenta sous la forme de tableaux. En voici un exemple:

Tableau 2.4 ;: Valeurs de ¥ en fonction de K pour n=12

K 1,2 1,3 1.4 1,5 1,6 1.7 1.8 | 1.9
1,2 | 097 | 0,74 | 062
13 [ 1,06 | 082 | 069
14 | 1,17 | 092 | 0,77
1,5 § 1,25 | 099 | 0,84
16 | 141 | 1,10 | 0,93 | 080
1,7 § 154 | 1,19 ] 1,00 | 087
1,8 | 160 | 1,26 | 106 | 092 | 0,82
19 | 1,73 1 135 [ 1,12 | 098 [ 087
20 | 196 | 149 | 1,22 | 1,05 | 093 | 083
21 | 212 1,60 | 1,30 | 1,12 | 0,99 | 0,88
22 | 217 | 165 | 137 | 1,17 | 1,03 | 092 | 084
23 | 2,12 | 166 | 1,40 | 1,20 | 1,06 | 095 | 087
24 § 228 | 1,78 | 148 | 127 | 1,12 | 1,00 | 091 [ 0,82
25 | 257 | 194 | 1,60 | 136 | 1,19 | 1,06 [ 096 | 087

Cette approche a été établie pour un treillis a portique oblique (voir figure 2.10).
Pour un treillis & portique vertical, certaines considérations permettent de simplifier
’application de la méthode. Ce cas nous intéresse particuliérement puisque les poutres
d’un pont a tablier inférieur 4 dme pleine se rapprochent beaucoup plus du treillis a

portique vertical que du treillis & portique oblique.
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s

Figure 2,10 : Types de portiques

Pour un treillis & portique vertical, la charge horizontale Pq sera nulle. De plus, la
valeur de ¥ sera égale 2 I'unité, de sorte que C.=C, selon I’équation 2.44. La valeur de c
pourra alors étre déduite des tables de Schweda en ne calculant que la valeur de K.
Rappelons ici que cette valeur de K sera déduite d’une courbe de calcul pour tenir
compte du comportement plastique du matériau, de ses imperfections initiales et de ses
contraintes résiduelles, tel qu’illustré 4 la figure 2.4. En interpolant dans les tables de

Schweda, nous obtenons le tableau et le graphique suivant :
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Tableau 2.5 : Interpolation des tableaux de Schweda (treillis a portique vertical)

K n=6 n=8 n=10 | n=12
1, 2] 1,200 1,163 | 1,196 | 1,187
1.311,278 ] 1,246 | 1,226 [ 1,225
i14] 1,320 1,287 | 1,275 | 1,268
1,5} 1,332 | 1,306 | 1,300 | 1,296
1.6 1,363 | 1,367 | 1,361 | 1,359
1.7 1,460 | 1,438 | 1,420 | 1,400
1.81 1,550 | 1,494 | 1,460 | 1,443
19]11.623 11,543 | 1,487 | 1,486
201 1.679 1§ 1,562 | 1,542 | 1,542
2,111,717 | 1,567 | 1,600 | 1,592
22| 1,740 [ 1,645 | 1,658 | 1,627
2311,740 | 1,727 | 1,710 | 1,655
2411700 | 1,800 | 1,745 | 1,700
251,760 | 1,870 | 1,773 | 1,760

Variation de ¢ en fonction de K pour différents nombres de

anneaux

1.8 1

1.8 1

1,7 4

1.6 1 —e—n=6
—

c 151 =8

—d—n=10

1,4 1
—)—n=12

1,3 4

1.2

1;1 T Y T Y T —T T 1

1,2 14 1,6 1.8 2 2,2 24 2.6

Figure 2.11 : Interpolation des tableaux de Schweda
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2.2.7 Approche de Ratzersdorfer

Le probléme de la poutre sur appuis élastiques est un probléme qui touche
également les ingénieurs aéronautiques. Ratzersdorfer (1945) utilisa la méme approche
que Schweda (methode des trois moments menant a une équation de différences finies)
pour un poteau sur supports élastiques équidistants a extrémités sur supports €lastiques,
soit le méme probléme que Schweda. Il arriva a une solution trés semblable et d’une
complexité comparable a I’équation obtenue de ce dernier. Pour permettre I'utilisation de
ses résultats, il publia des diagrammes de calcul pour un poteau retenu par des supports
élastiques pour 2, 4, 6, 8 et 10 espacements de méme que pour un nombre infini de
supports. Ces courbes donnent I’équivalent du coefficient de longueur effective K en
fonction de la rigidité des supports intermeédiaires et du ratio entre la ngidité des supports

d’extrémité et celle des supports intermédiaires.

Ratzersdorfer fournit ensuite deux tableaux qui correspondent chacun a un cas
particulier d’intérét. Le premier tableau nous donne la valeur de la rigidité nécessaire
sous la forme CLJ/P en fonction du nombre de segments et du coefficient $=n/K. Ce

tableau s’applique au cas d’un poteau a extrémités fixes.
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Tableau 2.6 : Rigidité des supports requise pour un poteau a extrémités fixes

CL/Py
$ n= n=4 n=6 n=8 n=10 | n=x
0.6 | 0,760 | 0,760 | 0,762 | 0,851 | 0,884 | 0,895
0,7 1,230 { 1,230 | 1,230 | 1,230 | 1,230 | 1,230
0.8 1.552 | 1,552 | 1,552 | 1,573 [ 1,624 | 1,644
09 1.794 | 1,936 | 2,200 | 2,185 | 2,149 | 2,204
0,95 § 1,899 | 2,589 | 2,584 | 2,589 | 2,629 | 2,632
0,975 § 1,950 | 2,967 | 2,785 | 2,967 | 2,902 | 2,968
1,0 |} 2,000 | 3,414 | 3,732 | 3,848 | 3,902 | 4,000

Ces valeurs correspondent aux calculs de Bleich pour un poteau a extrémités
fixes. Ratzersdorfer considére toutefois que le nombre de segments a partir duquel on
peut considérer le nombre de supports comme étant infini est de 10 plutét que de 6

comme dans I'analvse de Bleich.

Le deuxiéme tableau est plus intéressant. Il nous donne la valeur de la rigidité
requise (CL/P.;) en fonction du nombre de segments et du rapport entre la rigidité des
extrémités et la rigidité intermédiaire (C/C) pour le cas ou K=1 (¢=n). Une valeur de K
de 1 correpond au cas ou tous les supports sont parfaitement efficaces et que le poteau

flambe entre ses supports.
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Tableau 2.7 : Rigidité requise pour un poteau a extrémités élastiques (K=1)

CL/P

CJ/C | n=2 n=4 n=6 n=8 | n=10 | n=x
1 3,000 | 3,618 | 3.802 | 3.879 | 3,919 | 4,000
2 2,500 | 3,500 | 3,759 | 3.860 | 3,908 | 4,000
3 2.333 13,468 | 3,749 | 3,855 | 3,906 | 4,000
4

X

2,250 | 3,454 | 3,744 | 3,853 | 3,905 | 4,000
2,000 | 3,414 | 3,732 | 3.848 | 3,902 | 4,000

On pourra remarquer que la valeur limite de CL/P., tend vers 4 lorsque le nombre
de segments augmente. Cette valeur limite de 4 étant une limite supérieure de CL/P., i

s’agit d’une valeur sécuritaire et de plus, facilement applicable.

2.2.8 Approche de Lazard

En 1943, le frangais Lazard, ne pouvant étre au courant des travaux
internationaux a cause de I'occupation de la région de la France ou il se trouvait a
I’époque, entreprit de résoudre le probléme du poteau posé sur appuis €lastiques (Lazard,
1946 et Lazard, 1949). Il effectua une étude théorique du probleme de méme qu’une
série de tests qui durérent de 1943 a 1948, le tout entrecoupé de périodes d’inactivité
dues a un manque d’approvisionnement en acier. Dans son étude théorique, il dériva
I’équation du poteau sur appuis €lastiques en établissant I'équation différentielle
représentant les forces dans le poteau en position déformee lors du flambement. Il trouva
une solution exacte pour résoudre le cas particulier de cette équation qui représente un
poteau a extrémités fixes. L'équation qu’il présenta est trés proche de celle de Bleich.

Elles donnent d’ailleurs toutes deux le méme résultat lorsque le nombre de supports tend
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vers 'infini. Lazard considére d ailleurs que I"utilisation d’un nombre infini de supports

est justifiée lorsque le nombre de supports est supérieur a 6.

mr
cL 2(1 —CO§s — J
P‘ ) mz+ (248)
l -cos—— .
l + .__-_,ﬁ_li,l % Sj.n,¢

mr
cos — - —cos¢ ¢
n+1

Ne pouvant trouver une solution exacte pour le probleme du poteau a extremités
élastiques, il supposa une réponse de la méme forme que I’équation précédente et arriva a
une solution approximative pour un poteau sur appuis d’extrémité élastiques. Cette
solution remplace le numérateur de la fonction par une « valeur efficace » qui est une
fonction du nombre de supports et du ratio entre la rigidité des extrémités et celle des

supports intermediaires (C./C).

' C[[;f - x"’” (2.49)
l—cos—p- .
I+ n+l sing
cos—pl - cos¢ ¢

n+1

Lazard calcula ces valeurs efficaces pour un nombre de panneaux allant jusqu’a 6.

Il présenta ces résultats sous la forme de courbes de calcul. Mentionnons toutefois le cas

.....

efficace de:
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mr
X, = 2(l—cos ) (2.50
o n+2 )

Lazard publia aussi des résultats exhaustifs de ses expériences et des relations
entre ses résultats et les méthodes d’analyse développées a I’époque. Les courbes qu’il
publia donnent non seulement la valeur de la charge de flambement mais également le
mode de flambement. Les résultats expérimentaux concorderent bien avec ceux obtenus
d= sa méthode de méme qu’avec celle de Bleich dont il fait I’éloge a plusieurs reprises.
De ses résultats, il démontra aussi 'erreur causée par lutilisation des équations
d’Engesser et de Timoshenko qui, comme nous I'avons dit plus tét, donnent des valeurs

non-sécuritaires pour K<1,3.

A partir de ses analyses, Lazard arriva aussi a deux résultats essentiels.
Premiérement, il démontra que les supports d’extrémités peuvent étre considérés comme
rigides du moment ou leurs rigidités est supérieure au double de la rigidité des supports
intermédiaires (C/C > 2). Deuxiémement, les supports intermédiaires seront absolument
efficaces (le flambement se fera entre les supports) dés que leur rigidité atteindra la valeur

suivante:

C . =41 — (251)

1l s’agit du méme critére que celui trouvé implicitement par Ratszerdorfer.
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Lazard étudia également l'influence d’une retenue ¢lastique en torsion sur le
comportement du poteau. Il ne fit malheureusement cette étude que sur une base
expérimentale sans pouvoir expliquer ou synthétiser ses résultats qu’il présente également
sur la forme de courbes de résistance. Ces courbes incluent par ailleurs I’essentiel des

travaux expérimentaux réalisés dans le monde jusqu’en 1949.
2.3 Modéle de la poutre avec retenue de torsion

Le deuxiéme modéle proposé par la littérature est celui de la poutre avec retenue
de torsion. Ce modéle considére le déversement d’une poutre dont les conditions
d’extrémités sont celles que I’on retrouve dans la théorie classique de Timoshenko. A
cette poutre est ajouté un ressort qui ne travaille qu’en torsion. Ce ressort ne travaillant
qu’en torsion, la position de ce dernier sur la poutre (aile supérieure, aile inférieure ou
position intermédiaire) n’a qu’une faible d’influence sur le déversement (Yura, 1993).
Cette influence augmente toutefois dans le cas ou les dimensions de la poutre la rendent

sujette a la distorsion de la section.
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Modele de la poutre avec ressort torsionnel

——

Ressort
C \-’ torsionnel
)

1

Figure 2.12 : Poutre avec retenue de torsion

2.3.1 Approche de Taylor et Ojalvo

En 1966, les auteurs Taylor et Ojalvo (1966) reprirent ['approche de Timoshenko
avec les mémes conditions frontiéres et les mémes hypothéses (appui simple en torsion et
en flexion aux extrémités, pas de distorsion de la section, appuis rigides, moment appliqué
constant). IIs ajoutérent a la poutre une retenue torsionnelle continue sur la longueur de

la poutre. IIs obtinrent I’équation différentielle suivante:

~ 2 - :
E(’,c'? GJE"'?_("V" *Eh_}g:o (2.52)
A = El. L,

cZ cz”

ou Py est la somme des rigidités torsionnelles des ressorts. La rigidité torsionnelle de
chaque ressort se calcule comme étant le moment nécessaire pour obtenir une rotation
unitaire du ressort (My/0). Pour des cas pratiques, cette deriere se calcule d’apres le

schéma suivant:
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Retenue par tablier Retenue par diaphragme

Figure 2.13 : Calcul de la rigidité d'une retenue torsionnelle

La solution de cette équation prend alors la forme suivante:

M, = EIVGJ(L] == '”‘J m em® + Bl (2.53)
: L) | GJ\L, x-GJ

On s’apercoit immédiatement que le moment critique le plus faible sera toujours
obtenu pour un nombre de demi-longueurs d’onde (m) egal a 1. Ce resultat tres
intéressant signifie qu'une poutre retenue en torsion par un milieu continu déversera

toujours dans son premier mode. En posant m=1, on obtient alors I’équation suivante:



70

(2.54)

Mcr: =EI‘.GJ(£) 1+EC,(_E_) +ﬂfLr
: L, GJ \ L, GJ

que ’on peut transformer pour retrouver la forme de |'équation de Timoshenko (équation

2.9).

M, = {[lj (EI,,GJ + (—”-) EI‘.EC_J} +{E]-"ﬁ : } (2.55)
L, L) L,

En remplagant la valeur de M, de I’équation de Timoshenko par Mg ,

M_ = \/MO: +(&)EIV (2.56)
L)

2.3.2 Approche de Yura

En se basant sur les travaux de Taylor et Ojalvo, Yura (1993) entreprit d’inclure
le phénomeéne de la distorsion dans I'analyse. Pour ce faire, il introduisit une rigidité
torsionnelle efficace qui inclut non seulement la rigidité de la retenue (I’entretoise dans le
cas des ponts a tablier inférieur a4 dme pleine) mais également la rigidité de la section et la
rigidité du systéme global de retenue. Ces systémes de résistance étant en sérne, leur

combinaison se fait par 1’addition de leur flexibilité:

_I_=L+_1_+_l_ (2.57)

Br B B B
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Bt : rigidité torsionnelle efficace;
B : rigidité torsionnelle de la retenue;
Bu : rigidité de la section de la poutre;

B : ngidité du systéme global de retenue.

Notons ici que la rigidité torsionnelle de la retenue doit inclure (pour notre pont a
tablier inférieur 3 dme pleine) non seulement la rigidité de I’entretoise (Bey) mais
également la rigidité de I’assemblage qui relie I’entretoise a la poutre maitresse (B.). La
rigidité du systéme global de retenue ne s’applique pas dans notre cas. Cette ngidite est
utilisée lorsque les poutres sont reliées entre elles par un diaphragme ou un treillis vertical
reliant les ailes supérieures et inférieures des poutres. Ces systémes induisent des forces
verticales dans la poutre retenue. La rigidité B, vient tenir compte de cet effet qui n’a pas

lieu pour une poutre retenue par un tablier inférieur.

L’équation précédente peut étre modifiée pour s’appliquer plus spécifiquement a
notre probléme de pont a tablier inférieur en retirant le terme B, et en remplagant f, par
Bas €t Beut.

111
Bow B Pus

1
— 2.58
A (2.58)

Nous avons vu, au point précédent, le calcul de la rigidité de la retenue. Yura

(1993) propose I’équation suivante pour le calcul de la rigidité de la section:
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. E 1A+t b
ﬂ“'3’3(h+r){ 12 +12J (2.59)

Les dimensions dans cette équation se retrouvent sur la figure 2.14.

Figure 2.14 : Dimensions a utiliser dans I'équation 2.61

Yura propose également des équations pour calculer la ngidité de section dans le
cas de raidisseurs qui ne font pas la profondeur totale de 'ame. Il suggére aussi

I"utilisation d’une inertie efficace dans le cas de sections unisymeétriques.

Pour rendre son approche plus générale, Yura ajouta a son équation des
coefficients pour tenir compte du type de chargement (moment variable, charges en
travées, etc) et de la position de la charge par rapport au centre de cisaillement de la

poutre. L’équation finale proposée est alors:
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M_ = V(',,u'M‘,: + (2.60)

Les facteurs Cy sont |’équivalent du facteur w- utilise dans la norme S6 (voir
section 2.1.3). Cp, est le facteur correspondant au diagramme du moment sur la portée
alors que Cy correspond au diagramme du moment entre les supports torsionnels. A titre
d’information, le facteur C, vaut 1,0 pour une poutre soumise a un moment constant,
1,13 pour une poutre sous charge constante et 1,35 pour une poutre soumise a une
charge ponctuelle au centre de la portée. Le facteur Cy tient compte de la position de la
charge. Une charge a I’aile supérieure donnera un Cr de 1,2 alors qu’une charge au centre

de gravité de la poutre aura un Cy de 1,0.

La rigidité utilisée (Br ) est la somme des rigidités totales de toutes les retenues le
long de la poutre. Pour une retenue continue, on prendra la rigidité totale par unité de

longueur au lieu de B /L1
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ET COMPOSANTES STABILISATRICES

Dans ce chapitre, nous allons décrire le réle que devrait jouer chaque composante
du pont au niveau de la retenue au déversement. Nous €tablirons également les critéres
de dimensionnement qui y sont associés dans la normes de 'AREA. Les fonctions
structurales qui seront décrites sont directement extraites des différents ouvrages de

référence qui traitent du probleme.

3.1 Entretoises

3.1.1 Critéres de dimensionnement des entretoises

Les entretoises ont pour rdle de transférer la charge appliquée par le train via les

rails et le ballast (s’il v a un ballast) aux poutres maitresses.

La longueur des entretoises est fonction de I’espacement entre les poutres
maitresses. Celui-ci est déterminé bien évidemment par le schéma de dégagement qui
constitue un minimum. La norme prescrit de plus un espacement mimimum
correspondant a un vingtiéme de la portée. L’espacement des entretoises sera gouverné
par I’espacement des raidisseurs transversaux puisque les entretoises seront rattachées a

ces demniers.
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Les entretoises seront calculées comme des poutres sur appuis simples. Les
charges de calcul comprennent le poids propre des entretoises, du ballast, du plancher,
des rails et des dormants. A cela se rajoute la charge vive causée par le train. Pour un
pont sans ballast, la norme ne permet aucune redistribution de la charge mi

longitudinalement, ni transversalement.

Un pont sera considéré ballasté si les dormants sont de type standards et mesurent
plus de 2.4 m (8 pieds) de long, plus de 200 mm (8 pouces) de large et sont espacés a
moins de 0.6 m (24 pouces) centre a centre et si le ballast sous les dormants est d’au
moins 150 mm (6 pouces). Pour un pont ballasté, une distribution longitudinale de la
charge est permise pour le calcul du tablier. Par contre, pour le calcul des entretoises, la
charge sera considérée comme deux charges concentrées (P1;1/2) appliquées sur
I'entretoise a la distance des rails (voir figure 3.1). Ces charges se calculent avec

I'équation 3.1.

e w_ W
- L. At ST e
—~ E -

Figure 3.1 : Dimensionnement des entretoises
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- < “ent S
S, © ‘ (3.1)

Wy, . charge d’essieu maximale (incluant impact et force centrifuge)
Sen © €Spacement des entretoises

Su1. : espacement des essieux

Lorsque I'espacement des entretoises est plus grand que I’espacement des essieux
(Sewr>S11). la répartition longitudinale des charges ponctuelles se fera comme si le tablier

agissait comme une poutre sur appui simple.

On basera le dimensionnement des entretoises sur les contraintes admissibles en
flexion et en cisaillement tout en respectant 1'élancement maximal (longueur sur rayon de

giration) de 157 pour les membrures fléchies.

Les entretoises aux extrémités du pont devront de plus étre dimensionnées de
facon a pouvoir s’en servir pour soulever le pont sans dépasser 50% des contraintes

admissibles.

Pour le dimensionnement du pontage métallique qui recouvre les entretoises, on
considérera les mémes charges que pour ces derniéres (a I’exception bien sir du poids
propre de celles-ci). La norme permet toutefois une répartition longitudinale et latérale
de la charge vive. La répartition longitudinale se fera sur une longueur de 0,9 metres (3

pieds) plus la distance minimale entre le dessous des dormants et le dessus des entretoises
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mais sans dépasser 1.5 métres (5 pieds) ni l'espacement minimal de la charge vive

prescrite (1,5 metres dans la charge Cooper).

L épaisseur minimale du plancher est de 13 mm (‘2 pouce) pour un plancher un
acier, 150 mm (6 pouces) pour un plancher en béton arme ou en béton précontraint et de

80 mm (3 pouces) pour un plancher de bois.

3.1.2 Effet des entretoises sur la stabilité

Les entretoises sont les principales composantes stabilisatrices de I’ouvrage. Par
leur rigidité en flexion. elles empéchent la rotation de la poutre maitresse. Elles agissent
alors comme un ressort torsionnel. La rigidité de ce ressort est fonction de I'inertie des
entretoises et de leur longueur. Cette longueur correspond, pour les fins de calcul, a

I’espacement centre a centre des poutres maitresses (voir figure 2.13).

3.2 Tablier

3.2.1 Critéres de dimensionnement du tablier

On entend par tablier ’ensemble formé par les entretoises et le plancher. Ce
dernier est généralement constitué d’une plaque d’acier ou d’une dalle de béton qui
recouvre les entretoises et qui sert de support du ballast. Tout systeme de

contreventement horizontal disposé sous les entretoises entre aussi dans cette catégorie.
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Le dimensionnement des entretoises et du pontage métallique se fait tel que decnt

alasectton 1.1.1.

Le tablier devra, de plus, resister aux charges latérales du vent, de la force
centrifuge et du mouvement latéral du train s'il fait partie du systéme de contreventement

lateral.

3.2.2 Effet du tablier sur la stabilité

Le tablier du pont, constitué des entretoises et du plancher, posséde, de par sa
géométrie et ses dimensions, une rigidité trés importante dans le pian horizontal ou il agit
comme un diaphragme. Cette rigidité étant de loin supérieure a la rigidité latérale des
poutres maitresses, le tablier empéchera, a toutes fins pratiques, le déplacement des
poutres maitresses au niveau des assemblages poutres maitresses-entretoises. Ainsi, la
poutre maitresse sera libre de « tourner » dans le plan de sa section mais son centre de

rotation sera imposé comme étant au niveau du tablier du pont.
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Figure 3.2: Effet du tablier sur la rotation des poutres maitresses

Cette rotation selon un axe imposé augmentera la résistance au déversement des
poutres maitresses. En effet, I’énergie requise pour déformer la poutre hors-plan sera

plus grande que si la poutre était libre.

3.3 Assemblages poutre-entretoise

3.3.1 Critéres de dimensionnement des assemblages

Les assemblages entre les poutres maitresses et les entretoises servent a
transmettre les réactions des entretoises aux poutres maitresses. Ils sont considérés
comme des rotules puisqu’ils ne transmettent pas de moment comme nous ’avons vu a la
section 3.1.1. Les assemblages ne transmettront donc qu'un effort tranchant des
entretoises a la poutre maitresse. La norme prescrit qu’ils devront posséder une

résistance au moins égale a celle des membrures qui y sont rattachées.



80

3.3.2 Effet des assemblages sur la stabilité

L 'assemblage entre les entretoises et les poutres maitresses vient directement
influencer la rigidité de la retenue torsionnelle qui est amenee par les entretoises (on
exclut ici les assemblages utilisant un gousset d’assemblage). Ces deux systémes etant en

serie, on devra additionner leur flexibilité selon la formule suivante:

L’ évaluation de la rigidité de ’assemblage est généralement problématique. Elle
dépend beaucoup de détails de conception et est difficile a évaluer simplement. Pour
certains assemblages communs, on pourra se référer a I’ouvrage de Chen et Lui (1991).
Les auteurs y proposent une série de formules relativement simples basées sur des
résultats expérimentaux. L'utilisation d’une partie de ces formules est présentée au

chapitre 4.

3.4 Goussets d’assemblage

3.4.1 Critéres de dimensionnement des goussets

L’article 1.11.1 de la norme de I’AREA (cité au chapitre 1) prescrit Iutilisation de
goussets d’assemblage i un espacement maximal de 3,65 métres (12 pieds). Ces goussets
doivent étre attachés a la semelle supérieure des poutres maitresses et a un raidisseur de

ces derniéres. A I'autre extrémité, les goussets seront attachés a la semelle supérieure des
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entretoises. Les goussets devront avoir les dimensions les plus grandes que permet le
schéma de dégagement. Ces goussets sont constitués d'une plaque dont les bords seront
raidis si cette plaque dépasse |'élancement permis (voir figure 3.3). L’élancement
maximal au-dela duquel un raidisseur est requis est de 60 (longueur/épaisseur). La

longueur utilisée ici est la longueur totale du bord non-attaché du gousset.

Figure 3.3 : Dimensionnement des goussets d’assemblage

Ces goussets devront résister a une charge transversale qui correspond a 2,5% de
la charge totale de compression que transmet la semelle sup€rieure de la poutre maitresse.
A cette charge sera additionnée toute charge transversale provenant des charge latérales

(vent, force centrifuge, mouvement latéral du train).
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Le dimensionnement se fera en considérant les limites d’eélancement pour des

piéces comprimées. Ces limites d’élancement sont les sutvantes:

o semelles des poutres ou des cormieresen T -
=> poutres sur lesquelles reposent les dormants: by/t < 10
=> poutres ne supportant pas de dormants et pieces comprimees: bo/t < 12
= éléments secondaires (incluant systémes de contreventement) : by/t < 14
o plaques : b/t <12

® amedunT : byt <16

La norme précise que si une piéce dépasse ces limites d’eélancement, on peut
utiliser cette piéce mais on ne peut tenir compte dans les calculs de résistance des

portions de la piéce qui dépassent ces critéres.

Le gousset sera ainsi congu comme un poteau rectangulaire de dimensions t, par
12t, si il n'est pas raidi. S’il est raidi, on considérera ce poteau comme un T dont la base

mesurera 16t,.
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Figure 3.4 : Dimensions a utiliser dans les limites d'élancement

3.4.2 Effet des goussets sur la stabilité

Les goussets d’assemblage ont une influence considérable sur la stabilité de
I'ouvrage. En effet, ils viennent assurer une connexion totale entre les entretoises et les
poutres maitresses. Se faisant, ils court-circuitent les assemblages ordinaires qui relient
les entretoises aux poutres maitresses. Leur trés grande rigidité, due a leurs dimensions
particuliéres, pourraient méme contribuer a augmenter la nigidité des entretoises en
raccourcissant la longueur nette des entretoises. On pourrait de fait considérer les
extrémités des entretoises qui sont rattachées aux goussets comme parfaitement rigides

par rapport au reste de la portée de I’entretoise.
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Les goussets d’assemblage ont aussi un effet secondaire sur la rigidité latérale des
poutres maitresses. Ils viennent augmenter les dimensions des raidisseurs transversaux et
donc viennent raidir de fagon encore plus prononcée la poutre maitresse, ce qui vient

diminuer la distorsion possible de celle-ci.
3.5 Raidisseurs transversaux

3.5.1 Criteres de dimensionnement des raidisseurs transversaux

Des raidisseurs transversaux sont requis dés que I'ame d’une poutre dépasse la
limite d’élancement de h/w=60. Dans ce cas, les raidisseurs seront disposés de chaque

coté de I'dme et espaceés de :

d = 34 4w

5

< 1830mm (6 pieds) (4.3)

adm

ou S.am est la contrainte admissible de I"acier en cisaillement (en MPa) et w |’ épaisseur de
’ame (en mm). L’élancement (profondeur/épaisseur) des raidisseurs sera inférieur a 16 et
leur profondeur de chaque cété de I’'dme sera de 51 mm (2 pouces) plus 1/30 de la
profondeur de la poutre. Un raidisseur simple (un seul c6té de I’dme) pourra étre utilisé

s'il posséde la méme inertie calculée par rapport a I’ame.

Les goussets d’assemblage étant rattachés a un raidisseur transversal, on definira
les espacements des goussets et des raidisseurs en conséquence. Ces espacements

influeront également sur I’espacement des entretoises.
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3.5.2 Effet des raidisseurs transversaux sur la stabilité

Le role premier des raidisseurs transversaux est d’empécher le voilement de I'ame
sous les contraintes de cisaillement. Les raidisseurs transversaux ne sont pas congus pour

aider la poutre au déversement.

Cependant, ils contribuent a réduire la distorsion de la section, ce qui revient a
augmenter |’épaisseur de 1'dme de la poutre maitresse. Cette diminution de la distorsion

se traduit par une augmentation de la résistance de la poutre au déversement.

3.6 Raidisseurs longitudinaux

3.6.1 Critéres de dimensionnement des raidisseurs longitudinaux

La norme de I’AREA ne traite pas de [’utilisation des raidisseurs longitudinaux.
Elle limite plutdt I’élancement de I'dme par différents critéres. Ainsi, 1’épaisseur d'une
ame sera au moins égale a 1/6 de I’épaisseur des semelles et 1/170 de la profondeur de
I’ame. La distance entre les supports latéraux divisée par le rayon de giration de la partie
comprimée de la poutre, calculée par rapport a I'axe faible de la poutre, ne pourra étre
supérieure a 157. La norme de I’AREA ne permet pas I’utilisation d'une dme qui dépasse

ces critéres de dimensionnement.
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3.6.2 Effet des raidisseurs longitudinaux sur la stabilité

Les raidisseurs longitudinaux servent a apporter un support latéral supplémentaire
a 'ame de la poutre maitresse. Ce support servira a empécher le voilement local de
I'4me, voilement qui peut diminuer la résistance de la poutre a la flexion. Un raidisseur
longitudinal ne sera utilisé que pour des poutres a ame trés €élancée, les poutres de
dimensions plus ordinaires n’en ayant pas besoin. Du point de vue de la stabilité globale,
les raidisseurs longitudinaux viennent augmenter I’inertie de la poutre selon I’axe faible et

aussi, mais de fagon négligeable, selon I'axe fort.

3.7 Raidisseurs porteurs

3.7.1 Critéres de dimensionnement des raidisseurs porteurs

La norme de 'AREA prescrit ['utilisation de raidisseurs porteurs aux points
d’appui des poutres. Ces raidisseurs doivent répondre aux mémes critéres d’élancement

des piéces comprimées cités a la section 3.4.1.

Les raidisseurs porteurs permettent le transfert de I'effort tranchant de I’dme de la
poutre en réaction de la poutre sur son appui. [Is sont calculés comme des poteaux qui
comprennent, outre les raidisseurs porteurs eux-mémes, une portion de I'dme. Cette
portion de I’dme est égale a 12 fois I’épaisseur de I’dme pour des raidisseurs porteurs

d’extrémité et a 25 fois cette épaisseur pour des raidisseur porteurs intérieurs. Lors du
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calcul de la résistance en compression, la longueur effective a utiliser est de 75% de la

longueur réelle du raidisseur.

On doit aussi s'assurer que les raidisseurs porteurs peuvent resister aux charges

sans se plastifier (longueur effective nulle) lorsque la contribution de I'ame est negligee.
3.7.2 Effet des raidisseurs porteurs sur la stabilité

Les raidisseurs porteurs apportent une rigidité latérale supplémentaire aux
extrémités des poutres maitresses. Cette rigidité supplémentaire est trés importante
puisqu’elle influence le mode de déversement. Si cette rigidité d’extrémité est grande, la
poutre déversera comme si elle était appuyée latéralement a ses extrémités (extrémites
fixes). Dans le cas contraire, les extrémités participeront aussi au déversement, résultant
en une charge critique beaucoup plus faible (voir chapitre 2). Les calculs seront aussi
plus complexes pour une faible rigidité puisque I’hypothése des extrémités fixes ne sera
plus valable. Or, ['utilisation de modéles basés sur I’hypothése d’une retenue fixe aux
extrémités de la poutre simplifie grandement le calcul de la charge de déversement

comme nous I’avons vu au chapitre 2.

3.8 Effet de la charge

Sous I’action des charges de gravité, les poutres maitresses d’un pont a tablier
inférieur auront tendance a subir une rotation vers !'intérieur, tel que montré a la figure

3.5.
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v

Figure 3.5 : Effet de la charge sur la configuration du pont

Cette rotation fera en sorte que le déversement, s’il avait lieu, se produirait selon
cette configuration. [l est trés improbable que le déversement s’effectuerait dans un
mode ou l'une des poutres, ou les deux, déverserait vers I'extérieur. Pour ce faire, il
faudrait que la poutre contrebalance la charge causée par le train. De ce fait, nous
pouvons supposer que le déversement se ferait selon un mode symétrique ou les deux

poutres déverseraient vers le centre du pont.
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CHAPITRE 4

MODELISATION DU PONT TYPE

4.1 Introduction

Pour bien comprendre le rdle que joue chaque composante d’un pont dans la
stabilité de ses poutres, un modéle numérique de pont a été créé. Ce modéle est réalisé
avec la méthode des éléments finis. Il représente un pont typique de la fagon la plus
exacte possible pour ne pas avoir a faire d’hypothéses de départ sur le comportement en
stabilité des poutres ou des différentes composantes du pont. Tous les éléments du pont
type choisi sont donc modélisés de par leur géomeétrie réelle a I’exception de I’assemblage
entre les entretoises et les poutres maitresses qui sera remplacée par un ressort de rigidité

appropnée.

Ce chapitre décrit les différentes étapes de la modélisation a 'exception des
études de convergence que I’on retrouvera a ’annexe B. Une fois le pont modélisé dans
son ensemble, des études paramétriques sur les composantes du pont permettront
d’établir leur role dans la stabilité des poutres maitresses. Ces études paramétriques et

leurs résultats se retrouveront au chapitre 5.
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4.2 Géométrie générale

Le pont retenu est de conception typique pour les ouvrages ferroviaires au
Canada. Il s’agit d’un pont qui se situe entre Thunder Bay et Schreiber sur un affluent du
Lac Supérieur, la riviére Gravel. Ce pont, construit en 1990, remplace un pont construit
en 1922. 1l est constitué de deux portées simples de 26,9 metres et il a un biais de 27
degrés a la pile centrale. Les culées sont par contre perpendiculaires a I’axe du pont. Le
pont posséde ainsi une poutre plus longue que I'autre dans chacune des deux portées.

Les portées réelles des poutres sont de 25,9 métres et 27,9 métres.

Ce pont est conforme aux normes de 'AREA en vigueur en 1990 et est congu
pour résister a une charge Cooper E80 pour les poutres maitresses et Cooper E100 pour
les entretoises. L’acier utilisé est de type 350AT et le poids total de I’acier est de 163600
kg pour les deux portées. Les deux poutres étant quasi identiques, seule celle de 25,9
métres a été étudiée afin d’éliminer la prise en compte de I'effet de biais pour ne pas
alourdir I’étude numeérique. Les chargements prescrits produisent les efforts suivants

dans cette poutre.




91

Tableau 4.1 : Charges de calcul du pont type

Cisaillement a I’appui Moment fléchissant a mi-portée
(kN) (kN*m)
Charge morte 477 2959
Charge vive 1142 6259
Impact 399 2186
Total 2018 11404

La fléche prévue sous la charge vive avec I'impact est de 24,4 mm ce qui
correspond a 1/1036 de la portée. Les dimensions spécifiques se retrouvent sur les

figures 4.1 et 4.2.
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Figure 4.1 : Dimensions du pont type (en mm)



i E— —— | S I
R -
[— @ ® - = 1 —e
L o
- e ~ @ - ® -
e o
'--o ® .

S SN |

Figure 4.2 : Détails de I'assemblage poutre maitresse - entretoise

4.3 Rigidité des assemblages poutre maitresse-entretoise

Deux méthodes ont été utilisées pour évaluer la rigidité des assemblages poutre

maitresse-entretoise utilisés dans le pont-type. La premiére, analytique, est basé€e sur un

.....

modeéle utilisant les éléments finis.
4.3.1 Modéle de Chen et Lui

Les auteurs, dans leur article portant sur le comportement des assemblages semi-

rigides, proposent une formule pour évaluer la rigidité initiale de divers types
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d’assemblages. Pour un assemblage de 'ame a 1’aide d’une corniére unique, la nigidité

flexionnelle €lastique (R;) est la sutvante:

a cosh(aﬂ)
(aﬂ)cosh( aﬁ) - sinh(aﬂ)

L
(4.1)

_&
ﬂ—dd

On retrouve les dimensions a utiliser sur la figure 4.3 alors que a vaut 4,2967

lorsque le coefficient de Poisson (v) est de 0,3, ce qui est le cas de I’acier.

Figure 4.3 : Dimensions a utiliser dans la formule de Chen et Lui
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Pour I'assemblage étudié. la ngidite est la sutvante:

37
==L - = 212 =
Jij 4 =330 011212 => aff = 048175
. acosh{ap)
R =G+ N
3 (aﬂ) cosh(aﬁ) - smh(aﬂ) (4.2)
16° 4,2967 cosh(0,48175)
= 77000—

3 0.48175cosh(0,48175) - sinh{0.48175)
=1324<10°N-mm

Ce résultat est la rigidité¢ d'un assembiage par une corniére simple. Pour un

assemblage avec une comiére de chaque coté de I'ame, la ngidité est deux fois plus

grande, soit:

R, =2x(13.24x10%) =265 < 10° N - mm (4.3)

4.3.2 Vérification par éléments finis

Pour valider les résultats obtenus de la formule de Chen et Lui, un modéle par
éléments finis de l'assemblage et d'une portion de I'entretoise a été développe.
L'assemblage avec une corniére de chaque coté étant symétrique, les propriétés de
symétrie permirent de ne modéliser que la moitié de I'assemblage. L'autre moiti€ est alors

remplacée par des conditions frontiéres appropri€es.
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. : Corntére

Pointls d'attache de la corniére
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’ a ce nocud
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Figure 4.4 : Modéle de I'assemblage

Dans un premier temps. la portion de I'entretoise a été encastrée pour connaitre la
rigidité de la poutre elle-méme. L'assemblage fut ensuite introduit et une analyse
effectuée. Finalement, pour tenir compte de l'effet de contact dans I'assemblage, les
noeuds qui traversaient des éléments ont été bloqués par modification du fichier d’entrée
et l'analyse refaite avec la nouvelle configuration jusqu'a ce quil n'y ait plus de
modifications a effectuer. La charge sur le modéle est un couple de 1 kN*mm dans le
plan de I'ame de I’entretoise (autour de I’axe Z) appliqué au centre de I'extrémité libre de
la poutre. Le résultat observé est la rotation de ce méme noeud dans le méme pian que la

charge appliquée. Les résultats obtenus sont regroupés au tableau 4.2.
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Tableau 4.2 : Résultats du modéle de I’assemblage

Modéle Rotation en Z au noeud 31 (x10°)
Entretoise encastrée 7,57
Entretoise et assemblage 625
Entretoise et assemblage avec effet de contact 422

Nous pouvons ainsi calculer la rigidité de I'assemblage comme suit:

M M

R, _ apphque applique
gmtmblagc azmerme‘memblage - afntrelmt ( 4 4)
1000N - mm '

=289 x10° N -mm

T (42.2-757)x10°°

Cette valeur correspond trés bien aux résultats obtenus des formules de Chen et

Lui. Nous prendrons la rigidité obtenue des éléments finis pour le reste des calculs.
4.4 Modélisation du pont type par éléments finis

4.4.1 Choix du logiciel

Pour effectuer I’analyse de stabilité de notre pont, nous devions utiliser un logiciel
qui, au strict minimum, permettait de prendre en compte |'effet des non-linéantés
géométriques. Nous avons choisi le logiciel ADINA (ADINA R&D, 1990) pour notre
étude. ADINA permet le calcul direct de la charge critique de flambement sans
restriction sur les types d’éléments utilisés. Ce calcul est en fait la détermination des

valeurs propres du systéme lorsque la matrice géométrique du modéle est considérée.
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Les modes de flambement associés a ces charges critiques sont €galement trouves.
Plusieurs types d’éléments sont disponibles dont, entre autres, des éléments de poutres
hermitiens ou isoparamétrique a deux ou plusieurs noeuds, des €léments de briques
isoparamétriques a 0, | ou 2 noeuds intermédiaires par aréte, des éléments de plaque
triangulaires, des €léments de voiles minces a 4, 8 ou 16 noeuds et des éléments de

ressorts linéaires.

4.4.2 Eléments utilisés

Notre structure était constituée principalement d’éléments de faible épaisseur
(ame et semelles des poutres, goussets) dont le rapport largeur/épaisseur dépassait
largement 10. II était donc logique d’utiliser des éléments de voiles minces. La structure
a ainsi été modélisée presque entiérement a partir d’éléments de voiles minces. Seules
quelques piéces secondaires ont été modélisées a I'aide d’éléments de poutres et les
assemblages poutres maitresses-entretoises ont été réalisés a partir d’éléments de ressorts

linéaires.

Préalablement a cette modélisation, des études de convergence ont €té réalisées
pour déterminer I'ordre des €léments a utiliser de méme que le maiilage nécessaire a un
comportement adéquat du modeéle. On retrouvera ces €tudes de convergence a I’annexe

B.
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4.4.3 Géométrie

Des éléments de voiles minces 4 16 noeuds ont €té retenus pour les poutres
maitresses. On utilise 4 éléments sur la profondeur de I’dme 2 €léments sur la largeur de
chaque semelle. Sur ia longueur de la poutre, 36 éiéments sont nécessaires. Les
composantes secondaires (raidisseurs, goussets) sont modélisés avec des éléments a 4
noeuds, ce qui permet de réduire le nombre de degrés de liberteé tout en conservant une
réponse adéquate du modéle. Les entretoises sont, quant a elles, constituées d’une
rangée de 5 éléments de voiles minces a 4 noeuds pour I’dme auxquels sont rattachés des

éléments de poutres modélisant les semelles.

Figure 4.5 : Modéle du pont avec conditions de symétrie
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La modélisation de [’assemblage poutre maitresse-entretoise utilise un élément de
ressort qui relie des déplacements de translation pour former I’équivalent d’un ressort
torsionnel (figure 4.6). La rigidité de ce ressort est égale a la rigidité en torsion de

I’assemblage divisée par le carré de la distance entre la rotule et le noeud A.
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Figure 4.6 : Modéle de ’assemblage poutre maitresse-entretoise

4.4.4 Conditions frontiéres

Dans un modéle d’éléments finis, la définition des conditions frontiéres est
primordiale. Le pont typique réel n’est pas tout a fait symétnique, chaque portée

possédant deux poutres de longueur différente a cause du biais. De plus, les conditions
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d’appui ne sont pas symétriques puisqu’un joint d’expansion est prévu & une des
extrémités de chaque poutre. Sur le pont type, cette extrémité correspond aux culées et

I’on retrouve un appui fixe au niveau de la pile.

Afin d’obtenir des résultats qui soient plus faciles a interpréter, le pont modélisé a
été rendu symétrique. Le biais a été enlevé pour avoir deux poutres identiques et la
retenue longitudinale a été replacée au centre de la portée, les extrémités étant libres de se
déplacer longitudinalement, et ce, afin de pouvoir observer des déplacements symétriques

lors du gauchissement.

4.4.4.1 Conditions aux appuis

Pour modéliser les appuis, les degrés de liberté de déplacement vertical et les
degrés de liberté de déplacement horizontal transversal ont été bloqués au niveau de la
semelle inférieure aux extrémités de la poutre y sont également bloqués. Comme
mentionné précédemment, la retenue longitudinale se fait a mi-portée et les deux appuis
sont libres de se déplacer longitudinalement. Les degrés de liberté en rotation ont été

laissés libres aux appuis.

4.4.4.2 Conditions frontiéres supplémentaires dues a la symétrie

Pour diminuer la taille du modéle, seule une moitié du pont a été utilisée (figures
4.5 et 4.7). Nous avons établi (voir section 3.8) que le mode de déversement des poutres

serait symétrique par rapport & ’axe du pont et que les poutres déverseraient vers
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I’intérieur. Les conditions frontiéres qui reflétent cet €tat et qui viennent remplacer la

moitié du pont au niveau du tablier, le long du centre du pont, sont:

edéplacement horizontal (X) nul

edéplacement vertical (Y) et longitudinal (Z) permis

erotation nulle autour des axes vertical (Y) et longitudinal (Z)

Ces conditions frontiéres supplémentaires sont appliquées a ’axe de symétrie et

donc aux extrémités des entretoises (noeuds 1 et 2 sur la figure 4.7).
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Figure 4.7 : Section du pont avec conditions de symétrie

En appliquant ces conditions frontiéres particuliéres, la moitié de chaque
entretoise de méme que la deuxiéme poutre maitresse ont pu étre enlevées ce qui réduit

significativement la taille du modéle et par conséquent le temps de calcul.
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4.4.5 Chargement appliqué au modéle

Le chargement qui est appliqué sur le modéle est une charge uniforme sur le
tablier. Cette charge uniforme est appliquée sur les éléments de voile mince qui forment
le tablier sous la forme d’une pression. Le moment maximal auquel est soumis la poutre

doit étre calculé manuellement par la formule suivante:

M = wl,’

max 8

(4.6)

ou @ est la charge répartie par unité de longueur. Cette charge correspond a la pression

appliquée au tablier multiplié par la largeur du tablier qui est ici de 1485 mm.

Les résultats que nous donne ADINA sont sous la forme de coefficients A, qui
sont en fait des facteurs multiplicateurs de la charge appliquée et qui correspondent aux
différents modes de flambement. Nous sommes uniquement intéressés au premier mode
de flambement car il est, par définition, celui qui posséde la charge de flambement la plus
faible. Pour obtenir le moment critique M., il nous suffit alors de multiplier la valeur de
Mauax par A;. Cette valeur de A, doit étre comprise entre 1 et 500 pour des raisons de
fonctionnement interne du logiciel ADINA. La valeur de la charge appliquée doit donc

étre choisie en conséquence en fonction du M, attendu.

Certaines précisions sont a apporter ici au niveau de l’utilisation d’ADINA. Ces
précisions s’appliqueront pour I’utilisation de tout logiciel général d’éléments finis. La

recherche du premier mode de flambement dans de tels logiciels est basée sur une
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méthode itérative qui se sert de la matrice de rigidité de la structure en position déformeée.
Cette méthode (différentes méthodes existent mais celle-ci est plus directe) nous donne le
premier mode de flambement de la structure, quel qu’il soit. La méthode ne fait pas (et
ne pourrait pas faire) la distinction entre les types de flambement. Ainsi, si une structure
est congue de telle maniére qu'un voilement local puisse se produire a un niveau de
charge inférieur a celui du flambement global, c’est le mode de voilement local (et donc le
premier mode de flambement) que retourne le logiciel. On peut bien sir demander au
logiciel les modes supérieurs mais cela demande un effort de calcul supplémentaire
considérable et rien ne nous permet d’espérer que les modes suivants ne sont pas non plus
des voilements locaux. De plus, il est trés difficile de distinguer clairement un mode
global « pur ». Souvent, on pourra avoir un mélange de voilement local et de flambement

global.

Cette particularité a posé de sérieux problémes pour la poutre du pont type.
Celle-ci a en effet une dme trés élancée qui est sujette au voilement local entre les
raidisseurs. Lorsque le degré de retenue des poutres maitresses est augmenté, la
possibilité d’un voilement local survenant avant les modes de flambement globaux
recherchés augmente. Ii devient alors plus difficile d’évaluer I'effet de ia retenue sur le

déversement des poutres maitresses.
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CHAPITRE §

ETUDE PARAMETRIQUE

5.1 Approche utilisée

Le but de I’étude du pont typique est de déterminer I'effet de chaque composante
sur le comportement en stabilité de 'ouvrage. Pour ce faire, une approche couramment
utilisée est de faire varier les propriétés de chaque composante a partir de la configuration
originale pour voir 'effet de cette composante. Or, le pont réel est trés rigide, voire
surdimensionné, en ce qui a trait a la stabilité. L’approche courante a partir de la
configuration originale ne nous aurait pas permis de déceler I'influence de toutes les
composantes, la variation de la rigidité d’'une composante pouvant étre trop faible par
rapport a celle de I'ouvrage complet. Il a donc été nécessaire de prendre une approche

légérement différente pour notre étude paramétrique.

Nous avons donc enlevé au départ toutes les piéces qui contribuent a stabiliser la
poutre (goussets, raidisseurs, etc.). La poutre est alors tres flexible latéralement puisque
seules subsistent comme support latéral les entretoises qui ne sont plus reliées a cette
derniére que par l'assemblage poutre maitresse-entretoise.  L’ajout des autres
composantes individuellement aura ainsi une influence plus nette et plus significative (on
retrouvera a I’annexe F un tableau récapitulatif de certains des moments de déversement

obtenus.)
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5.2 Poutre classique

Nous allons d’abord, avant d’étudier les différentes composantes. recapituler

certains résultats obtenus des études de convergence.

Dans ces études, la poutre est seule et toutes les piéces stabilisatrices sont
enlevées, y compris les entretoises. La poutre est alors soumise a un moment constant.
De plus, les conditions d’appui sont celles de la théorie classique du déversement de
Timoshenko, a savoir une retenue en appui simple en flexion latérale et en torsion aux
extrémités de la poutre. Ces conditions d’appui équivalent a maintenir latéralement I’ame
de la poutre mais a laisser libre les semelles de maniére a laisser le gauchissement libre de
se produire aux extrémités. Pour la flexion selon I’axe fort, la poutre est également en

appui simple a ses extrémiteés.

Les moments de déversement obtenus du modéle sont récapitulés au tableau 5.1.
Le moment de déversement théorique auquel on y fait référence est celul calculé de la
theéorie classique de déversement de Timoshenko (équation 2.9) et est de 4744 kN*m.
Méme pour cette poutre sans retenue latérale particuliére, 'influence de la distorsion se

fait sentir et se traduit par un diminution de 5% du moment de déversement.
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Tableau 5.1 : Moment critique, poutre classique

M. (kN*m) | M %othéorie)
Distorsion permise 4342 91,5
Distorsion empéchée 4583 96,6

5.3 Effet du tablier

La premiére composante du pont type étudiée est le tablier. Par tablier, on entend
I’ensemble formé par les entretoises et par le pontage qui les recouvrent. Celui-ci agit

comme un diaphragme horizontal qui limite les déplacements latéraux a son niveau.

Pour isoler I’effet de diaphragme horizontal du tablier de 'effet de retenue en
torsion des entretoises, une rigidité nulle est imposée aux assemblages poutre maitresse-

entretoise. Les entretoises sont donc rotulées a leurs extrémités.

5.3.1 Conditions d’appui classiques

Les figures 5.1 a 5.3 nous montrent le déversement de la poutre de notre pont-
type lors de I'ajout du tablier. Les conditions frontiéres aux extrémités sont encore celles
de la théorie classique, a savoir une retenue latérale aux extrémités de la poutre, retenues

qui laissent le gauchissement libre.

Sur ces figures, on peut y voir, bien que le tablier posséde une rigidité latérale
finie, que celle-ci est tellement grande que 1’on peut la considérer, a toutes fins pratiques,

comme infinie. Il en résuite que la poutre maitresse ne subit pas de déplacement latéral
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vis-a-vis le tablier. Elle est en fait forcée de tourner autour de ce dernier. Cet effet de
rotation est encore plus facilement visible a la figure 5.4 qui représente le mode de

déversement lorsque la distorsion est empéchée.
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Figure 5.1 : Poutre avec effet de tablier et retenues latérales aux extrémités, vue

isométrique
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Figure 5.2 : Poutre avec effet de tablier et retenues latérales aux extrémités, vue en

plan
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Figure 5.3 : Poutre avec effet de tablier et retenues latérales aux extrémités, section

Quantitativement, le mode de déversement obtenu correspond 4 un moment de
6720 kN*m. En comparaison, rappelons que le moment de déversement obtenu de la
théorie classique pour la méme poutre est de 4342 kN*m, ce qui représente une
différence de 55%. Les conditions frontiéres sont pourtant les mémes que celles de la
théorie classique. L’augmentation du moment de déversement n’est due qu’a la présence

du tablier qui impose la position verticale de I’axe de rotation de la poutre.

Cette augmentation est encore plus grande si I’on empéche la distorsion de se
produire. On peut voir a la figure 5.4 la section du mode de déversement lorsque la
distorsion est empéchée. La position du point de retenue latérale du tablier est ici
représentée par le symbole = . Ce mode correspond a un moment critique de 8500

kN*m soit prés de deux fois le moment critique prédit par la théorie classique.

La retenue latérale peut donc augmenter fortement le moment de déversement.

Cette augmentation sera par contre diminuée par I’effet de la distorsion.
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Figure 5.4 : Poutre avec effet de tablier et retenues latérales aux extrémités,

distorsion empéchée

5.3.2 Conditions d’appui et chargement réels

Dans les modes de déversement que nous venons de présenter, les conditions
d’appui sont celles utilisées par la théorie classique. Les conditions d’appui réelles du
pont sont différentes. Ce dernier ne posséde pas, a ses extrémités, de retenue latérale
extérieure ou supplémentaire que I’on pourrait, sans hésiter, considérer comme
parfaitement rigides. La poutre est en fait simplement appuyée a ses extrémités au niveau

de la semelle inférieure.

Pour les conditions d’appui réelles du pont, le mode de déversement est trés
différent de celui des figures 5.1 4 5.3. 1l est présenté aux figures 5.5 4 5.7. Si I'on
regarde la forme de la semelle supérieure, on voit que le mode de déversement obtenu
ressemble fortement a celui d’un poteau infiniment rigide dont les extrémités sont

retenues élastiquement (figure 5.6). Ce mode de flambement est prédit par les méthodes
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de poteau retenu élastiquement dont les extrémités ne sont pas fixes (Lazard, 1946;

Timoshenko, 1947).

On peut également remarquer que la distorsion affecte trés fortement I’ame de la

poutre, plus particuliérement la partie située au-dessus de I’assemblage (figure 5.7).

Le moment de déversement associé a ce mode est bien siir beaucoup plus faible
que celui obtenu avec des retenues latérales aux extrémités de la poutre. Il passe de 6720
kN*m pour la poutre avec retenues latérales a ses extrémités a 4710 kN*m pour les

appuis réels.

Figure 5.5 : Poutre sans raidisseurs sous moment uniforme, vue isométrique
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Figure 5.6 : Poutre sans raidisseurs sous moment uniforme, vue en plan

Figure 5.7 : Poutre sans raidisseurs sous moment uniforme, section

Le pont réel s’éloigne de la théorie classique du déversement non seulement par
ses appuis mais aussi par son chargement. Ce dernier est en effet beaucoup plus prés de
la charge uniforme que du moment constant. Nous avons donc appliqué une charge
uniforme sur le tablier du pont. Ce changement du type de chargement influence le
moment de déversement de méme que le mode. Les figures 5.8 a 5.10 nous montrent le
mode de déversement de la poutre avec les appuis réels soumis a une charge constante

sur le tablier. Le moment de déversement pour cette poutre est de 5120 kN*m.
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Figure 5.10 : Poutre avec effet de tablier sous charge constante, section
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Comme pour la poutre retenue a ses extrémités (figures 5.1 a 5.3), la semelle
supérieure suit la forme d’un sinus mais celui-ci est décalé vers I'intérieur du pont. On
remarquera aussi le role prépondérant de la distorsion qui. comme pour la poutre soumise
a un moment constant, affecte fortement la partie de I'dme située au-dessus de

I’assemblage (figure 5.10).

5.4 Effet des entretoises et de I'assemblage poutre maitresse-

entretoise

Les entretoises jouent un role double. Elles empéchent, avec I'aide du pontage
métallique, le déplacement latéral de la poutre au niveau du tablier. Outre cet effet de
diaphragme, elles viennent également diminuer la rotation des poutre maitresses en
offrant une retenue en torsion. Cette retenue est transmise a la poutre maitresse via
I’'assemblage poutre maitresse-entretoise. Le tout se comporte en série, la rigidité totale
sur la poutre maitresse ne pouvant étre plus grande que la plus grande des rigidités de

I’entretoise ou de I’assemblage, ainsi que le démontre I’équation 5.1.

—_= +—+ (5.1)

Pour bien saisir cet effet de retenue en torsion, la rigidité des assemblages a été

modifiée pour prendre plusieurs valeurs différentes. Les rigidités utilisées ont varié d'une
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rigidité correspondant au quart de la rigidité initiale a une rigidité infinie. Cette rigidité
initiale (B:) est de 28,9x10° N*mm (voir section 4.3). La rigidité des entretoises (Bem).
correspond au cas ou les degrés de liberté des extrémités des entretoises sont directement
reliés 4 ceux de I’dme de la poutre maitresse. La rigidité affectant la poutre maitresse est

alors la pleine rigidité des entretoises.

L’effet des entretoises et de leur assemblage a la poutre maitresse est également
influencé par les raidisseurs transversaux présents sur la poutre maitresse, comme le
prédit ’équation 5.1. L’effet des entretoises et de leur assemblage doit donc étre
examiné en les combinant i I’effet des raidisseurs transversaux. Pour ce faire, les
raidisseurs transversaux seront introduits sur la poutre maitresse de fagon progressive.
Les raidisseurs transversaux simples seront introduits les premiers selon I’espacement
montré a la figure 4.1 soit aux 1400 mm. Ensuite viendront les raidisseurs doubles qui
seront ajoutés aux raidisseurs simples a tous les 2800 mm, les raidisseurs simples étant
laissés en place. Finalement les goussets d’assemblage supérieurs et inférieurs seront

ajoutés aux raidisseurs simples et doubles a leur espacement spécifié a la figure 4.1.

Pour chaque configuration de raidisseurs, le moment de déversement est calculé
pour les trois rigidités d’entretoise/assemblage spécifiées plus haut (rigidité initiale, quart
mais cette fois en ajoutant le raidisseur longitudinal sur la poutre maitresse. L’effet de

ces raidisseurs transversaux et longitudinal et des goussets d’assemblage sera discuté plus
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loin aux sections 5.5, 5.6 et 5.7 . Dans tous les cas, la charge appliquée est un moment

constant le long de la poutre.

Les moments de déversement obtenus de tous ces cas sont regroupés au tableau
5.2 et sur la figure 5.11 et comparés au tableau 5.3. Dans ce dernier, on détermine une
épaisseur équivalente qui correspond & I’épaisseur que devrait avoir I’dme de la poutre
maitresse pour que l'inertie totale de I’ame de la poutre, calculée autour de I'axe
longitudinal, soit la méme qu’avec ’ajout des raidisseurs transversaux (équation 5.2).
Cette épaisseur donne une indication de I'importance du role des raidisseurs sur la
distorsion sur la poutre. Plus I’dme de la poutre sera épaisse, plus faible sera la
distorsion.

w? 3
['1' v _ Lrw +1’ _
12 12 "

(5.2)

Lt : longueur totale de la poutre;
w : épaisseur de I’ame;
Wequiv - €paisseur équivalente de I’ame;

[Lidiseus : inertie totale de tous les raidisseurs.

Pour les poutres avec goussets, |’épaisseur équivalente est variabie puisqu’elle est
fonction de la largeur des raidisseurs et que celle-ci varie sur la profondeur de la poutre.
L’épaisseur équivalente la plus petite correspond donc a I’épaisseur équivalente au

sommet du gousset et la plus grande correspond a celle i la jonction gousset-entretoise.
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L’augmentation du moment critique auquel on fait référence dans la tableau 5.3

est calculée selon I"équation 5.3.

- Mmﬁm N M'.
Augmentation de M, = — (5.3)

Mt © moment critique pour un assemblage de rigidité infinie;
M., . moment critique pour un assemblage dont la rigidité est le quart de la

rigidité initiale.

Tableau 5.2 : Moment de déversement pour diverses rigidités des assemblages

M., | Miiiai | Minfini

Sans raid. Transversal 8150 | 8150 | 8150

Sans raidisseur Raid. Transversal simple 26340 | 26720 | 26890
longitudinal Raid. Transversal double 26840 | 27180 | 27350
Raid. transversal + gousset d’assemblage | 32400 } 32740 | 32970

Sans raid. Transversal 8200 | 8200 | 8200

Avec raidisseur Raid. Transversal simple 30380 | 34960 | 36200
longitudinal Raid. Transversal double 35840 | 43020 | 45850
Raid. transversal + gousset d’assemblage | 46170 | 46890 | 47400
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Figure 5.11 : Moment de déversement pour diverses rigidités des assemblages

Tableau 5.3 : Variation du moment de déversement pour une augmentation de la
rigidité des assemblages
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On peut voir au tableau 5.3 que I'absence de raidisseurs transversaux annule
I'influence de la rigidité de I’assemblage. Ceci s’explique par le fait que la rigidité latérale
de I'ame est si faible que I'addition de rigidité au niveau de I'assemblage n’influence pas

le comportement des semelles, I’dme se déformant entiérement en distorsion.

L’équation 5.1 nous prédit que la rigidité totale sera toujours plus faible que la
plus faible des rigidités. L’augmentation de la rigidité qui est déja la plus forte aura une

influence trés faible, d’autant plus faible que la différence entre les rigidités est grande.

On peut voir également au tableau 5.3 que linfluence de la rigidité de
I'assemblage est presque nulle lorsqu’il n’y a pas de raidisseur longitudinal
indépendamment de la présence ou non des raidisseurs transversaux. Cet aspect sera

discuté a la section suivante.

En fait, la rigidité de I’entretoise et de I’assemblage n’aura de ['influence que

lorsque seront présents les raidisseurs transversaux et le raidisseur longitudinal.

Au tableau 5.3, on voit également que la rigidité de I’assemblage perd son
influence lors de la présence de goussets d’assemblage. Ce résultat était prévu puisque
les goussets court-circuitent ’assemblage en venant fixer directement les entretoises au

raidisseur transversal sans passer par I’assemblage poutre maitresse-entretoise.
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5.5 Effet des raidisseurs longitudinaux et voilement local

L’ajout de raidisseur longitudinal et transversaux contribue a augmenter le
moment de déversement de la poutre. Au-dela d’un certain nombre ou d’une certaine
rigidité des raidisseurs, I’instabilité se produit sous la forme de voilement local de I’dme et

le modéle n’est plus utile pour étudier le déversement de la poutre.

Il est possible d’évaluer ce voilement local avec les équations B.4 et B.5 de
I'annexe B. Le moment qui causera ce voilement local représente alors la limite
d’utilisation de notre modéle pour I’étude du déversement. Pour la poutre sans raidisseur
longitudinal, en considérant un panneau de dimensions 1500 par 1400 et une distribution
trapézoidale des contraintes de proportion 2/3, on obtient un facteur ke de 11,0 (Bleich,
1952) ce qui se traduit par un moment critique de 18400 kN*m. Pour la poutre avec
raidisseur longitudinal, le panneau sera de dimensions 1100 par 1400. Le facteur k¢

associé au chargement sera de 8,1 pour un moment critique de 37800 kN*m.

Ces valeurs sont approximatives puisqu’elles ne tiennent pas compte des
conditions réelles d’appui des panneaux puisque les facteurs k¢ sont choisis d’apres une
plaque simplement supportée sur ses quatre cotés. Les équations ne tiennent pas compte
non plus de la continuité de ’ame. Elles sont toutefois un bon indicateur de I’ordre de
grandeur du voilement local, comme on peut le constater a la figure 5.12 ot on les

compare aux moments critiques obtenus des analyses pour différentes configurations.
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Figure 5.12 : Voilement local comme limite d’utilisation
Ainsi, lorsque le moment critique de déversement se rapprochera des valeurs du

moment qui produit le voilement local, ce dernier commencera a apparaitre (figure 5.13 a
Notre modéle sera alors malheureusement inutilisable (voir chapitre 4).

5.15).
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Figure 5.15 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples, section

L’ajout d’un raidisseur longitudinal permet donc de retarder !’apparition du

voilement local et d’étendre la plage d’utilisation du modeéle pour I'étude du déversement.
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5.6 Effet des raidisseurs transversaux

Les raidisseurs transversaux viennent, en l’absence des goussets d’assemblage,
relier les entretoises a I’dme de la poutre maitresse. Ils sont la composante stabilisatrice
dont I'influence est la plus facilement visualisable. Ainsi, lorsqu’un ajoute un raidisseur
d’un seul coté de ’'ame, le mode de déversement est radicalement changé depuis le mode
de la poutre sans raidisseur. Le déversement obtenu se fait selon un sinusoide d’une
demi-longueur d’onde légérement inférieure a la portée de la poutre (figures 5.16 a 5.18).
Pour obtenir un tel mode de déversement, la présence d’un raidisseur longitudinal est

requise, tel que discuté a la section précédente.

Figure 5.16 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples et raidisseur

longitudinal, vue isométrique
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Figure 5.17 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples et raidisseur

longitudinal, vue en plan

Figure 5.18 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples et raidisseur

longitudinal, section

Le moment de déversement obtenu est considérablement augmenté. II passe de
8200 kN*m pour une poutre sans raidisseur transversal a 34960 kN*m pour une poutre
avec raidisseurs transversaux d’un seul coté. Les raidisseurs transversaux ont ici des
dimensions de 150mm par 16mm et sont espacés de 1400mm. Comme discuté
précédemment, cette résistance accrue est due a I’augmentation de la rigidité de I’ame qui

permet une utilisation plus efficace de la rigidité des entretoises (équation 5.1).

Pour des raidisseurs transversaux simples, la distorsion est encore bien présente.
Les raidisseurs sont en effet fortement déformés. La rigidité de I’ame et des assemblages
sont trés similaires comme nous ’avons vu au tableau 5.3 puisque la nigidité de

I’assemblage a alors sa plus forte influence. La variation de la rigidité des assemblages va
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d’ailleurs faire passer le mode de déversement d’'un mode ou les raidisseurs se déforment
peu et ou la poutre subit plutdt une rotation autour du tablier (pour une faible rigidité des
assemblages, figure 5.19) a un mode ou ce sont les raidisseurs qui se déforment en
accentuant la distorsion de la poutre qui subit une rotation beaucoup plus faible autour du

tablier (pour un assemblage plus ngide, figure 5.20).

Figure 5.19 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples et raidisseur

longitudinal, assemblage faible

Figure 5.20 : Poutre avec raidisseurs transversaux simples et raidisseur

longitudinal, assemblage fort

L’ajout de raidisseurs transversaux de l'autre coté de I'dme pour avoir des
raidisseurs de chaque coté vient nous rapprocher du voilement local. En effet, le mode de

déversement obtenu est toujours un sinusoide mais dont la longueur d’onde est plus
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courte. La poutre déverse comme si elle comportait une retenue latérale fixe a ses
extrémités et & mi-portée (figure 5.21 a 5.23). Le moment de déversement est alors de
43000 kN*m. On remarquera surtout [’apparition du voilement local dans I’ame qui se
traduit sous forme de vaguelettes (visible surtout aux figures 5.21 et 5.22) d’un raidisseur
transversal a I’autre malgré la présence d’un raidisseur longitudinal. Le mode obtenu est
en fait une combinaison de voilement local et de déversement global. Nous arrivons a la
limite du voilement local et I'utilisation de raidisseurs plus rigides a une influence qui se

fait de moins en moins sentir (voir figure 5.20).

Figure 5.21 : Poutre avec raidisseurs transversaux doubles et raidisseur

longitudinal, vue isométrique
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Figure 5.22 : Poutre avec raidisseurs transversaux doubles et raidisseur

longitudinal, vue en plan

|-

Figure 5.23 : Poutre avec raidisseurs transversaux doubles et raidisseur

longitudinal, section

5.7 Effet des goussets d’assemblage

L’ajout des goussets d’assemblage vient considérablement augmenter la rigidité
torsionnelle dont bénéficie la poutre maitresse. Non seulement ils court-circuitent
'assemblage poutre maitresse-entretoise mais ils viennent augmenter la rigidité des

entretoises en raccourcissant la longueur des ces derniéres.

Malheureusement, cet effet n’est pas visualisable a partir de notre modele a cause

des problémes de voilement local discutés plus t6t. Le mode de déversement obtenu est
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en effet limité au voilement local du premier panneau, malgré la présence d’un raidisseur
longitudinal (figures 5.24 a 5.26). La valeur du moment de déversement plafonne aux
alentours de 47000 kN*m, ce qui concorde avec |’estimation du voilement local a 37800
kN*m. On est encore trés loin du 280000 kN*m que prévoit la théorie classique du
déversement lorsqu’on prend comme longueur non-supportée (L,) la distance entre les

goussets d'assemblage de 2800mm.

Figure 5.24 : Poutre avec goussets d’assemblage et raidisseur longitudinal, vue

isométrique

Figure 5.25 : Poutre avec goussets d’assemblage et raidisseur longitudinal, vue en

plan
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T ]lj
pos mas sy

Figure 5.26 : Poutre avec goussets d’assemblage et raidisseur longitudinal, section

5.8 Effet des retenues d’extrémité

Sur les modéles ou la rigidité torsionnelle est faible (figure 5.5 a 5.10), on peut
voir clairement que les extrémités ne sont pas retenues latéralement. L'’utilisation de

théories basées sur des extrémités latéralement fixes est alors difficilement justifiable.

Pour des modeles ou la rigidité est plus grande, cet effet est de moins en moins
perceptible (figure 5.21 a 5.23). Le voilement local nous empéche toutefois de bien
apprécier la situation. De plus, comme on se rapproche du cas ou toutes les retenues
sont absolument efficaces (lorsque le déversement s’effectue entre les supports), il est
normal que I'effet des extrémités diminue puisque celles-ci aussi seront absolument

efficaces.
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CHAPITRE 6

DEVERSEMENT D’UNE POUTRE AVEC AME FLEXIBLE ET

POINT DE ROTATION FIXE

6.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 5 que les poutres d’un pont a tablier inférieur peuvent
présenter divers modes de déversement et de voilement local. Nous avons aussi €tabli
quelles sont les diverses composantes impliquées dans le déversement de méme que le

role de chacune.

Nous retiendrons tout d’abord que le déversement des poutres maitresses est
caractérisé par un déplacement horizontal nul au niveau du tablier et par la rotation de la
poutre autour de ce point. A cela vient s’ajouter la distorsion qui vient modifier la forme

de la poutre et qui accentue cette rotation autour du tablier.

Les raidisseurs et les goussets d’assemblage viennent limiter cette distorsion et
viennent ainsi augmenter la résistance de la poutre. De plus, ils viennent permettre le
transfert de la rigidité des entretoises aux poutres maitresses. Celles-ci peuvent alors
s’appuyer sur les entretoises qui leur fournissent une retenue contre la rotation autour du

tablier.




131

Différentes méthodes de calcul ont été expliquées au chapitre 2. Nous avons
retenu les cinq principales pour lesquelles la relation entre M,; et la rigidité de la retenue

est représentée schématiquement a la figure 6.1.

v

Figure 6.1 : Méthodes de calcul du moment de déversement

Chaque méthode a ses limitations. Les méthodes de Taylor et Ojalvo de méme
que celle de Yura qui est en dérivée ne permettent pas I’introduction de I'effet du tablier
qui force un point de rotation sur la poutre. Alors que la méthode de Taylor et Ojalvo
néglige totalement la distorsion, la méthode de Yura en tient compte mais est incorrecte

pour de faibles valeurs de rigidité du tablier puisqu’elle se sert de I’approche classique de
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Timoshenko (qui elle aussi néglige I'effet de support latéral du tablier) pour déterminer

un moment de déversement initial Mp.

Les trois autres méthodes sont basées sur un modele de poteau sur appuis
élastiques. La méthode la plus simple, celle de Engesser, donne des moments de
déversement trop élevés pour de fortes valeurs de rigidité des appuis élastiques. De plus,

elle est limitée a une valeur de K supérieure a 1,3.

La méthode de Bleich est par contre valide pour toutes valeurs de K. Elle prédit
correctement la limite supérieure qui correspond au déversement de la poutre entre les
raidisseurs, ce que les méthodes utilisant un milieu continu plutdt que discret sont

incapables de faire.

Finalement, la méthode de Schweda est la seule qui ne suppose pas a priori que
les extrémités de la poutre sont retenues latéralement. Cette méthode, tout comme celle

d’Engesser, est limitée a une valeur de K supérieure a 1,3.

Ces trois méthodes basées sur un modéle de poteau sur appuis €élastiques peuvent
permettre introduction de la distorsion et de la rigidité des raidisseurs et des
assemblages par le choix judicieux de la rigidité des appuis €lastiques. Leurs auteurs
restent toutefois trés superficiels sur la fagon d’établir ces rigidités. De plus, ce modéle,
en ne conservant que la semelle supérieure, néglige 'effet bénéfique de la semelle

inférieure qui, étant tendue, apporte un certain support a I'ensemble de 'ouvrage. De
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méme, ['effet du gauchissement est négligé puisque, encore une fois, la poutre n’est pas

considérée dans sons ensemble.

Il serait donc souhaitable de développer une équation basée sur le comportement
d’une poutre compléte et qui permettrait d’inclure 'effet du tablier et de tenir compte de
la distorsion. C’est ce qui sera fait dans ce chapitre ot nous développerons, a partir
d’une approche énergétique, une méthode pour prédire le moment de déversement d’une
poutre qui comporte un point de rotation fixe de méme qu’un ressort rotationnel et dont

I’dme pourra subir de la distorsion.

Au chapitre suivant, cette équation sera appliquée a des poutres avec raidisseurs.
Cette expression pourra alors étre utilisée pour déterminer la rigidité minimale des
raidisseurs et des assemblages poutres maitresses-entretoises nécessaires pour prévenir le

déversement de la poutre maitresse.

Cette dérivation se fera pour une poutre dont les extrémités sont retenues
latéralement et qui est soumise 4 un moment constant. Le fait de retenir les extrémités
simplifie grandement la résolution du probléme. De plus, cette hypothése est justifiée
pour la plupart des ponts réels. Ceux-ci comportent en effet des raidisseurs porteurs a
leurs extrémités qui sont généralement beaucoup plus rigides que les raidisseurs
transversaux ordinaires. D’aprés les travaux de Lazard (voir section 2.2.8), une rigidité
aux extrémités qui est le double des rigidités intermédiaires est suffisante pour justifier

I'utilisation d’extrémités retenues latéralement. L’ingénieur n’aura donc qu’a vérifier que
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les raidisseurs porteurs sont effectivement deux fois plus rigides que les raidisseurs

intermédiaires qu'il utilise dans le calcul du moment de déversement.

L utilisation d’'un moment constant est, quant a elle, une hypothese du coté

securitaire qui est souvent utilisée dans le calcul structural.

La dérivation de la méthode se fera en étapes successives en commengant par
négliger la distorsion puis en incluant celle-ci sur une poutre sans ressort rotationnel et
sans point de rotation fixe. Suivront ensuite I’ajout du point de rotation fixe puis du

ressort rotationnel, ce dernier probléme étudié étant celui qui nous intéresse.

Cette méthode considére la poutre comme un milieu continu et neglige I'effet
ponctuel des raidisseurs transversaux. Toutefois, son approche qui différe de celle des
autres modéles en milieu continu, ne la rend pas sujette a la limite du K supérieur a 1,3

imposée aux méthodes de Engesser et de Timoshenko.

6.2 Poutres avec point de rotation fixe, avec ressort rotationnel

et sans distorsion de I’ame

Bleich (1951) a dérivé I’équation d’énergie d’une poutre bisymétrique dont |'axe
de rotation dans le sens longitudinal est imposé. Comme [’approche classique de
Timoshenko, il négligea la distorsion de la section. Lorsque cette poutre est soumise a un

moment constant, cette équation est:
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u, = %_L[[E(C va l1)p" +(GI)B* + 2a,,MBB |z (6.1)

Dans I’équation 6.1, la distance a., correspond a la distance entre 1'axe de rotation
imposé et le centre de gravité de la poutre. Elle est positive lorsque ’axe de rotation est

situé sous le centre de gravité.

L énergie d’un ressort torsionnel de rigiditeé K, relié a la poutre est :

I
> [&.B° d= (6.2)

=0

U =

L’énergie totale du systéme est alors :

U,

][ Y WA 2 e b v 2 ' M
Ej[f,(( L+a1)B +(G)BE +2a MPB + KB ]¢
i/
l fr~ hd T M rl ’ 2
- [ E[f,(cﬁacg-[‘,)p +(GN)B* +2a MPBB + K. B ]d: (6.3)
Hys
= [Fd
Par le calcul variationnel, on peut déterminer I’équation différentielle qui régit

alors le probleme.

& dF 4 &
B dB d P

=0 (6.4)

On trouve alors:
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J‘ 44
' a MB"+KpB (6.5)
d &
L GJB (6.6)
d: aF 2 v ”
o (EC, +a EL )" +a MB (6.7)
ce qui nous donne:
EC_ +a_"EI |BY +(2a_M-GJJB”"+K,B=0 (6.8)
g 3 g

Pour une poutre sur appuis simples retenue latéralement a ses extrémités et dont

le gauchissement est libre, les conditions frontiéres sont les suivantes:

B=B"=0 pour z=0 et z=L (6.9)

Pour ces conditions frontiéres, la forme de la solution de I’équation différentielle

-

p=A sin(mzr-z) (6.10)

22

" o_ mx . i
p'=-4 Iz sm(mzr[) 6.11)
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4 __4

T <
sm(mzr—) (6.12)

w _ m
p=4 L

L-t

On remplace alors les valeurs de B dans I'équation différentielle, ce qui nous

permet de trouver le moment de déversement de la poutre:

44 2 e
[(EC“. ra B )T - (22 M- GI) T +K,JAsin(man = 0(6.13)

La solution non-triviale de cette équation est:

[ . \m'rn’ m’n*
L(ECw+aq‘EIy) (22, M-GI)T5+K, [0 (6.14)
d’ou on peut tirer le moment de déversement M’y
1 {m’n” . K L
= . + - . : S 6.15
M. Zacz[ T (ECw a, EI>)+Gj+m'7r} (6.15)

On retrouve la méme équation dans I’ouvrage de Nylander(1956).

On remarquera, en observant I’équation 6.15 que, le mode de déversement n’est
pas forcément celui qui correspond a4 m=1. En effet, bien qu’une valeur plus grande de m
vienne augmenter le premier terme de rigidité et donc le moment de déversement,

I'influence du ressort est réduite et vient alors diminuer le moment de déversement.
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On se rappellera que [’équation développée par Taylor et Ojalvo pour une poutre
retenue en torsion par un ressort (sans axe de rotation forcée) prédisait que le mode de
flambement serait toujours le premier mode. Pour une poutre avec I’axe de rotation

forcé, on ne pourra donc pas négliger le calcul des modes supérieurs.

Ainsi, pour une rigidité du ressort nuile, la valeur du moment de déversement sera
minimale pour m=1. L’augmentation de la rigidité de ce ressort fera passer le mode
critique de déversement 4 m=2, m=3, m=4, ... et ce, en fonction du rapport entre la
rigidité du ressort K, et la rigidité (ECa+a., El,). Le tableau suivant illustre bien cet effet.
1l donne les valeurs du moment de déversement pour la poutre du pont-type pour laquelle
on fixe un axe de rotation forcée a une distance de 441 mm sous le centre de gravité
(ag=441). Les valeurs ombragées correspondent aux cas critiques pour chaque valeur de

K.

Tableau 6.1 : Moment de déversement (kN*m) selon I’équation 6.15 pour la poutre

du pont-type sans raidisseurs (a;=441)

K, (kN) m=1 m=2 =3 m=4 m=5
0 o R R 27582 56220 96312 147858
1000 3 64325 100871 150777
2000 156303 I58 72431 105431 153695
3000 229254 82296 109990 156613

4000 302205 100534 114549 159531
5000 375156 118772 119109 162449
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6.3 Poutres avec ame flexible

6.3.1 Définition des degrés de liberté

Les degrés de liberté sont définis a la figure 6.2.

- '
o TrT L
, =
Y ;
A 3
R ! | *\J

w—+\\\\ "\,\~—-—-7
T —~——— T - T \\’,\

it

Figure 6.2 :Définition des degrés de liberté
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On notera que la dimension h se rapporte ici a la distance séparant le centre de
gravité des deux semelles et non pas a la longueur de I’ame entre ces deux derniéres.

Pour des raisons de simplification, cette nouvelle définition de h sera utilisée tout au long

de ce chapitre.

La déformée latérale de I'ame (u) est posée comme étant un polyndme de degré 3

soit le degré le plus élevé pouvant étre résolu avec le nombre de degrés de liberté posés.

u=b,+by+by +by’ (6.16)
ﬁ-%’—-b +2b,y +3b,y" (6.17)

Ce polynéme doit satisfaire les conditions suivantes :

ay=0: u=u, (6.18)
B =B, (6.19)
ay=h: u=u, (6.20)
B=p- (6.21)
Sous forme matricielle, cela donne:
1 0 0 0)[6) (u
01 0 0 ||b .
A A (6.22)
1 h h» h ||b u,
0 1 2n 3h||b B,
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6.3.2 Energie interne

6.3.2.1 Semelle supérieure - torsion

1 A 623
(2 & 623

6.3.2.2 Semelie supérieure - déplacement latéral

15 S u
— L dz 6.24
o, (58] e 629

6.3.2.3 Semelle inférieure - torsion

=L 2
1 I GJz(é.ﬁA) d- (6.25)
2.7, oz

6.3.2.4 Semelle inférieure - déplacement latéral

.;-.]' [5 "”) A (6.26)

6.3.2.5 Ame

On considére I’ame comme une plaque sollicitée dans son plan. L’énergie interne

associée & une plaque sollicitée dans son plan vient de Timoshenko (1947):

1 (% 6u 8udtu (u)
220 ] {(@2 ) - ")[ s (ayav] }}“yd“ ©27

=0 y=0

Ew’ E

_ e 6.28
12(1- %) =20+ (6.28)

D=
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On peut simplifier les termes et les regrouper pour obtenir I'équation suivante:

(R 1§ o 1[5 v

'—0 y=0

? Ew'v (& @ oot aa) [ OF
W'V w” u
ke J'J'(_'i_")d)d.+ . II(@&J b

'-0 y=U =0 y=0

Les deux premiers représentent la flexion selon les deux directions. Le dernier
terme est celui de la torsion et I’avant-dernier est particulier aux plaques et représente le

couplage entre les deux directions de déformations .

6.3.3 Energie des charges externes
De fagon générale: V' =-[0,5 dA (6.30)

=L
5= [(ds-dz)
=0 (6.31)

= :] (Jdr2 +dy’ +d=° —d-:)

=0

6.3.3.1 Semelle supérieure

o tout d’abord (petites déformations) cospi =1 (6.32)
n pose tou or ites déformations) : )

P P coiﬁx +dﬂ1) =1

dx = [(u‘ +du‘)+(s-cos(ﬁ, +dﬂl))]-["| +s-cosf | (6.33)

= du,



dy =[-s-sin §,] - [-s-sin(B, +dB,)|
= —s(sin B,) + s{sin B, cosdf3, +cosf, sindB, )
= —-5-sindp,
= -s-dp,

5= I\/du, _s-df,) +(d=) - d

Et donc, ,_L[ du . \ R
&)

Avec I’approximation : V1+x =1+ %

et les définitions : % =u —=f,

Cela nous donne :

La contrainte (positive en compression) vaut : o, = ——d,

/

x

V eemsup =-—£ Md, T;(u, +5° ﬂ,')d.dA

I

X =0

-,

L’énergie interne est alors de :

x ::-b‘..

T : b’
M (uil-bl*'ﬁl-ﬁ)‘k

21, 3,

_ Azxfld, J-- ll"].‘(m,: +s:ﬂ[2}i':d5'

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)
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6.3.3.2 Semelle inférieure

cosf3, =1
On applique le méme raisonnement a la semelle inférieure : o s(,ﬁB vdf.)~ I(6.41)
= [(u: + du: ) + (S COS(ﬂ: +dﬂ: ))] - ["3 t+s- COSﬁ:] (6.42)
=du,
dy =[-s-sin §.] w[—s— sin( 8. +dp, )]
= —s(sin B.) + s{sin B cosdB. +cos B. sindp.) (6.43)
= -s-sindpf.
= —s-df,
::L -~ hl bl
5= [ () +(-s-dB) +(d) -
R 64
= J. (ﬂ) +s:[£) + 1 |dz —d=
=0 ‘12 ‘k
du, _ u: ﬂ:ﬂ: (6.45)
d= - dz }
.[[ ul’ + s ,8" }L dz
o (6.46)
= I %(u;: +s:,B'::}I:
. N - : M
La contrainte est négative (en traction) : o, = ———d, (6.47)



L’ énergie est alors de :

6.3.3.3 Ame
dx = du

dy=0

xem mf J‘

Md, Tt
T 2]

P

5 = :].L V(CII(): +0° +(d::): o 4

-I

/__

e

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)
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6.3.4 Energie potentielle totale

L’énergie potentielle totale (IT) est la somme des énergies internes et de I'énergie des

charges externes:

.

GJ B +GJ.B +El ul + El,uy?

+T12(?isv:)(dy)d} I = )(i?):dy

y=o

V¢ Y Ewv (d ud’ u) (d u)
[M== | {+ n oz 6.54
22 ;[,,6(1—\") b+ I 3 \dytz) ¥ (654
Md,t,[ - \ bs) Md:tz( ﬁ]
I b+ 12 I, b+

X

o) 0

X v=0 J

.
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6.3.5 Résolution de I’équation d’énergie

En posant la forme des degrés de liberté comme étant des sinus d’amplitude A;,

on obtient :
. (mz .
u.u B3 =4 sm(T) i=1234
w3 = A %cos(%) (6.55)

b/

).
uul BB = _A'(T) sm( 7 )

Pour obtenir le moment de déversement critique, on cherche les valeurs des
degrés de liberté qui minimisent |’énergie potentielle totale du systeme, ce qui se traduit

par les quatre équations suivantes:

SHT= m,(A,)+m.(A.)+m,{(A,)+m (A,)=0 (6.56)
g? =m,(A,)+m.(A,)+my,(A,)+m,(A)=0 (6.57)
%_ m,(A,)+m.(A,)+m,(A)+m,(A,)=0 (6.58)
(%‘?_ mo (A, )+ mo(A, )+ ma(A,)+ma(a.) =0 (6.59)

que I’on exprime sous la forme matricielle:

{mn m, m; m,| A

e

m, m, m, m, ~0 (6.60)

3
3
o

my  m,

N

Lm4l m, m,; m,
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Une fois les intégrations effectuées , nous obtenons les termes suivants dans la

matrice:

6DL. 6x'Dv 13x'Dh m'El, r'btdM 13 r'hwd. M

™E T TSTwL t70 10 T 2r 211 70 71
" s (6.61)
T hwM . - Gw’
71_L Shi.
—6DL 6r'Dv 9 7'Dh 9 m'hwd M 9 mhwM m'Gw’ (6.62
.= -= + + - - )

" W S hL 140 ) 140 IL 280 I.L Shi )
. _Z3DL 32°Dv 1 DR 11 Thwd.M  rmh'wM  Gw’ 6.63
. = 3 - - - + - .

BT p s L 40 [ 420 [.L 5611 o, (&%)
- 23DL °Dv 13 Dk 13 r'hwd,M 1h'wM 7°Gw’ (6.64)
= - + + - - .

R N 10L 840 I’ 840 I.L 120/,L  60L
m, =m,. (6.65)
6DL 6rx°Dv 13n'Dh ='El, r'biadM 137 hwd,M
M = —3—+ = + T+ 37—+ + =
W S hL 70 L 2L 21 L 70 1L
. e (6.66)
in"h'wM 7 Gw’
70 1L | ShL
e = 3DL | ~°Dv 13 x'Dh* 13 m’h’wd .M . hPwM . °Gw’ (6.67)
T h T 1I0L 840 [} 840 I.L 140/, = 60L '
" 3DL+3JT:DV 11 7*DR* 11 m°hwd,M rmh'wM °Gw’ (6.68)
=— = + + - + )
T R s L 420 [} 420 [L 120/, L ~ 60L
my, = m; (6.69)

m;, =m,;, (6.70)
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2D 7°GJ, 2 x°Dhv z'Dh’ b tdM g h'wd,M

My =Th YTar U5 L a0l | 241 L 21001
- o (6.71)
hwM mGwh
336/.L ~ 4SL
DL #°Dhv r=*Dh' r'h’wd.M r'h*wM 2°Gw’h
my = — - el L - (6.72)
h ~ 30L  280L°  280i_L  S60[,I  180L
m, =m,; (6.73)
m.=m, (6.74)
mg, =m,, (6.75)
_2DL 7°GJ. 2 xDhv DR b ltd M T hiwd. .M
Me STy Tar Tis L T 2100 ¢ 240,L  2100,L
(6.76)

°hiwM 7 Gw’h
T 56011 451

Pour obtenir le moment critique de déversement, il faut alors poser comme €tant

nul le déterminant de cette matrice, ce qui nous donne quatre racines pour la valeur de M.

m, m, m; m,

hy My My M,
=0 (6.77)

my,  my, my;

m,,  m,, mg; my,

Le moment critique de déversement est alors la plus petite racine positive réelle.
La plus petite racine (en valeur absolue) négative correspond au moment de déversement

lorsque le moment appliqué est inversé. Pour une poutre bisymétrique, la valeur absolue
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de ces deux racines sera la méme. Pour une poutre unisymétrique, la racine négative

nous donne le moment de déversement pour la poutre inversée.

6.3.6 Poutre avec ame infiniment rigide

La méme méthode peut étre appliquée a une poutre dont I’dme est infiniment
rigide en flexion. Ce faisant, nous éliminons le phénoméne de la distorsion et nous
devrions retrouver les mémes résultats que ceux obtenus de la théorie classique de

Timoshenko.

Pour éliminer la distorsion, on remplace le polynome de degré 3 qui sert a décrire

le déformée de I'dme par une droite et donc un polynéme de degré 1:

u=b +by (6.78)

Ce polynéme devant toujours satisfaire les équations 6.18 a 6.21, il peut étre

transformé pour obtenir:

u=b+p8y (6.79)
A =4 (6.80)

L’expression de I’énergie potentielle totale demeure inchangée. La résolution de
cette équation se fait aussi de la méme fagon que précédemment a la différence que le
probléme ne comportant plus que deux degrés de liberté (uz et B), la matrice finale

obtenue sera de dimensions 2x2.
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=0 (6.81)

4 -

b q wh'
m, = 2L3(Dh+EI + £, ) M— ( bid, +b.t,d. + hwd, — ] (6.82)

201 2
- (—D-h—'~+£1 hJ+M L ( badhe Tl W) (6.83
M= T ar\ 2 2 L\ T ) &)
2[ hw.'ij J[DhS J
/4 T 4
m::—ukGJ,+GJ:+G ALY +EIh
b’td, b’td, Wwd, wh' ©54)
844 ok 2
+M21xL[ 12 Tz AT 4)

6.3.7 Résultats numériques

Le tableau 6.2 donne les moments de déversements obtenus de I’équation 6.77
pour diverses sections dont la section du pont-type. On y retrouve également les
résultats obtenus du logiciel BASP développée par Choo (1987). Ce logiciel dédié
calcule le déversement d’une poutre en incluant la distorsion. Il permet I'incorporation
de raidisseurs droits, de ressorts rotationnels et translationnels et d’appuis hors-plan et
dans le plan de I’dme de la poutre. Ce logiciel a été utilisé par Yura (1993) comme outil

de validation pour sa méthode.
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Tableau 6.2 : Moments de déversement pour diverses poutres & ime flexible

M. (kN*m) Timoshenko | Polynéme de BASP Polynome de
degre 1 degre 3
W250x167 832 832 784 830
(L=12000)
W610x84 131 131 130 131
(L=12000)
WWF1200x263 1180 1180 1150 1170
(L=12000)
Poutre type 4740 4740 4190 4560
(L=25200) (ADINA: 4340)
Poutre type;w=38 4680 4680 3610 3950
(L=25200)
Poutre 307 307 306 306
unisymetrique -105 -105 -98 -104

La poutre unisymétrique mentionnée au tableau 6.2 est tirée de I'ouvrage de
Picard et Beaulieu (1991). Les dimensions de la semelle supérieure sont de 320 x 15, la
semelle inférieure mesure 160 x 15 et la distance entre le centre de gravité des semelles
est de 560 alors que I’épaisseur de I’4me est de 8 mm. Les auteurs ont calculé le moment
de déversement pour cette poutre, qui est de 307 kN*m, et pour la méme poutre
inversée de haut en bas, ce qui donne 105 kN*m. La longueur de cette poutre est de

13500 mm.

On remarquera au tableau 6.2 que lorsque la distorsion est empéchée, I’approche
énergétique employée donne exactement le méme résultat que I’équation classique de

Timoshenko (équation 2.9).
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L’introduction du polyndme de degré 3 pour simuler la distorsion semble
fonctionner correctement; plus I’dme est mince, plus le moment de déversement diminue.
Cette affirmation est facile a constater en comparant les résultats pour la poutre du pont-
type et pour la méme poutre avec une épaisseur d’ame de 8 mm, soit la moiti€¢ de
I'épaisseur de départ de 16 mm. Un polynéme de degré un impose une courbure
constante de I’ime de la poutre. Cette courbure constante correspond a une variation
constante du moment sur I’dme de la poutre. Or, aucune charge latérale n’étant
appliquée directement sur ’ame de la poutre mais plutot au niveau des semelles, le
moment produisant la distorsion dans [’dme de la poutre ne peut que varier de fagon

linéaire.

La comparaison entre les logiciels BASP, ADINA et la méthode énergétique est
un peu moins bonne. Les deux logiciels, tous deux basés sur la théorie des éléments finis
donnent constamment des moments de déversement plus faible. Cet état de choses a déja
été souligné (voir sections 5.2 et B.2.2) lorsque le logiciel ADINA donnait un moment de
déversement de 4% inférieur a la théorie classique, méme lorsque la distorsion était
empéchée. La différence entre les deux logiciels et la méthode énergétique reste toutefois
réduite avec des différences maximales de I’ordre de 5% pour les poutres de dimensions
habituelles (W250x167, W610x84, WWF 1200x263) et augmente aux environs de 9% a
10% pour des poutres trés élancées. Aucune explication n’a pu étre avancée et validée

pour déterminer la cause de ces différences.
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6.4 Poutres avec point de rotation fixe et ame flexible

L’approche énergétique utilisée a la section précédente peut étre modifiée pour
incorporer I'effet d’un point de rotation fixe. Ce point de rotation fixe vient en fait nous
donner une équation supplémentaire pour décrire la déformée de I’ame de la poutre car

nous posons que la poutre ne se déplace pas latéralement vis-a-vis de ce point.

Figure 6.3 : Imposition d’un point de rotation fixe

Cet axe de rotation forcée se traduit par I’équation suivante:

y=a: u=0 (6.85)
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Cette équation, combinée aux équations 6.18 a 6.21, requiert I'utilisation d’un

polyndéme de degré 4 pour pouvoir représenter adéquatement la probléme.
u=b,+by+by +by’ +by* (6.86)

Le reste de la démarche a effectuer est en tout point identique a celle de la section
précédente. Les termes qui composeront la matrice de dimensions 4 x 4 seront bien sir

différents. Ces termes, beaucoup plus complexes, sont donnés a I’annexe D.
6.4.1 Poutre avec ame infiniment rigide

Nous avons vu que I’on peut éliminer I’effet de la déformation de ’ame dans son
plan en introduisant un polynome de degré 1 pour décrire la déformée latérale de la
poutre. Avec cette méme approche, on peut également résoudre le probléme de la poutre
avec point de rotation fixe. On incorpore alors I’équation 6.85 dans les €quations 6.79 et

6.80. Il en résulte que la déformée de I’dme est décrite par I’équation suivante:
u=B(y-a) (6.87)

Le probléme ne dépend plus alors que d’un seul degré de liberté, a savoir la rotation de la
poutre. La résolution de I’équation de I'énergie potentielle totale (équation 6.54) se fait
de la méme fagon en posant retenant une fonction sinusoidale pour f;. Comme il n’y a
qu’un seul degré de libesté, la matrice obtenue est de dimensions 1 x 1 et est en fait une

seule équation que voici:
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T . G ot . ., DWW . )
Z—I.(GJ’ +GJ, + 3 j +§F[a'Dh-aDh' *3 El,(a -h) + E]r‘.za'J
., b’td . b’rd,
M ~-btda-h) _—‘lé—‘+b:1:d:a- M ) (6.88)
+ s =
21.L ., ha 2h*a  h'd, W
) +hw(a‘d. 8 pad. + 2 T ——)
\ - 2 - 3 4

6.4.2 Résultats numériques

Cette approche a été appliquée pour la poutre du pont type en posant la retenue
latérale sur 1’ame au tiers inférieur de I’ame (a=881). Les résultats obtenus sont
regroupés au tableau 6.3. Ce tableau contient également les valeurs obtenues par BASP
et ADINA. Les résultats classés sous le titre “avec distorsion” considérent la
déformation de I’dme alors que ceux sous le titre “sans distorsion” supposent une ame
rigide. La méthode énergétique sans distorsion est celle présentée a la section 6.2. Pour
le logiciel BASP, la distorsion a été éliminée en rajoutant des raidisseurs de dimensions
450x16 espacés de 1600 mm a la poutre. Pour le logiciel ADINA | on a empéché ia
distorsion en imposant le méme angle de rotation a tous les noeuds situés a4 une méme

distance le long de la poutre (voir annexe B).
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Tableau 6.3 : Moments de déversement (kN*m) pour la poutre du pont-type avec

point de rotation fixe (a=881)

Sans distorsion Avec distorsion
Meéthode énergétique | 10400 -—- —
Polynome de degré 1 | 10400 § Polyndme de degré 4 { 7700

BASP 10370 BASP 6840

ADINA 8500 ADINA 6720

De la méme fagon qu’a la section 6.3, on remarquera que les logiciels d’€léments

finis prédisent un moment de déversement plus faible que celui prédit par la méthode

énergétique avec des différences toujours de I'ordre de 10% a 20%.

La tendance

indiquée par les différentes méthodes est toutefois constante, a savoir que la distorsion

vient considérablement réduire le moment de déversement de la poutre. Cette affirmation

est également confirmée au tableau 6.4 ou la méthode énergétique et ies deux logiciels

sont appliqués sur différentes sections et pour différentes positions de I’axe de rotation

imposé, mesurées par rapport a la semelle inférieure (figure 6.3).

On remarquera également sur le tableau 6.3 que la méthode énergétique (section

6.2) et Iutilisation d’'un polynome de degré 1 sont équivalentes.
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Tableau 6.4 : Moment de déversement (kN*m) pour des poutres avec point de

rotation imposé

Point de Méthode § Pont-type | Pont-type | W250x | W610x | WWF1200
rotation w=8 167 84 x263
Degre 4 13600 6640 36700 1690 6240
a=h/2 BASP 11800 5220 -~ -—- ---
ADINA 10500 5990 --- -— —-
Degré 4 7710 4990 5830 296 2250
a=h/3 BASP 6720 4300 5500 293 2170
ADINA 6730 4690 - -—- —-
Degre 4 5510 4240 3000 173 1430
a=h/6 BASP 4910 3850 2820 171 1390
ADINA 5070 4090 --- o -—-

6.5 Poutres avec point de rotation fixe, ressort rotationnel et

ame flexible

L’ajout d’un ressort rotationnel de rigidité K, au point de rotation vient quelque
peu compliquer le probléme. A cet endroit en effet se produira une discontinuité dans la
fonction qui décrit la déformée. Cette discontinuité provient du ressort qui, en appliquant
sur I’dme de la poutre un moment de torsion, vient modifier ponctuellement le diagramme
de moment de flexion et, par conséquent, la courbure de I’dme. La pente et la déformée

de I’ame sont par contre continues au point de rotation.

Pour inclure cette discontinuité au niveau de la courbure, le polynome de degré 4

est remplacé par deux polyndémes, un pour la partie supérieure au point de rotation (Usp)
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et un pour la partie inférieure (u,r). Le nombre de conditions frontieres est suffisant pour

deéfinir deux polynomes de degré 3.

u . =b,+by+by +by’ (6.89)

B = ity _ b, +2b.y +3b,y" (6.90)

Upy =Co + Y +C 37 + ) (6.91)
du,,, ,

P = & ot 2c,y+3cyy (6.92)

Les conditions auxquelles doivent répondre les deux polyndémes sont les

suivantes:

ay=0: u, =u. (6.93)
B =B, (6.94)
ay=a: u, =0 (6.95)
u,, =0 (6.96)
Buog =By =0 (6.97)

dp,. dB.
— - ——-RfB =0 (6.98)

b A
ay=h: Ug,, = U, (6.99)
Bop =B (6.100)

Dans |'équation 6.98, la constante correspond au rapport de la rigidité du ressort

K et de la ngidité en flexion de [’ame

12
R:K,[EWJ (6.101)
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Les équations 6.93 a 6.100 peuvent étre représentés sous forme matricielle:

1 0 0 0 0 0 O 0 (b, [u}
0 1 0 0 0 0 O 0 ||b B-
1 a a a’ 0 0 O 0 |l4, 0
0 0 0 0 1 a a a (b 0
0 1 2a @ 0 -1 -2a -3a (e ["lo] (&1
0 -R 2-2Ra 6a-3Ra~ 0 -2 -6a ||c 0
0 0 0 0 1 h H K jlc u,
0 0 0 0 0 1 2n 3h | (B

Le développement de 1’équation de I’énergie potentielle totale est identique a celui
présenté a la section 6.3. On vient toutefois ajouter le terme de I'énergie accumulée dans
le ressort qui est :

S KB %j K,(5, +2b.a+3b,a°) ds (6.103)

Le reste de la démarche est identique a celui de la section 6.3 a la différence que
les intégrations de la déformée de I'dme (u) sur la profondeur de celle-ci, soit les
intégrales sur y pour y variant de 0 a h devront se faire en deux parties. La premiére
partie en utilisant uys pour y variant de 0 a a et la seconde en utilisant u,,, pour y varant
de aah. Il en ira de méme pour les intégrations des dérivées de u. On devra de plus
tenir compte des modes supérieurs de déversement en ajoutant le terme m dans les

fonctions décrivant les degrés de liberté :
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L (mrx:z ,
uu BB = A sm( I J i=1234
mx mr:z
B A=A TCOS( 3 ) (6.104)

Y (mr:
u'ul B A= —A,[?—TIE) sin( 7 )

-

La matrice obtenue sera de dimensions 4 x 4 puisqu’il n'y a toujours que quatre
degrés de liberté pour décrire le probléme. Les termes de la matrice sont par contre
beaucoup trop volumineux pour figurer dans ce mémoire ou méme dans ses annexes. La
personne désirant utiliser cette approche devra se résoudre a utiliser des logiciels de
calcul mathématique tels que Mathematica (Wolfram, 1991) ou Maple (Waterloo Maple
Software, 1994) qui se chargeront d’effectuer les diverses intégrations et de résoudre
numériquement le déterminant de la matrice. On retrouvera a |’annexe E les fichiers

d’entrée utilisés pour résoudre le probléme sur le logiciel Mathematica.
6.5.1 Poutre avec ame infiniment rigide

En considérant 1’dime comme étant infiniment rigide, le probléme est le méme
qu’a la section 6.4.1 sauf que I’équation 6.88 doit étre modifiée pour inclure I’énergie de
déformation du ressort. Comme discuté a la section 6.2, on doit eégalement ajouter le
terme m dans |’équation pour tenir compte des modes supérieurs qui, & cause du [’ajout

du ressort, peuvent étre les modes présentant le moment de déversement le plus faible.
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m'n’ Ghw’) m'n*( , . Dh’ . ]
L [GJl +GJ, + 3 ]+ S (a'Dh—aDh'+-3—+ El,(a-h)" +El,,a’
. bj’td b,’t.d,
.. | -btdla-h)} -——22+b.t.d.a’ + 2=
e e T LKL,
+ - - - e
2L | (zd ha® . 2b'a hd, h’) 2
+ hw s “ +—= -
A Y

(6.105)

Cette équation est équivalente a |'équation 6.14 lorsque I’on prend une section
bisymétrique. Nous avons déja vu au tableau 6.3 que les deux approches étaient
équivalentes pour une poutre sans ressort rotationnel. Or, le terme supplémentaire K,L/2
est le méme que celui présent dans I’équation 6.14. Pour retrouver ce terme, il suffit de
multiplier I'équation 6.14 par L/2. L’équation étant égale a zéro, ceci n’aura aucun effet

sur le résultat final. On remarquera ainsi la similitude entre les équations 6.14 et 6.105.

Le tableau suivant vient confirmer [’équivalence des deux équations. La
différence minime entre les résultats vient de I'évaluation de C, dans I’équation 6.14 qui

se fait a ’aide d’équations approximatives.
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Tableau 6.5 : Moment de déversement (kN*m) pour des poutres 2 imes infiniment

rigides avec point de rotation imposé et ressort rotationnel

Section Equation 6.14 | Equation 6.105
Pont type; a=h/3; K,=5 kN*mm/mm 10764 10773
Pont type; a=h/3; K=50 kN*mm/mm 14047 14061
Pont type; a=h/3; K,=500 kN*mm/mm 36701 (m=2) 36728 (m=2)
Pont type; w=8; a=h/3; K,=5 kN*mm/mm 6100 6103
Pont type;, w=8; a=h/3; K, =50 kN*mm/mm 7742 7746
Pont type; w=8; a=h/3; K, =500 kN*mm/mm 21637 (m=2) 21647 (m=2)

6.5.2 Résultats numériques

Le tableau 6.6 fait la comparaison entre ’utilisation de deux polynoémes de degré

3 et un polynome de degré 4. Le point de rotation fixe est a a=h/3 et la rigidité du ressort

y est bien sar nulle (K, =0) pour pouvoir effectuer la comparaison.

Tableau 6.6 : Moment de déversement (kN*m) pour des poutres avec point de

rotation fixe et ames flexibles

Section 2 polynomes de degre 3 1 polyndme de degré 4
Pont type 7640 7710
Pont type; w=8 4920 4990
W250x167 5790 5830
W610x84 295 296
WWF1200x263 2240 2250

On remarquera que les deux approches sont & toutes fins pratiques équivalentes

pour une rigidité de ressort nulle.
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Les tableaux 6.7, 6.8 et 6.9 regroupent les résultats obtenus pour des poutres
auxquelles est attaché un ressort rotationnel de rigidité variable. Les résultats sont
obtenus par la méthode énergétique en posant 2 polynomes de degré 3 et par les logiciels
BASP et ADINA. Est également indiqué sur ce tableau le mode de déversement, le mode
critique étant le premier (m=1) lorsque aucun mode n’est spécifié. On se rappellera que
pour une poutre avec un point de rotation imposé et retenue par un ressort rotationnel, le

mode critique n’est pas toujours le premier mode.
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Tableau 6.7 : Moment de déversement (kN*m) pour des poutres avec point de

rotation imposé et ressort rotationnel selon la méthode énergétique

Section K, =0 K, =5 K. =50 K, =500
(a=h/3) kN*mm/mm kN*mm/mm kN*mm/mm
Pont-type 7640 7830 9700 18700
Pont-type ;w=8 4920 5080 7300 6140
W250x167 5790 6310 (m=2) 7290 (m=3) 9776 (m=5)
W610x84 295 638 1240 (m=2) 1886 (m=3)
WWF1200x263 2240 2380 3620 7160 (m=3)

Tableau 6.8 : Moment de déversement (KN*m) pour des poutres avec point de

rotation imposé et ressort rotationnel selon le logiciel BASP

Section K. =0 K, =5 K, =50 K, =500
(a=h/3) kKN*mm/mm kN*mm/mm kN*mm/mm
Pont-type 6720 6910 8180 11460

Pont-type ;w=8 4300 4380 4690 4910
W250x167 5500 6340 8580 (m=2) | 13000 (m=3)
W610x84 293 627 1110 (m=2) 1593 (m=3)

WWF1200x263 2170 2310 3380 5950 (m=2)

Tableau 6.9 : Moment de déversement (KN*m) pour des poutres avec point de

rotation imposé et ressort rotationnel selon le logiciel ADINA

Section K~=0 K=5 K=50 K.=500
~ (a=h/3) kN*mm/mm kN*mm/mm kN*mm/mm
Pont-type 6730 6890 8010 10900
Pont-type ;w=8 4690 4800 5000 5140
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On remarquera aux trois tableaux précédents, encore une fois, que les €léments
finis prédisent un moment de déversement inférieur a la méthode €nergétique. Les ordres
de grandeur et les tendances sont par contre respectées a l'exception de la section
W250x167 pour laquelle BASP donne des moments de deversement supérieurs. Les
modes de déversement pour cette section sont aussi faussés. Toutefois, il s’agit la d’une
section plutdt trapue et il est peu vraisemblable qu’une telle section soit retenue par un
point de rotation fixe. De plus, pour cette section, nous sommes tres pres de la limite de
convergence du logiciel BASP, ce qui peut expliquer les disparités des moments pour

cette section qui déverse selon des modes plutét éleves (m=5).
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CHAPITRE 7

DEVERSEMENT D'UNE POUTRE RAIDIE

Dans ce chapitre, nous allons développer une méthode pour calculer le moment de
déversement d’une poutre munie de raidisseurs transversaux et dont I'axe de rotation
longitudinal est imposé. Ce développement devra tenir compte de la distorsion possible

de I’ame de la poutre.

Nous avons vu au chapitre 5 que les raidisseurs transversaux viennent diminuer la
distorsion de I’dme. Ils permettent de ce fait de tirer profit au maximum de ['effet du
tablier qui vient imposer un point de rotation fixe et de la rigidité des entretoises qui

fournissent |'équivalent d’un ressort travaillant en torsion.

Le développement des équations du chapitre 6 ne permet pas !'inclusion de
raidisseurs transversaux. Pour pallier a4 cet inconvénient, nous transformerons les

raidisseurs en une épaisseur équivalente de I'dme de la poutre

7.1 Raidisseurs de profondeur constante

La transformation des raidisseurs en une épaisseur d’ame équivalente est basée sur

I’hypothése que la distorsion est uniquement reliée a la rigidité en flexion de I'ame sur son
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épaisseur. On choisira donc une épaisseur d’ime équivalente qui donne la méme rigidité
flexionnelle que pour I’ame avec ses raidisseurs. La contribution des raidisseurs dépendra
donc de leur rigidité et de leur espacement, dénoté s. On obtient alors I'équivalence

suivante :

.....

Esw,.qs_Esw’ Et,b,; 7.1y
12 "2 TFT2 '

3
3 3 l:b:
=W, =3jw +
“ s

Pour effectuer la validation de cette approche, le logiciel BASP a été utilisé sur

différentes sections et pour différentes configurations de raidisseurs, de posttion du point

de rotation imposé€ et de rigidité du ressort de torsion.

Dans un premier temps, ’hypothése de la rigidité latérale comme facteur
prédominant est vérifiée. L’équation 7.1 prédit qu’un raidisseur dont on double
I’épaisseur est équivalent a un raidisseur dont la profondeur est multipliée par la racine
cubique de 2, soit 1,26. De méme, un raidisseur quatre fois plus mince sera |’équivalent
d’un raidisseur dont la profondeur est multipliée par la racine cubique de 1/4, soit 0,63.

Ces résultats sont parfaitement confirmés au tableau 7.1 pour deux poutres différentes.




Tableau 7.1 : Effet des dimensions des raidisseurs

Section b, t. M. (BASP)
(mm) | (mm) | (kN*m)

Poutre type 100 16 10800
(a=t/3; K=50kN*mm/mm 126 8 10800
16 raidisseurs) 159 4 10800
WWF1200x263 100 ) 3540
(a=l/3; K=50kN*mm/mm 79 2 3540
16 raidisseurs) 63 4 3540
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Notre définition d’épaisseur d’ame équivalente prédit également une équivalence

entre I’espacement des raidisseurs et leur profondeur. En effet, I’ utilisation de raidisseurs

deux fois plus épais pour un espacement double nous donne les mémes résultats. Il en va

de méme pour des raidisseurs quatre fois plus épais, et ainsi de suite. On peut voir au

tableau 7.2 que cet relation est respectée. Cet effet est particuliérement évident pour la

section WWF1200x263. Les sections utilisées au tableau 7.2 sont les mémes que celles

du tableau 7.1, a savoir des poutres dont I’axe de rotation est forcé au tiers de la

profondeur et qui sont munies d’un ressort rotationnel de 50 kKN*mm/mm
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Tableau 7.2 : Moments de déversement (kN*m) pour une variation de I’espacement

et des dimensions des raidisseurs

Section Espacement des Dimensions des raidisseurs
raidisseurs 100x16 100x8 100x4
L/16 10830 9980 9310
Poutre type L/8 10080 9420 8950
L/4 9540 9080 ~ 8750
L2 9190 8880 8640
L/16 4130 |~ 3950 _~ 3790
WWF1200x263 L/8 3950 © L~ 3790 < |~ 3650
L/4 3790 © |~ 3650 3550
L2 3630 ¢ 3540 3490

Les deux figures suivantes, 7.1 et 7.2, ont été obtenues pour la poutre de notre

pont type pour un point de rotation imposé au tiers de la profondeur (a=h/3) et pour un

ressort dont la rigidité est de 50 kN*mm/mm. La figure 7.1 nous montre I'effet de

I'augmentation de I’épaisseur de I’ame alors que la figure 7.2 nous montre 'effet de

I’augmentation de la profondeur (b,) des raidisseurs. Ceux-ci sont d’une épaisseur de 8

mm et sont espacés de 1575 mm, soit le seiziéme de ia portée de la poutre. Les résultats

de ces deux figures sont obtenues de BASP.
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Figure 7.1 : Effet de ’augmentation de I’épaisseur de I’ime sur la poutre type

(a=h/3; K, = 50 kN*mm/mm) par BASP
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Figure 7.2 : Effet de la profondeur des raidisseurs sur la poutre type (a=h/3; K, =

50 kN*mm/mm; raidisseurs : t,=8 mm, s=1575 mm) par BASP
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On remarquera que l'augmentation de I'épaisseur de I'dme produit une
augmentation constante de M. alors que l'augmentation des raidisseurs donne un

moment de déversement qui plafonne.

Lorsque le moment associé a une augmentation de la profondeur des raidisseurs
plafonne, c’est que ceux-ci bloquent totalement la distorsion et qu’une augmentation
supplémentaire de b, est alors inutile. Ce plafonnement correspond d’ailleurs a la valeur
obtenue de I'équation 6.15 qui est de 14050 kN*m. On se rappellera que I’équation 6.15
nous donne le moment de déversement d’une poutre avec un point de rotation imposé et
munie d’un ressort rotationnel mais dont I’dme est infiniment rigide (et donc ou la

distorsion est empéchée).

La figure 7.2 nous montre un plafonnement aux environs de 13500 kN*m soit 4%
plus faible que la valeur attendue mais on se rappellera que les logiciels basés sur les
éléments finis donnent en général un résultat légérement inférieur a celui des methodes

énergétiques.

Par contre, une augmentation de 1’épaisseur de I’ame entraine une augmentation
constante du moment de déversement (figure 7.1). En augmentant cette €paisseur, on
vient limiter la distorsion de ’dme mais on vient également modifier la section de la
poutre qui perd ses caractéristiques géométriques initiales (Iy, Cw , J). L’utilisation d’une
épaisseur d’ime équivalente pour simuler les raidisseurs doit donc uniquement influencer

la distorsion.
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Il est alors nécessaire de modifier légérement I’approche énergétique développée
au chapitre 6. Nous utiliserons toujours une épaisseur d’ame équivalente mais cette
épaisseur ne sera utilisée que pour I’énergie de déformation due a la flexion de distorsion
de I’dme de la poutre. Cette flexion latérale est reliée au premier terme de I’équation

6.29 :
EW4 3 >=Ly=h 2
9 (g_'ij dydz (7.2)
v=0

1l faudra également utiliser 1’épaisseur équivalente dans I’équation 6.101 qui sert a

déterminer I’effet du ressort sur la déformée latérale de I’ame.

iq
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L’équation d’énergie pour une poutre a ame flexible avec un point de rotation fixe
et un ressort rotationnel devient :

,

GJ\B;* +GJ,B:’ + El ,ul"”+ EI ,u}*

Tarale) o Tatal(@)o

v=o v=o

1°F Ew’v (d'ud'u) (a’ J
=— { < -
I 2_;[0 +j' W& & g (7.4)
Md,z[( , 3) Mdt( , 'ZEJ
o ul b B[ 12 7 u;"b, + B, 1

X X

wM’” du
-7 b- d( )d“KBw

x ;'ﬂ
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Cette approche donne des résultats qui correspondent trés bien aux résultats

avancés par BASP comme on peut le constater aux deux figures suivantes.

15000
14000 yu—
13000 +
3 ~ . -
> 12000 -a— Equation d'énergie
x madifiée
S 11000
= 1 -o— BASP (épaisseur d'ame
équivalents)
10000
i —— Sans distorsion
9000 t
8000
16 26 36 46 56 66 76 86 96

Epaisseur de ['ame (mm)

Figure 7.3 : Comparaison de I’effet de I’épaisseur d’ame équivalente sur la poutre

type (a=h/3; K, = 50 kN*mm/mm; raidisseurs : t,=8 mm, s=1575 mm)
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-a-BASP

" —=— Méthode énergétique avec
épaisseur d'ame équivalents !

' — Sans distorsion '

0 100 S00 600

200 300 400
Profondeur des raidisseurs (mm)

Figure 7.4 : Comparaison de P’effet de la profondeur des raidisseurs sur la poutre

type (a=h/3; K, = 50 kN*mm/mm; raidisseurs : t,=8 mm, s=1575 mm)

On constatera sur les figures 7.3 et 7.4 que la correspondance est trés bonne si on
fait exception du moment critique toujours plus faible donné par BASP. On voit
également que le fait d’utiliser ’dme équivalente uniquement sur le terme de flexion
latérale nous permet !’obtention du plafonnement discuté plus t6t. De plus, ce
plafonnement correspond exactement, pour la méthode énergétique, a la valeur du

moment critique obtenu en négligeant la distorsion.

L’écart entre les moments critiques obtenus des deux méthodes n’est pas dii a la
transformation des raidisseurs car la méme tendance est observée lorsqu’on augmente

Pépaisseur de I’ame de la poutre, comme on peut le constater a la figure 7.5. On se
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retrouve, comme discuté au chapitre précédent, avec une différence de I'ordre de 10%

entre les deux méthodes.

16000 +

:

Mcr (kN*m)
g

10000 t

g

16 20 24 28 32 3%
Epaisseur de I"Ame (mm)

Figure 7.5 : Comparaison de I’effet de ’augmentation de I’épaisseur de I’dme sur la

poutre type (a=h/3; K. = 50 kN*mm/mm)

Cet effet est également remarquable aux tableaux 7.3 et 7.4 ou la poutre type et la
poutre WWF1200x263 sont soumises a différentes positions de retenue latérale et de

rigidités torsionnelles.



Tableau 7.3 : Moments de déversement (KN*m) pour la poutre type raidig

(raidisseurs de 100x8 mm espacés de 1575 mm)

a K, BASP Equation Différence

(kN*mm/mm) 7.1 (%)
h/3 0 7990 8610 7,2
h/3 5 8220 8840 7.4
h/3 50 9980 11000 9,3
h/3 infini 21100 21500 2,0
h/6 0 5400 5770 6,4
h/6 infim 13300 14100 5.7
h/2 0 17100 18400 7,0
h/2 infini 29600 30700 3,6

raidi (raidisseurs de 100x4 mm espacés de 750 mm)

Axe de rotation K. BASP Equation | Différence

kN*mm/mm) 7.1 (%)
h/3 0 2300 2340 1,7
h/3 S 2460 2500 1,6
h/3 50 3790 3930 3,7
h/3 infini 9420 9510 0,9
h/6 0 1420 1440 1.4
h/6 infini 6650 6700 0,7
h/2 0 8860 9070 2,4
h/2 infini 15900 17200 7,5
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Tableau 7.4 : Moments de déversement (KN*m) pour un profilé WWF1200x263
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7.2 Raidisseurs droits d’un seul c6té de I’ame

Des raidisseurs d’un seul c6té de I'dme sont parfois utilisés pour diverses raisons
qui peuvent étre d’ordre pratique ou méme esthétique. La norme de I'AREA permet
I'utilisation de ces raidisseurs et demande de calculer leur inertie selon un axe qui passe
par 'ame. Cette approche correspond a ['utilisation d’une épaisseur équivalente basée
sur I'inertie totale de la poutre. La norme de 'AREA permet toutefois une simplification
puisqu’elle ne nous oblige pas a calculer le centre de gravité de la poutre qu’elle suppose

étre dans [’axe de I’ame.

Pour vérifier cette fagon de faire, une série de modéles furent établis avec le
logiciel ADINA pour la poutre du pont type. Dans un premier temps, des raidisseurs de
chaque coté de I’ame (raidisseurs doubles) ont été ajoutés a la poutre 4 tous les 1400mm.
Ces raidisseurs ont une profondeur de 316mm. De plus, la poutre est retenue
latéralement a ses extrémités et au tiers de sa profondeur. Un ressort torsionnel de

rigidité 50 kN*mm/mm y est également ajouté.

Une seconde série a été établie pour la méme poutre avec les mémes conditions a
I’exception que les raidisseurs sont d’un seul coté de I’ame (raidisseurs simples) et ont

ainsi une profondeur de 158 mm.

Le but de cet exercice est de faire varier |’épaisseur des raidisseurs pour ensuite

pouvoir faire la comparaison entre les deux types de raidisseurs. Cette approche est plus
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facile que de faire varier la profondeur des raidisseurs qui requiérent une remodélisation
du modéle d’éléments finis beaucoup plus compléte. De plus, comme nous venons de le

démontrer plus haut, la relation est directe entre 1’épaisseur des raidisseurs et le cube de

leur profondeur.

Les résultats de cette variation d’épaisseur sont présentés au tableau 7.5 et a la

figure 7.6.

Tableau 7.5 : Moment de déversement (kKN*m) pour la poutre type avec raidisseurs

simples et raidisseurs doubles

Epaisseur des |Raidisseur simple|  Raidisseur I
raidisseurs (b,=158) double (b,=316)
0.4 1022 1014 i
0,6 2167 2213 |
0,8 3582 3615 |
1.0 5174 5249
1,2 6881 7003
1.4 8662 8834
1,6 10015 9717
4 10459 10840
8 10624 10945
12 10648 10974
16 10568 10932
20 10337 10737
30 9016 9290
40 7481 7554 \
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Figure 7.6 : Moment de déversement (kN*m) pour la poutre type avec raidisseurs

simples et raidisseurs doubles

Comme on peut le constater, ces résultats ne tiennent pas sous le sens. Tout
d’abord, on remarquera que, dans les deux cas, on observe une diminution du moment de
déversement au-dela d’une certaine épaisseur des raidisseurs. Ceci est physiquement
impossible. De plus, avant de plafonner, les résultats présentent un plateau que l'on
pourrait croire étre dii a du voilement local. Or, ce n’est pas le cas puisque les modes de
déversement sont bel et bien des modes de déversement globaux sans aucun signe de

voilement local du méme type que celui présenté a la figure 5.3.

Finalement, ADINA nous prédit qu’un raidisseur simple de 1,6 mm d’épaisseur
est plus efficace qu’un raidisseur dont la profondeur est le double et dont |’épaisseur est
la méme. Nous étions en droit de nous attendre a ce que, dans le meilleur des cas, un

raidisseur simple ait la méme influence qu’un raidisseur double 8 fois plus mince. Or, un
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raidisseur simple d’une épaisseur de 8 mm donne un moment de déversement égal au

double de la valeur a laquelle on pouvait s’attendre.

Malgré ces résultats trés surprenants, nous ne croyons pas que les autres résultats
obtenus du logiciel ADINA soient complétement a rejeter puisque nous nous sommes
surtout servis de ce logiciel pour obtenir des modes de déversement et non pas des
valeurs de moments de déversement. Jusqu'a présent, ces modes de déversement
semblent toujours avoir été corrects et n'ont pas présentés d’invraisemblance ni de

divergence avec les prévisions des méthodes trouvées dans la littérature.

Malheureusement, le logiciel ADINA était le seul outil a notre disposition qui
permettait de traiter le cas des raidisseur simples. Ce probléme n’a donc pu étre examiné

a fond et pourrait faire I’objet d’études ultérieures.

Nous recommandons quand méme d'utiliser une épaisseur d’dme équivalente qui
correspond a I'inertie totale de la poutre avec ses raidisseurs calculé selon la position
réelle du centre de gravité. Cette fagon de faire va de paire avec la démarche effectuée

jusqu’a présent et s’avére de plus étre plus restrictive que les normes en vigueur.

7.3 Raidisseurs de forme triangulaire

Le but de cette section est de présenter une fagon de transformer les goussets

d’assemblage, que I’on peut voir comme étant des raidisseurs de forme triangulaire, en
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des raidisseurs droits équivalents qui, a leur tour, seront transformés en une épaisseur

d’ame équivalente.

Le role principal du raidisseur pour le déversement est de limiter la distorsion, ce
qui revient a retenir latéralement la semelle supérieure de la poutre ou encore a relier la
semelle supérieure a la semelle inférieure de maniére a ce que celles-ci agissent a
I'unisson. Notre définition de la largeur équivalente pour un raidisseur trianguiaire sera

donc basée sur cette approche.

L’épaisseur d’ame équivalente sera alors [’épaisseur qui donnera a la semelle
supérieure un méme déplacement latéral sous une charge unitaire que le déplacement qui

aurait €té obtenu pour la poutre avec ses raidisseurs, tel qu’illustré sur la figure suivante.

—-—-‘—n\’r
v

- Q)
4’8
1]

Figure 7.7 : Principe du calcul de I’épaisseur d’ame équivalente pour des

raidisseurs triangulaires
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La fleche A¢ pour la poutre avec dme équivalente est égale a :

) h-a)
< E, 3
Par ailleurs, I'inertie de la poutre avec ame équivalente sera :
/ Wi S 7.6
“ =12 (7.6)

On trouvera ainsi |’épaisseur d’ame équivalente en égalant la fleche de la poutre
avec raidisseur A et celle de la poutre a dme équivalente Ay, ce qui nous donne I’équation

suivante :

B (h-a)’a+(h-a)’
W, = 3\[(4 e ) (1.7)

Pour le calcul de la fléeche A au sommet du porte-a-faux que forme le raidisseur ,
I'utilisateur pourra s’en remettre aux équations traditionnelles de résistance des matériaux

ou encore se servir d’un logiciel d’analyse de structures.

Pour valider notre approche, nous avons recouru encore une fois au logiciel
BASP. BASP ne permettant pas ’insertion de raidisseur a inertie variable, nous avons
validé notre approche a I'aide d’un raidisseur de forme géométrique simplifiée mais

néanmoins a géomeétrie variable qui est représenté a la figure 7.8.



185

-‘—q‘—-—v B

Figure 7.8 : Raidisseurs a inertie variable de géométrie simplifice

Ce raidisseur de géométrie plus simple nous permet de simplifier le calcul de la

fleche A qui devient alors :

A= a(hl +h2): h’h, hh’> h’ h’

=T 3E,  E, T HE, 3H, " 3H,
b]31|
g bt 7.8
Iy=1 == (7.8)
bt
11’_ 52 "2
12

Le déversement d’une série de poutres ayant des raidisseurs de la forme montrée a
la figure 7.8 a été calculé avec BASP. Outre la forme de leurs raidisseurs, ces poutres
sont basées sur la poutre type des figures 7.1 et 7.2, a savoir : semelles de 450 mm par 55
mm, ime de 2645 mm par 16 mm, raidisseurs d’épaisseur t, de 8 mm espacés de 1575

mm et sur une poutre WWF1200x263 également utilisée plus t6t et dont les
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caractéristiques sont : semelles de 300 mm par 25 mm, dme de 1175 mm par 16 mm,
raidisseurs d’épaisseur t,=8 mm espacés de 750 mm. Pour ces deux poutres, différentes
configurations de raidisseurs, de position de I’axe de rotation forcé et de ngidité du
ressort rotationnel ont été appliqués. Les résultats obtenus de BASP se retrouvent au
tableau 7.6. L’épaisseur d’dme équivalente (wsq) a €été également calculée par I’équation
7.7 et cette épaisseur a été utilisée pour trouver le moment de déversement de la poutre
avec la méthode énergétique décrite a la section 7.1. La derniére colonne nous donne
I’écart observé entre les résultats de BASP et ceux obtenus de la méthode énergétique.
Le lecteur remarquera que I’équation 7.8 doit étre modifié pour les configurations B, D et

F puisqu’alors [r=I, au lieu de L,=I.
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Tableau 7.6 : Comparaison des moments de déversement obtenus par BASP et par

la méthode énergétique via I’équation 7.7

Poutre | by | b | configuration K. Weg M, par | My parméthode | Ecart
(figre79) |[(KN*mnv | (sdonéq. | BASP énegétique | (%)
mm) 7.13) (KN*m) kN*m)

100 { 200 A 50 258 10540 11920 +13

100 | 300 A 50 273 10790 12150 +13

200 | 300 A 50 420 11090 13370 +21

200 | 400 A 50 449 11170 13480 +21

100 | 200 C 50 246 20493 26024(*) +27

200 | 400 E 50 516 5800 7820 +35

200 { 400 A 5 449 9980 10460 +5
Poutre { 200 | 400 A 500 449 29770(*) 29410(*) -1
type | 100 | 200 B 50 323 12070 12740 +6
100 | 300 B 50 40,0 12750 13280 +4

200 | 300 B 50 493 13170 13610 +3

200 | 400 B 50 599 13400 13800 +3

100 | 200 D 50 347 33600(*) | 35170(%) +4

200 | 400 F 50 626 5840 7850 +34

200 | 400 B 5 599 10260 10630 +4

200 | 400 B 500 599 32070(*) 32460 (*) +

50 | 100 A 50 20,5 3840 3900 +2

WWEF | 50 | 150 A 50 22 3980 3970 0
1200 | 100 | 150 A 50 286 4030 4130 +2
x263 50 | 100 B 50 235 3910 4020 +3
30 | 150 B 50 297 4100 4150 +1

100 | 150 B 50 327 4150 4190 +]

(*) Poutres déversant selon le deuxiéme mode (m=2).
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Figure 7.9 : Configurations des raidisseurs utilisés au tableau 7.6

On remarquera que la méthode énergétique prédit des moments de déversement
supérieurs a ceux obtenus du logiciel BASP et que I’écart est d’autant plus grand que
I’axe de rotation forcé est situé bas sur la poutre. L’écart est toutefois plus faible pour la

. poutre WWF1200x263 et pour la poutre type lorsque la distorsion de la partie inférieure
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au tablier est plus fortement raidie. L’écart entre les deux méthodes semble donc

d’autant plus grand que 1’on a affaire a une poutre élancée.

Dans cette étude comparative, il faut par contre se rappeler que les résultats
obtenus de BASP (et des logiciels d’éléments finis en général) sous-estiment le moment
de déversement par rapport a la valeur obtenue de I’approche énergétique (voir section
7.1). Les résultats de BASP devraient ainsi étre environ 10% plus €levé, ce qui vient
réduire fortement les écarts observés. Etant donné les simplifications nécessaires pour
transformer ces raidisseurs a inertie variables en dme équivalente, nous considérons donc

cette approche comme étant acceptable.

Un autre aspect 4 ne pas négliger et dont nous n’avons pas beaucoup discuté
jusqu’a présent est qu’un raidisseur triangulaire aura une efficacité plus grande qu’un
raidisseur droit car il vient réduire la portée des entretoises (S' au lieu de S), tel qu’illustré
ala figure 7.10. Ainsi, en réduisant la portée des entretoises, il augmente leur rigidité, ce
qui se traduit en fait par une augmentation de la rigidité du ressort torsionnel. Cette

augmentation peut étre appréciable et devrait étre prise en compte.
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Figure 7.10 : Réduction de la portée des entretoises

7.4 Comparaison avec la méthode de Bleich et la méthode de

Yura

Nous allons ici faire la comparaison entre la méthode proposée, celle de Bleich et
la méthode de Yura. Comme les deux demniéres ne disent pas comment traiter les

raidisseurs triangulaires, nous ne les comparerons pas sur ce point.

Nous étudierons encore la poutre du pont type et la poutre WWF1200x263 d’une
portée de 12 métres comme point de comparaison. La configuration de base sera une
retenue latérale aux extrémités et au tiers de la profondeur avec un ressort de 50

kN*mm/mm. La poutre du pont type est munie de raidisseurs de dimensions 100x8
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espacés de 1575 mm alors que la poutre WWF1200x263 est munie de raidisseurs de

dimensions 100x4 espacés de 750mm

Les résultats obtenus pour différentes configurations sont présentés au tableau
7.7. Les résultats marqués d’un astérisque dans la colonne de la méthode de Bleich sont
augmentés pour correspondre au flambement du poteau sur la longueur totale de la

poutre calculé selon la formule d’Euler.

Tableau 7.7 : Comparaison des moments de déversement (kN*m) de la méthode

proposée avec celle de Bleich et de Yura

Poutre | Axe de K, Méthode Méthode de | Méthode de Yura
rotation | (kKN*mm/mm)| proposée Bleich

h/3 0 7990 3440* 4750
h/3 5 8220 3440* 4830
Pont h/3 50 9980 6130 5460
type h/3 infini 21100 10410 8910
h/6 0 5400 3440* 4750
h/6 infini 13300 7410 8910
h/2 0 17100 3440* 4750
h/2 infini 29600 16020 8910
h/3 0 2300 910* 1180
h/3 5 2460 910* 1230
WWF h/3 50 3790 1450 1560
1200 h/3 infini 9420 5880 4270
x263 h/6 0 1420 910* 1180
h/6 infini 6650 4200 4270
h/2 0 8860 910* 1180
h/2 infini 15900 9030 4270
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Pour le calcul par la méthode de Bleich, un sixiéme de I’dme est inclus dans la

semelle comprimeée tel que recommandé par Johnston (1976).

Tel que prévu, les méthodes de Yura et de Bleich donnent des résultats plus
faibles que la méthode proposée. Pour la méthode de Yura, ceci s'explique par le fait que
cette méthode néglige complétement I'effet bénéfique du tablier qui ajoute un support
latéral a la poutre. D’ailleurs, les différences entre la méthode proposée et celle de Yura

s’amenuisent 2 mesure que I’axe de rotation imposé descend et perd donc de son effet.

Quand a la méthode de Bleich, elle néglige I'effet bénéfique de la semelle
inférieure qui, étant tendue, apporte une rigidité supplémentaire a I’ensemble de la poutre.
Ceci se confirme également par le fait que les différences entre la méthode proposée et la
méthode de Bleich s’amenuisent avec une augmentation de la rigidité du ressort
torsionnel. Cette augmentation vient en effet diminuer I’apport que peut avoir la partie

de la poutre en tension.
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CHAPITRE 8

CONCLUSION

Le probléme de la stabilité au déversement des poutres des ponts ferroviaires a
tablier inférieur n’est pas un probléme nouveau. Pour lingénieur concepteur ou
évaluateur de telles structures, il demeure toutefois un probléme complexe et qui,
étonnamment n’'est pas abordé d’un point de vue structural dans les normes mais
seulement sur la base de contraintes de dégagement qui sont imposées au pont.
L’ingénieur doit donc se trouver des outiis fiables et pratiques pour résoudre ce genre de

problémes. C’est 12 4 la fois la beauté et la problématique du métier.

Dans ce mémoire, nous avons tenté de développer une méthode de calcul qui
permette de résoudre le probléme de I’évaluation de la résistance au déversement des

poutres de pont a tablier inférieur. Nous présentons ici la synthése de ces résultats.

On ne peut refaire la monde avec un simple mémoire; c’est pourquoi cette
synthése sera suivie des travaux subséquents qui restent a effectuer et des nouvelles voies

de recherche a explorer.
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8.1 Synthese

8.1.1 Analyse classique du déversement

Depuis Engesser en 1889 qui fut le premier a traiter du probléme, de multiples
auteurs ont appliqué différentes méthodes pour déterminer le moment de déversement

d’une poutre dont la retenue ne se fait pas au niveau de la semelle comprimée.

Deux écoles de pensée en sont ressorties, ceux qui ne considérent que la partie
comprimée de la poutre et ceux qui considérent la poutre en entier. Les premiers, parmi
lesquels ont peut citer Engesser, Timoshenko, Bleich et Schweda, se servent d’un modéle
de poteau retenu latéralement par des supports élastiques. Les seconds, dont font partie
Taylor, Ojalvo, et Yura, préférent utiliser la poutre en son entier et ajouter a celle-ci un

ressort travaillant en rotation pour simuler la retenue latérale.

Un phénoméne qui n'est pas a négliger dans I’étude du probléme des poutres de
ponts a tablier inférieur est la distorsion. Celle-ci est due principalement 4 la flexion de
I’4me de ia poutre dans son plan. Ce phénoméne est négligeable dans I’étude des poutres
conventionnelles. La théorie classique utilisée par les ingénieurs pour la conception de
ces derniéres n’en tient d’ailleurs pas compte, ce qui permet une grande simplification de
I'analyse du déversement de la poutre. Ceci explique pourquoi les équations contenues
dans les normes de conception, développées pour traiter des cas usuels, ne permettent pas

une analyse correcte des poutres de ponts a tablier inférieur.
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L autre phénoméne important est le role que joue la tablier du pont qui agit
comme un diaphragme horizontal qui vient empécher le déplacement latéral de la poutre

au niveau du tablier.

Les auteurs utilisant un modéle de poteau sur appuis €élastiques tiennent compte
de la distorsion. Toutefois, ce modéle ne voit pas la poutre dans son ensemble et ne peut
inclure I'effet stabilisateur que peut avoir la semelle inférieure, par exemple. De plus, une
conversion doit étre faite pour ramener la charge de compression maximale obtenue a un

moment fléchissant plus propice a la conception de poutres.

L'utilisation du modéle de poutre avec ressort rotationnel peut inclure la
distorsion mais en partie seulement. Ces méthodes, bien qu’elles considerent la poutre
dans son ensemble, n’incluent pas non plus 'effet du tablier, effet qui peut étre trés

considérable.

8.1.2 Comportement et composantes stabilisatrices

Le pont, vu dans son ensemble, comporte plusieurs composantes qui viennent, de
fagon directe ou non, contribuer a la résistance des poutres au déversement. Ces
composantes sont: les entretoises, le tablier, I’assemblage reliant les entretoises aux
poutres maitresses, les goussets d’assemblage et les raidisseurs. Ces demiers pourront

étre des raidisseurs transversaux, longitudinaux ou porteurs.
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Chacune de ces composantes joue un role particulier. Les entretoises viennent
empécher la rotation de la poutre en fournissant a celle-ci I'équivalent d’un ressort
travaillant en rotation. Cette rigidité est transférée a la poutre maitresse par un
assemblage qui posséde sa propre rigidité. Les deux systémes agissant en série, la ngidité

totale ne pourra étre plus grande que la plus petite des rigidités.

Le tablier, de par sa rigidité de diaphragme horizontal, vient empécher la
déplacement latéral des poutres maitresses & son niveau. Ce faisant, il vient imposer, lors

du déversement de la poutre, I’axe de rotation autour duquel la poutre déversera.

Les goussets d’assemblage viennent court-circuiter les assemblages entretoises-
poutres maitresses. Ils augmentent de plus la rigidité fournie par les entretoises en
raccourcissant la portée de ces derniéres. Finalement, ils jouent le méme rdle que les

raidisseurs transversaux.

Les raidisseurs transversaux viennent rigidifier ’dme de la poutre et viennent ainsi
diminuer Ieffet de la distorsion. Les raidisseurs longitudinaux n’ont pas d’influence sur
le déversement global mais vont limiter le voilement local de I'dme de la poutre. Quant
aux raidisseurs porteurs, ils viennent assurer la retenue latérale des extrémités de la

poutre en apportant une rigidité supplémentaire a ces dernieres.
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8.1.3 Modélisation du pont type utilisé et étude paramétrique

De maniére a confirmer I'influence des composantes stabilisatrices et de voir
I'influence qu’elles ont entre elles, un modéle par €léments finis a été développé. Ce

modéle représente un pont réel typique avec toutes ses composantes.

Le voilement local a empéche I'utilisation de ce modéle pour les cas d’intérét en
venant imposer une limite d’utilisation sur I’obtention d’un mode de déversement (figure
8.1). Ce modéle nous a quand méme permis de confirmer 'effet des différentes
composantes qui ont été décrites précédemment. De plus, la visualisation des modes de

déversement a été un outil précieux pour bien saisir le réle de chacune des composantes.

=/gleur recnercnée oo ADUNA

-

deversrimen
RN
N\,

Moraeat de

Zamroortement réer

Figure 8.1 : Limite d’utilisation d’ADINA
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8.1.4 Déversement d’une poutre avec Ame flexible et point de rotation fixe

En se basant sur une approche énergétique, un modele mathématique du
déversement d’une poutre a été congu. Ce modéle, au lieu de considérer la poutre
comme un seul objet, décompose cette demiére en trois parties qui sont I'dme de la

poutre et ses deux semelles.

Pour obtenir le moment de déversement par cette approche, la déformeée de la
poutre doit étre supposée. Nous utilisons des polynomes de degré allant jusqu’a quatre,
selon les cas étudiés, pour représenter la déformée latérale de I'dme au moment du
déversement. Ces polyndmes sont couplés a des déformées longitudinales de forme
sinusoidale. Cette approche permet d’inclure le phénoméne de la distorsion sur I’dme
tout en préservant une analyse qui considére la poutre dans son ensemble. On peut

également, en utilisant un polyndme de degré 1, négliger I’effet de la distorsion

Cette méthode est appliquée tout d’abord a des poutres sans I'effet du tablier.
Les résultats obtenus sont validés par différentes analyses basées sur les éléments finis.
Bien que les éléments finis donnent des moments de déversement constamment
légérement inférieurs a ceux obtenus de la méthode énergétique, les tendances sont les

mémes dans les deux cas.

La méthode est ensuite appliquée a des poutres dont I'axe de rotation est imposée

(effet du tablier) et qui sont munies d’un ressort rotationnel qui remplace Ieffet des
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entretoises et de leurs assemblages. Les résultats sont également validés par des analyses

basées sur les éléments finis.
8.1.5 Déversement d’une poutre raidie

La méthode énergétique développée précédemment ne permettant pas
Fintroduction de raidisseurs dans le probléme, ceux-ci sont remplacés par une
augmentation de I’épaisseur de I’dme de la poutre. Cette augmentation vient réduire

I"effet de la distorsion et remplace correctement le role des raidisseurs.

Un processus permettant de passer des raidisseurs a I'épaisseur d’dme équivalente

est alors développée. Ce processus permet ainsi |’ utilisation de la méthode énergétique.

L utilisation de fa méthode développée et du processus de transfert des raidisseurs
nous permet d’inclure la distorsion de méme que I’effet du tablier tout en considérant la

poutre dans son ensemble.

8.2 Utilisation de la méthode proposée

Cette section résume les étapes a effectuer et les équations & utiliser pour
déterminer le moment résistant de la poutre d’un pont a tablier inférieur en se servant de

la méthode énergétique proposée.
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8.2.1 Transformations des raidisseurs transversaux

La premiére étape est de transformer les raidisseurs de la poutre maitresse en une

épaisseur d’dme €quivalente.

8.2.1.1 Raidisseurs droits

Si la poutre est munie de raidisseurs transversaux droits, calculer I'épaisseur
d’dme équivalente par I'équation 7.1 Si les raidisseurs sont d’un seul coté de I'dme,
I’équation 7.1 doit étre moditiée pour tenir compte de la position du centre de gravité de
la poutre et ainsi calculer I'inertie latérale de la poutre a partir de ce centre de gravité

(voir section 7.2)

8.2.1.2 Raidisseurs triangulaires (goussets d’assemblage)

Pour une poutre munie de goussets d’assemblage, calculer la fléche A pour la
poutre munie des ses goussets d’assemblages selon la figure7.7 puis trouver |’épaisseur

d’ame équivalente par I’équation 7.7.

8.2.2 Détermination de la rigidité K,

La deuxiéme étape est d’évaluer la rigidité du ressort rotationnel qui vient retenir
la rotation de la poutre. Cette rigidité se calcule a partir de la rigidité des entretoises
(Ben) et de celle des assemblages poutres maitresses-entretoises (B.s) qui sont ensuite

combinées par I’équation 3.2, sachant que Br=K..
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8.2.2.1 Rigidité des entretoises

La rigidité des entretoises (Beu) est évaluée selon la figure 2.13. Pour une poutre
munie de goussets d’assemblage, calculer la longueur des entretoises S’ selon la figure

7.10 et utiliser cette valeur dans |’équation de la figure 2.13.

8.2.2.2 Rigidité des assemblages poutres maitresses-entretoises

La rigidité des assemblages (B..) peut étre évaluée par le modeéle de Chen et Lui
(1991) montré a la section 4.3.1 si 'assemblage est du méme type que celui montré.
Advenant le cas, calculer R; par 'équation 4.1 et se servir de cette valeur comme valeur
de B.s. Pour un assemblage de type différent, utiliser la méthode de la section 4.3.2 ou

tout autre meéthode valable.

8.2.3 Calcul du moment de déversement élastique (M)

La prochaine étape est de trouver le moment de déversement €lastique en utilisant
la procédure décrite 4 la section 6.3.5 et en appliquant cette procédure sur I’équation 7.4.
(Les valeurs de my; 4 mys ne seront pas celles des équations 6.61 a 6.76 mais bien des
termes beaucoup plus complexes). Pour résoudre F'équation 7.4, I'utilisateur pourra se
servir du programme Mathematica de I’annexe E, qui contient I’équation 7.4 de méme
que toute la procédure de la section 6.3.5. L’utilisateur n’a alors qu’a modifier les

propriétés géométriques en début de fichier.
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8.2.4 Calcul du moment résistant

La derniére étape est de déterminer le moment résistant de la poutre en se basant
sur la courbe de calcul appropriée, courbe qui inclura les effets de la plasticité et des
défauts de rectitude (voir figure 1.9). Un exemple de courbe de calcul est donné par les

équations 1.12, 1.13 et 1.14.
8.3 Travaux subséquents

Parmi les domaines qui restent & examiner pour compléter la solution et confirmer

certaines hypothéses utilisées dans ce mémoire, nous pouvons mentionner:

~ la transformation en épaisseur d’ime équivalente des raidisseurs transversaux
d’un seul cote de I’ame;

— Pétude de l'interaction entre le déversement et le voilement local et entre le
déversement et la plastification;

~ le calcul des forces engendrées dans les membrures lors du déversement;

~ I'étude du déversement sous des charges mobiles et dynamiques;

~ lapplication de la méthode d’analyse proposée & des ponts de géométrie

différentes (poutres a inertie variable, ponts courbes ou en biais).

De plus, des études expérimentales seraient également requises pour confirmer ces
analyses. Toutefois, ces études sont généralement trés difficiles 2 mener car dans la

conception des structures, on cherche a éviter a tout prix une rupture en flambement ou
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en déversement. L’obtention du déversement nécessite donc [’utilisation de géométries
ou de matériaux non-usuels, d’ou la difficulté de relier les résultats aux structures

conventionnelles.
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ANNEXE A

CHARGEMENT COOPER

Le chargement de type Cooper porte le nom de son createur, Theodore Cooper,
qui, en 1894, publia un chargement représentant les trains de I’époque (Bowman et

Sutherland, 1950).
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Figure A.1 : Chargement Cooper

Ce chargement est constitué de deux locomotives et de leurs tenders, le tout suivi

d’un train représenté par une charge uniforme. Le chargement originel de Cooper était
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basé sur la locomotive la plus lourde de I’époque, la locomotive de type Consolidation.
Cette locomotive est caractérisé par un agencement de roues de type 2-8-0, ce qui veut
dire qu’il y a un essieu de deux roues directrices suivi de quatre essieux de roues motrices

et qu'il n’y a pas d’essieux porteurs ensuite (voir figure A.2 et A 3).
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Figure A.2 : Locomotive de type Consolidation 2442 avec tender

Figure A.3 : Un exemple d’une locomotive de type Consolidation avec son tender
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Le chargement que créa Cooper fut appelé Cooper E40. Le E signifie « engine »
(locomotive en anglais) et le chiffre qui le suit donne le poids en milliers de livres de
I'essieu le plus chargé. Une charge alternative constituée de deux essieux espacés de 2,2
métres (7 pieds) et fortement chargés (125% de I'essieu le plus charge) est aussi
prescrite. Cette charge alternative sera significative seulement pour les portées de moins
de 3.7 métres (CSA, 1966). Cette charge alternative a été d’ailleurs supprimée dans

I’édition 1988 de la norme de ’'AREA.

Dans les années qui suivirent, les locomotives devinrent de plus en plus lourdes et
ce, jusqu’'a l'apparition des locomotives diesel qui remplaceront progressivement les
locomotives a vapeur a partir des années 30 (figure A.4). Pour tenir compte de cette
augmentation de poids, on conserva le méme espacement des essieux et la méme
répartition de la charge entre les essieux mais les charges de chaque essieu ont été
multipliées par un facteur constant pour alors donner les chargements Cooper E45,

Cooper E50, Cooper E5S et ainsi de suite.

Malgré le fait que I'utilisation de roues de plus en plus grosses sur les locomotives
a vapeur venaient modifier I’espacement des essieux, ces espacements furent conservés
entre autres pour tenir compte des autres charges susceptibles d’étre observés dans le
futur et pour fournir une base commune pour I’évaluation des structures (Bowman et
Sutherland, 1950). En effet, dans le domaine ferroviaire, contrairement au domaine

routier, on peut connaitre de fagon trés précise les dimensions et les charges du matériel




211

roulant. Un chargement standardisé permit d’anticiper en partie les évolutions du
matériel roulant en prenant une charge plus grande que la charge maximale en circulation

lors du design.

Charge Cooper £

1890 1930 1840 1950 1980

Figure A.4 : Evolution de la charge prescrite pour le calcul des structures

Une des conséquences d’avoir un espacement et une répartition entre les essieux
invariable est que I'utilisation de tables de calcul est grandement simplifice. En effet,
pour avoir les efforts (moment fléchissant, effort tranchant, etc.) dans une structure pour
une charge Cooper spécifique, on peut se servir de n’importe quelle table basée sur un
chargement Cooper et multiplier les charges obtenues par le ratio entre les deux
chargements. Par exemple, pour avoir les efforts causés par un chargement de type
Cooper E72, il suffit de multiplier les efforts causés par un chargement de type Cooper
E40 par le rapport 72/40. Les tables de conception n’ont ainsi pas besoin d’étre réécrites

pour chaque augmentation du chargement.
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A partir des années 40, ['apparition du diesel entraina une modification de
I’espacement entre les essieux et une diminution de la charge par essieu (Andersen et
Nordby, 1960). Les gens du milieu ferroviaire continuérent toutefois d’utiliser les
chargements Cooper bien que la répartition des charges n'ait aucune commune mesure
avec les chargements réels imposés aux structures. L'utilisation des charges Cooper
étant bien maitrisée, elle permit entre autres [’établissement d'un systéme commun

d’évaluation des structures existantes.

Une comparaison du chargement Cooper avec les équipements en circulation a éte
faite par Andersen et Nordby (1960) et elle démontra la pertinence d’utiliser toujours les
chargements Cooper. Le chargement de I'époque, le Cooper E72, reproduisait de fagon
sécuritaire les effets des trains habituellement rencontrés. Seuls les équipements tres
spécialisés (wagon de minerai de fer, par exemple) ne respectaient pas cette regle,

équipements pour lesquels un calcul complet des charges est fait de toute fagon.




ANNEXE B

ETUDES DE CONVERGENCE

Apreés avoir choisi d’utiliser des éléments de voiles minces, une série d’études de
convergence a €té nécessaire pour déterminer le niveau de raffinement (au niveau du
modéle comme au niveau de |'élément méme) requis pour une réponse acceptable.
Puisque nous utilisons ADINA pour calculer des charges de flambement, les études de
convergence ont porté sur cet aspect du logiciel. En effet, un bon comportement du
modele pour un cas linéaire de déformation sous une charge ne nous garantit pas
forcément un bon comportement au niveau du flambement qui est, par définition. un

probleme non-linéaire.
B.1 Etude de convergence sur les éléments de voiles minces

ADINA offre trois types d’éléments de voiles minces: a 4 noeuds, & 8 noeuds et a
16 noeuds. Les deux étapes suivantes ont servies a choisir parmi ces trois configurations
la plus adéquate pour notre probléme. Les trois éléments sont donc mis & I’épreuve en
calculant la charge de flambement d’une plaque simplement supportée sur ses quatre
cOtés soumise a un effort de compression puis a un effort de flexion. Les résultats sont

compareés a des solutions connues et bien documentées dans la littérature.



B.1.1 Plaque en compression

La théorie classique de stabilité permet de prédire la charge critique qui fera voiler
une plaque rectangulaire sur appuis simples lorsque celle-ci est soumise a un chargement

dans son plan (figure B.1).

a—y a] e : .
—» <+
b -
|- p -

Figure B.1 : Plaque comprimée

Cette charge est évaluée comme suit (Timoshenko, 1947):

N, =—1 (B.1)

ou D, est la rigidité de la plaque et s’évalue par:
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Et’
D =—"1— B2
7 12(1-v) B-2)
Le facteur k. est fonction du rapport hauteur/largeur (a/b;). Pour une plaque

carrée (a/bi=1), k. vaut 4. [l vaut également 4 pour une plaque deux fois plus longue

que large (a,/b;=2).

Une plaque carrée de largeur de 600 mm et d’épaisseur t=10 mm, simplement
appuyée sur ses quatre cOtés sert pour cette étude de convergence. Sa charge critique

obtenue de la théorie classique est de 2,008 kN/mm.

E =200 kN / mm®

v=073

a, = 600 mm

b, = 600 mm

{, =10mm

(a,/8) =12k, =4 (8.3)

3

Dp=i‘—:—= 18315 kN - mm
lZ(l—v)
kD,

N, = bl: =2,008 AN / mm

Cette plaque est modélisée avec des éléments de voile mince a 4 noeuds, a 8
noeuds et a 16 noeuds. En gardant la forme des éléments carrés, les modéles 4 4 et 8
noeuds sont établis de maniére a avoir le méme nombre total de noeuds que I'utilisation
d’un ensemble de 4 éléments a 16 noeuds, ce qui correspond a 36 éléments & 4 noeuds et

9 éléments a 8 noeuds. Des modéles avec un seul élément de chaque type, de 4 éléments




216

de chaque type et de 9 éléments a 4 noeuds sont aussi créés. Le tableau B.1 et la figure

B.2 résument les modéles utilisés ainsi que les résultats obtenus par ADINA.

Tableau B.1 : Etude de convergence sur une plaque comprimée

Type d’élément | Nombre d’'éléments | Nombre total de noeuds Charge critique
(kN/mm)
4 noeuds | 4 2,980
4 noeuds 4 9 2,188
4 noeuds 9 16 2,082
4 noeuds 36 49 2,022
8 noeuds I 8 2,162
8 noeuds 4 21 2.261
8 noeuds 9 49 2,003
16 noeuds 1 16 2,010
16 noeuds 4 49 2,003
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3T
28 + —e— 4 noeuds
—=— 8 noeuds
26 + —a— 16 noeuds |
G
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24 +
2,2 +
2 At : + =&
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Nombre total de noeuds

Figure B.2 : Etude de convergence sur une plaque carrée comprimée

On pourra remarquer que les trois types d’éléments donnent de trés bons résultats
pour un modele comportant 49 noeuds. Toutefois, deux facteurs vont nous faire préférer

I'utilisation des éléments a 16 noeuds.

Tout d’abord, le comportement des éléments a 8 noeuds qui semblent osciller
avant de converger nous les fait éliminer d’office. Ce genre de comportement peut
paraitre étrange au premier coup d’oeil car on s’attend généralement a ce que la précision
du modele augmente avec le nombre d’éléments. Ce comportement oscillatoire n’est
toutefois pas nouveau. Il a été obtenu par Batoz et Dhatt (1990) pour une plaque carrée

encastrée soumise a un chargement perpendiculaire. Dans ce probléme, les éléments 4 8
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noeuds présentaient également un comportement oscillatoire alors que les éléments a 4

noeuds et 16 noeuds n’exhibaient pas un tel comportement.

Pour départir les deux types d’éléments restants, on remarquera que les éléments
i 16 noeuds convergent plus rapidement que ceux a 4 noeuds. Pour un nombre total de
16 noeuds, les éléments a 16 noeuds donnent une erreur de 0,1% alors que les éléments a
4 noeuds donnent une erreur de 3,7%. Notre modéle sera donc basé principalement sur
des éléments a4 16 noeuds pour les éléments ou le flambement en compression est un

aspect a considérer dans I’analyse.
B.1.2 Plaque en flexion

Pour confirmer les résultats obtenus sur une plaque sollicitée en compression, les
mémes modéles sont soumis a un chargement en flexion (figure B.3). La théorie
classique nous donne la contrainte critique pour le probléme d’une plaque simplement
appuyée sur ses 4 cotés et soumise, dans son propre plan, a un effort de compression et

de flexion combiné (Timoshenko, 1947).
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Figure B.3 : Plaque en flexion
k D, B.4
acr -0y bl:tl ( - )
ou D, est la nigidité de la plaque et s’évalue par:
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D =———— B.5
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Le facteur kr est fonction du rapport hauteur/largeur (a;/b,) de méme que du
paramétre o qui caractérise le rapport compression/flexion. Pour un cas de flexion pure,

a=2. Pour notre plaque carrée (a)/b,=1) sollicitée en flexion pure, le facteur k; vaut 25,6.



D 7 - 183 15kN -mm )
-k ——>==256 . =1,2854 kN / mm*
To =8 T 600710 ¢
t, =10mm=> N_ =10-1,2854 = 12,854 kN / mm (B.6)

Les mémes modéles que pour I'étude de convergence pour une plaque en
compression sont utilisés. Les résultats obtenus sont regroupés au tableau B.2 et

représentés a la figure B.4.

Tableau B.2 : Etude de convergence sur une plaque fléchie

Type d’élément | Nombre d’éléments | Nombre total de noeuds Charge critique
(kN/mm)

4 noeuds 1 4 390

4 noeuds 4 9 19.02
4 noeuds 9 16 15,54
4 noeuds 36 49 13,91
8 noeuds 1 8 11,25
8 noeuds 4 21 13,73
8 noeuds 9 49 13,48
16 noeuds 1 16 14,56
16 noeuds 4 49 13,47
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Figure B.4 : Etude de convergence sur une plaque carrée fléchie

Les mémes remarques que pour une plaque comprimée s’appliquent: les €léments
a 16 noeuds sont ceux qui possédent la convergence la plus rapide et les éléments a 8
noeuds montrent un comportement qui oscille. Ceci confirme notre choix d’utiliser les

éléments de voiles minces a 16 noeuds comme éléments principaux de modélisation.
B.2 Etude de convergence sur le maillage

Sachant maintenant que nous allons utiliser 1’élément de voile mince & 16 nosuds,
il faut établir la quantité d’éléments nécessaires a une solution acceptable, en d’autres

termes : définir le degré de raffinement du maillage.



222

La poutre-maitresse du pont type est ainsi modélisée avec différents degres de
raffinement du maillage. Pour pouvoir comparer les résultats des éléments finis avec des
résultats connus, seule la poutre maitresse, sans entretoises ni raidisseurs, est utilisée.
Les conditions frontiéres imposées ont été choisies pour correspondre a celles utilisees

dans le développement théorique usuel d’une poutre en déversement (voir section 2.1).

Le probléme utilisé pour I'étude de convergence sur le maillage se résume alors a
une poutre sur appuis simples, retenue latéralement a ses extrémités mais dont le
gauchissement est libre et dont la section est de 450x55 pour les semelles et de 2645x16
pour I’ame (la longueur de 2645 mm est la distance entre les centres de gravité des

semelles).

Cette poutre est soumise a un moment uniforme puis a une charge uniforme située
successivement a l'aile supérieure, a 'aile inférieure et enfin au centre de gravité. Le
chargement est appliqué, dans les quatre cas, sous la forme de charges ponctuelles aux
noeuds. Il a donc été nécessaire de calculer les charges équivalentes a des charges
réparties pour I’élément utilisé. On retrouvera a I’annexe C l'intégration de ces charges

équivalentes pour des éléments de voiles minces a 4, 8 et 16 noeuds.

Le mode de déversement obtenu de ces analyses correspond au mode de
déversement prévu par la théorie classique, a savoir un déplacement, de forme
sinusoidale, de la semelle supérieure et une rotation de la section dans son ensemble.

(figure B.5 4 B.7). Visuellement, il ne semble pas y avoir de distorsion de la section bien
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que les moments de déversements laissent entrevoir |'effet d’une certaine distorsion, dont

nous discuterons plus loin.
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Figure B.S : Poutre classique, vue isométrique
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Figure B.6 : Poutre classique, vue en plan

Figure B.7 : Poutre classique, section



B.2.1 Maillage de ’ame

La poutre étudiée étant trés élancée, c’est I'ame qui joue un réle prédominant
dans le comportement du modéle. La premiére partie de i’étude de convergence porte
ainsi sur ’dme plus particuliérement. Cette derniére a été modelisée un utilisant de 1 a 4
éléments a 16 noeuds pour la profondeur de I'ame. Le nombre d’éléments sur la
longueur et dans les semelles a été ajusté de fagon a avoir des €léments le plus carré

possible. Seuls des éléments a 4 noeuds modélisent alors les semelles.

Pour confirmer le choix de I’utilisation des éléments a 16 noeuds, les mémes
modéles ont été réalisées en éléments de 4 noeuds. Les tableaux B.4 et B.5 résument les
résultats des différents modéles étudiés. Le calcul du moment de déversement théonque
a été fait avec la formule B.7 telle que présentée dans la norme S16.1 et revue au chapitre

2 (voir équation 2.26)

>

M, = “z” E]}_GJ+[LLJ El EC, (B.7)

3

s

Pour le cas du moment uniforme, la valeur de w; est de 1,0. Pour les cas de
charge uniforme, les équations présentées dans I’ouvrage de Picard et Beaulieu (1991)

ont été utilisées. Les charges théoriques prévues sont regroupées au tableau B.3




Tableau B.3 : Moments critiques théoriques

Type de chargement M. (kN*m)
Moment uniforme 4743
Charge uniforme a la semelle supérieure 3850
Charge uniforme au centre de gravité 5360
Charge uniforme a la semelle inférieure 7450

Tableau B.4 : Etude de convergence : éléments a 16 noeuds pour I'ime

Nb total de noeuds - 248 | 671 {1274 ]1853]22892725
Ame(16 noeuds) | 1 2 [ 3] 4] 4] 4
Nombre d’éléments | Semelle(4 noeuds)| 2 2 2 2 4 6
Longueur 10 20 | 30 { 36 | 36 | 36
Moment uniforme | 190 | 120 | 105 | 103 [ 99 | 99
M. Charge uniforme | 161 | 111 1 101 | 98 | 96 | 96
(% M, théorique) | (aile supérieure)
Charge uniforme | - [ 112 | 97 | 98 | 97 | 96
centre de gravité)
Charge uniforme | 168 | 112 [ 100 | 97 | 95 | 95
(aile inférieure)
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Tableau B.5 : Etude de convergence : éléments a 4 noeuds pour I'ame

Nb total de noeuds --- 360 | 660 [1040] 1360] 1900
Ame(4 noeuds) 4 6 | 8| 8 [ 10
Nombre d’éléments | Semelle(4 noeuds)| 2 2 2 4 4
Longueur 40 60 | 80 | 80 | 100
Moment uniforme | 151 | 122 | 111 | 109 | 105
Mq Charge uniforme | 143 | 116 | 107 | 105 | 101
(% M, théorique) | (aile supérieure)
Charge uniforme | 148 | 116 | 107 | 105 | 101
(centre de gravité)
Charge uniforme | 150 | 116 | 106 | 104 | 100

(aile inférieure)
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A la lumiére de ces résultats, plusieurs observations peuvent étre faites.
Premiérement, quatre éléments au niveau de I’dme semblent étre un bon niveau de
raffinement. A la limite, trois éléments auraient peut-étre suffi a la tache.
Deuxiémement, les éléments a 16 noeuds convergent plus rapidement que ceux a 4
noeuds, ce qui était prévu. Troisiémement, la méthode de Picard et Beaulieu pour tenir
compte du chargement donne des bons résultats bien qu’elle semble Iégérement
surestimer le moment de déversement. Finalement, on peut remarquer que les moments
de déversement obtenus sont légérement plus faibles que ceux prédits par la théorie
classique et ce, méme pour une poutre soumise & un moment uniforme. La raison de
cette différence provient vraisemblablement de la distorsion de la section dont la théorie

ne tient pas compte.

Le maillage choisi comportera donc 4 éléments de voiles minces a 16 noeuds sur
la profondeur de la poutre. Nous utiliserons 36 éléments sur la longueur. Un nombre
plus faible aurait pu étre correct. Toutefois, le pont-type €tant divisé en 18 panneaux, la

modélisation fidéle du pont sera simplifiée par I’utilisation de 36 éléments.

B.2.2 Maillage des semelles

Les résultats démontrent également que le maillage des semelles a peu d’influence
sur le déversement. Il a donc été décidé d’utiliser 2 €éléments de voiles minces a 16
noeuds pour chaque semelle. Ceci correspond au méme nombre de noeuds que

I'utilisation de 6 éléments de voiles minces a 4 noeuds par semelle. Le moment de
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déversement aurait di étre le méme, or ce n’est pas le cas. Le moment obtenu pour un
méme nombre de noeuds mais en utilisant des éléments a 16 noeuds pour les semelles
plutdt que des éléments a 4 noeuds est beaucoup plus faible. De plus, ce moment est bien

en dessous du moment théorique. Ce résultat se produit pour les 4 chargements étudiés.

Tableau B.6 : Etude de convergence, éléments utilisés dans les semelles

Eléments | Moment uniforme | Charge uniforme | Charge uniforme | Charge uniforme
(semelle) (aile supérieure) (centroide) (aile inférieure)
(kKN*m) | % théo. | (kN*m) | % théo. | (kN*m) | % théo. | (kN*m) | % théo.
Théorie | 4743 L 3850 Lo 5360 to— 7450 b
I ] ] 1
4 4712 1+ 99 3682 1 96 5166 1 96 7085 1« 95
noeuds | \ : :
16 4342 1+ 92 3389 | 88 4734 | 88 6468 | 87
noeuds : : : :

Ce résultat peut peut-étre s’expliquer par la difficulté qu'ont les éléments a 4
noeuds a reproduire les dérivées d’ordre supérieur qui caractérisent entre autres le
phénoméne du gauchissement. En effet, les éléments a 16 noeuds sont définis par des
équations du troisiéme degré alors que les éléments a 4 noeuds (et possédant donc 2
noeuds par coté) sont linéaires. Le bon résuitat devrait donc étre celui fourni par les
éléments 4 16 noeuds. Le probléme n’est pas la différence entre les résultats des deux
types d’éléments. Il est plutét la grande différence (prés de 12%) entre les résultats du

modéle et les résultats théoriques.

Cette différence est due a la distorsion de la section qui est négligée dans I’analyse

classique. Des modéles supplémentaires ou la distorsion a €té supprimée ont été créés
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pour le vérifier. Dans ces modéles, la distorsion a été supprimée en imposant que tous les
noeuds de chaque section le long de la poutre subissent la méme rotation autour de I’axe
longitudinal. Chaque section le long de la poutre posséde alors un seul degré de liberté

en rotation au lieu d’un degré de liberté par noeud.

La distorsion a d’abord été enlevée seulement au niveau de I’dme puis dans ’ame
et dans les semelles. Seul le cas du chargement par moment uniforme a été considéré
puisqu’on a vu précédemment que le type de chargement n’influence pas vraiment la

qualité de la réponse.

Tableau B.7 : Etude de convergence, phénomeéne de la distorsion

Eléments 3 4 noeuds Eléments a 16 noeuds
(semelles) {semelles)
(kN*m) %théorie (kN*m) Y%théorie
Distorsion permise 4712 ! 99.3 4342 ! 91,5
! ]
Distorsion empéchée 4940 104, 4564 1 962
‘pour I’ame seulement | |
Distorsion complétement 4954 | 1044 4583 : 96,6
empéchée H L

On voit que le fait d’enlever la distorsion rapproche sensiblement la réponse du

modéle & éléments a 16 noeuds pour les semelles d

une erreur de m

notre modéle.

. . ur i
oins de 4% comme étant suffisamment petite po i

e la réponse théorique. On considérera

stifier I’utilisation de




ANNEXE C
INTEGRATION DES CHARGES EQUIVALENTES

C.1 Elément sans noeud intermédiaire, charge triangulaire

Figure C.1 : Elément sans noeud intermédiaire, charge triangulaire

X
q=7 (C.1)

X X
N, = [1 - Z) N.=7 (C.2)

x x° L
X X la-L 3
L L'J 6 (€.3)
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v

]

QL/3

T

Figure C.2 :Charges équivalentes pour une charge triangulaire, élément sans noeud

intermédiaire

C.2 Elément sans noeud intermédiaire, charge constante

q=1

Figure C.3 : Elément sans noeud intermédiaire, charge constante

xx=0 x,=1 g=1 (C.4)
N,:[l—%j szf (C.5)
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L
r,=_fN,qdr
£ X L
r=fli-J =5 (C.6)
tx Il
r:=_!‘zdr=5
¢ L \ 4
Q
QL2 QL2

l l

Figure C.4 :Charges équivalentes pour une charge triangulaire, élément sans noeud

intermédiaire



C.3 Elément avec un noeud intermédiaire, charge triangulaire

2
I: g -3

L/2 L2
I X

Figure C.5 : Elément avec un noeud intermédiaire, charge triangulaire

=0 x.=U4 x=1 q=% (C€.7)

(x. - xfx, - x) x _x

N’:(x:‘xxxxs‘x1)=1—32+2[‘:

N = (x,—x)(x3—x) _4£_4£ (C.8)
: (xz—xl)(x_,—x:)_ L L

N, = bnoxfea o) | x

(xl -x, )(x: -x,) L L

L L 2 3
rI:J‘N,qcbczj.%—3x—+2£3—afr=0
Q 0
[Nqae=fai-af gt (C.9)
l'z—u :q —0 L: 3 _3 .
L L 2 3
x- x L
=|N,gde=|-5+2—dx=—
rs '[ g :[ IE I 6
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QL/3
QL/6

}

Figure C.6 : Charges équivalentes pour une charge triangulaire, élément avec un

noeud intermédiaire

C.4 Elément avec un noeud intermédiaire, charge constante

q=1

2
K —5- 03

L2 L2
i X

Figure C.7 : Elément avec un noeud intermédiaire, charge constante

=0 x;=L44 x,=L q=1 (C.10)
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r»Iqux j4—— %a:%
J.qudr j'-—+ %dx‘z%
< L »
Q
QL3
QL6 J QL/6

Figure C.8 : Charges équivalentes pour une charge constante, élément avec un

noeud intermédiaire

(C.11)

(C.12)
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C.5 Elément avec deux noeuds intermédiaires, charge

triangulaire

;
1 = 3 4

L/3 L/3 L/3
l X

Figure C.9 : Elément avec deux noeuds intermédiaires, charge triangulaire

x,=0 xz=§ xsz%[; x, =L qz% (C.13)
N - (x:—x)(xs—x)(.\;-x) —1-ﬂi+ f__gﬁ
e -x e -x Ko -x) T 2L 7L 20

N. = (xl—x)(x3—x)(x4—x) _9_{_ 45x° 27 x°
e - MmN -x) L 2L 20

(C.14)

_ (x‘—x)(x:-x)(xd—x) 9 x x* 27x
Ns _—(xl—x3)(x:—x3)(x4—x3)_—2 L+]8L:— 2
N = (xl-x)(x:—x)(yg—r) _.‘E_gx_:+?.£

4-(‘\’1 x.txx:_x.xxxs x4)—L 2L 20



_(x_Ux o x 9x 2L
S AR AR AR A 120
L oxt 45xt 27x* 9L
’:z,[g‘_."—‘T ——gdr=——
L 200 2L 120
. ) (C.15)
9x- X 27 x 36/
n=)-sor+ 85— ——gdc=—o
)2 X 21 120
L : 3 4
X 9x 9x 131
e A Y T
< L -
//TQ
36QL/120

9QL/120 13QL/120
2QL/120

Figure C.10 : Charges équivalentes pour une charge triangulaire, élément avec

deux noeuds intermédiaires
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C.6 Elément avec deux noeuds intermédiaires, charge constante

=1

1 2 3 4

L/3 L/3 L/3
l X

Figure C.11 : Elément avec deux noeuds intermédiaires, charge constante

x, =0 x:=% x;=-%3£ x;,=L gq=1 (C.16)
_ (x:'x)(xa-x)(xrx) _, Mx x* 2_£_
N'—(x:—xl)(x3—x;x,vc4—xl)_]—21,4-9[,:—2[3~
_ (x, - x)x; - xNx, - x) X 45x7 27x
N'—( —x)(x3—x)(x4—x:)—9 22D 17
N = (x,-x)(x:—xXxJ—x) _9x li_gzi 0
oo -wfe-x) 2L 2L
(o -xfe -fo-x) _x 9% ox
—(x,—x)(x —xNx,-x) L 20 270
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11 x X 9x L
G=I[———+ — Ty dx=—
)2 T 21 8
L 2
r,:IQf.-ié'L_..,.ZZL}. :£
AT 2 21 8
) (C.18)
b [o9X  gxX_2x L 3L
o2 T 2 p 8
9 9x’ L
Y = —{———A’T —i}-‘ﬁfz__
L 217 2L 8
< L »
Q
3QL/8 3QL/8
QL/8 QL8

+ +

Figure C.12 : Charges équivalentes pour une charge constante, élément avec deux

noeuds intermédiaires



C.7 Elément avec deux noeuds intermédiaires, charge

triangulaire double

x.=0 x:=% xs:.‘Z_?’L_ x,=L qzl—ZTx (C.19)
N - (x, - xXx, - xKx, - x) lx X 9x
R P s S e W ARV
. (x, - xXx, - xXx, - x) x 45x 27x
:—(xl—x)(x3 x:)(x4—x,) L 20 270
(C.20)
N = (x,—x)(x, x)(xJ—x) 9x x 27x
k- x o -x Kx -x,) 2L r o2r
No- (x,—x)(xz—x)(x3—x) _l_gfi 9x
4_(xl—x4)(x, xNx,-x) L 20 20

241



t9
=S
[N}

L 3 3
15 x x- 45«x e 11L
e L R AT
L 3 3
x 8lx 117«x X 27L
= |9 L T 2T =
£ ,J:L 2 2 T 120
L X (C.21)
_J~ 25 7x' 99 x’ ) X B 271
T E R T R T 0
j— l3x“+27x3 9x‘dx 11L
rn=\---—-———+——-9— = —-—
AT A AR AN 120
< L =

27QL/120
H1QL/120

T

11QL/120
27QL/120

Figure C.14 : Charges équivalentes pour une charge triangulaire double, élément

avec deux noeuds intermédiaires
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ANNEXE D

METHODE ENERGETIQUE

Les termes suivants sont les termes de la matrice qui est dérivee au chapitre 6.

section 1.4. IIs sont présentés dans un format informatique dans un but de concision.

MI1 = (-144*a*D*L)/(5*(-a + h)*4) + (6*a~4*D*L)/(h*3*(-a + h)™4) -
(24*a”3*D*L)/(h"2*(-a + h)*4) + (188*a~2*D*L)/(5*h*(-a + h)"4) +
(48*D*h*L)/(5*(-a + h)"4) - (24*a*3*D*mu*Pi*2)/(5*(-a + hY*4*L) +
(6*a*+*D*mu*Pi”2)/(5*h*(-a + h)*4*L) +
(764*a°2*D*h*mu*Pi”2)/(105*(-a + h)*4*L) -
(176*a*D*h"2*mu*Pi”2)/(35*%(-a + h)*4*L) +
(48*D*h"3*mu*Pi”2)/(35*(-a + h)*4*L) +
(13*a~4*D*h*Pir4)/(70*(-a + h)*4*LA3) -
(149*a*3*D*h"2*Pi*4)/(210*(-a + h)"4*L"3) +
(1261*a”2*D*h"3*Pi*4)/(1260*(-a + h)*4*L"3) -

(13*a*D*h 4*Pir3)/(21*(-a + h)"4*L"3) + (D*h"5*Pird)/(7*(-a + h)*4*L"3) +
(E*Iy 1*Pin4)/(2*L"3) - (b1 *d 1 *M*Pi*2*t1)/(2*Ix*L) +
(13*a”4*d2*h*M*Pi*2*w)/(70*(-a + h)*4*Ix*L) -
(aA-‘*h'\2*M‘Pi"2‘“’)/(7*(-a + h)A4t[xtL) -
(149%a”3*d2*h 2 *M*Pi*2*w)/(210*(-a + hy*4*Ix*L) +
(139%a"3*h 3*M*Pi"2*w)/(252%(-a + h)"4*Ix*L) +
(1261*a”2*d2*h"3*M*Pir2*w)/(1260*(-a + h)*4*Ix*L) -
(221*a"2*h " 4*M*Pir2*w)/(280*(-a + h)"4*Ix*L) -~
(13*a*d2*h 4*M*Pi*2*w)/(21*(-a + h)"4*Ix*L) +
(313*a*h"53*M*Pi*2*w)/(630*(-a + h)"4*Ix*L) +
(d2*h"S*M*Pi*2*w)/(7*(-a + h)"4*Ix*L) -
(T*h"6*M*Pi*2*w)/(60*(-a + h)*4*Ix*L) -
(4*a"3*G*Pi"2*w"3)/(5%(-a + h)"4*L) +
(a™4*G*Pi"2*w"3)/(5*h*(-a + h)"4*L) +
(382*a"2*G*h*Pi"2*w"3)/(315%(-a + h)™4*L) -
(88*a*G*h 2*Pir2*w"3)/(105%(-a + h)"4*L) +
(8*G*h"3*Pi"2*w"3)/(35%(-a + h)*4*L)

MI12 = (144*a*D*L)/(5%(-a + h)*4) - (6*a*4*D*L)/(h"3*(-a + h)*4) +
(24*a~3*D*L)/(h"2*(-a + h)™4) - (188*a~2*D*L)/(5*h*(-a + h)"4) -
(48*D*h*L)/(5%(-a + h)*4) - (4*D*h"2*L)/(5*a*(-a + h)"4) +
(6*D*h~3*L)/(5*%a”2*(-a + h)*4) + (24*a*3*D*mu*Pi”2)/(5*%(-a + h)"4*L) -
(6*a”4*D*mu*Pi*2)/(5*h*(-a + h)*4*L) -
(764*a*2*D*h*mu*Pi*2)/(105*(-a + h)"4*L) +
(176*2*D*h" 2*mu*Pi*2)/(35%(-a + h)*4*L) -



(48*D*h"3*mu*Pi*2)/(35*(-a + h)"4*L) -

(4*D*h 4*mu*Pi*2)/(105*%a*(-a + h)*4*L) +
(2*D*h"5*mu*Pi*2)/(35%a”2*(-a + h)"4*L) +
(9*a™4*D*h*Pi™4)/(140%(-a + h)"4*L"3) -
(9*a*3*D*h"2*Pind)/(35*(-a + h)*4*LA3) +
(241*a"2*D*h"3*Pi"4)/(630*(-a + h)*4*L"3) -
(26*a*D*h"4*Pi*4)/(105%(-a + h)"4*L"3) +

(4 1*D*h"5*Pin4)/(840%(-a + h)"4*LA3) +
(19*D*h"6*Pi"4)/(1260*a*(-a + h)*4*L"3) -
(D*h"7*Pi*4)/(168*a2*(-a + h)"4*L"3) +
(9*a™$*d2*h*M*Pi"2*w)/(140*(-a + h)"4*Ix*L) -
(9*a"4*h"2*M*Pi*2*w)/(280*(-a + h)"4*Ix*L) -
(9*a"3*d2*h"2*M*Pi"2*w)/(35%(-a + h)"4*Ix*L) +
(83*a"3*h"3*M*Pi*2*w)/(630*(-a + h)"4*Ix*L) +
(241*a*2*d2*h"3*M*Pi"2*w)/(630*(-a + h)*4*Ix*L) -
(17*a"2*h"4*M*Pi"2*w)/(84%(-a + h)"4*Ix*L) -
(26*a*d2*h"4*M*Pi"2*w)/(105*(-a + h)"4*Ix*L) +
(43*a*h"5*M*Pi"2*w)/(315%(-a + h)"4*Ix*L) +
(41*d2*h"5S*M*Pi*2*w)/(840%(-a + h)"4*Ix*L) -
(143*h"6*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)*4*Ix*L) +
(19*d2*h 6 *M*Pi"2*w)/(1260*a*(-a + h)*4*Ix*L) -
(23*h"7*M*P1"2*w)/(2520*a*(-a + h)"4*Ix*L) -
(d2*h"7*M*Pi”2*w)/(168*a~2*(-a + h)*4*Ix*L) +
(19*h"8*M*Pi*2*w)/(5040*a"2*(-a + h)"4*Ix*L) +
(4*a”3*G*Pi*2*w"3)/(5*(-a + h)"4*L) -
(@*4*G*Pi"2*w"3)/(5*h*(-a + h)"4*L) -
(382*a*2*G*h*Pi*2*w"3)/(315%(-a + h)"4*L) +
(88*a*G*h"2*Pi"2*w"3)/(105%(-a + h)"4*L) -
(8*G*h"3*Pi"2*w"3)/(35%(-a + hY"4*L) -

(2*G*h $*Pi"2*w”3)/(315%a*(-a + h)"4*L) +
(G*h"5*Pi"2*w"3)/(105*%a~2*(-a + h)"4*L)

MI13 = (-94*a"2*D*L)/(5*(-a + h)"4) - (3*a*4*D*L)/(h"2*(-a + h)"4) +
(12*a*3*D*L)/(h*(-a + h)*4) + (14*a*D*h*L)/(-a + h)"4 -
(21*D*h"2*L)/(5*%(-a + h)*4) - (3*a“4*D*mu*Pi”2)/(5*(-a + h)*4*L) +
(7*a*3*D*h*mu*Pi*2)/(3*(-a + h)*4*L) -
(143*a”2*D*h"2*mu*Pi"2)/(42*(-a + h)"4*L) +
(78*a*D*h"3*mu*Pi*2)/(35*(-a + h)*4*L) -
(39*D*h"4*mu*Pi*2)/(70*(-a + h)*4*L) -
(11*a"4*D*h"2*Pi*4)/(420%(-a + h)*$*LA3) +
(13*a”3*D*h 3*Pi*4)/(140%*(-a + h)"4*L"3) -
(611*a"2*D*h"4*Pi*4)/(5040*(-a + h)*4*L."3) +
(5*a*D*h"5*Pi"4)/(72%(-a + h)"4*L"3) -

(5*D*h"6*Pi"4)/(336*(-a + h)"4*L"3) -

(11*a~4*d2*h "2*M*Pi*2*w)/(420*(-a + h)"4*Ix*L) +
(a*4*h*3*M*Pi”*2*w)/(56*(-a + h)*4*Ix*L) +
(13%a"3*d2*h 3*M*Pi*2*w)/(140*(-a + h)"4*Ix*L) -
(65*a"3*h"4*M*Pi*2*w)/(1008*(-a + h)"4*Ix*L) -
(611*a*2*d2*h"4*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)*4*Ix*L) +
(31*a"2*h"5*M*Pi"2*w)/(360*(-a + h)*4*Ix*L) +
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(5*a*d2*h~S*M*Pir2*w)/(72*(-a + h)"4*Ix*L) -
(17*2*h 6 *M*Pi*2*w)/(336%(-a + h)*4*Ix*L) -

(5*d2*h"6*M*Pi*2*w)/(336%(-a + h)*Ix*L) +

(MATEM*PiA2*w)/(90%(-a + h)YM*IX®L) - (a™4*G*Pi"2*w 3)/(60%(-a + hY™4*L) +
(a"3*G*h*Pi"2*w"3)/(18%(-a + hY™4*L) -

(17*2°2*G*h"2*Pi"2*w"3)/(252%(-a + h)™*L) +

(4*2*G*h 3 *Pin2*w3)/(105%(-a + h)™*L) -

(G*h 4*Pi*2*w"3)/(105%(-a + h)*4*L)

M14 = (-94%*a"2*D*L)/(5*(-a + h)*4) - (3*a~4*D*L)/(h"2*(-a + h)*4) +
(12*a”3*D*L)/(*(-a + h)*4) + (T4*a*D*h*)/(5*(-a + "Y) -
(31*D*h"2*L)/(5%(-a + hy*4) + (6*D*h"3*L)/(5*a*(-a + h)*4) -
@ 4*D*mu*Pi*2)/(10*(-a + h)"4*L) +
(7*a*3*D*h*mu*Pi*2)/(15*(-a + h)"4*L) -
(61%a"2*D*h"2*mu*Pi"2)/(70*(-a + h)*4*L) +
(4*a*D*h"3*mu*Pi"2)/(5%(-a + h)*4*L) -
(37*D*h"4*mu*Pi"2)/(105%(-a + h)y*4*L) +
(2*D*h"5*mu*Pir2)/(35%a*(-a + hyM4*L) +
(13*a"4*D*h"2*Pir4)/(840*(-a + h)*4*L"3) -
(a"3*D*h”*3*Pi*4)/(15%(-a + h)"4*L"3) +
(113*a"2*D*h"4*Pi*4)/(1008*(-a + h)"4*L"3) -
(29*a*D*h"5*Pi*4)/(315*(-a + h)"4*L"3) +
(187*D*h"6*Pi*4)/(5040*(-a + h)"4*L"3) -
(D*h"7*Pi*4)/(168*a*(-a + h)MI*LA3) +
(13*a"4*d2*h"2*M*Pi"2*w)/(840*(-a + h)"4*Ix*L) -
(a”4*h"3*M*Pi*2*w)/(120*(-a + h)*4*Ix*L) -
(a"3*d2*h"3*M*Pi"2*w)/(15*(-a + h)"4*Ix*L) +
(37*a"3*h"4*M*Pi*2*w)/(1008*(-a + h)"4*Ix*L) +
(113*a"2*d2*h 4*M*Pi"2*w)/(1008*(-a + h) 4*Ix*L) -
(4*a"2*h"S*M*Pi"2*w)/(63*(-a + h)*4*Ix*L) -
(29*a*d2*h"S*M*Pi*2*w)/(315%(-a + h)"4*Ix*L) +
(17*a*h"6*M*Pi*2*w)/(315%(-a + hy*4*Ix*L) +
(187*d2*h"6*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)"4*Ix*L) -
(19*h"7T*M*Pi"2*w)/(840*(-a + h)"4*Ix*L} -
(d2*h"T*M*Pi"2*w)/(168*a*(-a + h)*4*Ix*L) +
(19*h"8*M*Pi"2*w)/(5040*a*(-a + h)"4*Ix*L) -

@ 4*G*Pi”2*w"3)/(60*(-a + h)*4*L) +
(7*a”3*G*h*Pi*2*w"3)/(90*(-a + h)"4*L) -
(61*a"2*G*h"2*Pi*2*w~3)/(420*(-a + h)4*L) +
(2*a*G*h"3*Pi*2*w~3)/(15*(-a + h)*4*L) -
(37*G*h*4*Pi*2*w"3)/(630*(-a + h)*4*L) +
(G*h"5*Pir2*wA3)/(105%*a*(-a + h)4*L)

M22 = (-144*a*D*L)/(5%(-a + h)*4) + (6*a*4*D*L)/(h"3*(-a + h)™$) -
(24*a*3*D*L)/(h~2*(-a + h)*4) + (188*a~2*D*L)/(5*h*(-a + h)*4) +
(48*D*h*L)/(5*(-a + h)*4) + (8*D*h~2*L)/(5%a*(-a + h)"4) -
(12*D*h~3*L)/(5*a*2*(-a + h)*4) + (2*D*h"5*L)/(5*a*4*(-a + h)*4) -
(24*a”3*D*mu*Pi~2)/(5*(-a + h)*4*L) +
(6*a*4*D*mu*Pi”2)/(5*h*(-a + h)"4*L) +
(764*a*2*D*h*mu*Pi*2)/(105%(-a + h)"4*L) -
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(176*a*D*h*2*mu*Pi*2)/(35*%(-a + h)"4*L) +
(48*D*h"3*mu*Pi*2)/(35*(-a + h)M4*L) +

(8*D*h 4*mu*Pi~2)/(105*a*(-a + h)*4*L) -
(4*D*h"5*mu*Pi*2)/(35*a"2%(-a + h)"4*L) +
(2*D*h*7*mu*Pi*2)/(105*a~4*(-a + h)"4*L) +
(13*a~4*D*h*Pi"4)/(70*(-a + h)"4*L"3) -
(163*a*3*D*h 2*Pi*4)/(210*(-a + h)Y*4*L"3) +
(311*a*2*D*h”3*Pi*4)/(252*(-a + h)"4*L"3) -

(3 1*a*D*h"4*Pi*4)/(35%(-a + h)"4*L"3) +
(19*D*h"5*Pird)/(84*(-a + h)"4*L"3) +
(23*D*h"6*Pi*4)/(630*a*(-a + h)"4*L"3) -
(3*D*h"7*Pird)/(140*a2*(-a + h)"4*L"3) +
(D*h”9*Pi”4)/(1260*a"4*(-a + h) 4*L"3) + (E*Iy2*Pi"3)/(2*L"3) +
(b2*d2*M*Pi~2*12)/(2*Ix*L) + (13*a"4*d2*h*M*Pi"2*w)/(70*(-a + h}"4*Ix*L) -
(3*a*4*h " 2*M*Pi"2*w)/(T0*(-a + h)*4*Ix*L) -
(163"a"3"d2*h"2"‘M"Pi"2‘w)/(210"(-3 + h)A-“IX*L) +
(233*a~3*h"3*M*Pi"2*w)/(1260*(-a + h)"4*Ix*L) +
(311*a*2*d2*h"3*M*Pi*2*w)/(252*(-a + h)"4*Ix*L) -
(257*a"2*h 4*M*Pi"2*w)/(840*(-a + h)"4*Ix*L) -
(31*a*d2*h " 4*M*Pi*2*w)/(35%(-a + h)™*Ix*L) +
(29*a*h"5*M*Pi*2*w)/(126*(-a + h)"4*Ix*L) +
(19*%d2*h"5*M*Pi*2*w)/(84*(-a + h)*4*Ix*L) -
(151*h"6*M*Pi*2*w)/(2520*(-a + h)"4*Ix*L) +
(23*d2*h"6*M*Pi*2*w)/(630*a*(-a + h)*4*Ix*L) -
(19*h"7*M*Pi”2*w)/(1260*2*(-a + h)"4*Ix*L) -
(3*d2*h7*M*Pi2*w)/(140*a”2*(-a + h)"4*Ix*L) +
(23*h"8*M*Pi*2*w)/(2520*a*2*(-a + h)"4¥Ix*L) +
(d2*h"9*M*Pir2*w)/(1260*ar4*(-a + h)"4*Ix*L) -

(W 10*M*Pi”2*w)/(2520*a"4*(-a + h)"4*Ix*L) -
(4*a”3*G*Pi*2*w"3)/(5%(-a + h)™4*L) +
(a*4*G*Pi"2*w"3)/(5*h*(-a + h)™4*L) +
(382*a*2*G*h*Pi*2*w3)/(315%(-a + h)*4*L) -
(88*a*G*h"2*Pi"2*w”3)/(105%(-a + h)"4*L) +
(8*G*h"3*Pi~2*w"3)/(35*(-a + h)*4*L) +

(4*G*h $*Pir2*w"3)/(315*a*(-a + h)*4*L) -
(2*G*h"5*Pi*2*w"3)/(105*a*2*(-a + h)*4*L) +
(G*h"7*Pi"2*w"3)/(315*a*4*(-a + h)"4*L)

M23 = (94%a~2*D*L)/(5%(-a + h)*4) + (3*a~4*D*L)/(h"2*(-a + h)"4) -
(12*a~3*D*L)/(h*(-a + h)"4) - (14*a*D*h*L)/(-a + h)*4 +
(21*D*h”2*L)/(5*(-a + h)*4) + (2*D*h"3*L)/(5%a*(-a + h)"4) -
(2*D*h"4*L)/(5*%a"2*(-a + h)*4) + (a*4*D*mu*Pi*2)/(10*(-a + h)*4*L) -
(a*3*D*h*mu*Pi*2)/(3*(-a + h)*4*L) +
(17*a*2*D*h"2*mu*Pi"2)/(42*(-a + h)"4*L) -
(8*a*D*h"3*mu*Pi"2)/(35*(-a + h)"4*L) +
(19*D*h*4*mu*Pi~2)/(210*(-a + h)"4*L) -
(D*h”*5*mu*Pi*2)/(21*a*(-a + h)"4*L) +
(D*h"6*mu*Pi”2)/(70*a*2*(-a + h)"4*L) -
(13*a~4*D*h"2*Pi™4)/(840*(-a + h)*4*L"3) +
(2*a"3*D*h"3*Pi”4)/(35*(-a + h)"4*L"3) -
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(397*a*2*D*h 4*Pi~4)/(5040*(-a + h)"4*L"3) +
(17*a*D*h” 5*Pi*4)/(360*(-a + hY*4*L"3) -
(D*h*6*Pi*4)/(120*(-a + h)*4*L"3) - (D*h*7*Pi"4)/(360*a*(-a + h)"4*L"3) +
(D*h~8*Pi~4)/(1008*a*2*(-a + hy"4*L" ")) -
(13*a~4*d2*h"2*M*Pi"2*w)/(840*(-a + h)*$*Ix*L) +
(@ 4*hA3*M*Pi 2*w)/(140*(-a + h)*4*Ix*L) +
(2*a~3*d2*h 3*M*Pi"2*w)/(35%(-a + h)*4*Ix*L) -
(137*a*3*h 4*M*Pi”2*w)/(5040%(-a + h)"4*Ix*L) -
(397*a*2*d2*h"$*M*Pi*2*w)/(5040%(-a + h)"4*Ix*L) +
(7*a”2*h 5*M*Pi*2*w)/(180*(-a + h)"4*Ix*L) +
(17*a*d2*h"5*M*Pi*2*w)/(360*(-a + h)"4*Ix*L) -

(4 1*a*h”"6*M*Pi*2*w)/(1680*(-a + h)"4*Ix*L) -
(d2*h"6*M*Pi*2*w)/(120*(-a + h)*"4*Ix*L) +

(23*h A7T*M*Pi"2*w)/(5040%(-a + h)*4*Ix*L) -

(d2*h 7*M*Pi"2*w)/(360*a*(-a + h)*4*Ix*L) +
(h"8*M*Pi”2*w)/(630*a*(-a + h)*4*Ix*L) +
(d2*h”8*M*Pi*2*w)/(1008*a"2*(-a + h)*4*Ix*L) -
(h"9*M*Pi"2*w)/(1680*a~2*(-a + h)"4*Ix*L) +
(a*4*G*Pin2*w"3)/(60*(-a + h)*4*L) -
(a”3*G*h*Pi"2*w"3)/(18*(-a + h)*4*L) +
(17*a~2*G*h"2*Pi*2*w"3)/(252%(-a + h)*4*L) -
(4*a*G*h"3*Pi"2*w"3)/(105%(-a + h)*4*L) +
(19*G*h 4*Pi*2*w"3)/(1260*(-a + h)*4*L) -
(G*h”5*P17°2*w"3)/(126*a*(-a + h)*4*L) +
(G*h"6*Pi72*w"3)/(420*a"~2*(-a + h)"4*¥L)

M24 = (93*a~2*D*L)/(5*(-a + h)™4) + (3*a*4*D*L)/(h"2*%(-a + h)*$) -
(12*273*D*L)/(h*(-a + h)4) - (7T4*a*D*h*L)/(5*(-a + h)*4) +
(31*D*h"2*L)/(5%(-a + h)*4) - (4*D*h 3*L)/(5*a*(-a + h)*4) -
(4*D*h 4*L)/(5*a*2%(-a + hY*4) + (2*D*h"5*L)/(5*a"3*(-a + h)"4) +
(3*a~4*D*mu*Pi"2)/(5%(-a + hy*4*L) -
(37*a~3*D*h*mu*Pi"2)/(15%(-a + h)y™4*L) +
(271*a*2*D*h*2*mu*Pi*2)/(70*(-a + h)"4*L) -
(14*a*D*h*3*mu*Pi*2)/(5%(-a + h)*4*L) +
(86*D*h~4*mu*P1"2)/(105*(-a + h)"$*L) +
(D*h”5*mu*Pi”2)/(35%a*(-a + h)"4*L) -

(D*h 6*mu*Pi"2)/(14*a*2%(-a + h)*4*L) +
(2*D*h~7*mu*Pi"2)/(105*a~3*(-a + h)*4*L) +
(11*a*4*D*h"2*Pi*4)/(420*(-a + h)"4*L"3) -
(7*a~3*D*h"3*Pi*4)/(60%(-a + h)"4*L"3) +
(1031*a”2*D*h 4*Pi*$)/(5040%(-a + hy*4*L"3) -
(11*a*D*h”5*Pi~4)/(63*(-a + h)*4*L"3) +
(5*D*h~6*Pir4)/(72*(-a + h)*4*L"3) -
(2*D*h~7*Pi~3)/(315*a*(-a + h)"4*L"3) -

(17*D*h 8*Pi”$)/(5040*a2%(-a + h)*L"3) +
(D*h"9*Pi*4)/(1260*a"3*(-a + h)4*L"3) +
(11*a”4*d2*h"2*M*Pi*2*w)/(420%(-a + h)*4*Ix*L) -
(a”4*h~3*M*Pi~2*w)/(120%(-a + h)*4*[x*L) -
(7*a~3*d2*h"3*M*Pi*2*w)/(60*(-a + h)"4*Ix*L) +
(193*a”3*h"4*M*Pi*2*w)/(5040%(-a + h)"4*Ix*L) +
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(103 1*a”2*d2*h " $*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)"4*IX*L) -
(22*a3~2*h S*M*Pi"2*w)/(315*(-a + h)"4*Ix*L) -
(11*a*d2*h"5*M*Pi~2*w)/(63*(-a + h)Y*4*Ix*L) +
(79*a*h"6*M*Pi*2*w)/(1260*(-a + h)"4*Ix*L) +
(5*d2*h"6*M*Pi*2*W)/(72*(-a + h)"4*Ix*L) -

(67*h " T*M*Pi*2*w)/(2520*(-a + h)"4*Ix*L) -
(2*d2*h"7*M*Pi*2*w)/(315%a*(-a + h)"4*IxX*L) +
(13*h"8*M*Pi~2*w)/(5040*a*(-a + h)"4*Ix*L) -
(17*d2*h"8*M*Pi"2*w)/(5040*a"2*(-a + h)"4*Ix*L) +
(h"9*M*Pi"2*w)/(630*a"2%(-a + h)"4*Ix*L) +
(d2*h"9*M*Pi*2*w)/(1260*a"3*(-a + h)"4*Ix*L) -

(h M 1O*M*Pi22*w)/(2520*a"3*(-a + h)"4*Ix*L) +
(a™4*G*Pi"2*w"3)/(60*(-a + h)*4*L) -
(7*a”3*G*h*Pi*2*w"3)/(90*(-a + h)*4*L) +
(61*a™2*G*h"2*Pi”2*w"3)/(420*(-a + h)*4*L) -
(2*a*G*h"3*Pi”2*w"3)/(15%(-a + h)™4*L) +

(67*G*h" 4*Pi"2*w"3)/(1260*(-a + h)"4*L) +
(G*hAS*PIr2*wA3)/(210%a*(-a + h)4¥L) -

(G*h 6*Pin2*w"3)/(84*a"2%(-a + h)~4*L) +
(G*hAT*Pir2*wA3)/(315*a*3*(-a + h)**L)

M33 = (-8*a”3*D*L)/(-a + h)"4 + (2*a”*4*D*L)/(h*(-a + h)*4) +
(62*2"2*D*h*L)/(5*(-a + h)*4) - (44*a*D*h"2*L)/(5%(-a + h)"4) +
(12*D*h"3*L)/(5%(-a + h)™4) + (G*J1*Pi*2)/(2*L) +
2*2™4*D*h*mu*Pi*2)/(15*(-a + h)*4*L) -
(7*a”3*D*h"2*mu*Pi"2)/(15%(-a + h)"4*L) +
(13*a”2*D*h"3*mu*Pi*2)/(21*(-a + h)"4*L) -
(13*a*D*h " 4*mu*Pi*2)/(35%(-a + h)"4*L) +
(3*D*h"5*mu*Pi"2)/(35%(-a + h)*4*L) +
(a”4*D*h"3*Pi*4)/(210*(-a + h)*4*L"3) -

(13*a73*D*h 4*PiN4)/(840%*(-a + h)4*L"3) +
(47*a~2*D*h"5*Pi~4)/(2520*(-a + h)"4*L"3) -
(5*2*D*h"6*Pi*4)/(504*(-a + h)"4*L"3) +
(D*hAT*Pird)/(504%(-a + h)A4*L"3) - (b173*d 1 *M*Pi*2*t1)/(24*Ix*L) +
(@a*4*d2*h"3*M*Pi"2*w)/(210%(-a + h)*4*Ix*L) -

@ 4*h 4*M*Pi*2*w)/(336*(-a + h)*4*Ix*L) -
(13*a”3*d2*h 4*M*Pi*2*w)/(840*(-a + h)"4*Ix*L) +
(5*a*3*h S*M*Pi"2*w)/(504*(-a + h)Y*4¥Ix*L) +
(47*a"2*d2*h"5*M*Pi"2*w)/(2520*(-a + h)"4*Ix*L) -
(31*a*2*h"6*M*Pi"2*w)/(2520*(-a + h)*4*Ix*L) -
(5*a*d2*h"6*M*Pi"2*w)/(504*(-a + h)*4*Ix*L) +
(17*a*h " T*M*Pi"2*w)/(2520*(-a + h)"4*Ix*L) +
(d2*h A 7*M*Pir2*w)/(504%(-a + h)*4*Ix*L) -
(h"8*M*Pi*2*w)/(720%(-a + h)"4*Ix*L) +
(@*4*G*h*Pi"2*w"3)/(45%(-a + h)*4*L) -
(7*a”3*G*h"2*Pi"2*w"3)/(90*(-a + h)"4*L) +
(13*a*2*G*h"3*Pi"2*w"3)/(126*(-a + h)"4*L) -
(13*a*G*h 4*Pi*2*w"3)/(210*%(-a + h)"4*L) +
(G*hA5*Pir2*w”3)/(70%(-a + h)*4*L)



M34 = (~4*a*3*D*L)/(-a + h)*4 + (@*4*D*L)/(h*(-a + ™) +
(32*a~2*D*h*L)/(5*(-a + h)"4) - (26*a*D*h"2*L)/(5*(-a + h)*4) +
(11*D*h 3*L)/(5*(-a + h)*3) - (2*D*h"4*L)/(5*a*(-a + h)™4) -
(a*4*D*h*mu*Pi*2)/(30*(-a + h)*4*L) +
(2*a*3*D*h"2*mu*Pi*2)/(15%(-a + h)"4*L) -
(3*a"2*D*h"3*mu*Pi*2)/(14*(-a + h)"4*L) +
(37*a*D*h"4*mu*Pi*2)/(210*(-a + h)"4*L) -
(8*D*h”5*mu*Pi”2)/(105*%(-a + h)"4*L) +
(D*h~6*mu*Pi"2)/(70*a*(-a + h)*4*L) -
(a”4*D*h"3*Pi~4)/(280*(-a + h)*4*L"3) +
(a”3*D*h 4*Pi*4)/(70*(-a + h)Y*4*L"3) -
(113*a72*D*h"5*Pi*4)/(5040%*(-a + h)*4*L"3) +
(29*a*D*h"6*Pi*4)/(1680*(-a + h)"4*L"3) -
(11*D*h"7*Pi*4)/(1680*(-a + h)"4*L"3) +
(D*h"8*Pi"4)/(1008*a*(-a + h)*4*L"3) -
(a*4*d2*h"3*M*Pi"2*w)/(280*(-a + h)*4*Ix*L) +
(@*4*h *M*Pin2*w)/(560%(-a + h)"4*Ix*L) +
(@*3*d2*h 4*M*Pi*2*w)/(70*(-a + h)*4*Ix*L) -
(37*a*3*h A S*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)Y*4*Ix*L) -
(113*a72*d2*h 5*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)"4*Ix*L) +
(a7 2*h 6*M*Pi"2*w)/(84*(-a + h)"*IX*L) +
(29*a*d2*h"6*M*Pi*2*w)/(1680*(-a + h)"4*Ix*L) -
(a*h " 7T*M*Pi*2*w)/(105*(-a + h)*4*Ix*L) -
(11*d2*hA7*M*Pi"2*w)/(1680*(-a + h)*4*Ix*L) +
(19*h"8*M*Pi"2*w)/(5040*(-a + h)*4*Ix*L) +
(d2*h"8*M*Pi*2*w)/(1008*a*(-a + h)"4*Ix*L) -
(h"9*M*Pi*2*w)/(1680*a*(-a + h)*4*Ix*L) -
(a”4*G*h*Pi~2*w"3)/(180*(-a + h)"4*L) +
(a*3*G*h"2*Pi*2*w"3)/(45%(-a + h)*4*L) -
(a*2*G*h"3*Pi~2*w"3)/(28*%(-a + h)*4*L) +
(37*a*G*h"4*Pi*2*w"3)/(1260*(-a + hY*4*L) -
(4*G*h"5*Pi"2*w3)/(315%(-a + h)*4*L) +
(G*h"6*Pi~2*w"3)/(420*a*(-a + h)*4*L)

M44 = (-8*a~3*D*L)/(-a + h)*4 + (2*a~4*D*L)/(h*(-a + h)™4) +
(62*a*2*D*h*L)/(5%(-a + h)*4) - (48*a*D*h"2*L)/(5*(-a + h)*4) +
(22*D*h"3*L)/(5*(-a + h)*4) - (8*D*h"4*L)/(5*a*(-a + h)™) +
(2*D*h”5*L)/(5*a"2%(-a + h)"4) + (G*J2*Pi"2)/(2*L) +
(2*a”4*D*h*mu*Pi"2)/(15*(-a + h)*4*L) -
(3*a”3*D*h"2*mu*Pi*2)/(5%(-a + h)*4*L) +
(38*a~2*D*h"3*mu*Pi*2)/(35*(-a + h)"4*L) -
(106*a*D*h"4*mu*Pi*2)/(105*(-a + h)*4*L) +
(18*D*h~5*mu*Pi*2)/(35%(-a + h)*4*L) -

(D*h 6*mu*Pi”2)/(7*a*(-a + h)*4*L) +
(2*D*h”7*mu*Pi*2)/(105*a~2*(-a + h)*4*L) +
(a*4*D*h~3*Pi*4)/(210*(-a + h)"4*L"3) -
(19*a~3*D*h"4*Pi*4)/(840*(-a + h)"4*L"3) +
(11*a”*2*D*h"5*Pi~4)/(252%(-a+ h)*4*L"3) -
(11*a*D*h"6*Pi"4)/(252*(-a + h)*4*L"3) +
(D*h"7*Pi*4)/(42%(-a + h)"4*L"3) -



(17*D*h"8*Pi~4)/(2520*a*(-a + h)"4*L"3) +
(D*h"9*Pi~4)/(1260*a~2*(-a + h)Y*4*L"3) + (b2/3*d2*M*Pi"2*12)/(24*Ix*L) +
(a*4*d2*h"3*M*Pi*2*w)/(210*(-a + h)*4*Ix*L) -

(@ 4*h " 4*M*Pi*2*w)/(560%*(-a + h)*4*Ix*L) -
(19*a”3*d2*h 4*M*Pi"2*w)/(840*(-a + h)*4*Ix*L) +
(11*a”3*h~5*M*Pi*2*w)/(1260%*(-a + h)"$*Ix*L) +
(11*a72*d2*h 5*M*Pi*2*w)/(252*(-a + h)*4*Ix*L) -
(11*a”2*h 6*M*Pi"2*w)/(630*(-a + h)"4*Ix*L) -
(11*a*d2*h"6*M*Pi*2*w)/(252*(-a + h)"4*Ix*L) +
(23*a*h"7*M*Pi"2*w)/(1260*(-a + h)"4*Ix*L) +
(d2*h A T*M*Pi"2*w)/(42*(-a + h)"4*Ix*L) -

(53*h 8*M*Pi*2*w)/(5040*(-a + h)"4*Ix*L) -
(17*d2*h"~8*M*Pi"2*w)/(2520*a*(-a + h)"4*Ix*L) +
(h"9*M*Pi*2*w)/(315*a*(-a + h)*4*Ix*L) +
(d2*h"9*M*Pi*2*w)/(1260*a*2*(-a + h)*4*Ix*L) -
(h"10*M*Pir2*w)/(2520*a~2*(-a + h)*4*Ix*L) +
(@a*4*G*h*Pi"2*w"3)/(45%(-a + h)~4*L) -
(a*3*G*h"2*Pi"2*w~3)/(10*(-a + h)"4*L) +
(19%a7~2*G*h"3*Pi*2*w"3)/(105%(-a + h)*4*L) -
(53*a*G*h 4 *Pi*2*w"3)/(315%(-a + h)"4*L) +
(3*G*h*5*Pi”2*w”3)/(35%(-a + h)"4*L) -
(G*h"6*Pi"2*w 3)/(42*a*(-a + h)y*4*L) +
(G*h"7*Pi*2*w3)/(315*%a~2*(-a + h)"4*L)
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ANNEXE E

FICHIER D’ENTREE DE MATHEMATICA

Le texte qui suit est le fichier d’entrée de Mathematica qui résout le probleme
discuté a la section 7.1. Les unités utilisées dans ce fichier sont les kN et les mm. La
poutre utilisée pour ce fichier est la poutre du pont-type, soit une poutre de portée
L.=25200, une dme de 2645x16 et des semelles de 450x55. L’axe de rotation force est a
a=h/3 et le ressort rotationnel est de rigidité K,=5000 kN*mm/mm. La poutre est munie
de raidisseurs de 100x8 espacés de 1575, ce qui donne une €paisseur d’ame équivalente
de 20,9. Les propriétés du matériau sont E=200000 MPa , G=77000 MPa et v=0,3. Ce
fichier d’entrée calcule le moment de déversement pour le premier mode seulement
(m=1). Seuls les caractéres en italique constituent le fichier d’entrée. Le reste du texte
sert a la compréhension des étapes effectuées et ne doit pas étre inclus dans |'entrée

donnée a Mathematica.



Entrée des propriétés géométriques
kr=0;
a=h 3;
m=/;
bl=450;
t/=55;
b2=450;
12=55;
h=2645;
w=1[6;
weq=20.9;
1=25200;
e=200000;
2=77000;
mu=0.3;

Calcul de certaines propriétés géométriques
d=e*w"3 [2 ([-mu*2);
deq=e¢*weq™3 [2 (I-mu”2);
r=kr*i2 e weq"3;
cg=(b1*tI*h-h*w*h 2) (b1*t] -b2*12 -h*w);
dl=h-cg;
d2=cg:
il=t1*b1"3 12;
P2=12*b2°3 12;
JI=bI*t1"3 3;
J2=b2%*1273 3;
I=w*h"3 12-b1*11"3 12-b2%12"3 [2 -
wr*h*(h 2-d2)"2-b1*t1 *d1"2-b2*12*d2"2;

Résolution du polyndme décrivant la déformée de I’ame

X1={{1,0,0.0,0.0,0,0},{0.1,0,0.0,0,0,0},{l.a,a"2,a*3,0,0,0,0},

{0.0,0,0,1,a.a"2,a"3}.{0.1,2a,3a"2,0,-1,-2a,-3a2},
{0,-r,2-2r%a,6a-3r*a*2,0,0,-2,-
6a},{0,.0,0,0,1,hh"2,1"3},{0,0,0,0,0,1,2h,3h"2}};
Bl={u2beta2,0,0,0,0,ul betal};
sol=Expand(LinearSolve{X1 Bl]];
u=soll~sol2*y~sol3*y"2-sol4*y"3;
v=s0l5~50l6*y~5sol7*y"2~s50l8*y"3;
betal=s0l2~2*sol3*a- 3*sol4*a"2;
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Définition des degrés de liberté sous la forme de fonctions sinusoidales d’amplitude al,
az, a3 et a4.
ul=al;
u2=a2;
betal =a3;
beta2 =a+;
betalp=a3*Pi I*m;
beta2p=a+*Pi I*m;
ulp=al*Pi I*m;
ulp=a2*Pi I*m;
ulpp=al*(-1)*Pi*2 I"'2*m"2;
u2pp=a2*(-1)*Pi*2 "'2*m"2;

Calcul des différentes dérivées pour le polynome inféneur
dudy=Dfu,y]:
dud==u*Pi I*m;
dudy?2 =Dfdudy.,y},
dud=2=u*(-1)*Pi*2 I"2*m"2;
dudyd==dudy*Pi 1*m;

Calcul des différentes dérivées pour le polynome supérieur
dvdy=Dfvy/:
dvd=z=v*Pi- I*m;
dvdy2=D[dvdy.y].
avdz2=v*(-1)*Pi*2 I"2*m"2;
dvdyd==dvdy*Pi [*m;,



Intégrations des différentes parties de I'énergie potentielle totale

intla=Integrate [dudy2”2, {y.0,a}/:

int1b =Integrate[dvdy2"2,{y.a.h}]:

int! =intla-int1b;

int2a=Integrate [dud=2"2, {y,0,a} .
int2b=Integrate[dvdz=2"2. {y.a.h}].
int2=int2a~int2b;
int3a=Integrate{(dudy2*dud=2),{y.0.a}/:
int3b=Integratef(dvdy2*dvd:2), {y.a,h}|:
int3=int3a-int3b;
int4a=Integrate[dudyd="2.{y,0.a}].
int4b=Integrate[dvdyd="2, {y.a.h}[:
int4=intda~int-4b;
int5a=Integrate(((y-d2) *dud="2), {y,0.a}]:
int5b=Integrate[((y-d2)*dvd:="2), {y.a.h}];
ints=int5a-int5b;

Intégration des fonctions sinusoidales

enl=betalp”2*l 2;

en2 =betal2p”2*( 2;

en3=ulpp"2*l 2;

end=ulpp”2*l 2;

enS=int]*l 2;

en6=int2*l 2;

en7=int3* 2;

en8=int4*1 2;

en9=(ulp"2*b! -betalp”2*bi*3 12)*1 2;
enl0=(u2p 2*b2-beta2p™2*b2"3 12)*12;
enl=int3% 2;

enl2=beta0"2*l 2;

Assemblage des différentes parties de I’énergie potentielle totale
energie=1 2%(g* [ *enl -g*j2*en2-e*il*en3-e*i2%en4~

deq*en5-d*en6-2*d*mu*en7-g*w"3 3*en8 -
(-1)*md*d[*t1 i*en9—md*d2*12 i*eni0~
(-1)*w*mdi*eni !~

kr*enl2);
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Injection dans I'énergie potentielle totale du polynéme résolu précédemment
soll=solf[1]]:
sol2=solf{2]].
sol3=solf[3]]:
sol4=solf[4]];
solS=solf{5]]:
sol6=solf[6]].
sol7=sol{[7]]:
sol8=solf[8]]:

Dérivée partielle de I’énergie potentielle totale pour chaque degré de liberté
dedal =Expand[D/[energie.al |];
deda?2 =Expand[D[energie.a2]]:
deda3 =ExpandfD{[energie.a3[/:
deda+=ExpandfD[energie,a4]]:

Extraction de la matrice des dérivées partielles
m! ! =Coefficient{dedal al];
mi2=Coefficient[dedal.a2];
mi3=Coefficient{dedal.a3];
m[+4=Coefficient{dedal ,a4];
m22=Coefficient{deda2,a2];
m23=Coefficient{deda2,a3];
m2+4=Coefficient{deda2,a+]:
m33=Coefficient{deda3,a3];
m3+4=Coefficient{deda3,a+4];
m++4=Coefficient[deda+.a+];

Résolution du déterminant nul
matrice={{ml1l.mi2,mi3,ml4}, {mi2,m22,m23,m24},
{mi3.m23,m33,m34}, {mi4,m24,m34,m44}};
NSolvefDet{matrice ] ==0,md]

Les résultats obtenus vont étre sous la forme suivante :

12 10 9
Out{118]= {{md -> -6.86362 10 }, {md ->-5.26439 10 }, {md -> 8.6088 10 },
12
> {md->2.27675 10 }}
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Le moment de déversement de la poutre est la plus petite racine positive et sera

donc de 8609 kN*m.

Le lecteur notera que certaines lignes et opérations auraient pu étre effectuées de
fagon plus directe et plus automatique pour en résulter en un fichier d’entrée plus court.
Le fichier présenté utilise plutdt certains détours, comme le calcul préalable de

Iintégration des fonctions sinusoidales, de maniére a diminuer le temps de calcul.
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ANNEXE F

MOMENTS DE DEVERSEMENT OBTENUS

Les résultats présentés dans cette annexe ne sont qu’une récapitulation de
quelques moments de déversement obtenus de I’étude paramétrique du chapitre 5 et du
développement de la méthode énergétique au chapitre 6 auxquels certains résultats

obtenus au chapitre 4 et a I’annexe B ont été ajoutés.

Ces résultats s’appliquent a la poutre du pont-type dont les dimensions des
semelles sont de 450 x 55 mm et dont I’ame est de 2590 x 16 mm. La portée de la poutre
est de 25200 mm. Aucun raidisseur transversal ni longitudinal n’est ajouté a la poutre
dans les résultats présentés ici. Il n’y a pas non plus de ressort torsionnel ajouté au point
de rotation fixe. Les résultats obtenus par éiéments finis sont ceux obtenus du logiciel

ADINA.
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Meéthode de calcul Retenues aux | Retenues sur Type de M
extrémités la portée chargement (kN*m)
Approche classique T 7= Moment 4742
(Timoshenko) [ uniforme
= )
Eléments finis ) Moment 4583
distorsion empéchée uniforme
Approche énergétique T 7 Moment 4560
distorsion permise ‘ uniforme
(section 6.3) 3
==
Eléments finis Moment 4342
distorsion permise uniforme
=
Approche énergétique T Moment 10400
distorsion empéchée 3 uniforme
(section 6.2) 3
=
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Meéthode de calcul Retenues aux | Retenues sur Type de M.,
extrémités la portée chargement (kN*m)
Eléments finis T Moment 8500
distorsion empéchée ) uniforme
=
Approche énergétique Moment 7700
distorsion permise uniforme
(section 6.2)
Eléments finis T Moment 6720
distorsion permise 3 uniforme
e
==
Eléments finis ! Moment 4710
distorsion permise uniforme
T
Eléments finis L Charge 5120
distorsion permise ‘ uniforme
|
T
j no2
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