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R’SUM’

De nos jours, les multicopt±res sont largement utilis²s dans plusieurs secteurs gr¥ce   leur

capacit²   d²coller et   atterrir verticalement, ainsi qu'  effectuer un vol stationnaire. Cepen-

dant, les d²faillances de tels syst±mes, surtout dans des conditions de navigation d²favorables,

peuvent avoir des cons²quences s²rieuses sur leur environnement et les ¶tres humains. Les

multicopt±res devraient donc poss²der une capacit² de tol²rance aux fautes, notamment lors

de la d²faillance des moteurs, afin de garantir leur s�uret² de fonctionnement. Cette th±se

consiste   d²velopper un syst±me de commande tol²rante aux fautes (CTF) permettant   un

multicopt±re de poursuivre sa mission avec une performance ad²quate en d²pit des fautes.

Dans la premi±re partie de la th±se, l'approche CTF bas²e sur la synth±se robuste et l'auto-

s²quencement de gains est propos²e. La premi±re solution consiste   param²trer les gains de

commande en fonction de la perte d'efficacit² des actionneurs (PEA), fournie par un syst±me

de d²tection et de diagnostic de fautes. La synth±seH 1 structur²e permet alors d'int²grer les

contraintes de performance et de robustesse, d²duites du cahier des charges. Afin de faciliter

le processus de synth±se, la deuxi±me solution consiste   param²trer les gains avec la perte

d'efficacit² de commande virtuelle (PEV). La structure du contræleur est alors plus simple et

plus g²n²rale, de sorte qu'elle peut ¶tre mise en� uvre sur diff²rents types de multicopt±res.

Une combinaison de cette technique avec la r²-allocation de contræle est ²galement envisag²e

pour r²soudre le m¶me probl±me. Un tel correcteur est capable de tol²rer les fautes sans

modifier les lois de commande. Des tests exp²rimentaux sur un hexacopt±re d²montrent

l'efficacit² de ces lois de commande en rejetant de multiples d²faillances critiques.

La deuxi±me partie de cette th±se vise   la conception d'un syst±me CTF g²n²rique qui peut

¶tre implant² sur la plupart des multicopt±res traditionnels. Ce syst±me se divise en deux

boucles de commande : un correcteur interne qui g²n±re la commande virtuelle normalis²e

pour le probl±me de suivi de trajectoire en pr²sence de fautes et un correcteur adaptatif

qui permet de rejeter certaines incertitudes du syst±me et aussi d'adapter les contraintes de

conception pour une plateforme sp²cifique. Afin d'am²liorer la robustesse, la loi adaptative

est augment²e d'une modification robuste bas²e sur l'op²rateur de projection. Plusieurs simu-

lations et tests exp²rimentaux ont alors ²t² effectu²s sur diff²rents multicopt±res en utilisant

un correcteur unique avec les m¶mes param±tres constants.

Dans le but de valider les lois de commande, une analyse de robustesse reposant sur les

applications gardiennes est effectu²e. Le lien entre cette m²thode d'analyse et la valeur sin-

guli±re structur²e (VSS) est en particulier ²tudi². On propose alors des nouvelles conditions
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n²cessaires et suffisantes pour la stabilit² g²n²ralis²e robuste sous la forme de la VSS d'une

matrice constante. Cette approche est applicable aux syst±mes lin²aires d²pendant de fa�con

affine ou rationnelle de param±tres incertains.
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ABSTRACT

The ability of multicopter unmanned aerial vehicles (UAVs) to perform vertical take-off and

landing (VTOL) as well as stationary hover flight makes them intensively useful for various

commercial and military applications. Due to the increasing requirement for high autonomy

and safety, UAVs should possess a fault-tolerant ability to accommodate malfunctions during

flight. The objective of this thesis is to design Fault-Tolerant Control (FTC) systems for a

multicopter UAV subject to actuator faults and system uncertainties.

In the first part of the thesis, FTC approaches based on gain-scheduling (GS) with structured

H 1 synthesis are proposed. The first solution is to parameterize the controller gains according

to the loss of actuator effectiveness (LAE), given by an appropriate fault detection and

diagnosis system. Then, the structuredH 1 synthesis allows to integrate the performance

and robustness constraints, deduced from the specifications. In order to facilitate the tuning

process, the second solution is to parameterize the gains with the loss of virtual control

effectiveness (LVE). The controller structure is then simpler, and more general, so that it

can be implemented on different types of multicopter UAVs. A combination of GS and control

allocation (CA) technique is also considered to achieve FTC. Using a CA technique has the

major benefit that it can deal directly with actuator faults without modifying the control

laws. Experimental results performed on an hexacopter UAV show the effectiveness of these

control laws by rejecting multiple critical failures.

The second part of this thesis aims at the design of a generic FTC system that can be

implemented on most traditional multicopters. The system consists of a two-loop control

structure: an internal corrector that generates normalized virtual control inputs for the

trajectory tracking problem in the presence of faults, and an adaptive corrector that allows

to reject some uncertainties of the system and also to adapt the design requirements for a

specific platform. In order to improve robustness, the adaptive law is augmented by a robust

modification based on the projection operator. Several simulation and experimental tests

were successfully performed on different multicopter UAVs using a single controller with the

same constant parameters.

In order to validate the control laws, a robustness analysis based on guardian maps is per-

formed. The link between this analysis method and the structured singular value (SSV) is

particularly studied. Thus, we propose novel necessary and sufficient conditions in terms of

the SSV of a single constant matrix for uncertain systems with affine dependent parametric

uncertainties as well as rational ones.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Contexte

La derni±re d²cennie a vu la d²mocratisation de l'utilisation des drones de type multicopt±res

aussi bien dans le domaine militaire que dans le domaine civil. Les multicopt±res ou multiro-

tors sont des a²ronefs   voilure tournante de type h²licopt±re avec plus de deux rotors, e.g.,

quadricopt±res, hexacopt±res ou octocopt±res. Ils pr²sentent plusieurs avantages par rapport

aux drones   voilure fixe de m¶me taille, comme leur capacit²   d²coller et   atterrir verticale-

ment, et   effectuer facilement un vol stationnaire. Ces engins volants offrent de nombreuses

applications telles que la surveillance de zones agricoles, foresti±res et maritimes, la recherche

de survivants lors d'un d²sastre, les missions de reconnaissance ou d'agression, le transport

(Fig. 1.1), etc.

(a) Livraison par drone
(Source : https://www.amazon.com/)

(b) Taxi volant
(Source : https://www.ehang.com/)

Figure 1.1 Quelques applications de multicopt±res

Les d²faillances de tels syst±mes, surtout dans des conditions de navigation d²favorables,

peuvent cependant avoir des cons²quences s²rieuses sur leur environnement et les humains

aux alentours. En effet, les drones peuvent ¶tre soumis   plusieurs types de fautes mat²rielles :

bris des h²lices, pannes des bus de communication, probl±mes de batterie et d'²lectronique

de puissance, capteurs d²faillants, etc. En particulier, les fautes des actionneurs ont ²t²

identifi²es comme ²tant des risques majeurs en raison de leur impact sur la stabilit² du

syst±me, en plus de leur probabilit² d'occurrence ²lev²e. En raison des exigences d'autonomie

et de s²curit², les drones devraient donc poss²der une capacit² de tol²rance aux fautes afin

de garantir leur s�uret² de fonctionnement.

La tol²rance aux fautes sur les drones a²riens a re�cu r²cemment une attention particuli±re de

https://www.amazon.com/
https://www.ehang.com/
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la part des chercheurs. Plusieurs approches ont ²t² d²velopp²es pour assurer un vol s²curitaire

du drone en pr²sence de fautes. En g²n²ral, la tol²rance aux fautes consiste en deux op²rations

distinctes : la d²tection et le diagnostic de fautes (Fault Detection and Diagnosis- FDD),

et le contræle tol²rant aux fautes (Fault Tolerant Control - FTC). Dans le cadre de cette

th±se, on se concentre en particulier sur la partie FTC. Cependant, l'int²gration des deux

modules (FDD et FTC) pour r²aliser un compromis entre les performances de diagnostic et

de commande demeure un d²fi, surtout au niveau exp²rimental. Plusieurs travaux supposent

la disponibilit² d'un module de d²tection et d'isolation d'erreurs, et donc une estimation

parfaite des fautes. Dans ce contexte, l'objectif de cette th±se est de d²velopper un syst±me

FTC complet permettant   un multicopt±re de poursuivre sa mission avec une performance

acceptable en pr²sence de fautes.

Pour l'estimation des fautes, on reprend les algorithmes classiques de la litt²rature, comme

par exemple le filtre de Kalman. Il faut ensuite concevoir un contræleur tol²rant aux fautes

qui permet de maintenir la stabilit² du syst±me ainsi qu'un bon niveau de performance

malgr² l'occurrence de fautes. La cha��ne de d²veloppement est alors la suivante. Les lois

de commande sont d'abord con�cues sousMatlab / Simulink , puis simul²es et test²es sous

Gazebo, un environnement de simulation robotiqueopen sourced²velopp² sur l'intergiciel

ROS (Robot Operating System). Elles sont enfin valid²es exp²rimentalement sur les multi-

copt±res du Laboratoire de Robotique Mobile et des Syst±mes Autonomes (Mobile Robotics

and Autonomous Systems Laboratory- MRASL 1).

1.2 Axes de recherche

La plupart des techniques actuelles pour concevoir des syst±mes de commandes sont bas²es

sur la connaissance du processus et de son environnement. N²anmoins, ces informations ne

sont pas n²cessairement disponibles du fait de plusieurs types d'incertitudes : param±tres

inconnus ou variants, bruits de mesure, entr²es perturbatrices, etc. Ces incertitudes peuvent

¶tre mod²lis²es comme ²tant stochastiques ou d²terministes.

En g²n²ral, trois m²thodes de contræle sont envisageables pour un tel syst±me. Premi±rement,

la commande stochastique est r²serv²e aux processus dont les mod±les de perturbations sont

inspir²s de la th²orie des probabilit²s et de la th²orie statistique. Deuxi±mement, la com-

mande robuste est utilis²e pour tenir compte des incertitudes param²triques, variant rapide-

ment dans le temps, born²es et ²ventuellement d²pendantes de l'²tat du syst±me. Enfin, la

commande adaptative est appropri²e pour les processus poss²dant des param±tres constants

1. http://www.polymtl.ca/robotique-mobile

http://www.polymtl.ca/robotique-mobile
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ou qui varient lentement, mais totalement inconnus. La d²faillance de l'actionneur est un cas

particulier d'incertitude d²terministe qui peut ¶tre abord²e par les deux derni±res m²thodes.

Cela nous am±ne aux deux axes principaux de recherche de cette th±se.

1.2.1 Axe de recherche portant sur la synth±se robuste et autos²quencement de

gains

En pr²sence d'une perte d'efficacit² de contræle (Loss of Control Effectiveness- LOE), la

dynamique d'un multicopt±re varie rapidement et significativement. Par cons²quent, un seul

contræleur lin²aire tel que le contræleur proportionnel int²gral d²riv² (PID) ne peut pas

garantir la stabilit² et les performances d²sir²es. Dans ce cas, une des solutions privil²gi²es

est la synth±se multimod±le qui permet de synth²tiser un contræleur en consid²rant plusieurs

mod±les simultan²ment de telle sorte que chaque mod±le correspond   un niveau de LOE

diff²rent. Parmi les approches multimod±les, l'auto-s²quencement de gains (gain-scheduling

- GS) effectu² dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e pr²sente plusieurs avantages, tels

que le choixa priori de l'architecture de contræle, la consid²ration simultan²e de plusieurs

contraintes de robustesse et de performance, aussi bien dans le domaine temporel que dans le

domaine fr²quentiel, etc. Dans ce contexte, le premier axe de recherche est de concevoir des

contræleurs auto-s²quenc²s pour le probl±me FTC. De plus, une analyse de robustesse sera

n²cessaire pour valider le syst±me FTC. Pour ce faire, on consid±re en particulier la th²orie

des applications gardiennes et la� -analyse.

1.2.2 Axe de recherche portant sur la commande adaptative et robuste

Le deuxi±me axe de recherche vise   d²velopper un syst±me FTC g²n²rique qui peut ¶tre mis

en � uvre sur la majorit² des multicopt±res ; les drones partagent en effet les m¶mes ²quations

cin²matiques et dynamiques. D±s lors, l'utilisation de la commande virtuelle normalis²e,

combin²e avec un m²canisme d'adaptation, devrait permettre de synth²tiser un tel syst±me

FTC g²n²rique. Plus pr²cis²ment, il s'agit de concevoir dans un premier temps un contræleur

tol²rant aux fautes qui g²n±re les entr²es virtuelles normalis²es, i.e., les forces et les moments.

Ensuite, une transformation adaptative est ajout²e   la boucle externe pour prendre en

compte la configuration sp²cifique de chacun des multicopt±res, e.g., leur masse et leur inertie.

Le contræleur fixe s'adapte alors   la dynamique r²elle de la plateforme gr¥ce   un choix

appropri² du mod±le de r²f²rence. Enfin, la robustesse est am²lior²e par l'utilisation d'un

op²rateur de projection. Plusieurs simulations et tests exp²rimentaux seront effectu²s sur

diff²rents multicopt±res en utilisant un contræleur unique.
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1.3 Plan de la th±se

€ l'exception de l'introduction, cette th±se consiste en six chapitres :

Le chapitre 2 est consacr²   la revue de la litt²rature portant sur les divers sujets abord²s

dans cette th±se, soit la th²orie de la stabilit² g²n²ralis²e et de la commande, les syst±mes

de contræle tol²rant aux fautes ainsi que les applications pour les drones en particulier. Le

chapitre se conclut sur les objectifs, la m²thodologie et les contributions de la th±se.

Le chapitre 3 fournit une vue globale du probl±me de commande des multicopt±res, soit

de la mod²lisation compl±te du syst±me vers l'implantation du contræleur sur le montage

exp²rimental. Nous synth²tisons un correcteur tol²rant aux fautes de base qui sera utilis²

comme mod±le de r²f²rence de notre syst±me. Nous terminons par une description d²taill²e

de notre montage exp²rimental en laboratoire.

La suite de la th±se constitue les travaux principaux portant sur les deux axes de recherche

susmentionn²s. Le chapitre 4 d²taille d'abord la synth±se des trois contræleurs autos²quenc²s

dans le cadre de FTC pour multicopt±res. Cette approche est ²tendue au chapitre 5 pour

concevoir les lois de commande g²n²riques tol²rantes aux fautes. Les deux chapitres se

concluent sur les r²sultats de simulations et de tests exp²rimentaux effectu²s au laboratoire.

Ensuite, nous abordons de fa�con plus sp²cifique l'utilisation des applications gardiennes dans

le chapitre 6. Cette m²thode d'analyse est d'abord appliqu²e pour valider les designs pr²c²-

dents et fournir de nouvelles conditions n²cessaires et suffisantes de stabilit².

Enfin, nous faisons un retour sur les contributions de cette th±se dans le chapitre 7 et nous

terminons par les perspectives qui en r²sultent. Afin de ne pas alourdir le corps principal du

manuscrit, les rappels sur les aspects th²oriques concernant, entre autres, la synth±seH 1

structur²e et les application gardiennes, sont report²s dans les annexes.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITT’RATURE ET OBJECTIFS

La pr²sente revue de litt²rature porte sur les diff²rents th±mes des axes de recherche pr²sent²s

dans l'introduction.

Nous abordons d'abord plusieurs techniques de synth±ses de lois de commande classique et

moderne, notamment la synth±seH 1 , l'auto-s²quencement de gains et la commande adap-

tative. Comme mentionn² pr²c²demment, ce sont les m²thodes que nous souhaitons utiliser

pour la conception de nos contræleurs. Nous effectuons ensuite un survol des syst±mes FTC

existants, ainsi que leurs applications aux multicopt±res. Nous terminons enfin sur des rap-

pels g²n²raux portant sur la stabilit² g²n²ralis²e des syst±mes lin²aires stationnaires (Linear

Time-Invariant - LTI) et les applications gardiennes. En effet, l'objectif final de la conception

des lois FTC est de maintenir la stabilit² ainsi que la performance du syst±me en pr²sence

de fautes. Celles-ci incluent notamment la stabilit² g²n²ralis²e qui peut ¶tre garantie par la

th²orie des applications gardiennes. Dans l'ensemble, cette revue de litt²rature a pour but

d'²clairer le lecteur sur la fonctionnalit² d'un syst±me FTC, et surtout de montrer l'originalit²

de notre travail.

Forts de cette revue de litt²rature, nous pr²senterons un tour d'horizon des principaux travaux

propos²s dans cette th±se, ainsi que les contributions obtenues.

2.1 Revue de litt²rature

Cette section r²sume l'²tat de l'art sur la synth±se de lois de commande tol²rante aux fautes

dans le cas des multicopt±res et l'analyse de leur stabilit².

2.1.1 Synth±se de lois de commande

L'objectif principal de la th±se est de concevoir un syst±me de commande robuste et auto-

s²quenc²e par rapport aux fautes d'actionneurs. La synth±se d'un tel contræleur est au

confluent de deux domaines : le probl±me du s²quencement de gains dans le cadre de la

commande lin²aire   param±tres variants et le probl±me de synth±se robuste   architecture

fixe. Dans la deuxi±me phase de la th±se, nous porterons aussi notre attention sur la com-

mande adaptative avec modification robuste.



6

2.1.1.1 Commande lin²aire   param±tres variants

Un syst±me lin²aire   param±tres variants (Linear Parameter Varying - LPV) est un syst±me

dont le mod±le d'²tat d²pend d'un vecteur de param±tres variant dans le temps� (t) 2

� ; 8t � 0 oò � est le domaine d'op²ration du syst±me. L'obtention du mod±le LPV peut

par exemple se baser sur la lin²arisation de la dynamique du syst±me non lin²aire en chaque

point de fonctionnement dans� . Un contræleur LPV doit donc assurer la stabilit² et les

performances du syst±me en boucle ferm²e sur l'ensemble des trajectoires de� (t) dans � .

Il existe de nombreuses m²thodes de commande LPV dans la litt²rature qui permettent de

synth²tiser un tel contræleur. Parmi les plus utilis²es, on retient le correcteur s²quenc² dont les

gains varient de fa�con continue en fonction de variables de s²quencement. Cette technique,

plus connue sous le terme anglais degain-scheduling(GS), est largement employ²e dans

l'industrie surtout dans le domaine a²ronautique [1].

Approche classique du s²quencement de gains L'approche GS classique est bas²e sur

la discr²tisation du domaine d'op²ration � en un nombre fini de points de fonctionnement.

Pour chaque mod±le lin²aris² obtenu, il s'agit de synth²tiser un contræleur LTI   architecture

fixe permettant de satisfaire le cahier des charges. On peut donc construire un tableau de gains

commun²ment appel² look-up table(d'apr±s le terme anglais). Au cours d'une man� uvre, il

suffit d'interpoler les gains du correcteur pr²c²demment synth²tis²s en fonction des variables

de s²quencement, le plus souvent contenues dans� (t) [1]. La figure 2.1 illustre l'architecture

g²n²rale d'un syst±me de contræle bas² sur l'approche GS classique.

Figure 2.1 Synth±se de contræle avec GS classique

Bien que tr±s populaire et largement employ²e dans l'industrie du fait de sa simplicit², l'ap-

proche GS classique souffre de certaines limitations. En effet, le nombre de points de fonc-

tionnement ²tant th²oriquement infini, la construction de look-up tableet l'interpolation des

gains sont g²n²ralement co�uteuses en temps de calcul. Une s²lection appropri²e d'un nombre

limit² de points de fonctionnement est donc n²cessaire pour couvrir ad²quatement le do-

maine d'op²ration. De plus, exception faite de la technique pr²sent²e dans [2] qui garantit
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la stabilit² entre deux points de synth±se, les autres approches n²cessitent une v²rification

a posteriori [1, 3] pour s'assurer du bon fonctionnement du syst±me. La derni±re limitation

consiste en l'impl²mentation elle-m¶me du contræleur s²quenc² sur le syst±me non lin²aire en

pr²sence de termes coupl²s cach²s [1]. Afin d'²viter ces inconv²nients, plusieurs techniques

d'auto-s²quencement de gains ont ²t² d²velopp²es.

Auto-s²quencement de gains Le probl±me d'auto-s²quencement de gains consiste   ac-

tualiser automatiquement les gains du contræleur en fonction des param±tres variant dans le

temps. € cette fin, le contræleur est synth²tis²   travers l'enveloppe de fonctionnement� en

utilisant une structure fixe de s²quencement de gains sous la forme :

K (� ) = K 0 + f 1(� )K 1 + ::: + f L (� )K L (2.1)

oò K 0; : : : ;K L sont les gains ajustables etf 0; : : : ; f L sont les fonctions de s²quencement

choisiesa priori . Dans le contexte de FTC, la variable� (t) peut ¶tre consid²r²e comme les

amplitudes des fautes et suppos²e connue ou estim²e en temps r²el.

Parmi les m²thodes LPV permettant de synth²tiser un contræleur auto-s²quenc²   architec-

ture fixe, mentionnons les approches bas²es sur : les fonctions de Lyapunov [4�7], le placement

de structures propres [8,9], le th²or±me du petit gain [10] ou les applications gardiennes [11].

Dans cette th±se, on s'int²resse en particulier   la synth±seH 1 structur²e pour r²soudre

le probl±me d'auto-s²quencement de gains [9, 12�16]. Les fondements th²oriques concernant

cette synth±se sont fournis en annexe B.2.

2.1.1.2 Commande adaptative

Les m²thodes LPV pr²sent²es ci-dessus ne sont en g²n²ral pas applicables quand les pa-

ram±tres incertains sont totalement inconnus. Dans ce cas, l'une des solutions les plus efficaces

est la synth±se de lois adaptatives. L'id²e est de modifier en temps r²el les gains du contræleur

de mani±re   ce que le syst±me boucl² s'adapte rapidement   la variation de param±tres in-

connus. Il s'agit de choisir une loi d'ajustement de gains, soitindirecte (Self-Tuning Regulator

- STR), soit direct (Model Reference Adaptive Control- MRAC). La STR se base sur une

estimation en temps r²el des param±tres inconnus du syst±me. Cette approche est appropri²e

pour les dynamiques suffisamment lentes. Dans le contexte de la tol²rance aux fautes, l'uti-

lisation d'un module FDD et d'un m²canisme de reconfiguration semble similaire   la STR.

Ce dernier est plus convenable, car l'²volution temporelle d'une faute est souvent impr²vi-

sible et rapide, voire abrupte. On s'int²resse alors plutæt   la MRAC qui permet d'ajuster les

param±tres du contræleur en minimisant la diff²rence entre la sortie du syst±me boucl² et la
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sortie du mod±le de r²f²rence. Le principe de fonctionnement de MRAC est donn²   la figure

2.2. Une boucle interne bas²e sur un retour d'²tat ou de sortie fournit le signal de commande

alors qu'une boucle externe, la loi d'adaptation, ajuste les param±tres de la boucle interne.

Figure 2.2 Architecture de la MRAC

Consid²rons le syst±me lin²aire : 8
<

:

_x= Ax + Bu

y = Cx
(2.2)

oò x 2 Rn est le vecteur d'²tat, u 2 Rm le vecteur d'entr²e et y 2 Rm le vecteur de sortie.

Le mod±le de r²f²rence est d²fini par :

8
<

:

_xref = A ref x ref + B ref r

y ref = Cx ref

(2.3)

oò r 2 Rm repr²sente le vecteur de r²f²rences   suivre. Les matricesA ref 2 Rn� n et B ref 2

Rn� m peuvent ¶tre choisies arbitrairement, maisA ref doit ¶tre stable [17].

L'objectif est de forcer le vecteur d'²tat du syst±me boucl²x   suivre le vecteur d'²tat du

mod±le de r²f²rencex ref . Si le gain statique de la matrice de fonctions de transfertC(sI �

A ref )� 1B ref est l'identit², les sorties y ref et y suivront la commande externe constanter .

La premi±re ²tape consiste   d²terminer une structure de contræle qui permet une correspon-

dance parfaite du mod±le (perfect model matching condition). En g²n²ral, on trouve souvent

un contræleur lin²aire par retour d'²tat :

u = L(� )x + M (� )r + v(� ) (2.4)

oò L 2 Rm� n , M 2 Rm� m , v 2 Rm et � le vecteur de param±tres   ajuster.
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La deuxi±me ²tape consiste   ²tablir l'²quation de l'erreur en boucle ferm²ee(� ) = x � x ref

et sa d²riv²e _e(� ). En se basant sur la dynamique de sensibilit² du syst±me_e(� ), on cherche

enfin une loi d'ajustement des param±tres sous la forme :

_� (t) = f (e(t); x(t); u(t)) (2.5)

pour assurer la convergence du syst±me incertain (2.2) vers le mod±le de r²f²rence (2.3). Un

tel m²canisme d'ajustement des gains peut ¶tre obtenu de plusieurs fa�cons, en utilisant par

exemple la loi du MIT (MIT Rule - m²thode du gradient) ou la th²orie de Lyapunov (choix

d'une fonction candidate). Le lecteur peut se r²f²rer aux livres [18,19] pour une pr²sentation

plus compl±te de la MRAC.

2.1.1.3 Commande adaptative robuste

La robustesse du syst±me boucl² en pr²sence de perturbations non param²triques mal-

assorties (unmatched disturbances) demeure un des d²fis importants de la commande adapta-

tive. En effet, ce type de perturbations cause souvent une divergence des gains adaptatifs. Ce

ph²nom±ne, appel²parameter drift en anglais, peut conduire   des r²sultats non conformes,

voire   l'instabilit² du syst±me boucl². Pour contrer cela, il est n²cessaire de proc²der  

une modification robuste suppl²mentaire telle que la modification de la zone morte [20], la

modification-� [21], la modification-� [22] ou la modification par l'op²rateur de projection

[23�25]. Parmi celles-ci, on s'int²resse en particulier   la derni±re m²thode qui est recom-

mand²e par plusieurs auteurs [19,26].

2.1.2 Syst±me de contræle tol²rant aux fautes

Cette sous-section vise   r²sumer l'²tat de l'art sur la commande tol²rante aux fautes.

2.1.2.1 Faute et d²faillance

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est tout d'abord n²cessaire de distinguer la faute (fault)

de la d²faillance (failure) [27]. Une faute est le changement inattendu d'une propri²t² ou d'un

param±tre caract²ristique du syst±me surveill² par rapport au fonctionnement acceptable

ou habituel. € l'oppos², une d²faillance est une interruption permanente du service rendu

par le syst±me dans des conditions d'exploitation sp²cifi²es. Ainsi, une faute correspond  

un comportement anormal du syst±me, pouvant ²ventuellement conduire   une d²faillance.

Dans le cas des multicopt±res, la d²gradation d'un moteur est donc une faute tandis que la
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panne totale d'un moteur est une d²faillance. Des h²lices bris²es ou la rupture de liaisons

m²caniques sont d'autres exemples de d²faillances.

2.1.2.2 Commande tol²rante aux fautes

La commande tol²rante aux fautes (Fault Tolerant Control - FTC) a pour but de maintenir

la stabilit² du syst±me de commande en pr²sence de fautes et de pr²server un niveau de

performance comparable   la performance nominale. Dans la litt²rature portant sur la FTC,

on mentionne d'abord les techniques ditespassivesqui font partie de la commande robuste.

Un seul contræleur est con�cu pour ¶tre robuste face aux fautes d'actionneurs ou de capteurs.

L'utilisation d'une action int²grale est ainsi un moyen typique d'obtenir dans une certaine

mesure une commande tol²rante aux fautes passive.

Par ailleurs, on trouve ²galement des techniques de tol²rance aux fautes ditesactives oò

le contræleur est reconfigur² dynamiquement pour faire face   l'occurrence de fautes. Un

contræleur adaptatif ou un r²gulateur LPV sont des exemples d'un correcteur FTC actif. En

g²n²ral, la commande tol²rante aux fautes active se d²cline en deux phases [28] :

� la d²tection et le diagnostic de fautes ( Fault Detection and Diagnosis- FDD) qui permet

de d²tecter, d'isoler et de d²terminer la s²v²rit² des fautes, si elles se produisent dans

un syst±me surveill² ;

� le recouvrement qui permet au syst±me boucl² de continuer   fonctionner raisonnable-

ment malgr² l'apparition de fautes.

Au cours des derni±res d²cennies, la conception des syst±mes FTC est devenu un champ

d'investigation scientifique particuli±rement dynamique. Dans ce qui suit, on pr²sente un

tour d'horizon de principaux travaux report²s dans la litt²rature portant sur la FTC. Une

vue globale des m²thodes existantes est donn²e   la figure 2.3.

2.1.2.3 Principes et techniques de FDD

En g²n²ral, la d²tection et l'estimation de la s²v²rit² de fautes ne sont pas faciles. En effet,

l'²volution temporelle de fautes est normalement impr²visible, et peut donc ¶tre abrupte,

progressive ou encore intermittente. De plus, une faute peut poss²der une valeur ind²celable

ou masqu²e. D±s les ann²es 1970, le probl±me de d²tection et d'isolation de fautes (Fault

detection and isolation- FDI) a re�cu une attention importante de la part des chercheurs.

Plusieurs m²thodes FDI ont ²t² d²velopp²es et appliqu²es dans le but de mettre en ²vidence

la pr²sence et la localisation de fautes. Une fois la faute d²tect²e, il s'agit de chercher   la

compenser par une modification ad²quate de la loi de commande. En vue de la conception
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Figure 2.3 Classification de syst±mes FTC (adapt² de [28])
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d'un tel syst±me, le module FDI est souvent ²largi en ajoutant l'identification, ce qui aboutit

au FDD. Les fonctions d'un syst±me FDD sont normalement divis²es en trois t¥ches :

� la d²tection de fautes, qui permet de savoir que le syst±me surveill² est confront²   un

dysfonctionnement   un moment d²termin² ;

� l'isolation de fautes, qui a pour but de d²terminer la localisation des fautes ;

� l'identification de fautes, qui estime la magnitude des fautes.

Dans la litt²rature, le diagnostic correspond aux t¥ches d'isolation et d'identification.

Principe de redondance Le principe de redondance a jou² un ræle important dans la

conception de syst±mes tol²rants aux fautes. Historiquement, les premi±res m²thodes FDD

utilisaient la redondance mat²rielle , signifiant ainsi que plusieurs sous-syst±mes (capteurs,

actionneurs, etc.) r²alisent la m¶me fonction et peuvent ¶tre interchang²s en cas de d²faillance

de l'un d'entre eux. Cette approche permet une d²tection rapide et une localisation pr²cise de

fautes. Par contre, elle engendre une augmentation du co�ut, du volume et de la masse ainsi

que la difficult² de maintenance et la probabilit² de panne. Cette m²thode est donc utilis²e

dans les applications critiques (nucl²aires, commandes de vol ²lectriques -fly-by-wire, etc.).

Notons que la redondance de capteurs, qui est g²n²ralement plus simple et moins co�uteuse

que la redondance d'actionneurs, est courante dans les syst±mes modernes.

En pratique, la redondance analytique/logicielle est plus souvent utilis²e puisqu'elle

n'exige aucun mat²riel suppl²mentaire. Cette approche exploite le mod±le math²matique du

syst±me ou les relations analytiques entre les grandeurs mesur²es/estim²es.

FDD par redondance analytique La FDD bas²e sur la redondance analytique a fait

l'objet de nombreuses travaux dans les ann²es r²centes. G²n²ralement, les m²thodes exis-

tantes peuvent ¶tre class²es en deux cat²gories : celles   base de mod±les ou celles   base de

donn²es.

Quand aucun mod±le dynamique n'est exploitable, lesm²thodes   base de donn²es per-

mettent de d²tecter et de localiser les fautes en analysant les mesures disponibles. € l'aide

d'une classification des observations pass²es dans une base de donn²es, le diagnostic est r²a-

lis² par reconnaissance de formes, par exemple un r²seau de neurones. En l'absence m¶me

d'historique de fonctionnement, il existe des m²thodes qualitatives. Dans ce cas, les seules in-

formations disponibles sur le syst±me surveill² sont les connaissances empiriques des experts,

repr²sent²es sous forme des r±gles : SI <condition> ALORS < conclusion>. Un exemple ty-

pique de cette approche est la logique floue (Fuzzy logic). En g²n²ral, les m²thodes   base de
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donn²es ont des capacit²s d'identification assez restreintes. De plus, elles n²cessitent parfois

des capteurs suppl²mentaires. On renvoie le lecteur   [29,30] pour plus de d²tails.

Contrairement aux m²thodes   base de donn²es, lesm²thodes   base de mod±les reposent

sur une connaissance de la dynamique du syst±me. Le principe de fonctionnement est de com-

parer les mesures relev²es sur le syst±me physique et le comportement pr²dit par son mod±le

math²matique. Ces m²thodes n'exigent pas en g²n²ral de capteurs suppl²mentaires. En fait,

les mesures n²cessaires pour la partie commande sont souvent suffisantes pour l'algorithme

FDD. Le lecteur est invit²   se r²f²rer aux livres [31, 32] et aux articles de synth±se [28, 33]

pour une revue d²taill²e de celles-ci.

FDD   base de mod±les Le diagnostic   base de mod±les s'effectue habituellement en

combinant un g²n²rateur de r²sidus avec une strat²gie d'analyse. La premi±re ²tape consiste

  calculer les r²sidus   partir de l'²cart entre les mesures relev²es sur le syst±me et le com-

portement pr²dit par un mod±le [31, 34]. Une fois les r²sidus d²termin²s, ils sont examin²s

en utilisant quelques seuils fixes pour d²tecter les fautes. La derni±re ²tape comprend les

d²cisions bool²ennes sur la pr²sence de d²fauts.

Selon la technique de g²n²ration et d'²valuation de r²sidus, plusieurs m²thodes FDD   base

de mod±les ont ²t² d²velopp²es. En g²n²ral, ces m²thodes sont class²es en trois groupes :

� Estimation d'²tat : l'id²e fondamentale est bas²e sur la th²orie d'estimation, soit par un

observateur de Luenberger dans le contexte d²terministe, soit par un filtre de Kalman

dans le cadre stochastique.

� Espace de parit² : les ²quations du mod±le sont projet²es dans un espace particulier

appel² espace de parit²oò les redondances permettent d'²liminer les inconnues.

� Estimation de param±tres : le principe est d'analyser l'impact des fautes qui se refl±te

sur les param±tres du syst±me, et non pas ses variables d'²tat.

Les m²thodes d'estimation de param±tres visent   d²tecter les changements structurels du

syst±me, tandis que les autres m²thodes sont plus convenables quant aux fautes d'actionneurs

ou de capteurs. Dans le cadre de cette th±se, on s'int²resse en particulier au filtre de Kalman

  deux ²tages (Two-Stage Kalman filter- TSKF) qui permet d'estimer   la fois les ²tats et les

param±tres du syst±me. Cette approche a ²t² propos²e par [35] et appliqu²e pour identifier

les fautes d'actionneurs d'un avion [36,37] ou d'un quadricopt±re [38�41]. € travers [42,43],

les fautes de capteurs d'un drone ont aussi ²t² estim²es par ce filtre. En comparaison avec

les autres approches telles que les filtres de Kalman classique ou ²tendu, le TSKF semble

relativement performant [28].
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2.1.2.4 Principes et techniques de FTC

Une fois les fautes d²tect²es, il s'agit de chercher   les compenser, ou au moins   limiter leurs

effets par une modification ad²quate de la loi de commande. Comme mentionn² pr²c²dem-

ment, on distingue deux approches de commande tol²rante aux fautes : une approche passive

(PFTC) et une approche active (AFTC). Dans la premi±re approche, le contræleur est con�cu

pour ¶tre robuste vis- -vis d'un ensemble de fautes pr²d²finies. Cette approche ne n²cessite

aucun module de d²tection de d²fauts, ni aucune reconfiguration de la loi de commande.

Cependant, sa capacit² de tol²rance est limit²e   un nombre restreint de fautes. Dans la

deuxi±me approche, le contræleur est reconfigur² dynamiquement pour faire face   l'occur-

rence de fautes impr²vues. Cette reconfiguration consiste   ajuster les gains du contræleur

ou   changer la structure du contræleur en temps r²el. G²n²ralement, l'approche active est

plus efficace que l'approche passive, mais elle n²cessite un module FDD. Une comparaison

d²taill²e des deux approches est donn²e dans [44].

Commande tol²rante aux fautes passive Malgr² la capacit² restrictive de la FTC

passive, plusieurs travaux portant sur cette m²thode ont ²t² report²s dans la litt²rature.

En pratique, un syst±me PFTC avec un seul contræleur fixe n'exige pas de mat²riel/logiciel

complexe. De plus, cette approche, encore appel²ereliable control en anglais, est plus fiable

que l'approche active gr¥ce   sa simplicit² de calcul [45]. Une vue globale des m²thodes PFTC

peut ¶tre trouv²e dans les articles [46,47].

Parmi les FTC passives, la commande par mode de glissement (Sliding Mode Control- SMC)

a fait l'objet de plusieurs travaux dans les ann²es r²centes. L'id²e g²n²rale est de trouver une

commande   structure variable for�cant toute trajectoire du syst±me   converger vers une

surface de glissement en un temps fini, puis de concevoir une commande ²quivalente qui

maintiendra toujours le syst±me dans cette r²gion. Le principal avantage de la SMC est la

robustesse   certains types de perturbations et d'incertitudes. En effet, comme la commande

est discontinue et souvent de la forme tout-ou-rien (bang�bang controlou on�off control ), elle

est insensible aux variations de param±tres et donc un excellent candidat pour la conception

des syst±mes PFTC. Le d²veloppement th²orique et la mise en� uvre de la SMC dans le

cadre de PFTC sont pr²sent²s dans le livre [48].

Commande tol²rante aux fautes active La structure d'un syst±me FTC actif est pr²-

sent²e   la figure 2.4. Typiquement, un tel syst±me est divis² en trois sous-syst±mes :

� un module FDD qui est capable de fournir aussi pr²cis²ment que possible les informa-

tions concernant les fautes (temps, type et grandeur) ;
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� un contræleur qui est facilement reconfigurable/restructurable ;

� un m²canisme de reconfiguration performant qui peut rapidement r²agir aux fautes en

utilisant des informations issues en ligne du sous-syst±me de diagnostic.

Diff²rents syst±mes AFTC rencontr²s dans la litt²rature peuvent ¶tre classifi²s selon [28] :

� la synth±se de la loi de commande : placement de pæles, commande adaptative, m²thode

de pseudo-inverse, etc.

� l'approche de conception : on peut soit s²lectionner des lois de commande pr²d²ter-

min²es pour compenser l'impact de fautes connues (pre-computed control laws), soit

synth²tiser en ligne un nouveau contræleur pour r²pondre   l'apparition de fautes (on-

line automatic redesign).

� le m²canisme de reconfiguration : il est possible d'effectuer la reconfiguration du contræ-

leur par un m²canisme d'appariement (matching), de poursuite (following), de commu-

tation ( switching), ou d'adaptation.

� le type du syst±me (lin²aire ou non lin²aire).

Figure 2.4 Principaux composants d'un syst±me AFTC

Vu que l'un des probl±mes critiques des syst±mes AFTC est la limite de temps pour la

reconfiguration du contræleur, on mentionne en particulier les quatre m²canismes principaux

de reconfiguration report²s dans la litt²rature.

1. M²canisme d'appariement La reconfiguration du contræleur par un m²canisme d'ap-

pariement est une des premi±res m²thodes utilis²es pour la tol²rance aux fautes active [34,49].

Consid²rons le syst±me lin²aire nominal :

8
<

:

_x(t) = Ax (t) + Bu (t)

y(t) = Cx (t)
(2.6)
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et la loi de commandeu(t) = � Kx (t). Le syst±me en boucle ferm²e est alors :

8
<

:

_x(t) = ( A � BK )x(t)

y(t) = Cx (t)
(2.7)

En pr²sence de fautes, le syst±me en boucle ferm²e post-d²faut avec une nouvelle loi de

commande par retour d'²tat u f (t) = � K f x f (t) devient :

8
<

:

_xf (t) = ( A f � B f K f )x f (t)

y f (t) = C f x f (t)
(2.8)

L'id²e g²n²rale est de chercherK f pour minimiser k(A � BK ) � (A f � B f K f )kF . Une des

solutions de ce probl±me est donn²e par la m²thode depseudo-inverse :

K �
f = arg min

K f

k(A � BK ) � (A f � B f K f )kF = B y
f (A � BK � A f ) (2.9)

oò B y
f est la pseudo-inverse de la matriceB f . Cette m²thode est convenable pour la FTC

active gr¥ce   sa simplicit² et   sa possibilit² de r²agir aux fautes affectant toutes les matrices

du mod±le d'²tat. Par contre, la solution optimaleK �
f n'assure pas la stabilit² du syst±me

boucl² dans certains cas. Une autre solution possible est la commande par placement de

structures propres. Le principe est de placer les valeurs propres et les vecteurs propres de la

matrice A f � B f K f le plus proche possible de celles de la matrice nominaleA � BK .

2. M²canisme de poursuite L'id²e de base est de chercher une commande par retour

d'²tat ou de sortie et une pr²commande pour forcer les ²tats du syst±me   poursuivre les

²tats d'un mod±le de r²f²rence. Cette approche a ²t² appliqu²e pour la tol²rance aux fautes

active comme pr²sent²e dans [37,50]. Elle est souvent utilis²e en combinaison avec une autre

strat²gie de commande pour augmenter la capacit² de tol²rance [28]. Par ailleurs, elle peut

fonctionner sans module FDD dans un syst±me de contræle tol²rant aux fautes passif [49].

3. M²canisme de commutation La reconfiguration du contræleur par commutation est

largement utilis²e dans les syt±mes AFTC. La conception est bas²e sur un ensemble de

mod±lesM i ; i = 1; : : : ; N qui d²crivent le syst±me dans diverses situations de fautes en sup-

posant que l'on puisse toutes les conna��tre. Une loi de commande sera synth²tis²e pour chaque

mode de fonctionnement. Dans une telle approche, mentionnons les techniques suivantes :
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� Multimod±le : Pour chaque mod±le localM i , un contræleurK i est pr²-calcul² (hors

ligne). Quand une faute est identifi²e par le module FDD, le m²canisme de commu-

tation choisit le contræleur du mod±le correspondant le plus   la situation actuelle de

fautes. L'approche classique du s²quencement de gains (gain scheduling) est un exemple

typique de cette technique de reconfiguration.

� Multimod±le et r²glage : en anglaismultiple model switching and tuning(MMST).

L'architecture de cette technique est illustr²e   la figure 2.5. La logique de commutation

est effectu²e via la minimisation d'un indice de performanceJi , d²fini pour chaque

mod±leM i par [17] :

Ji (t) = �e 2
i (t) + �

Z t

0
exp [� � (t � � )] e2

i (� )d�; � � 0; � > 0; � > 0 (2.10)

oò ei est l'erreur entre la sortie du mod±leM i et la sortie mesur²e du syst±me, et

�; �; � sont les coefficients   choisir. Par rapport   la commutation par multimod±le, la

reconfiguration par MMST est plus dynamique en utilisant l'indice de performanceJi

et un banc de mod±les adaptatifs.

Figure 2.5 Technique MMST (adapt² de [17])

� Multimod±le interactif : Afin d'am²liorer la tol²rance aux fautes impr²vues/non

pr²d²finies, la technique multimod±le interactif (Interacting Multiple Models - IMM) a

²t² d²velopp²e. Dans ce cas, la commande est une combinaison convexe [49] :

u(t) =
NX

i =1

� i u i ;
NX

i =1

� i = 1 (2.11)

oò u i est le signal de commande du contræleurK i et 0 � � i � 1 est la possibilit² du

mod±leM i issue du module de diagnostic.
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4. M²canisme adaptatif La reconfiguration adaptative est une des m²thodes les plus

efficaces pour s'accommoder des fautes d±s leur apparition. Le principe est de re-synth²tiser

en ligne le contræleur en utilisant les informations de fautes. Parmi les techniques de contræle

les plus utilis²es, on peut trouver :

� La commande lin²aire   param±tres variants oò, du point de vue de la tol²rance aux

fautes, le vecteur de param±tres variant dans le temps� (t) correspond   l'amplitude

des fautes estim²e par le module FDD. Un contræleur LPV lui-m¶me fonction de� (t)

peut donc assurer la stabilit² et les performances du syst±me boucl² en pr²sence de

fautes. Parmi les m²thodes LPV les plus utilis²es, mentionnons l'auto-s²quencement de

gains via la synth±seH 1 structur²e qui permet d'effectuer la synth±se de contræleurs

robustes et autos²quenc²s   architecture fixe (cf. Section 2.1.1).

� La commande adaptative ayant la capacit² de s'adapter automatiquement au change-

ment des param±tres du syst±me (cf. Section 2.1.1). Si le changement provient de fautes,

elle peut donc jouer le ræle d'une AFTC. Cette approche n'exige aucun module FDD,

ni aucune reconfiguration du contræleur. N²anmoins, elle pr²sente quelques restrictions

quant   la tol²rance aux fautes. D'une part, elle ne permet pas de rejeter les fautes de

capteurs. Dans ce cas, un contræleur adaptatif va essayer d'augmenter la commande de

mani±re   rendre le signal de mesure d²fectueux ²gal   la valeur souhait²e. Cela peut

amener   l'instabilit² du syst±me. D'autre part, la commande adaptative est d²velopp²e

pour faire face aux changements graduels de param±tres du processus. Elle est parti-

culi±rement efficace pour les syst±mes qui sont repr²sent²s par les mod±les lin²aires

poss²dant des param±tres variant lentement. En pratique, les fautes ou les d²faillances

peuvent provoquer des changements abrupts que l'algorithme adaptatif ne peut pas

suivre tout de suite. Cette m²thode n'est ainsi appropri²e qu'  la tol²rance aux fautes

progressives.

2.1.3 Commande classique et tol²rante aux fautes pour multicopt±res

G²n²ralement, la partie m²canique d'un multicopt±re est assez simple, car il repose sur la

variation de la vitesse des rotors   pas fixe pour se mettre en mouvement. Cependant, la

commande de cet engin volant pr²sente une difficult² suppl²mentaire pour les configura-

tions sous-actionn²es. De plus, les multicopt±res sont en g²n²ral des syst±mes fortement non

lin²aires, instables et qui peuvent ¶tre soumis   des perturbations importantes (e.g., le vent).

De ce fait, les synth±ses de commande classiques et modernes pour multicopt±res ont fait

l'objet de nombreuses investigations. Une revue d²taill²e est disponible   travers [51�53].
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2.1.3.1 Syst±me de commande de vol

La figure 2.6 illustre le syst±me classique de guidage, de navigation et de contræle (Guidance,

Navigation, and Control - GNC) d'un multicopt±re. L'objectif du guidage est de g²n²rer la

trajectoire (path planning) et de d²terminer la vitesse et l'acc²l²ration admissibles pour suivre

cette trajectoire. Le sous-syst±me de navigation est une combinaison de capteurs avanc²s

(IMU, GPS, cam²ra, etc.) et de microcontræleurs, destin²   mesurer et/ou   estimer les ²tats

de l'engin volant (position, vitesse, attitude, etc.). Finalement, la partie de contræle (pilotage)

agit sur les actionneurs pour suivre les r²f²rences g²n²r²es par le guidage tout en stabilisant

le syst±me. Comme mentionn² pr²c²demment, un multicopt±re est un syst±me sous-actionn²

dont les six degr²s de libert² sont contræl²s par les quatre entr²es virtuelles (force et moments).

Les mouvements dans le plan horizontal sont contræl²s par les deux couples de roulis et de

tangage. € l'heure actuelle, la plupart des multicopt±res commerciaux poss±dent une telle

structure de contræle hi²rarchique.

Figure 2.6 Syst±me GNC classique pour multicopt±res

Dans le cadre de ce projet, on s'int²ressera plus particuli±rement   la r²alisation des fonctions

de guidage et de contræle. On suppose que les ²tats du syst±me fournis par le syst±me de

navigation sont complets, pr²cis et rapides pour appliquer les techniques de contræle.

2.1.3.2 Principe de la commande de multicopt±res

Plusieurs techniques de contræle classique et moderne ont ²t² appliqu²es pour am²liorer la

stabilit² et les performances en vol de diff²rents types de multicopt±res. Premi±rement, les

r²gulateurs d'attitude de type PID (Proportionnel Int²gral D²riv²) ont ²t² test²s exp²rimen-

talement avec succ±s pour les quadricopt±res [54, 55]. Dans les travaux de [56], ce type de

contræleur a ²t² utilis² pour les deux sous-syst±mes de commande du drone (position et at-

titude). Les r²sultats de simulation et exp²rimentaux ont d²montr² une bonne performance
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du contræleur PID (erreur en r²gime permanent faible, d²passement acceptable et temps de

r²ponse rapide). Cependant, cette technique de contræle bas²e sur la lin²arisation n'assure

que la stabilit² du syst±me autour du point d'²quilibre. De plus, les gains du contræleur sont

choisis de fa�con ad-hoc dans ces travaux. Le r²glage des gains demeure donc un d²fi.

D'autres techniques lin²aires plus efficaces que le PID telles que la commande lin²aire qua-

dratique (LQR) ont ²t² appliqu²es pour les multicopt±res, tant en simulation que lors de vols

exp²rimentaux. Originellement, un contræleur d'attitude de type LQR a ²t² test² avec succ±s

dans [57]. En simulation, ce type de contræleur a permis de r²soudre le probl±me de suivi

de trajectoire [58]. La commande lin²aire quadratique gaussienne (LQG) a aussi ²t² utilis²e

pour stabiliser un quadricopt±re [59] ; cette technique de contræle qui r²unit un contræleur

LQR et un estimateur de Kalman n'exige pas une mesure totale des ²tats du syst±me.

Plusieurs travaux sur la commande non lin²aire pour multicopt±res existent dans la litt²ra-

ture. On mentionne d'abord la commandebacksteppingqui a ²t² appliqu²e avec succ±s   la

stabilisation et au suivi de trajectoire d'un quadricopt±re [60, 61]. Dans [62], un int²grateur

a ²t² ajout²   l'algorithme de backsteppingpour ²liminer l'erreur en r²gime permanent du

syst±me. La commande adaptative est aussi employ²e pour contræler les multicopt±res en

pr²sence de param±tres variant lentement, mais totalement inconnus, tels que la masse et

le moment d'inertie [63] ou le centre de gravit² [64]. Afin d'am²liorer la robustesse par rap-

port aux perturbations externes (vent), la commande adaptativeL 1 est appliqu²e dans [65].

D'autres techniques non lin²aires telles que la commande par mode de glissement [66,67], la

commande robuste [68,69], la commande optimale [70�72], la commande intelligente [73,74]

ont ²t² exploit²es pour le guidage et le pilotage de multicopt±res.

G²n²ralement, la plupart des techniques de contræle pr²sentent un compromis entre la per-

formance et la complexit² de la loi de commande. En effet, les contræleurs lin²aires sont

con�cus pour les vols quasi-stationnaires et ne peuvent pas fournir une bonne performance

dans des conditions de vol non-nominales (grandes vitesses ou vols agressifs). D'autre part,

les contræleurs non lin²aires sont souvent difficiles   r²gler en ligne et   mettre en� uvre sur

de petits microcontræleurs.

2.1.3.3 PFTC pour multicopt±res

Parmi les m²thodes passives tol²rantes aux fautes, mentionnons la commande par mode

de glissement (SMC) qui a ²t² ²tudi²e dans plusieurs travaux. Cette m²thode a d²montr²

une performance acceptable en pr²sence d'une faute partielle faible sur une des h²lices d'un

quadricopt±re [75]. Un autre contræleur par mode glissant en ajoutant l'action int²grale peut

compenser une perte de 15 % d'efficacit² d'un rotor [76]. Dans ces travaux, la validation a
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²t² effectu²e en simulation et en tests exp²rimentaux sur un quadricopt±re Qball-X4. Dans

[77,78], deux contræleurs par mode glissant en cascade ont ²t² utilis²s pour tol²rer les fautes

d'actionneurs d'un quadricopt±re AscTec Pelican . La boucle externe avec l'action int²grale

contræle l'altitude et les angles d'Euler, tandis que la boucle interne contræle les vitesses de

rotation. En simulation, un tel contræleur peut tol²rer une perte de 55% d'efficacit² de deux

rotors. Pour augmenter la capacit² de tol²rance aux fautes multiples, la commande par mode

glissant du second ordre (SO-SMC) a ²t² appliqu²e dans [79]. Les r²sultats en simulation

sur un octocopt±re ont d²montr² une tr±s bonne performance de cette m²thode. Elle peut

compenser en m¶me temps une perte de 15% d'efficacit² du contræle sur les moteurs 2, 4, 6

et une d²faillance (panne totale) des moteurs 1, 3, 5 et 8.

2.1.3.4 AFTC pour multicopt±res

Au cours des dix derni±res ann²es, de nombreuses techniques AFTC ont ²t² d²velopp²es pour

garantir la s�uret² de fonctionnement de multicopt±res en pr²sence de fautes. Le tableau 2.1

pr²sente quelques exemples de r²f²rences r²centes dans ce domaine, class²es en fonction de

la m²thode de diagnostic, de la synth±se de contræle et de la configuration du multicopt±re.

Une revue de litt²rature sur le d²veloppement et les perspectives en commande tol²rante

aux fautes pour les drones est fournie dans [80]. Il est   noter que la technique d'auto-

s²quencement de gains via la synth±seH 1 structur²e n'a jamais ²t² abord²e dans le cadre

de la commande tol²rante aux fautes, et le sera pour la premi±re fois dans cette th±se.

AFTC par r²-allocation de contræle Du fait que le multicopt±re est un syst±me int²-

grant une redondance mat²rielle en actionneurs, cela permet un r²tablissement du syst±me en

pr²sence de fautes. En fait, chaque rotor joue un m¶me ræle de mani±re   fournir la pouss²e

et le moment. La technique de r²-allocation de contræle (control allocation - CA) est donc

une solution particuli±re pour l'AFTC des multicopt±res. L'architecture d'un syst±me AFTC

utilisant la CA est pr²sent²e   la figure 2.7.

Figure 2.7 Principe de r²-allocation de contræle (adapt² de [162])
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Tableau 2.1 Exemples de FTC pour les multicopt±res

Exemples de r²f²rences
Te

ch
ni

qu
e

F
D

D KF [41,81,82]
KF   deux ²tages [38�43,83]
EKF [84,85]
UKF [39,83,86,87]
Observateur [88�99]
Estimation de param±tres [100�102]
Espace de parit² [102,103]

Te
ch

ni
qu

e
F

T
C

Commande adaptative [83,104�118]
S²quencement de gains [83,107,108,119�122]
Multimod±le [86,123�126]
LPV [122,127�129]
Commande par mode de glissement passive [75�79,96,98,130�132]
Commande par mode de glissement active [94,96,98,130,131,133�135]
Backstepping [98,136,137]
Commande pr²dictive [86,138,139]
R²-allocation de contræle [92,100�102,118,126,140�153]
Logique floue (Fuzzy) [120]
Formation [154�157]
Autres [158�160]

C
on

fig
ur

at
io

n Rotor contrarotatif [109]
Hexacopt±re [113,139,145,150,160]
Octocopt±re [79,100,132,143,147]
Octocopt±re coaxial [92�94,110,118,161]
Quadricopt±re autres

L'id²e est de r²soudre l'²quation v = B CA [T1 : : : Tm ]> pour r²partir les forces et les moments

sur m moteurs via la commande virtuellev = [ T L M N ]> (voir ’q. 3.20 pour de plus amples

d²tails concernant ces notions). Dans ce cas, la solution donn²e par la commande pseudo-

inverse u , [T1 : : : Tm ]> = B y
CA v n'est pas unique. La r²partition de contræle peut ¶tre

effectu²e de la fa�con suivante :
min

u
u> W � 1u

s.c.B CA u = v
(2.12)

oò W est une matrice de pond²ration sym²trique et d²finie positive [162]. La solution opti-

male de (2.12) est donn²e par :

u = WB >
CA

�
B CA WB >

CA

� � 1
v (2.13)

La matrice W est choisie de fa�con   prendre en compte les informations de fautes, les limita-
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tions d'actionneurs ou certains objectifs d'optimisation. Ainsi, la CA est un atout exploitable

dans le but de tol²rer les fautes sans forc²ment reconfigurer le contræleur, notamment en cas

de perte d'actionneurs. De plus, elle pr²sente des avantages de mani±re   optimiser certains

objectifs ou   ²viter la saturation d'actionneurs. Cependant, la dynamique et les limitations

des actionneurs apr±s une faute ne sont pas prises en compte dans la loi de commande. Cela

signifie que le contræleur essayera toujours d'obtenir la performance du syst±me nominal

m¶me si les actionneurs ne sont pas capables de la r²aliser [17]. Le lecteur peut se r²f²rer  

[163,164] pour les d²tails concernant la CA.

2.1.4 Stabilit² g²n²ralis²e

Nous terminons la revue de litt²rature sur des rappels g²n²raux portant sur la stabilit²

g²n²ralis²e des syst±mes LTI et les applications gardiennes. Cette partie a pour but d'²clairer

le lecteur sur les points abord²s dans le chapitre 6.

2.1.4.1 Approches analytiques

L'analyse de la robustesse du syst±me affect² par des perturbations structur²es est un pro-

bl±me important et difficile en automatique. Ce probl±me est en g²n²ral NP-difficile tel que

mentionn² dans [165�168]. Il est souvent possible de transformer le cas structur² en non

structur² [169] pour l'²tudier dans le domaine fr²quentiel. En effet, l'analyse de la stabilit²

robuste bas²e sur le th²or±me du petit gain est relativement moins complexe. N²anmoins,

cette transformation peut se ramener   une famille non structur²e plus large que la famille

originale et donc la conclusion sur l'analyse de la robustesse est plus conservative, c'est- -dire

une condition suffisante mais pas n²cessaire [170].

En pratique, on le ram±ne souvent   l'²tude de la stabilit² g²n²ralis²e d'un syst±me lin²aire

invariant dans le temps (LTI) sous forme d'une famille de matrices ou de polynæmes avec

coefficients incertains [168]. Ce probl±me a re�cu une attention importante de la part des

chercheurs apr±s le travail de Kharitonov [171] oò il fournit un test de stabilit² d'Hurwitz

pour une famille de polynæme intervalle.1 Une vue d'ensemble sur les approches d'analyse

traditionnelles peut ¶tre trouv²e dans les livres [172,173].

Parmi les approches analytiques, mentionnons le th²or±me des bords (Edge Theorem) [174]

qui permet de v²rifier la stabilit² g²n²ralis²e d'une famille affine de polynæmes avec coeffi-

cients incertains interd²pendants. Ici, la stabilit² g²n²ralis²e, encore appel²eD-stabilit² [172],

est d²finie par le confinement des racines d'un polynæme ou des valeurs propres d'une matrice

1. Les coefficients du polynæme sont ind²pendants et born²es dans les intervalles sp²cifi²es.
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  l'int²rieur d'une r²gion 
 du plan complexe. Ce th²or±me est graphiquement d²montr² par

le principe d'exclusion des z²ros, en se basant sur la continuit² des racines du polynæme par

rapport aux variations de ses coefficients. On peut aussi essayer d'²tudier la stabilit² d'une

famille de polynæmes multilin²aires ou non lin²aires   l'aide de ce th²or±me et d'un chan-

gement de variables convenable. N²anmoins, cette m²thode, encore appel²eoverboundingen

anglais, ne garantit pas la stabilit² robuste de la famille originale dans plusieurs cas [172].

Concernant les familles de matrices incertaines, l'analyse de la stabilit² robuste a ²t² un

sujet de recherche actif dans les ann²es 80 et 90. On mentionne d'abord les ²tudes portant

sur la stabilit² robuste de matrices de type intervalle. Pour le cas sym²trique, il suffit de

tester la stabilit² d'Hurwitz (ou de Schur) des sommets (vertex matrices) [175�177]. Cette

v²rification est aussi valide pour les matrices non sym²triques de dimension2 � 2 [178].

Quant aux matrices de type intervalle de dimensionn � n, la stabilit² des matrices extr¶mes

ne peut garantir la stabilit² de tout l'intervalle dans le cas g²n²ral. Diff²rentes conditions

suffisantes ont ²t² d²riv²es en utilisant diff²rentes m²thodes : th²orie de Lyapunov [179�181],

th²or±me de Gershgorin [182, 183], etc. En particulier, [184, 185] ont propos² des conditions

n²cessaires et suffisantes. [184] a montr² qu'une matrice de type intervalle est robustement

stable (Hurwitz/Schur) si et seulement si l'on peut diviser cet intervalle   un nombre fini de

sous-intervalles qui satisfont des conditions suffisantes sp²cifiques. Ainsi, la charge de calcul

d²pend du conservatisme des conditions suffisantes appliqu²es. Par exemple, il est n²cessaire

de v²rifier 11 345sous-intervalles pour montrer la stabilit² robuste d'une matrice de type

intervalle de dimension4 � 4 (cf. [184, Exemple 1]). L'effort de calcul excessif est aussi un

d²fi pour la m²thode d'analyse propos²e par [185]. Dans ce cas, une matrice de type intervalle

est robustement stable (Hurwitz/Schur) si et seulement si toutes les faces expos²es   deux

dimensions sont robustement stables. Pour une matrice de dimension4 � 4, le nombre de

faces   v²rifier est de 1 966 080.

Pour les poly±dres de matrices (matrix polytope) 2 dont les matrices de type intervalle sont

une sous-classe, [186,187] ont pr²sent² des conditions suffisantes de la stabilit² d'Hurwitz et

de Schur. Ces conditions suffisantes stipulent qu'il suffit de v²rifier un nombre fini de faces

du poly±dre [186, 187]. En pratique, cette m²thode est efficace seulement pour les familles

de matrices de faible dimension. Dans une autre recherche [188], une condition n²cessaire et

suffisante est ²tablie en se basant sur une division du poly±dre de matrices en un nombre

fini de sous-poly±dres. Cette approche, encore appel²ebranch and bounden anglais, pr²sente

toujours un d²fi concernant la surcharge de calcul.

En bref, les m²thodes existantes dans la litt²rature impliquent d'²tudier un nombre de sous-

2. Les coefficients d²pendent de fa�con affine de param±tres incertains qui varient dans un poly±dre.
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matrices qui augmente de mani±re exponentielle par rapport   la dimension de la famille in-

certaine [168]. Quelques ²tudes plus r²centes [189�191] s'efforcent de r²duire cette complexit²

de calcul pour certains cas particuliers. Par cons²quent, trouver une condition n²cessaire et

suffisante simple pour la stabilit² robuste d'une famille de matrices incertaines demeure d'une

importance th²orique et pratique consid²rable.

La plupart des approches analytiques abord²es ci-dessus visent   v²rifier la stabilit² d'Hurwitz

ou de Schur. Quant   la stabilit² g²n²ralis²e robuste, on mentionne particuli±rement les

applications gardiennes [192].

Dans cette th±se, le lien entre cette m²thode d'analyse et la valeur singuli±re structur²e (VSS)

est en particulier ²tudi². On propose alors des nouvelles conditions n²cessaires et suffisantes

pour la stabilit² g²n²ralis²e robuste sous la forme de la VSS d'une matrice constante. Notre

approche est applicable aux familles de matrices d²pendant de fa�con affine ou rationnelle de

param±tres incertains.

Applications gardiennes D²velopp²e par [192], une application gardienne est une fonc-

tion scalaire des param±tres incertains d'une famille de matrices ou de polynæmes, qui s'annule

d±s que l'on est   la fronti±re du domaine de stabilit² consid²r²
 . Il est donc possible de

d²terminer les ensembles de param±tres qui assurent que la famille incertaine demeure stable

par rapport   
 . Contrairement aux autres approches qui sont souvent sp²cialis²es pour une

structure d'incertitude affine, les applications gardiennes ne se limitent pas   une structure

sp²cifique. Ainsi, cette m²thode d'analyse est assez efficace et puissante pour la stabilit²

g²n²ralis²e [172]. Pour les cas multiparam²triques pour lesquels l'analyse graphique n'est pas

faisable, les applications gardiennes permettent de ramener l'²tude de stabilit² g²n²ralis²e

  un probl±me classique de positivit² d'un polynæme multivariable sur le domaine des pa-

ram±tres. Par cons²quent, il faut passer   des m²thodes num²riques pour obtenir l'information

sur la stabilit² g²n²ralis²e du syst±me.

2.1.4.2 Approches num²riques

Profitant du d²veloppement de l'informatique, les approches d'analyse num²riques ont ²t² de

plus en plus utilis²es surtout pour les familles de matrices poss²dant une structure d'incerti-

tude complexe. En effet, le probl±me de robustesse peut ¶tre reformul² facilement sous forme

d'un probl±me de programmation [172]. Parmi les r²sultats r²cents, on peut mentionner les

m²thodes bas²es sur la th²orie de stabilit² de Lyapunov. Il s'agit de trouver une fonction

de Lyapunov soit fixe et commune pour tous les membres de la famille, soit d²pendant du

param±tre incertain. Plusieurs auteurs ont transform² ce probl±me sous forme d'in²galit²s
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matricielles lin²aires (Linear Matrix Inequalities - LMI) et l'ont successivement r²solu de

multiples fa�cons (cf. [193, 194] et leurs r²f²rences). Ces m²thodes garantissent une stabilit²

quadratique qui implique une stabilit² robuste pour le cas d'incertitudes variant dans le

temps. Le r²sultat d'analyse dispose n²anmoins d'un certain conservatisme [194]. Quelques

²tudes plus r²centes s'efforcent de r²duire cet inconv²nient, ainsi que la complexit² de calcul

des techniques LMI [195�197].

Parmi les m²thodes non-Lyapunov, l'une des plus remarquables est la� -analyse qui permet

de traiter   la fois des incertitudes structur²es et non structur²es [170]. De plus, on peut

aussi mentionner les approches num²riques impliquant la r²solution des LMI bas²es sur la

matrice de Hermite [198], le d²terminant de Hurwitz [193], ou les matrices augment²es [199].

Une comparaison d²taill²e de la complexit² num²rique est donn²e dans [200].

� -analyse La � -analyse permet de mesurer la stabilit² et la performance robuste des

syst±mes LTI exprim²s sous la forme d'une transformation lin²aire fractionnaire (Linear

Fractional Transformation - LFT). Dans cette repr²sentation, toutes les incertitudes struc-

tur²es et non structur²es sont rassembl²es dans une matrice� . La robustesse est donc v²rifi²e

en calculant la valeur singuli±re structur²e� (Structured Singular Value- SSV) par rapport

  � sur une grille suffisamment dense de points le long de l'axe des fr²quences [170, 201].

Bien que la� -analyse soit un outil puissant, elle n²cessite un effort de calcul excessif surtout

pour les probl±mes de grande dimension. En effet, le calcul de� est lui-m¶me un probl±me

d'optimisation NP-difficile [168]. Sauf certains cas triviaux, seules les bornes sup²rieure et

inf²rieure de � sont calcul²es   l'aide d'algorithmes num²riques.

Lien entre la � -analyse et les applications gardiennes La combinaison de deux m²-

thodes d'analyse est propos²e par Chenet al. [202] pour le cas particulier d'une matrice de

type intervalle. Dans ce travail, les auteurs ont fourni certaines conditions n²cessaires et suffi-

santes (CNS) de la stabilit² g²n²ralis²e sous forme d'une seule VSS d'une matrice constante.

Plus pr²cis²ment, les CNS sont ²tablies   travers l'utilisation de d'applications gardiennes

construites   partir du produit de Kronecker et de sa repr²sentation LFT. Par rapport   la

� -analyse, cette m²thode permet d'²liminer la variable de balayage (sweeping variable) dans

le domaine fr²quentiel, et donc de diminuer le co�ut du calcul num²rique.

2.2 Objectifs, m²thodologie et contribution

€ la lumi±re de la revue de litt²rature, les objectifs de la th±se, les m²thodologies envisag²es

et les contributions associ²es seront pr²sent²s dans cette section.
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L'objectif principal de ce projet de doctorat peut ¶tre r²sum² de la fa�con suivante :

D²velopper un syst±me FTC actif permettant   un multicopt±re de poursuivre

sa mission avec une performance acceptable en pr²sence de fautes sur les ac-

tionneurs ou de param±tres incertains .

Cet objectif de recherche est s²par² en trois objectifs sp²cifiques qui seront d²taill²s ci-apr±s.

2.2.1 Objectif 1 : d²velopper un syst±me FTC actif par des m²thodes d'auto-

s²quencement de gains

Cet objectif consiste dans un premier temps   construire un sous-syst±me de d²tection et de

diagnostic bas² sur la redondance analytique pour d²tecter et identifier la faute. Il s'agit de

choisir une technique FDD fiable et sensible aux fautes afin de r²cup²rer les informations de

fautes le plus rapidement possible. Dans un second temps, un m²canisme de recouvrement

permet au syst±me de continuer   fonctionner normalement en d²pit des fautes affectant ses

diff²rentes ressources (rotors, h²lices, etc.). On cherche alors   pr²server la stabilit² du syst±me

et assurer la meilleure performance possible dans le cadre de la th²orie de la commande

lin²aire. L'architecture du contræleur doit ¶tre facilementreconfigurable pour faire face  

l'apparition soudaine de fautes. Le d²fi r²side dans le choix d'une strat²gie de reconfiguration

pour agir sur le contræleur d±s qu'une faute est identifi²e par le module FDD.

M²thodologie et contribution

Le filtre de Kalman   deux ²tages sera d'abord utilis² comme algorithme de diagnostic.

Comme mentionn² pr²c²demment, ce filtre permet d'estimer les ²tats du syst±me ainsi que

les param±tres repr²sentant la s²v²rit² des fautes. En simulation, ce filtre a ²t² employ² dans le

syst±me AFTC complet d'un h²licopt±re [203] et d'un drone   voilure fixe [40,41]. Cependant,

une approche similaire pour multicopt±res, en simulation ainsi qu'exp²rimentalement, n'a pas

encore ²t² rapport²e dans la litt²rature. En notant que le filtre de Kalman   deux ²tages n'est

pas applicable pour les syst±mes sur-actionn²s qui ont plus d'actionneurs que de degr²s de

contræle (e.g., un hexacopt±re), on envisagera par la suite un algorithme d'estimation de

fautes bas² sur la dynamique du multicopt±re [204].

Quant au recouvrement actif, les m²thodes FTC propos²es dans cette th±se se basent sur la

technique d'auto-s²quencement de gains et la synth±seH 1 structur²e. Tout d'abord, les gains

du contræleur seront param²tr²s sous forme de fonctions polynomiales de la perte d'efficacit²

de contræle. Ensuite, les m²thodesH 1 structur²es ayant des capacit²s de synth±se multi-

mod±les seront appliqu²es pour synth²tiser les gains du contræleur autos²quenc² en venant
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satisfaire les exigences de performance et de robustesse assign²es dans le cahier des charges.

D'une part, le contræleur autos²quenc²   architecture fixe permet d'²viter les effets transi-

toires du m²canisme de reconfiguration dans les syst±mes AFTC. La structure de s²quence-

ment de gains ²tant explicite, la complexit² de mise en� uvre d'un tel contræleur LPV est

donc relativement faible. D'autre part, une combinaison de cette technique et de la synth±se

H 1 structur²e permet d'am²liorer la robustesse du syst±me par rapport aux perturbations

internes et externes. Bien que cette m²thode de synth±se soit disponible dans plusieurs ap-

plications a²ronautiques [9,12�16], elle n'a pas encore ²t² report²e dans la litt²rature.

2.2.2 Objectif 2 : D²velopper un syst±me FTC actif g²n²rique par des m²thodes

adaptatives et robustes

Comme mentionn² pr²c²demment, la dynamique d'un multicopt±re est fortement non lin²aire

alors que la plupart des techniques de diagnostic et de FTC dans la litt²rature sont souvent

²tablies pour les mod±les lin²aires. Cette lin²arisation peut impliquer une perte d'information

  cause du changement du point d'²quilibre lors de l'occurrence de fautes. Ce second objectif

consiste   d²velopper un syst±me non lin²aire AFTC pour faire face en m¶me temps aux

fautes et   la variation du point de fonctionnement. Du fait que les drones partagent les

m¶mes ²quations dynamiques, cet objectif consiste de plus   concevoir un seul contræleur

fixe et tol²rant aux fautes qui peut ¶tre mis en� uvre sur la majorit² des multicopt±res.

M²thodologie et contribution

La m²thodologie propos²e pour cet objectif est bas²e sur la commande adaptative et robuste.

Le syst±me FTC se divise en deux boucles de contræle : un contræleur interne qui g²n±re la

commande virtuelle normalis²e pour le probl±me de suivi de trajectoire en pr²sence de fautes,

et un autre adaptatif qui permet de rejeter des incertitudes du syst±me et aussi d'harmoniser

les contraintes de conception pour une plateforme sp²cifique. Le syst±me de contræle s'adapte

  la faisabilit² dynamique de la plateforme gr¥ce   un choix appropri² du mod±le de r²f²rence.

Afin d'am²liorer la robustesse, la loi adaptative est augment²e par une modification robuste

suppl²mentaire   l'aide de l'op²rateur de projection. € la connaissance de l'auteur, il n'existe

pas encore d'²tude similaire sur la FTC des multicopt±res dans la litt²rature.

2.2.3 Objectif 3 : analyser la robustesse du syst±me FTC

En appliquant la synth±seH 1 structur²e, les m²thodes FTC propos²es ne garantissent pas

la stabilit² et les performances robustes du syst±me boucl² hors points de synth±se. Une
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validation a posteriori du syst±me de commande est donc n²cessaire. De plus, la robustesse

du syst±me tol²rant aux fautes d²pend fortement de la r²ponse du module FDD. En pratique,

les impr²cisions de diagnostic peuvent causer l'instabilit² du syst±me FTC. Une analyse de

l'interaction entre les deux modules FDD et FTC int²gr²s dans un syst±me AFTC complet

est alors indispensable.

M²thodologie et contribution

L'analyse de stabilit² robuste du syst±me FTC sera effectu²e   travers l'utilisation de la

th²orie des applications gardiennes. € cette fin, le lien entre cette m²thode d'analyse et

la valeur singuli±re structur²e (VSS) sera ²tudi². Des nouvelles conditions n²cessaires et

suffisantes de la stabilit² g²n²ralis²e robuste sous forme de la VSS d'une matrice constante

seront propos²es. Cette approche est applicable pour les syst±mes lin²aires d²pendant de fa�con

affine ou rationnelle des param±tres incertains. € la connaissance de l'auteur, il n'existe pas

encore d'²tude similaire sur la stabilit² g²n²ralis²e dans la litt²rature.

2.2.4 Liste de publications

Les travaux effectu²s durant le doctorat du candidat ont ²t² publi²s ou soumis dans des

journaux et des conf²rences [205�213]. Ces publications se divisent selon celles en lien avec le
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de robotique mobile et des syst±mes autonomes.
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CHAPITRE 3 MOD’LISATION ET COMMANDE CLASSIQUE D'UN

MULTICOPT‘RE

Ce chapitre est consacr²   la mod²lisation du multicopt±re et   la conception d'un contræleur

nominal. Dans un premier temps, nous simplifierons le mod±le non lin²aire d'un multicopt±re

standard sous certaines hypoth±ses simplificatrices, s'en suivra le mod±le lin²aris² qui nous

permettra de synth²tiser ult²rieurement les lois de commande.

Dans un second temps, nous proc±derons   la synth±se d'un r²gulateur lin²aire quadratique

(Linear Quadratic Regulator - LQR) par retour d'²tat avec une action int²grale. L'objectif

est d'obtenir un contræleur nominal qui fonctionne ad²quatement dans des conditions favo-

rables et poss±de une tol²rance aux fautes de base. N²anmoins, la synth±se LQR s'effectue

sur le mod±le lin²aris² qui n'est valide qu'au voisinage d'un seul point d'²quilibre, celui cor-

respondant un vol stationnaire. Nous porterons donc notre attention sur l'implantation du

contræleur lin²aire sur le syst±me non lin²aire dans le but de prendre en compte le changement

du point de fonctionnement durant le vol.

Nous terminerons par la description de notre montage exp²rimental et les aspects pratiques

pour obtenir une bonne mise en� uvre des lois de commande.

3.1 Mod²lisation du multicopt±re

Cette section rappelle les bases de l'²tude du mouvement du corps rigide dans l'espace,

rencontr²es dans plusieurs documents [51, 213�216], avant de d²tailler la mod²lisation de

deux multicopt±res utilis²s dans ce projet de recherche (quadricopt±re et hexacopt±re).

3.1.1 Pr²liminaires et notations

3.1.1.1 R²f²rentiel et syst±me de coordonn²es

Pour ²tudier le mouvement d'un corps rigide dans l'espace, deux syst±mes de coordonn²es

sont couramment d²finis : un rep±re inertiel fixeF i dont l'origine est fix²e de fa�con arbitraire

en un point de l'espace, et un rep±re mobileFb dont l'origine est situ²e au centre de masse

(CM) du corps (suppos² confondu avec le centre de gravit²).

Le rep±re inertiel utilis² dans cette th±se suit la convention ENU (East-North-Up), li²   la

basef x i ; y i ; zi g, d²fini   partir d'un plan tangent   la surface de la Terre. Le rep±re mobileFb

est li²   la base f xb; yb; zbg oò xb d²finit l'axe longitudinal du v²hicule et pointe vers l'avant
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de celui-ci,yb d²finit l'axe lat²ral du v²hicule et est orient² vers la gauche de celui-ci etzb

d²finit l'axe vertical du v²hicule et pointe vers le haut (Fig. 3.1). Ce rep±reFb correspond  

la convention FLU (Forward-Left-Up) couramment utilis²e en robotique.

Concernant le quadricopt±re, la configuration\+" est utilis²e dans cette th±se, c'est- -dire

les axesxb et yb sont port²es par les bras. Pour l'hexacopt±re, on choisit la configuration

\X6" dont l'axe xb est positionn² entre deux bras.

Figure 3.1 Configuration \+" d'un quadricopt±re (  gauche) et configuration\X6" d'un
hexacopt±re (  droite)

Dans ce qui suit, l'exposant d'un vecteur physique indique le rep±re de r²f²rence dans lequel

il est exprim². Par exemplevcm=i d²signe le vecteur vitesse du CM par rapport au rep±re

inertiel F i , et sa projection dans le rep±re mobileFb est not²e par vb
cm=i , [u v w]> .

Consid²rons un v²hicule a²rien poss²dant six degr²s de libert² (Degrees of Freedom- DoF).

Son mouvement dans l'espace   trois dimensions est d²termin² par deux ²l²ments :

� sa position p i
cm=i = [ x y z]> , repr²sent²e par les coordonn²es de l'origine du rep±re

mobile Fb, exprim²es dans le rep±re de r²f²renceF i .

� l'attitude, ou l'orientation du rep±re Fb par rapport au rep±reF i . Cette orientation est

repr²sent²e par une matrice de rotationR b=i qui peut ¶tre param²tris²e par les trois

angles d'Euler� = [ � �  ]> , ou le quaternionq.

3.1.1.2 Angles d'Euler

La m²thode la plus simple pour repr²senter l'orientation est d'utiliser les angles d'Euler

� = [ �; �;  ]> . En a²ronautique, le passage du rep±re inertielF i au rep±re mobileFb s'effectue
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en 3 ²tapes : une rotation d'angle (lacet) autour dezi puis une rotation d'angle� (tangage)

autour de y1 (axe interm²diaire obtenu apr±s la premi±re rotation) et enfin une rotation

d'angle � (roulis) autour de x2 (axe interm²diaire obtenu apr±s la seconde rotation).

3.1.1.3 Matrice de rotation

Une matrice de rotationR appartient au sous-espace des matrices orthogonales de dimension

3, not² SO(3) et d²fini par :

SO(3) = f R j R 2 R3� 3; R > R = I 3; det(R ) = 1 g

La matrice de rotation est orthogonale, doncR i=b = R >
b=i = R � 1

b=i oò R b=i repr²sente la rotation

inverse, i.e., la transformation du rep±re mobileFb au rep±re fixeF i . Elle est commun²ment

appel²e en anglaisDirection Cosine Matrix (DCM).

La param²trisation de la matrice de rotation par les trois angles d'Euler� = [ � �  ]>

s'appelle couramment la matrice d'Euler et est donn²e par (Annexe A.1) :

R b=i =

2

6
6
6
4

c� c c� s � s�

s� s� c � c� s s� s� s + c � c s� c�

c� s� c + s � s c� s� s � s� c c� c�

3

7
7
7
5

(3.1)

avec cx = cos(x) et sx = sin( x). On peut ainsi retrouver les angles d'Euler   partir de la

matrice de rotation par les formules suivantes :

� = arctan2(r23; r33); � = � arcsin(r13) et  = arctan2(r12; r11) (3.2)

oò r ij est l'²l²ment de la i e ligne et de laj e colonne de la matriceR b=i, et arctan2 d²signe la

fonction arc tangente qui tient compte du quadrant.

Un inconv²nient d'utiliser la param²trisation d'Euler est l'apparition de singularit² pour

� = � �= 2. Dans ce cas, on ne peut pas d²terminer les angles� et    partir de la matrice de

rotation. On rencontre ainsi le m¶me probl±me dans l'²quation cin²matique d'un corps rigide

(voir l'²quation 3.11). Cette singularit² peut ¶tre ²limin²e si l'orientation du corps est limit²e.

Par contre, la solution appropri²e pour ²viter ce probl±me est d'utiliser une repr²sentation

par quaternion.
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3.1.1.4 Quaternion

Selon le th²or±me d'Euler [217], le rep±re mobileFb peut ¶tre obtenu   partir du rep±re

r²f²rentiel F i par une seule rotation d'angle� a autour d'un vecteur unitaire a = [ ax ay az]> ,

exprim² dans F i . La matrice de rotation s'²crit alors :

R b=i = cos� aI 3 + (1 � cos� a)aa> � sin� a[a]� (3.3)

=

 

2 cos2
� a

2
� 1

!

I 3 +

 

2 sin2 � a

2

!

aa> � 2 sin
� a

2
cos

� a

2
[a]� (3.4)

oò [a]� repr²sente la matrice antisym²trique associ²e au vecteura 2 R3, d²finie par :

[a]� =

2

6
6
6
4

ax

ay

az

3

7
7
7
5

�

,

2

6
6
6
4

0 � az ay

az 0 � ax

� ay ax 0

3

7
7
7
5

(3.5)

On d²finit ensuite le quaternionq qui se compose de deux parties, un scalaireq0 et un vecteur

q13 = [ q1 q2 q3]> :

q =

2

4
q0

q13

3

5 =

2

4
cos(� a=2)

a sin(� a=2)

3

5 2 H (3.6)

oò

H = f q j q> q = 1; q = [ q0 q>
13 ]> ; q0 2 R; q13 2 R3g (3.7)

La matrice de rotation est alors param²tris²e de la fa�con suivante [218] :

R b=i = C(q) = (2 q2
0 � 1)I 3 + 2q13 q>

13 � 2q0[q13 ]� (3.8)

Un quaternion q satisfaisant la condition (3.7) est appel² unquaternion unitaire. Un tel qua-

ternion est donc une param²trisation alternative de la matrice de rotation. La multiplication

de deux quaternions quelconques,qa =
h
q0a q>

13a

i >
et qb =

h
q0b q>

13b

i >
, est d²finie par :

qa � qb ,

2

4
q0a � q>

13a

q13a I 3q0a + [ q13a ]�

3

5 qb =

2

4
q0b � q>

13b

q13b I 3q0b � [q13b]�

3

5 qa (3.9)

Cette op²ration est non commutative, c'est- -direqa � qb 6= qb � qa. On utilise couramment

le quaternion car il permet d'²viter les singularit²s g²om²triques. L'utilisation du quater-

nion pour effectuer des rotations en 3D pr²sente aussi des avantages au niveau du co�ut des

op²rations math²matiques [219, 220]. Cependant, l'inconv²nient de cette repr²sentation est

que le quaternionq et son oppos²� q repr²sentent la m¶me attitude physique, c'est- -dire
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C(q) = C(� q). Pour q, la rotation est effectu²e avec un angle� a autour de a, tandis que

pour � q, elle est effectu²e avec un angle� a � 2� , autour de a [215].

Pour r²sumer, l'utilisation des angles d'Euler est la plus simple et intuitive, mais son d²savan-

tage est la singularit² g²om²trique. Les deux repr²sentations d'attitude qui ne pr²sentent pas

de singularit² sont le quaternion et la matrice de rotation. N²anmoins, ces repr²sentations

sont redondantes. La matrice de rotation a six param±tres redondants (9 ²l²ments repr²sen-

tant 3 DoF) et le quaternion a une contrainte de norme unitaire (’q. 3.7). La conversion

entre ces m²thodes est donn²e   l'Annexe A.1.

3.1.2 Mod±le dynamique d'un multicopt±re

La mod²lisation de multicopt±res est effectu²e sous les hypoth±ses suivantes :

(H1 ) Le rep±re de r²f²renceF i est un rep±re galil²en ;

(H2 ) Le multicopt±re est un solide ind²formable ayant une masse constante ;

(H3 ) Le multicopt±re est sym²trique dans les plansxb� zb et yb� zb ;

(H4 ) La dynamique des actionneurs (rotors et h²lices) est suffisamment rapide pour pouvoir

¶tre n²glig²e.

Ces hypoth±ses sont utilis²es pour simplifier le mod±le dynamique d'un multicopt±re. En par-

ticulier, l'hypoth±se (H1 ) permet de n²gliger les forces fictives. L'hypoth±se (H3 ) implique

que la matrice des moments d'inertie est diagonale. L'hypoth±se (H4 ) permet d'utiliser direc-

tement les forces et les moments d²sir²s comme entr²es du syst±me. Les ²quations g²n²rales

du mouvement d'un h²licopt±re peuvent alors s'²noncer comme suit.

’quations cin²matiques L'²quation de navigation relie la vitesse du drone dans le rep±re

inertiel F i et sa vitesse dans le rep±re mobileFb. Elle s'²crit :

_p i
cm=i = v i

cm=i = R i =bvb
cm=i : (3.10)

L'²quation cin²matique d'Euler [218] permet quant   elle de relier la variation des angles

d'Euler avec la vitesse angulaire! b
b=i = [ p q r]> entre les rep±resFb et F i de la fa�con suivante :

_� = H (� )! b
b=i (3.11)
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oò H (� ) est la matrice de transformation de vitesses angulaires, donn²e par :

H (� ) =

2

6
6
6
4

1 s� t � c� t �

0 c� � s�

0 s� =c� c� =c�

3

7
7
7
5

avect x := tan x: (3.12)

Si l'on s'int²resse   utiliser le quaternion au lieu des angles d'Euler, l'²quation cin²matique

du quaternion est :

_qb=i =
1
2

qb=i �

2

4
0

! b
b=i

3

5 =
1
2

2

4
� q>

13

I 3q0 + [ q13]�

3

5 ! b
b=i =

1
2

2

4
0 � ! b

b=i
>

! b
b=i � [! b

b=i]�

3

5 qb=i (3.13)

Enfin, l'²quation cin²matique de Poisson [218] est donn²e par :

_R b=i = �
h
! b

b=i

i

�
R b=i = R b=i

h
! i

i=b

i

�
(3.14)

oò ! i
i=b est la vitesse de rotation instantan²e du rep±reF i par rapport au rep±reFb, exprim²e

dansF i , ! i
i=b = � ! i

b=i.

’quations dynamiques Il y a diff²rentes approches pour d²crire les ²quations dynamiques

d'un objet volant, comme l'approche de Newton-Euler ou celle d'Euler-Lagrange. Dans cette

th±se, l'approche de Newton-Euler est utilis²e pour exploiter les concepts de force et de couple

[218]. Le multicopt±re est soumis   une forceFb et un moment M b, exprim²s dans le rep±re

mobile Fb. Les ²quations dynamiques en translation et en rotation sont alors donn²es par :

m•p i
cm=i = mgi + R i=bFb (3.15)

I b _! b
b=i = � ! b

b=i � I b! b
b=i + M b (3.16)

oò m est la masse du corps rigide,gi = [0 0 � g]> le vecteur d'acc²l²ration gravitationnelle,

I b 2 R3� 3 la matrice d'inertie du corps relativement au rep±re mobileFb et � le produit

vectoriel classique.I b est sym²trique et d²finie positive. Sous l'hypoth±se (H4 ), la matrice

d'inertie est de plus diagonale, c'est- -direI b = diag ( I xx ; I yy ; I zz).

Il est important de noter que les forces et les moments a²rodynamiques dus   la tra��n²e en

translation et en rotation de la structure, les moments gyroscopiques ainsi que les effets de

sol ne seront pas consid²r²s. Cela est d�u au fait que l'on ne cherche pas un mod±le parfait,

mais plutæt un mod±le simplifi² pour les besoins de synth±se. Cette dynamique n²glig²e peut

¶tre consid²r²e comme une perturbation qui sera compens²e par nos contræleurs robustes et
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adaptatifs. Ainsi, les vecteurs de forceFb et de momentM b incluent seulement les forces

et les moments dus   la pouss²e et les moments induits sur la structure. Le lecteur peut se

r²f²rer   [213] pour une mod²lisation plus compl±te d'un multicopt±re.

Force et moment Soit la configuration g²n²rale d'un multicopt±re ayant m actionneurs

(rotors et h²lices) telle que montr²e sur la figure 3.2.

Figure 3.2 G²om²trie d'un multicopt±re : (r i ; ' i ) repr²sente la position dui e rotor dans le
plan horizontal du rep±reFb ; les lettres P et N d²finissent respectivement les couples de
r²action positif et n²gatif autour de l'axe zb qui pointe vers le haut.

Chaque actionneuri fournit une pouss²eTi en direction dezb, mod²lis²e par :

Ti = kT ! 2
i (3.17)

aveckT le coefficient de pouss²e et! i la vitesse de rotation du rotori . Le couple de r²action

produit par chaque actionneur est d²termin² par :

� i = kD ! 2
i (3.18)

oò kD est le coefficient de tra�in²e de l'h²lice. Sous les hypoth±ses et les simplifications pr²c²-

dentes, les vecteurs de force et de moment dans le rep±reFb sont d²finis comme :

Fb =

2

6
6
6
4

0

0

T

3

7
7
7
5

; M b =

2

6
6
6
4

L

M

N

3

7
7
7
5

(3.19)

oò T =
P m

i =1 Ti repr²sente la pouss²e totale desm rotors, L et M sont les moments selon les
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axesxb et yb dus aux forces de pouss²e etN est le moment induit par les moteurs selon l'axe

zb.

Sous l'hypoth±se (H4 ), la relation entre les entr²es virtuelles de commandeFb et M b, et les

entr²es internes du syst±me (les forces propulsives des rotors) est donn²e par :

v = B CA u (3.20)

oò v , [T L M N ]> est le vecteur des entr²es virtuelles etu , [T1 : : : Tm ]> est le vecteur

des forces de propulsion des rotors. La matriceB CA 2 R4� m , nomm²e la matrice d'allocation

de contræle, est d²termin²e par :

B CA =

2

6
6
6
6
6
6
4

1 : : : 1

r1 sin(' 1) : : : rm sin(' m )

� r1 cos(' 1) : : : � rm cos(' m )

csign(! 1) : : : csign(! m )

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.21)

oò c = kD =kT est le facteur de changement d'²chelleforce- -moment. La vitesse de rotation

des moteurs! i est consid²r²e positive dans le sens horaire selon l'axezb.

Quadricopt±re Pour la configuration NPNP d'un quadricopt±re telle qu'illustr²e   la fi-

gure 3.1, la matrice d'allocation de contræleB CA 2 R4� 4 est la suivante :

B CA =

2

6
6
6
6
6
6
4

1 1 1 1

0 d 0 � d

� d 0 d 0

� c c � c c

3

7
7
7
7
7
7
5

(3.22)

avecd la distance au centre de gravit² (la longueur du bras).

Hexacopt±re Pour la configuration NPNPNP d'un hexacopt±re telle qu' illustr²e   la

figure 3.1, la matrice d'allocation de contræleB CA 2 R4� 6 est la suivante :

B CA =

2

6
6
6
6
6
6
4

1 1 1 1 1 1
d
2 d d

2 � d
2 � d � d

2

� d
p

3
2 0 d

p
3

2
d
p

3
2 0 � d

p
3

2

� c c � c c � c c

3

7
7
7
7
7
7
5

: (3.23)
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3.1.2.1 Mod±le non lin²aire complet

€ partir des ²quations cin²matiques et dynamiques pr²c²dentes, le mod±le non lin²aire com-

plet d'un multicopt±re est caract²ris² par :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

m•x = T (cos� sin� cos + sin � sin )

m•y = T (cos� sin� sin � sin� cos )

m•z = T cos� cos� � mg

_� = p + qsin� tan � + r cos� tan �

_� = qcos� � r sin�

_ = qsin�= cos� + r cos�= cos�

I xx _p = ( I yy � I zz)qr + L

I yy _q = ( I zz � I xx)rp + M

I zz _r = ( I xx � I yy )pq+ N

(3.24)

Les grandeurs physiques propres aux multicopt±res utilis²es sont donn²s   l'annexe A.2.

3.1.2.2 Mod±le lin²aris² d'un multicopt±re

Pour les besoins de synth±se, il est souvent n²cessaire d'effectuer une lin²arisation du mod±le

non lin²aire (3.24) autour d'un point d'²quilibre. Consid²rons un multicopt±re en vol station-

naire (T = mg, L = M = N = 0 et � = � = 0) oò chaque rotor d²livre une pouss²eTi = T=n

en direction dezb. Par simplicit², si l'on fait l'hypoth±se que son CM est   l'origine deF i et

que l'angle de lacet est nul, on obtient les ²quations lin²aris²es suivantes :

�• x = g� � � _� = � p Ixx � _p = � L

�• y = � g� � � _� = � q Iyy � _q = � M

m�• z = � T � _ = � r I zz� _r = � N

(3.25)

oò � d²signe la d²viation d'une variable par rapport   sa valeur d'²quilibre. D±s lors, le

mod±le d'²tat lin²aris² est donn² sous la forme :

8
<

:

� _x = A�x + B�v

�y = C�x
(3.26)
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oò les vecteurs d'²tat �x , d'entr²e �v et de sortie   asservir�y sont respectivement :

�x =
h
� z � _z j � y � _y � � � p j � x � _x � � � q j �  � r

i >

�v = [� T � L � M � N ]> (3.27)

�y = [� z � y � x �  ]>

Ce choix particulier du vecteur d'²tat �x permet de rendre la matriceA diagonale par blocs

oò chacune des quatre entr²es virtuelles du syst±me affecte son propre bloc via la matrice

B :

A =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 1
0 0 0

0 0

0

0 1 0 0

0 0
0 0 -g 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0

0 1 0 0

0
0 0 g 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0
0 1

0 0

3

7
7
7
7
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7
7
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7
7
7
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7
7
7
7
7
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7
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B =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 0 0 0

1=m 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1=Ixx 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1=Iyy 0

0 0 0 0

0 0 0 1=Izz

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

oò 0 repr²sente la matrice nulle de dimensions appropri²es. Cette repr²sentation d'²tat met

en ²vidence le d²couplage naturel du mod±le lin²aire. En fait, on peut le diviser facilement

en quatre sous-syst±mes distincts correspondant chacun   une dynamique du multicopt±re :

la dynamique d'altitude en z, la dynamique longitudinale enx et � , la dynamique lat²rale

en y et � , et la dynamique de lacet en . Cela permet de synth²tiser s²par²ment les lois de

commande pour chaque sous-syst±me en utilisant son mod±le r²duit.

De fa�con similaire, on peut obtenir les mod±les non lin²aire et lin²aris² du multicopt±re en

utilisant le quaternion. Le lecteur peut se r²f²rer   l'article [206] pour plus de d²tails.

3.2 Conception et impl²mentation d'un contræleur nominal

Nous allons   pr²sent synth²tiser un contræleur nominal bas² sur le mod±le lin²aris² (3.26),

puis l'impl²menter sur le syst±me non lin²aire en consid²rant le changement du point d'²qui-

libre. Du fait de sa simplicit² dans le design et sa performance naturelle en robustesse [57],
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la synth±se LQR est choisie pour concevoir le contræleur nominal en une seule ²tape.

3.2.1 Synth±se du contræleur nominal par LQR

Avant de synth²tiser la loi de commande nominale, le syst±me lin²aris² (3.26) est augment²

avec un nouvel ²tat �e I qui repr²sentent l'int²grale des erreurs de suivi, d²fini comme :

� _eI = �r � �y
| {z }

�e I

= �r � C�x (3.28)

oò �e est le vecteur des erreurs de suivi et�r = [� zr � yr � xr �  r ]> est le vecteur des

entr²es de r²f²rence. Le mod±le d'²tat augment² est alors le suivant :

2

4
� _x

� _eI

3

5 =

2

4
A 0 12� 4

� C 04

3

5

2

4
�x

�e I

3

5 +

2

4
B

04

3

5 �v +

2

4
012� 4

I 4

3

5 �r

� _y =
h
C 04

i
2

4
�x

�e I

3

5 :

(3.29)

La loi de commande classique par retour d'²tat avec action int²grale qui ram±nera� _z   z²ro

se met sous la forme :

�v = � K x �x + K eI �e I : (3.30)

Dans le cadre de la commande LQR   horizon infini, il s'agit de chercher les matrices de

gainsK x et K eI qui minimisent le crit±re de performance quadratique [221] :

J =
1
2

Z 1

0

h
�x > �e >

I

i
Q

2

4
�x

�e I

3

5 + �v > R�v dt (3.31)

oò les matrices de pond²rationQ et R sont respectivement semi-d²finie positive et d²finie

positive, et souvent choisies diagonales. On cherche ainsi   minimiser l'²nergie des ²tats�x

sans trop solliciter la commande�u . L'amplitude relative de Q et de R permet de r²gler le

compromis entre les ²tats et la commande. En fait, une forte pond²ration surQ va acc²l²rer la

dynamique et n²cessiter de grandes commandes. Par contre, une forte pond²ration surR va

ralentir la dynamique et donc peu solliciter les actionneurs. Gr¥ce aux connaissances acquises

sur nos multicopt±res durant les tests exp²rimentaux, on choisit les matrices suivantes :

Q = diag(50; 1; 50; 1; 500; 1; 50; 1; 500; 1; 75; 1; 150; 150; 150; 150)

R = diag(1; 1500; 1500; 1500)
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La pond²ration sur la commande en moment est la plus grande pour que le drone ne soit pas

trop agressif. Ainsi, la forte pond²ration portant sur les angles d'Euler permet d'obtenir une

dynamique rapide en attitude. Cela garantit un bon fonctionnement du syst±me de commande

hi²rarchique pour les multicopt±res [53].

Le probl±me de la commande LQ a ²t² initi² et r²solu en 1960 par [222]. Dans cette th±se,

la fonction lqr de Matlab est utilis²e pour effectuer ce design pr²liminaire. Par une seule

²tape, la synth±se rend la structure de gains suivante :

K x =

2

6
6
6
6
6
6
4

K z K _z 0 0 0

0 K y K _y K � K p 0 0

0 0 K x K _x K � K q 0

0 0 0 K  K r

3

7
7
7
7
7
7
5

K eI = diag(K i;z ; K i;y ; K i;x ; K i; ) :

(3.32)

Les valeurs num²riques des gains sont rassembl²es dans l'annexe A.3.

3.2.2 Impl²mentation du contræleur nominal

Le d²couplage naturel de la dynamique du drone (3.26) et la structure particuli±re des gains

(3.32) permettent d'impl²menter le contræleur nominal en deux boucles tel que montr²   la

figure 3.3. La boucle externe commande la position du multicopt±re dans le plan horizontal

x i � y i et la boucle interne commande les ²tats plus rapides associ²s   l'altitude et l'attitude

dans le but de maintenir la stabilit² du multicopt±re au point d'op²ration d²sir². Pour une

telle structure de commande hi²rarchique, la boucle interne devrait fonctionner   un taux de

rafra��chissement plus ²lev² que la boucle externe [53]. De plus, puisque la lin²arisation s'ef-

fectue autour du point d'²quilibre en vol stationnaire, il est n²cessaire d'ajouter la commande

  l'²quilibre quant   la r²partition des forces et des moments sur les rotors.

Tout d'abord, les lois de commande de l'altitude et du lacet sont ²tablies sous la forme :

T = mg + K i;z

Z
(zr � z) dt � K zz � K _z _z (3.33)

N = K i; 

Z
( r �  ) dt � K   � K r r (3.34)

Ensuite, la position du multicopt±re dans le plan horizontalx i � y i du rep±re inertiel est

contræl²e par les commandes combin²es des angles de roulis et de tangage. En notantui
x et

ui
y les sorties des contræleurs de position enx et en y respectivement, les lois de commande
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Figure 3.3 Architecture du contræleur nominal

de la boucle externe s'²crivent :

ui
x = K i;x

Z
(xr � x) dt � K xx � K _x _x

ui
y = K i;y

Z
(yr � y) dt � K yy � K _y _y

(3.35)

Dans les phases de lin²arisation et de synth±se, on a suppos² que l'angle de lacet ²tait nul.

Or, en r²alit², cet angle d²pend de la direction prise par le drone selon les besoins pratiques.

D±s lors, les signaux de commande (3.35) sont transform²s au rep±re mobile en appliquant

une rotation d'angle  autour de l'axe zi :

2

4
ub

x

ub
y

3

5 =

2

4
cos sin 

� sin cos 

3

5

2

4
ui

x

ui
y

3

5 (3.36)

Enfin, les lois de commande de la boucle interne sont donn²es par :

L = ub
y � K � � � K pp

M = ub
x � K � � � K qq

(3.37)

Une fois le vecteur des entr²es virtuellesv = [ T L M N ]> d²termin², il suffit de r²partir les

commandes sur les rotors en utilisant :

u = [ T1 : : : Tm ]> = B y
CA v (3.38)

oò (�)y d²note la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose.
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3.3 Montage exp²rimental

3.3.1 De la synth±se   la validation

Dans le cadre de cette th±se, la synth±se des lois de commande est d'abord effectu²e et

simul²e sousMatlab / Simulink . Ensuite, nous utilisonsRotorS 1 pour simuler un banc

d'essai sous Gazebo avec le code source en C++g²n²r²   partir de Simulink en utilisant l'outil

Simulink Coder . RotorS , d²velopp² par [223], est un environnement de simulation assez

complet pour les multicopt±res sous la plateforme ROS (Robot Operating System). En effet, il

tient compte de plusieurs aspects comme les effets a²rodynamiques, la dynamique de rotors

et toutes les composantes du drone (capteurs, h²lices...). Cette phase de simulation permet de

r²duire des risques majeurs durant le vol, surtout la chute du multicopt±re. Si le r²sultat est

acceptable, la derni±re ²tape consiste   valider les contræleurs par des tests exp²rimentaux.

Ceux-ci sont effectu²s dans la voli±re du laboratoire de robotique mobile et des syst±mes

autonomes (MRASL) avec le multicopt±reAscTec Firefly. Une vue globale de notre montage

exp²rimental est donn²e   la figure 3.4.

3.3.2 AscTec Firefly

Le AscTec Firefly (Fig. 3.5), fabriqu² par Ascending Technologies,2 est un hexacopt±re d²di²

  la recherche scientifique. Il est ²quip² d'un ordinateur de bord (leAscTec Mastermind, en

anglaisOn-Board Computer- OBC) et d'une unit² de commande de vol (leAscTec Autopilot,

en anglaisFlight Control Unit - FLU).

Le AscTec Mastermindest ²quip² d'un double c� ur Atom de 1.66 GHz avec 4 Go de m²moire

vive, et utilise le syst±me d'exploitation Ubuntu 14.04 avec la version ROS Jade. Tous les

calculs li²s aux lois de commande sont effectu²s en ligne sur cet ordinateur de bord. Pour

obtenir de bonnes performances dans un syst±me de contræle hi²rarchique, la vitesse de

fonctionnement est fix²e   1 KHz pour la boucle interne et   200 Hz pour la boucle externe.

Le FCU AscTec Autopilot est ²quip² d'une unit² de mesure inertielle (Inertial Measurement

Unit - IMU) et de deux processeurs ARM7, un processeur de bas niveau (Low Level Processor

- LLP) et un autre de haut niveau (High Level Processor - HLP). Ce FCU peut communiquer

avec les diff²rentes composantes du drone   haute vitesse en utilisant les protocoles standards

SPI, I2C, UART, etc. En particulier, la communication entre le FCU et l'OBC est ²tablie

gr¥ce   l'interface ROS3 de HLP, qui communique ensuite avec le LLP via le protocole SPI.

1. https://github.com/ethz-asl/rotors_simulator
2. http://www.asctec.de/en/asctec-research-uav
3. http://wiki.ros.org/asctec_mav_framework

https://github.com/ethz-asl/rotors_simulator
http://www.asctec.de/en/asctec-research-uav
http://wiki.ros.org/asctec_mav_framework
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Figure 3.4 Architecture du montage exp²rimental pour l'AscTec Firefly
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La fusion de donn²es de diff²rents capteurs et le contræle des rotors s'effectuent dans le LLP.

De plus, plusieurs m²thodes de commande sont disponibles dans le LLP ; celle choisie est la

commande de la vitesse de rotation des rotors correspondant au niveau de commande le plus

bas. Plus pr²cis²ment, la vitesse de rotation en rad/s g²n²r²e par l'OBC sera repr²sent²e par

un entier de 1   200 dans le HLP, puis envoy²e aux contræleurs de moteur dans le LLP.

Poss²dant un puissant OBC et un syst±me de navigation inertielle (Inertial Navigation Sys-

tem - INS) de haute pr²cision gr¥ce aux capteurs avanc²s, ce multicopt±re permet d'int²grer

facilement les algorithmes de contræle pour tester des syst±mes de commande avec une fr²-

quence pouvant aller jusqu'  1.5 KHz.

Figure 3.5 AscTec Firefly (Source : http://www.asctec.de/)

3.3.3 Autres configurations

Les essais sont effectu²s dans un espace de vol qui est ²quip² d'un syst±me de positionne-

ment VICON (Fig. 3.6). Avec 12 cam²ras infrarouges, ce syst±me mesure les positions des

marqueurs attach²s sur un drone en recevant la lumi±re r²fl²chie par eux. Cela permet de

localiser pr²cis²ment la position ainsi que l'orientation de l'engin volant. Le syst±me VICON

est en fait capable d'estimer la position avec une pr²cision sous-millim²trique et les angles de

sous-unit²s du degr²,   une fr²quence jusqu'  250 Hz [224]. En utilisant ce syst±me, la loca-

lisation est rarement perdue, m¶me dans des situations extr¶mes telles que des man� uvres

tr±s rapides [225]. Pour obtenir ces donn²es, l'ordinateur de bord se connecte au serveur du

VICON via un r²seau p²riph²rique de r²alit² virtuelle ( Virtual Reality Peripheral Network -

VRPN).4 Dans le but d'obtenir des donn²es plus pr²cises et moins bruit²es, les informations

4. https://github.com/ethz-asl/ros_vrpn_client

http://www.asctec.de/
https://github.com/ethz-asl/ros_vrpn_client
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du VICON et de l'IMU sont combin²es dans un module de fusion multi-capteurs (MultiSen-

sor Fusion Framework- MSF).5 Ce module fonctionne   un taux de rafra��chissement de 200

Hz qui est conforme   la vitesse de fonctionnement des autres processus de l'OBC.

Les autres t¥ches, telles que la surveillance   distance, l'initialisation des param±tres ou

les commandes de haut niveau (r²f²rences, d²collage, atterrissage, d²gradation de moteurs

artificielle, etc.) sont trait²es sur un autre ordinateur. Cette station de base communique

avec l'OBC du multicopt±re via une connexion Wifi.

Figure 3.6 Syst±me VICON install² dans la voli±re du MRASL

5. https://github.com/ethz-asl/ethzasl_msf/wiki

https://github.com/ethz-asl/ethzasl_msf/wiki
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CHAPITRE 4 COMMANDE TOL’RANTE AUX FAUTES PAR DES

M’THODES D'AUTO-S’QUENCEMENT DE GAINS

Nous abordons   pr²sent la conception de lois de commande tol²rantes aux fautes par auto-

s²quencement de gains dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e. € cette fin, trois approches

de synth±se de contræleurs s²quenc²s sont propos²es.

La premi±re consiste   utiliser la perte d'efficacit² des actionneurs (LAE) en tant que variable

de s²quencement. La configuration d'un hexacopt±re est en particulier ²tudi²e pour simplifier

la structure de s²quencement des gains et r²duire le nombre de mod±les   consid²rer dans

le cadre de la synth±se multimod±le. Les crit±res de stabilit² et de performance sont ensuite

d²finis sous la forme de contraintesH 1 . La synth±se du contræleur robuste et auto-s²quenc²

est prise en charge par la fonctionsystune int²gr²e dans la Robust Control Toolboxde

Matlab . Dans le but de faciliter le processus de synth±se, la seconde approche consiste en

l'utilisation de la perte d'efficacit² de commande virtuelle (LVE). Cette m²thode ne d²pend

pas de la configuration du multicopt±re et permet de r²duire significativement le nombre

de param±tres ajustables lors de la synth±se. Enfin, une combinaison de la synth±se robuste

et auto-s²quenc²e avec la r²-allocation de contræle (CA) est ²galement envisag²e pour notre

troisi±me approche afin de tol²rer les fautes des actionneurs du multicopt±re sans modifier

les lois de commande.

Du fait que les contræleurs s²quenc²s n²cessitent la connaissance de l'amplitude des fautes

(LAE ou LVE) pour actualiser les gains en temps r²el, il s'agit d'abord de d²velopper un

module de d²tection et de diagnostic de fautes (FDD). Toutefois, il convient de noter que

cet aspect n'est pas l'objectif principal de cette th±se. Les approches existantes sont donc

emprunt²es pour construire un module FDD simple permettant d'estimer rapidement et

pr²cis²ment les fautes.

Apr±s de brefs rappels sur les principes d'un module FDD, nous pr²senterons nos synth±ses de

FTC pour multicopt±res. Nous terminerons par les r²sultats de simulations et exp²rimentaux

qui ont ²t² pr²sent²s dans trois articles de conf²rence [205�207], et un article de journal [209].

4.1 Estimation de fautes

La d²gradation d'un rotor peut ¶tre calcul²e en comparant la vitesse angulaire d²sir²e issue

du contræleur et sa vitesse r²elle comme dans [226]. Les vitesses de rotation des rotors sont

par exemple fournies par les encodeurs disponibles sur notre plateforme exp²rimentale. Or,
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cette m²thode ne couvre pas d'autres types de fautes telles que le bris d'h²lices ou la rupture

de liaisons m²caniques. Dans ce cas, on utilise deux techniques pour un module FDD : le filtre

de Kalman   deux ²tats et l'estimation de fautes bas²e sur la dynamique du multicopt±re.

4.1.1 Repr²sentation de fautes d'actionneurs

Soit le mod±le d'²tat lin²aire d²crivant le comportement d'un syst±me dynamique autour

d'un point d'²quilibre et sous les conditions de fonctionnement nominales :

8
>>>><

>>>>:

_x(t) = Ax (t) + Bu (t) + w(t)

y(t) = Cx (t) + Du (t)

z(t) = My (t) + v(t)

(4.1)

avec u(t) 2 Rm le vecteur d'entr²e de commande,x(t) 2 Rn le vecteur d'²tat, y(t) 2 Rp

le vecteur des sorties r²gul²es etz(t) 2 Rq le vecteur des sorties mesur²es. La perturbation

w(t) 2 Rn et l'erreur de mesurev(t) 2 Rq sont des bruits gaussiens et ind²pendants.

Les fautes d'actionneurs sont souvent repr²sent²es par la perte d'efficacit² de contræle (LAE)

et mod²lis²es de la fa�con suivante [227] :

ua(t) = [ I m � � (t)]u(t) (4.2)

oò ua(t) est la sortie des actionneurs et la matrice� (t) = diag(  1; : : : ;  m ), 0 �  i � 1,

indique leur mode de fonctionnement. De cette fa�con, i = 0 signifie que lei e actionneur

fonctionne normalement, tandis que i = 1 repr²sente une panne totale. En d'autres termes,

ua(t) = u(t) � U (t) (t) (4.3)

avec U (t) = diag ( u1(t); u2(t); : : : ; um (t)) et  (t) = [  1(t);  2(t); : : : ;  m (t)]> . On obtient

alors le mod±le d'²tat augment² des fautes d'actionneurs sous la forme :

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

_x(t) = Ax (t) + Bu (t) � BU (t) (t) + w(t)

_ (t) = 0

y(t) = Cx (t) + Du (t) � DU (t) (t)

z(t) = My (t) + v(t)

(4.4)

En pratique, plusieurs ²tudes report²es dans la litt²rature sur l'estimation de fautes (e.g.,

[35�41]) utilisent le mod±le discret ²quivalent du syst±me lin²aire (4.4).
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4.1.2 Filtre de Kalman   deux ²tages

Soit la repr²sentation d'²tat   temps discret :

8
>>>><

>>>>:

xk+1 = A kxk + B kuk � B kU k  k + wx
k

 k+1 =  k + w 
k

yk = Ckxk + vk

(4.5)

avec les m¶mes notations pr²c²demment d²finies.

De mani±re   estimer  k , il est possible d'utiliser un filtre de Kalman classique pour le

syst±me augment² avec le vecteur d'²tatxak = [ xk  k ]> . N²anmoins, la dimensionn + m du

filtre pourrait ¶tre un inconv²nient qui limite sa mise en place, surtout pour les multicopt±res

poss²dant plusieurs actionneurs. Le filtre   deux ²tages (Two-stage Kalman Filter - TSKF)

est donc propos² dans le but de r²duire l'ordre du filtre de Kalman original [35]. Son principe

de fonctionnement est illustr²   la figure 4.1.

(a) Filtre de Kalman classique (b) TSKF (adapt² de [39])

Figure 4.1 Comparaison du filtre de Kalman et de TSKF

Selon le diagramme 4.1b, le TSKF peut ¶tre divis² en deux sous-syst±mes. Le premier est

un filtre de Kalman classique d'ordren qui ne tient pas compte des fautes d'actionneurs. Le

deuxi±me est un estimateur optimal de fautes d'ordrem. D±s lors, les ²tats et les fautes sont

simultan²ment estim²s en combinant les deux filtres d'ordre r²duit. Similairement au filtre

de Kalman (Fig. 4.1a), le TSKF a aussi deux phases distinctes : une phase de pr²diction et

une phase de mise- -jour. Dans la premi±re phase identifi²e par l'indicek + 1jk, l'²tat estim²

de l'instant pr²c²dent est utilis² pour produire une estimation de l'²tat courant. Ensuite,

l'²tape de mise- -jour identifi²e par l'indice k + 1jk + 1 utilise les mesures pour corriger l'²tat

pr²dit. Dans cette phase, les ²quations de d²couplage sont ajout²es pour tenir compte de

la pr²sence des fautes. L'algorithme d²taill² de ce filtre, disponible dans [35,39], est r²sum²

dans l'annexe B.1.

Dans les travaux report²s dans la litt²rature, le filtre de Kalman   deux ²tages a ²t² utilis²
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pour estimer les fautes des actionneurs et des capteurs d'un quadricopt±re, tant en simulation

que lors de vols exp²rimentaux (e.g., [38�43, 83]). N²anmoins, cette approche ne s'applique

pas aux syst±mes sur-actionn²s qui ont plus d'actionneurs que de degr²s de contræle, e.g., un

hexacopt±re. Cela est ²videmment li² au fait que le probl±me d'allocation de contræle (3.38)

n'a pas de solution unique. Par cons²quent, le filtre de Kalman ne peut pas distinguer les

actionneurs d²fectueux.

4.1.3 Estimation de fautes bas²e sur la dynamique de l'hexacopt±re

Dans le cas particulier d'un hexacopt±re, l'²tude [204] exploite sa structure sym²trique pour

estimer la perte d'efficacit² de chaque moteur en utilisant uniquement les informations de

l'unit² de mesure inertielle (IMU). € partir de (3.20) et (3.23), on obtient :

M b =
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(4.6)

Notons que notre multicopt±re n'est pas ²quip² d'un capteur d'acc²l²ration angulaire. Le

moment M b est donc calcul²   partir de (3.16) en utilisant seulement la vitesse de rotation

! b
b=i mesur²e par l'IMU et l'estimation de l'acc²l²ration angulaire _! b

b=i (pr²sent²e ci-dessous).

Le r²sidu est alors d²fini comme ²tant :

R =

2

6
6
6
4

R1

R2

R3

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

T1;c � T4;c

T2;c � T5;c

T3;c � T6;c

3

7
7
7
5

� P � 1

2

6
6
6
4

L

M

N

3

7
7
7
5

(4.7)

oò Ti;c (i = 1; : : : ; 6) repr²sente la force de pouss²e demand²e aui e rotor. En supposant que

la faute ne se produise que sur les trois premiers actionneurs, la LAE est d²termin²e par :

 i =
Ri

Ti;c
; i = 1; 2; 3 (4.8)

Selon les r²sultats de simulation report²s dans [204], la r²ponse de cet estimateur est assez

rapide et fiable. Or,   travers nos propres tests exp²rimentaux, nous trouvons qu'il d²pend

fortement de bruits de mesures et de la pr²cision de l'estimation de l'acc²l²ration_! b
b=i. Dans

cette th±se, nous l'utiliserons seulement pour v²rifier la robustesse du syst±me FTC lors d'une

mauvaise estimation de fautes.



52

Estimation de l'acc²l²ration angulaire Au lieu de d²river directement la vitesse angu-

laire fournie par l'IMU, en g²n²ral tr±s bruit²e, on utilise un filtre de Kalman classique pour

estimer l'acc²l²ration _! b
b=i. Pour cela, on prend le mod±le cin²matique du second ordre tir²

de [228] oò le vecteur d' -coup, plus commun²ment appel²jerk, •! (t) = w(t) est un bruit

blanc gaussien. Le mod±le d'²tat   temps discret est donn² par :

2

4
! k+1

_! k+1

3

5 =

2

4
I 3 TsI 3

0 I 3
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! k

_! k
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(T2

s =2)I 3

I 3

3

5 wk (4.9)

oò Ts est la p²riode d'²chantillonnage. Les ²cart-types de bruits de processuswk et de mesures

sont choisisa priori durant un processus de r²glage empirique (respectivement5� =s3 et 1� =s

lors de nos exp²riences).

4.2 Auto-s²quencement de gains par LAE

Nous abordons dans cette section la conception du premier correcteur tol²rant aux fautes

par la m²thode d'auto-s²quencement de gains. L'architecture du syst±me lin²aris² en boucle

ferm²e employ²e   des fins de design est illustr²e   la figure 4.2. Contrairement   la syn-

th±se LQR effectu²e une seule fois sur la base du mod±le lin²aris² complet (cf. Sous-Section

3.2.1), la synth±se de FTC est constitu²e de quatre contræleurs par retour d'²tat avec com-

posante int²grale. Cela permet de faciliter le processus de design comme on le verra par la

suite. D'autre part, la r²-allocation de contræle n'est plus n²cessaire, car la commande est

directement les forces que doivent g²n²rer les rotors.

Figure 4.2 Architecture de FTC bas²e sur LAE utilis²e   des fins de synth±se

En raison de la similarit² dans le processus de synth±se, on pr²sente seulement la conception

du contræleur longitudinal concernant la dynamique enx et � pour un hexacopt±re. Les autres
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sont fournies en annexe B.3. Dans le cas d'un quadricopt±re, le lecteur est invit²   se r²f²rer

  [205,206] pour plus de d²tails.

4.2.1 Synth±se multimod±le et auto-s²quencement de gains

Sur la base des ²quations (3.23) et (3.25), on obtient le mod±le d'²tat r²duit de la dynamique

longitudinale d'un hexacopt±re incluant le facteur LAE utilis²   des fins de synth±se :
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�u x (4.10)

oò le vecteur d'²tat r²duit est �x x = [� x � _x � � � q]> , le vecteur d'entr²e de commande

�u x = [ � � T1 � T3 � T4 � � T6]> et les fautes d'actionneurs mod²lis²es par le vecteur ligne :

� x =
h
1 �  1 1 �  3 1 �  4 1 �  6

i
: (4.11)

Rappelons que i repr²sente la perte d'efficacit² d'actionneur variant entre0 (i e rotor com-

pl±tement sain) et1 (panne totale). Le nombre de mod±les d²crivant le comportement du

syst±me est donc donn² parN = nk oò n est le nombre de niveaux d²fectueux etk est

le nombre d'actionneurs d²fectueux. Cependant, en consultant la structure sym²trique du

multicopt±re, on peut n²gliger de nombreux mod±les d²fectueux pour simplifier le processus

de design. Par exemple, 1 = 0:5 et  6 = 0:5 pr²sentent le m¶me effet sur la dynamique lon-

gitudinale en x et � d'un hexacopt±re. Ainsi, le nombre de mod±les consid²r²s est le nombre

de k-combinaisons avec r²p²tition d'un ensemble fini de cardinaln :

N =
(n + k � 1)!
k!(n � 1)!

: (4.12)

Dans le cadre de la synth±se multimod±le, le domaine incertain est discr²tis² comme suit :

 i 2 f 0; 0:1; : : : ; 0:8g, 8i 2 f 1; 3; 4; 6g. De cette fa�con, on consid±reN = 495 mod±les li²s

aux 9 valeurs discr²tis²es de chaque i au lieu de 94 = 6561 mod±les. Notons que l'on ne

tient pas compte des grandes valeurs de i (e.g.,  i = 0:9 ou  i = 1) qui peuvent provoquer

une violation des contraintes de design, des gains trop ²lev²s du contræleur obtenu, ou pire

encore, une divergence du processus de synth±se. Bien ²videmment, la robustesse du syst±me

sur l'ensemble du domaine incertain incluant la panne de moteurs sera v²rifi²e   la fin de la

phase de synth±se.



54

En se basant sur la connaissance pr²alable du syst±me obtenue au cours de la synth±se du

contræleur de base LQR, on choisita priori la loi de commande par retour d'²tat avec action

int²grale sous la forme :

�u x = � K�x x + K i

Z
(� xr � � x) dt: (4.13)

De mani±re   maintenir la stabilit² et les performances acceptables du syst±me en boucle

ferm²e sur l'ensemble de points d'op²ration, les gains du contræleur sont exprim²sa priori

sous forme de polynæmes de la variable de s²quencement i .1 Plus sp²cifiquement, on propose

le s²quencement de gains suivant :

K = K 0 + K 1 1 + K 2 3 + K 3 4 + K 4 6

K i = K i 0 + K i 1  1 + K i 2  3 + K i 3  4 + K i 4  6

(4.14)

Les coefficients des matricesK j 2 R4� 4 et K i j 2 R4, j = 0; : : : ; 4, sont les param±tres ajus-

tables du contræleur s²quenc². De la sorte, il y a 100 param±tres que les m²thodes num²riques

telles quesystune doivent ajuster pour rencontrer le cahier des charges sur l'ensemble des

mod±les. Les autres structures de s²quencement de gains telles que les fonctions bilin²aire

ou quadratique sont admissibles. Cependant, elles sont plus co�uteuses en temps de calcul

lors de la synth±se et leur impl²mentation n²cessite aussi un effort de calcul suppl²mentaire.

De plus, la structure sym²trique d'un hexacopt±re nous permet d'imposer la structure de

s²quencement de gains suivante :
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(4.15)

et

K i =
h
i 0x i 0x i 0x i 0x

i >
+

h
i 1x i 2x i 2x i 2x

i >
 1 +

h
i 2x i 1x i 2x i 2x

i >
 3

+
h
i 2x i 2x i 1x i 2x

i >
 4 +

h
i 2x i 2x i 2x i 1x

i >
 6

(4.16)

1. Th²oriquement, tout autre type de fonction est admissible.
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De cette fa�con, si la faute appara��t sur le premier rotor, sa commande individuelle est ac-

tualis²e par [a1x b1x c1x d1x ] et i 1x . La commande des autres actionneurs est par ailleurs

ajust²e via les param±tres[a2x b2x c2x d2x ] et i 2x . Il en r²sulte que le nombre de param±tres

ajustables est r²duit de 100   15.

Parmi les m²thodes num²riques, on utilise la fonctionMatlab systune [13] pour optimiser le

s²quencement de gains en fonction des contraintes dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e.

Les d²tails concernant cette phase de synth±se sont pr²sent²s dans les sous-sections suivantes.

4.2.2 Synth±se H 1 structur²e

La capacit² multimod±le de la synth±seH 1 structur²e permet de proc²der   l'auto-s²quen-

cement de gains. En se basant sur les r²cents travaux tirant profit de cette m²thode en

a²ronautique [9, 12�16], on propose de l'appliquer pour r²soudre le probl±me FTC. On pr²-

sente ici le processus utilis² pour synth²tiser et ajuster les lois de commande. Pour plus de

d²tails sur le concept th²orique et sur la mise en� uvre de la synth±se robuste   architecture

fixe, le lecteur peut se r²f²rer   l'annexe B.2.

Dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e, les contraintes impos²es par le cahier des charges

sont reformul²es dans le formalismeH 1 comme :



 WT





1
< 1 (4.17)

oò T est la fonction de transfert consid²r²e etW est la fonction de pond²ration sp²cifiant la

contrainte. En pratique, Matlab permet de d²finir les pond²rations de mani±re visuelle via

le mod±le appel² FRD (Frequency Response Data)   l'aide de la fonction frd . Par exemple, les

perturbations en entr²e du syst±me ²tant un ph²nom±ne li² aux basses fr²quences, on devrait

pond²rer la fonction de transfert correspondanteT1 par un filtre W1 de type passe-bas. De

la sorte, le mod±le FRD cr²² parfrd ([0:1 0:1 10]; [0 0:1 1]) peut ¶tre employ² pour d²finir

la contrainte de rejet de perturbations. Cela signifie que le gain statique de la fonction de

transfert entre l'entr²e perturb²e et la sortie r²gul²e est inf²rieur   0:1 (c'est- -dire � 20 dB)

dans la basse fr²quence[0; 0:1] rad=s. La fonction de pond²ration correspondante est donc

r²cup²r²e par la fonction Matlab getWeight :

W1 =
0:1

(s + 0:1)2
: (4.18)

On cherche ²galement   minimiser l'impact du bruit de mesure sur les sorties, principale-

ment aux hautes fr²quences. De fa�con similaire, on peut utiliser le mod±le FRD d²fini par
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frd ([1 1 0:001 0:0001]; [0 10 100 1000])pour sp²cifier ce crit±re de performance. La pond²ra-

tion est donc un filtre passe-haut :

W2 =
1250000(s + 10)3

(s + 125000)(s + 100)2
: (4.19)

Les autres contraintes telles que les objectifs de poursuite, les marges de stabilit² ou l'effort

de commande sont pr²sent²es dans le tableau 4.1.

Tableau 4.1 Cahier des charges

Crit±re Exigence
1 Suivi de trajectoire enx; y; z Temps de r²ponse3:25 s

Erreur en r²gime permanent< 0:01%
Suivi de trajectoire en Temps de r²ponse4 s

Erreur en r²gime permanent< 0:01%
2 D²passement 2%
3 Pæles en boucle ferm²e Amortissement> 0:6

Pulsation naturelle > 1
4 Marges de stabilit² Marge de gain> 10 dB

Marge de phase> 45�

5 Saturations d'actionneurs frd ([0:1 1 10]; [0 1 10])
6 Rejet de perturbations frd ([0:1 0:1 10]; [0 0:1 1])
7 Rejet de bruits de mesure frd ([1 1 10� 3 10� 4]; [0 10 100 1000])

4.2.2.1 Consid²rations pratiques

La m²thode de synth±se propos²e n'offre aucune garantie quant   la convergence vers une

solution stabilisant et satisfaisant les contraintes. Cette non garantie provient de la non

convexit² du probl±me de synth±seH 1 structur²e [9] et du choix a priori de l'architecture

du contræleur, soit la loi de commande (4.13) et la structure de s²quencement (4.14). Nous

portons donc notre attention sur les aspects d²terminant les possibilit²s de succ±s ou d'²chec

de la synth±se du contræleur :

1. Le probl±me d'optimisation de la synth±seH 1 structur²e ²tant non lisse et non convexe,

une bonne initialisation de la m²thode num²rique est n²cessaire. Pour cela, on tire profit

des gains LQR permettant de stabiliser le syst±me nominal. Le s²quencement de gains

est donc optimis² par systune autour de cette condition initiale pour satisfaire au

mieux les contraintes.

2. Un choix judicieux de pond²rations bas² sur une bonne connaissance du syst±me  

contræler est ²galement indispensable. En effet, des contraintes trop s²v±res peuvent
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causer un ²chec de l'algorithmesystune tandis que des contraintes trop faibles ne per-

mettent pas d'obtenir des r²sultats ad²quats. En d'autres termes, les crit±res de perfor-

mance list²s dans le tableau 4.1 sont pos²es de fa�con   obtenir le meilleur compromis

possible entre les sp²cifications usuellement requises par les drones, la convergence de

l'algorithme systune et la performance exp²rimentale du syst±me. Plus particuli±re-

ment, ²tant donn² que l'on ne cherche pas un suivi de trajectoire agressif, il est possible

de relaxer la contrainte de poursuite. Pour cela, il suffit de la limiter dans la plage

des basses fr²quences[0; 0:1] rad=s. En bref, la transposition du cahier des charges en

contraintes H 1 est une phase primordiale et d²licate lors de la synth±se.

3. La discr²tisation du domaine incertain est aussi importante. En effet, les fautes critiques

(e.g.,  i = 0:9 ou  i = 1) peuvent causer une divergence de l'algorithmesystune ou

des gains trop grands qui peuvent ¶tre risqu²s exp²rimentalement ; ces gains trop forts

peuvent dans le meilleur des cas causer de grands d²placements lors de l'apparition de

la faute ou dans le pire des cas, un crash. € l'inverse, une plage de fautes trop faibles ne

couvre pas efficacement le domaine incertain. En effectuant plusieurs fois la synth±se via

la fonction systune , on choisit la plage[0; 0:8] rendant possible la r²solution num²rique

du probl±me FTC.

Les d²tails de la mise en� uvre de systune en ligne de commandeMatlab sont report²s

dans l'annexe B.3.3.

4.2.3 R²sultats de synth±se

L'algorithme d'optimisation systune est ex²cut² sur un ordinateur pr²sentant un quad-core

Intel i5-8250U cadenc²   1.6 GHz avec 16 GB RAM etMatlab R2018a. Apr±s 42 it²rations

en 4 min 40 s, la synth±se renvoie les param±tres suivants :

[a0x b0x c0x d0x ] = [1:5550 1:1318 3:8617 0:6825]

[a1x b1x c1x d1x ] = [ � 0:1837 � 0:0752 0:9880 0:6589]

[a2x b2x c2x d2x ] = [0:8541 0:6792 2:8027 0:5632]

[i 0x i 1x i 2x ] = [0:9816 � 0:1667 0:5578]:

(4.20)

La mesure de satisfaction de chaque contrainte est donn²e dans le tableau 4.2. La valeur

maximale des normesH 1 finales est exactement 1.0, ce qui signifie que le cahier des charges

est enti±rement respect² pour i 2 f 0; 0:1; : : : ; 0:8g, i = 1; 3; 4; 6.

La figure 4.3 montre l'²volution des gains du contræleur en fonction des LAE 1 et  3 pour le

premier rotor, soit la premi±re ligne deK dans l'²quation (4.15). On obtient donc une surface
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Tableau 4.2 Auto-s²quencement par LAE - R²sultats de la synth±seH 1 structur²e

Contrainte 1 2 3 4 5 6 7
Norme H 1 initiale (LQR) 1.07 0.93 16.32 1 0.84 0.78 1.05
Norme H 1 finale 0.99 0.93 1.00 0.96 0.29 0.25 1.00

des gains antisym²trique due aux diff²rentes valeurs de[a1x b1x c1x d1x ] et [a2x b2x c2x d2x ].

Figure 4.3 Auto-s²quencement par LAE - Surface de gains pour le premier rotor ( 4 =  6 = 0)

Si les valeurs de LAE ( i ) sont bien estim²es par le module FDD, les gains du contræleur

auto-s²quenc² peuvent ¶tre actualis²s en temps r²el pour maintenir un niveau de perfor-

mance ad²quat. En effet, pour 495 mod±les consid²r²s, les cinq pæles du syst±me boucl² se

concentrent autour de leurs valeurs nominales (Fig. 4.4a). Il en r²sulte des bonnes r²ponses

  l'²chelon unit² tel qu'illustr²   la figure 4.4b. On remarque que le contræleur nominal ne

permet pas de stabiliser le syst±me dans tous les cas.

Les r²ponses fr²quentielles du syst±me boucl² avec le s²quencement de gains sont trac²es sur

la figure 4.5. La r²gion color²e limit²e par la ligne pointill²e repr²sente la r²gion de violation

de l'objectif impos². Comme on peut l'observer, les r²ponses fr²quentielles des fonctions de

sensibilit² restent robustement en dehors de cette r²gion. Cela signifie que les crit±res de

performance sont parfaitement rencontr²s sur l'ensemble des points de synth±se choisis.



59

(a) Confinement des pæles en boucle ferm²e (b) R²ponse   l'²chelon unit²

Figure 4.4 Auto-s²quencement par LAE - R²ponse du syst±me en boucle ferm²e

(a) Contrainte de rejet de perturbations (b) Contrainte de rejet de bruits de mesures

Figure 4.5 Auto-s²quencement par LAE - ’valuation de contraintes fr²quentielles
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De mani±re   v²rifier la stabilit² et la performance du syst±me boucl² hors points de synth±se

(e.g.,  i > 0:8), on calcule la valeur maximale des normesH 1 des contraintes. La figure 4.6

trace cet indice en fonction des param±tres incertains 1 et  3 en supposant que 4 =  6 = 0.

Il est clair que le contræleur auto-s²quenc² est plus robuste aux fautes d'actionneurs que le

contræleur de base. On note ²galement que l'indice de satisfaction des contraintes est 1.1 pour

le cas 1 =  3 = 1. Les contraintes impos²es sont ainsi majoritairement rencontr²es.

Comme il l'a ²t² mentionn² auparavant, la pr²sente m²thode ne garantit pas a priori la

stabilit² du syst±me boucl² entre deux points de synth±se. Une analyse de robustessea

posteriori reposant sur les applications gardiennes sera discut²e dans le chapitre 6.

Figure 4.6 Comparaison de la normeH 1 ( 4 =  6 = 0)

4.2.4 Impl²mentation du contræleur et technique d'ajustement

4.2.4.1 Impl²mentation du contræleur auto-s²quenc² sur le syst±me non lin²aire

La synth±se du contræleur auto-s²quenc² ²tant   pr²sent compl²t²e, il reste   l'impl²menter

sur le syst±me non lin²aire d'origine. Pour ce faire, on recourt   l'impl²mentation du contræleur

nominal (Sous-Section 3.2.2) oò l'angle de lacet est pris en compte. Cette impl²mentation

pr²sente n²anmoins un probl±me qui r²side dans la matrice d'allocation de contræleB CA (Eq.

(3.23)). En effet, selon la loi� u = B y
CA � v, la r²partition de contræle prend la forme :

d
p

3
2

j� Ti j =
� M

4
, j � Ti j =

� M
2d

p
3

; i = 1; 3; 4; 6:

Cela enl±ve l'avantage de la structure originale de s²quencement de gains (Eqs. (4.15) et

(4.16)). Pour pallier ce probl±me, l'impl²mentation du contræleur auto-s²quenc² est divis²e

en deux parties. La premi±re correspond aux gains du contræleur en mode de fonctionnement
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nominal, c'est- -dire les coefficientsK 0 et K i 0 dans l'²quation (4.14). Apr±s la synth±se, ces

valeurs sont refondues dans la structure (3.32) en utilisant la relation (3.20). De cette fa�con,

on obtient :

[K x K _x K � K q K i;x ] = 2d
p

3[a0x b0x c0x d0x i 0x ] (4.21)

Cette partie est ensuite impl²ment²e sur le syst±me non lin²aire comme dans la Sous-Section

3.2.2 en tenant compte de l'angle de cap durant le vol.

La deuxi±me partie vise   tol²rer les fautes via les coefficientsK j et K i j , j = 1; : : : ; 4 dans

l'²quation (4.14). La loi s²quenc²e s'²crit :

�u gs
x = � K gs�x x + K gs

i

Z
(� xr � � x) dt (4.22)

oò �u gs
x = [ � � Tgs

1;x � Tgs
3;x � Tgs

4;x � � Tgs
6;x ]> , K gs = K � K 0 et K gs

i = K i � K i 0 .

D±s lors, la variation de la force� Tgs
i impos²e aui e rotor est obtenue en combinant les sorties

de quatre sous-contræleurs (Fig. 4.2) comme ²tant :

� Tgs
i = � Tgs

i;x + � Tgs
i;y + � Tgs

i;z + � Tgs
i; : (4.23)

Finalement, la pouss²e totale demand²e aui e rotor se met sous la forme :

Ti = Tn
i + � Tgs

i (4.24)

oò Tn
i est la pouss²e nominale g²n²r²e par la premi±re partie.

4.2.4.2 Technique d'ajustement

Comme mentionn² auparavant, la loi de commande par retour d'²tat avec composante int²-

grale (4.13) et la structure de s²quencement (4.14) permettent de synth²tiser avec succ±s le

contræleur tol²rant aux fautes en simulation. Il existe de plus un processus it²ratif d'ajuste-

ment des gains du contræleur pour obtenir de meilleurs r²sultats lors de vols exp²rimentaux.

En effet, l'environnement en simulation est toujours id²alis² par rapport aux tests exp²ri-

mentaux. La proc²dure de r²glage est la suivante :

1. ’tablissement et/ou ajustement des contraintes ;

2. Synth±se du contræleur robuste et auto-s²quenc²   l'aide desystune ;

3. Simulation dansMatlab et ROS/Gazebo ;

4. Impl²mentation du contræleur sur l'hexacopt±re Asctec Firefly et tests en laboratoire.

Si le r²sultat d'une ²tape n'est pas ad²quat, un retour en arri±re est effectu² pour l'am²liorer.
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4.3 Auto-s²quencement de gains par LVE

En utilisant la LAE pour ajuster les gains du contræleur, la m²thode pr²c²dente pr²sente une

capacit² de tol²rance aux fautes efficace et robuste. Cependant, la complexit² du probl±me

d'optimisation de la synth±se est fortement li²e   la configuration du multicopt±re. En effet,

la m²thode peut ¶tre co�uteuse en temps de calcul pour les drones poss²dant plusieurs rotors

  cause du grand nombre de mod±les   consid²rer (Eq. (4.12)). De m¶me, la structure de

s²quencement de gains d²pend de la g²om²trie du multicopt±re (Eq. (4.15)). La simplification

propos²e tirant profit de la configuration sp²ciale d'un hexacopt±re ne s'applique pas en

g²n²ral   d'autres types de v²hicules. De plus, la mise en� uvre d'un tel syst±me FTC sur

les petits drones pourrait ¶tre un autre d²fi.

De mani±re   ²viter ces obstacles, on propose la deuxi±me m²thode FTC bas²e sur la LVE.

L'architecture du syst±me boucl² utilis²e   des fins de synth±se est montr²e   la figure 4.7.

Le vecteur d'entr²e ²tant la commande virtuelle�v = [� T � L � M � N ]> , la r²-allocation

de contræle est donc indispensable. Comme pr²c²demment, seule la conception du contræleur

longitudinal concernant le vecteur d'²tat �x x = [� x � _x � � � q]> est pr²sent²e ici.

Figure 4.7 Architecture de FTC bas²e sur LVE utilis²e lors de la synth±se

Tout d'abord, il est important d'¶tre clair quant   notre d²finition de LVE.

D²finition 4.3.1. L'efficacit² de la commande virtuelle est la possibilit² de g²n²rer la pouss²e

totale des rotors, les moments selon les axesxb et yb dus aux forces de pouss²e et le moment

induit selon l'axe zb du v²hicule.
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€ partir de cette d²finition, la LVE d'un hexacopt±re est li²e   la LAE par l'²quation suivante :

2

6
6
6
6
6
6
4
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7
7
7
7
7
5

,

2

6
6
6
6
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7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
4

 1
...

 6

3
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7
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(4.25)

oò  T=L=M=N 2 [0; 1] repr²sentent respectivement la perte d'efficacit² de la pouss²e totale et

des moments de roulis, de tangage et de lacet.

Le mod±le d'²tat lin²aris² de la dynamique longitudinale est donn² par :

� _xx =

2

6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0

0 0 g 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

�x x +

2

6
6
6
6
6
6
4

0

0

0
1�  M

I yy

3

7
7
7
7
7
7
5

� M (4.26)

Comme pr²c²demment, on choisit la loi de commande par retour d'²tat avec action int²grale :

� M = � K x �x x + K i

Z
(� xr � � x) dt (4.27)

oò K x 2 R1� 4 et K i 2 R. Tout d'abord, on d²finit a priori le s²quencement de gains sous la

forme de fonctions quadratiques de M . L'²volution de gain obtenue est finalement presque

lin²aire, et par simplicit², on choisit une nouvelle fois un s²quencement de gains affine :

K x = K x0 + K x1  M et K ix = K ix 0 + K ix 1  M : (4.28)

Il y a donc seulement 10 param±tres ajustables   synth²tiser. Cette formule de s²quencement

ne d²pend pas de la configuration du multicopt±re et l'on peut ²galement fixer les coefficients

K x0 et K ix 0 aux valeurs des gains nominaux pour simplifier la synth±se.

En consid²rant 17 mod±les d²fectueux ( M 2 f 0; 0:05; : : : ; 0:8g), on applique la m¶me proc²-

dure de design que celle pr²sent²e   la Section 4.2. Puisque les nouveaux points d'int²r¶t

correspondent   l'entr²e de commande virtuelle, les crit±res de performances formul²s dans le

tableau 4.1 sont l²g±rement modifi²s. Par exemple, la contrainte de saturation d'actionneurs

est maintenant caract²ris²e par le mod±lefrd ([0:001 0:01 0:1]; [0 0:1 1]). La synth±se est

une nouvelle fois prise en charge par la fonctionMatlab systune . Apr±s 37 it²rations et
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15 secondes d'ex²cution, le s²quencement de gains obtenu est le suivant :

K x = [1:34 0:80 2:55 0:45] + [1:20 1:35 6:58 1:70] M

K ix = 1:09 + 0:16 M

(4.29)

Le gain d'optimisation de la synth±se est 1.20 (Tab. 4.3), ce qui indique que le cahier des

charges est majoritairement satisfait. Ainsi, ce choix de s²quencement a l²g±rement d²grad²

les performances du contræleur par rapport   celui de la m²thode pr²c²dente. Cependant, il

pr²sente l'avantage d'une plus grande simplicit² et d'une r²duction du temps de calcul.

Tableau 4.3 Auto-s²quencement par LVE - R²sultats de la synth±seH 1 structur²e

Contrainte 1 2 3 4 5 6 7
Norme H 1 finale 1.17 0.93 1.20 0.52 0.46 1.00 0.86

La figure 4.8 illustre l'²volution de gains du contræleur s²quenc² en fonction de M . Gr¥ce  

cet ajustement de gains, les pæles en boucle ferm²e demeurent dans la zone d'amortissement

d²sir²e (Fig. 4.9a). Par cons²quent, la stabilit² et les performances du syst±me boucl² sont

garanties   travers l'ensemble des mod±les consid²r²s (Fig. 4.9b).

Pour compl²ter le design, on calcule la normeH 1 finale du syst±me boucl² en pr²sence des

fautes (0 �  M � 1). Le r²sultat obtenu est r²sum² dans le tableau 4.4. On note en particulier

que le contræleur nominal ne peut pas stabiliser le syst±me pour une valeur de M > 0:6,

alors que le contræleur FTC le permet jusqu'  M = 0:9. On le retrouvera ult²rieurement  

la section 6.2.1.

Tableau 4.4 V²rification de la synth±seH 1 structur²e

 M 0 0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 1
Nominal 1.19 1.43 1.80 3.71 1 1 1 1

FTC 1.19 1.16 1.14 1.18 1.11 1.19 3.691

Finalement, le contræleur est impl²ment² sur le syst±me non lin²aire en deux boucles de

contræle s²par²es comme dans le cas du contræleur nominal (cf. Sous-Section 3.2.2).
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Figure 4.8 Auto-s²quencement par LVE - ’volution de gains du contræleur

.

(a) Confinement des pæles en boucle ferm²e (b) R²ponse   l'²chelon unit²

Figure 4.9 Auto-s²quencement par LVE - R²ponses du syst±me en boucle ferm²e
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4.4 Auto-s²quencement de CA

Motiv² par l'auto-s²quencement de gains et la synth±seH 1 structur²e, on propose une exten-

sion de cette approche au probl±me d'allocation de contræle. Plus pr²cis²ment, on s'int²resse

  l'architecture de contræle illustr²e   la figure 4.10. Dans ce cas, la tol²rance aux fautes est

prise en charge par la t¥che CA ; le contræleur n'a plus besoin d'¶tre reconfigur². On reprend

ici le contræleur nominal de type LQR (voir Sous-Section 3.2.1).

Figure 4.10 Architecture de FTC bas²e sur l'auto-s²quencement de CA

Formulation du probl±me d'allocation de contræle On consid±re le probl±me de CA

pour les syst±mes sur-actionn²s ayant plus d'actionneurs que de degr²s de contræle (m > 4

pour les multicopt±res classiques) :

B CA �u = v

� , I � � = diag(� i ) ; u � u � u
(4.30)

oò � 2 Rm� m est la matrice d'efficacit² de contræle,� 2 Rm� m est d²finie dans l'²quation

(4.2), u et u repr²sentent les limitations de position et de taux de variation des actionneurs

[163]. Ainsi, � i = 1 repr²sente le point de fonctionnement r²gulier et� i = 0 indique que le

i e actionneur est compl±tement d²fectueux. La matrice d'allocation de contræleB CA 2 R4� m

est de ligne rang plein, car le syst±me est sur-actionn².

L'objectif de CA est de r²partir la commande virtuelle v sur l'ensemble des actionneurs,

c'est- -dire de trouver une solutionu satisfaisant l'²quation (4.30). De mani±re   minimiser

l'effort de commande, i.e., la normekuk2, la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose est
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souvent utilis²e dans la litt²rature :

u = B y
CA v = B >

CA

�
B CA B >

CA

� � 1
v: (4.31)

Une fois la matrice d'efficacit² de contræle� estim²e, il est possible de prendre en compte

directement cette matrice comme dans [153] :

u = � � 1B y
CA v (4.32)

Cependant, la solution d²pend fortement de la valeur estim²e de� par le module FDD. De

plus, lorsque� i ! 0, la commande correspondante approche l'infini. Pour ²viter ce probl±me,

une solution possible est la r²-allocation par optimisation (voir Sous-Section 2.1.3).2 Une autre

solution est l'allocation de contræle adaptative qui sera abord²e dans le Chapitre 5.

Auto-s²quencement de l'allocation de contræle On d²veloppe   pr²sent la m²thode

d'allocation de contræle auto-s²quenc²e bas²e sur la synth±seH 1 structur²e. Pour cela, la loi

CA classique est augment²e par :

u = Kv =

 

K 0 +
X

i

K i  i

!

v (4.33)

oò les coefficients des matricesK 0 et K i sont les param±tres ajustables   synth²tiser. Dans

le cas d'un hexacopt±re,K 0 2 R6� 4 et K i 2 R6� 4. Par simplicit², on opte ici pour un

s²quencement sous forme de fonction affine des LAE i . Ainsi, le nombre de param±tres est

4m(m + 1) = 168 avecm = 6, le nombre de rotors de l'hexacopt±re. Bien ²videmment, un

auto-s²quencement plus complexe utilisant des fonctions bilin²aires ou quadratiques pourrait

¶tre choisi pour satisfaire au mieux les sp²cifications impos²es.

On cherche maintenant   r²duire le nombre des param±tres ajustables dans le but de faciliter

le processus de r²glage. Pour ce faire, la loi CA (4.33) est modifi²e comme suit :

u = Kv =

 

B y
CA +

X

i

K i  i

!

v = u0 + ugs: (4.34)

Ainsi, l'impact des fautes est att²nu² par la composante adaptativeugs tout en conservant

une r²-allocation de contræle nominaleu0. Utiliser les LAE  i au lieu de � i assure que le

comportement du syst±me boucl² dans la situation normale ( i = 0) n'est pas chang² par la

2. La matrice de pond²ration (voir Eq. (2.12)) peut ¶tre simplement choisie comme ²tantW = � . De cette
fa�con, une grande pond²ration sera appliqu²e sur l'actionneur d²fectueux pour minimiser son utilisation.
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CA. De cette fa�con, l'auto-s²quencement de CA peut ¶tre coupl²   n'importe quel contræleur

de base pour augmenter la capacit² de tol²rance aux fautes. On peut ²galement simplifier la

synth±se de CA en tirant profit de la configuration particuli±re du multicopt±re. Par exemple,

le deuxi±me rotor d'un hexacopt±re (Fig. 3.1) ne produit aucun moment selon l'axeyb. Il

en r²sulte des composantes nulles impos²es dans les matricesK i . En bref, le nombre des

param±tres ajustables est r²duit de168   132dans le cas d'un hexacopt±re.

En consid²rant trois valeurs de i 2 f 0; 0:35; 0:7g, soit 28 mod±les d²fectueux selon l'²-

quation (4.12), on applique la m¶me proc²dure de design que celle pr²sent²e   la section

4.2. ’tant donn² que le mod±le lin²aire complet du syst±me boucl² est consid²r² durant la

phase de synth±se, on peut imposer une contrainte suppl²mentaire sur le d²couplage3 en

plus des contraintes list²es dans le tableau 4.1. Cette contrainte est sp²cifi²e par le mod±le

frd [0:1 0:1 1]; [0 0:1 1]. Une nouvelle fois, on utilise la fonctionMatlab systune pour ajus-

ter les coefficients de la matrice CA. Apr±s 143 it²rations en 147.8 secondes, on obtient un

gain d'optimisation de la synth±se de 1.29, ce qui indique que les contraintes impos²es sont

en grande partie rencontr²es. Plus pr²cis²ment, seule la contrainte sur les pæles en boucle

ferm²e est viol²e. Cela d²coule du fait que la CA n'est pas une m²thode efficace pour replacer

les pæles du syst±me. N²anmoins, on peut observer une am²lioration assez importante sur la

figure 4.11 au niveau de la position des pæles en boucle ferm²e. En effet, l'auto-s²quencement

de CA permet au moins de stabiliser le syst±me en pr²sence des diff²rentes amplitudes de

fautes. Les r²ponses temporelles du syst±me sont illustr²es   la figure 4.12. On mentionne en

particulier que le d²couplage entre les diff²rentes entr²es de r²f²rence et les sorties r²gul²es

est bien am²lior².

Pour conclure, cette m²thode pr²sente l'avantage de ne pas n²cessiter de r²soudre un probl±me

d'optimisation durant le vol. La loi CA s²quenc²e ²tant explicite, la reconfiguration est rapide

en temps r²el. De plus, elle ne se limite pas aux multicopt±res, mais peut ¶tre appliqu²e aux

autres syst±mes sur-actionn²s pour tol²rer les fautes d'actionneurs, de capteurs, etc.

3. L'influence d'une entr²e de r²f²rence sur les autres sorties r²gul²es.
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Figure 4.11 Auto-s²quencement de CA - Confinement des pæles en boucle ferm²e

Figure 4.12 Auto-s²quencement de CA - R²ponses du syst±me en boucle ferm²e
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4.5 Simulation et tests exp²rimentaux

Diff²rents essais en vol stationnaire et en suivi de trajectoire ont ²t² effectu²s pour ²valuer

les performances du syst±me boucl² en pr²sence de fautes ; le tableau 4.5 pr²sente les trois

cas de niveaux de fautes d'actionneurs consid²r²s dans ce travail.

Tableau 4.5 Sc²narios des tests exp²rimentaux

Cas  1  2  3  T  L  M  N

1 20% 90% 0 18:3% 25% 5% 18:3%
2 70% 50% 0 20% 21:25% 17:5% 20%
3 50% 40% 30% 20% 20% 20% 20%

Les LAE sont inject²es de mani±re artificielle en introduisant un poids sur les commandes

envoy²es aux rotors. Par exemple, dans le cas 1, la multiplication de la commande RPM

(Rounds Per Minute) du 2e rotor par 0:315 durant le vol implique une d²gradation de la

vitesse de rotation de68:5% ou une perte de la pouss²e de90%, soit  2 = 90%.

Les trois approches d'auto-s²quencement ont ²t² test²es en simulation et exp²rimentalement

sur l'hexacopt±re Firefly. Du fait de contraintes de temps et de disponibilit² du mat²riel,

elles n'ont cependant pas pu ¶tre toutes test²es pour les situations pr²sent²es ci-apr±s. De

plus, on ne peut pas v²rifier exp²rimentalement une panne totale de rotor en raison de la

configuration impos²e NPNPNP du Firefly,4 de l'altitude limit²e de l'espace de vol int²rieur

et de la s²curit² des essais en vol   basse altitude. On peut n²anmoins consid²rer que le

premier cas avec deux LAE de20% et de 90% (Tab. 4.5) se rapproche d'une panne d'un

rotor. Enfin, il sera possible de tester deux pannes successives de rotors pour un hexacopt±re

NNPPNP dans l'environnement de simulation ROS/Gazebo.

Les r²sultats pr²sent²s ci-apr±s ont pour la plupart ²t² publi²s dans les articles [207, 209]

et sont visualisables dans la vid²o des essais exp²rimentaux, disponible   l'adressehttps:

//youtu.be/8BS9n7uLMtI . Des r²sultats pr²liminaires pour la premi±re approche d'auto-

s²quencement par LAE ont ²t² obtenus sur un quadricopt±re et ont ²t² pr²sent²s dans les

articles de conf²rence [205,206] ; ils ne sont pas report²s ici par souci de concision.

4.5.1 Am²lioration de la stabilit²

Pour le premier test exp²rimental, deux LAE de20% et 90% sont respectivement rendues

dans les deux premiers rotors   la fois (cas 1) . Sur la base de la figure 4.13, on trouve que

4. En effet, l'hexacopt±re NPNPNP n'est pas commandable d±s qu'un seul rotor tombe en panne [145].

https://youtu.be/8BS9n7uLMtI
https://youtu.be/8BS9n7uLMtI
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les valeurs de LAE sont bien calcul²es en comparant les vitesses angulaires d²sir²es et les

vitesses r²elles des rotors fournies par les encodeurs. En raison des bruits des capteurs, de

l²gers sauts dans les donn²es sont ²galement observ²s.

Figure 4.13 Cas 1 - LAE et LVE

L'²volution temporelle des gains du contræleur s²quenc² par rapport   LVE est illustr²e   la

figure 4.14a. On peut observer que la stabilit² du multicopt±re est garantie par les contræleurs

auto-s²quenc²s par LAE (FTC1) et par LVE (FTC2). En effet, le drone revient rapidement  

sa position en vol stationnaire apr±s l'apparition soudaine des fautes (Fig. 4.14b). L'instabilit²

provient de la perte d'efficacit² du moment de roulis ( L = 25%). Dans ce cas, un changement

significatif des gains du contræleur lat²ral auto-s²quenc², (gainK y dans Fig. 4.14a), permet

d'assurer la stabilit² en g²n²rant un moment appropri² agissant sur le drone. Quant au

contræleur LQR, il ne parvient pas   stabiliser le syst±me apr±s les fautes. Le niveau de

fautes le plus haut qu'il peut compenser exp²rimentalement est 1 = 20% et  2 = 65%.

(a) ’volution de gains (b) Position du drone

Figure 4.14 Cas 1 - Am²lioration de la stabilit² pour 1 = 20% et  2 = 90%
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4.5.2 ’valuation des performances

Vol stationnaire Pour analyser les performances du syst±me boucl² en vol stationnaire,

on consid±re les pertes d'efficacit² 1 = 70% et  2 = 50% (cas 2). Tel que montr² sur la figure

4.15a, l'auto-s²quencement de gains par LAE (FTC1) r²agit plus rapidement   l'apparition

des fautes que le contræleur nominal LQR et le contræleur auto-s²quenc² par LVE (FTC2),

surtout dans le planx i -y i .

(a) Vol stationnaire

fautes injectées

(b) Vol en suivi de trajectoire

Figure 4.15 Cas 2 et 3 - Am²lioration de performances

Les angles d'Euler donn²s   la figure 4.16 permettent de mieux visualiser l'attitude du drone.

Dans ce cas, la dynamique lat²rale eny et � est plus affect²e par les fautes que la dynamique

longitudinale enx et � ( L = 21:25%par rapport    M = 17:5%). Pour le contræleur nominal

seul, l'angle de roulis atteint alors environ35� et le drone ²vite l'²crasement de justesse.5

Ainsi, les contræleurs tol²rants aux fautes sont largement plus performants en maintien de

position. On peut ²galement observer que la pr²cision d'atterrissage apr±s les fautes est aussi

am²lior²e avec les lois d'auto-s²quencement de gains propos²es (Fig. 4.15a).

Enfin, il est int²ressant de constater que les vitesses de rotation command²es aux rotors par

le LQR et par le contræleur auto-s²quenc² par LVE (FTC2) ne sont pas tr±s diff²rentes (Fig.

4.17). De plus, ces commandes avant les fautes ne sont pas strictement identiques pour les

6 rotors (contrairement   ce qui est attendu), indiquant que le drone n'est pas parfaitement

sym²trique.

5. € 1:01 dans la vid²o disponible   l'adressehttps://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=61 .

https://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=61
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Figure 4.16 Cas 2 - Attitude du drone

Figure 4.17 Cas 2 - Vitesse de rotation des rotors
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Vol en suivi de trajectoire Le suivi de trajectoire   une altitude de 0:75 m et un lacet

nul est test² pour valider les contræleurs dans un sc²nario plus r²aliste. Puisque l'on n'a pas

int²gr² explicitement des algorithmes suppl²mentaires de suivi de trajectoire, la r²f²rence

consiste ici en un cercle de rayon1 m et une vitesse constante de1 m=s. Plus pr²cis²ment, la

trajectoire d²sir²e prend la forme :

[xr yr zr  r ]
> = [cos(t) sin(t) 1 0]> (4.35)

Une fois que l'hexacopt±re a bien suivi cette trajectoire, il est successivement soumis   trois

LAE :  1 = 50%   t = 27 s,  2 = 40% et  3 = 30%   t = 34 s (cas 3). La performance du

syst±me boucl² est ²valu²e   la figure 4.15b. Une nouvelle fois, on observe que les m²thodes

d'auto-s²quencement (FTC1 et FTC2) permettent d'obtenir des r²sultats satisfaisants en

suivi de trajectoire et en tol²rance aux fautes.6

4.5.3 Robustesse   l'estimation incorrecte de fautes

Le deuxi±me cas de test est reproduit pour v²rifier le fonctionnement du syst±me FTC boucl²

lorsque les fautes ne sont pas bien estim²es (cf. Sous-Section 4.1.3). Comme indiqu²   la

figure 4.18, les valeurs de LAE et de LVE fournies par le module FDD varient de mani±re

significative autour de leurs valeurs exactes   cause des bruits de mesure. Il en r²sulte les

m¶mes effets sur les gains du contræleur s²quenc² (Fig. 4.19a). En cons²quence, la figure

4.19b montre une l²g±re d²gradation des performances par rapport aux r²sultats pr²c²dents

(Fig. 4.15a). Comparativement au contræleur nominal, les contræleurs s²quenc²s demeurent

encore plus performants. Cela v²rifie exp²rimentalement la robustesse du syst±me FTC lors

d'une mauvaise estimation de fautes.

Figure 4.18 Cas 2 - LAE et LVE estim²es

6. € 1:35 dans la vid²o disponible   l'adressehttps://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=95 .

https://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=95
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(a) ’volution de gains (b) Position du drone

Figure 4.19 Cas 2 - Robustesse par rapport   l'estimation incorrecte de fautes

4.5.4 Panne de rotors

Comme nous ne pouvons modifier la configuration de notre hexacopt±re Firefly, nous utilisons

RotorS 7 pour simuler un hexacopt±res NNPPNP sous ROS/Gazebo. Le but est de v²rifier

le comportement du syst±me en pr²sence d'une perte d'efficacit² de100%dans le premier

rotor   t = 5 s et dans le troisi±me rotor   t = 10 s. Notons que la configuration NNPPNP

permet de maintenir la commandabilit² d'un hexacopt±re jusqu'  deux pannes de rotors [145].

On impl²mente ici le contræleur auto-s²quenc² par LVE (FTC2) du fait de la simplicit² de

sa mise en� uvre. La loi de commande n'est pas modifi²e et seule la derni±re ligne de la

matrice d'allocation de contræleB CA doit ¶tre chang²e pour tenir compte de la configuration

NNPPNP, soit :

B CA =

2

6
6
6
6
6
6
4

1 1 1 1 1 1
d
2 d d

2 � d
2 � d � d

2

� d
p

3
2 0 d

p
3

2
d
p

3
2 0 � d

p
3

2

� c � c c c � c c

3

7
7
7
7
7
7
5

: (4.36)

Le profil de gains et la r²ponse du syst±me boucl² sont illustr²s   la figure 4.20. On remarque

d'abord que le LQR avec composante int²grale ne peut pas stabiliser le syst±me m¶me s'il

y a une seule panne de rotor. € l'oppos², le contræleur s²quenc² poss²dant un m²canisme

d'ajustement des gains en temps r²el permet de maintenir la stabilit² du syst±me face   deux

pannes totales.8

7. Lien https://github.com/ethz-asl/rotors_simulator .
8. € 2:53 dans la vid²o disponible   l'adressehttps://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=95 .

https://github.com/ethz-asl/rotors_simulator
https://youtu.be/8BS9n7uLMtI?t=95
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(a) ’volution de gains (b) Position du drone

Figure 4.20 Simulation de la panne de rotors sur un hexacopt±re NNPPNP

4.5.5 Auto-s²quencement de CA

Dans cette sous-section, on pr²sente les r²sultats de simulation et de tests exp²rimentaux

pour l'approche d'auto-s²quencement de CA.

Simulation D'abord, le premier cas de test d²crit dans le tableau 4.5 est simul² sousMat-

lab / Simulink en utilisant le mod±le non lin²aire (3.24). La figure 4.21 montre la position du

drone en vol stationnaire suite   deux pertes d'efficacit² simultan²es 1 = 20% et  2 = 90%.

On rappelle que ces fautes provoquent l'²crasement de l'appareil contræl² par le LQR lors

du vol exp²rimental (Sous-Section 4.5.1). En simulation, le drone demeure stable avec une

grande oscillation en position (Fig. 4.21). Dans ce cas, l'auto-s²quencement de CA (FTC3)

permet d'am²liorer la capacit² de tol²rance aux fautes du contræleur nominal (LQR) : l'erreur

maximale sur la position est r²duite de3:4613 m(LQR)   2:0848 m(FTC3). Les temps pour

que le drone reprenne sa position d'²quilibre sont respectivement environ9 s et 6 s.

La figure 4.21 d²montre encore que le contræleur auto-s²quenc² par LVE (FTC2) est le plus

performant avec un d²placement maximal de1:2727 m.9 Pour bien ²valuer les deux approches

d'auto-s²quencement (FTC2 et FTC3), les ²volutions de la commande envoy²e aux rotors

sont donn²es   la figure 4.22. On peut y voir que la loi CA auto-s²quenc²e par LAE cause

une saturation du signal de commande sur le2e rotor,10 tandis que le s²quencement de gains

9. Similairement   la figure 4.14b, le r²sultat obtenu avec l'approche d'auto-s²quencement par LAE
(FTC1) est assez proche   celui de FTC2. Il n'est pas donc report² dans cette sous-section.

10. Ti; max = 9 :3746N, cf. Annexe A.2.
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par LVE peut l'²viter. De ce fait, on ne v²rifie pas exp²rimentalement ce sc²nario pour ²viter

les risques possibles.

Figure 4.21 Simulation du cas 1 - Position du drone

Figure 4.22 Simulation du cas 1 - Commandes sur les rotors
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R²sultats exp²rimentaux L'approche d'auto-s²quencement de CA est ensuite v²rifi²e

exp²rimentalement sur l'hexacopt±re Firefly. Vu le r²sultat de simulation et pour des raisons

de s²curit², les niveaux de fautes test²s sont moins s²v±res que ceux list²s dans le tableau 4.5.

Plus pr²cis²ment, on introduit artificiellement  1 = 40%   t = 10 s pour le vol stationnaire

et  1 = 35%   t = 15 s pour le vol en suivi de trajectoire. On reprend ici la trajectoire d²sir²e

d²finie dans l'²quation (4.35).

La loi CA propos²e (FTC3) montre une am²lioration consid²rable par rapport au contræleur

nominal (LQR) en maintien de position (Fig. 4.23a) et en pr²cision de suivi de trajectoire

(Fig. 4.23b). Les vitesses de rotation demand²es aux rotors en vol stationnaire sont illustr²es

  la figure 4.24. Avant la faute, on peut d²j  observer une diff²rence entre les commandes

du contræleur nominal et celles du contræleur augment² par le s²quencement de CA. Cette

diff²rence provient de l'erreur d'estimation de fautes telle que montr²e   la figure 4.25. Apr±s

l'apparition de la faute ( 1 = 40%), le contræleur auto-s²quenc² est capable de la compenser

rapidement gr¥ce   une nouvelle r²partition de contræle sur les rotors.

On remarque ainsi que les r²ponses temporelles en position ne sont pas aussi lisses que celles

pr²sent²es pr²c²demment (Fig. 4.15). Cela est d�u au fait que le s²quencement de CA est

effectu² en utilisant les valeurs LAE estim²es en temps r²el (Fig. 4.25). Similairement  

la sous-section 4.5.3, on peut constater que l'estimation de fautes bas²e sur la dynamique

de l'hexacopt±re (Sous-Section 4.1.3) n'est pas pr²cise   cause des bruits de mesures. En

revanche, le r²sultat obtenu permet de d²montrer que la CA s²quenc²e fonctionne bien malgr²

cet inconv²nient.

(a) Vol stationnaire

faute injecté

(b) Vol en suivi de trajectoire

Figure 4.23 R²sultats exp²rimentaux pour l'auto-s²quencement de CA
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Figure 4.24 Vitesses de rotation des rotors pour un vol stationnaire avec 1 = 40%   t = 12 s

Figure 4.25 LAE estim²e pour un vol stationnaire avec 1 = 40%   t = 12 s
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4.6 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a propos² trois approches FTC pour multicopt±res bas²es sur l'auto-

s²quencement de gains et la synth±seH 1 structur²e. Les r²sultats de simulation et exp²ri-

mentaux ont d²montr² que les contræleurs auto-s²quenc²s sont effectivement capables de com-

penser certains niveaux de fautes d'actionneurs. De plus, le bon fonctionnement du syst±me

FTC est aussi assur² lors d'une mauvaise estimation de fautes.

En examinant les r²sultats obtenus, on a constat² que l'auto-s²quencement de gains par LAE

est le plus performant au niveau de tol²rance aux fautes. Cependant cette m²thode pr²sente

plusieurs d²fis : un grand nombre de mod±les   consid²rer durant la synth±se, une structure de

s²quencement de gains d²pendant de la g²om²trie du multicopt±re, une impl²mentation com-

pliqu²e. La m²thode d'auto-s²quencement de gains par LVE permet de lever cette limitation.

De plus, elle a pr²sent² une performance assez proche   celle de la premi±re m²thode.

En pratique, la plupart des multicopt±res commerciaux poss±dent un contræleur de base

qui est synth²tis² pour fonctionner dans des conditions nominales. Dans le but de tol²rer

les fautes sans modifier la loi de commande nominale d'un tel syst±me, l'approche d'auto-

s²quencement de CA a ²t² d²velopp²e. Lors de vols exp²rimentaux, on a aussi obtenu une

bonne performance du syst±me en boucle ferm²e.
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CHAPITRE 5 COMMANDE G’N’RIQUE TOL’RANTE AUX FAUTES

PAR DES M’THODES ADAPTATIVES ET ROBUSTES

Le chapitre 4 a montr² que l'utilisation conjointe de l'auto-s²quencement de gains et de

la synth±seH 1 structur²e est une m²thode pertinente dans le cadre de la tol²rance aux

fautes pour multicopt±res. N²anmoins, cette approche n²cessite souvent plusieurs it²rations

en simulation et en v²rification exp²rimentale afin d'obtenir des r²sultats conformes aux

attentes. De plus, les param±tres du multicopt±re ²tant pris en compte durant la phase de

synth±se, il faut ainsi r²p²ter cette phase d²licate pour chaque drone. De mani±re   ²viter

cet ²cueil, on aborde dans ce chapitre une strat²gie de contræle g²n²ralis²e.

L'id²e initiale est d'utiliser un vecteur d'entr²e de commande normalis². Ceci provient du

fait que les drones poss±dent le m¶me mod±le dynamique et que leur propre configuration

est consid²r²e dans la matrice d'allocation de contræle. Il s'agit de tenir compte de la limi-

tation physique de chaque drone lors de la synth±se. € cette fin, on propose une proc²dure

de design en deux ²tapes. Dans un premier temps, on cherche   synth²tiser un contræleur

tol²rant aux fautes reposant sur la commande virtuelle normalis²e. Dans un second temps,

une transformation adaptative de type MRAC est ajout²e pour prendre en compte les in-

certitudes param²triques ainsi que les limitations physiques du multicopt±re. Pour pallier le

ph²nom±ne de d²rive des gains (parameter drift) en pr²sence de perturbations non param²-

triques mal-assorties (unmatched uncertainties), on modifie la loi adaptative par l'op²rateur

de projection. Des simulations et des vols exp²rimentaux ont ²t² effectu²s sur diff²rents

multicopt±res en utilisant un seul contræleur avec des param±tres constants.

5.1 Approche adaptative

Dans cette section, on introduit la synth±se FTC g²n²rique pour multicopt±res bas²e sur la

MRAC et l'auto-s²quencement de gains. L'architecture adopt²e ici est illustr²e   la figure

5.1. Utiliser la commande virtuelle normalis²e et un m²canisme adaptatif permet de l'impl²-

menter sur la plupart des multicopt±res traditionnels. Ce travail a ²t² report² dans l'article

de conf²rence [208].
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Figure 5.1 Architecture du contræleur FTC g²n²rique pour multicopt±res

5.1.1 Tol²rance aux fautes g²n²rique

Avant de proc²der   la synth±se du contræleur, il est n²cessaire de clarifier la d²finition de la

commande virtuelle normalis²e, not²e�v, de la fa�con suivante :

�v ,
h

�T �L �M �N
i >

=

2

4
T=m

I � 1
b M b

3

5 (5.1)

oò �T, �L , �M et �N d²notent respectivement la pouss²e totale normalis²e et les moments

normalis²s selon les axesxb, yb et zb. D±s lors, on s'int²resse   la conception d'un contræleur

fixe produisant ce nouveau vecteur d'entr²e. En tirant une derni±re fois profit de l'id²e d'auto-

s²quencement de gains dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e, on propose un contræleur

s²quenc² dont le design est assez identique   celui pr²sent² dans la section 4.3.1 La seule

diff²rence r²side dans une modification du mod±le lin²aris², soit :
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� �M: (5.2)

1. Bien ²videmment, le concepteur peut choisir n'importe quelle strat²gie de tol²rance aux fautes.
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La loi de commande prend donc la forme suivante :

� �M = � K�x x + K i

Z
(� xr � � x) dt: (5.3)

La synth±se du contræleur est similaire   celle effectu²e dans la sous-section 4.3 et n'est pas

report²e ici. Le lecteur est renvoy²   [208] pour la d²marche compl±te de design.

Pour ce qui est de l'impl²mentation du contræleur, il suffit de r²cup²rer la commande virtuelle

en appliquant une transformation suppl²mentaire sous la forme :

v = � �v = � �Kx (5.4)

oò � = diag (m; I b) et K est le gain s²quenc² de retour d'²tat. Le reste demeure similaire  

celui effectu² dans la sous-section 3.2.2.

5.1.2 Augmentation par MRAC

Le contræleur pr²c²demment synth²tis² pr²sente l'avantage d'une grande simplicit² dans son

design et sa capacit²universelle. Or, les param±tres du multicopt±re (massem et inertie I b)

n'²tant pas consid²r²s dans la phase de synth±se, un m²canisme adaptatif est n²cessaire. Sur

la base du syst±me lin²aris² (3.25), on voit que seule la dynamique de la boucle interne (Fig.

3.3) est directement influenc²e par ces param±tres du syst±me. De mani±re   simplifier la

synth±se sans oublier l'angle de cap dans l'impl²mentation (Eq. (3.36)), le mod±le d'²tat

suivant est utilis² :

_x= Ax + B�v + B r r (5.5)

oò x = [ z _z ezI � p � q  r e  I ]> est le vecteur d'²tat augment² avec les ²tats des

int²grateurs sur les erreurs de suiviezI et e I , v le vecteur d'entr²e virtuelle (3.27) et r =
h
zr ub

y ub
x  r

i >
le vecteur de commande externe born².2 Les matrices diagonales par blocs

A , B et B r sont connues et peuvent ¶tre obtenues facilement   partir de l'²quation (3.25).

La matrice inconnue� 2 R4� 4 repr²sente les incertitudes param²triques affectant le vecteur

d'entr²e, soit m; I xx ; I yy et I zz dans le cas du multicopt±re. On suppose ici que� est diagonale

d²finie positive, ce qui implique que la paire(A ; B� ) est commandable.

De mani±re   maintenir une performance ad²quate du syst±me FTC en d²pit de la matrice

inconnue� , la loi de transformation (5.4) est augment²e avec une composante adaptative :

v = v0 + vad (5.6)

2. Par simplicit², la notation de d²viation � est omise dans cette section.
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oò v0 = � 0 �v = � � 0Kx est la sortie du contræleur par retour d'²tat pr²c²demment synth²-

tis². La matrice diagonale� 0 repr²sente la transformation nominale. En substituantv dans

(5.5) par (5.6), on obtient :

_x = Ax + B� (v0 + vad) + B r r

= ( A � B� 0K )
| {z }

A ref

x + B� [�v 0 + vad] + B r r (5.7)

oò � , diag (� 1; : : : ; � 4) = I 4 � � � 1 est diagonale et inconnue.

On consid±re le mod±le de r²f²rence suivant :

_xref = A ref x ref + B r r (5.8)

oò A ref = ( A � B� 0K ) est suppos²e Hurwitz par design etx ref (t) repr²sente le comportement

du syst±me dans le cas nominal, c'est- -dire� = I 4. L'objectif de la commande adaptative

est de forcer l'²tat du syst±mex(t)   suivre globalement asymptotiquement l'²tat du mod±le

de r²f²rence x ref (t). Autrement dit, l'erreur de suivi :

e(t) = x(t) � x ref (t) (5.9)

tend vers l'origine globalement et asymptotiquement. En comparant la dynamique du syst±me

boucl² (5.7) et la dynamique d²sir²e (5.8), on propose la transformation adaptative suivante :

vad = � �̂v 0 (5.10)

oò �̂ est l'estimation de la matrice inconnue� . Notons que�̂ 2 R4� 4 est aussi diagonale.

Si l'estimation est parfaite, soit �̂ = � , on retrouvera donc le mod±le de r²f²rence ((5.8)).

Cependant, un tel gain id²al n'existe pas en pratique   cause du param±tre inconnu� . Pour

d²finir la dynamique du gain adaptatif, on choisit la loi d'adaptation classique reposant sur

la th²orie de Lyapunov :
_̂� = �v 0e> PB (5.11)

oò les matrices� ; P et Q sont sym²triques d²finies positives de dimensions appropri²es. De

plus, � est diagonale et repr²sente le taux d'adaptation. On noteP = P> la solution unique

de l'²quation alg²brique de Lyapunov :

PA ref + A >
ref P = � Q (5.12)
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pour un choix ad²quat deQ = Q> > 0.

La figure 5.2 montre le sch²ma bloc d²taill² de la loi adaptative propos²e.

Figure 5.2 Loi d'adaptation

5.1.3 Analyse de la stabilit²

Afin de d²montrer la stabilit² du syst±me (5.5) en boucle ferm²e avec le contræleur de type

MRAC (Eqs. (5.6) et (5.10)) et la loi d'adaptation (5.11), on ²tablit d'abord la dynamique

d'erreur de suivi   partir des ²quations (5.7), (5.8) et (5.10) :

_e = _x � _x ref

= ( A ref x + B� [�v 0 + vad] + B r r ) � (A ref x ref + B r r )

= A ref e � B���v 0

(5.13)

oò �� := �̂ � � est l'erreur d'estimation des param±tres adaptatifs. On choisit la fonction

candidate de Lyapunov radialement non born²e :

V = e> Pe + trace
�
��� � 1�� > �

�
(5.14)

La d²riv²e temporelle de V le long de la trajectoire du mod±le (5.13) est donn²e par :

_V = 2e> P _e + 2 trace
�

��� � 1 _̂� > �
�

= 2e> PA ref e � 2e> PB���v 0 + 2 trace
�

��� � 1 _̂� > �
�

:
(5.15)

Le premier terme est simplifi² gr¥ce   l'²quation de Lyapunov (5.12) :

2e> PA ref e = e> PA ref e + e> PA ref e = e> PA ref e + e> A >
ref Pe = � e> Qe: (5.16)
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En utilisant l'identit² a> b = trace
�
ba>

�
qui est valide pour deux vecteurs de m¶me dimen-

sion, on obtient :

e> PB�| {z }
a>

��v 0| {z }
b

= trace
�
��v 0e> PB�

�
: (5.17)

L'²quation (5.15) est donc reformul²e comme suit :

_V = � e> Qe + 2 trace
�

��
�

� � 1 _̂� � v0e> PB
�

�
�

: (5.18)

En imposant la loi adaptative (5.11), on a :

_V = � e> Qe � 0: (5.19)

L'origine du syst±me (5.13) est donc (localement) stable au sens de Lyapunov. En appli-

quant le lemme de Barbalat [229, Chapitre 8], on a de pluslim t !1
_V = 0. Par cons²quent,

lim t !1 e(t) = 0 , ce qui implique que l'origine est asymptotiquement stable. Finalement, la

fonction de LyapunovV ²tant radialement non born²e, on conclut quee(t) tend vers l'origine

globalement et asymptotiquement lorsquet ! 1 , ce qui compl±te la preuve de stabilit². En

r²sum², le syst±me incertain (5.5) est garanti de converger vers le mod±le de r²f²rence (5.8).

Le lecteur int²ress² est invit²   se r²f²rer   [229, Chapitre 4] pour plus de d²tails concernant

les notions de stabilit² de Lyapunov et   [19] pour une d²monstration plus d²taill²e de la

stabilit² du syst±me MRAC.

Remarque 5.1.1. En ce qui concerne le mod±le de r²f²rence, on peut aussi choisir :

A ref = ( A � B� 0K 0) (5.20)

oò K 0 est la valeur du gain s²quenc²K au point d'op²ration normale. Ce choix garantit

que le mod±le de r²f²rence n'est pas chang² durant le vol. De plus, de mani±re   ce que la

strat²gie de contræle s'adapte aux crit±res sp²cifiques du multicopt±re, le concepteur peut

imposer n'importe quel mod±le de r²f²rence appropri² dont la structure diagonale par blocs

doit ¶tre respect²e.

Remarque 5.1.2. Non seulement la matrice inconnue� introduit l'erreur de mod²lisation,

mais elle peut repr²senter les pertes d'efficacit² de contræle. Cela signifie que l'algorithme

adaptatif propos² a ²galement une capacit² de tol²rance aux fautes suppl²mentaire. Comme

on peut le voir ult²rieurement, cette augmentation par MRAC permet de maintenir au mieux

le niveau de performance original en pr²sence de fautes.
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5.2 Approche adaptative et robuste

5.2.1 Modification robuste par op²rateur de projection

Consid²rons maintenant le mod±le d'²tat (5.5) en introduisant la perturbation non param²-

trique mal-assortie� (t) 2 Rn :

_x= Ax + B�v + B r r + � : (5.21)

On suppose que� (t) est uniform²ment born²e dans le temps, soitk� (t)k � � max . La dyna-

mique de l'erreur de suivi est donn²e par :

_e = _x � _x ref = A ref e � B���v 0 + � : (5.22)

En utilisant la m¶me fonction candidate de Lyapunov (5.14), on a :

_V(e; �� ) = � e> Qe + 2 trace
�

��
�

� � 1 _̂� � v0e> PB
�

�
�

+ 2e> P� : (5.23)

En imposant la loi adaptative (5.11), on a :

_V(e; �� ) = � e> Qe + 2e> P� � � � min (Q)kek2 + 2kek� max (P)� max : (5.24)

Ainsi, nous avons _V(e; �� ) � 0   l'ext²rieur de l'ensemble :

E0 =
n

(e; �� ) : kek � 2
� max (P)
� min (Q)

� max =: e0

o
(5.25)

Selon [229, Th²or±me 4.18], la trajectoiree(t) rentre dans un ensemble compact(
 0 � E0) �

Rn dans un temps fini et ne quittera jamais cet ensemble. Cependant, le param±tre adaptatif

� peut ¶tre non born², car _V(e; �� ) peut ¶tre positif dans
 0. Ce ph²nom±ne de d²rive des

gains, souvent appel²parameter drift en anglais, peut causer des probl±mes de stabilit² et

²ventuellement mener   l'²crasement de l'appareil.

Pour borner le gain adaptatif� , on reformule la loi d'adaptation (5.11) avec l'op²rateur de

projection (cf. [230]) comme suit :

_̂� = � Proj
�
�̂ ; v0e> PB

�
(5.26)

oò Proj d²note l'op²rateur de projection. Les notions ²l²mentaires concernant cet op²rateur

sont rassembl²es dans l'annexe C. Plus pr²cis²ment, on utilise la d²finition C.2.2, puisque
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�̂ =
h
�̂ 1; : : : ; �̂ 4

i
est une matrice de dimension4 � 4 dans ce cas particulier. La fonction

convexe utilis²e pour construire l'op²rateur de projection est la suivante :

f i (�̂ i ) =
(1 + � i ) �̂

>
i �̂ i � � 2

i; max

� i � 2
i; max

; i = 1; : : : ; 4 (5.27)

oò � i > 0 est la tol²rance de l'op²rateur et � i; max est la borne impos²e  k�̂ i k. Le gradient de

la fonction f i (�̂ i ) est donc donn² par :

r f i (�̂ i ) = 2
1 + � i

� i � 2
i; max

�̂ i : (5.28)

La figure 5.3 montre le sch²ma bloc d²taill² de la loi de transformation augment²e avec

l'op²rateur de projection (Eqs. (5.10) et (5.26)).

Figure 5.3 Loi d'adaptation avec modification robuste

5.2.2 Analyse de la stabilit²

Avant de proc²der   l'analyse de stabilit², on commence par les hypoth±ses :

� i 2
 i; 0 ,
n
� i 2 R4

�
�
� f i (� i ) � 0

o
=

(

� i 2 R4
�
�
� k� i k �

� i; maxp
1 + � i

)

; i = 1; : : : ; 4 (5.29)

�̂ i (0) 2 
 i; 1 ,
n
�̂ i 2 R4

�
�
� f i (�̂ i ) � 1

o
=

n
�̂ i 2 R4

�
�
� k�̂ i k � � i; max

o
; i = 1; : : : ; 4 (5.30)

L'hypoth±se (5.29) d²pend du choix des param±tres (� i; max et � i ) et les caract²ristiques phy-

siques du syst±me (matrice inconnue� ). L'hypoth±se (5.30) est toujours v²rifi²e si le gain

adaptatif commence son ²volution   partir de l'origine (f i (0) = � 1=� i < 0).

La d²riv²e temporelle de la fonction candidate de Lyapunov (5.14) avec la loi d'adaptation
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(5.26) s'²crit :

_V(e; �� ) = � e> Qe + 2 trace
h
��

�
Proj

�
�̂ ; v0e> PB

�
� v0e> PB

�
�

i
+ 2e> P� : (5.31)

Sous l'hypoth±se (5.29) et en notant que�� = �̂ � � est diagonale, on peut utiliser le

lemme C.2.3 pour montrer que :

trace
h
��

�
Proj

�
�̂ ; v0e> PB

�
� v0e> PB

�i
� 0: (5.32)

De plus, comme la matrice� est diagonale d²finie positive, on obtient :

trace
h
��

�
Proj

�
�̂ ; v0e> PB

�
� v0e> PB

�
�

i
� 0: (5.33)

On retrouve donc l'in²galit² (5.24). Dans ce cas, sous l'hypoth±se (5.30), le lemme C.2.1

garantit que �̂ i (t) 2 
 i; 1; 8t � 0, soit k�̂ i k � � i; max . Ainsi,   l'ext²rieur de l'ensemble


 ,
n

(e; �� ) : kek � e0 \ k � � 1k � 2� 1;max \ : : : \ k � � 4k � 2� 4;max

o
(5.34)

nous avons_V � 0, ce qui indique que l'erreur de suivie et l'erreur d'estimation des param±tres

adaptatifs �� entreront dans un ensemble compact recouvrant
 dans un temps fini et

n'en ressortiront plus. Le param±tre� 0 (cf. Eq. (5.25)) repr²sente une tol²rance sur l'erreur

minimale de suivi. Dans le caskek � � 0 et si _V > 0, alors la dynamique du syst±me quittera


 tout en conservantk�̂ i k � � i; max . Une fois   l'ext²rieur de 
 , le syst±me se stabilisera   la

fronti±re de
 ( _V � 0).

Ainsi, l'op²rateur de projection permet de borner tous les signaux du syst±me. En d'autres

termes, on passe de la stabilit² asymptotique globale vers la stabilit² ultimement uniform²-

ment born²e (UUB) lorsqu'il y a des perturbations non param²triques born²es.

5.3 Simulation et tests exp²rimentaux

Plusieurs simulations et vols exp²rimentaux ont ²t² effectu²s pour v²rifier la strat²gie de

contræle propos²e. Dans le but de d²montrer la portabilit² du syst±me FTC g²n²rique, les

contræleurs ont ²t² impl²ment²s sur deux plates-formes diff²rentes : un quadricopt±re de petite

taille et l'hexacopt±re Firefly que l'on peut consid²rer de taille moyenne ; les param±tres sont

fournis en annexe A.2.
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On utilise le s²quencement de gains suivant pour les deux multicopt±res :

K x =
h
30 17:7 56:3 9:9

i
+

h
11:4 17:4 54:8 12:2

i
 M +

h
� 6:6 � 5:3 46:3 22:9

i
 2

M

K y =
h
� 27:6 � 15:4 51 9:3

i
+

h
� 80:8 � 50:4 156 29

i
 L

K z =
h
9:6 4:4

i
+

h
7:8 8:2

i
 T (5.35)

K  =
h
5:1 3:2

i
+

h
7:1 5:7

i
 N

K i;x = 24:5 � 3 M � 3:3 2
M ; K i;y = � 21:4 � 61:6 L ; K i;z = 8 + 2 :8 T ; K i; = 3:2 + 4:5 N :

L'²volution des gains du contræleur longitudinal par rapport   la LVE est presque lin²aire (Fig.

5.4). Par simplicit², on choisit des s²quencements de gains affines pour les autres contræleurs.

Figure 5.4 ’volution de gains du contræleur longitudinal par rapport   LVE

La loi d'adaptation est obtenue en utilisant :

� = diag (0:1; 1; 1; 1) et Q = diag ( I 3; I 2; I 2; 10I 3) : (5.36)

L'op²rateur de projection est construit avec :

� i = 0:001 et � i; max = 1; i = 1; : : : ; 4: (5.37)

Ces valeurs sont choisies apr±s plusieurs it²rations en simulation pour obtenir une perfor-

mance ad²quate, une commande r²alisable et le moins possible d'oscillations transitoires. On

note ²galement que tous les param±tres adaptatifs sont initialis²s   z²ro.
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5.3.1 Simulation sur un quadricopt±re

On simule les r²ponses temporelles d'un quadricopt±re pour deux lois d'adaptation pr²c²dem-

ment synth²tis²es. L'objectif de ces simulations est de v²rifier le fonctionnement du contræ-

leur g²n²rique tol²rant aux fautes, l'adaptation aux param±tres incertains de l'augmentation

MRAC et l'effet de la modification robuste par op²rateur de projection.

Condition nominale On v²rifie d'abord le comportement du syst±me en boucle ferm²e

dans les conditions nominales (sans incertitudes). La figure 5.5 montre les r²sultats obtenus

pour une s²rie d'²chelons de commande enz et en  avec un angle de lacet initial de�= 4 rad.

Les r²ponses temporelles du drone et celles du mod±le de r²f²rence sont identiques. On

rappelle que le mod±le de r²f²rence (Eq. (5.20)) repr²sente la performance du syst±me boucl²

avec le contræleur g²n²rique de base (cf. Sous-Section 5.1.1) dans les conditions id²ales.

La figure 5.5 montre ²galement que les commandes envoy²es aux rotors r²sident dans les

limites r²alisables et raisonnables.3

Figure 5.5 R²ponse du quadricopt±re en boucle ferm²e au point d'op²ration normale

3. Ti; max = 3 :75N, cf. Annexe A.2.
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Ph²nom±ne de d²rive de gains On simule ensuite le syst±me en introduisant les pertur-

bations non param²triques mal-assorties, soit� (t) dans l'²quation (5.21). Plus pr²cis²ment,

les ²tats _�; _�; _ et _z sont perturb²s par des bruits blancs poss²dant une densit² spectrale de

0:05et une fr²quence de10Hz. Les r²ponses temporelles sont encore acceptables tel que mon-

tr² sur la figure 5.6. Cependant, les param±tres adaptatifs pr²sentent le probl±me de d²rive

ind²sirable (Fig. 5.7). Le param±tre le plus affect² par ce ph²nom±ne est�̂ 4. On remarque

²galement que le seul param±trê� 1 ne diverge pas et reste autour de sa vraie valeur.

Figure 5.6 R²ponse du quadricopt±re en boucle ferm²e en pr²sence de bruits

Figure 5.7 Ph²nom±ne de d²rive de gains en pr²sence de bruits
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Adaptation aux param±tres incertains On v²rifie maintenant le fonctionnement du

contræleur g²n²rique adaptatif en pr²sence de param±tres incertains. € des fins de simulation,

on suppose que les param±tres inconnus du quadricopt±re sont :

m = 1:5m0 et I b = 2I b;0 (5.38)

oò m0 et I b;0 sont les valeurs nominales donn²es en Annexe A.2. En observant le mod±le

d'²tat (5.5), la valeur id²ale de la matrice des param±tres adaptatifŝ� est donn²e par :

� = diag ( � 1; : : : ; � 4) = I 4 � � � 1 = diag ( � 0:5; � 1; � 1; � 1) : (5.39)

La figure 5.8 donne les r²sultats de cette simulation. Les r²ponses temporelles du syst±me

sont comparables   celles pr²sent²es   la figure 5.5, bien que le d²collage du drone soit ralenti

  cause de la masse additionnelle. Il est int²ressant d'observer que les param±tres adaptatifs

�̂ 1 et �̂ 4 convergent bien vers leurs valeurs id²ales (Fig. 5.9). On rappelle que la convergence

de param±tres n'est pas garantie par la MRAC. En effet,̂� 2 et �̂ 3 ne varient pas, car le drone

ne se d²place pas dans le planx i � y i .

Figure 5.8 R²ponse du quadricopt±re en boucle ferm²e en pr²sence de param±tres incertains
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Figure 5.9 ’volution des param±tres adaptatifs pour une s²rie d'²chelons de r²f²rence

Oscillations transitoires Les matrices� et Q (Eq. (5.36)) sont choisies de fa�con empirique

pour r²duire le plus possible les oscillations transitoires souvent rencontr²es dans les syst±mes

MRAC. Pour montrer ce ph²nom±ne, on augmente le taux de convergence du param±tre�̂ 1

en utilisant :

� = I 4 et Q = diag (10I 3; I 2; I 2; 10I 3) : (5.40)

Les r²sultats obtenus sont donn²s   la figure 5.10. On observe que la r²ponse temporelle enz

est am²lior²e par rapport   celle de la figure 5.8. Cependant, les oscillations transitoires sur

la commande et le param±tre adaptatif̂� 1 apparaissent. On note ²galement quê� 1 converge

rapidement vers sa valeur id²ale tel qu'attendu.

Figure 5.10 Oscillations transitoires
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Tol²rance aux fautes On v²rifie maintenant la capacit²   compenser les fautes d'action-

neurs du contræleur g²n²rique adaptatif. On reprend ici la trajectoire d²sir²e d²finie dans

l'²quation (4.35). Lors de simulation, une perte d'efficacit² de35% est inject²e au premier

rotor   t = 30 s. Les param±tres incertains (5.38) sont aussi consid²r²s dans cette simulation.

Les r²ponses spatiales et temporelles du drone sont donn²es aux figures 5.11 et 5.12.

On observe d'abord que le contræleur nominal (sans auto-s²quencement de gains, ni augmen-

tation par MRAC) ne r²ussit pas   maintenir la stabilit² du syst±me en pr²sence de plusieurs

incertitudes. Gr¥ce au s²quencement de gains par LVE, le contræleur g²n²rique de base (sans

augmentation par MRAC) peut conserver la stabilit² du drone et rejoindre la trajectoire

d²sir²e. De plus, les performances du syst±me sont consid²rablement am²lior²es par l'aug-

mentation adaptative. Son efficacit² se manifeste par un angle plus petit, une r²cup²ration

plus rapide des fautes ainsi qu'un meilleur comportement. Par exemple, le cap du drone est

d²vi² de 17� avec le contræleur g²n²rique adaptatif alors que la d²viation atteint36:4� avec

le contræleur g²n²rique de base (Fig. 5.12).

La figure 5.13 montre que les signaux de commande du contræleur g²n²rique adaptatif sont

encore r²alisables et raisonnables. Le profil des param±tres adaptatifs est trac²   la figure

5.14. On mentionne en particulier leur d²rive rapide lors de l'apparition des fautes. Par la

suite, on cherche   borner ces param±tres avec l'op²rateur de projection.

En r²sum², le contræleur g²n²rique adaptatif est capable de tol²rer les fautes d'actionneurs

tout en s'adaptant aux param±tres incertains.

Figure 5.11 Position du quadricopt±re en suivi de trajectoire
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Figure 5.12 Attitude du quadricopt±re en suivi de trajectoire

Figure 5.13 Commandes sur les rotors pour un vol en suivi de trajectoire
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Figure 5.14 ’volution des param±tres adaptatifs pour un vol en suivi de trajectoire

Op²rateur de projection On reproduit le m¶me sc²nario de vol en suivi de trajectoire

ci-dessus en appliquant une modification robuste par op²rateur de projection. Les bornes

maximales pour les param±tres adaptatifs sont donn²es par (5.37). Dans cette simulation, les

param±tres�̂ 1 et �̂ 2 n'atteignent jamais leurs limites (Fig. 5.15). Les param±treŝ� 3 et �̂ 4 sont

par ailleurs bien born²s gr¥ce   l'op²rateur de projection.

Figure 5.15 ’volution des param±tres adaptatifs avec l'op²rateur de projection

Les figures 5.16 et 5.17 d²montrent une l²g±re d²gradation des performances du quadricopt±re

en position et en attitude   cause de la saturation des param±tres adaptatifs. Cependant,

l'effort de commande (Fig. 5.18) est assez similaire   celui de la simulation pr²c²dente (Fig.

5.13). L'op²rateur de projection permet ainsi de borner tous les signaux du syst±me en

conservant un niveau de performance comparable.



98

Figure 5.16 Performance en position de la MRAC avec l'op²rateur de projection

Figure 5.17 Performance en attitude de la MRAC avec l'op²rateur de projection
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Figure 5.18 Commandes sur les rotors avec l'op²rateur de projection

5.3.2 Simulation et tests exp²rimentaux sur un hexacopt±re

On d²ploie le contræleur g²n²rique adaptatif sur l'hexacopt±re Firefly. L'objectif est de valider

ce contræleur dans la mesure oò il peut tol²rer les fautes sur diff²rents multicopt±res.

Simulation de pannes de rotors

On utilise RotorS pour simuler l'hexacopt±re Firefly (NNPPNP) en maintien de position

lorsqu'il y a deux pannes successives de rotors, soit 1 = 100%   t = 5 s et  3 = 100%  

t = 10 s. La figure 5.19a illustre l'²volution des gains du contræleur g²n²rique tol²rant aux

fautes (auto-s²quencement par LVE). Ce profil de gains permet de maintenir la position du

drone malgr² les d²faillances de rotors (Fig. 5.19b, ligne bleue). Ce r²sultat est assez similaire

  celui pr²sent²   la sous-section 4.5.4, car on ne consid±re pas les param±tres incertains.

La figure 5.19b montre ²galement que la tol²rance aux fautes du contræleur g²n²rique est am²-

lior²e par l'augmentation MRAC. Puisqu'on ne simule pas les incertitudes non param²triques

mal-assorties� (t),4 les param±tres adaptatifs sont born²s (Fig. 5.20). De plus, on remarque

que la composante adaptative n'est active qu'apr±s l'occurrence de fautes. Elle fournit donc

une commande suppl²mentaire au contræleur g²n²rique de base. Par cons²quent, le drone

revient plus rapidement   sa position en vol stationnaire (Fig. 5.19b).

Il est int²ressant de constater que l'effort de commande n'est pas satur² dans ce cas (Fig.

5.21). Les vitesses de rotation d²sir²es sont raisonnables et r²alisables par les rotors.5

4. Les fautes d'actionneurs peuvent ¶tre mod²lis²es dans la matrice inconnue� par l'²quation (4.25).
5. La vitesse de rotation maximale des rotors de l'hexacopt±re Firefly est10000rpm, cf. Annexe A.2.



100

(a) ’volution de gains (b) Position du drone

Figure 5.19 Simulation de la panne de rotors - Contræleur g²n²rique adaptatif

Figure 5.20 Simulation de la panne de rotors - Param±tres adaptatifs

Figure 5.21 Contræleur g²n²rique adaptatif - Commandes sur les rotors
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R²sultats exp²rimentaux

La FTC g²n²rique par auto-s²quencement de gains combin²e avec la MRAC ²tant atteinte

en simulation, il reste   la valider exp²rimentalement. Pour assurer la s²curit² de vol6 et

du fait de contraintes de temps, on v²rifie seulement la tol²rance aux fautes du contræleur

g²n²rique sur le Firefly.

On reprend ici le premier sc²nario de test d²crit dans le tableau 4.5 pour un vol stationnaire.

Dans ce cas, les valeurs de LAE ( 1 = 20% et  2 = 90%) sont pr²cis²ment calcul²es   l'aide

des mesures fournies par les encodeurs. Par cons²quent, on obtient un profil de gains assez

lisse (Fig. 5.22a). La figure 5.22b montre qu'il y a un ²crasement du drone avec le contræleur

nominal (sans s²quencement de gains). Au contraire, le drone est capable de retourner   son

point d'²quilibre avec le contræleur g²n²rique (GS). Puisque tous les param±tres sont connus,

les r²sultats obtenus sont assez similaires   ceux pr²sent²s dans la sous-section 4.5.1.

Les vitesses de rotation envoy²es aux contræleurs de moteur sont donn²es   la figure 5.23. En

pratique, on impose une borne de95%de la vitesse maximale des rotors, soit9500rpm. On

peut observer que le signal de commande sur le 2e rotor est satur² pendant quelques instants.

Cependant, l'influence de cette saturation n'est pas importante puisque le 2e rotor est d²j   

la fronti±re d'une panne totale.

En r²sum², les r²sultats exp²rimentaux ont permis de montrer que le contræleur g²n²rique

fonctionne ad²quatement sur l'hexacopt±re Firefly dans des conditions id²ales (sans incerti-

tudes). De plus, il pr²sente une capacit² de tol²rance aux fautes consid²rable.

5.4 Conclusion du chapitre

On a d'abord proc²d²   la synth±se d'un contræleur auto-s²quenc² reposant sur la commande

virtuelle normalis²e. L'objectif est d'obtenir un contræleur tol²rant aux fautes de base qui

fonctionne ad²quatement sur diff²rents multicopt±res dans des conditions id²ales. Ensuite,

une transformation adaptative de type MRAC est ajout²e pour prendre en compte les incer-

titudes param²triques. Enfin, on modifie la loi adaptative par l'op²rateur de projection dans

le but de borner les gains adaptatifs tout en conservant un niveau de performance acceptable.

Un contræleur unique avec des param±tres constants a ²t² impl²ment² sur deux diff²rents

multicopt±res. Les r²sultats obtenus, autant en simulation qu'exp²rimentalement, ont d²-

montr² le bon fonctionnement du syst±me en boucle ferm²e. Non seulement le contræleur

6. L'espace de vol dans la voli±re du MRASL ne permet pas d'effectuer les tests avec plusieurs incertitudes
en m¶me temps (fautes et param±tres incertains).
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s'adapte aux diff²rentes configurations (avec param±tres inconnus), mais il permet d'am²lio-

rer la performance du syst±me en pr²sence de fautes.

(a) ’volution de gains (b) Position du drone

Figure 5.22 R²sultats exp²rimentaux pour le contræleur g²n²rique tol²rant aux fautes

Figure 5.23 Commandes sur les rotors
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CHAPITRE 6 ANALYSE DE LA STABILIT’ G’N’RALIS’E ROBUSTE

DU SYST‘ME FTC PAR APPLICATIONS GARDIENNES

Les chapitres 4 et 5 ont permis de synth²tiser avec succ±s les lois de commande tol²rantes

aux fautes pour multicopt±res. Nous avons ensuite v²rifi² les r²sultats de synth±se sur un

ensemble de points du domaine de fonctionnement. Toutefois, aucune garantie n'est offerte

pour assurer le bon comportement du syst±me boucl² entre deux points de synth±se. Dans le

but de valider nos designs, nous allons maintenant ²tudier la stabilit² g²n²ralis²e robuste du

syst±me FTC complet sur l'ensemble des points du domaine incertain.

Parmi les outils d'²tude de la stabilit², nous nous int²ressons au lien entre les applications

gardienne et la VSS propos² par Chenet al. [202]. Dans ce travail, les auteurs ont ²tabli les

CNS de la stabilit² g²n²ralis²e robuste sous forme de la VSS d'une seule matrice constante.

Cela permet d'²viter la complexit² du probl±me d'optimisation de la� -analyse. N²anmoins,

cette m²thode pr²sente ²galement quelques limitations, la principale r²sidant dans le fait

qu'elle est applicable seulement pour les matrices   intervalle. De plus, la dimension ²lev²e

du probl±me due   l'utilisation du produit de Kronecker peut ¶tre un autre inconv²nient.

De mani±re   s'affranchir de ces limitations, nous proposons d'abord une solution simplifi²e

applicable pour les syst±mes incertains poss²dant une structure d'incertitude affine. Ensuite,

cette m²thode est ²tendue au cas d'incertitudes rationnelles.

Pour ²viter une charge de calcul ²lev²e due au produit de Kronecker, nous proposons une

solution alternative via le recours au produit bialtern². En r²sum², la m²thode d'analyse

propos²e pr²sente l'avantage d'¶tre plus simple et plus g²n²rale que celle de [202]. Elle rend

ainsi possible la r²solution num²rique des applications gardiennes dans le cas d'une famille

incertaine multiparam²trique. Il convient cependant de noter que l'ensemble des incertitudes

constitue un hyperrectangle dans notre cas pr²sent.1

En nous basant sur les applications gardiennes, nous analyserons la robustesse du syst±me

FTC vis- -vis de la perte d'efficacit² de contræle (LOE),2 ainsi que de l'erreur d'estimation

de fautes sortant du module FDD. Cette phase validera la strat²gie de commande tol²rante

aux fautes par s²quencement de gains.

1. On rencontre aussi le cas des polytopes dans la litt²rature.
2. LOE d²signe ici LAE ou LVE.
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6.1 Stabilit² g²n²ralis²e robuste du syst±me incertain

Nous commen�cons cette section par un bref rappel sur la repr²sentation d'un syst±me lin²aire

incertain et les applications gardiennes. Les autres pr²liminaires math²matiques tels que la

forme LFT, le produit de Kronecker ou le produit bialtern² sont disponibles dans l'annexe

D. Nous pr²sentons ensuite le lien entre les applications gardiennes et la VSS dans le but de

faciliter l'analyse de la robustesse face aux incertitudes structur²es born²es dans un hyperrec-

tangle. Les conditions n²cessaires et suffisantes de stabilit² robuste sous la forme de la VSS

d'une matrice constante sont alors propos²es. Nous terminons sur des exemples d'application

pour montrer l'avantage de cette m²thode d'analyse comparativement   celles existantes dans

la litt²rature.

6.1.1 Pr²liminaires et notations

6.1.1.1 Incertitudes param²triques

Soit la repr²sentation d'²tat d'une famille de syst±mes lin²aires soumis aux perturbations

structur²es :

_x(t) = A (r )x(t); r 2 U (6.1)

oò x 2 Rn , r = [ r1; : : : ; rk ]> 2 U � Rk est le vecteur de param±tres incertains etU est un

sous-ensemble connexe par arcs (pathwise connected) et born² 3 de Rk . La matrice incertaine

A (r ) 2 Rn� n d²pend de fa�con continue du vecteur param²triquer et peut ¶tre repr²sent²e

sous la forme suivante :

A (r ) = A 0 +
lX

i =1

hi (r )A i ; hi 6= hj ; 8i 6= j; 1 � i; j � l (6.2)

oò lesA i 2 Rn� n sont des matrices constantes et leshi : U ! R sont des fonctions continues

de r . Dans cette section, on va ²tudier en particulier l'hyperrectangleU � Rk d²fini par :

U =
n
r 2 Rk : r i � r i � r i ; 1 � i � k

o
(6.3)

D²finition 6.1.1 ([172]). On dit que la matrice param²tr²eA (r ) a une structure d'incertitude

lin²aire, affine, multi-lin²aire, polynomiale ou rationnelle si chaque fonctionhi : Rk ! R est

respectivement lin²aire, affine, multi-lin²aire, polynomiale ou rationnelle der .

3. Pour l'analyse de la stabilit² robuste, on suppose souvent une bornea priori pour le vecteur de pa-
ram±tres incertainsr [172]. Cette condition n'est pas essentielle pour les applications gardiennes, mais nous
permet de les connecter avec la VSS.
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Notons qu'une matrice   intervalleA I =
h
A A

i
est un cas sp²cial deA (r ) avec une structure

d'incertitude affine. Pour obtenir la formulation (6.2), on d²finit d'abord :

A 0 =
1
2

(A + A ); Â =
1
2

(A � A ): (6.4)

Soit l le nombre des valeurs non nulles danŝA , donc l � n2. On peut ensuite repr²senter

la matrice Â comme Â =
P l

i =1 A i oò chaque matriceA i a un seul ²l²ment non nul et

A i 6= A j ; 8i 6= j . Cela permet d'exprimer la matrice   intervalle de la fa�con suivante :

A I =
h
A A

i
= A 0 +

lX

i =1

r i A i ; � 1 � r i � 1; 8i = 1; : : : ; l: (6.5)

On remarque que la d²finition 6.1.1 est aussi disponible pour les familles de polynæmes

repr²sent²es parp(s; r ) = p0(s) +
P l

i =1 hi (r )pi (s) avechi 6= hj ; 8i 6= j; 1 � i; j � l .

6.1.1.2 Applications gardiennes

Avant de d²finir les applications gardiennes, il est n²cessaire d'abord de clarifier la d²finition

de la stabilit² g²n²ralis²e robuste [192], aussi appel²e laD-stabilit² robuste [172].

D²finition 6.1.2 ([192]). Soit 
 un domaine ouvert du plan complexe correspondant   l'en-

semble de stabilit² d²sir²e. La famille param²tr²e de matricesA :=
n
A (r ) : r 2 U � Rk

o
ou

de polynæmesP :=
n
p(�; r ) : r 2 U � Rk

o
est robustement
 -stable si les valeurs propres des

matrices A (r ) 2 A ou les racines des polynæmesp(s; r ) 2 P sont toutes   l'int²rieur de 
 .

En particulier, la famille est dite nominalement
 -stable siA (r 0) ou p(s; r 0) est stable par

rapport   
 pour un certain r 0 2 U.

On note S(
) , l'ensemble de stabilit² g²n²ralis²e relativement   une r²gion 
 du plan com-

plexe, d²finie par :

S(
) =
n
A 2 Rn� n : � (A ) � 


o
(6.6)

pour les matrices, ou

S(
) = f p 2 P n : Z (p) � 
 g (6.7)

pour les polynæmes. Ici,� (A ) d²note l'ensemble des valeurs propres deA et Z (p) d²note

l'ensemble des racines dep.

D²finition 6.1.3 ([192]). Soit X l'ensemble des matrices carr²es r²elles de dimensionn ou

l'ensemble des polynæmes de degr²n   coefficients r²els, et S un sous-ensemble ouvert deX .
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Soit � : X ! C. On dit que � gardeS si :

8x 2 S : � (x) = 0 () x 2 @S (6.8)

oò S est l'adh²rence deS et @S la fronti±re de S. L'application � (x) est dite polynomique si

elle est une fonction polynomiale des coefficients dex.

On rappelle que l'adh²rence est le plus petit ensemble ferm² contenantS. Il existe plusieurs

applications gardiennes permettant de garder diff²rentes r²gions du plan complexe (cf. [192]).

Le lecteur peut trouver les applications gardiennes usuelles dans l'annexe D.4.

D²finition 6.1.4 ([172]). On dit que l'application � : Rn� n ! C admet une repr²sentation

d²terminante polynomiale si :

� (A ) = det f (A ) (6.9)

oò f : Rn� n ! Rp� p telle quef (A ) d²pend de fa�con polynomiale des coefficients deA .

Ainsi, chacune des applications gardiennes fournies en annexe D.4 admet une repr²sentation

d²terminante polynomiale.

Le th²or±me suivant permet d'²tablir une CNS de la robustesse en termes de stabilit² g²n²-

ralis²e   travers l'utilisation des applications gardiennes.

Th²or±me 6.1.1 ([192]). Soit l'ensembleS(
) gard² par l'application gardienne� 
 et sup-

posons quex(r 0) 2 S pour un r 0 2 U. Alors

x(r ) 2 S; 8r 2 U () � 
 (x(r )) 6= 0; 8r 2 U

() � 
 (x(r 0)) � 
 (x(r )) > 0; 8r 2 U:
(6.10)

On se reportera   [11,192] pour des exemples d'application du th²or±me 6.1.1.

Corollaire 6.1.1 ([11]). Soit l'ensembleS(
) gard² par l'application gardienne � 
 . Soit

C , f r 2 U : � 
 (x(r )) = 0 g. Alors, l'ensembleC divise l'espace des param±tresU � Rk en

composantesCi qui sont soit stables ou instables par rapport  
 . Pour savoir si x(r ) est


 -stable surCi , il suffit de tester x(r i ) pour un vecteur quelconquer i 2 Ci .

Le corollaire des composantes 6.1.1 fournit ainsi une m²thode d'analyse graphique qui est

utilisable pour les familles monoparam²triques ou biparam²triques.
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6.1.1.3 Stabilit² g²n²ralis²e robuste par l'application gardienne et la VSS

La � -analyse permet d'²tudier la stabilit² robuste du syst±me vis- -vis des incertitudes struc-

tur²es et non structur²es qui sont toutes rassembl²es dans une matrice� . Rappelons que la

VSS de la matrice complexeM 2 Cn� n est d²finie comme ²tant [231] :

� � (M ) :=
1

min
� 2 �

f �� (�) : det ( I � M �) = 0 g
(6.11)

oò �� (�) est la valeur singuli±re maximum de� 2 � � Cn� n . Si I � M � n'est pas singuli±re

sur � , alors � � (M ) := 0 .

La CNS de stabilit² robuste ²tablie par la � -analyse prend la forme :

sup
! 2 R

� � (G(j! )) <
1


(6.12)

pour tout � 2 � avec k� k1 �  (cf. [170, 202]). Ainsi, la� -analyse ram±ne le probl±me

de stabilit² au probl±me d'optimisation de la VSS d'une matrice de fonctions fr²quentielles.

Comme il a ²t² mentionn² auparavant, la � -analyse n²cessite un effort de calcul cons²quent

surtout pour les syst±mes de grandes dimensions. Afin de pallier ce probl±me, Chenet al. [202]

ont d²velopp² une m²thode alternative bas²e sur les applications gardiennes et la VSS pour

le cas particulier de matrices par intervalles..

Th²or±me 6.1.2 ([202]). Supposons que la matrice centraleA 0 2 Rn� n est stable au sens de

Hurwitz, alors le syst±me   intervalle_x(t) = A I x(t) = F l (M ; �) x(t) est robustement stable

si et seulement si

� � P (M C ) < 1 (6.13)

oò � P =
n

diag (� 1I 2n ; : : : ; � qI 2n ) : � i 2 [� 1; 1]
o

et M C = PM̂ 21 M̂ � 1
11 M̂ 12 P> est construite

en se basant sur une repr²sentation LFT deA I , l'application gardienne d²finie avec le produit

de Kronecker (D.10), le lemme D.3.2 et une matrice de permutation appropri²eP. Pour plus

de d²tails sur la construction deM C , le lecteur peut se r²f²rer   [202].

L'avantage du th²or±me 6.1.2 est de ne pas n²cessiter de recouvrir une plage de fr²quence

comme dans la condition (6.12). La variable de balayage! ²tant ²limin²e, il faut calculer

la VSS d'une seule matrice constante. Cette m²thode pr²sente ainsi un atout majeur dans

son co�ut de calcul num²rique par rapport   la � -analyse. N²anmoins, comme mentionn²e en

introduction, elle a quelques limitations dans sa mise en� uvre.

Dans les sous-sections suivantes, nous pr²sentons une version simplifi²e et plus g²n²rale du

th²or±me 6.1.2. En analysant la preuve de ce th²or±me, le point cl² de la d²monstration
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r²side dans la repr²sentation LFT de la fonction matriciellef (A ) de l'application gardienne

choisie (cf. Eq. (6.9)). Nous proposons donc une solution simplifi²e quant   la structure

d'incertitude affine. Cette solution ne n²cessite ni une forme LFT du syst±me param²tr² ni

une matrice de permutation. Ensuite, nous utilisons les applications gardiennes construites

  partir du produit bialtern² pour r²duire l'effort de calcul. Enfin, nous cherchons   ²tendre

cette m²thode dans le cas de la structure d'incertitude rationnelle.

6.1.2 Structure d'incertitude affine

Soit A =
n
A (r ) : r 2 U � Rk

o
une famille de matrices r²elles de dimensionn � n avec

une structure d'incertitude affine, i.e., chaque coefficient deA (r ) d²pend de fa�con affine du

vecteur param²trique r . La matrice param²tr²e A (r ) s'²crit alors :

A (r ) = A 0 +
kX

i =1

r i A i (6.14)

avec A i matrices constantes donn²es. Le param±tre incertainr est normalis² et varie dans

un hyperrectangleU � Rk d²fini par :

U =
n
r 2 Rk : jr i j � 1; 1 � i � k

o
: (6.15)

Sans perte de g²n²ralit², on suppose queA 0 est stable par rapport   la r²gion d'int²r¶t 
 .

6.1.2.1 Stabilit² d'Hurwitz avec produit de Kronecker

Soit 
 = Co
� le demi-plan gauche complexe ouvert. L'ensembleS(
) est gard² par l'applica-

tion gardienne :

� H (A ) = det f (A ) avecf (A ) = A � A : (6.16)

En appliquant les propri²t²s fondamentales du produit de Kronecker (cf. Annexe D.1) et

apr±s manipulations, on obtient :

f (A (r )) = A (r ) 
 I n + I n 
 A (r ) = A 0 � A 0 +
kX

i =1

r i A i � A i : (6.17)

On constate donc quef (A (r )) est aussi une matrice param²tr²e poss²dant une structure

d'incertitude affine. D±s lors, la technique de Morton [232] peut ¶tre appliqu²e pour obtenir

une r²alisation LFT d'ordre minimal de f (A (r )) . En notant Â i = A i � A i ; i = 1 : : : k, on
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effectue ensuite une d²composition   rang minimum pour̂A i comme suit :

Â i = Â il Â ir

oò Â il 2 Rn2 � qi et Â ir 2 Rqi � n2
avecqi = rank Â i . L'²quation (6.17) devient :

f (A (r )) = A 0 � A 0| {z }
N 11

+
h
Â 1l : : : Â kl

i

| {z }
N 12

2

6
6
6
4

r1I q1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : rk I qk

3

7
7
7
5

| {z }
�( r )

2

6
6
6
4

Â 1r
...

Â kr

3

7
7
7
5

| {z }
N 21

=: F l (N ; �( r )) : (6.18)

avecN :=

2

4
N 11 N 12

N 21 0

3

5 .

Corollaire 6.1.2. La famille de matrices (6.14)-(6.15) est robustement stable au sens de

Hurwitz si et seulement si elle est nominalement stable et

� �

�
N 21N � 1

11 N 12

�
< 1 (6.19)

oò � =
n
� = diag ( r1I q1 ; : : : ; rk I qk ) 2 Rq� q; q = q1 + : : : + qk

o
.

D²monstration. La preuve du corollaire 6.1.2 suit les m¶mes lignes de celle du th²or±me

3 dans [202]. PuisqueA 0 2 S(
) et � H gardeS(
) , on a � H (A 0) = det f (A 0) = det N 11 6= 0,

c'est- -dire N 11 est inversible. Alors, le th²or±me 6.1.1 implique que :

A (r ) 2 S(
 ); 8r 2 U , � H (A (r )) 6= 0; 8r 2 U

, det
h
N 11 + N 12� ( I q � N 22�)

� 1 N 21

i
6= 0; 8r 2 U

, det
h
I n2 + N � 1

11 N 12� ( I q � N 22�)
� 1 N 21

i
6= 0; 8r 2 U

, det
h
I q + ( I q � N 22�)

� 1 N 21N � 1
11 N 12�

i
6= 0; 8r 2 U

, det
h
I q � N 22� + N 21N � 1

11 N 12�
i

6= 0; 8r 2 U

, min
� 2 �

n
� (�) : det

h
I q �

�
N 22 � N 21N � 1

11 N 12

�
�

i
= 0

o
> 1

, � � (Q) < 1

avec Q := N 22 � N 21N � 1
11 N 12. La d²monstration est compl²t²e en notant que dans ce cas

N 22 = 0 et que � � (Q) = � � (� Q).

L'avantage de la formulation du corollaire 6.1.2 comparativement   la formulation du th²or±me
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6.1.2 r²side dans le fait qu'il ne faut pas utiliser la repr²sentation LFT de la matrice incer-

taine A (r ) pour r²aliser f (A (r )) = F l (N ; �( r )) . De plus, on peut assurer que la forme LFT

(6.18) dispose d'un ordre minimal donn² par :

q :=
kX

i =1

qi =
kX

i =1

rank (A i � A i ) � kn2: (6.20)

On remarque particuli±rement que la structure du bloc d'incertitude� (cf. Eq. 6.18) est bien

d²finie pour le calcul de� . Par cons²quent, on n'a besoin d'aucune matrice de permutation

comme dans le th²or±me 6.1.2.

6.1.2.2 Stabilit² d'Hurwitz avec produit bialtern²

On s'int²resse maintenant   r²duire la dimension def (A (r )) = F l (N ; �( r )) via le produit

bialtern² pour att²nuer l'effort de calcul. Consid²rons alors l'application gardienne

� H (A ) = det( A ) det(A � I n ) (6.21)

qui prot±ge aussi le demi-plan complexe gauche ouvert (cf. Annexe D.4).

Soient f 1 (A (r )) := A (r ) et f 2 (A (r )) := A (r ) � I n . Il s'agit d'abord de reformuler f 1 (A (r ))

sous la forme d'une LFT inf²rieure. € cet ²gard, on applique une nouvelle fois la d²compo-

sition   rang minimum pour les matrices constantesA i dans l'²quation (6.14).

Soit A i = A il A ir , oò A il 2 Rn� m i et A ir 2 Rm i � n avecmi = rank A i . On peut donc exprimer

la matrice incertaineA (r ) comme ²tant :

f 1 (A (r )) = A (r ) = A 0 +
kX

i =1

r i A i = A 0 +
kX

i =1

r i A il A ir

= A 0|{z}
M 11

+
h
A 1l : : : A kl

i

| {z }
M 12

2

6
6
6
4

r1I m1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : rk I mk

3

7
7
7
5

| {z }
� A (r )

2

6
6
6
4

A 1r
...

A kr

3

7
7
7
5

| {z }
M 21

=: F l (M ; � A (r )) :
(6.22)

On cherche dans un second temps une repr²sentation LFT def 2 (A (r )) . En exploitant les

propri²t²s de base du produit bialternat² (cf. Annexe D.2), on obtient :

f 2 (A (r )) = A (r ) � I n = A 0 � I n +
kX

i =1

r i A i � I n| {z }
Â i

: (6.23)
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De m¶me, par d²composition   rang minimum,f 2 (A (r )) prend la forme :

f 2 (A (r )) = A 0 � I n| {z }
N 11

+
h
Â 1l : : : Â kl

i

| {z }
N 12

2

6
6
6
4

r1I q1 : : : 0
...

. . .
...

0 : : : rk I qk

3

7
7
7
5

| {z }
�( r )

2

6
6
6
4

Â 1r
...

Â kr

3

7
7
7
5

| {z }
N 21

=: F l (N ; �( r )) (6.24)

oò Â i := A i � I n = Â il Â ir , Â il 2 R
n ( n � 1)

2 � qi , Â ir 2 Rqi �
n ( n � 1)

2 avecqi = rank Â i . L'ordre de

cette repr²sentation LFT est minimal et donn² par :

q :=
kX

i =1

qi =
kX

i =1

rank (A i � I n ) � k
n(n � 1)

2
: (6.25)

Sur la base des d²veloppements pr²c²dents, on en d²duit le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.3. La famille de matrices (6.14)-(6.15) est robustement stable (Hurwitz) si

et seulement si elle est nominalement stable et

� � A

�
M 21M � 1

11 M 12

�
< 1 et � �

�
N 21N � 1

11 N 12

�
< 1: (6.26)

La d²monstration du corollaire 6.1.3 est similaire   celle du corollaire 6.1.2.

Remarque 6.1.1. En comparant les ²quations (6.20) et (6.25), on observe que la dimension

du bloc d'incertitude � r²sultant du produit bialtern² est inf²rieure   celle obtenue avec le

produit de Kronecker. On note ²galement que les dimensions des matrices carr²esf (A ), f 1(A )

et f 2(A ) dans les ²quations (6.17), (6.22) et (6.24) sont respectivementn2, n et n(n � 1)=2.

Ainsi, la deuxi±me m²thode bas²e sur le produit bialtern² est pr²f²rable en termes de temps

de calcul, surtout dans le cas d'un syst±me d'ordre ²lev².

Remarque 6.1.2. On peut ²galement adopter une d²marche similaire pour les applications

gardiennes (D.12) et (D.13) concernant la stabilit² g²n²ralis²e. Notons que les autres appli-

cations (D.14-D.16) ne conviennent pas   cause de la non lin²arit² de la fonctionf (A ) dans

leur formulation. On le reporte   la sous-section suivante.

6.1.3 Structure d'incertitude rationnelle

Plus g²n²ralement, nous abordons la stabilit² g²n²ralis²e robuste d'une famille de matrices

A =
n
A (r ) 2 Rn� n : r 2 U � Rk

o
qui d²pend de fa�con rationnelle du vecteur param²trique

r 2 U, oò U est un hyperrectangle d²fini par l'²quation (6.15). Rappelons qu'il existe toujours
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une repr²sentation LFT d'une telle matriceA (r ) portant sur le lemme D.3.3 ²nonc² en annexe

D.3. Soit :

A (r ) = F l (M ; � A (r )) = F l

0

@

2

4
M 11 M 12

M 21 M 22

3

5 ; � A (r )

1

A (6.27)

oò M 11 2 Rn� n , M 12 2 Rn� m , M 21 2 Rm� n et M 22 2 Rm� m . Le bloc d'incertitude � A

appartient   l'ensemble structur² � A d²fini par :

� A ,
n

diag (r1I m1 ; : : : ; rk I mk ) : r i 2 [� 1; 1]
o

� Rm� m (6.28)

avecm =
P k

i =1 mi qui repr²sente l'ordre de la LFT (6.27).

6.1.3.1 Cas g²n²ral

Soit 
 un sous-ensemble ouvert du plan complexe tel queS(
) soit gard² par une application

gardienne� 
 (A ) = det f (A ). Supposons que� 
 (A ) admette une repr²sentation d²terminante

polynomiale (cf. D²finition 6.1.4). Alors, f (A ) est aussi une fonction matricielle rationnelle

du param±tre incertainr . Il en r²sulte :

f (A (r )) = F l (N ; �( r )) = F l

0

@

2

4
N 11 N 12

N 21 N 22

3

5 ; �( r )

1

A (6.29)

oò N 11 2 Rp� p, N 12 2 Rp� q, N 21 2 Rq� p et N 22 2 Rq� q. Le bloc d'incertitude � 2 � oò

� ,
n

diag (r1I q1 ; : : : ; rk I qk ) : r i 2 [� 1; 1]
o

� Rq� q (6.30)

avecq =
P k

i =1 qi qui repr²sente l'ordre de la LFT (6.29).

Le th²or±me suivant fournit une CNS de base pour la stabilit² g²n²ralis²e robuste du syst±me

lin²aire d²pendant rationnellement du param±tre incertain r²el.

Th²or±me 6.1.3. Soient la famille de matricesA = f A (r ) : r 2 Ug d²finie par (6.27)-

(6.28), et l'ensembleS(
) gard² par l'application gardienne� 
 (A ) = det f (A ) oò f (A ) est

donn²e par (6.29). Alors, la famille param²tr²e A est robustement
 -stable si et seulement

si elle est nominalement
 -stable et

� �

�
N 22 � N 21 N � 1

11 N 12

�
< 1: (6.31)

La d²monstration du th²or±me 6.1.3 est similaire   celle du corollaire 6.1.2.

Remarque 6.1.3. L'ordre de f (A (r )) = F l (N ; �( r )) n'est pas essentiellement minimal.



113

Or, en utilisant la VSS comme indice de stabilit², on devrait r²duire autant que possible la

dimension deN et �( r ). Cela permet d'obtenir pr²cis²ment et rapidement la VSS par des

outils num²riques tels que la commandemussvde Matlab . De la sorte, le produit bialtern²

est pr²f²r² pour la construction d'applications gardiennes plutæt que le produit de Kronecker.

Dans ce qui suit, on va appliquer le th²or±me 6.1.3 pour diff²rentes r²gions de stabilit²

d'int²r¶t 
 . Il s'agit de trouver l'expression explicite def (A (r )) en termes de LFT avec

l'ordre le plus bas possible. L'id²e est d'utiliserA (r ) = F l (M ; � A (r )) pour r²aliser f (A (r )) =

F l (N ; �( r )) . Cela d²coule du fait que l'interconnexion de LFT est aussi une LFT [201].

6.1.3.2 Stabilit² d'Hurwitz avec produit de Kronecker

On commence habituellement avec l'application gardienne� H (A ) = det ( A � A ) dans le but

d'²tudier la stabilit² d'Hurwitz. En appliquant le lemme D.3.2, on obtient :

f (A (r )) = A (r ) � A (r ) = F l (M ; � A (r )) � F l (M ; � A (r )) =: F l (M̂ ; �̂( r )) (6.32)

oò

M̂ =

2

6
6
6
4

M 11 � M 11 M 12 
 I n I n 
 M 12

M 21 
 I n M 22 
 I n 0

I n 
 M 21 0 I n 
 M 22

3

7
7
7
5

=:

2

4
M̂ 11 M̂ 12

M̂ 21 M̂ 22

3

5

�̂( r ) =

2

4
� A (r ) 
 I n 0

0 I n 
 � A (r )

3

5 :

(6.33)

En regardant la structure du bloc d'incertitude �̂( r ), on peut trouver que les param±tres

incertains ne sont pas bien plac²s pour calculer la VSS. Par exemple, sin = k = 2 et m = 2,

soit m1 = m2 = 1 (cf. Eq. (6.28)), on obtient �̂ = diag ( r1; r1; r2; r2; r1; r2; r1; r2) via

l'²quation (6.33), tandis que la structure requise est� = diag ( r1I 4; r2I 4). On a alors besoin

d'une matrice de permutationP de dimension2mn � 2mn tel que :

�( r ) = P�̂( r )P> = diag ( r1I 2m1n ; : : : ; rk I 2mk n ) : (6.34)

Par exemple, dans le cas den = k = m = 2, la matrice de permutationP est donn²e par :

P =

2

6
6
6
6
6
6
4

I 2 02 02 02

02 02 e1e>
1 e2e>

1

02 I 2 02 02

02 02 e1e>
2 e2e>

2

3

7
7
7
7
7
7
5

(6.35)
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oò f e1; e2g est la base canonique deR2.

En introduisant une telle matrice de permutation, on peut reformulerf (A (r )) comme suit :

f (A (r )) = F l (M̂ ; �̂( r )) = F l

0

@

2

4
M̂ 11 M̂ 12P>

PM̂ 21 PM̂ 22P>

3

5 ; �( r )

1

A =: F l (N ; �( r )) : (6.36)

L'²galit² (6.36) est v²rifi²e en regardant la propri²t² d'une matrice de permutation P> P = I .

On propose ensuite le corollaire (6.1.4) qui est une cons²quence directe du th²or±me 6.1.3.

Corollaire 6.1.4. La famille de matrices (6.27)-(6.28) est robustement stable (Hurwitz) si

et seulement si elle est nominalement stable et

� �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
< 1: (6.37)

Nous porterons notre attention sur les dimensions de la matricef (A (r )) et du bloc � qui

sont respectivementp � p = n2 � n2 et q � q = 2mn � 2mn dans ce cas.

6.1.3.3 Stabilit² d'Hurwitz avec produit bialtern²

Comme pr²c²demment, on cherche toujours   r²duire la dimension def (A (r )) = F l (N ; �( r ))

dans la mesure du possible. Pour cela, on propose d'abord le lemme ci-dessous. On introduit

les notations suivantes.

Soient f ei 2 Rn : 1 � i � ng la base canonique deRn et Q2;n l'ensemble des paires d'entiers

(i; j ), i = 1; : : : ; n � 1; j = i + 1; : : : ; n, list² lexicalement, c'est- -dire :

Q2;n = f (1; 2); (1; 3); : : : ; (1; n); (2; 3); : : : ; (2; n); : : : ; (n � 1; n)g: (6.38)

Soit V une matricen2 � n(n� 1)
2 dont les colonnes sont donn²es par1p

2
(ei 
 ej � ej 
 ei ) et

l'ordre des colonnes correspond   l'ordre lexical des paires(i; j ) dansQ2;n , soit :

V (:; k) =
1

p
2

(ei 
 ej � ej 
 ei ) ; (i; j ) = Q2;n (k); k = 1; : : : ;
n(n � 1)

2
: (6.39)

Lemme 6.1.4. Soient� 2 Cm� m et M une matrice complexe de dimension(n + m) � (n + m),

partitionn²e avec M 11 2 Cn� n , M 22 2 Cm� m . Alors,

2F l (M ; �) � I n =: F l (M̂ ; �̂) (6.40)
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oò

M̂ =

2

6
6
6
4

V > (M 11 � M 11) V V > (M 12 
 I n ) V > (I n 
 M 12)

(M 21 
 I n ) V M 22 
 I n 0

(I n 
 M 21) V 0 I n 
 M 22

3

7
7
7
5

=

2

4
M̂ 11 M̂ 12

M̂ 21 M̂ 22

3

5 ;

�̂ =

2

4
� 
 I n 0

0 I n 
 �

3

5

(6.41)

avecV donn² par (6.39).

D²monstration. Pour ²tablir (6.41), on utilise le fait que :

2 (A � B ) = V > (A 
 B + B 
 A ) V (6.42)

oò A ; B 2 Cn� n et V 2 Rn2 � n ( n � 1)
2 d²finie ci-dessus. On se reportera   [233, Th²or±me 4.2]

pour une d²monstration de cette relation entre le produit bialtern² et le produit de Kronecker.

Avec cette propri²t², on en d²duit :

2F l (M ; �) � I n = V > [F l (M ; �) 
 I n ] V + V > [I n 
 F l (M ; �)] V : (6.43)

En se basant sur les propri²t²s fondamentales du produit de Kronecker (cf. Annexe D.1),

soient (A 
 B )� 1 = A � 1 
 B � 1 et (AB ) 
 (CD ) = ( A 
 C) (B 
 D ), et apr±s quelques

manipulations, on dispose du r²sultat suivant :

V > [F l (M ; �) 
 I n ] V = F l

0

@

2

4
V > (M 11 
 I n )V V > (M 12 
 I n )

(M 21 
 I n )V M 22 
 I n

3

5 ; � 
 I n

1

A ;

V > [I n 
 F l (M ; �)] V = F l

0

@

2

4
V > (I n 
 M 11)V V > (I n 
 M 12)

(I n 
 M 21)V I n 
 M 22

3

5 ; I n 
 �

1

A :

(6.44)

La preuve du lemme 6.1.4 est compl±te en notant que2F l (M ; �) � I n est   pr²sent la somme

de deux LFT (cf. [201,234]).

Sur la base de ce lemme, on proc±de maintenant   l'analyse de robustesse via l'application

gardienne suivante :

� H (A (r )) = det( A ) det(2A � I n ) = det
�
F l (M ; � A (r ))

�
det

�
F l (M̂ ; �̂( r ))

�
(6.45)

qui garde aussi la stabilit² d'Hurwitz. En consid²rant la structure du bloc�̂( r ) (Eq. (6.41)),

on doit utiliser une matrice de permutationP similaire   celle dans (6.34) pour replacer les
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param±tres incertains   la position d²sir²e. Enfin, on a le r²sultat suivant.

Corollaire 6.1.5. La famille de matrices (6.27)-(6.28) est robustement stable (Hurwitz) si

et seulement si elle est nominalement stable et

� � A

�
M 22 � M 21M � 1

11 M 12

�
< 1 et � �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
< 1: (6.46)

Il est en particulier   noter que la dimension de la matrice carr²eF l (M̂ ; �̂( r )) dans (6.45) est

n(n � 1)=2, c'est- -dire une diminution remarquable par rapport   n2 dans le cas du corollaire

6.1.4 (plus de50%).

6.1.3.4 Syst±me discret

Soient 
 un disque ouvert de rayon! et l'ensembleS(
) gard² par (cf. Annexe D.4) :

� ! (A ) = det f (A ) = det
�
A 
 A � ! 2I n2

�
: (6.47)

Si ! = 1, on retrouve le cas de la stabilit² de Schur pour les syst±mes discrets. En prenant

A (r ) = F l (M ; � A (r )) , on peut d²composerf (A (r )) sous la forme LFT via le lemme D.3.1

en annexe D.3. On obtient donc :

f (A (r )) = A (r ) 
 A (r ) � ! 2I n2 = F l

�
M̂ s; �̂ s(r )

�
(6.48)

oò

M̂ s =

2

6
6
6
4

M 11 
 M 11 � ! 2I n2 M 12 
 I n M 11 
 M 12

M 21 
 M 11 M 22 
 I n M 21 
 M 12

I n 
 M 21 0 I n 
 M 22

3

7
7
7
5

;

�̂ s(r ) =

2

4
� A (r ) 
 I n 0

0 I n 
 � A (r )

3

5 :

(6.49)

D±s lors, une d²marche similaire   celle du corollaire 6.1.4 sera effectu²e pour v²rifier la

stabilit² robuste de A (r ).

6.1.3.5 Stabilit² g²n²ralis²e

En g²n²ral, il est possible de combiner les applications gardiennes pour prot²ger un ensemble

compos² de plusieurs fronti±res distinctes.4 Consid²rons par exemple la r²gion
 illustr²e  

4. cf. Lemme D.4.1 en annexe D.4
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la figure 6.1 qui est l'intersection entre le demi-plan gauche ouvert d²cal² de� et le cæne

d'amortissement de� = cos� .

Figure 6.1 R²gion de stabilit² d'int²r¶t

Une application gardienne correspondante  
 est donn²e par :

� 
 (A ) = det f 1(A ) det f 2(A ) det f 3(A ) (6.50)

oò
f 1(A ) = A � � I n

f 2(A ) = ( A � � I n ) � I n = f 1(A ) � I n ;

f 3(A ) = ej� A 	 e� j� A :

(6.51)

Rappelons queA (r ) = F l (M ; � A (r )) . Similairement aux d²veloppements pr²c²dents, on

peut ainsi reformulerf 1 (A (r )) = F l

�
M̂ 1; �̂ 1(r )

�
avec

M̂ 1 =

2

4
M 11 � � I n M 12

M 21 M 22

3

5 ; �̂ 1(r ) = � A (r ) (6.52)

et f 3 (A (r )) = F l (M 3; � 3(r )) avec

M̂ 3 =

2

6
6
6
4

ej� M 11 	 e� j� M 11 ej� M 12 
 I n � e� j� I n 
 M 12

M 21 
 I n M 22 
 I n 0

I n 
 M 21 0 I n 
 M 22

3

7
7
7
5

;

�̂ 3(r ) =

2

4
� A (r ) 
 I n 0

0 I n 
 � A (r )

3

5 :

(6.53)

La repr²sentation F l

�
M̂ 2; �̂ 2(r )

�
de f 2 (A (r )) est fournie par le lemme 6.1.4. On peut donc
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²tudier la stabilit² robuste de A (r ) par rapport   
 de mani±re similaire   celle pr²sent²e

pr²c²demment en utilisant les matrices de permutation appropri²es pourf 2 (A ) et f 3 (A ).

Remarque 6.1.4. Il est plus difficile d'obtenir la forme LFT de f (A (r )) par rapport aux

applications gardiennes (D.14) et (D.16) en annexe D.4. On note ²galement que les repr²sen-

tations LFT (6.32) et (6.40) ne garantissent pas en g²n²ral un ordre minimal. N²anmoins,

ces formulations sont explicites et faciles   obtenir. En pratique, peu importe l'application

gardienne utilis²e, le but est toujours de trouver une r²alisation LFT d'ordre le plus petit

possible et sans approximation. Parmi les outils num²riques disponibles, on utilise la LFR

Toolbox [234] pour la mise sous forme LFT et la r²duction d'ordre de fa�con exacte.

6.1.4 Complexit² num²rique

Cette sous-section vise   comparer les solutions propos²es ci-dessus et la solution initiale

report²e dans [202] en termes de complexit² de calcul. € cette fin, on reproduit le premier

exemple de [202] concernant la stabilit² d'Hurwitz d'une matrice   intervalle2 � 2. 5 De

mani±re   pouvoir appliquer la m²thode d'analyse propos²e, la matrice incertaine est exprim²e

sous la forme (6.14) avecn = 2 et k = 4. Les r²sultats d'analyse sont r²sum²s dans le tableau

6.1. Notons que seul le temps de calcul de la VSS via la fonctionMatlab mussvest report².

Tableau 6.1 R²sultats d'analyse pour le premier exemple de [202]

M²thode
Dimension

de f (A )

Dimension de�

(ordre de LFT)
�

Temps

de calcul

Th²or±me 6.1.2 [202] n2 = 4 kn2 = 16 0.9524 0:129 s

Corollaire 6.1.2 n2 = 4
P k

i =1 rank (A i � A i ) = 10 0.8919 0:071 s

Corollaire 6.1.3
f 1(A ) n = 2

P k
i =1 rank A i = 4 0.9815 0:013 s

f 2(A ) n(n � 1)=2 = 1
P k

i =1 rank (A i � I n ) = 2 0.5765 0:007 s

Toutes les m²thodes concluent que la matrice   intervalle ²tudi²e est robustement stable

(Hurwitz). Du fait des dimensions ²lev²es def (A (r )) et de � , la premi±re m²thode propos²e

par [202] n²cessite plus de calculs que les autres. € l'inverse, le corollaire 6.1.3 est sans doute

le moins co�uteux en temps de calcul. Cela s'explique par l'avantage du produit bialtern² com-

parativement au produit de Kronecker. Par exemple, sin = 4, on mentionne une r²duction

importante de n2 = 16 (produit de Kronecker)   n(n � 1)=2 = 3 (produit bialtern²). Pour des

grandes valeurs den, le produit bialtern² permet de r²duire au moins de50 % le temps de

5. Les calculs sont effectu²s sur un ordinateur ²quip² d'un quad-core Intel i5-8250U cadenc²   1.60GHz
avec 16 GB RAM et Matlab R2019b.
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calcul. ’ventuellement, cette op²ration peut amener   un meilleur r²sultat d'analyse comme

on le verra dans l'exemple 6.1.5.1. De m¶me, dans le cas de structure d'incertitude rationnelle,

le corollaire 6.1.5 demande moins de temps de calcul que le corollaire 6.1.4.

6.1.5 Exemples illustratifs

Dans cette sous-section, quelques exemples d²j  ²tudi²s dans la litt²rature sont reproduits

pour montrer l'efficacit² et surtout la simplicit² de notre approche.

6.1.5.1 Exemple 1

Consid²rons la famille de matrices qui d²pend de fa�con affine du vecteur incertain� =

[� 1 � 2]> 2 R2 :

A (� ) =

2

6
6
6
4

� 2 + � 1 0 � 1 + � 1

0 � 3 + � 2 0

� 1 + � 1 � 1 + � 2 � 4 + � 1

3

7
7
7
5

(6.54)

La stabilit² d'Hurwitz de cette famille param²tr²e a ²t² ²tudi²e dans plusieurs articles tels

que [7,198,235,236]. Le vrai domaine de stabilit² calcul² alg²briquement est donn² par(� 1 <

1:75; � 2 < 3). On peut v²rifier graphiquement en regardant les courbes de� 1 = det A (� ) =

(7 � 4� 1) ( � 2 � 3) = 0 et de � 2 = det A (� ) � I = ( � 1 � 3) (2� 1� 2 � 10� 1 � 12� 2 + � 2
2 + 34) = 0

donn²es   la figure 6.2 (cf. Corollaire 6.1.1). L'objectif de cet exemple est de montrer les

d²marches de notre approche d'analyse pour obtenir le m¶me r²sultat.

Figure 6.2 Stabilit² d'Hurwitz de A (� ).

Tout d'abord, on v²rifie la stabilit² d'Hurwitz de A (� ) pour (� 1; � 2) 2 U = [ � 7; 1] � [� 7; 1].
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Notons queA est nominalement stable sur ce rectangle. En appliquant une normalisation

standard,6 on obtient :

A (r ) =

2

6
6
6
4

� 5 0 � 4

0 � 6 0

� 4 � 4 � 7

3

7
7
7
5

+ r1

2

6
6
6
4

4 0 4

0 0 0

4 0 4

3

7
7
7
5

+ r2

2

6
6
6
4

0 0 0

0 4 0

0 4 0

3

7
7
7
5

(6.55)

oò r = [ r1 r2]> est le nouveau param±tre incertain normalis² variant dans[� 1; 1] � [� 1; 1].

Consid²rons l'application gardienne� H (A ) = det f (A ) = det ( A � A ). La mise sous forme

LFT de f (A ) = F l (N ; �) est r²alis²e par l'²quation (6.18) oò les dimensions deN 11 et �

sont respectivementn2 � n2 = 9 � 9 et q� q = 10 � 10. 7 Ensuite, la VSS d'int²r¶t est calcul²e

  l'aide de la fonction Matlab mussv:

� �

�
N 21N � 1

11 N 12

�
� 0:8421< 1:

Sur la base du th²or±me 6.1.3, en notant queA (0) est Hurwitz, on en d²duit que A (� ) est

aussi Hurwitz pour tout r1; r2 2 [� 1; 1], soit � 1; � 2 2 [� 7; 1].

On utilise maintenant l'application gardienne� H (A ) = det( A ) det (A � I n ) pour r²soudre le

m¶me probl±me. Dans ce cas, une r²alisation LFT possible def 1(A ) = A est donn²e par :

A = F l (M ; � A ) = F l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 5 0 � 4 2 0

0 � 6 0 0 2

� 4 � 4 � 7 2 2

2 0 2 0 0

0 2 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

2

4
r1 0

0 r2

3

5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(6.56)

oò r1; r2 2 [� 1; 1]. Gr¥ce   (6.24), on obtient ensuitef 2(A ) = A � I n sous la forme :

A � I n = F l (N ; �) = F l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 5:5 0 2 �
p

2 0 2 0

� 2 � 6 0 0 � 2 2 0

2 0 � 6:5
p

2 0 0 2

�
p

2 0
p

2 0 0 0 0

0 � 2 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

2

4
r1I 2 0

0 r2I 2

3

5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(6.57)

6. La valeur nominale est au centre de l'intervalle.
7. En pratique, on peut ²galement utiliser la LFRT Toolbox [234] ou la fonction lftdata de Matlab pour

obtenir automatiquement la m¶me formulation.
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Ceci nous permet de calculer les indices de stabilit² suivante :

� � A

�
M 21M � 1

11 M 12

�
� 0:8421 et � �

�
N 21N � 1

11 N 12

�
� 0:7672:

Le corollaire 6.1.3 implique donc la m¶me conclusion sur la stabilit² d'Hurwiz deA (� ).

L'avantage ici r²side dans la diminution de dimension des LFTs de(9 + 10) � (9 + 10)  

(3 + 2) � (3 + 2) et (3 + 4) � (3 + 4) .

Les r²sultats d'autres cas de test sont r²sum²s dans le tableau 6.2.

� L'instabilit² de A (� ) sur U = [ � 2; 2] � [� 2; 2] est d²montr²e en consid²rant la borne

inf²rieure de la VSS.

� Dans le cas de U = [ � 10� 3; 1:749] � [� 10� 3; 2:999], la stabilit² robuste est v²rifi²e

par � H (A ) = det( A ) det (A � I n ), tandis que l'on n'a pas de conclusion en utilisant le

produit de Kronecker   cause de la pr²cision de l'algorithme num²rique.

� Le rectangle de stabilit² le plus large que l'on a obtenu avec le produit bialtern² est

[� 1010; 1:7499]� [� 106; 2:9999]. Dans ce cas, on a effectu² une normalisation non stan-

dard (cf. [234]) oò la valeur nominale du param±tre incertain� n'est pas au centre du

rectangle mais fix²e   l'origine.

Tableau 6.2 Exemple 1

U Kronecker Bialtern²

[� 2; 2] � [� 2; 2]
1:1144� � � � 1:1429

Instable

1:1429� � � A � 1:1429
0:8889� � � � 0:9035

Instable

[� 103; 1:749]� [� 103; 2:999]
0:9975� � � � 1:0001

S.O.

� � A � 0:9999985< 1
� � � 0:9999987< 1

Stable

6.1.5.2 Exemple 2

Consid²rons la famille de matrices ayant une structure d'incertitude rationnelle [237] :

A (� ) =

2

6
6
6
6
4

� 1 2� 1 2

� 2 � 2 1

3 � 1
� 3 � 10
� 1 + 1

3

7
7
7
7
5

oò � 1 2 [� 0:5; 1]; � 2 2 [� 2; 1] et � 3 2 [� 0:5; 2]. Comme report² dans [237], la nouvelle famille

de matrices de type affine obtenue en rempla�cant� 4 = ( � 3 � 10)=(� 1 + 1)+12 n'est pas stable
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(Hurwitz) par la m²thode de Lyapunov.8 On va donc montrer l'avantage des corollaires 6.1.4

et 6.1.5 dans ce cas oò la sur-param²trisation (overbounding) a ²chou².

La matrice A (0) est Hurwitz. On commence donc par la LFT deA (� ) :

A = F l (M ; � A ) = F l

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 1 0:5 2 � 2 0 0 0

� 0:5 � 2 1 0 0 � 1 0

3 � 1 � 7:4 0 � 7:4 0 � 1

0 � 0:75 0 0 0 0 0

0 0 � 0:6 0 � 0:6 0 0

� 1:5 0 0 0 0 0 0

0 0 � 1 0 � 1 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

;

2

6
6
6
6
6
6
4

r1 0 0 0

0 r1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r3

3

7
7
7
7
7
7
5

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

qui est r²alis²e, normalis²e (r1; r2; r3 2 [� 1; 1]) et r²duite avec la LFR Toolbox. La premi±re

VSS d'int²r¶t est :

� � A

�
M 22 � M 21M � 1

11 M 12

�
� 4:7360:

Ainsi, l'instabilit² de A (� ) est v²rifi²e sur cet hyperrectangle via le corollaire 6.1.5. En v²ri-

fiant la condition (6.37) du corollaire 6.1.4, on obtient la m¶me conclusion. En effet,

� �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
� 4:7599:

De plus, on trouve queA (� ) est stable surU = [ � 0:25; 0:25]� [� 1; 0:5] � [� 10; 1] puisque :

0:9065� � �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
� 0:9301:

On note ²galement que le temps de calcul de CPU est0:5 s dans le cas du corollaire 6.1.4 et

moins de0:1 s dans le cas du corollaire 6.1.5.

6.1.5.3 Exemple 3

Consid²rons la famille de matrices ²tudi²e dans [192] :

A (� ) =

2

6
6
6
4

� � 3 1 2� + 1

� � 1 � 1

1 � + 1 � 3

3

7
7
7
5

; � 2 [� 0:5; 0:5]:

8. Via la fonction quadstab int²gr²e dans la LMI Toolbox de Matlab .
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Dans cet exemple, on v²rifie la stabilit² robuste deA (� ) relativement   
 d²finie par � = 1 et

� = �= 4 (cf. Fig. 6.1) en utilisant l'application gardienne (6.50). Tout d'abord, en v²rifiant les

valeurs propres deA (0), on trouve queA est nominalement
 -stable. Ensuite, on r²alise et

normalise les fonctions matriciellesf i (A ) = F l (N i ; � i ) ; i 2 f 1; 2; 3g dans (6.51) via la LFR

Toolbox. Notons que pour cette famille monoparam²trique, aucune matrice de permutation

n'est n²cessaire si on veut la r²aliser manuellement. La famille param²tr²e est robustement


 -stable puisqu'elle est nominalement
 -stable et :

� � 1

�
N 1;22 � N 1;21N � 1

1;11N 1;12

�
� 0:8447< 1

� � 2

�
N 2;22 � N 2;21N � 1

2;11N 2;12

�
� 0:0868< 1

� � 3

�
N 3;22 � N 3;21N � 1

3;11N 3;12

�
� 0:5256< 1:

On peut ²galement trouver que cette famille n'est pas robustement stable par rapport  

� 2 [� 0:59195; 0:59195]  cause de� � 1

�
N 1;22 � N 1;21N � 1

1;11N 1;12

�
> 1. Ce r²sultat co��ncide

avec celui report² dans [192].

6.2 Validation du syst±me FTC par applications gardiennes

Sur la base des applications gardiennes et des d²veloppements pr²c²dents, on proc±de enfin

  l'analyse de la stabilit² g²n²ralis²e du syst±me FTC propos² dans le chapitre 4.

6.2.1 Syst±me LTI mono-entr²e en pr²sence de LOE

Consid²rons le mod±le d'²tat du syst±me LTI :

_x = Ax + (1 �  )Bu (6.58)

soumis   une perte d'efficacit² de contræle 2 [0; 1]. Si l'on applique la loi de commande

auto-s²quenc²e par retour d'²tat, soit u = � K ( )x, la dynamique du syst±me en boucle

ferm²e est donc caract²ris²e parA BF ( ) = A � (1 �  )BK ( ).

Corollaire 6.2.1. Soit l'ensembleS(
) gard² par l'application � 
 et supposons queA BF (0)

est stable par rapport  
 , c'est- -dire A BF (0) 2 S(
) . Alors, A BF ( ) est stable par rapport

  
 pour tout  2 [0;  + ), oò

 + , min f  2 [0; 1] : � 
 [A BF ( )] = 0 g (6.59)

ou bien pour tout 2 [0; 1] si  + n'existe pas.
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Exemple 6.2.1. Revenons sur le s²quencement de gains par LVE abord² dans la section 4.3.

En appliquant la loi de commande (4.27)-(4.29) pour le syst±me (4.26), on obtient :

A BF ( M ) =
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0 0

0 0 g 0 0

0 0 0 1 0

� (1:34+1:2 M ) � (0:8+1:35 M ) � (2:55+6:58 M ) � (0:45+1:7 M ) � (� 1:09� 0:16 M )

� 1 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(6.60)

avec � = (  M � 1)=Iyy , g = 9:81 m=s2 et I yy = 0:0459 kg�m2 (cf. Annexe A.2). Les valeurs

propres deA BF (0) sont f� 2:55; � 2:22 � 3:88j; � 1:4 � 1:61j g. On ²tudie tout d'abord la

stabilit² de Hurwitz gr¥ce   l'application gardienne suivante :

� H = det ( A BF ) det (A BF � I 5)

/ ( M � 1)3( M � 1:0009)( M � 0:9298)( M + 0:1534)( M + 0:6562)( M + 6:8125)

( 2
M + 0:8351 M + 0:2636)

En prenant � H = 0 et en notant queA BF (0) est Hurwitz, le syst±me boucl² est donc stable

pour tout  M 2 [0; 0:9298) selon le corollaire 6.2.1. Dans le cas du contræleur nominal, soit

K x = K x0 et K ix = K ix 0 (cf. Eq. (4.28)), l'intervalle de stabilit² est r²duit   [0; 0:5758) du

fait que � H / ( M � 1)3( M � 1:0109)( M � 0:5758).

On consid±re ensuite le domaine
 du plan complexe tel que montr² sur la figure 6.1 avec

� = � 0:5 et � = cos(� ) = 0 :4. Il est possible de v²rifier que les valeurs propres deA BF (0)

demeurent   l'int²rieur de 
 . Une application gardienne correspondante  
 est obtenue par

la multiplication des deux applications (D.12) et (D.14), soit� 
 = � � � � oò :

� � = det ( A BF � � I ) det
�
A BF � I � � I � I

�

/ ( M � 3:3641)( M � 1:0420)( M � 1:0007)( M � 0:9996)( M � 0:9962)( M � 0:8974)

( M + 0:1250)( M + 1:3364)( 2
M + 0:3846 M + 0:2815);

� � = det ( A BF ) det
�
A 2

BF � I + (1 � 2� 2)A BF � A BF

�

/ ( M � 1)6( M � 1:0943)( M � 0:9866)( M � 0:8332)( M + 0:0308)( M + 0:2667)( M +

6:8125)( 2
M + 1:2132 M + 0:3693)( 2

M + 0:9305 M + 0:3334)( 2
M � 0:0406 M + 0:1199)

En prenant � 
 = 0, on en d²duit que le syst±me en boucle ferm²e avec l'auto-s²quencement
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de gains (4.29) est stable par rapport  
 pour tout  M 2 [0; 0:8332). On note ²galement que

le contræleur nominal ne peut maintenir le syst±me
 -stable que pour M 2 [0; 0:1151).

Vu le degr² de l'application gardienne polynomique dans l'exemple ci-dessus qui est rela-

tivement ²lev², on propose le corollaire suivant qui ne n²cessite pas un tel d²veloppement

polynomial. Pour la suite,F (�) d²note la somme de Kronecker, soitF (A ) = A � A .

Corollaire 6.2.2. Soit le syst±me LTI (6.58) et la loi de commande par s²quencement de

gains u = � (K 0 + K 1 )x . Supposons queA BF (0) = A � BK 0 est Hurwitz. Alors, A BF ( )

est robustement stable (Hurwitz) pour 2 [0;  + ), oò

 + , min

(
1

� (M )
: � (M ) � 1

)

(6.61)

ou bien pour tout  2 [0; 1] si  + n'existe pas. Ici, � (M ) d²signe les valeurs propres r²elles

de la matriceM d²finie par :

M =

2

4
0 I

� F � 1
0 F2 � F � 1

0 F1

3

5 (6.62)

oò F0 := F (A � BK 0); F1 := F (B (K 0 � K 1)) et F2 := F (BK 1).

Ce r²sultat est une cons²quence directe de [192, Th²or±me 1]. La d²monstration est disponible

dans l'annexe D.5.

Exemple 6.2.2. On reprend ici le m¶me exemple ²tudi² ci-dessus. L'ensemble des va-

leurs propres r²elles de la matriceM est f� 6:5181; � 1:5239; � 0:1468; 0; 0:9991; 1; 1:0755g.

Via le corollaire 6.2.2, on obtient + = 1=1:0755 = 0:9298. Notons que siK 1 = 0, on

peut simplement choisirM = � F � 1
0 F1. Dans ce cas, les valeurs propres r²elles deM sont

f 0; 0:9892; 1; 1:7367g. On a donc  + = 1=1:7367 = 0:5758. Ces r²sultats sont identiques  

ceux obtenus pour l'exemple 6.2.1.

6.2.2 Biais de FDD

En pratique, puisque le retour d'²tat se fait sur la valeur estim²e de LOE, le biais du module

FDD peut ²ventuellement d²grader la robustesse du syst±me en termes de stabilit² ou de

performance. Soit la dynamique longitudinale du multicopt±re ²tudi²e dans l'exemple 6.2.1.

La loi de commande par retour d'²tat est :

u = � K (̂ M )x = � K ( M + �  M )x (6.63)
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oò ̂ M est la valeur estim²e de LOE et�  M repr²sente le biais de FDD. La structure de

s²quencement de gainsK (̂ M ) est donn²e   (4.28)-(4.29). Alors, la dynamique du syst±me

en boucle ferm²e est caract²ris²e par :

A BF ( M ; ̂ M ) =
2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0 0

0 0 g 0 0

0 0 0 1 0

� (1:34+1:2̂ M ) � (0:8+1:35̂ M ) � (2:55+6:58̂ M ) � (0:45+1:7̂ M ) � (� 1:09� 0:16̂ M )

� 1 0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(6.64)

oò � = (  M � 1)=Iyy .

6.2.2.1 Analyse graphique

On v²rifie tout d'abord la stabilit² d'Hurwitz du syst±me boucl² avec l'application gardienne

� H ( M ; ̂ M ) = det ( A BF ) det (A BF � I 5). Sur la base du corollaire des composantes 6.1.1, les

points d'annulation de � H divisent l'espace des param±tresU = [0; 1] � [0; 1] en composantes

stables ou instables. Pour visualiser les courbes qui annulent l'application gardienne, on utilise

la fonction Matlab fimplicit (Fig. 6.3a). La r²gion de stabilit² est donc C1 qui contient

l'origine. De m¶me, si l'on s'int²resse   l'influence du biais de FDD, soit�  M , la figure 6.3b

illustre les courbes oò� H ( M ; �  M ) s'annule.

En prenant ̂ M = 0, on retrouve la valeur limite  +
M = 0:5758 avec laquelle le contræleur

nominal peut maintenir le syst±me stable (Fig. 6.3a). En prenant�  M = 0, on observe

que le contræleur s²quenc² sans biais de FDD peut garder la stabilit² du syst±me jusqu' 

 +
M = 0:9298(Fig. 6.3b). Ces r²sultats sont identiques   ceux obtenus pr²c²demment.

De fa�con similaire, on proc±de   une analyse graphique de la stabilit² g²n²ralis²e par rapport

  la r²gion 
 d²finie   l'exemple 6.2.1. On recourt une nouvelle fois   l'application gardienne

construite par la multiplication des deux autres (Eqs. (D.12) et (D.14)), soit� 
 = � � � � .

Comme illustr²   la figure 6.4a, la fonction fimplicit n'est pas capable de d²tecter les lignes

de niveau 0 de� � dans la r²gion [0; 1] � [0; 1]. Cela s'explique par la complexit² relative de la

fonction polynomiale � � (cf. Eq. (D.14)) et la r²solution num²rique de fimplicit . Dans ce

cas, on effectue manuellement une analyse des racines du polynæme� � . La figure 6.4b illustre

graphiquement le r²sultat obtenu oò l'on trouve la r²gionC1 qui satisfait les deux crit±res  

la fois. On peut ainsi voir que le syst±me est stable par rapport au demi-plan gauche d²cal²

de � = � 0:5 pour tout ( M ; ̂ M ) qui r²sident dans l'union deC1 et C2.
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(a) � H ( M ; ̂ M ) = 0 d²tect² par fimplicit (b) � H ( M ; �  M ) = 0 d²tect² par fimplicit

Figure 6.3 Stabilit² d'Hurwitz

(a) � 
 = 0 d²tect² par fimplicit (b) � 
 = 0 d²tect² manuellement

Figure 6.4 Stabilit² g²n²ralis²e

6.2.2.2 Analyse num²rique

En g²n²ral, l'analyse graphique n'est pas ais²e pour les syst±mes d'ordre ²lev² ou les familles

d²pendant de plusieurs param±tres incertains. On passe donc   la m²thode num²rique pr²-

sent²e dans la section 6.1. Quelques r²sultats d'analyse sont r²sum²s dans le tableau 6.3.

Pour tous les cas, le r²sultat obtenu co��ncide avec celui v²rifi² graphiquement ci-dessus.

On mentionne en particulier que, pour( M ; ̂ M ) 2 [0; 0:2] � [0; 1], la m²thode num²rique

confirme que le syst±me boucl² n'est pas robustement
 -stable. Ceci n'est pas d²tect² par la

m²thode graphique via la fonctionMatlab fimplicit (Fig. 6.4a).
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Tableau 6.3 Analyse num²rique

( M ; ̂ M ) 2 U VSS

Stabilit² d'Hurwitz [0; 0:4] � [0; 1] � � A < 0:25 et � � < 0:9 : stable

(cf. Corollaire 6.1.5) [0; 0:8] � [0; 1] � � A < 0:67 et � � > 1:23 : instable

Stabilit² g²n²ralis²e [0; 0:2] � [0; 1] � � 3 > 1:02 : 
 -instable

(cf. ’q. (6.50)) [0:2; 0:4] � [0:2; 1] � � 1 < 0:16; � � 2 < 0:68; � � 3 < 0:85 : 
 -stable

6.2.3 Syst±me LTI multi-entr²e en pr²sence de LOE

On consid±re le s²quencement de gains par LAE synth²tis² dans la section 4.2. La dynamique

longitudinale du multicopt±re en boucle ferm²e est repr²sent²e par :

A BF = A a � B a�K a( 1;  3;  4;  6) (6.65)

oò (A a, B a) est le mod±le d'²tat de la boucle ouverte augment² avec l'erreur de suivi enx,

� = diag (1 �  1; 1 �  3; 1 �  4; 1 �  6) et K a = [ K � K i ] donn² par (4.14)-(4.16) avec les

valeurs dans (4.20).

Pour ce qui est de la stabilit² d'Hurwitz, l'application gardienne� H = det ( A BF ) det (A BF � I 5)

est un polynæme multivariable d'ordre ²lev² qui rend l'analyse graphique impossible. Cepen-

dant, en fixant un param±tre, il devient possible de l'²tudier graphiquement. Par exemple,

en fixant  6 = 1, on peut tracer les surfaces de niveau0 de � H via la fonction fimplicit3 de

Matlab . La figure 6.5 montre les graphiques obtenus oò l'on peut distinguer les ensembles

stables ou instables via le corollaire 6.1.1. En comparant les r²sultats, on voit que la stabilit²

du syst±me boucl² est bien augment²e avec le contræleur s²quenc². Dans ce cas, la r²gion

instable est la pyramideABCD (Fig. 6.5b).

Comme pr²alablement mentionn², il est en g²n²ral difficile de d²terminer analytiquement

les points d'annulation de l'application gardienne surtout dans le cas multiparam²trique. La

m²thode num²rique d²velopp²e pr²c²demment est donc une solution pertinente.

Soit  1;  3;  6 2 [0; 1] et  4 2 [0; 0:7]. Via le corollaire 6.1.5, on obtient les VSS suivantes :

� � A

�
M 22 � M 21M � 1

11 M 12

�
< 0:8513 et � �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
< 0:9856:

Cela indique que le syst±me boucl² est stable. Le m¶me cas de test mais avec 4 2 [0; 0:8]
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(a) Contræleur nominal (b) Contræleur auto-s²quenc²

Figure 6.5 Stabilit² d'Hurwitz du syst±me LTI multi-entr²e

nous donne :

� � A

�
M 22 � M 21M � 1

11 M 12

�
< 0:9006 et � �

�
P

�
M̂ 22 � M̂ 21M̂ � 1

11 M̂ 12

�
P>

�
> 1:0132:

Ainsi, le syst±me boucl² est instable ; ceci est en accord avec le r²sultat illustr²   la figure

6.5b.

6.3 Conclusion du chapitre

Dans la premi±re partie du chapitre, nous avons ²tudi² la stabilit² g²n²ralis²e d'un syst±me

lin²aire qui d²pend de fa�con affine ou rationnelle de param±tres incertains. Les nouvelles

conditions n²cessaires et suffisantes de stabilit² robuste ont ²t² propos²es sous la forme de

la VSS d'une matrice constante. Cette m²thode est bas²e sur les applications gardiennes, la

valeur singuli±re structur²e et la repr²sentation LFT du syst±me param²tr².

Dans la deuxi±me partie du chapitre, nous avons proc²d²   l'analyse de robustesse du syst±me

FTC contræl² par les s²quencements de gains. En nous basant sur les applications gardiennes

et les r²sultats de la premi±re partie du chapitre, nous avons ²tudi² la robustesse du syst±me

FTC vis- -vis de la perte d'efficacit² de contræle ainsi que de l'erreur d'estimation de fautes

sortant du module FDD.
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CHAPITRE 7 CONCLUSION

7.1 Contributions

La pierre d'angle de la th±se ²tait de synth²tiser une loi de commande tol²rante aux fautes

pour multicopt±res dans le but de pr²server la stabilit² et la performance admissible du

syst±me boucl² malgr² diff²rents types d'incertitudes. Pour r²pondre   cette question, deux

approches FTC ont ²t² propos²es : la premi±re portant sur le s²quencement de gains et la

deuxi±me portant sur la commande g²n²rique par des m²thodes adaptatives et robustes. Afin

de valider les designs, une analyse approfondie de la stabilit² g²n²ralis²e robuste quant aux

incertitudes param²triques a ²t² effectu²e.

Apr±s une revue de litt²rature exhaustive, nous avons dans le chapitre 3 abord² la mod²li-

sation g²n²rale de la dynamique des multicopt±res ainsi que la conception d'un contræleur

nominal. Nous avons ensuite d²taill² l'impl²mentation du contræleur lin²aire sur le montage

exp²rimental et les aspects pratiques pour assurer un bon fonctionnement du drone.

Le chapitre 4 ²tait consacr²   la premi±re approche FTC pour multicopt±res bas²e sur l'auto-

s²quencement de gains. € cette fin, nous avons con�cu trois contræleurs s²quenc²s   architec-

ture fixe dans le cadre de la synth±seH 1 structur²e. Tout d'abord, nous avons cherch²  

s²quencer les gains du premier contræleur en fonction de la perte d'efficacit² des actionneurs.

En tirant profit de la configuration sp²cifique d'un hexacopt±re, la structure de s²quencement

de gains a ²t² simplifi²e de mani±re significative. Pour le rendre implantable sur les autres

multicopt±res, la perte d'efficacit² de contræle virtuelle a ²t² utilis²e en tant que variable de

s²quencement dans le deuxi±me contræleur. Enfin, on s'est propos² d'²tendre cette approche

pour le probl±me de r²-allocation de contræle. € travers les exp²rimentations r²elles, tous les

contræleurs ont d²montr² leur bon niveau de performance dans la mesure oò ils ont permis

de compenser les fautes d'actionneurs.

Le chapitre 5 s'est concentr² sur la conception du contræleur g²n²rique tol²rant aux fautes. La

synth±se du contræleur s'est bas²e sur le recours   la commande adaptative et   l'utilisation

des entr²es normalis²es. De la sorte, un contræleur unique avec des param±tres constants a ²t²

impl²ment² sur diff²rents multicopt±res. Pour le rendre robuste face aux perturbations non

param²triques, une modification par op²rateur de projection a ²t² appliqu²e. Les r²sultats

ainsi obtenus, autant en simulation qu'exp²rimentalement, ont permis de d²montrer un bon

comportement du syst±me boucl² pour tous les indices de performance assign²s.

Dans le dernier chapitre, nous avons fourni une fa�con syst²matique pour analyser la stabilit²
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g²n²ralis²e d'un syst±me lin²aire qui d²pend de fa�con affine ou rationnelle de param±tres

incertains. Cette m²thode est bas²e sur les applications gardiennes, la valeur singuli±re struc-

tur²e et la repr²sentation LFT du syst±me param²tr². Via cette ²tude, nous avons enfin

proc²d²   l'analyse de robustesse du syst±me FTC contræl² par les s²quencements de gains

pr²c²demment synth²tis²s.

En r²sum², les strat²gies FTC propos²es ont d²montr² de nombreux avantages parmi les-

quels : une architecture fixe et simple avec s²quencement de gains, une robustesse par rapport

aux incertitudes param²triques et non param²triques, et une tol²rance aux fautes efficace.

Puisque les d²gradations ou les pannes de rotors peuvent causer l'instabilit² et mener   l'²-

crasement de l'appareil, l'utilisation d'un tel syst±me FTC est une solution   consid²rer pour

att²nuer ce ph²nom±ne. Cela permet ainsi d'augmenter la dur²e de vie des multicopt±res et

surtout d'²viter des accidents importants sur l'environnement et les humains aux alentours.

7.2 Perspectives

Au regard de la commande g²n²rique tol²rante aux fautes, il serait int²ressant de l'adapter

pour les v²hicules   voilure fixe. Le fondement de cette approche r²side dans le fait que les

actionneurs d'un tel UAV agissent sur le fonctionnement du syst±me de mani±re similaire aux

rotors d'un multicopt±re. En effet, ils fournissent une force le long d'un axe fixe du rep±re ob-

jet 1 et un moment autour de l'axe de rotation.2 Bien ²videmment, les forces a²rodynamiques

de portance et de tra��n²e ne seront plus n²glig²es dans ce cas.

Dans la litt²rature, il existe tr±s peu de recherches concernant une telle strat²gie de contræle

universelle pour UAV. On mentionne ici le travail de [238], oò un seul contræleur non lin²aire

est impl²ment² sur un quadricopt±re et un petit a²ronef de type aile volante. L'approche

adopt²e consiste   utiliser un mixer pour g²n²rer le signal de commande de l'actionneur.

Cependant, les r²sultats pr²liminaires en simulations n'²taient pas vraiment convaincants en

termes de performance en suivi de trajectoire. Combiner cette approche avec notre algorithme

FTC adaptatif et robuste pourrait ¶tre une des pistes de travail possibles.

En ce qui concerne les ²tudes reposant sur les applications gardiennes, on n'a trait² que les

incertitudes structur²es born²es dans un hyperrectangle. Il reste   ²tudier le cas de polytopes

que l'on rencontre souvent dans la litt²rature. On pourrait aussi exploiter ces r²sultats pour

trouver une approximation de la r²gion de stabilit² la plus large dans l'espace des param±tres

incertains via la VSS. Vu la complexit² du probl±me, les m²thodes d'optimisation sans d²riv²e

seraient consid²r²es pour le r²soudre sous forme d'une bo��te noire. De plus, on pourrait

1. soit zb d'un multicopt±re soit xb d'un v²hicule   voilure fixe
2. soit le vecteur a du quaternion (3.6)
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am²liorer la m²thode du s²quencement de gains par les applications gardiennes [11] dans le

cadre de la commande robuste. En effet, l'approche d²velopp²e dans cette th±se a fourni un

test simple de stabilit² sous forme de la VSS d'une matrice constante. De cette fa�con, il serait

possible de simplifier les algorithmes propos²s dans [11]. En particulier, on pourrait ²tendre

cette approche au cas multiparam²trique.
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ANNEXE A MOD’LISATION ET COMMANDE DE MULTICOPT‘RES

A.1 Conversion entre les diff²rentes repr²sentations de rotation

A.1.1 Angles d'Euler - Matrice de rotation

Les matrices de rotation principales sont donn²es par :

R x;� =

2

6
6
6
4

1 0 0

0 cos� sin�

0 � sin� cos�

3

7
7
7
5

; R y;� =

2

6
6
6
4

cos� 0 � sin�

0 1 0

sin� 0 cos�

3

7
7
7
5

; R z; =

2

6
6
6
4

cos sin 0

� sin cos 0

0 0 1

3

7
7
7
5

En cons²quence, la matrice de rotation correspondant aux trois angles d'Euler� = [ �; �;  ]>

en ordrez-y-x est donn²e par :

R b=i = R x;� R y;� R z; =

2

6
6
6
4

c� c c� s � s�

s� s� c � c� s s� s� s + c � c s� c�

c� s� c + s � s c� s� s � s� c c� c�

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r23 r33

3

7
7
7
5

(A.1)

oò cx = cos(x) et sx = sin( x). Ainsi, on peut retrouver les angles d'Euler   partir de la

matrice de rotation :

� = arctan 2(r23; r33); � = � arcsin(r13) et  = arctan 2(r12; r11) (A.2)

Notons que cette solution, par convention, est obtenue en supposant que� �
2 < � < �

2 . Comme

dit pr²c²demment, la param²trisation d'Euler pr²sente une singularit² en � = �
�
2

.

A.1.2 Quaternion - Matrice de rotation

La matrice de rotation correspondant au quaternionq est :

R b=i = C(q) = (2 q2
0 � 1)I 3 + 2q13 q>

13 � 2q0[q13 ]� (A.3)

=

2

6
6
6
4

q2
0 + q2

1 � q2
2 � q2

3 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 � q0q2)

2(q1q2 � q0q3) q2
0 � q2

1 + q2
2 � q2

3 2(q2q3 + q0q1)

2(q1q3 + q0q2) 2(q2q3 � q0q1) q2
0 � q2

1 � q2
2 + q2

3

3

7
7
7
5

(A.4)
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On peut ²galement retrouver le quaternion   partir de la matrice de rotation :

q0 = �
p

r11 + r22 + r33 + 1
2

= �

q
trace(R b=i) + 1

2
(A.5)

si q0 6= 0 : q1 =
(r23 � r32)

4q0
; q2 =

(r31 � r13)
4q0

; q3 =
(r12 � r21)

4q0
(A.6)

Notons queq0 = 0 correspond   une rotation d'angle� a = � � (voir la d²finition de quaternion

en ²quation 3.6). Dans ce cas, la matrice de rotation devient :

R b=i = � I 3 + 2q13 q>
13

La partie vectorielle du quaternionq est alors d²termin²e par :

jq1j =

s
r11 + 1

2
; jq2j =

s
r22 + 1

2
; jq3j =

s
r33 + 1

2
(A.7)

A.1.3 Angles d'Euler - Quaternion

Les quaternions unitaires qui repr²sentent les rotations principales autour d'un axe sont

donn²s par :

qx;� =

2

6
6
6
6
6
6
4

cos(�= 2)

sin(�= 2)

0

0

3

7
7
7
7
7
7
5

; qy;� =

2

6
6
6
6
6
6
4

cos(�=2)

0

sin(�=2)

0

3

7
7
7
7
7
7
5

; qz; =

2

6
6
6
6
6
6
4

cos( = 2)

0

0

sin( = 2)

3

7
7
7
7
7
7
5

Le quaternion correspondant aux angles d'Euler� = [ �; �;  ]> en s²quencez-y-x est donc :

qb=i = qz; � qy;� � qx;� = �

2

6
6
6
6
6
6
4

c�
2 c�

2c 
2 + s �

2 s �
2s  

2

s �
2 c�

2c 
2 � c�

2 s �
2s  

2

c�
2 s �

2c 
2 + s �

2 c�
2s  

2

c�
2 c�

2s  
2 � s �

2 s �
2c 

2

3

7
7
7
7
7
7
5

(A.8)

Notons que contrairement aux matrices de rotations, on utilise l'ordre inverse lors de la

multiplication des quaternions pour une s²quence de rotations ([216]).

Finalement, les angles d'Euler peuvent ¶tre retrouv²s via la matrice de rotationR b=i = C(q)

(voir ²quations A.2 et A.3).
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A.2 Param±tres de multicopt±res

A.2.1 Quadricopt±re

Tableau A.1 Param±tres du quadricopt±re

Param±tres Description Valeur
m Masse 0:58 kg
d Longueur du bras 0:25 m
(I xx ; I yy ; I zz) Moments d'inertie (0:01; 0:01; 0:01) kg�m2

kT Coefficient de pouss²e 7:72e-06N�s2=rad2

kD Coefficient de tra��n²e 2:82e-07N�s2=rad2

Ti; max Pouss²e maximale 3:75N

A.2.2 Hexacopt±re

Tableau A.2 Param±tres de l'Asctec Firefly

Param±tres Description Valeur
m Masse 1:54 kg
d Longueur du bras 0:215 m
(I xx ; I yy ; I zz) Moments d'inertie (0:0348; 0:0459; 0:0977) kg�m2

kT Coefficient de pouss²e 8:5486e-06N�s2=rad2

kD Coefficient de tra��n²e 3:1202e-07N�s2=rad2

Ti; max Pouss²e maximale 9:3746N
! i; max Vitesse maximale 10000rpm

A.3 Contræleur nominal pour l'Astec Firefly

En appliquant la synth±se LQR, les gains du contræleur nominal obtenus sont :

K x =

2

6
6
6
6
6
6
4

14:72 6:81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 � 0:53 � 0:39 1:58 0:33 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0:54 0:41 1:76 0:40 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0:50 0:31

3

7
7
7
7
7
7
5

K z = diag(12:2474; � 0:3162; 0:3162; 0:3162):

(A.9)
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ANNEXE B COMMANDE TOL’RANTE AUX FAUTES

B.1 Filtre de Kalman   deux ²tages

Soit le syst±me LTI discret

8
>>>><

>>>>:

xk+1 = A kxk + B kuk � B kU k  k + wx
k

 k+1 =  k + w 
k

yk = Ckxk + vk

oò uk 2 Rm ; xk 2 Rn et yk 2 Rp repr²sentent respectivement les vecteurs d'entr²e, d'²tat

et de sortie mesurable du syst±me. Les fautes des actionneurs sont mod²lis²es par le terme

� B kU k  k tel que mentionn² dans la sous-section 4.1.1. Les perturbationswx
k 2 Rn ; w 

k 2 Rm

et l'erreur de mesurevk 2 Rp sont des bruits gaussiens et ind²pendants. Les ²quations du

filtre de Kalman   deux ²tages [35] sont regroup²es de la fa�con suivante :

Estimation d'²tat
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

~xk+1 jk = A k ~xkjk + B kuk + W k ~ kjk � V k+1 jk  kjk

~P x
k+1 jk = A k

~P x
kjkA >

k + Qx
k + W kP 

kjkW >
k � V k+1 jkP 

k+1 jkV >
k+1 jk

~xk+1 jk+1 = ~xk+1 jk + ~K x
k+1

�
yk+1 � Ck+1 ~xk+1 jk

�

~K x
k+1 = ~P x

k+1 jkC>
k+1

�
Ck+1

~P x
k+1 jkC>

k+1 + R k+1

� � 1

~P x
k+1 jk+1 =

�
I � ~K x

k+1 Ck+1

�
~P x

k+1 jk

(B.1)

G²n²ration de r²sidus 8
<

:

~r k+1 = yk+1 � Ck+1 ~xk+1 jk

~Sk+1 = Ck+1
~P x

k+1 jkC>
k+1 + R k+1

(B.2)

Estimation de biais
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

̂ k+1 jk = ̂ kjk

P 
k+1 jk = P 

kjk + Q 
k

̂ k+1 jk+1 = ̂ k+1 jk + K 
k+1

�
~r k+1 � H k+1 jk ̂ k+1 jk

�

K 
k+1 = P 

k+1 jkH >
k+1 jk

�
H k+1 jkP 

k+1 jkH >
k+1 jk + ~Sk+1

� � 1

P 
k+1 jk+1 =

�
I � K 

k+1 H k+1 jk

�
P 

k+1 jk

(B.3)
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Couplage 8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

W k = A kV kjk � B kU k

V k+1 jk = W kP 
kjk

�
P 

k+1 jk

� � 1

H k+1 jk = Ck+1 V k+1 jk

V k+1 jk+1 = V k+1 jk � ~K x
k+1 H k+1 jk

(B.4)

Compensation de biais

8
<

:

x̂k+1 jk+1 = ~xk+1 jk+1 + V k+1 jk+1 ̂ k+1 jk+1

P k+1 jk+1 = ~P k+1 jk+1 + V k+1 jk+1 P 
k+1 jk+1 V k+1 jk+1

(B.5)

Similairement au filtre de Kalman, l'indice k + 1jk indique l'²tape de pr²diction, alors que

l'indice k + 1jk + 1 indique la phase de mise- -jour.

B.2 Rappels sur la synth±se H 1

Cette section est consacr²e   des rappels th²oriques sur la synth±seH 1 classique et structur²e

ainsi que les outils utilis²s pour effectuer la synth±se de contræleurs robustes.

B.2.1 Contraintes H 1 pour asservissements

La normeH 1 d'une matriceG(s) de fonctions de transferts rationnels r²els stables et propres

entre l'entr²e u d'²nergie finie et la sortiey est d²finie par :

kGk1 = sup
! 2 R

�� (G(j! )) = sup
0< kuk2< 1

kyk2

kuk2
(B.6)

oò �� (G(j! )) d²signe la valeur singuli±re maximale deG(j! ) et k�k2 repr²sente la normeL 2

des signaux. Ainsi, la normeH 1 correspond   la valeur maximale du rapport entre l'²nergie

du signal de sortie et celle du signal d'entr²e.

Dans le cadre de la synth±seH 1 , il s'agit d'abord de transposer les contraintes impos²es par

le cahier des charges dans le formalismeH 1 . Consid²rons le syst±me multivariable en boucle

ferm²e comme indiqu²   la figure B.1. Les fonctions de transfert d'int²r¶t sont les suivantes :

� Fonctions de sensibilit² en sortie : S = ( I + GK )� 1 ;

� Fonctions de sensibilit² compl²mentaire en sortie : T = GK (I + GK )� 1.

En notant quee = Sr, u = KSr (si w i = wo = n = 0) et quey = � Tn (si r = w i = wo = 0),

on peut donc traduire les sp²cifications de design en contraintesH 1 comme :



157

Figure B.1 Syst±me multivariable en boucle ferm²e

� Performance en suivi : minimiser kSk1 pour obtenir une erreur de suivie faible, prin-

cipalement aux basses fr²quences ;

� Effort de commande : minimiser kKS k1 pour ²viter la sollicitation aux hautes fr²-

quences et aussi la saturation de l'actionneur ;

� Robustesse quant au bruit de mesure : minimiserkT k1 pour att²nuer l'influence du

bruit n sur la sortiey, principalement aux hautes fr²quences.

Il est bien ²videmment possible de d²finir d'autres crit±res (rejet de perturbations, marge de

stabilit²) en contraintes H 1 . On renvoie le lecteur pour plus de d²tails   [170].

De mani±re   adopter les caract²ristiques physiques de diff²rents syst±mes, on peut utiliser

les fonctions de pond²ration. Les contraintes normalis²es se mettent sous la forme :

kW 1Sk1 < 1; kW 2KS k1 < 1 et kW 3T k1 < 1; (B.7)

oò W 1 est un filtre de type passe-bas etW 2; W 3 des filtres de type passe-haut.

En notant que S + T = I , on cherche de plus   trouver le meilleur compromis entre la

performance et la robustesse. Il en r²sulte une proc²dure it²rative pour ajuster au mieux les

pond²rations fr²quentielles.

B.2.2 Synth±se H 1 classique

B.2.2.1 Probl±me H 1 standard

Soit le syst±me augment²P(s) avec l'entr²e de commandeu, les entr²es exog±nesw (consignes

ou perturbations), les sorties mesur²esy et les sorties r²gul²esz (Fig. B.2). P(s) est d²com-



158

pos² de la fa�con suivante :

2

4
Z(s)

Y (s)

3

5 = P(s)

2

4
W (s)

U (s)

3

5 =

2

4
P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

3

5

2

4
W (s)

U (s)

3

5 (B.8)

Figure B.2 Syst±me augment²

On reboucle le syst±me augment² par la loi de commandeU (s) = K (s)Y (s) (Fig. B.3). La

fonction de transfert entre les entr²es exog±nesw et les sorties r²gul²esz est alors donn²e

sous la forme d'une LFT inf²rieure :

T w ! z(s) = T zw (s) = F l (P; K ) = P11(s) + P12(s)K (s)(I � P22(s)K (s)) � 1P21(s) (B.9)

Figure B.3 Forme standard du syst±me boucl²

De fa�con g²n²rale, l'objectif du probl±me de synth±seH 1 [231] est de trouver un contræleur

K (s) stabilisant internement le syst±me et minimisant l'impact des perturbationsw sur les

sortiesy, soit la normeH 1 de la fonction de transfertT zw (s) = F l (P(s); K (s)).

Probl±me B.2.1. Le probl±meH 1 optimal consiste   trouver un contræleur stabilisantK (s)

tel quekT zw (s)k1 = kF l (P(s); K (s))k1 soit minimale.

La normeH 1 optimale, not²e  opt , est une mesure de la limite de performance atteignable du



159

syst±me boucl². En pratique, on s'int²resse g²n²ralement   r²duire la normeH 1 en dessous

d'un seuil positif  >  opt .

Probl±me B.2.2. Le probl±meH 1 sous-optimal consiste   trouver un contræleur stabilisant

K (s) tel quekT zw (s)k1 = kF l (P(s); K (s))k1 <  avec >  opt .

B.2.2.2 Mise en forme du probl±me H 1 standard

On pr²sente ici la reformulation sous forme standard du probl±me de sensibilit² mixte souvent

rencontr² dans le cadre de la synth±se robuste. Consid²rons le sch²ma bloc de la figure B.4

qui repr²sente   la fois le syst±me boucl² et le cahier des charges formul² via les fonctions de

pond²ration pr²c²demment introduites (cf. Eq. (B.7)).

Figure B.4 Probl±me de sensibilit² mixte

En d²finissant le vecteur des sorties r²gul²es virtuellesz = [ z1 z2 z3]> tel que montr² sur la

figure B.4, on obtient le formalisme standard (B.8) avec :

P(s) =

2

4
P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

3

5 =

2

6
6
6
6
6
6
4

W 1 � W 1G

0 W 2

0 W 3G

I � G

3

7
7
7
7
7
7
5

(B.10)

On en d²duit donc que :

T zw (s) = F l (P; K ) = P11 + P12K (I � P22K )� 1P21 =

2

6
6
6
4

W 1S

W 2KS

W 3T

3

7
7
7
5

(B.11)
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Le probl±meH 1 sous-optimal correspondant est alors d²fini comme suit.

Probl±me B.2.3. Le probl±meH 1 sous-optimal de sensibilit² mixte consiste   trouver un

contræleur stabilisantK (s) tel que

kT zw (s)k1 = kF l (P(s); K (s))k1 =











2

6
6
6
4

W 1S

W 2KS

W 3T

3

7
7
7
5











1

< 1: (B.12)

Notons que la condition (B.12) implique quekW 1Sk < 1; kW 2KS k < 1 et kW 3T k < 1.

B.2.2.3 Solution du probl±me H 1 standard

Plusieurs m²thodes existent pour r²aliser la synth±seH 1 classique. Celle qui semble,   l'heure

actuelle, la plus adapt²e num²riquement a ²t² propos²e par [239]. Sous trois hypoth±ses

principales et deux hypoth±ses simplificatrices, cette m²thode, bas²e sur une approche par

mod±le d'²tat, permet de synth²tiser un correcteur robuste qui est du m¶me ordre que le

syst±me augment²P(s). En appliquant la technique LMI, [240] a fourni une m²thode moins

restrictive au niveau des hypoth±ses. Du fait de la caract²risation LMI, l'algorithme propos²

n²cessite des temps de calcul plus importants pour des syst±mes d'ordre ²lev². SousMatlab ,

ces deux m²thodes sont implant²es dans la fonctionhinfsyn de la Robust Control Toolbox.

B.2.2.4 Limitation de la synth±se H 1 classique

La principale limitation des m²thodes H 1 classiques r²side dans la structure et l'ordre du

contræleur. En effet, la synth±seH 1 classique donne un contræleur d'ordre plein sans structure

particuli±re. L'implantation pratique d'un tel contræleur n²cessite souvent une r²ductiona

posteriori de l'ordre du contræleur tout en limitant la perte de performance associ²e.

La seconde limitation r²side dans le fait que toutes les contraintes sont exprim²es dans

une seule matriceT zw = F l (P; K ) liant l'ensemble des entr²es exog±nes   l'ensemble des

sorties r²gul²es. Il appara��t donc des contraintes additionnelles cach²es dans les fonctions

de transfert correspondant   des termes crois²s inutiles. En minimisant la normeH 1 de la

matrice de transferts globaleT zw , on minimise ²galement celles des fonctions de transfert

qui ne pr²sentent aucun int²r¶t en termes de performance ou de robustesse   optimiser. Cela

peut augmenter la normeH 1 minimale atteignable, soit opt .
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B.2.3 Synth±se H 1 structur²e

B.2.3.1 Probl±me H 1 structur²

La synth±seH 1 structur²e permet de choisira priori la structure du correcteur tout en satis-

faisant les m¶mes contraintesH 1 . On consid±re la famille de contræleursK (s; � ) param²tr²e

par le vecteur � 2 K � Rn � , oò n� est le nombre des param±tres ajustables du contræleur.

Une r²alisation minimale1 du correcteurK (s; � ) est alors donn²e par :

K (s; � ) = CK (sI � A K )� 1 B K + D K =:

2

4
A K B K

CK D K

3

5 (B.13)

Le contræleurK (s; � ) est dit structur² si les matrices d'²tat A K ; B K ; CK et D K d²pendent

de fa�con lisse du vecteur de param±tres� . Un correcteur PID ou une fonction de transfert

stable d'ordre 2 sont des exemples typiques de contræleurs structur²s SISO.

Probl±me B.2.4. Le probl±meH 1 structur² consiste   trouver un contræleur stabilisant

K (s; � � ) tel quekF l (P(s); K (s; � � ))k1 soit minimale.

La norme minimale, not²e opt , est donn²e par :

 opt = kF l (P(s); K (s; � � ))k1 = min
� 2K stab

kF l (P(s); K (s; � ))k1

oò Kstab � K est l'ensemble des vecteurs� 2 K stabilisant internement le syst±me. Comme

pr²c²demment, on ne cherche pas   atteindre opt , mais   r²duire autant que possible la

norme H 1 de la fonction de transfertT zw (s) = F l (P(s); K (s; � )) .

B.2.3.2 Mise en forme du probl±me H 1 structur²

On rappelle que les sp²cifications classiques peuvent ¶tre transpos²es en crit±resH 1 norma-

lis²s de la forme :

kWi (s)Ti (s)k1 < 1; i = 1; : : : ; m (B.14)

oò Wi est la fonction de pond²ration visant   sp²cifier la performance d'int²r¶t liant une

entr²e et une sortie sp²cifique etTi repr²sente la fonction de transfert consid²r²e. De fa�con

g²n²rale, on regroupe tous les crit±res dans une seule contrainte g²n²ralis²e :

kH (s)k1 < 1; (B.15)

1. Une r²alisation (A ; B ; C; D ) d'une matrice de transferts rationnels r²els propresG(s) est minimale si
A a la plus petite dimension possible [170].
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oò
H (s) = diag

�
W1(s)T1(s); : : : ; WM (s)TM (s)

�

= diag
�
H1(s); : : : ; HM (s)

�
:

(B.16)

Chaque fonction de transfertH i (s) = Wi (s)Ti (s) peut ¶tre exprim²e sous la forme LFT :

H i (s) = F l

�
Pi (s); K (s; � )

�
(B.17)

Du fait que l'interconnexion des LFT est aussi une LFT [201], on retrouve la forme standard

de H (s) comme suit :

H (s) = F l

�

P(s); diag
�
K (s; � ); : : : ;K (s; � )

� �

(B.18)

oò P(s) se d²duit de diag (P1; : : : ; PM ) en permutant les entr²es et les sorties (cf. [234]). Il

reste enfin   r²organiser de mani±re similaire les param±tres� dansdiag (K (s; � ); : : : ;K (s; � ))

via une permutation des lignes et des colonnes. On obtient donc une structure de param±tres

ajustables diagonale par bloc, c'est- -dire :

H (s) = F l

�

P̂ (s); diag
�
� 1I n1 ; : : : ; � nk I nn k

� �

: (B.19)

Notons que la r²p²tition de K (s; � ) dans la forme standard deH (s) ne cause pas de probl±me,

sauf une surcharge de calcul n²gligeable lors de la synth±se [241,242].

Ainsi, la synth±seH 1 structur²e pr²sente l'avantage majeur de pouvoir traiter les contraintes

de fa�con ind²pendante. En fait, chaque crit±reH 1 correspondant   un jeu d'entr²e/sortie

sp²cifique est formul² via un syst±me augment²Pi . De la sorte, lorsqu'on minimise la norme

H 1 de la matrice de transferts diagonale par blocH (s), on minimise seulement la norme

de canaux de performance impos²s dans le cahier des charges et non pas celle de la matrice

globaleT zw . Bien ²videmment, la forme standard (B.18) n'est pas applicable pour la synth±se

H 1 classique   cause de sa configuration structur²e.

Un autre atout important de la m²thode H 1 structur²e r²side dans sa capacit² de synth±se

multimod±le [13].2 Pour cela, il suffit de r²p²ter le contræleurK (s; � ) plusieurs fois dans la

forme standard (B.18). Consid²rons par exemple le cas oò chaqueH i (s) = Wi (s)Ti (s) est

reli²e   de multiples syst±mesP (1)
i ; : : : ; P (N )

i . On retrouve la forme standard oò le syst±me

augment² P(s) se d²duit de diag
�
P (1)

1 ; : : : ; P (N )
1 ; : : : ; P (1)

M ; : : : ; P (N )
M

�
. Le reste demeure simi-

laire au d²veloppement dans le cas de multi-contraintes abord² ci-dessus.

2. La synth±se est dite multimod±le si elle permet de synth²tiser un unique contræleur en consid²rant
plusieurs mod±les simultan²ment.
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B.2.3.3 Solution du probl±me H 1 structur²

Vu la complexit² dans la r²solution analytique du probl±meH 1 structur²e [243], certains

auteurs ont sugg²r² de le reformuler sous la forme d'un probl±me d'optimisation, soit par

exemple la formulation propos²e dans [242] :

min
K (s;� ) stabilisant

kF l (P(s); K (s; � ))k1 , min
� 2K stab

max
! 2 [0;1 )

��
h
F l

�
P̂ (j! ); diag

�
� 1I n1 ; : : : ; � nk I nn k

�� i

(B.20)

Ce probl±me d'optimisation de type min-max est non convexe et non lisse. Parmi les r²solu-

tions num²riques les plus notables, mentionnons les algorithmes d'optimisation non lisse qui

sont implant²s sousMatlab dans les fonctionshinfstruct et looptune [241,242]. Ces fonc-

tions permettent d'ajuster de mani±re it²rative les param±tres du contræleur   architecture

fixe pour stabiliser internement le syst±me boucl² et minimiser des crit±resH 1 .

Plus r²cemment, l'algorithme avanc² systune int²gr² dans la Robust Control Toolboxde

Matlab [13] permet de prendre en compte d'autres types de crit±res tels que le confinement

de pæles, la normeH 2, etc. Le probl±me d'optimisation prend la forme :

min
�

max
i;k

kT (k)
wi ! zi

k

t.q. max
j;k

kT (k)
wj ! zj

k � 1
(B.21)

oò k�k d²note soit la normeH 1 soit la normeH 2, kT (k)
wi ! zi

k repr²sente la contrainte flexible

correspondant aui e jeu d'entr²e/sortie du ke syst±me dans une synth±se multimod±le et

kT (k)
wj ! zj

k repr²sente la contrainte dure   respecter.3

B.2.3.4 Avantages et limitations de la synth±se H 1 structur²e

La synth±seH 1 structur²e pr²sente de nombreux avantages par rapport   l'approche clas-

sique, parmi lesquels :

� l'architecture de contræle fixe,

� l'unique consid²ration des fonctions de transfert d'int²r¶t (jeux d'entr²es/sorties),

� la capacit²   g²rer la synth±se multimod±le,

� la capacit²   inclure les crit±res de type confinement de pæles, normeH 2, etc.

Les m²thodes de synth±seH 1 structur²e, malgr² leurs qualit²s, n'offrent aucune garantie

quant   la convergence d'une solution num²rique. Cette non garantie d²coule du choixa

priori de l'architecture du contræleur.

3. Pour une simplicit² de notation, d'autres types de contraintes ne sont pas formalis²s dans (B.21).
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B.3 Autos²quencement de gains par LAE

B.3.1 Contræleur lat²ral

Consid²rons le mod±le d'²tat r²duit de la dynamique lat²rale d'un hexacopt±re :

2

6
6
6
6
6
6
4

� _y

�• y

� _�

� _p

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0

0 0 � g 0

0 0 0 1

0 0 0 0

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
6
6
6
4

� y

� _y

� �

� p

3

7
7
7
7
7
7
5

+

2

6
6
6
6
6
6
4

0

d
2I xx

� y

3

7
7
7
7
7
7
5

2

6
6
6
4

� T1
...

� T6

3

7
7
7
5

(B.22)

oò � y = [1 �  1 2(1 �  2) 1 �  3 1 �  4 2(1 �  5) 1 �  6]. Comme pour le cas du contræ-

leur longitudinal, on choisit le s²quencement de gains affine en fonction de LAE :

K = K 0 +
6X

i =1

K i  i ; K i = K i 0 +
6X

i =1

K i i  i : (B.23)

Dans ce cas,K est une matrice de dimension6� 4 et K i est un vecteur colonne de dimension

6. En consid²rant la configuration particuli±re de l'hexacopt±re, on peut simplifier ces gains

de la fa�con suivante :

K 0;l =

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

[a0y b0y c0y d0y] si j = 0; l 2 f 1; 3; 4; 6g

[2a0y 2b0y 2c0y 2d0y] si j = 0; l 2 f 2; 5g

[a1y b1y c1y d1y] si j = l 2 f 1; 3; 4; 6g

[2a1y 2b1y 2c1y 2d1y] si j = l 2 f 2; 5g

[a2y b2y c2y d2y] si j 6= l; f j; l g 2 f 1; 3; 4; 6g

[2a2y 2b2y 2c2y 2d2y] si j 6= l; f j; l g 2 f 2; 5g

(B.24)

K i j;l =

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

i 0y si j = 0; l 2 f 1; 3; 4; 6g

2i 0y si j = 0; l 2 f 2; 5g

i 1y si j = l 2 f 1; 3; 4; 6g

2i 1y si j 6= l; f j; l g 2 f 2; 5g

i 2y si j 6= l; f j; l g 2 f 1; 3; 4; 6g

2i 2y si j 6= l; f j; l g 2 f 2; 5g

(B.25)
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Quant   l'impl²mentation du contræleur autos²quenc² sur le syst±me non lin²aire, les gains

de la partie nominale sont donn²s par :

[K y K _y K � K p K i;y ] = 6d[a0y b0y c0y d0y i 0y]: (B.26)

B.3.2 Contræleurs de l'altitude et du lacet

Les mod±les d'²tat r²duits utilis²s   des fins de synth±se sont les suivants :

2

4
� _z

�• z

3

5 =

2

4
0 1

0 0

3

5

2

4
� z

� _z

3

5 +

2

4
01� 6

P 6
i =1

1�  i
m Ti

3

5 (B.27)

2

4
� _ 

� • 

3

5 =

2

4
0 1

0 0

3

5

2

4
�  

� _ 

3

5 +

2

4
01� 6

P 6
i =1

(� 1) i (1�  i )
I zz

Ti

3

5 (B.28)

Les dimensions des gains param²triquesK et K i sont respectivement6 � 2 et 6 � 1. Similai-

rement, l'impl²mentation sur le syst±me non lin²aire est effectu²e avec :

[K z K _z K i;z ] = 6[a0z b0z i 0z] (B.29)

[K  K _ K i; ] = 6c[a0 b0 i 0 ]: (B.30)

B.3.3 Synth±se du contræleur avec systune

Soit CL0 l'ensemble de mod±les d'²tat g²n²ralis²s de la dynamique longitudinal (4.10) en

boucle ferm²e avec le s²quencement de gains (4.14), d²fini par la fonctionMatlab connect.

Soit ref_x , pos_x, u et APrespectivement l'entr²e de r²f²rence, la sortie (position enx), la

commande (T1; T3; T4 et T6) et le point d'int²r¶t en entr²e ( AnalysisPoint ).

La proc²dure employ²e pour effectuer la synth±se du contræleur autos²quenc² viasystune de

mani±re   rencontrer les contraintes assign²es dans le tableau 4.1 est la suivante :

1. Performance en poursuite.

TrackReq = TuningGoal.Tracking( ' ref_x ' , ' pos_x' ,3.25,0.0001);

TrackReq.focus = [0 0.1];

OverReq = TuningGoal.Overshoot(' ref_x ' , ' pos_x' ,2);

2. Pæles en boucle ferm²e.

PoleReq = TuningGoal.Poles();

PoleReq.MinDamping = 0.6;
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PoleReq.MinDecay = 1;

PoleReq.MaxFrequency = 10;

3. Marges de stabilit².

MarginReq = TuningGoal.Margins(AP.Location,12,45);

MarginReq.Focus = [0 0.1];

4. Effort de commande.

gmax_a = frd([0.1 1 10],[0 1 10]);

SatReq = TuningGoal.Gain(' ref_x ' , ' u' ,gmax_a);

5. Att²nuation de perturbations.

gmax_d = frd([0.1 0.1 10],[0 0.1 1]);

DisReq = TuningGoal.Gain(AP.Location, ' pos_x' ,gmax_d);

6. Rejet de bruits de mesures.

gmax_n = frd([1 1 0.001 0.0001],[0 10 100 1000]);

NoiReq = TuningGoal.Gain(' noise_x ' , ' pos_x' ,gmax_n);

7. Mise en� uvre de la fonctionsystune .

AllReqs = [TrackReq,PoleReq,MarginReq,DisReq,NoiReq,SatReq];

[CL,fSoft,hSoft,Info] = systune(CL0,AllReqs,[OverReq]);
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ANNEXE C OP’RATEUR DE PROJECTION

Nous proc²derons ici   quelques rappels concernant l'op²rateur de projection report²s dans

[230]. Le lecteur peut trouver la d²monstration des lemmes suivants dans cet article.

C.1 Convexit²

Nous rappelons d'abord les notions de fonctions et d'ensembles convexes qui sont importantes

pour d²finir l'op²rateur de projection.

D²finition C.1.1 ([244]). Un ensemble
 � Rn est convexe si

8x; y 2 
 ) � x + (1 � � )y 2 
 ; 8� 2 [0; 1] (C.1)

Si une ligne relie deux points d'un ensemble convexe, tous les points de cette ligne figurent

aussi dans cet ensemble.

D²finition C.1.2 ([244]). Une fonction f : Rn ! R est convexe si

8x; y 2 Rn ) f (� x + (1 � � )y) � �f (x) + (1 � � )f (y); 8� 2 [0; 1] (C.2)

Si une ligne relie deux points d'une fonction convexe, tous les points de la fonction entre ces

deux extr¶mes se situent sous cette ligne.

Lemme C.1.1 ([244]). Soit f : Rn ! R une fonction convexe. Pour toute constante� > 0,

le sous-ensemble
 � , f � 2 Rn jf (� ) � � g est convexe.

Lemme C.1.2 ([230]). Soit f : Rn ! R une fonction convexe de classeC1 (contin�ument

diff²rentiable). Consid²rons le sous-ensemble :


 � = f � 2 Rn jf (� ) � � g � Rn (C.3)

avec le constant� > 0. Soit � � un point int²rieur de 
 � , i.e., f (� � ) < � , et � un point sur la

fronti±re de 
 � , i.e., f (� ) = � . Alors, l'in²galit² suivante est v²rifi²e :

(� � � � )> r f (� ) � 0 (C.4)

oò r f (� ) =
h

@f(� )
@�1

� � � @f(� )
@�n

i >
2 Rn est le gradient de la fonctionf ²valu² au point � .
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C.2 Op²rateur de projection

D²finition C.2.1 ([230]). L'op²rateur de projection de deux vecteurs� ; y 2 Rn est d²fini

par :

Proj (� ; y) ,

8
>><

>>:

y �
r f (� )(r f (� ))>

kr f (� )k2
yf (� ) si f (� ) > 0 et y> r f (� ) > 0

y sinon
(C.5)

oò f : Rn ! R est une fonction convexe etr f (� ) =
h

@f(� )
@�1

� � � @f(� )
@�n

i >
.

Le concept de l'op²rateur de projection est illustr²   la figure C.1.

Figure C.1 Illustration de l'op²rateur de projection

On rencontre souvent la loi d'adaptation avec modification robuste par l'op²rateur de pro-

jection _� = Proj (� ; y) qui remplace la loi d'origine _� = y. Dans ce cas, l'interpr²tation

g²om²trique de l'op²rateur de projection est la suivante :

1. Si � se situe dans
 0 , f � 2 Rn jf (� ) � 0g, alors l'op²rateur ne modifie pasy.

2. Si � se situe entre
 0 et 
 1 , f � 2 Rn jf (� ) � 1g et y pointe vers l'int²rieur de 
 1,

i.e., y> r f (� ) < 0, alors l'op²rateur ne modifie pasy.

3. Si � se situe entre
 0 et 
 1 et y pointe vers l'ext²rieur de 
 1, alors l'op²rateur le

modifie pour le garder   l'int²rieur de 
 1. En particulier, si � est sur la fronti±re de
 1,

la Proj (� ; y) est tangent   cette fronti±re. Par cons²quent,� ne sortira jamais de cet

ensemble
 1. Rappelons quer f (� )( r f (� )) >

kr f (� )k2 y est la projection dey sur r f (� ).

Ainsi, si on choisit une condition initiale � (t = 0) = � 0 2 
 1, on peut donc assurer que

� (t) 2 
 1; 8t � 0. Cela est reformul² dans le lemme suivant :
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Lemme C.2.1 ([230]). Soit f : Rn ! R, une fonction contin�ument diff²rentiable et convexe.

Consid²rons le syst±me dynamique :

_� = Proj (� ; y(t)) (C.6)

oò � 2 Rn est le vecteur d'²tat ety(t) 2 Rn est une fonction vectorielle continue par mor-

ceaux. Si� (t = 0) = � 0 2 
 1 , f � 2 Rn jf (� ) � 1g, alors � (t) 2 
 1; 8t � 0. Autrement dit,


 1 est un ensemble invariant par rapport   (C.6).

Le lemme suivant nous donne une propri²t² importante de l'op²rateur de projection.

Lemme C.2.2 ([230]). Soit � � 2 
 0. L'in²galit² suivante est valide :

(� � � � )> (Proj (� ; y) � y) � 0: (C.7)

Dans le cadre de la commande adaptative, on utilise souvent l'extension matricielle de l'op²-

rateur de projection.

D²finition C.2.2 ([230]). L'op²rateur de projection de deux matrices de m¶me dimension :

� =
h
� 1 : : : � m

i
2 Rn� m ; Y =

h
y1 : : : ym

i
2 Rn� m (C.8)

est d²fini par :

Proj (� ; Y ) ,
h
Proj (� 1; y1) : : : Proj (� m ; ym )

i
: (C.9)

Rappelons que :

Proj (� i ; y i ) =

8
>><

>>:

y i �
r f i (� i )(r f i (� i ))>

kr f i (� i )k2
y i f i (� i ) si f i (� i ) > 0 et y>

i r f (� i ) > 0

y i sinon
(C.10)

oò chaquef i : Rn ! R; i = 1; : : : ; m est une fonction convexe.

On peut aussi ²tendre l'in²galit² (C.7) de la fa�con suivante.

Lemme C.2.3 ([230]). Soit � =
h
� 1 : : : � m

i
2 Rn� m telle que � i 2 
 0 ,

n
� i 2

Rn jf i (� i ) � 0
o
; i = 1; : : : ; m. L'in²galit² suivante est valide :

trace
� �

�̂ � �
� > �

Proj
�
�̂ ; Y

�
� Y

� �

� 0 (C.11)

avec�̂ =
h
�̂ 1; : : : ; �̂ m

i
2 Rn� m et Y =

h
y1; : : : ; ym

i
2 Rn� m .
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ANNEXE D STABILIT’ ROBUSTE ET APPLICATION GARDIENNE

D.1 Produit et somme de Kronecker

Le produit de Kronecker de deux matrices quelconquesA 2 Rk� l et B 2 Rm� n , not² A 
 B ,

est la matrice de dimensionkm � ln, donn²e par :

A 
 B =

2

6
6
6
4

a11B � � � a1lB
...

. . .
...

ak1B � � � akl B

3

7
7
7
5

: (D.1)

La somme de Kronecker de deux matrices carr²esA 2 Rm� m et B 2 Rn� n , not² A � B , est

la matrice de dimensionmn � mn, d²finie comme :

A � B = A 
 I n + I m 
 B : (D.2)

Le produit de Kronecker est bilin²aire et associatif :

� Distribution : A 
 (B + C) = A 
 B + A 
 C et (B + C) 
 A = B 
 A + C 
 A ;

� Association : (kA ) 
 B = A 
 (kB) = k (A 
 B ).

Le produit de Kronecker n'est pas commutatif : en g²n²ralA 
 B 6= B 
 A .

Le produit de Kronecker dispose d'autres propri²t²s parmi lesquelles :

� Produit mixte : (AB ) 
 (CD ) = ( A 
 C) (B 
 D )

� Inversion : (A 
 B )� 1 = A � 1 
 B � 1

D.2 Produit bialtern²

Soient A et B deux matrices carr²es de dimensionn et V n le n(n� 1)
2 -tuplet constitu² des

paires d'entiers(p; q); p; q2 f 1; 2; : : : ; ng; p < q, list² lexicalement. Alors

V n = f (1; 2); (1; 3); : : : ; (1; n); (2; 3); : : : ; (n � 1; n)g: (D.3)

Soit V n
i le i e ²l²ment de V n et

f [(p; q); (r; s)] =
1
2

0

@det

2

4
apr aps

bqr bqs

3

5 + det

2

4
bpr bps

aqr aqs

3

5

1

A : (D.4)
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Le produit bialtern² [233] de A et B , not² A � B , est la matrice carr²e de dimensionn(n� 1)
2

dont les coefficients sont donn²s par :

(A � B ) ij = f
�
V n

i ; V n
j

�
: (D.5)

Quelques propri²t²s ²l²mentaires du produit bialtern² sont :

(i) A � (B + C) = A � B + A � C et (B + C) � A = B � A + C � A ;

(ii) (kA ) � B = A � (kB) = k (A � B ) ;

(iii) A � B = B � A .

D.3 Transformation fractionnaire lin²aire

Plusieurs probl±mes d'analyse et de synth±se robuste (e.g., probl±meH 1 , � -analyse, � -

synth±se, etc.) sont reformul²s sous la forme d'une LFT oò toutes les incertitudes du syst±me

sont rassembl²es dans une matrice� .

D²finition D.3.1 ([170]). Soit M une matrice complexe partitionn²e sous la forme :

M =

2

4
M 11 M 12

M 21 M 22

3

5 2 C(p1+ p2 )� (q1+ q2 ) (D.6)

et � 2 Cq2 � p2 une matrice arbitraire. La LFT sup²rieure Fu(M ; �) et la LFT inf²rieure

F l (M ; �) sont d²finies par

Fu(M ; �) := M 22 + M 21�( I � M 11�) � 1M 12;

F l (M ; �) := M 11 + M 12�( I � M 22�) � 1M 21;

oò les matricesI � M 11� et I � M 22� sont suppos²es inversibles.

Notons que la LFT inf²rieure peut ¶tre obtenue facilement   partir de la LFT sup²rieure qui

est la seule disponible dans la LFR Toolbox [234] ou la LMI Toolbox deMatlab . En effet,

F l (M ; �) = Fu(N ; �) avecM 11 = N 22, M 12 = N 21, M 21 = N 12 et M 22 = N 11.

Une propri²t² importante de la repr²sentation par LFT est que l'interconnexion de LFT est

aussi une LFT [201]. Dans ce contexte, le lemme suivant nous donne une r²alisation LFT

explicite du produit de Kronecker de deux LFT.

Lemme D.3.1 ([245]). Soient M 2 C(p1+ p2 )� (q1+ q2 ) et N 2 C(r 1+ r 2 )� (s1+ s2 ) deux matrices
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complexes partitionn²es,� M 2 Cq2 � p2 et � N 2 Cs2 � r 2 . Alors

F l (M ; � M ) 
 F l (N ; � N ) = F l (G s; � s) (D.7)

avec

G s =

2

6
6
6
4

M 11 
 N 11 M 12 
 I r 1 M 11 
 N 12

M 21 
 N 11 M 22 
 I r 1 M 21 
 N 12

I q1 
 N 21 0 I q1 
 N 22

3

7
7
7
5

;

� s =

2

4
� M 
 I r 1 0

0 I q1 
 � N

3

5 :

Similairement, la somme de deux LFT est aussi une autre LFT.

Lemme D.3.2 ([202]). SoientM et N deux matrices complexes de dimension(p + q) � (p + q)

partitionn²es avec M 11; N 11 2 Cp� p ; M 22; N 22 2 Cq� q et � M ; � N 2 Cq� q. Alors

F l (M ; � M ) � F l (N ; � N ) = F l (G; �) (D.8)

avec

G =

2

6
6
6
4

M 11 � N 11 M 12 
 I p I p 
 N 12

M 21 
 I p M 22 
 I p 0

I p1 
 N 21 0 I p 
 N 22

3

7
7
7
5

;

� =

2

4
� M 
 I p 0

0 I p 
 � N

3

5 :

Bien que l'ordre des LFT r²sultantes (D.7) et (D.8) ne soient g²n²ralement pas minimal, ces

r²alisations sont explicites et faciles   obtenir.

Le lemme suivant, issu de l'article [246], nous permet d'²tudier la stabilit² robuste de syst±mes

poss²dant une structure d'incertitude rationnelle.

Lemme D.3.3 ([246]). Soit M : Rn ! Rp� q une fonction matricielle rationnelle sans sin-

gularit²s   l'origine. Il existe des nombres entiers non n²gatifsq1; : : : ; qn et des matrices

A 2 Rp� q; B 2 Rp� N ; C 2 RN � q et D 2 RN � N , avec N = q1 + : : : + qn , tels queM a la

repr²sentation LFT suivante pour tout x oò M est d²fine :

M (x) = F l

0

@

2

4
A B

C D

3

5 ; � (x)

1

A = A + B� (x) [I � D� (x)]� 1 C (D.9)
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avec� (x) = diag ( x1I q1 ; : : : ; xn I qn ).

Afin de trouver les matricesA ; B ; C et D , de nombreux algorithmes symboliques et num²-

riques ont ²t² d²velopp²s dans la litt²rature. On peut se reporter   la r²f²rence [234] pour

une revue d²taill²e de ce sujet.

D.4 Applications gardiennes usuelles

Nous pr²sentons ici quelques applications gardiennes correspondantes   des r²gions de stabi-

lit² classiques telles qu'illustr²es   la figure D.1.

� Stabilit² d'Hurwitz : pour le demi-plan gauche complexe ouvert 
 = Co
� , l'ensemble

S(
) est gard² par une des applications gardiennes suivantes :

� H (A ) = det( A � A ) (D.10)

� H (A ) = det( A ) det (A � I ) (D.11)

oò � d²note la somme de Kronecker et� d²note le produit bialtern². Notons que les

dimensions des matrices carr²esA � A et A � I sont respectivementn2 et n(n � 1)=2,

tous les deux pr²sentent une complexit² spatiale deO(n2).

� Marge de stabilit² : soit 
 le demi-plan gauche ouvert d²cal² de� . Une application

gardienne correspondante  
 est donn²e par :

� � (A ) = det( A � � I ) det (A � I � � I � I ) : (D.12)

� Amortissement : soit 
 le cæne d'angle2� dans le demi-plan gauche, l'ensembleS(
)

est gard² par une des applications gardiennes suivantes :

� � (A ) = det
�
ej� A 	 e� j� A

�
or (D.13)

� � (A ) = det( A ) det
�
A 2 � I +

�
1 � 2� 2

�
A � A

�
(D.14)

oò A 	 B = A � (� B ) et � , cos� d²signe l'amortissement limite.

� Stabilit² de Schur : si 
 est le cercle de rayon! > 0, l'ensembleS(
) est gard² par une

des applications suivantes :

� ! (A ) = det
�
A 
 A � ! 2I 
 I

�
(D.15)

� ! (A ) = det
�
A � A � ! 2I � I

�
det

�
A 2 � ! 2I

�
(D.16)
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oò 
 repr²sente le produit de Kronecker.

Figure D.1 R²gions de stabilit² d'int²r¶t

En pratique, il est parfois indispensable de construire une application gardienne correspon-

dante   l'intersection de plusieurs domaines distincts. Le lemme suivant permet de combiner

des applications gardiennes pour prot²ger un tel ensemble compos².

Lemme D.4.1 ([192]). Soient les ensemblesS(
 1) et S(
 2) qui sont respectivement gard²s

par les applications gardiennes� 1 et � 2. Alors S(
 1 \ 
 2) est gard² par � = � 1� 2.

Le lecteur est renvoy²   [192] pour plus de d²tails concernant la construction d'applications

gardiennes correspondantes aux diff²rentes r²gions
 .

D.5 Preuve du corollaire 6.2.2

La d²monstration du corollaire 6.2.2 est similaire   celle de [192, Th²or±me 1]. Dans ce cas,

on consid±re le syst±me en boucle ferm²e :

A BF ( ) = A � BK 0 +  B (K 0 � K 1) +  2BK 1: (D.17)

Soit � H (A BF ) = det ( A BF � A BF ) = det F (A BF ) l'application gardienne pour la stabi-

lit² d'Hurwitz (cf. Eq. (D.10)). Puisque le syst±me boucl² est nominalement stable, soit

� H (A BF (0)) = det F (A � BK 0) = det( F0) 6= 0, alors F0 est inversible.F (�) ²tant lin²aire,

on en d²duit :

� H = det F (A BF ) = det( F0 +  F1 +  2F2)

= det( F0) det
�
I +  F � 1

0 F1 +  2F � 1
0 F2

�

/ det(F0) det
�
� 2I + � F � 1

0 F1 + F � 1
0 F2

�

| {z }
� (� )

= det( F0) det � (� )
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oò � := 1=; � 2 [1; 1 ). Commedet � (� ) est le polynæme caract²ristique de la matriceM

(cf. Eq. (6.62)), � H ne s'annule pas dans[0; � ] si M n'a pas de valeurs propres dans[1=�; 1 ).

La preuve est donc compl±te.
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