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RESUME

Cette these traite des manipulateurs sériels en tant lopgi@es cinématiques ouvertes simples.
Plus précisément ce sont les parcours continus sur Iessdaeels manipulateurs gardent con-
stamment une configuration isotrope qui sont I'objet dautle. La capacité d’'un manipulateur
a orienter et a déplacer son effecteur est un point ai@temt pour la réalisation de taches. Plus
cette capacité est grande, meilleure sera la possill@ité&alisation des travaux par le manipula-
teur. La capacité maximale est atteinte a des configuratilites isotropes. Jusqu’a recemment,
les seules configurations isotropes atteignables par lespmateurs étaient des configurations
isolées, ou des configurations que nous qualifions de lesji@ est-a-dire des configurations is-
sues de la rotation de la premiére articulation. L'appotiveau de ce travail de recherche est
de prouver I'existence de parcours isotropes non trividumsi, plusieurs manipulateurs peuvent
effectuer des taches sur des parcours non ponctuels ouncataces avec une dextérité accrue

loin des singularités.

Des manipulateurs sériels ayant non seulement des parisotnopes continus ont été déterminés,
mais aussi des manipulateurs ayant des surfaces isot@pgsurfaces isotropes sont déterminées
pour des manipulateurs sphériques et non sphériquesotidpie d’orientation et I'isotropie de

position sont étudiées séparément, puis simultanéme

Les differentes définitions de la dextérité des marsfurs proposées depuis plus de deux décen-
nies trouvent aussi par ce travail 'occasion d’un nouwhieage a travers le concept des articu-

lations virtuelles introduites dans les chapitres 4 et 5.

Le chapitre 2, qui fait suite a I'introduction et & la reudeelittérature, traite du conditionnement et
de I'isotropie. La plupart des résultats et exemples qoint exposés sont puisés dans la littérature
et visent a montrer 'importance de ces notions qui sotisggs comme fondement de ce travalil

de recherche.
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Le chapitre 3 prouve un résultat important : la non-existethe parcours isotropes continus non
triviaux pour les manipulateurs sphériques ayant moirGatéiculations. Il a permis de simplifier

le travail en focalisant la recherche sur les manipulatspingriques 6R, ce qui a permis d’obtenir
les résultats du chapitre 4 qui prouvent I'existence deipudateurs sphériques ayant des surfaces
isotropes et méme I'existence d’'un manipulateur qui gartkeconfiguration isotrope pour toute

orientation de son effecteur.

Le chapitre 5 montre I'existence d’un manipulateur sétielisotrope en position sur toute une
sphere et compare la dextérité du manipulateur selocrigses basés sur le conditionnement de
la matrice jacobienne et sur le déterminant du produit dle-cépar sa transposée : une analogie
tres intéressante a alors été mise en évidence. Leugége entre I'isotropie d’orientation et
I'isotropie de position a été présenté a travers unimdateur pouvant avoir des parcours conti-
nus au voisinage de I'isotropie en orientation et en mémpseau voisinage de la singularité en
position. Il semble aussi, contrairement aux premiergg@ssions que l'isotropie de position est

plus facile a obtenir que l'isotropie d’orientation pour mnanipulateur sérieiR.

Dans cette these, de nombreux résultats sont nouveauxvegra d’intéressantes perspectives
sur des recherches futures comme des situations nouvebesgs de I'isotropie en orientation et

en méme temps proches de la singularité en position etsereent. La détermination des designs
permettant certains parcours continus isotropes pasgisybréalablement fixés peut aussi étre en-

visagée.

Contributions

Ce travail a permis I'introduction des parcours continugrigoes et des surfaces isotropes. Des
exemples de ces parcours et de ces surfaces ont été dmurédes manipulateurs sphériques et
non sphériques. Il a aussi permis de déterminer le nomhmieral d’articulations nécessaires pour
I'obtention de parcours isotropes. Une méthode géaqédide résolution du systeme d’équations

définissant les conditions d’isotropie a permis de déireema matrice jacobienne générale d’'un
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manipulateur 5R sphérique et peut permettre la détetinmde la matrice jacobienne générale
d’'un manipulateur 6R sphérique, ce que la résolutiorlaligiue des mémes systemes ne permet
pas. Lintroduction de la notion d’articulation virtuelkepermis d’obtenir un moyen d’évaluation
des differents index de dextérité et aussi d’avoir plaprecision par la possibilité de réaliser des

calculs plus précis en utilisant des jacobiennes isosope
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ABSTRACT

This thesis deals with serial manipulators as simple op&imenatics chains.These are more pre-
cisely the continuous paths, upon which such manipulateays keep an isotropic configuration,
that are the subject of the study. The capacity of a maniputatdirect and move its effector is
a decisive point in carrying out tasks. Bigger is this cayaoetter will be the possibility for the
manipulator to carry out tasks. The maximal capacity islieddor isotropic configurations. Until
recently, the only reachable isotropic configurations byipalators were isolated configurations,
or configurations that we call trivial which means they resm the rotation of the first joint.
The contribution of this thesis is to prove the existencemf trivial isotropic paths.Thus, many
manipulators can perform tasks on non punctual or non @rqaths with an improved dexterity

far from singularities.

Not only serials manipulators with contiunous isotropithgahave been found, but also manipula-
tors with isotropic surfaces.These isotropic surfaceslatermined for spherical and non spherical
manipulators. The isotropy of orientation and isotropy a$ifion are studied separately, then si-

multaneously.

Through the concept of virtual joints introduced in chapteand 5, this work is also the op-
portunity to bring a new clarification on the various defionts of manipulators dexterity that have

been proposed for more than two decades.

The chapter 2 which ensue from the introduction and relatetksvdeals with the condition-
ing and the isotropy. Most of the expounded results and elesgpe draged from related papers

and aim at showing the importance of these notions which sed as a basis of this research.

The chapter 3 proves an important result: the non existehoertrivial continuous isotropic
paths for spherical manipulators with less than 6 jointsenibled to simplify the work by fo-

cusing the research study on spherical manipulators 6R;hndmabled to obtain the results of



chapter 4 that proves the existence of spherical manipsltaving isotropic surfaces, and that
even proves the existence of a manipulator which keep aro@otconfiguration for all orienta-

tion of its effector.

The chapter 5 reveals the existence of an isotropic serinlpukator 4R in position on a sphere.
It also compare the dexterity of a manipulator accordingrii@igons based on the conditioning
of the jacobian matrix and on the determinant of its produth ws transpose: a very interesting
analogy was then brought to light. The decoupling betweeisibiropy of orientation and position
was presented through a manipulator being able to haventmnts paths around the orientation
isotropy and, at the same time, around the singularity intipos It also appears, in contrary to
the first impressions, that the isotropy of position is aasi@btain that the isotropy of orientation

in the case of a serial manipulator nR.

In this thesis, a lot of results are new and establish intieigprospects on future research study
like new situations close to the isotropy in orientation ahthe same time close to the singularity
in position, and vice-versa. Determination of patternsvaithg some specific isotropic continuous

paths beforehand setted, can be also considered.

Contributions

This work let us introduce isotropic continuous paths armdrapic surfaces. Some examples
of these paths and surfaces were given for spherical andpi@risal manipulators. It also en-
abled to determine the minimum number of needed joints tosg#topic paths. A geometrical
resolution of the equations system defining isotropic comals enabled to determine the general
jacobian matrix of a spherical manipulator 5R and can entitdedetermination of the general
jacobian matrix of a spherical manipulator 6R, what an algielresolution of the same systems
can not perform. The introduction of the virtual joint natienabled to obtain an estimation mean
of the various indexes of dexterity and also to have a betiracy by performing more accurate

calculation using isotropic jacobian matrices.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La robotigue peut étre définie comme des études et tegbsitpndant a concevoir des systemes
mécaniques, informatiques ou mixtes, capables de seitsignsi 'homme dans ses fonctions

motrices, sensorielles et intellectuelles [1].

Un manipulateur robotique est un systeme mécanique gyl mis en mouvement par des
moteurs contrdlés par un systeme de commande. Seloohesandes passées aux moteurs des
articulations, des taches nombreuses et variées peéatreneffectuées par le manipulateur. La
conception des robots est fonction des mécanismesagtilis'nombre de degré de liberté ou le
type d’articulations utilisées. De ces differents pagtnes dépend la complexité de la cinématique

du manipulateur.

Les manipulateurs robotiques peuvent étre représqraeésles chaines cinématiques de corps
rigides reliées entre elles par des articulations. Le d&s articulations, actionnées ou non par des
moteurs, est d’amener I'effecteur ou organe terminal aposition et une orientation données, a
des vitesses et des accélérations données. Les aaiignpeuvent étre de type électrique, pneu-
matique ou hydraulique. Des capteurs peuvent aussi aoeparés au manipulateur pour lui
permettre d’interagir avec son environnement. Le systdeneommande récupere alors les in-
formations fournies par les capteurs pour mieux affiner leses donnés aux actionneurs, ce
qui améliore la précision du positionnement et de I'oidgion de I'effecteur. Plusieurs sortes de
capteurs sont utilisées en robotique : capteurs de positapteurs de vitesse ou d’accélération

articulaires, etc.



1.1 Dege de liberté, liaison et mecanisme

Le nombre de degrés de liberté (ddl) d’'un mécanisme esbihebre de parametres indépenda-
nts qui permettent de définir les configurations du méoamiPour une articulation liant 2 corps
rigides, le nombre de ddl de I'un par rapport a I'autre, esttion du genre d’articulation. Lorsque
ce nombre est égal a 1, ce qui est frequemment le cas etiqobpol’articulation est dite simple

. soit rotoide, soit prismatique, soit helicoidal. Le didis liaisons cinématiques inférieures est

inférieur ou égal a 3.

La pose d’'un solide dans I'espace requiert six paramatdiEpiendants (6 ddl) :

- 3 parametres indépendants définissent la position gaint du solide, not& dans le repere
fixe,

- 3 parametres indépendants définissent I'orientatiosadide autour du poing.

En pratique, les manipulateurs sont souvent dotés de G&djx articulations motorisées, ce qui

permet de spécifier n’importe quelle pose, position etaion, de leur effecteur.

Une articulation complexe avec un nombre de ddl supéaelipeut toujours se ramener a une
combinaison d’articulations rotoide, prismatique oudtétlal. Par exemple, une rotule ou articu-
lation sphérique peut étre obtenue avec trois articutatrotoides dont les axes sont concourants.
Une liaison entre deux solides limite le nombre de ddl d’Uidsmar rapport a I'autre. On appelle
le nombre de ddl de la liaison le nombre de parametres emtfgnts permettant de définir la lo-
calisation (position et orientation) de I'un par rappotaautre dans tout déplacement compatible
avec la liaison.

- un cube sur un plan a 3 ddl : 2 ddI pour fixer les coordonnées plbint dans le plan et un ddl
pour déterminer son orientation dans le plan.

- une spheére sur un plan a 5 ddl : 2 ddl pour fixer les coordesid&in point dans le plan et 3 ddl
pour déterminer son orientation dans le plan.

Une chaine cinématique est un ensemble de corps rigitiles par des liaisons cinématiques



qui imposent un mouvement relatif de I'un par rapport atfaull existe deux types de liaisons
cinématiques : les liaisons cinématiques inférieutéssdiaisons cinématiques supérieures. Dans
une liaison cinématique inférieure, le contact entre2lesrps rigides reliés se fait sur toute une
surface. Les 6 liaisons cinématiques inférieures : dyique, hélicoidale, planaire, prismatique,
rotoide et sphérique, ont respectivement 2, 1, 3, 1, 1 e¢gdéd de liberté. Dans une liaison
cinématique supérieure, le contact se fait sur un segmean point, par exemple dans un roule-

ment, un galet ou une came.

La structure RRR dont les trois axes sont concourants fomaarticulation sphérique et s’utilise
généralement comme un poignet. Le robot ainsi obtenwjiexssociant un porteur a 3 ddl, est en
robotigue une structure classique a 6 ddl. Elle permesdias un decouplage entre la position et
I'orientation de I'effecteur.

Un mécanisme est un systeme de corps concgu afin de corlestmouvements de, et des forces

sur, un ou plusieurs corps en mouvements contraints desdbotes sur, d’autres corps [3].

Le degré de connectivité d’'un corps rigide est le nombrealps rigides qui lui sont reliés a
travers les liaisons cinématiques. On distingue deuxstgigemécanismes :

- les mécanismes en chaine simple ouverte (ou en séisjju’'on parcourt ce mécanisme, on ne
repasse jamais sur la méme liaison ou le méme solide. Ge gemtmmécanisme est le plus répandu.
Le degré de connectivité de toutes les liaisons compasantécanisme en chaine simple est égal
ou inférieur a 2.

- les mécanismes en chaine complexe : tout ce qui nestrpaka@ne simple. De tels systemes
se subdivisent en deux groupes : Les chaines structuréahee et les chaines fermées. Ces
derniéres ont a priori 'avantage d’'étre plus rigidesisgbrécises, capables de manipuler de lour-
des charges. Le degré de connectivité d’au moins une a@issiis composant un mécanisme en
chaine complexe est supérieur a 2.

Une chaine simple peut &étre ouverte ou fermée. Une ehsiinple est dite fermée si chaque

membrure est liee a deux autres membrures. Elle est dieriausi elle contient exactement deux



membrures, dont la derniére, liees a seulement une searigbrure. Dans les chaines ouvertes, la

premiere membrure est appelée la base tandis que laedeast appelée effecteur.

Dans la suite, nous considérerons uniquement les matgputaen chaine simple ouverte.

1.2 Définitions et terminologie

La pose de I'effecteur est I'orientation et la position dpéee lié a la derniere membrure du ma-
nipulateur dans I'espace cartésien lié au repere desa tha manipulateur.

La configuration d’'un manipulateur est sa géométrie daspéce a un instant donné.
L'architecture d’un manipulateur est la chaine cinémai de membrures rigides qui le com-
posent, et qui sont assemblées par des articulations fiarmeur mouvement relatif. Le design
cinématique d’un manipulateur est la détermination aeasohitecture.

L'espace articulaire d’'un manipulateur est I'espace deisbkes articulaires. Sa dimension est le
ddl du manipulateur.

Le volume de travail est 'ensemble des points pouvant d@teints par le point d'opération de
I'effecteur. L'espace de travail d’'un manipulateur eshemble des poses pouvant étre atteintes
par I'effecteur.

L'espace de tach& d’'un manipulateur est 'ensemble des poses atteintes efiedteur pour
réaliser une tache déterminée. L'espace de tacki&n manipulateur est un sous-espace de
I'espace de travallV du manipulateur.

L'espace opérationnéD d’'un manipulateur est I'espace dans lequel est représdatpose de
I'effecteur. La dimension de I'espace de tache d’'un mdatgur est inférieure ou égale a la
dimension de son espace de travail qui est inférieure ale&gla dimension de son espace artic-
ulaire.

Une configuration singuliere d’'un manipulateur est unefigomation qui entraine une réduction
de la mobilité de I'effecteur, c’est-a-dire la perte parrhanipulateur sériel d’un ou plusieurs

degrés de liberté.



Le modele géomeétrique est le systeme d’équations eumpt de passer de I'espace articulaire a
I'espace de travail et inversement dans la déeterminatsrvdriables articulaires ou cartésiennes.
Le modele cinématique est le systeme d’équations quneede passer des vitesses des co-
ordonnes oprationnelles aux vitesses articulaires ergeweent. Le modele dynamique est le

systeme d’eéquations qui permet d’exprimer le mouvemanbiot permettant d’établir les rela-

tions entre les forces exercées par les actionneurs @sugt I'état des variables articulaires.

Pour une tache spécifique, le mouvement de I'effecteut giecrire tout I'espace opéra-tionnel
ou seulement un sous-espdcde W appelé espace de tache. En notant(d@ina dimension de
I'espace de tache, difA) la dimension de I'espace articulaire et diM la dimension de I'espace

d travail, on doit naturellement avoir d{if) < dim(W) sinon la tache ne peut &tre réalisée par le
manipulateur. Pour une tache spécifique, un manipulatniel est dit cinematiquement redon-
dant si dim{T) < dim(A). On a bien strlim(T) < 6. Le degré de redondance cinématique du
couple tache-manipulateur est égal a @n- dim(T). Dans un systéme ayant un degré de redon-
dance cinématique non nul, il est possible de changer lageoation du systeme sans changer
la pose de I'effecteur. Le bras de I'étre humain est un exenypique de manipulateur redon-
dant ayant plus de 6 degrés de liberté. SiI'épaule et e pie la main sont fixées, le bras peut
se mouvoir grace a la mobilité additionnelle associéadegré de liberté redondant. On peut
alors éventuellement éviter des obstacles dans I'esp@adeavail. En outre, si une articulation
du manipulateur redondant atteint ses limites, il peut yraVautres articulations qui permettent

I'exécution du méme mouvement de I'effecteur.

Un manipulateur sériel ayantarticulations, rotoides ou prismatiques, possedariables artic-
ulaires que I'on peut regrouper dans un vectéde dimensiom et3n parametres qui définissent

I'architecture du manipulateur. Le vecteidéfinit la posture du manipulateur.

La notation de Denavit-Hartenberg (DH) permet une définiprécise de I'architecture d’un ma-

nipulateur par les parametres de DH. La notation de DH &stgmtée de maniere détaillée dans



[2].

1.3 Fondement de ce projet de recherche

Le positionnement et 'assemblage de haute précisiorsi gme le micro-usinage, requierent
des manipulateurs performants. Ces manipulateurs doprésenter une bonne répétabilité et
une bonne précision de positionnement et d'orientationpdusieurs degrés de liberté. Afin
d’atteindre des temps de cycle réduits aussi bien qu’unadoobustesse vis-a-vis des perturba-
tions extérieures, des performances cinématiques etndiglues élevées sont recherchées. Dans
ce but, ce travail traite de la conception de manipulateabistiques ayant des parcours isotropes

continus capables d’atteindre des exécutions et desakitités de positionnement de précision.

Chez I'etre humain, la facilite, le confort et I'aisance mhouvement dans des taches de précision
peuvent étre des notions que I'on peut chercher a étendrperformances des dispositifs mécani-
ques. Par exemple, dans les membres de I'étre humainat@ale Vinci a montré que le rap-
port de la longueur de I'avant-bras par celle du bras estuauate/2/2 quelque soit la taille de
I'individu. Lorsque nous exécutons des manoeuvres quiieegnt une grande dextérité, ou que
nous cherchons des positions confortables, I'angle eatbeds et I'avant-bras tend a étre entre
30° et60°. Il a été démontré dans [6] que pour un manipulateurgtar?R, comme le bras et
I'avant-bras d’un individu, en termes d’optimalité du dittonnement de la matrice jacobienne,
le rapport des longueurs des liens est/ /2 et la valeur de I'anglé, = 45° est précisément le

milieu entre30° et60°.

Une autre analogie est la forme du serpent Cobra dans s@oopa$ittaque. Cette position est
celle qui lui offre le plus de dextérité et d’aisance pottaquer et se défendre. Un manipulateur
sériel ayant un nombre de liens comparable au nombre debvest du cobra aurait une configu-

ration isotrope dans la forme du cobra en position d’att4§le



Interprétation géomeétrique de l'isotropie

Comme nous le verrons dans I'étude du conditionnement @ésaes lors de la résolution d’'un
systeme linéairdx = b au chapitre 2, selon le conditionnementAlet I'orientation du vecteur

b, la distorsion de la solutior peut étre plus ou moins importante. Par contre\ Est isotrope
aucune distorsion ne se produf, transforme alors une sphére en une autre sphere de rayon
plus ou moins grand. On le constate en appliquant la décsitiopolaire [7] & une matricA

quelconque. La matricA peut alors s’écrire

A=RU=VR (1.2)

ou R est une matrice orthogonale®tet V des matrices définies non négatives. Transformons
par A le vecteurx
z=Ax et y=0Ux 1.2)

ainsi U transformex eny et R transformey enz. La matriceU transforme une sphéere en
une ellipsoide dont les demi-axes ont pour longueurs lesik@apropres d&J. Tandis queRk ne
déforme pas I'objet qu’elle transforme, drest orthogonal, I'image de I'ellipse p& sera une
autre ellipse ayant simplement une orientation diffezer@mme montrée sur la figure 1.1. Ainsi,
si A est isotrope, toutes ses valeurs singulieres sont idezgjcglle transforme alors une sphere
en une autre sphere de rayon plus ou moins grand. La figumadntre la distorsion du cercle

transformé en ellipse lorsque n’est pas isotrope.

Dans ce travail, 'accent est mis sur I'étude des manipulatrotoides sériels. Cette recherche
est axée principalement sur I'etude de l'isotropie piaéique de ces derniers. Il existe cepen-
dant plusieurs genres d’isotropie cinématique : 'isptead’orientation, I'isotropie de position et
I'isotropie globale. L'isotropie globale étant ici I'ismpie d’orientation et I'isotropie de position

en méme temps.

Plusieurs propriétés cinematiques d’'un manipulatent améliorées lorsqu’il se trouve dans une



Figure 1.1 Interprétation géométrique de l'isotrogg [

configuration isotrope. Elles permettent I'obtention @gyrlus grande précision, et une meilleure
complexité en temps, dans la résolution des équatior@sratiques et des systemes ou intervient
la matrice jacobienne isotrope associée qui est une raétxie; pour un manipulateur sériel ayant

n articulations.

Plusieurs manipulateurs ont des configurations isotrappssition ou en orientation. De chacune
de ces configurations, nous pouvons déduire par simplgaotutour de la premiere articulation
un arc de cercle trivial de postures isotropes. Hormis lesipodateurs sériels présentés dans
cette these, les autres manipulateurs séri®ssont isotropes uniquement pour une configura-
tion fixe de leur effecteur. Parmi les plus élaborés, leimaateur isotrope redondant Rediestro
[8], concu a McGill, ne possede lui aussi que des confifpma isotropes fixes. Les courbes
continues non triviales de configurations isotropes de pudaieurs dont le point d’opération de
I'effecteur parcourt une courbe continue dans des postsatites sont naturellement beaucoup

plus intéressantes. Le but de cette recherche est deridéésrde telles courbes, comme par-



cours de tache, pour des manipulateurs dont le designgbalors &tre fonction de ces parcours
isotropes continus en adéquation avec les taches a aticoGes manipulateurs effectueront alors
les taches voulues tout en gardant constamment une catf@ursotrope : ils auront alors une
dextérité maximale. Cet état constant d’isotropie patra une plus grande précision, puisque
t = JO impliqued = J't, ce qui permet d’avoir\@ = (1/02)J7 A't, olio est la valeur singuliére
commune deJ, sans perte de précision dans le calcul8@verse génfalisée di ainsi qu’un
gain appréciable en réduction de complexité de calcns dies exécutions, sans oublier I'absence
totale d’amplification des erreurs lors de la résolutiorsgstemes faisant intervenir la matrice

jacobienne.

Définition 1: Soit M un manipulateur sériel ayafitpour matrice jacobienne, et s@itson espace
articulaire. Un parcours isotrope continu pddrdansA est une fonction vectoriell@ d’'un con-
nexe | C R dansAtelle que

1) 6 est continue sur |

2) J(6(t)) estisotropé/t € |

Limage de{6(¢) | t € |} par la transformation géométrique directe est le pac@matrope con-
tinu dans I'espace opérationnel associé au parcour®sotontinug de I'espace articulaire. On
parlera alors, selon le cas, de parcours isotrope continsi kisspace articulaire, ou de parcours
isotrope continu dans I'espace opérationnel dans legmed&finies les postures du manipulateur,
c’est-a-dire la position et I'orientation de son effecteDomme, pour un corps rigide, trois coor-
données suffisent a définir la position dans I'espaceoet émgles suffisent a définir I'orientation
dans I'espace, la dimension de I'espace opérationnel &4, I'espace de tache qui est I'espace

dans lequel s’effectue la tache peut étre de dimensi@nienfre ou égale a 6.

Pour un manipulateur sphérique, un parcours du pointatatjon de I'effecteur sur la sphére uni-
taire deR* correspond a une succession d’orientations de I'axe derlaiete articulation, étant

donné qu’a chaque point de la sphere unitair®deorrespondant une orientation de cet axe. On
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peut donc faire une correspondance entre une courbe sunéaespt un ensemble d’orientations
de I'axe de la derniére articulatior chaque point de la sphere correspondant une orientation
et une seule de I'axe de la derniére articulation, et irment a chaque orientation de I'axe de
la derniere articulation correspondant un point et un deul sphere. Deux variables suffisent
alors a définir I'orientation de I'axe de la derniere eutation. Cet ensemble de couple d’angles
(0, ¢) est un parcours continu de I'espace articulaire du martiputssphérique a condition que
cet ensemble soit connexe. La rotation autour de I'axe derai&re articulation fournit alors un
troisieme angle) qui permet d’obtenir toutes les orientations possibles dorps dans I'espace.
Cependant, quelque soit la valeurgée manipulateur reste dans une configuration isotrope s'il

peut I'étre pour une valeur quelconque de I'angle

Définition 2 : Pour un manipulateur ayadt pour matrice jacobienne &t pour espace articu-
laire, un parcours isotrope contit) = [0, (t), 6x(t), ... ,6,(t)]* d'un connexe IC R dansA
est dit trivial si pour une valeur fixe donnge |,

J((0:(5), 02(s), ..., O,_1(s), 0.(t))T) est isotropevt € I. Le parcours isotrope continu de

I'espace opérationnel obtenu par la cinématique direstaussi dit trivial.

Contrairement a l'isotropie en orientation, pour l'ismgre de positionnement, la variation de
I'angle 6,, influe sur la propriété d’isotropie. De ce fait en gémgitar’existera pas de parcours

isotrope trivial, dans I'espace articulaire ou dans I'egpapérationnel, obtenu par la variation de
I'angle de la derniere articulation c’est-a-dire par dgation de I'effecteur autour de I'axe de la

derniere articulation.

Définition 3: Une articulation d’'un manipulateur sériel est dite w@ita sur un parcours si sa

variable articulaire demeure constante sur ce parcours.

Définition 4: Soit M un manipulateur sériel ayant une ou plusieurs articulatiartuelles sur
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un parcours donné. Le manipulateur sénél, obtenu en retirant au manipulatelif une ou
plusieurs de ses articulations virtuelles, est dit édaiMaau manipulateut/ sur ce parcours. On

dira que les manipulateurd et A/’ sont équivalents sur ce parcours.

Définition 5: Soit M un manipulateur sériel ayadtpour matrice jacobienne, et sditson es-
pace articulaire. Une surface isotrope padirdansA est une fonction vectoriell@ d’'un connexe
I € R x RdansAtelle que

1) 6 est continue sur |

2) J(6(t)) estisotrope/(s,t) € |

Dans la suite, nous parlerons indifferemment de parcaumiru isotrope ou de courbe continue

isotrope.

Les courbes isotropes non triviales permettent alors @a@amns I'espace opérationnel toute une
surface isotrope puisqu’il suffit de faire tourner cetterb@unon triviale autour de la premiéere ar-
ticulation pour obtenir une surface. Le point d’opératiten’effecteur du manipulateur peut alors
parcourir toute la surface dans I'espace opérationnedgr@que le manipulateur reste constam-
ment dans une configuration isotrope. On comprend ainsaahtage de rechercher des courbes

isotropes non triviales.

1.4 Revue de literature

1.4.1 Indices de performance ciamatique

La dextérité est devenue I'une des caractéristiqugdilsimportantes des manipulateurs. Plusieurs
criteres ont été définis dans les dernieres décepoigsquantifier et mesurer la dextérité d’'un ma-

nipulateur, c’est-a-dire sa capacité et son aisanapéadér et a orienter son effecteur localement
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dans une configuration particuliere ou globalement surespace de travail. Ces criteres ont été
proposés comme des mesures de performance pour la predess manipulations de I'effecteur.
D’'une maniere générale, la dextérité cinématiquendimipulateur a été typiqguement rattachée au
conditionnement de sa matrice jacobienne. En effet, laicegacobienne qui constitue le lien en-
tre I'espace opérationnel et I'espace articulaire, afigpd plus ou moins fortement les distorsions
selon son conditionnement, et fournira une indicationggapacité de précision du manipulateur.
Lorsque le conditionnement est optimal, le manipulateur@eve alors dans une configuration
isotrope et dans celle-ci il demontre des proprietééroiatiques élevées. Les criteres définis sont

ainsi differentes mesures a I'éloignement du manigulate I'isotropie.

L'une des premieres mesures de performance a été inteqolr Yoshikawa dans [9]. C’est un
indice qui utilise le déterminant du produit de la jacolmiempar sa transposée et non le condition-
nement de la jacobienne. Il a été nommeé indice de marbpitéaet défini panV = 4/ det(JJ7).
Lorsque la jacobienne est de plein ralig,= o105 - - - 0,,, le produit des valeurs singulieres de
L'utilisation de cet indice de manipulabilit®” a été appliquée a un manipulateur 2R planaire par
Yoshikawa, dans ce cas, la manipulabilité optimale estrolet pour un rapport des longueurs des
membrures égaleslaet 'angled, = 4+ /2. Ces résultats ne concordent pas avec ceux obtenus

en utilisant d’autres indices comme le conditionnementdadobienne.

Le conditionnement de la matrice jacobienn@) a été introduit par Salisbury et Craig dans
[6] comme mesure de la performance cinématique des maguus et pour parvenir a obtenir
I'isotropie de ceux-ci. Les auteurs I'ont ensuite appéicki'un manipulateur 2R planaire, ils
ont alors obtenu un rapport des longueurs des membrurés18g2/2 et la valeur de I'angle

(92 = :|:37T/4

Un indice de mesure de performance est présenté dansg I&lhbal Conditionning Index (CGl).

Il est aussi basé sur le conditionnement de la jacobieneein@ex cherche a représenter la dis-
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tribution du conditionnement sur 'ensemble de I'espactaeail. Il est défini ainsi

Contrairement a d’autres indices, le CGI est un indice g@lob’application de cet indice au cas
d’'un manipulateur planaire 2R permet de retrouver ledté@side [6]. Dans [10], I'application du
CGl a aussi été faite sur un manipulateur parallele. @dite est aisement applicable sur des cas
de manipulateurs simples, pour des manipulateurs a aothie complexe, 'emploi de méthodes

numeriques devient nécessaire.

L'isotropie de position et 'isotropie d’orientation soexaminées par Klein et Miklos dans [11]

qui définit I'isotropie spatiale comme le reflet de la capadu manipulateur a positionner et a
orienter simultanément et indépendamment I'effect®aur la précision des manipulations a un
point donné de I'espace de travail, I'isotropie spatialenganipulateur est, selon les auteurs, la

premiere caractéristique concernée.

Plusieurs indices de dextérité proposés dans ladiiiée sont présentés par Klein et Blaho dans
[12] : le déterminant pour les manipulateurs non redorglf8], la manipulabilité pour les ma-
trices jacobiennes rectangulaires [9], la décomposgiowaleurs singulieres des jacobiennes de
plein rang carrées ou rectangulaires, le conditionnemetd jacobienne pour son estimation de
la précision ou I'amplification des distorsions, expridans la norme. Le changement prononcé
de la valeur singuliere minimale au voisinage d’une siagté suggere de prendre celle-ci comme
mesure locale de la dextéritée. Klein et Blaho, dans [1@€peuvent conclure quant a la supériorité
d’'une mesure par rapport a une autre. Cependant, il y esrenguentre le déterminant et le con-
ditionnement d’une jacobienne, si une configuration estrggde pour I'un, elle aura une valeur

raisonnable pour l'autre.

Une théorie pour l'optimisation de la dextérité des npalateurs a été développée par Park et

Brockett [14]. Une formulation de la dextérité et du vokeide I'espace de travail indépendante des
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coordonnées de représentation a été donnée. Unedygpnouvelle et originale est présentée par
la relation qualitative entre la dextérité et I'espacdrdgail. Cependant, I'utilisation de notions
particulieres comme celle de variétés riemanniennésuetprésentation succincte dans l'article
demande une spécialisation avancée pour pénétrertiodd gui semble énoncer des résultats im-

portants pouvant étre mis a profit.

Une nouvelle mesure du conditionnement pour les maniputateriels a été formulée par Ran-
jbaran et Angeles dans [15]. Cette mesure appelée, pauteara, conditionnement de la dis-
position (layout conditionning) est fournie comme mesueela dextérité. La longueur de la
disposition (layout lenght) définie comme la valeur desidees carrés des distances des axes des
articulations au centre de la disposition (layout cengsfutilisee comme longueur caractéristique

pour homogénéiser la matrice jacobienne. Le conditiorerd de la disposition

trm(T T
KL=\ ———T———-
mmdet(J J)
ol m est le nombre de rangées de la jacobienne normalis&a publication prouve I'inégalité
ke < kL < K5, le conditionnement de la disposition est ainsi borné @aohditionnement selon
la norme de Frobenius normalisée et le conditionnemenndal norme2. Cette mesure de la

dextérité nous semble, jusqu’a présent, la mesureus @ppropriée et la plus évoluée pour la

détermination de la dextérité des manipulateurs.

L'effet de la position des actionneurs sur la dextérité denipulateurs a été étudié par Maton
et Roth dans [16], ils ont prouvé qu’il est plus avantageuxpdint de vue de la performance
cinématique d’'un manipulateur de placer le plus d’acteans le plus prés possible de la base

plutdt que sur les membrures.

L'Index Global d’Isotropie (IGI), défini par Stoco, Salcemh et Sassani dans [17], a été utilisé

comme critere de performance. Lutilisation du GIl commesore de la dextérité méene a un
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probleme d’optimisation minimax. Le IGI est un indice gblojui est calculé dans tout I'espace
de travaillV/, et varie entré) et 1 correspondant respectivement aux configurations sieigdgiet

isotropes.

La détermination de toutes configurations isotropes ptessid’'un manipulateur 4R sphérique
a été réalisée par Chablat et Angeles dans [18], lesisutait montré qu'il existe en tout 32 con-
figurations isotropes possibles pour un manipulateur 4Rrigue, et que ces 32 configurations
résultent de 8 configurations de base. Mais aucune étudlévadution de la dextérité lors du
passage d’'une configuration isotrope a une autre n'aaéte fLes manipulateursR sphériques
ne peuvent avoir qu’un nombre fini de configurations isotsdpesquen < 6. Ce résultat a été

prouvé dans le chapitre 3, mais dans ce cas aussi aucudeedsa dextérité n'a été realisée.

Les differents indices pour la mesure de la performancergaspulateurs ont fait intervenir dans
leur définition, soit le déterminant de la jacobienne @atransposée, soit le conditionnement de
celle-ci, soit les deux [15], [17], [19]. Pour les manipelats non redondants a 6 articulations, un
nouvel index local de mesure de dextérité a été inttashunme le produit de la manipulabilité et
du conditionnement de la jacobienne [20]. Les auteurs aniy@ que ce nouvel indice local est
indépendant du déterminant de la jacobienne. Leur inglimeal de dextérité a été défini comme
la somme de I'indice local sur tout I'espace de travail du ipaiateur. En considérant la dextérité
a partir de ce nouvel indice, les manipulateurs sphésiguxtiennent une valeur de performance

globale élevée.

S’appuyant sur une précédente publication Mayorga,eCaret Oritz dans [19] et Mayorca et
Carrera dans [21] ont défini un indice de performance cat&me basé sur le taux de variation
des conditions d’isotropie. Cet indice est défini par euxigw la somme des normes des varia-
tions de la matrice jacobienne dans le temps. Cette moyarseadiations de la jacobienne serait
pour eux plus significative que la valeur prise localemenglobalement par celle-ci. La valida-

tion de leur critere a été faite sur un manipulateur plenet comparé au critere de manipulabilité
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défini par Yoshikawa dans [9]W = /det(J(0)JT(0)) = 01(0)09(0) - - - 7,,(6), ot leso; (6) sont

les valeurs singulieres de la jacobienhe

1.4.2 Design ciématique

Le design des manipulateurs est considéré le plus soaveattir des criteres de performance et
de faisabilite. Dans le domaine industriel, pour une ¢édbterminée, la facilité de fabrication du

manipulateur est un critere important. S’y adjoint leénétde dextérité particulierement lorsque
I'eloignement des singularités, voire leur absencepbttnu et que la cinématique inverse en est

facilitee.

Lisotropie spatiale définie dans [11] comme le reflet dedparité du manipulateur a position-
ner et a orienter simultanément, et indépendammerftetieur est utilis€e avec une technique
numeérique pour la détermination des designs isotropés ekt appliquée pour obtenir des exem-

ples de designs redondants et non redondants.

L'utilisation de la jacobienne pour déterminer I'arcluiiere des manipulateurs a été étudiée par
Gonzales-Palacios, Angeles et Ranjbaran dans [22], ppigjage pour obtenir deux manipula-
teurs redondants dont la matrice jacobienne est isotrdpeedt montré que la matrice jacobi-
enne peut étre une spécification du design et étre egilmme outil pour déduire des archi-
tectures de manipulateurs qu’elle représente. La migwitiis du conditionnement pour obtenir
I'isotropie a travers le choix des variables de design mettachnique souvent utilisee. Le manip-
ulateur isotrope DIESTRO, ayant une configuration isotr@pesenté par [23] avec la définition
du Kinematic Conditionning Index (KCIy = (100/k,,)%, oU k,, = mingr(J) est la valeur
minimum du conditionnement atteinte par le manipulateurceoné. Ainsi, I'index KCI varie
entre 0% et 100%, il est défini a partir d’'une matrice jaeobie rendue préalablement homogene.
Les conditions d’isotropie basée sur un conditionnemetitr@l de la matrice jacobienne et sur

la manipulabilité optimale obtenue a partir de la défimtdonnée dans [9] ne donnent pas les
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mémes parametres de design. Dans [8], REDIESTRO, un miatéor redondant 7R isotrope
est présenté. La longueur permettant de minimiser leitondement et de rendre homogene la
matrice jacobienne est calculée et nommée longueurtéaistque. Une fonction cible a min-
imiser représentant la racine de la norme de FrobeniusdhatriceM = JJ* — %I en fonction

de I'ensemble de parametres de design. La résolution geotdeme d’optimisation fournit les
parametres d’un design isotrope. Dans ce cas aussi, |@poiatgur isotrope obtenu possede une
configuration isotrope. Dans [24], les fondements thémsopour la détermination du design des
manipulateurs isotropes sont exposés. L'auteur expass Bumaniere d'utiliser la matrice jaco-

bienne pour déduire le design d’un manipulateur.

La méthode dite de ’'homotopie polynomiale continue [2B}&@utilisée pour déterminer le design
géométrique des manipulateurs 3R en fonction des posebsajucherche a leur faire atteindre.

La dextérité n’a pas été abordée par les auteurs.

Une nouvelle mesure de la dextéritée des manipulateursis@ été formulée par [15]. Cette
mesure appelée, conditionnement de la disposition di&tagtipour la détermination du design.
Des exemples numériques sur quelques manipulateurstiiedsiont été réalisés pour illustrer la

signification de ce concept.

La détermination d’'un design optimal du point de vue de laimaabilité, en utilisant celle-
ci comme critere a optimiser, en employant une méthodelgarithme génétique a été réalisée
par Khatami et Sassani dans [26]. Le Global Isotropy IndelX)(@éfini par [17], a été utilisé
par eux comme critere de performance. L'utilisation du €linme mesure de l'isotropie en de-
sign robotigue meéne a un probleme d’optimisation minimélin premier algorithme génétique
détermine localement le minimum du rapport des valeugi@res et a cette position, et un sec-
ond algorithme génétique détermine le maximum de ceadgptravers les differents parametres
de design. En partant de la constatation que le conditioenede la jacobienne a peu de sig-

nification pratique lorsque ses composantes ont des diorension uniformes, ces derniers ont
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présenté une technique de normalisation de la jacobipooe rendre dimensionnellement ho-

mogénes ses composantes.

Les concepts de dextérité et de manipulabilité pourdtehination des designs ont aussi été
appligués aux manipulateurs paralleles [27, 28]. Cegawdlocaux utilisés dans la littérature,
dans un premier temps, pour le design des manipulateuetssée sont pas tres appropriés pour
les manipulateurs paralléles selon [27]. lls ne reflédetapas, pour ces derniers, la capacité
de précision dans I'exécution des taches. Les indicalsagix appliqués aux manipulateurs par-
alleles basés sur les indices locaux sont discutablesie€laluation sur tout I'espace de travail
est souvent tres complexe. Cette évaluation est un @moblouvert. Pour [27], I'indice global
de précision le plus approprié serait la determinatiomel quantité qui borne I'erreur maximale
de position et I'erreur maximale d’orientation. Bien quaay montré l'insuffisance des indices
actuels de dextérité dans I'évaluation de la précismmme le conditionnement de la matrice
jacobienne, sur un cas simple de manipulateur parallates f27] aucune proposition susceptible
de faire évoluer ces indices n’est faite, et I'idée queiddges plus évolués pourraient servir a
une meilleure évaluation de la capacité d’'un manipuladese positionner et a s’orienter avec
plus de précision n’est pas soulevée. Dans le chapitreus montrons aussi la nécessité de faire
évoluer les indices actuels de dextérité et de manifitiaktout en présentant leur corrélation
pour des manipulateurs sériels non simplistes. Lindié&senté dans [27], appelé I'erreur maxi-
male de positionnement (the maximum positioning errogtésappliqué aux deux manipulateurs
6R sphériques du chapitre 4. Les résultats obtenus nramue, pour les manipulateurs sériels,
ce critere est moins performant que le conditionnemenadbdposition (Conditioning Layout)
[15].

Une approche géométrique simple a été appliquée @bt iplanaire a 3 ddl pour évaluer la
précision du positionnement et de l'orientation [28]. Pette approche géométrique, les erreurs
maximales d’orientation et de position causées par I'enjmion de la commande (actionneurs)

sont évaluées a la position nominale. Cette approchmgéique est valable uniquement pour ce
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type de robots paralleles n’ayant pas de singularité st donc applicable ni a d’autres types

de manipulateurs paralleles ni aux manipulateurs seriel

Bien que certaines publications sur les manipulateurdlpbas [27] montrent l'insuffisance des
indices actuels de dextérité et de manipulabilité comyoantificateurs de la capacité de précision,
elles n’abordent pas la possibilité de faire évoluer oelices pour les faire tendre progressive-
ment vers une quantification plus exacte de la dextérita dhanipulateur. Elles n’ont pas non
plus fourni de base a partir de laquelle on pourrait délquoer faire eévoluer les indices actuels
de dextérité et de manipulabilité. Concernant les maateurs sériels, nous parvenons aussi a la
méme conclusion dans cette these. Cependant, avec lgioondment de la disposition (Condi-
tioning Layout), Ranjbaran, Angeles et Kecskemethy onttnéagtans [15], que cette amélioration
était possible. Les chapitres 4 et 5 de cette these faenigles exemples concrets de manipu-
lateurs sur lesquels on peut s’appuyer pour étudier kégian nécessaire des indices utilisant la

matrice jacobienne.

1.5 Justificatifs de la these

Dans une configuration isotrope, un manipulateur voit spacaites cinématiques améliorées, il
possede alors une meilleure capacité de positionnepgtedter son effecteur. Dans [18] notam-
ment, Angeles mentionne que I'isotropie génere de lastdsse dans la fabrication, 'assemblage

et la mesure des erreurs et ainsi garantit un maximum désf@aans I'orientation.

Cette these se base sur I'hypothese que l'isotropie gteaitsource de précision, c’est-a-dire que
dans une configuration isotrope, un manipulateur a potirtient plus de capacité de précision
dans I'exécution des taches a accomplir, ce qui ne prpagepour autant que les difféerents in-
dices donnés jusqu’a présent dans la littérature esitlantificateurs définitifs de cette capacité

a orienter et a positionner avec précision I'effecteur.
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Nous avons vu dans les sections 1.3 et 1.4 I'importance detiamd’isotropie et son utili-
sation dans I'amélioration des performances cinématiqies manipulateurs ainsi que dans la
détermination de leur design. Mais, jusque-la, I'ispteon’a été obtenue et utilisee que pour
des configurations fixes ou des parcours triviaux découlardelles-ci. Dépasser les situations
triviales, et étendre I'utilisation de l'isotropie a diéshes courantes plus complexes procure des
avantages que cette thése a cherché a atteindre. Derdgedpovue, I'objectif a été d’étendre,
dans un premier temps, l'utilisation de I'isotropie & desgours continus non triviaux, et dans
un deuxieme temps a des surfaces ou méme des volumeisgétamé, qu’en général, les travaux

industriels ne doivent probablement pas s’effectuer ssipaecours isotropes triviaux.

1.6 Structure de la these

Les objectifs a atteindre ont nécessité la déternmonapirealable de résultats adéquats a une
démarche ordonnée. Dans ce sens, nous avons d'aboridétés conditions qui permettent
I'extension des conditions d’isotropie a des parcourdinas. Pour cela, nous avons démontré
gu’'un minimum de 6 articulations était nécessaire posm@nipulateura&R sériels pour avoir
des parcours isotropes continus. Partant de 1a, nous al@nsspu déterminer un manipulateur 6R
sphérique capable de garder constamment une configuistitmope pour toute orientation de son
effecteur. Ainsi, une surface isotrope est obtenue. Paiite, s1ous avons alors pu déterminer une
surface isotrope en positionnement pour un manipulatewsé&tiel. Puis, de cette derniere, il sera
peut-étre possible, de déterminer un manipulateurapeten orientation, en positionnement ou
globalement sur un volume. Ainsi, a la suite des résutibtenus dans cette these, la possibilité

d’extension des avantages de l'isotropie aux taches @mapldevient alors possible.

Cette thése consiste en six chapitres. Lintroductiorrelaue de littérature, la terminologie de
base en robotique, les élements de base pour définihitaoture des manipulateurs ainsi que le
but de I'étude sont présentés dans le chapitre 1. Leopeg@t surfaces isotropes continus sont

définis et leurs avantages présentés. Difféerents usagar la dextérité des manipulateurs sont
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présentés, ainsi qu’une revue des differents conceéptsliees de performances qui mesurent la
dextérité des manipulateurs. Ces mesures se basentreatriae jacobienne du manipulateur, et

ses propriétés, point central de toutes les mesures f@pances dans la littérature.

Dans le chapitre 2, la propriété d’isotropie de la matjgm®bienne est présentée en rapport avec
les aspects théoriques du conditionnement des matrieesohditionnement de la matrice jaco-
bienne appliqué a la dextérité est discuté avec lemmode distance aux singularités et de sen-
sibilité des systemes linéaires aux perturbations. dreltionnement des matrices en général est
calculé suivant differentes normes comme celle de Friolserha propriété d’isotropie de la ma-
trice jacobienne, utilisée pour I'obtention d’une plusuggle précision du parcours de I'effecteur,

est exposée a travers des exemples.

Le chapitre 3 prouve I'inexistence de manipulateRrsériel sphérique ayant un parcours isotrope
continu pourn < 6. Une méthode géométrique est utilisée pour obteniresaltat difficile a
avoir par une méthode algébrique si tant est qu’on pulsbéehir de cette facon. La résolution
algébrique de systemes non linéaires étant souvegntctymplexe pour I'obtention de la solution
générale. D’une maniére générale, pour les maniputat:R sériels, I'obtention de parcours
continus isotropes ou de surfaces isotropes ne peut gserési le manipulateur a moins de 6

articulations.

Le chapitre 4 prouve I'existence d’un manipulateur 6R sjgjue ayant toute la sphére comme
surface isotrope dans I'espace opérationnel. Leffactieuce manipulateur peut prendre toutes
les orientations possibles dans I'espace pendant que nedeonserve constamment une con-
figuration isotrope. Le design du manipulateur est pr&sairtsi qu’'un parcours isotrope de ce
manipulateur avec les courbes décrites par les diffeseatticulations. En premiere partie, un
manipulateur ayant constamment des configurations isedgrepr seulement une demi-sphere est
présenté. Les deux manipulateurs sont redondants eeomtatticulations qui restent constam-

ment bloquées pour rester constamment dans une conf@uisditrope.



22

Le chapitre 5 présente un manipulateur 4R sériel qui gamdstamment une configuration isotrope
lorsque le point d’'opération de son effecteur parcourtuldage d’'une sphere qui a été définie
comme la sphere d’isotropie. Dans son espace de travamargpulateur possede aussi deux
spheres de singularités sur lesquelles il garde constarhone configuration singuliere quand
le point d'opération de son effecteur parcourt I'une owtfa. Sur toutes les sphéres comprises
entre les sphéeres de singularités et la sphere d'isetrtgpjacobienne du manipulateur a un con-
ditionnement constant sur chacune d’entre elles. Dansscaussi, ce manipulateur est redondant
avec deux articulations qui restent fixes. On constate g@ilffi de seulement 4 articulations pour
obtenir l'isotropie de position sur une sphere, alorslaguiifaut au moins 6 pour obtenir I'isotropie
d’orientation sur la méme surface. Il y est montré aus&immanipulateur peut étre au voisinage

de lisotropie en orientation et en méme temps au voisimggea singularité en positionnement.

Le chapitre 6 correspond & la conclusion. Un resuméetadtets et des contributions principales

de la these sont présentés avec les évolutions qui peétre développées a partir de ceux-ci.
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CHAPITRE 2

CONDITIONNEMENT ET ISOTROPIE

Le but de ce chapitre est d’établir les bases de I'analyde these en se référant a la littérature.

En mécanique, comme dans de nombreux domaines, la déstrom de I'ampleur des imprécis-
ions ou des erreurs de calibrage, de fabrication ou de messirene tache primordiale dans le

contexte d’une évolution technologique vers toujours le précision.

Les imprécisions et erreurs peuvent provenir de deux ssutifféerentes : I'erreur machine dans
I'exécution de la tache (fabrication, mesure, étalgmeetc.) ou I'erreur de calcul lors de la
résolution des équations du probleme en question. ls@stent possible de déterminer, voire
mesurer, I'erreur finale globale. Dans cette derniere safistinctement amalgamées ces deux
sources d'imprécision ou d’erreur, et il est souvent ticile, voire impossible, de déterminer
dans l'erreur globale la part de chacune des erreurs reggpectCela provient du fait qu’une
amplification des erreurs se produit toujours lors de lalté®n de systemes linéaires faisant in-

tervenir des matrices, plus ou moins mal conditionnées! e maniére générale non isotropes.

Plus un systeme d’équations est mal conditionné pluspldication de I'erreur de calcul est im-
portante. D’'une maniére générale, il n’existe qu’unl sBayen de connaitre exactement I'erreur
machine dans l'erreur finale : savoir que I'amplification @eseurs sur les données est nulle.
Cela se produit justement lorsque le systeme linéairesaudre se trouve parfaitement condi-
tionné, c’est-a-dire lorsque son conditionnement gsl & I'unité. En d’autres termes, lorsqu’il

est isotrope.

Pour cette raison, dans cette thése, I'accent est mis sundmipulateurs représentés par des
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systemes isotropes, car ils devraient permettre nornealedes exécutions plus précises de leurs
taches, étant donné que pour ces manipulateurs il méeaiscune erreur de calcul dans l'erreur
finale. Dans leur cas, leurs erreurs de calcul étant tosijoulies, il est plus facile de les calibrer

de maniére a diminuer les écarts.

2.1 Matrices isotropes

Les matrices orthogonales et unitaires ont un conditiommgwptimal. Elles ne sont pas les seules
ayant cette propriété, d’autres matrices la possedessi.aToutes les matrices ayant un condition-

nement optimal appartiennent a I'ensemble des matri¢es wiotropes.

Définition 6: Une matriceA rectangulairen x n est dite isotrope si le produit matriciAl A”

lorsquem < n ou bienAT A lorsquemn > n est un multiple de la matrice identité.

Les valeurs singuliéres d’une matridesont les racines carrées des valeurs propresAé. Les
valeurs propres sont liees aux directions invariantedgpaaansformation. Ainsi, la transformée
par A de la direction portée par le vecteur propreeste invariante. Les valeurs singulieres con-
tiennent I'information sur la métrique, c’est-a-dires ldistances, sur cette transformatidn La
figure 1.1 est I'image du cercle unité pAr, c’est un ellipsoide dont les longueurs des demi-axes

correspondent aux valeurs singulieres maximale et mileich@A .

Dans la revue de littérature, nous avons vu difféerentesunes de performances cinématiques
des manipulateurs qui utilisent le conditionnement de l&iceajacobienne:(J) avecJ € R™*"
comme mesure de la distance aux singularités ainsi que eamesure de I'amplification des er-
reurs dans la résolution des systemes linéakkes= b, que ces systemes soient sur-déterminés

(m > n), déterminésn = n ou sous-déterminés < n.

La distance aux singularités de la jacobienne, définielpa¢J), tend vers) lorsque la matrice
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J est mal conditionnée c’est-a-dire lorsgu@el) — oo, tandis que I'amplification des erreurs
tend a devenir tres grande. Inversement, la distance iagularités tend vers sa valeur max-
imale, c’'est-a-dire vers, lorsque la matrice jacobiennktend a devenir isotrope, tandis que
I'amplification des erreurs tend a devenir nulle.

Dans le cas ou la matrick est singuliere, il n’existe pas de solution pour certaivadsurs deb,
tandis que pour d’autres la solution n’est pas unique. AsisA est proche de singularités, on
peut dans certains cas s'attendre a de grandes variagdasdlutionx pour seulement de petites
variations deA oub. LorsqueA est proche de l'isotropie, a de petites variationsAert b ne

correspondront que de petites variations de la solution

En prenant<(J) = oy/0, aveco; > oy > ... > o,, On voit que siJ tend vers une singu-
larité alors sa valeur singuliere minimalg — 0 et donck(J) — oo.

SiJ tend vers l'isotropier;, — o,, donck(J) — 1

Ainsi, lorsque le conditionnement est égdl,doutes les valeurs singulieres disont identiques;

elles valent la valeur singuliere commumneNous avons

kp(J) = /tr(JID)tr((JIT)-1) (2.1)

avec
tr(JIT) =01+ 02+ ... + 0, (2.2)
tr((JI5)7Y = Ui - Ji 4.+ Ui (2.3)

2.2 Manipulateurs isotropes

Définition 7: Lisotropie cinématique est la capacité d’un manipelata produire des mouve-

ments et des forces avec une précision égale dans tostesdetions.
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Les activites quotidiennes de I'étre humain dans ledgsiel peut appliguer des mouvements

et des forces de maniéere égale dans toutes les directohparcues comme plus confortables.

Soit un manipulateur sériel dont la jacobienne normalisét] = [AT BT ¢ R®", avec
A € R¥>*" etB € R3*™,

Définition 8 : Un manipulateur est dit isotrope si sa matrice jacobierorenalisée] ¢ R%*"

est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Définition 9: Un manipulateur est dit isotrope en orientation si sa soagice jacobiennd €

R3*" est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Définition 10: Un manipulateur est dit isotrope en position si sa sousioeaacobienndB €

R3*" est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Remarque 1: L'isotropie cinématique d’'un manipulateur est le réatut’'un choix particulier

des parametres de Denavit-Hartenberg qui définissenhit@cture du manipulateur.

Remarque 2: Un manipulateumR sériel isotrope possede au moins un cercle de configura-
tions isotropes dans son espace opérationnel. Cela ldédouait que la rotation autour de la
premiere articulation ne change pas I'état d’isotropiemhnipulateur puisque cela revient a re-
garder le méme manipulateur sous un autre angle.

Remarque 3: Un manipulateur qui ne peut atteindre aucune postureoigetest dit non isotrope.

Le manipulateur REDIESTRO est un manipulateur isotrope [8]



27

2.3 Design isotrope des manipulateurs

Pour un manipulateur sérielR, la matrice jacobiennd est de dimensio x n, et JJT est
de dimensiort x 6. Ainsi, la résolution de I'equation matricielleJT = o2I donne lieu a un
systeme sur-déterminé si< 6 ou a un systeme sous-déterminé si- 6. Le conditionnement
de la matrice jacobienne présenté dans les sectionégebtes sera le critere principal pour la

détermination du design des manipulateurs.

Avec e; vecteur unitaire portant I'axe de rotation deit&* articulation, etr; le vecteurO,0, ;.

Dans [2], on a

e e e, A
J= = (2.4)
le; xr; dey xr le, xr 1B
<1 1 <2 2 e LEn n i3
A= [el e .. en} , B= [el XT] € XTIy .. €,X rn] (2.5)

La condition d’isotropieJJ” = ¢°I est un systéme d# équations & inconnues. Comm&J”
est symeétrique, il n'y a donc quEl équations indépendantes. Nous savons que les parametre
de Denavit-Hartenberg (DH) déterminent entieremenelggh d’'un manipulateur. Or, pour tout

manipulateunR sérieldn — 3 parametres suffisent a déterminé son design. Ces pesrsont

Les longueurs a4, ao, ..., a,
les longueurs by, bs, ..., b,
les angles a;,aq, ..., a1

et les angles 6,,6s,...,0,

car aucun vecteuw; et aucun vecteur; ne dépendent de,, et les valeurs dé, etb, ne changent

pas l'isotropie du manipulateur.

La recherche d’'un design isotrope d’un manipulateRrsériel impose donc la résolution d’'un

systeme sous-déterminé ge équations an = 4n — 3 inconnues sh > 6, la résolution d’'un



28

systeme sur-déterminé @é équations an = 4n — 3 inconnues sh. < 6, ou la résolution d’'un

systeme déterminé dd équations 21 inconnues sih = 6.

La condition d’isotropie]J” = %I donne [24]

;| AAT 1AB' ,|I O
iBA" LBB O I
ou I est la matrice identit8 x 3 et O est la matrice null@ x 3. La condition d’isotropie est

équivalente aux trois équations matricielles suivantes

AAT =571 (2.7)
ABT" =0 (2.8)
1
ﬁBBT = 0’1 (2.9)

Les valeurs de et deL peuvent étre déterminées a partir des équations€R(2)9). En effet, en
considérant la trace des deux membres de I'eéquation, (2ot obtenons

=1

tr (AAT) =tr <Z eieiT> = 30° (2.10)
Or

tr (i: eie'f) = zn:eiTe,» =n (2.11)
i=1 i=1

car les vecteurs; sont unitaires. Donc
302 =n (2.12)

ainsi, la valeur singuliere commune de la matrice jacaiéed’'un manipulateunR sériel dans
une configuration isotrope est uniguement fonction du nertarticulations du manipulateur.
Nous avons par 2.9

1 n
ﬁ (Z(e, X ri)(ei X I'Z')T> = O'2I3><3

i=1
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De méme, si hous égalisons la trace des deux membresqiatién (2.9), nous obtenons

([}2 BBT) = %ﬁ” (Z(ei X 1;)(e; x ri)T> (2.13)

=1

Or

tr (i(ei X r;)(e; X ri)T> = i(ei x 1;)(e; x 1;) Z | e xr; | (2.14)

i=1 =1
puisques? = n/3, donc la longueur caractéristique utilisee pour homogénéiser la matrice

jacobienne, est donnée par

n ) |2
L2 — Zi:l H zl X T ” (215)

2.4 Meéthodes de étermination d’un design isotrope

Deux méthodes sont utilisées pour déterminer un desiginape de manipulateurs. La premiere
est une méthode d’optimisation du colt d’une fonctionlsaen — 3 parametres a déterminer
sujets aux conditions d’isotropie. La seconde méthodsistsma réduire dans le systeme ma-
triciel (2.6) le nombre den — 3 parameétres a 21 et de résoudre un systeme de 21 équatitin

inconnues.

2.4.1 Methode d’'optimisation

Cette premiere approche consiste a déterminer lesblasiau design isotrope en optimisant une
fonction colt qui pénalise la violation des équationisattopie. Pour cela, une fonctionest
définie comme la distance du design a l'isotropie. Cetséadice est obtenue a partir des— 3
variables de design et définie a partir de la norme de FiobeNous définissons une matribé

par ([2], [5] et [8])
M = JJT — 521 (2.16)
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la matriceM est donc utilisée pour effectuer la mesure de la distanda ohatrice jacobienne a

I'isotropie. Ainsi, nous avons un probleme d’optimisat&ans contrainte
2z =|| M ||— min (2.17)

équivalent a
z = /tr(MMT) — min (2.18)

X

oux est le vecteur formé dels, — 3 parametres a déterminer et de la longueur caractpristi.

Une méthode numérique a été utilisée par Angeles gblaean dans [8] pour résoudre le précédent
probleme d’optimisation ce qui a permis d’avoir les pagames de DH du manipulateur isotrope

REDIESTRO.

2.4.2 Methode de Esolution algebrique de syseme

La seconde approche consiste soit a déterminer les inesndans le cas des systéemes sur-
dimensionnés, soit a considérer certaines variablesades parametres dans le cas de systemes
sous-dimensionnés. Le systeme d’équations non lieggieut alors étre résolu soit de maniere
numeérique, soit algébriguement en imposant certainesaiates aux variables pour simplifier la

résolution algébrique.

Nous avons résolu algébriquement, avec des restrigtlensysteme d’équations non linéaires
pour un manipulateur sphérique sériel ayalatrticulations.Etant donné le choix d’'un manipu-
lateur sphérique, seule l'isotropie d’orientation a ptise en compte. La matrice jacobienhe
d’un manipulateur sériel sphérique ayardarticulations es = [e; e, ... e,] OUe; est le vecteur
unitaire indiquant la direction de I'axe de 4&™ articulation. La relation cinématique entre le

vecteur vitesse angulaite de I'effecteur et le vecteur 0 = [0y, 65, ....0,]7 est 1 = w.
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2.5 Isotropie de positionnement

Résoudre, dans le cas général, le systeme représégaronditions d’isotropie de position d’'un
manipulateumR sériel est tres complexe, car la détermination dessuest; nécessaires, pour
connaitre la position des articulations dépend des walies);, qui sont eux-mémes a déterminer.
Le systeme a résoudre étant non linéaire, les restngtqui permettent d’obtenir des solutions
nécessaires pour avoir des parcours continus isotropesyi$sent le plus souvent des solutions
triviales de peu d'intérét. La variation des vecteuwrsiéplace les articulations dans I'espace
de travail, ce déplacement se fait par la variation deseatl i = 1,2...n. Les rotations des
articulations changent les coordonnées des vectgurs= 2...n, et ceux-ci varient dans le temps
au cours du parcours continu. Ainsi, la grande complexét&igdotropie de position est qu’elle
impose de vérifier a chaque point du parcours I'égalitieecles vecteurs utilisés pour le calcul de
I'isotropie de position et ceux atteints par les vecteuiaines portant les axes des articulations
du manipulateur. Les méthodes numériques donnent désopesdixes, et sont peu utiles dans la

recherche de parcours continus isotropes non triviaux.

2.5.1 Existence d'une infinie de manipulateurs planaires 4R isotropes

Comme nous le voyons sur la figure 2.1, considérons le caf?é'D de centreO origine du
repere(O, i, j). Plagons 4 articulations rotoides centrée$en0,, O3 et O, respectivement sur
les segmentg) A|, [OB], [OC] et[OD]. Puis plagons le point d’opération de I'effecteur@nO,
et O, sont placés de maniere a avoir la méme ordomnetO; et O, la méme ordonnék
Nous avons alorg; = [a a]’,ry = [—a a]f,r5 =[-b —b)T etry, = [b —b]T, ce qui nous

donne la matrice jacobienne

—a —a b b

a —a —b b
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p:Jé avec 0=

qui est isotrope sib # 0. Ainsi, pour chaque coupl@, b) € R? tel queab # 0, nous obtenons

un manipulateur 4R planaire isotrope tel que celui moateefigure 2.1.

Dans la figure 2.1, en prena@t O, = [;, O2,03 = I, O304 = I3, NOUS avons

0o(t) = 3m/4 — arctan{i®), fs(t) = 37/4 — arctai{lt) etf,(t) = 3 /4. Ainsi, les fonctions
0,(t), O5(t) et d,(t) sont des fonctions constantés donc continues. La fonction vectorielle
0(t) = [01(t),0:(1),03(t),04(t)]" est alors un parcours continu isotrope dans I'espace kitieu

du manipulateur 4R pourvu que la fonctiéit) soit continue.
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2.5.2 Manipulateurs de positionnement planaires nR isotrpes

Comme nous le voyons sur la figure 2.2, considérons le polggn cotésAy, A;...A,,_; de centre
O origine du reperé€0, i, j). Placons: articulations rotoides centrées en les po#ysA; ... A, 1.
Puis, placons le point d’'opération de I'effecteur@nLes pointsAg, A;...A,_; sont situés sur un
cercle de centr®. Sans perte de généralité, supposons ce cercle unitxira alors

cos(2mi/n) Cani

OA; = —r; = = , pour i=0,1..(n—1)
sin(27i/n) S'ari

Nous obtenons alors la matrice jacobienne suivante

sin(0) sin(%ﬁ) sin(%) sin(z(”_l)“)

2

—cos(0) —cos(2E) -+ —cos(Z) .- —COS(%

qui est isotrope si > 2 car

_ . 9,2m . 9, 2mi .9 2(n—1)m, n
2 2 2 2
0 2y () 4. ——
sm()—l—sm(n)+ +bln(n)+ + sin“( - ) 5
2 2mi 2(n—1
cos(0)® + COSQ(—W) + cosQ(ﬂ) + -+ 4 cos?( (n )W) _n
n n n 2
2mi 2mi 2(n—1 2(n—1
sin(0) cos(0) + - - - + sin(ﬂ) COS(ﬂ) + - +sin( (n )W) cos( (n )W) =0
n n n n
(2.19)
Soit j le nombre complexe vérifiant = —1 . L'équation 2.19a s’obtient par
n—1 n—1 27rpj 27rpj 2 n—1
2 exp( 2T — exp(— 221 1 A
ZSiRQ(Lp) = ( <P 5 .xp( & )> =7 (—Qn + QZCOS(Lp)>
p=0 n =0 J = n
_n
2
car 1
< 4
cos(Lp) =0



34

Figure 2.2 Manipulateur planaire nR isotrope. La base est,en

Ainsi, pour toutn > 2, il existe au moins un manipulateur planaire isotrope en position.

Les articulations du manipulateuR, de la figure 2.2, sont réparties de maniéeres régsl&reun
cercle. Cependant, cette contrainte de répartitionli&gudes articulations n’est pas obligatoire.
Le manipulateur de la figure 2.3 est un manipulateur plarg®ésotrope sans que ses articula-

tions soient équidistantes du point d’opération de éeféur. Cela peut étre généralisé a tous les

manipulateursR planaires.

Montrons-le pourn = 2p pair.
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Figure 2.3 Manipulateur planaire 8R isotrope en positiomemat

_ sin(0) sin(g—;) sin(%r) Sin(Q(QpQ;l)ﬂ')
cos(0) —008(3—;) _008(2%) 008(2(2132;1)7r>

Pour toutk € [0, n — 1], il y a un terme dont I'angle e®x/2p. Multiplions les termes pour
lesquelsk est pair paw et ceux pour lesquels est impair pamb. Mettons les premiers dans la
matriceJ, et les seconds dans la matrikg et posond = [J; J,]. La permutation des colonnes

de la matriceJ conserve l'isotropie, donc la matrideest isotrope car les deux matrickset J,

le sont
1 : 2(22)m . 2(2p—2)m
7 —a sin(0) -+ sin( (2p) ) e sm(%)
—cos(0) -+ — cos(%) e cos(2(2p2;2)“)
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in(2r 22t ) o911
gy | G sin(27507) sin(22-0r)
—cos(3) - —COS(W) _COS(W)

Ainsi, pour tout couplga,b) € R?, tel queab # 0, la matriceJJ” est multiple de la matrice
identité. Donc, pour > 2 pair, il existe une infinité de manipulateurs planairésisotropes en

positionnement.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentés la notion d’'isograpisi que les fondamentaux nécessaires,
utilisés dans les chapitres suivants, a la déterminateomanipulateurs non simplistes ayant une
dextérité optimale. La portée de la notion d’isotrop&t@exposée. Cependant, les notions fonda-
mentales, a la base du conditionnement, comme les normoesiedles, les normes matricielles,
les équivalences entre normes et l'inverse génémlid@ne matrice n'ont pas été approfondies,

car elles sont largement connues et repandues dan®tatiitté en algebre linéaire.

L'importance du conditionnement, sur lequel s’appuie leaapt de dextérité d’'un manipulateur,
dans I'amplification des erreurs d’arrondis qui peuventdement entacher le résultat, lors de la
résolution des systemes linéaires, a aussi été mi@s@our permettre de bien percevoir la portée
de la notion d’isotropie. Des exemples de manipulateunsgnlas isotropes en positionnement
ont été exposes, et un exemple simple de parcours isotapinu d’'un manipulateur 4R planaire

a été explicité.
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CHAPITRE 3

ISOTROPIE DES MANIPULATEURS SPH ERIQUES

3.1 Introduction

Pour décrire I'orientation d’un corps rigide, les pararag d’Euler-Rodrigues peuvent étre utilisés.
Ce sont quatre réels verifiant + * + ¢* + d*> = 1. Toute rotation dan®? est déterminée de
maniere unique par son axe de rotation, de vecteur dineetezt par I'angle de rotation. Les
parametres d’Euler-Rodrigues sont alors définisparsin(¢/2)e etr, = coq¢/2). Contraire-

ment aux angles d’Euler, les parametres d’Euler-Rodsgui@duisent pas singularités.

L'espace de travail d’'un manipulateur sphérique estitipar 4 parametres liés par une con-
trainte. De ce fait, les parametres d’Euler-Rodrigued saroutil adéquat pour décrire I'espace
de travail d’'un manipulateur sphérique. Quatre paraeselies par une contrainte fournissent
trois variables. |l faut trois variables pour décrire i@ntation de I'effecteur dans I'espace. La
définition d’'un parcours isotrope, qui a été initialerneonsidérée en se basant sur deux variables
pour décrire la sphere unitaire @& est fausse. Car les variables pour décrire I'orientatian d

corps rigide décrivent la sphére unitairelde

La fonction d’'un manipulateur sphérique est d’orientesalhide. En maintenant la variable artic-
ulaire de la derniere articulation d’'un manipulateur nR&jue constante, le point d’opération
de I'effecteur de ce manipulateur peut se positionner sutrgoint de la sphere. Puis, en faisant
varier la derniere variable articulaire, on peut obteouté¢ orientation de I'effecteur. Puisque la
valeur de la variable articulaire de la derniere artidgalan’influe pas sur l'isotropie d’'un manipu-
lateur sphérique, si le point d’opération de I'effectpaut se positionner sur tout point de la sphere

pendant que le manipulateur se trouve dans une configuiattmope, alors le manipulateur nR
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sphérique sera dans une configuration isotrope pour toigetation de son effecteur. De ce fait
deux parametres (angles) suffisent a préciser n’imppradle position du point d’opération de
I'effecteur du manipulateur sphérique sur la sphere. fdigele point d’opération positionné sur
la sphere, la rotation autour de I'axe de la derniere @dtoon (angle) permet I'orientation désirée
de I'effecteur. Ainsi, si le point d’opération de I'effexir peut se positionner sur tout point de la

sphere alors le manipulateur sphérique peut produitesdas orientations de I'effecteur.

Un parcours continu isotrope d’un manipulateur sériel &nd plutdt dans I'espace articulaire
de ce dernier. Pour passer d’'un point de I'espace cartésienautre I'effecteur du manipula-
teur décrit nécessairement un parcours méme lorsquetaposantes du vecte@r ayant pour
composantes les variables articulaires du manipulatsuure fonction vectorielle continue dans
I'espace articulaire. En conséquence, la définition g@darcours continu istrope est maintenant

faite dans I'espace articulare et non plus dans I'espaeeatiphnel.

Un parcours isotrope continu trivial est une courbe comtide longueur non nulle qui est circu-
laire et incluse dans un plan perpendiculaire a I'axe dedenpere articulation. Elle est parcourue
par le point d’opération de I'effecteur d’'un manipulateui garde constamment une configura-
tion isotrope pendant que le point d’opération de son tdftegarcourt cette courbe. Les courbes
continues isotropes et les surfaces isotropes ont &it@eiedans le chapitre 1. Dans ce chapitre,
nous montrons gqu'il n’existe pas de manipulateur serielsphérique ayant un parcours isotrope
continu non trivial sin < 6. En d’autres termes, le point d’opération de I'effecteeitaut manip-
ulateurnR sphérique ow < 6 ne peut parcourir de courbe continue isotrope non triviateant

gue ce dernier garde constamment une configuration isot@gpetsultat est nouveau.

Jusqu’a recemment, I'eétude des manipulateurs sphé€sigsotropes s’est limitée au cas simple
des manipulateurs 3R, et au cas des manipulateurs 4R qudaCkalAngeles ont étudié de
maniere exhaustive [18]. lls ont démontré algébrigaetgu’il existe exactement 32 configu-

rations isotropes pour les manipulateurs 4R sphériquesasidvons montré au chapitre 2 et dans
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[40] I'existence d’une infinité non dénombrable de confadions isotropes pour les manipulateurs
5R sphériques. La notion de parcours continue isotrope sudace isotrope pour un manipu-
lateur sphérique a été introduite par Akrout et Baron apti prouvé I'existence d’'une surface
continue isotrope pour un manipulateur 6R sphérique edaf], et ils ont montré I'existence

d’'un manipulateur sériel 6R sphérique isotrope pourgdautentation de son effecteur [29].

Figure 3.1 Manipulateur 5R sphérique isotrope

Soit M un manipulateunR sériel sphérique. Soi? le centre de la sphére unitaifg les points

Figure 3.2 Derniere articulation et effecteur d’un mamapeur sphérique
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Figure 3.3 Orientation de I'effecteur d’'un manipulateun&pgque

O,, et P appartiennent & et représentent respectivement I'intersection de I'ax@drniéere artic-
ulation de M avecS et le point d’'opération de I'effecteur, tels que montrésles figures 3.2 et
3.3. Les point®),, et P sont deux points de I'effecteur. L'orientation de I'effeat est définie par

les vecteur®) P = e et 00,, = e, reliant respectivement le point au pointP et le pointO au

pointO,,.

Le parametre DHy,, est constant, on a

(3.1)

el e, = cos(ay,)
Les vecteurs ete,, étant unitaires, 4 parametres indépendants et la ¢otdrd.1 suffisent a les
exprimer. Car deux parametres indépendants suffisegfidirdun vecteur unitaire. La contrainte

de normalité (norme égale & 1) impose une relation eagr@ lcoordonnées d’un vecteur unitaire

(2 + y? + 22 = 1). On a en fin de compte quatre parametres reliés par uneauet

Si les pointsO,, et P peuvent parcourir tous les points de la sphere unitaire ameangle re-

latif o, = (0OO,, —15), alors I'effecteur peut atteindre toutes les orientatiteuss I'espace (3 ddl).
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L'isotropie d’'un manipulateurR sphérique est atteinte lorsque la condition d’isotrd@dié = \I
avecJ = [e; ey ... e,] estvérifiee. Or, la condition d’isotropie est indépemeéadec,, et

6,, puisque tous les vecteufe}; , sont indépendants de, et d,. Ainsi, si un manipulateur
sphérique se trouve dans une configuration isotrope @gu# 0, alors il sera aussi dans une con-
figuration isotrope pour n'importe quelles valeurscdgeet 6,,, a condition de ne pas changer les
autres parametres de DH. Par conséquent, si un manipusgtieérique est dans une configuration
isotrope pour une orientation @g, alors il sera aussi dans une configuration isotrope poue tou

orientation de 'effecteur autour d@ge.

Ainsi, il suffit que le pointO,,, qui appartient a I'axe de la derniere articulation poptr le
vecteure,, parcourt toute la sphere unitaire pour que I'effecteussmi atteindre toutes les ori-
entations. Par conséquent si le manipulateur sphériggamdle constamment une configuration
isotrope lorsque le poin®,, parcourt toute la sphere alors le manipulateur M est ipetimour
toute orientation de I'effecteur. L'étude de l'isotropies manipulateurs sphériques se raméne
donc a I'étude des positions dkg, sur la sphere unitaire pour lesquelles le manipulate ugrige

a une configuration isotrope.

3.1.1 Ensembles isotropes de points de la spie unitaire

Nous étudions le parcours du point d'opération de I'éffac du manipulateur sphérique car
I'isotropie de ce dernier est indépendante de la valeuf,deangle de rotation de la derniere
articulation du manipulateur. Nous utiliserons la noticendembles de points isotropes pour

déterminer les parcours isotropes d’'un manipulateuesghé [18].

Considérons un ensemht¢ = {P,}!_, den points sur la sphére unitaire de cenfre Et soient
E, = {e;}, 'ensemble des vecteurs; = O P, associés aux points{ F;}! ,. La sphére étant

considérée unitaire, les vecteyks }_, sont unitaires.
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Définition 11: L'ensembleF,, est dit isotrope si la matricd = [e; ... e; ... e,] est isotrope.

Dans ce cas, on dira aussi glig = {e;}!"_, estisotrope.

A tout ensemble”, = {P;}"_, den points sur la sphére unitaire de cenfdeon peut associer
n! chaines cinématiques simples. Pour en obtenir une fit defchoisir unn-uplet de points pris
dansE,, parmi lesn! n-uplets possibles. Pour ce faire, considérons-iplet(P;, ..., P, ..., P,),
et placonsn articulations rotoides centrées €R;}” ;. Relions ensuite ces articulations par
n — 1 membrures. La®™ membrure relie les articulatioriset i + 1. La n’™ membrure relie
la n®™¢ articulation a I'effecteur. Sans perte de générabtépourra toujours choisiP; de telle
maniére quee; = [1 0 0], car il existera toujours une rotation qui permettra déiséacela.

La chalne cinématique ainsi construite sera dite assadh;,, = {P;}! ;.

Soit un ensemblé;, = {P,}! , den points sur la sphére unitaire de cenf’eet soit la chaine
cinématique simple qui lui est associée. ita° colonne de la matrice jacobienne du manipula-
teur représenté par cette chaine cinématique sinlpte,fe; ... e; ... e,], est lei®™ vecteur de

'ensembleE,, associé &,.

Définition 12: Soit un ensemblé’,, = {F;}!, den points sur la sphére unitaire de cenfle
et soit la chaine cinématique simple qui lui est associé&emanipulateur, représenté par cette

derniere, sera dit dans une configuration isotropé, st isotrope.

Ainsi, a chaquex-uplet de points sur la sphere unitaire on peut associerampulateur sphérique
et inversement. SilI'ensemble degoints constituants Ie-uplet est isotrope alors le manipula-

teur associé a ce dernier sera dans une configurationjgoét inversement.

Par conséquent, pour déterminer le nombre configuraot®pes d’un manipulateuR sphérique,
il suffit de déterminer le nombre d’ensembles isotropes- { P} , den points de la sphére uni-

taire tels que les produits scalaires des vecteurs sutzeSsj,; i =1,....n—1, de I'ensemble
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E, = {e;}, associé &, soient tous constants. La détermination du nombre de ecoafigns
isotropes d’'un manipulatewR sphérique revient alors a la détermination du nombrieldeen-
sembles isotropek,, den vecteurs. La figure 3.4 montre un manipulateur 5R sphéidgsecié a

un ensemble isotropE; de 5 vecteurs.

Figure 3.4 5 points de la sphére unitaire formant un ensembtrope de points

3.2 Manipulateurs spteriques isotropes

3.2.1 Manipulateur 3R isotrope

Les vecteurs de la matrice identit@e R3 fournissent un ensemble de positions isotropes, on a
bienII=\Iavec) = 1. Soiente,, e, etes trois vecteurs unitaires de’Rll est toujours possible

de serameneré = [1 0 0|7, e, = [c s 0]T. On prendra; = [z y 2]’ quelconque. Soil=[e,

e; e3], J J? =\l dont la résolution algébrique donne directement +1,c =z =y = 0 et

s = +1, c'est-a-diree; = [1 0 0]7,e; =[0 +1 0]7 ete3=1[0 0 +1]T. Il n’existe donc que 4
postures isotropes dont découlent seulement 2 configungisotropes pour un manipulateur 3R

sphérique, figure 3.5, dont les parametres de DH sonéptés respectivement dans la table 3.1.
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La formulation géométrique du probleme, que nous @tibss par la suite pour résoudre les cas
des manipulateurs sphériques 4R et 5R, n'apporte rienldazas des manipulateurs sphériques

3R, car la matrice jacobienne de ces derniers est une matxkce

Figure 3.5 Manipulateur 3R sphérique isotrope, configomal (a gauche ) et
configuration 2 (a droite)

[ a; 91
1]90°] *
Configuration 1| 2 | 90° | 90°
3 * *
1]90°) *
Configuration 2| 2 | 90° | —90°
3 * *

Tableau 3.1 Angles; etf; du manipulateur de la figure 3.5

La matrice jacobiennd du manipulateur représenté dans la figure 3.5, dans sescdatigura-

tions differentes, est

0 —sin(fy) cos(fy)cos(fz)
J=10 cos(6;) sin(6;)cos(hy)
1 0 — sin(fy)
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son conditionnement ne dépend que&lgleElle est isotrope pout, = w oud, = 0, et singuliere

pourfy = +m /2.

La jacobienneJ d’'un manipulateur sphérique est indépendantergeangle entre 'axeZ,, de

la ni®me articulation et I'axeZ,, ., de I'effecteur, caJ ne dépend que des vecteyks}? , qui
portent les axe$~;}" ,. Or, tous vecteur$e; } , sont indépendants dg,. La jacobiennd est
aussi indépendante dg, par conséquent si un manipulateur sphérique se troungeutee config-
uration isotrope pour une certaine valeurtdalors il sera dans une configuration isotrope pour

toute valeur qué, peut atteindre.

3.2.2 Manipulateur 4R isotrope

Dans le cas des manipulateurs 3R sphériques isotropes pestdres précédentes sont aussi
obtenues a partir des trois vecteurs de la matrice idehtié R® par les symétries par rapport
aux plansXOY, XOZ et de la symétrie composée de la symétrie par rapp8iO&” suivie de la
symétrie par rapport X OZ, comme cela a aussi été montré dans [18] concernant lefpuia-

teurs 4R sphériques isotropes.

Pourn = 4, les 4 vecteurs suivantd 0 0]7, [-1/3 —2/3/3 07, [-1/3 V2/3
Vv6/3)T, [-1/3 +/2/3  — /6/3]" donnent les positions des sommets du solide de Platon
tétraedrique sur la sphéere unitaire, formant ainseteagdre dont les sommets sont les extremités

des 4 vecteurs; =i, e,, e3 ete, de lafigure 3.6. On a

1 -1/3 -1/3 —1/3
J= 10 —2v2/3 v2/3 V2/3 (3.2)
0 0 V6/3 —/6/3

etJJ? = Al avec\ = 4/3. Dans la matrice jacobienne d’'un manipulateur 4R sphérgustituée

des 4 vecteurs normés;}}_, des axes de rotation, on peut toujours awgir= [1 0 0] et
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Figure 3.6 Positions des 4 sommets du tétraedre sur Exrspimitaire

e; = [c s 0]T dans le plar(0z,0y). Les vecteure; = [z y 2]” ete, = [u v w]” étant pris
qguelconqgues. Ainsi, la forme générale de la matrice jegote d’un manipulateur 4R sphérique

est
1 ¢ u «x

J=10 s v vy (3.3)
0 0 w =z

La résolution algébrique faite en [18] donne les 32 sohgipossibles qui peuvent étre déduites
ses 8 solutions de base. Les 24 autres solutions sont obtenugrenant les symétriques par
rapport aux plansYOY, XOZ et de la symétrie composée de la symétrie par rappaitia”
suivie de la symétrie par rapporta0 Z.

Sur les 32 solutions de la table 3.5, il existe 8 solutionsate18] dont découlent les 24 autres,
soit par réflexion autour du plan XY, soit par réflexion autdu plan XZ, soit par la réflexion
autour du plan XZ suivie de la réflexion autour du plan AYces dernieres correspondent les 8

cas des parametres DH auxquels sont associés les 8 naaipglprésentés dans [18].
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3.3 Manipulateur sériel 5R sphérique isotrope

Soit
1
%
O _
_ \/5
6

La matriceJ est isotrope, car on &J7 = A avec\ = 5/3. Les vecteurs colonnes desont

o

o $§|~

(3.4)

o
I
o o =

S5 o sk
o %%F

représentés dans la figure 3.4. La matrice jacobidrdien manipulateur série sphérique ayant
articulations esfl = [e; e, ... e,,] OUe; est le vecteur unitaire indiquant la direction de I'axe de la
i®™¢ articulation. La relation cinématique entre la vitessgudairew de I'effecteur et le vecteur

9 = [(91 92 9n]T est Jg = Ww.

3.3.1 Formulation et résolution alggbrique du probleme

Le probleme consiste a trouver des ensembles de vedigurs {e;, es, e3, e4, €5} qui Vérifient
les conditions d'isotropieJJ” = (5/3)I ou J = [e; e, e; e, e;] etlz.3 la matrice identité.
Sans perte de généralité, nous prendens- [1 0 0] comme vecteur unitaire de l'ax@X
ete, = [c s 0]T appartenant au plafOX,OY), ce qui est toujours possible. Les vecteurs

T

es=[zy 2], es=[u v w|T etes = [a b d]T étant quelconques, mais unitaires. Les conditions
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d’isotropie donnent le systeme algébrique suivant :

1+ 422 4+u*+a®>=5/3

2+ y?+ 02+ b2 =5/3
2 +w+d>=5/3

cs+axy+uv+ab=0
xz +uw +ad =0 (3.5)
yz +vw + bd =0

A+s2=1

Ayt =1
w? +vi+w? =1

A+ +d?=1

A ce systeme il faut adjoindre 4 autres équations sansiédies il ne peut y avoir de parcours
continu isotrope. En effet, dans un manipulateRrsériel les angles entre deux axes de rotation
de 2 articulations consécutives doivent rester const&im®n, nous n’avons plus affaire au méme

manipulateur. Par conséquent, le produit scalaire entecfeurs unitaires consécutifs quelcon-

ques de la jacobienne doit rester constant.

Ainsi, on doit avoir aussi le systeme suivant qu'il faut@dfre au systeme précédent

C:k'l
cx + sy = ko (3.6)
U+ Yv + 2w = k3

au + bv + dw = ky
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ou k1, ko, k3 etk, sont des constantes a déterminer.

On a alors un systeme de 14 équations a 15 inconnues. @am®yslgébrique admet des so-
lutions puisqu’il est sous-dimensionné. Mais, pour urcpars continu isotrope, il faut que les
coordonnées du cinquieme vecteyr= [a¢ b d]T ne soient pas toutes constantes et dépendent
d’au moins une des autres coordonnées considéréescalorae variable de base. Le probleme
consiste a trouver des ensembles de vectByrs {e;, es, €3, €4, €5} qui vérifient les conditions
d'isotropie: JJ7 = (5/3)I ou J = [e; e, e3 e; e;]. Les conditions d'isotropie donnent le

systeme algébrique non linéaire (3.5) et (3.6).

Pour simplifier la résolution, imposoné = w? = d2. Deux cas sont alors possibles:w et
d sont égaux ou deux des trois variables sont égales et epp@asla troisieme. Les résultats ne

sont donc pas exhaustifs.

a)Casz=w=d

Le systeme (3.5) devient alors

A+ 22% + 2u® + 2ux = 2/3
s2 4 2y* + 202 + 2yv =5/3

cs+axy+uw+ (x+u)(y+v)=0

A+s2=1 (3.7)
> +y*=4/9
u? +v? =4/9

2ux 4 2vy = —4/9
L'équation (3.7 a) est redondante, car elle découle dssDe I'équation (3.7 g) on tire

1.2
u = —;(5 + vy)
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et en le remplacant dans les autres équations, on entdédysteme suivant :

s2 4 2y* + 202 + 2yv =5/3
cs+ay — (2v/x)((2/9) + vy) + 2y + 2v — (y/2)((2/9) + vy) =0
A+s2=1 (3.8)
> +y*=4/9

z?0? 4 ((2/9) + vy)? = 422 /9
De I'équation (3.8 d), on tire? = 4/9 — »? et en remplacant® dans I'équation (3.8 €), on tire
v +ovy+ (VP —1/3) =0 (3.9)

De (3.9) on tire
y = —v/2 %+ (V3/6)V4 — 9?2

et

u? +v* =4/9 = u = £(1/3)V4 — 9?2
On obtient 4 cas possibles pour le cougle v)
Casol y=—v/2+ (V3/6)V4d—N? et u=+4—922/3
ur +vy =—-2/9 =2 =—(1/u)((2/9) +vy) = —(1/v4 —9v2)((2/3) + 3vy)

d’ou

= —V30/2 — V4 —92/6

Commeq = —z —uetb= —y — v, onaalors

a=V30/2—V4i-902/6 et b=—v/2—V3V4i-92/6
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En remplacany dans I'équation (3.8 a), on obtiest = 1 ce qui impliguec = 0. L'équation
cs + xy + uwv + ab = 0 est alors induite par les résultats obtenus. Les 2 valeassilples de

s = £1 nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiesiies et /_, (v) induisant I'isotropie.

Les équations? + w? + d*> = 5/3 etz = d = w impliquentz = d = w = ++/5/3. On

a
(e Tl S e Ve T
Ji(v) =10 £1 —24L/1-002 —2—¥3/1— 02 v
0 0 V5/3 V5/3 V5/3
et
v V3v
1 0 —¥—1V/4-002 ¥ —1/4-00> 4—902/3
Ja()= [0 £1 04+ B/1-002 —¢ - V8,/1 g2 v
0 0 —V5/3 —V5/3 —V/5/3

DansJ_;(v) etJ’_;(v) le vecteure, = [0 1 0]” deJ,(v) estremplacé pa#, = [0 — 1 0]7, ce

qui revient simplement a remplacer le point corresponganson antipodal.

Les 3 autres cas sont numérotés de 2 a 4 dans la table 3risient des résultats similaires
et 4 autres matrices jacobiennes tel que resumé dansléa3ab Dans tous les cas nous avons
J()I* (v) = (5/3)Izxs.

b) Casz=d=—w
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Le systeme (3.5) devient alors

s? 4 2y* + 2v% — 2yv = 5/3
cs+ay+u+ (u—x)(v—y)=0
A+s2=1 (3.10)
2 +y*=4/9
u? + 02 =4/9

uxr + vy =2/9

De 'équation (3.10 f), on tire
u=(1/z)((2/9) — vy)

et en remplacant dans I'équation (3.10 e), on aboutiyd— vy + v? — 1/3 = 0 qui donne
y=v/2+ (V3/6)V4 — 902
w0 =4/9 = u=+V4— 90?3
On obtient 4 cas possibles pour le cougle v)
Casoll y=1v/2+V3V4—902/6 et u=+/4—9%/3
ur +vy =2/9 = z = (1/u)((2/9) — vy)

z=(1/v4—=90?)((2/3) - 3vy)

d’ou

= —V30/2 4+ V4 —902/6
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Commea = —z + u etb = —y + v, on a alors
a=V30/24+V4—-902/6 et b=uv/2—V3V4—92/6

Puis, en remplacantdans I'équation (3.10 a), on obtiesit= 1 ce qui implique: = 0. L'équation
cs+xy+uv+ab = 0 est alors induite par les résultats obtenus. Les 2 valessiples de = +1

nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiefries et J_; (v) induisant 'isotropie.

Les équations z2?> +w?*+d*=5/3 et z=d=—w impliquent

(z=d= \/5/3 etw = —\/5/3) ou (=d=—V5/3etw=+/5/3)

Ce qui donne

F VI o L9 9073
Ja(0) = [0 £1 4+ B/1-02 ¢ B8/1 g2 v
V5/3 —/5/3

(@)

(a]

0
~

w0

ou

1 0 —¥4iVa—90? EU4+/4—-902 V4—-902/3
V(o) =10 £1 ¢4+ ¥/1—9? g — 5 /5 002 v
0 —V/5/3 —V5/3 V5/3

e}

DansJ_;(v) et _;(v) le vecteure, = [0 1 0]" de J;(v) et J';(v) est remplacé pas, =

[0 —1 0]%, ce qui revient simplement a remplacer le point correspahdar son antipodal.

Les 3 autres cas numérotés de 6 a 8 de la table 3.2 founhides résultats similaires et 4
autres matrices jacobiennes telles que resumées daaisiéa3t2. Dans tous les cas nous avons
J(U)JT(U) = (5/3)I3><3



Cas | s x Y u a b
1 +1 _@ _ % _% + \/5\/1(13—9932 \/4;)9952 —r—u|—y—v
) +1 @ _ % _% _ \/5\/1é—9932 \/4;)9952 —r—u|—y—v
3 | £l @ + % —5 + \/§¢é,9xz —‘/459“72 —r—u|—-y—v
4 | £1 —@ + % —5 — \/g‘/f;gxz —‘/439“72 —r—u|—-y—v
5| 41| —Bv g VAR 1w VAR T VA9 g g |y oy
6 +1 @ + % 5 — ‘/g\/lé_%? ‘/4591’2 —r4u| —y+v
7| 1| v YAenE w g VASOR T VIS | g gy | gty
8 |41 | —¥3v VAL w9 | VA gy |yt
Tableau 3.2 Les huit solutions de manipulateur 5R sphérmgw < [—%, 2] et c,

z, w etd calculés pour obtenir des vectegtaunitaires.

c)Cas z=w=—-d et
Lescas z = w = —d
z=d=—w.

et

w=d=—z

w=d= —z

3
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se traitent de la méme maniere que le cas

Les résultats précédents imposerd [—2/3;2/3], pour les vecteurs; (v), ex(v), e3(v), e4(v) et
es(v),onavi € {1,2,3,4,5} |le;(v)| = 1.

Avec la matriceJ(v) = [e; e, e3 e, e;], on a bienJ(v)J7(v) = (5/3)I Vv € [-2/3;2/3].

Nous obtenons ainstv € [—2/3;2/3] un ensemble isotrope de points dont les vecteurs position

associés sorfte;(v)}._,. Il est possible de demontrer qu'aucun de ces ensemblispss ne se

déduit d’'un autre par une isométrie.

Pour chaque valeur dg nous avons un manipulateur dont la jacobienne est dorené€d1).

Par conséquent, il existe une infinité de manipulateursiériques isotropes ayant chacun au

moins une configuration isotrope.
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3.3.2 Paranetres de Denavit-Hartenberg

Dans la table 3.3, nous avons les vecteurs directeudes axesX; du manipulateur ayant pour

jacobienneJ (v) du casl.

N _%ﬁ_%m UT\/ﬁ_\/mm

1 0 v z a 10 -
J(U): 01 v yb =10 1 v _%‘i‘?m —%—\/g\/m/fi
00w z d 00 +5/3 V5/3 V5/3
(3.11)
X2 X3 X4 X5

0 \/5/3 UT\/g _ \/ﬁ\{é—QvQ \/ﬁ\/;—91)2

0 0 _@ _ _\/5\/2—9712 v 315

1 _% % %

Tableau 3.3 Orientation des ax&s

Les angles{ozi}?:1 obtenus sont fournis par la table 3.4.

3 4 5

v |1 2

Q| 90° | arcos(v) arcos(%)

Tableau 3.4 Angles;

*

arcos(— %)

3.3.3 Espace de travail

L'infinité non dénombrable de positions isotropes treeyprecédemment nécessite pour chaque
position un manipulateur 5R sphérique different. Enteffer la sphéere unitaire, la géométrie d’un

manipulateur sphérique est entierement déterminégannaissance des angtes Pour

1 0 V4—92%/3 —uV3/2—V4—92/6 —vV3/2+V4—92/6
—v/2 +V3V4 —2/6 /24 V34— 9?/6

Jw)= 1[0 1 v
—/5/3

0 0 V/5/3 V5/3
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en considérant tous les anglase [0, 7], nous avons cosf)=el es; ainsi I'anglea,=arcos()

est variable. Par conséquent pour chaque valeur deus avons un manipulateur différent.
Quelque soit le réarrangement de I'ordre des vecteurg dansl, il y aura toujours au moins un
anglea; qui sera fonction de la variable Ainsi, on ne pourra pas passer d’'une position isotrope a
une autre en utilisantle méme manipulateur. Les positieria derniere articulation des differents
manipulateurs se situent sur un demi-cercle ayant pouebaut= 4++/5/3 selon les differentes
matrices jacobiennes considérées. Notre étude n’'aqpas® que toutes les orientations possi-
bles pouvaient étre prises par I'effecteur d’'un manipuabR sphérique dans une configuration
isotrope. De ce fait, les configurations trouvées ne sasieghaustives, il existe tres certainement

d’autres infinites non dénombrables de telles configomati

La résolution méme partielle de ce systeme algébrigqugddéquations a 15 inconnues est com-
plexe, les cas simples fournissent des parcours isotropesik qui ne sont que des cercles, ou

des arcs de cercle, obtenus par rotation autour de la prenigculation.

Dans ce qui suit, nous utiliserons une méthode de résalggomeétrique du probleme qui nous
permettra de démontrer qu'’il n’existe pas de manipul&i@®sphérique ayant un parcours isotrope

continu, contrairement a une résolution algébriqup tmmplexe a mettre en oeuvre.

3.4 Formulation geométrique du probleme

3.4.1 Manipulateurs 4R spleriques

La forme générale de la matrice jacobienne d’un manipuladR sphérique est :

1 ¢ u «x
J=10 s v vy
0 0 w =z
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Considérons les 3 vecteurs ligne de la matdicees conditions d’isotropie impliquent

uw +xz =0
vw +yz =0 (3.12)

cstuv+axy =0

Considérons dans™Res vecteurs, = [c u z]7,f5=[s v y)]T etf, = [0 w z|T représentants
les 3 vecteurs lignes de la matriE@rivés de la premiere colonne. D’apres €gs.(3.12ydeseurs

f,, f3 etf, sont toujours orthogonaux deux a deux.

Commef; a une composante nulle en x, on peut toujours par une centaiagon d’angled
autour de OX ramener le vectefyrsurk = [0 0 1]7. Puis par une rotation autour de OZ d'angle

¢ rameneff, etf; respectivement sur=[1 0 0T etj=[0 1 0] .

Ainsi apres la rotation autour de OX suivie de la rotatiotoaude OZ, la matricd; dont les

colonnes sont les vecteufs}; .

c s 0O a 0 0
J = [fg f3 f4] = |lu v w devient Jll =10 b 0 (313)
r Yy z 0 0 d

Comme les rotations conservent les normes, on a

[\
N

2

S
I

Q

_|_

<

+

al\’)
|

b =52+ 02+ 9% = (3.14)

& =w+2* =

W Wl W+~
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car les conditions d’isotropie imposent poue 4

n 4

1+ +u+a’=- =
ctu'tat=o=g

2, .2, ,2_ "N _4
S+t =g =1

9, o n 4

—|— = — = —

Witz =g =g

nous obtenons aingi = +1/3/3, b = +21/3/3 etd = +21/3/3. Il y a ainsi en tout 8 cas de
triplets possibles poufa, b, d). La base formée pafyf;,f;) est soit directe soit indirecte, ce qui

Se ramene aux cas

a=+3/3, b=2v3/3 etd=23/3 ou a=—3/3, b=23/3 et d=23/3.

Casdla=+/3/3,b=2V3/3etd =2v3/3

En appliquant la rotation autour de OZ d’anglé€ suivie de la rotation autour de OX d’angle

—60 aJ’ on retrouve alors la matrice initiale La rotation d’angle-¢ autour de OZ donne

cos(§)  sin(§) 0O s 0 0 \/g cos(&) 27*/3 sin(¢) 0
—sin(€) cos(€) 0| | 0 2B 0 | = |—y/isin(E) 2cos(€) 0 (3.15)
0 0 1|0 o 28 0 0 243

Puis la rotation d’angle-6 autour de OX donne

1 0 0 \/gcos(é*) QT‘/g si 0
0 cos(f) sin(0) —\/gsin(f) 27‘/5 0
0 —sin(f) cos(f) 0 0 %
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\/§ cos(§) 25 sin(€) 0
_\/gsin(f) cos(0) 2\/_ 3 cos(€) cos(6) % sin(6) (3.16)
\/gsin(f) sin(6) 2‘/_ 3 cos(€) sin(6) ¥ cos(0)

Nous obtenons ainsi la forme générale de la matrice jaowigl] d’'un manipulateur 4R sphérique

1 \/gcos(ﬁ) —\/gsin(f) cos(0) \/gsin(ﬁ) sin(6)

J=10 2*/_ 3 sin(&) 2‘/_ 3 cos(€) cos(6) 2*/_ 3 cos(€) sin(0) (3.17)
0 0 2*[ 3 sin(0) 2\[ 3 cos(6)

Nous savons que la matrideest isotrope puisqu’elle a été obtenue par rotation dimadrice
isotrope. Comme c’est la matrice jacobienne d’un manipula#R sphérique alors on doit avoir

la norme de chaque vecteur colonneldegale a 1.

Le vecteur formé de la seconde colonne dd dmit étre unitaire, d’ou

%0052(6) + g sin?(§) =1 = cos?*(£) + 4sin?(€) = 3 = sin?(¢) = 2

— cos?(¢) = %

Le troisiéeme vecteur d& doit aussi étre unitaire d’ou

% sin?(€) cos?(6) + g cos?(€) cos®(6) + g sin?(0) = 1

2 4 4
=3 cos?(6) + 9 cos? () + 3 sin?(0) = 1

par conséquent

1
2cos*(0) + 4sin*(f) =3 = sin®*(0) = cos*(0) = 5 (3.18)

D’apres ce qui précede, nous avons toujours
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2
2

&
o]
Q
o
[¢2]

2
=

I

sin(6)
sin(§)

=+
+

[
@
Q
]
n

2
N
[

6
3

On peut alors obtenir toutes les valeurs possibles pour tedaad en considérant les differents
cas possibles pouin(6), cos(), sin(§) etcos(£), 16 cas en tout, puisque chacun d’entre eux peut
prendre 2 valeurs, d'o2 possibilités. Il n’existe par conséquent que 16 confitiona isotropes
differentes pour les manipulateurs 4R sphériques la$gbasef, f3, f;) est directe. Il en existe
de méme 16 configurations isotropes difféerentes pour lesipulateurs 4R sphériques lorsque
la base f,, f3, f;) est indirecte. Ces 32 configurations sont énumérées kdatable 3.5. On
retrouve ainsi les résultats obtenus par la méthodéabyee utilisée dans [18]. Dans tous les cas
de latable 3.5, la matrice jacobienne dont les colonnesle;x;thecteurs{ei}?:1 est isotrope, donc

'ensembler, = {ei}?:1 est isotrope et le manipulateur associg,&st isotrope.

3.4.2 Manipulateurs 5R spleriques

Comme mentionné précédemment, la forme générale matdce jacobienne d’'un manipulateur

5R sphérique est :

1l ¢ v = «a
J=10 s v y b (3.19)
0 0 w 2z d
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Considéronsl ¢ u z a]*,[0 s v y b7 et[0 0 w 2 d]T, 3 vecteurs ligne de la matride Les

conditions d’isotropie impliquent

ww+xz+ab=20
vw + yz+bd =0 (3.20)

cs+uv+zy+ab=0

Le produit scalaire entre le premier vecteur colonne et ideoe vecteur colonne de doit étre
constant, car I'angle entre deux articulations successivemanipulateur doit étre constant. Par
conséquentg doit étre constant, ce qui implique queest aussi constant puisque le vecteur

[c s 0] estunitaire, donc le termev + xy + ab est constant.

Considérons dansRdans I'état initial, les vecteufs = [u x a7, f, = [v y b]T etfs = [w z d]T
qui ne sont pas nécessairement unitaires. D’apres cergogge, les vecteurs et e; sont tou-
jours orthogonaux, et les vectewsete; aussi. Les vecteuks; ete, gardent toujours un angle

constant entre eux.

Il est toujours possible par rotation de ramener le vectesurk = [0 0 1]7, il existe donc
une rotationR telle queR(f;) = [0 0 5/3]7 car la rotation conserve la norme euclidienne.

Commef; et f, sont orthogonaux & on a

R(f)=[0 0 2]
R(f) = [¢ I 0 (3.21)

R(f) =" t' 0"

avecr'q’+h't’ = —cs, car les rotations conservent les angles. La rotd8igeut étre decomposée

en une rotation autour de I'axe OX, d’un certain angjsuivie d’'une rotation autour de I'axe OY
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d’un certain angle. Soit

M=z y - (3.22)

On a alors

RM)=M = [W ¢ 0 (3.23)
0 0 4/2

Les vecteurs; = [¢ 1/ 0] etf; = [r' ¢’ 0]” sont des vecteurs du plan (OX,0Y), il existe une

rotationS d’angled autour de OZ qui permet d’avoir

On a alors

g 0
SM)=M"= |0 ¢t 0 (3.24)
0 5

2
2_ 4 2
g 3 ¢
5 D 2
T2+t2:§—$2:§—(1—62):§+02

Pour retrouver I'état initial, effectuons les rotationserses de celles déja effectuées. La rotation

d’angle—6 autour de OZ donne



cos(f) sin(f) 0
—sin(f) cos(@) 0[|0 ¢t 0 | =
0 0 1[0 0 4/3

g r 0

3

g cos(f) 1 cos(f)+tsin(@) 0
—g sin(f) —r sin(f) +¢t cos(d) 0 | =M
0 0 2

Puis effectuons la rotation d’angle autour de OY

cos(§) 0 —sin(¢)
0 1 0 |M=

sin(¢) 0 cos(§)

g cos(0) cos(€) cos(&)(r cos(f) 4t sin(6)) —\/ésin(é‘)
—g sin(6) —r sin(#) 4+t cos(6) 0 =M,
g cos(f)sin(&) sin(&)(r cos() + ¢ sin(6)) \/écos(f)

suivie de la rotation d’angle ¢ autour de OX

1 0 0
0 cos(p) sin(p) | M =M

0 —sin(p) cos(y)
Nous obtenons la matridel dont les 3 colonnes sofitn,; }3_,
M = [m*l m,o m*?)]

avec
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(3.25)

(3.26)

(3.27)
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g cos(0) cos(&)
m,; = | —g sin(@) cos(p) + g cos(f) sin(&) sin(p)
g sin() sin(p) + g cos(0) sin(€) cos(y)

cos(&)(r cos(f) + ¢t sin(h))
m.o = | cos(p)(—r sin(f) +t cos(6)) + sin(p) sin(§)(r cos(#) + t sin(0))
—sin(p)(—r sin(0) +t cos(0)) + cos(p) sin(&)(r cos(f) +t sin(6))

—\/&sin(¢)
m,; = \/écos(f) sin(p)
\/écos(f) cos(y)

La transposée d®I fournit les 3 derniers vecteurs de la matrice jacobiehm®nt les colonnes

s’écrivent alors

1 c g cos(f) cos(&)
0], sl |cos(&)(r cos(f) +t sin(0)) |,

0 0 —ﬁ sin(§)

—g sin(f) cos(p) + g cos(f) sin(§) sin(yp)
cos(p)(—r sin(0) +t cos(0)) + sin(p) sin(&) (r cos(d) +t sin()) |

Vicos(©sin()

g sin(f) sin(y) + g cos(6) sin(€) cos(p)
et | —sin(p)(—r sin(f) +t cos()) + cos(p) sin(&)(r cos(f) + ¢ sin(h))

/3 cos(&) cos(p)

La matriceJ est isotrope puisqu’elle est obtenue a partir d'une maisgotrope ayant subie des
rotations. Il est aisé de vérifier l'isotropie de C’est la forme la plus générale d’une matrice

jacobienne d’'un manipulateur 5R sphérique a conditiavalr ses vecteurs colonnes unitaires.
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Pour obtenir un manipulateur sphérique ayant un parcsotsope continu, il est nécessaire que

les angles entre 2 articulations consécutives soientaotsssur tout le parcours. Donc, les pro-

duits scalaires entre 2 vecteurs consécutifs de la makrit®vent étre constants.
Posons] = [e1 €y €3 €4 85].

Soit A I'angle constant entre les vectewts= [¢ 0 0]” ete, = [r t 0]",ona

rg

SN
cos(\) = cos(ey, ;) = W
3l [1€y4

2
sin2()\)(§ +c2) =+
2
(5 —c) =g

Puisquer est constant donc, 2 et g sont constants.

On en déduit que
Pt 4g? =1
Les produits scalaires

ele;=c

elez =cos(&)(gc cos(0) + 1 s cos(f) +t s sin(f)) = ky

sont constants.

c étant constant et, étant norme, on a doné + s = 1 qui fournit 2 valeurs de.

(3.28)

(3.29)
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g° cos®(0) cos® (&) +cos® (&) (r? cos®(8) +1* sin®*(0) +2r t cos(f) sin(f)) + g sin?(¢) = 1 (3.30)

Ce qui implique
2 22 42 2 2 - b 2
cos”(&)((g° + 1 —t7) cos“(0) + t° + 2r t sin(f) cos(f) — g) =-3
d'ou
_3_]% 2 2 2 42 2 2 : _ E = k2
% cos(€)((07 2 — ) cos’(0) + 2+ 20 1 sin(0) cos(0) — 2) =
On a aussi
el'es = cos(&)(g ¢ cos(f) + 1 s cos() +t s sin(h)) = ko
Ce qui implique

cos?(€)(g ¢ cos(f) + 1 s cos(f) +t s sin(h))* = k;

Par conséquent, on a en égalisant les premiers membrésguasons (3.32) et (3.33)

cos?(€)((~ 2((g? + 1 — ) cos’(6) + #* + 21 t sin(6) cos(6) — 2)

+(g ¢ cos(0) +r s cos(d) +t s sin(6))*) =0

On ne peut avoitos?(§) = 0 car|| e;3 ||= 1.

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Dans I'équation (3.34)g, r ett sont constants, donc I'équation (3.34) peut s’écriresdatiorme

a' cos*(0) + b sin(f) cos(d) — ¢ =0

(3.35)
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oud,V, d etd sont des constantes, car uniquement fonctiop,de ¢, c et s qui sont des con-

stantes.

L'équation (3.35) au plus admet un nombre fini de solutionisspnt les intersections entre la

courbe d’équation
y=a cos?(0)+ b sin(6) cos()

et la droite d’équation

y=c

dans le plarid, y) avecd € [0, 27| voir figure 3.7

De (3.32), on déduit au plus quatre valeurs¢déans|0, 27| pour toute valeur dé. Il existe

donc pour un manipulateur 5R isotrope donné au plus un refitbrde couples solution, &).

Nous avong| e, ||= 1, cette équation ne contient queen tant qu’inconnue] et ¢ étant déja

déterminées.

En effet, le vecteue, peut s’écrire sous la forme suivante :

el = [ag cos(p) + by sin(p) ¢y cos(p) + dy sin(p) ey sin(p)]

oU ag, by, o, dy etey sont des constantes.

|| e4 ||= 1 s’écrit alors sous la forme

ay cos(p) + by cos(y)sin(p) = ¢ (3.36)
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olUay, b ete; sont constants, car uniquement fonctions des constantés cy, dy etey.

L'équation (3.36) admet au plus un nombre fini de solutiprdans|0, 27|, comme on peut le
voir sur I'exemple de la figure 3.7. Il existe donc au plus umbee fini de solutions pour
chaque couple solutiong, ). Par conséquent, il n’existe au plus qu’'un nombre fini dadts

(0, ¢, o) solutions pour que la matrick dont les colonnes sont les vectel{les}f’:l, soit isotrope.
Dans tous ces cas, I'ensemhbig = {ei}f:1 est isotrope et le manipulateur associéxaest
isotrope. Ainsi, pour un manipulateur 5R sphérique, ikisee qu’un nombre fini de configura-
tions isotropes. Nous savons qu'il existe une infinité nenambrable de configurations isotropes
pour les manipulateurs 5R sphériques [40], nous dédsiators de ce qui précede qu'il existe
une infinité de manipulateurs 5R sphériques ayant desgroafions isotropes et que ceux-ci ne
peuvent avoir de parcours isotrope continu puisqu’un maraeripulateur 5R sphérique ne peut

avoir qu’'un nombre fini de configurations isotropes.

3.5 Conclusion

Nous avons prouvé gu'il existe une infinité non dénomkerale manipulateurs 5R sphé-riques
isotropes dont nous avons donné la formulation géné&talea matrice jacobienne. Puis, nous
avons confirmé par une méthode géomeétrique le réesdétathablat et Angeles, a savoir qu'il

n'existe que 32 configurations isotropes pour les maniputat4R sphériques, mais il n’y a que 4
configurations isotropes pour un méme manipulateur 4Rrigpie donné. Avec la méme méthode
géomeétrique, nous avons aussi démontré qu’'un mang@ui®R sphérique donné ne peut avoir
gu’un nombre fini de configurations isotropes, par conseégjuee peut avoir de parcours continu

isotrope. La méthode que nous avons utilisée pour obbteniésultat a permis la résolution du
probleme, résolution qui n’a pas pu étre obtenue par ueiode algébrique trop complexe a

mettre en oeuvre avec I'ajout d’une cinquieme articulatio
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CHAPITRE 4

MANIPULATEUR S ERIEL 6R SPHERIQUE ISOTROPE POUR TOUTE
ORIENTATION DE PEFFECTEUR

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un maniputaeriel 6R sphérique dont I'effecteur
peut atteindre toutes les orientations en étant dans umfeyacation isotropeA notre connais-
sance, ce manipulateur est le seul manipulateur sérisllddittérature a conserver constamment

une configuration isotrope sur tout son espace de travail.

Le concept d’isotropie a été utilisé dans plusieurs dosspour décrire des propriétés égales
dans toutes les directions. Dans le domaine de la cinéoeatigs manipulateurs robotiques, ce
concept peut étre appliqué a la transmission des viesgiulaires en vitesses de I'effecteur.
Ainsi, lorsque la matrice jacobienne d’'un manipulateurigstrope, les articulations motorisées
ont, a cette configuration, une capacité égale de predids vitesses egales dans toutes les direc-

tions.

Dans [24], le concept d’isotropie a été utilisé pour aarwir des manipulateurs sériels. L'isotropie
d’'un manipulateur sérieiR sphérique n’est pas affectée par les valeurs des vesialliculaires
de la premiere et derniere articulations, soieetn. Sila mobilité de I'effecteur est en translation
et rotation, alors il est nécessaire de rendre la matragbjanne adimensionnelle en utilisant une
longueur caractéristique. Dans le cas de manipulatemsdité sphérique, la matrice jacobienne

a déja des dimensions homogenes.

Nous avons donné [40] des exemples d’ensembles de vecteitages isotropes pour = 3,
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n = 4 etn = 5. De plus, nous avons donné une méthode de constructiareptant d’obtenir des

ensembles isotropes de vecteurs dour n < 40 dans [41].

Dans le présent chapitre, nous demontrons qu’il existmanipulateur sériel 6R sphérique dont
I'effecteur peut atteindre n’importe quelle orientationten conservant une configuration isotrope.
Contrairement & celui-ci, le manipulateur sphériqueriodans [41] ne peut garder de maniere

continue une configuration isotrope que sur une demi-gpher

4.2 Definitions

La relation cinématique entre le vecteur vitesse angulddér I'effecteur, appel&, et le vecteur
vitesse des articulations, app@dgd’un manipulateur sphérique ayanarticulations rotoides en

série est donné par [2].
w=J0, 0=1[016, 6,7, J=[eres - e, 4.2)

ou e; est un vecteur unitaire indiquant I'orientation de I'axésaque la direction de rotation
autour de cet axe, de I&"¢ articulation. Les vecteurs; sont représentés dai®s; la matrice

jacobiennel associée au manipulateur sphérique est alors de dinmehsion.

Un manipulateur décrit par I'eq.(4.1) est dit isotrope si
JIT=A, VAeR>0 (4.2)

La matrice jacobienn& dépend de la postu Il a été démontré en [29] que, pour un manipula-
teur sphérique, toute configuration isotrope est toujowtgpendante dé etd,,, c’est-a-dire que

I'isotropie est conservée quelque soit les valeurs ppses; eto,,.

Les propriétés suivantes ont été démontrées en [18]:
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Proprieté I SoitJ =[e; e, --- e,], siJJT =\l alors A = n/3.

Propriété 2: Lisotropie d'un ensemble de vecteurs unitaifgs}!” , est conservée par toute

isomeétrie.

Propriété 3 Lisotropie d’'un ensemble de vecteurs unitaifes}?_, est conservée par toute rota-

tion autour dee; ete,,.

4.3 Manipulateur 6R sphérique ayant la demi-sphere comme surface isotrope

4.3.1 Formulation du probleme

Dans une premiere étape, nous présentons un manipuResériel qui conserve une config-
uration isotrope, sur toute une demi-sphere, de man@nénue. Ainsi, tout déplacement de

I'effecteur sur la demi-sphére conserve au manipulateyrgpriété d’isotropie.

Pour plus de concision et une meilleure présentation, rajplons les notations suivantes :
cogf) =Cy cog¢p)=C, sinl) =95y sin(¢g) =5,

Les vecteurs représentés par les colonnes de la matmagmnne d’un manipulateur 6R sphérique
ont leurs points associés qui appartiennent a la sphét@ine. Dans I'espack?® ayant(O, i, j, k)
pour repére, pour tout point M de la sphére unitaire, ited € [0, 27| et¢ € [0, 7] tels que les
coordonnées de M soient :

—

OM =[S,Cs  SsSy Cy)T.
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> ¥

Figure 4.1 Coordonnées sphériques d’un point

Ce sont les coordonnées sphériques du point M rep&senta figure 4.1.

La fonction vectoriellef de[0, 27| x [0, 7] dansS :

(0,0) — £(0,¢) = [SsCy S,Sy Cy)" est une surjection.

Un manipulateur sphérique centré ©na tous les axes de rotation de ses articulations qui se
coupent enD. Il s’en suit qu'un manipulateur sphérique est géomément entierement et
précisément déterminé par la connaissance des afgles . Sil'un des anglega;};~' varie

alors la géométrie du manipulateur sphérique varieiauss

Par conséquent, si lors d'un déplacement quelconque vauisns utiliser un seul manipula-
teur, les anglega;}?~' entre les axes de rotation de ses articulations succeskwesnt rester
constants, ce qui revient a dire que le produit scalainedes vecteurs unitaires ete;, ; des axes

de rotation de deux articulations consécutives doit restestant pendant tout le déplacement.
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Il est aisé de constater que le produit scalaire entre leuec
—

OM = [S5,Cy  S4Sp Cy]" etlevecteun = [C,Cy CySp  — Sy" estnul.

SiOM etv sont les directions des axes de rotations de deux articnBsiuccessives, leur produit
scalaire restera constant quelles que soient les valesi@adges et ¢. Le produit scalaire entre
le vecteurv et le vecteuw = [—-S, Cy 0]7 est aussi nul quelles que soient les valeurs des

angles) et ¢.

PrenonsOM = ez de maniére a ce que le centre de la sixieme articulatiossplse position-
ner sur tout point déS, et choisissonge;}?_; de telle maniére que tous les produits scalaires
e;Te;11 soient constants quels que soiéfite) € [0,27] x [0,7]. De proche en proche, nous

déterminons six vecteurs dont le produit scalaire de degkewurs successifs d’entre eux est nul.

La matrice jacobienne ainsi obtenue estalord=[e; e, e; e, e5 e, Soit

5485 —Cy3Sy Cyp —Sy CyCy SsCy
J=15,Cy Cy4Cy Sy Cy CsSy S4Sp (4.3)
~Cy S, 0 0 =S, Cy

On vérifie aisement qué(d, ¢) € [0,2n] x [0,7],Vi € {1,2,3,4,5} e;Te;;; = 0. Outre leurs
produits scalaires successifs constants, les vec{eyf$ , ont été choisis de telle maniére que

JJT = Al avec) = 2, c’est-a-dire pour qué soit une matrice isotrope. Puisque= 6 on a\ = 2.

Le manipulateur 6R sphérique isotrope assoclegardera donc une position isotrope sur tout
parcours gu’il pourra effectuer s&; et qui sera pour ce manipulateur une surface isotrope con-

tinue.

Pour nous placer dans une optique plus habituelle pour goiteans difficulté un tel manipula-

teur, nous cherchons a obtenir un manipulateur dont le ipreracteur de la matrice jacobienne
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qui lui est associée soit constant. Nous transformons taeegacobienne

J=1Je1 e e3 e e; eglenlamatricel/ =[e] e, e, €, e, e oue]estconstant.

Sans perte de généralité et pour plus de commodité, fiousse} = k = [0 0 1]7. Soit
le vecteure = k x e, la rotation autour du vectewret d’angley = © — ¢ amene le vecteus,

surk.

Figure 4.2 Manipulateur associé a la matiice

La rotation d’un angle) = m — ¢ autour dee a pour matrice
Q=-ee’ +Cy(1 —ee’)+ S,E
ou E est la matrice produit vectoriel du vectauf2]. On a alors

C? —C,S2  SpCy(1+Cy)  SyS
Q= |S)Co(1+Cy) S3—Cu02 —S4Cy (4.4)
— 5,5, S45Cl —Cy



77
d'ouJ’ = QJ.
0 Sy Cp CySy CyCy—Se2Sy Sy(Cy+ CySy)

J'=10 —Cy Sy —CyCy CySy+53Cy Sy(Sp— CysCh) (4.5)
1 0 0 S, S4Cl —C2

Nous avons bied’J’" = Al avec\ = 2 puisque d’aprés la propriété 1, les isométries coresery
I'isotropie et les angles donc le manipulateur associ& @atrice jacobiennd’, figure 4.2, est

simplement le manipulateur associé a la matrice jacolgiéivu sous un autre angle.

4.3.2 Paranetres de Denavit-Hartenberg et manipulateurs assoes

Nous obtenons les parametres de Denavit-Hartenberg pouahipulateur associé a la matrice

jacobiennel’ :

Puisquey; = (e;,e;11), 0n a

X2 | X3 Xy X5 X6
Co | 0] SuSp | CoCy—S2Sy | CyS
So | 0 | =S4Cy | CuSp + S5Cy | —CyCy
01| —Cy SsCy Sy

Tableau 4.1 Orientation des axes

1T
e e 1T
C .= 7,2 Z/—i—l =€ €. (46)
O lelller
Les coordonnées des vectedrs }¢_,, du tableau 4.1, nous donnghty|| = ||x3]| = [|x4]] =
Ix5]| = |Ixs]| = 1. Tous les produits scalaires sont nuls,*e;,, = 0 Vi € {1,2,3,4,5},ona

alorsa; = 5 Vi € {1,2,3,4,5}. Les valeurs du tableau précédent nous permettent aassird

les valeurs des anglééi}f:? Les valeurs dé, etds n’influent pas sur l'isotropie du manipulateur.
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Les valeurs dda, }7_, sont toutes nulles, puisque tous les a%&s}®_, se coupent e, donc

i 1] 2 3 4 5
a; | 90° | 90° | 90° 90° | 90°
;| + | 90° | 180° — ¢ | 90° + ¢ | 90°

Tableau 4.2 Valeurs des angleset 6,

a; =0 Vi € {1,2,3,4,5}. On a aussk;=e; , x e;, ce quidonné; =0V i € {1,2,3,4,5}.

Les valeurs de tous les anglgs; }?_, sont constants, le manipulateur 6R sphérique qui en dé&cou
peut avoir toute la demi-sphés comme surface isotrope tant qu’il ne se produira pas de-colli
sion entre ses articulations, puisque la cote du centre dersére articulation est = —Cg. Sa

matrice jacobienne reste donc isotrope en chacun des pl@Erdstte demi-sphere quelque soit le

parcours choisi sur celle-ci. Quelque soit la valeur dedlang, le résultat reste vrai.

4.3.3 Exemple de trajectoire isotrope continue

La courbe est définie par
I ={M €8, OM = [S4(Cop + CySay)  Sp(S2s — CpCoy)  —CF", € [0,2n]}  (4.7)

Le pointO; est I'intersection de I'axe de l&™¢ articulation avec la sphére unitaire. La coutbe

que parcourt le poinDg est représentée sur la figure FIG. 4.3(a) en pointillée.

4.3.4 Espace de travail

Les coordonnées du vectety; vecteur directeur de I'axe de la derniere articulatiamts

€5 — [S¢(C@ + Ongg) S¢(S@ - O¢C¢9) — C;]T



Figure 4.3 Parcours des poirtts du manipulateur 6R isotrope : a) poift; b)
pointOs

Figure 4.4 Parcours des poinds du manipulateur 6R isotrope : a) poidt; b)
pointO3; ¢) pointO,

79
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Puisque la cote de eg est égale z‘ar(Jg, le point Og, intersection de I'axe de la sixeme artic-
ulation du manipulateur spherique associ# avec la sphere unitaire, parcourt tout au plus la

demi-spheére inférieurs,.

Soit M (z,y, z) un point quelconque d8,. Pour savoir sDg peut atteindre tout point d8s,

il suffit de montrer qu’il existéd, ¢) € [0, 2] x [r/2, 7] tel que

S¢(Cg + Ongg) ==

Ss(Sp — CyCh) =y (4.8)
—Ci =z
MeS = 2z € [-1,0]| = Cj) = —z admet pour solutiong; = arcog/—z) ouU ¢y =

arcog—+/—z), ce qui donney; = m — ¢y. PuisqueM se situe sur la demi-sphere infériele

donc l'unique solution est, = arcog—+/—z).

La résolution du systéme suivant

X
09 +C OSQ = —
¢ S¢>o
Sy — CyyCy = Si (4.9)
ol
donne poury, # /2,
S . Yy + ZL’Ong
P S (1+C2)
Cp = —L Y% (4.10)

Sy (1+ )
(4.11)
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Y+ .CL'S¢)0 2 L= yC¢>o 2 (1’2 + 92)
_ (4.12)
Goareny) Tty Tmare)
Ors; (1+C3)+C;, =1, donc
S;(1+C)=1-C) =1-2° (4.13)

puisquez = —C7 .

.2 2
D’ou % = (> +y*) /(1 — 2*) = 1 carz® +y* + 2*> = 1 puisqueM € S,.
0 0

Si¢y = m/2 alors on aM = (Cy,, Sy,,0) et le coupledy, 5) est solution de (4.8).

Par conséquentif, < [0, 2x] tel que (4.9) soit vérifie, doné(6y, ¢y) € [0,2n] x [7/2, 7] tel
que (4.8) soit vérifie. Par conséquent, le palgt intersection de I'axe de la derniére articulation
du manipulateur associéJ avec la sphere unitaire, peut atteindre tout poinSgé@ condition

gu'’il n’y ait pas de collision entre les articulations lorssddéplacements.
Tant qu'il N’y a pas de collision entre les articulationi, peut suivre toute courbe continue sur
S., et les point);, i € {2,3,4,5} peuvent décrire des courbes continues étant donné que le

fonctions, qui sont les coordonnées de leur vecteur jpositi sont continues.

En considérantd, ¢) € [0,2n] x [7/2,x], pour le manipulateur 6R sphérique associE,aon

a
— —
lef — el = |1 PPl = v2, les — e[| = 1P Pl = v2
— —
lef — il = IPiPIl = V2T =S5, e — el = |PPll = /2= S5 > 1
leg —ebll = PPl = v2,/1+ C3 lef —ebll = P3R5 = v2
6 11— 6~ 111 — ! 3 210 — 3521 —

—
e} — el = [[P1P3]| = |1 = Cy| > 1 carg € [n/2, 7]
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— —

les —ebll = | P3Ps]| = v24/1 +1C%, les — €3]l = [[FsPsll = /2 — S2
— —

e} —esll = 1 PR3]l = V2, les — esll = [ PsPs]l = v2/T = Cy > V2
—_— —_—

les — esll = 1 PsPsll = v2/T = S5 les —elll = 1 P5Pyl| = v/2

/_/_P/P/_\/i /_/_P/P/_\/i
et — eyl = ([ PPyl = ' les — esl| = [P P5ll =

Donc les seules collisions possibles sont celles des Hticns 1 et 4 entre elles et des ar-
ticulations 3 et 6 entre elles en = 7/2. Par conséquent & €|n/2 x| alorsVi # j €

{1,2,3,4,5,6} e} — ¢} > 0.

Sur le plan pratique, comme les articulations ont une certdimensiong devra décrire un inter-

valle[r/2 — ¢, ] ol > 0 est fonction du rayon de la sphére retenue.

1 1"

Soit)" =[e] e, e, e, e, e tellequee; =¢€|, e, =¢) e, =¢} e, =€, e = e,
ete; = —e,. SoitO; le point associé au vecteef, O, est ainsi 'antipode d&®). Donc le

manipulateur 6R sphérique associ#’aécrit la demi-sphére supérieure ouvédte

Le pointOg associé a’ peut atteindre tout point de la sphere. Par conséquergféerteur peut

prendre toutes les orientations. Mais il n’est isotropegjd®; parcourt la demi-sphere inférieure.

4.4 Manipulateur 6R sphérique isotrope pour toute orientation de son effecteur

4.4.1 Formulation du probleme

Un manipulateur sériel sphérique est géomeétriquemetiérement déterminé par la connaissance

des anglega;}"~}' qui sont constants pendant tout déplacement. Les veatgdesla matrice ja-
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cobienne d’'un manipulateur sphérique ont tous leurs pa@issociés qui appartiennent a la sphere
unitaire S. Dans I'espaceR?® ayant(O, 1, j, k) pour repere, pour tout point M d®, il existe

0 € 10,2r] et € [0, 7] tels que les coordonnées de M sont :

—

OM = [-S,Cy S48y —Cy)" (4.14)

Pour un manipulateur sériel 6R sphérique, nous cherchnrensemble de vecteufs; }_; tel
que I'eq.(4.2) est satisfaite pour toutes orientationd’eféecteur. En vertu de la propriété 3,
pour toutes les rotations de I'effecteur autouregel’€q.(4.2) est satisfaite. Ainsi, il suffit de
positionner le poinOg associé au manipulateur en tout point de la sphére umfighour pouvoir

obtenir toutes les orientations possibles de I'effecteur.

—> -\ by - LN - - . -,
Prenonses = OM de maniére a ce que le centre de la sixieme articulatiesspise positionner
en tout point de la sphére unitaife et choisissons ensuife; }7_, de telle maniére que tous les
produits scalaires;” e;; soient constantg(d, ¢) € [0, 2x] x [0, w|. Ainsi, la matrice jacobienne

suivante est obtenue

—S4Cy Sy CyCy —Sy CyCy  —S4Cy
J=1 5,8 Cy —C4Sy —Cy —CySy SySp (4.15)
Cy 0 S, 0 -S;, —Cy

On vérifie aisément queé(d, ¢) € [0, 2n] x [0,7],Vi € [1---5], nous avong;’e;,; = 0. Outre
leurs produits scalaires successifs constaliis¢) € [0, 2x] x [0, 7], les vecteurde;}%_; ont
été choisis de telle maniére qud’ = I avec) = 2, c’est-a-dire pour qué soit une matrice

isotrope. Puisque = 6 on a donc d’aprés la propriétée L = 6/3 = 2.

Le manipulateur 6R sphérique isotrope assoclegardera donc une position isotrope sur tout
parcours effectuer s parOg. Ce manipulateur est donc isotrope pour toutes orienttierson
effecteur. Notons que manipulateur 6R décrit par (4.16p#&rent du manipulateur 6R décrit
par (4.3).
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Pour nous placer dans une optique plus habituelle de caoneiin manipulateur, nous cher-
chons a obtenir un manipulateur dont le premier vecteuadwdtrice jacobienne qui lui est as-
sociée soit constant. Nous transformons la marice jacoki& = e, --- el end’ = [e; - - - ¢
ol e, est constant. Sans perte de généralité et pour plus denodité nous fixong, = k =

001)7.

Soit le vecteur
e X k
€=
ler x k|

La rotation autour de I'axe\ parallele au vecteus et d’anglep amene le vecteus; surk. La
rotation d’'un angle) autour deA a pour matriceQ = ee” + Cy4(1 — ee’) + S4;E oUE est la

matrice produit vectoriel du vectearf2]. On a alors

1—(1=Cy)C; SeCo(1 —Cy)  SsCly
Q=1 SCo(1—Cy) 1—(1—Cy)S; —SsSe (4.16)
—54Ch SSp Cy
d’ou
0 Sop Cyp =Sy CyCs —52,Cy
J = QJ - 0 Cyg =Sy —Cy —02¢)59 SQ¢SQ (417)
1 0 0 0 —Sys  —Cay
L'isométrieQ conserve l'isotropie dd, doncJ, est isotrope. De la matrick, nous déduisons la

matriceJ’, c’est-a-dire:

0 Sy Cy =Sy Cy4Cy —S4Co
J/ = 0 Og —Se —Og —O¢Sg Sd)Sg (418)
10 0 0 =S, —C,

Nous avons bied’J” = I avec) = 2 puisque les isométries conservent l'isotropie. Les rota-
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€

Figure 4.5 Manipulateur sériel 6R sphérique isotroper Pou= 05 = /2

tions conservent les angles donc le manipulateur asadaigatrice jacobienn& est simplement

le manipulateur associé a la matrice jacobiehre sous un autre angle.

4.4.2 Paranetres de Denavit-Hartenberg du manipulateur isotrope

Selon la méthode de Denavit-Hartenberg, I'orientatios aeesx; est choisi tel que montré au

Tableau 4.3. Puisque; = (e;,e;11), on aC,, = e’iTe’Z-H. Ainsi les angles entres les axes

X9 X3 X4 X5 Xe
“Cy| 0 | 0 | S,Cp | =S

Sop | 0| 0 | =550 | —Cp

0 |[—1|—-1]| C, 0

Tableau 4.3 Orientation des axes

{Z,}f:1 des articulations successives, mesurés par rapportia@ritation positive de I'axe;, 1,

sont entierement déterminés par la connaissance desuvecolonnes de la matrice jacobienne.
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Les coordonnées des vectedrs }¢_,, du tableau 4.3, nous donnghty|| = ||x3]| = ||x4]] =
Ix5]] = ||x¢|| = 1. De plus, tous les produits scalaires de deux axensécutifs sont nuls,
cest-a-dire e} e}, , =0 Vi € {1,2,3,4,5}, onaalorsy; = 7/2 Vi € {1,2,3,4,5}. Lesx; et
e; hous permettent d’avoir les valeurs des anglasontrées au Tableau 4.4. Les valeurgdet

0s n'influent pas sur I'isotropie du manipulateur.

La matrice jacobiennd’ ¢ R3*% est composée de 2 matricds € R*>3 etJ, € R3*3.

/

Enposand’ = [J; J]

0 Sy Cy —Sy  CyCy —S4Cy
Jll = 0 O@ —Se ) et '],2 = —Og —C¢Sg S¢S@
1 0 0 0 =S, —C,

Les rotations conservent l'isotropie, par conséquertetootation appliquée a',, qui conserve
inchangé I'anglev; = (e/g,a), gardera la matricd’, isotrope et donc gardera audsiisotrope.
Or, toute rotation autour de I'ax&; de la troisieme articulation garde constant, donc quelque

soit la valeur ded; la matrice jacobiennd’ est isotrope. Les valeurs de;}?_; sont toutes

v |1 2 3| 4 5 6
a; [90° ] 90° | = | 90° | 90° | x
Qi * +90° 63 64 +90° | %

Tableau 4.4 Paramétres de Denavit-Hartenberg du matépulassocié d’

nulles, puisque tous les ax€«;}%_, se coupent e, donca; = distance(Z;, Z;,;) = 0
Vi € {1,2,3,4,5}. On ax; =¢€';_; x €, |b;] = distancéx;, x;,;) = 0. La figure 4.5 montre
le nouveau manipulateur sériel sphérique isotropdtdsiudes tableaux 4.3 et 4.4.

Il faut noter que les angle®, et 05 doivent étre maintenus constants. les autres angles pou-
vant prendre n'importe quelle valeur. Les figures 4.6 et 4oitnent les trois dernieres et les trois
premieres membrures du manipulateur afgee 05 = 7/2. |l est apparent sur la figure 4.6 que les
vecteurse,, es eteg forment toujours un ensemble orthogonal quelque sdieatfs. De méme,

il est aussi apparent sur la figure 4.7 que les vecteyks, ete; forment toujours un ensemble or-

thogonal quelque soiefit etd;. Notons que les deux ensembles de vecteurs orthogdralix ,
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Figure 4.6 Les trois derniéres membrures du manipulasetmdpe pouf; = /2

et {e;}%_, peuvent subir toute isométrie tout en maintenant I'iquialeJ’, c’est pourquoib,
peut prendre n’importe quelle valeur sans changer l'igpi¢raleJ’. De méme, la membrurg
d’un angleas (la derniere montrée alafig. 4.7), peut aussi prendrapoirte quelle longueur sans
changer l'isotropie dd’. Sans perte de généralité, nous avons arbitrairemeiicty = /2. Il
est intéressant de noter que bien que 'on ait un manipul&te, seulement 4 articulations sont
effectivement utilisées pour produire toutes les orignts de I'effecteur. Les articulations 2 et 5
ne tournent jamais. Cependant, la présence de leurs axesatien est nécessaire a l'isotropie
de J’. Les axesX, et X5 permettent de compléter les capacités de mobilité dessaaxes, et
ainsi, obtenir une capacité de mobilité égale dans tol&® directions. Les articulatiordset 5

sont appelées articulations virtuelles, car elles restiemuées.

Ainsi, le manipulateur sériel 6R sphérique isotrope e réalisé avec un manipulateur sériel
4R sphérique auquel deux articulations virtuelles sanitées. La matrice Jacobienne associée au

6R (le 4R avec 2 articulations virtuelles) sera toujoursrggee, alors que celle du 4R ne sera pas



88

Figure 4.7 Les trois premiéres membrures du manipulasetndpe pouf, = /2

nécessairement isotrope sans les 2 articulations MegieNous avons montré que quelque soit
la valeur ded3, le manipulateur associéJagarde une configuration isotrope. Par conséquent, en
donnant &5 une valeur qui reste constante dans le temps, nous obtemgasrs un manipulateur
qui garde constamment une configuration constante. Aimsaleipulateur 6R sphérique isotrope
peut aussi étre réalisé avec un manipulateur 3R spieeqquel trois articulations virtuelles sont

ajoutées.

Dans la pratique, il ne s’agit pas d’inclure les articulatiwirtuelles dans la fabrication du manip-
ulateur, mais simplement de les inclure dans le calcul aéimadt une meilleure précision dans le

calcul.
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4.4.3 Exemple de trajectoire isotrope continue

Soit la courbes définie par
S={M €S, OM = [-SsCos SsSas —Cy", ¢ €]0,x[} (4.19)

La figure 4.8(a) illustre, en pointille, la courbe parcaaipar le pointOg intersection de I'axe
de la derniere articulation du manipulateur avec la sph#itaire, c’est-a-dire la courbi&; le
manipulateur 6R garde constamment une configuration {getroes figures 4.8(b), 4.8(c), 4.9(a)
et 4.9(a) illustrent, en pointillé, les courbes parcogrrespectivement par les poirddg, O4, O3

etO,. La premiere articulation, étant évidement fixe, estadoon illustrée.

Figure 4.8 Parcours des poinds du manipulateur 6R isotrope : a) poidt; b)
point Os; ¢) pointO,

4.4.4 Espace de travail

Les coordonnées du vectety qui porte I'axe de la derniere articulation sont

€ — [—S¢Cg S¢Sg — C¢]T (420)
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Figure 4.9 Parcours des poirtts du manipulateur 6R isotrope : a) poift; b)
point O,

Soit M(z,y, z) un point quelconque d§, on a alorse? + y* + z? = 1. Pour savoir si le centre
de la derniere articulation du manipulateur assoclé geut atteindre tout point d®, il suffit de

montrer qu'il existgd, ¢) € [0, 2] x [0, 7] tel que
—S¢Cg =T, S¢Sg =Y, —C¢ =z (421)

Nous avons alord/ € S = z € [-1,1] = C, = —z admet pour solutiong, = arcog—z).
On a la résolution du systeme suivant peyr~ 0

T Y
Co=———, Sp=— (4.22)
S¢0 S¢>o
qui admet une solutiofi puisque nous avons biett + y? = Sj). Si¢y = 0 alors on aM =

(0,0, —1) position du pole sud de la sphére.

Par conséquent 8i # 0 36, € [0, 27] tel que (4.22) soit vérifie, dong(fy, ¢o) € [0,2x] x [0, 7]
tel que (4.21) soit vérifie, donc le centre de la derniétiealation du manipulateur associéla
peut atteindre tout point d& a condition qu’il n’y ait pas de collision entre les artiatibns lors

des déplacements.
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4.4.5 Manipulateur 6R spterique dérivé

Du manipulateur 6R sphérique isotrope pour toute oriemade I'effecteur que nous venons
d’étudier, nous pouvons déduire plusieurs autres méattigurs 6R sphériques isotropes pour toute
orientation de leur effecteur ayant d’autres parametPesir déterminer ces autres architectures,
nous débuterons avec le manipulateur étudié dans loset#.2 ayant pour jacobienni =

[e; e e3 e5 eg] que nous reproduisons

0 Sy Cy —Sy Cy4Cy —SsC
J/ = 0 O@ —Se —Og —O¢Sg Sd)Sg (423)
10 0 0 =S, —C,

Si dans les composantes des vecteyrst e; nous substituong + ¢ af ou ' est une constante

de lintervalle]0, 7 /2[, J’ devient

0 Sorer Corer —So CygCy  —5,Cy
J// = 0 C@.HQ/ —Sg.,.y —Og —C¢Sg S¢S@ (424)
1 0 0 0 =S, -G,

L'angle a3 formé par les axe&; et Z, devient alors
C,, = cos(es,e;) =ele, = Sy #0

dolias = 7/2+ 0 ouas = 7/2 — §'. Par contre, I'angle entre les axes de rotation24&$ et
3¢me articulations n'a pas varié, car elles ont été decathe méme anglé’ toutes les deux par

rapport a leur état initial.

La matriceJ” est isotrope, les parametres du manipulateur 6R spleqqielle représente sont
differents de ceux du manipulateur dont déiVeAinsi, pour chaque valeur d& €]0, 7 /2], nous

obtenons un nouveau design d’un manipulateur 6R sphérique
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45 Conclusion

Il existe un manipulateur 6R sphérique, présenté dassdion 4.3 nomm@/;, dont 'espace de
travail est toute la sphere et pour lequel non seulemete tawdemi-sphere inferieure ouverte est
une surface isotrope continue, c’est-a-dire que le maaipur reste constamment dans une con-
figuration isotrope lorsque son manipulateur parcourt@utietla demi-sphere inférieure ouverte,
mais son effecteur peut parcourir toute la demi-spheréerigiire ouverte en suivant n'importe
quelle courbe pendant que le manipulateur garde une coafignrisotrope. Ce manipulateur
possede deux articulations qui doivent rester fixes, iegsivalent a manipulateur 4R sphérique
M. La dextérité et la manipulabilité d&/; sont constantes sur tout son espace de travail. Par

contre, celles dé/{ sont variables)M; n’a aucune configuration isotrope.

Il existe un manipulateur sériel 6R sphérique, préselaiis la section 4.4 nommnié,, qui garde
constamment une configuration isotrope pour toutes lestatiens de son effecteur. Ses mem-
brures doivent &tre de longuety = 7/2, sauf pour la troisieme membrure, de longuegirqui
peut prendre n'importe quelle valeur non nulle. De méme alticulationd), et 05 doivent étre
maintenues & /2 pour toutes les orientations de I'effecteur. Ainsi, lescatationso,, 6, 6, et

0s permettent d’obtenir toutes les orientations de I'effacteut ayant constamment le manipula-
teur dans une configuration isotropfé.notre connaissance, ce manipulateur sériel 6R sphe&riqu
est le seul manipulateur sériel dans la littérature &eorer une configuration isotrope sur tout
son espace de travail ce manipulateur sériel 6R sphérique ayant une configurasotrope
pour toutes les orientations de son effecteur, on peut Essotmanipulateur sériel 4R sphérique
M} qui aura nécessairement la méme dextérité mais donaleaa jacobienne n’est pas isotrope
en aucun point de tout I'espace de travail. Cepend&fjtreste constamment au voisinage de
I'isotropie, le conditionnement de sa jacobienne est @onsdst vaut/2 qui est aussi la valeur sa

manipulabilité.
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CHAPITRE 5

MANIPULATEUR 4R S ERIEL ISOTROPE EN POSITIONNEMENT SUR UNE SPH ERE

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un maniputatetel 4R non sphérique dont I'effec-
teur peut atteindre tous les points de la sphere pendanequeanipulateur conserve constam-
ment une configuration isotrope en positionnem@motre connaissance, ce manipulateur est le
seul manipulateur sériel non sphérique dans la littiéeadyant plus que des configurations fixes
isotropes en positionnement et a conserver constammerntanfiguration isotrope en position-

nement pendant que son effecteur parcourt une courbe genton triviale ou une surface.

Dans [24], le concept d’isotropie a été utilisé pour carwir des manipulateurs sériels redon-
dants pour lesquelles certaines regles peuvent étrecérs. L'isotropie d’'un manipulateur sériel
sphérique:R n’est pas affectée par la variation de la premiére et detiaiere articulation, soient

1 etn. Par contre, pour un manipulateur sériel non sphérigsetiopie n’est pas affectée par la
variation de la premiéere articulation, mais peut I'éteg [a variation de la derniere. Dans le cas
de manipulateurs a mobilité sphérique, la matrice jeute a déja des dimensions homogenes.
Pour un manipulateur non sphérique, si I'on cherche anmbt@iquement I'isotropie de position-
nement, on obtient une matri& aux dimensions homogenes mais non adimensionnelles. Ses

composantes ont la dimension d’une distance.

Les définitions de courbe continue isotrope non trivialeletsurface isotrope d’'un manipula-
teur ont été données dans le chapitre 2. La plupart ddgcptibns dans la littérature traitent de
manipulateurs ayant un nombre fini de configurations isesdpes, et par conséquent, n’ont pas

de parcours isotrope continu. Des travaux traitants dettipie ont été réalisés par Angeles et



94

Figure 5.1 Manipulateur sériel 4R isotrope en positioneensur une sphere

Ranjbaran qui ont congu et construit le manipulateurs FEFIIRO. Owen R. Williams a étudié
et construit le manipulateur DIESTRO. lls sont tous dewbglement isotropes, c’est-a-dire en
méme temps isotropes en orientation et en positionnenMgis, en ce qui concerne DIESTRO

et REDIESTRO, une seule configuration isotrope a étégpités.

Dans le présent chapitre, nous démontrons qu’il existmanipulateur sériel 4R non sphérique,
dont I'effecteur peut atteindre n’importe quelle pointidéusphére tout en conservant une configu-
ration isotrope en positionnement. Contrairement aux pudaieurs sphériques de [40] et [41], ce
manipulateur n’a aucune configuration isotrope en orietatans 'ensemble des configurations

que nous avons étudiées.
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5.2 Definitons

Nous rappelons que la relation cinématique entre le todewitesse de I'effecteur, notéet le
vecteur vitesse des articulations, nét&’un manipulateur sériel ayantarticulations rotoides est

donné par [2]:

t=J0, 60=1[0,0, ---0,]", t= , (5.1)
A
J = , A=lejey ---e,], B=[e;xr; egXxry e, Xr,] (5.2)
B
Un manipulateur est isotrope en positionnement si
BB = Al (5.3)

Toute configuration articulaire isotrope en positionnenéerftelle que I'éq.(5.3) est satisfaite) est

toujours indépendante dg, c'est-a-dire qué; = [0, --- 0,]7.

Propriété 4 Il n’existe pas de manipulateur sériel 3R spatial ayanpartours continu isotrope

en positionnement.

Preuve :
La matriceB = [e; X r; e; X ry e3 X r3] pour un manipulateur sériel 3R spatial est une matrice

de dimensior® x 3. Soit

B=|0bv v y

c w =z
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Il existe une rotatioR de matriceM telle que

AU X
MgB=|0 V Y
0 0 Z

Pour queB soit isotrope, il faut et il suffit que

A2+ U+ X2 =17
Vit Y? =1
7*=1I1*

UV +XY =0 (5.4)
XZ =0

YZ =0

ou L est une constante non nulle.

On en conclut d’'apréeg? = L? que Z est une constante non nulle. Mais puisqug = 0 et
YZ =0,onaalorsX = 0 etY = 0. Par conséquent;? = L? et doncU = 0.

La matriceRB est nécessairement de la forme

A 0 O
0oV 0
0 0 Z

CommeA, V et Z ne peuvent prendre que les valetfs, il n’existe donc au plus que 8 config-
urations isotropes en positionnement pour un manipulatetiel 3R spatial. Par conséquent, un
manipulateur sériel 3R spatial ne peut avoir de parcourSroisotrope en positionnement. Sans
perte de généralité, on peut prendte= L, ce qui donne en réalité 4 configurations isotropes
en positionnement pour un manipulateur sériel 3R, commst ¢¢ cas pour un manipulateur 3R

sphérique isotrope en orientation.
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Figure 5.2 Manipulateur sériel 4R avec une rotatiae la £me articulation

5.3 Formulation du probleme

5.3.1 Propriétés du produit vectoriel

Soientlesvecteurs=[1 0 0]7,j=[0 1 07, k=[0 0 1]7etv=[z y z]". Nous

avons
0 z —
ixv=| —21|, jxv=1| 0 |, kxv=]| ¢ (5.5)
Y - 0

On constate ainsi que pour un vecteur donng, la coordas®eiér un axe de coordonnées n’inter-
vient pas dans le résultat du produit vectoriel de ce veeteec le vecteur portant cette direction.
Cette constatation simple va nous permettre de positidesarticulations du manipulateur, que

nous cherchons a réaliser, selon certaines directions g@@ir une matrice jacobienri® plus
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simple a rendre isotrope.

SoitR une rotation dan®?, nous avons pour tous vecteurgt v deR?

R(ux v)=R(u) x R(v) (5.6)

5.3.2 Conception paretapes d’'un manipulateur ayant un parcours continu isotroge en po-

sitionnement

Comme nous ne cherchons pas seulement une seule configusatimpe pour notre manipula-
teur, mais un parcours continu d’isotropie en positionngoea une surface connexe d’isotropie
en positionnement, nous choisissons initialement un pasaarculaire de I'effecteur étant donné
que le manipulateur, que nous voulons concevoir, estlseaeticulations rotoides, le parcours

circulaire du point d’application de I'effecteur est aléegparcours le plus simple a obtenir.

Soit O, le centre de la quatrieme articulation Btle point d’action de I'effecteur, posons la

longueurO4P = 1.

En utilisant la constatation faite dans la section 5.3.1ysnchoisissons alors les vectewgset

les pointsO; de maniere a positionner les articulations aux coordesmjui nous conviennent
le mieux. Ainsi, considérons un manipulateur 4R sérigitde référentiel de base est attaché a
01 = (0, 0, 0) et positionnons les point3,, O3 et O, origines des reperes,, F; et F, respec-
tivement, aux coordonnées suivantés,: 1, 1), (=1, 0, 1) et(0, 1 -1, 1 +1) avec0 <1 < 1,

et placons l'effecteur de maniere a ce que son point diegion P ait initialement pour coor-

donnéeg0, 0, 1 + /). De méme qué, toutes les coordonnées sont des longueurs.

Initialement, nous prendrons les vecteurs
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Figure 5.3 Manipulateur sériel 4R avec une rotatien 7 de la £me articulation

0
er=10
1 0

comme vecteurs directeurs respectivement des axes dagdatitns 1, 2, 3, et 4. Les axes des

trois premieres articulations s’intersectent@nOn a alorD0O; = OO, = 003 = 1.

Nous avons initialement

0 0
— —
O\P=r = 0 , QP =13=| -1 |,
1+1 [
1 0
— —
O3P =TI3= 0 et O4P =TIy = -1
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Effectuons une rotation d’angteautour de I'axeX3, alorsf; = 0, sa matrice de rotation est

1 0 0
Rx,= | 0 Cp —S (5.7)
0 Sy Cy

Suite a la rotation d’anglé autour de I'axeXs, les vecteurgr;}’_, deviennent

0 0
ry = =Sy |+ T2 = —1—-15 |,
1+1Cy [Cy
1 0
r3 = | —1Sy et ry = | —ICy
ICy —1Sy

Ainsi, nous obtenons les produits vectoriels

1Sy —1Cy
€ Xr; = 0 |, €eXry= 0 ,
0 0
0 0
e3 Xr3= | —ICy et e xry= 1Sy
—1Sy —1Cy

La matrice jacobiennB telle quep = B est alors

1S, —ICy 0 0
B=| o 0 —ICy, 1S, (5.8)
0 0 1S, —IC,

Il est aisé de vérifier que la matrig&est isotrope BB = /1.



101

Soit la rotation d’angle) autour de la premiere articulation dont I'axe de rotatishorté par
le vecteurk dont la matrice esRz,. D’apres la propriété 2, les isometries conservenbtiiopie,

donc la matric8’ = Rz, B estisotrope.

Cy —S4 0
Rz,=| Sy Cy O (5.9)
0o 0 1
d'ou
1S4Cy —1CyCy  1CySy  —1SpSy
B' = | 15585 —1CySy —1CyCy 1S4C, (5.10)
0 0 —1Sy  —ICy

Ainsi, le manipulateur 4R garde constamment une configamagiotrope en positionnement quel-
que soient les valeurs des anglest ¢, c’est-a-dire quelques soient les rotations effectyp@eda

premiere ou la troisieme articulation.

5.4 Paranetres de Denavit-Hartenberg du manipulateur

Les parametres de Denavit-Hartenberg associés au niat@ipu4R isotrope en positionnement
sont obtenus comme suit: toutes les directipdg’_, des vecteurge;}>_, se coupent au centre
O de la sphéere unitaire. Les ax{aXi}fZZ sont portés par les vectewstels quex; = e;_; X e;.
Les anglesy; = (eﬁl) sont mesurés par rapport a I'orientation positivee;. Les angles

—

0; = (x;,%;,1) Ssont mesurés par rapport a I'orientation positiveZle

D’apres la figure 5.2, nous avons
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Figure 5.4 Manipulateur sériel 4R avec une rotatien 5 de la £me articulation

La norme|| (ﬂﬁ || est égale & L'anglef, doit &tre maintenu constant, les anglegtd; pouvant
prendre n’importe quelle valeur entf@ 27]. Il est apparent sur la figure 5.4 que les vecteurs
e, e, etes forment un ensemble orthogonal quelque soient les arfglesd;. Nous avons un
manipulateur R, mais seulement deux articulations pour faire parcourpant d’application”

de I'effecteur toute la sphere, les articulations 2 et 4ergsbloquées. Cependant, la présence de
leur axe de rotation est nécessaire pour obtenir I'isa¢rep positionnement dB’ et de son ma-
nipulateur associé. Les articulations 2 et 4 sont appadéculationssirtuelles car elles doivent
étre présentes sans jamais tourner. Ainsi, le manipuiagiel 4R isotrope en positionnement est
réalisé par un manipulateur sériel 2R auquel est ajdati articulations rotoides virtuelles. La
matrice jacobienne associée au manipulateur 4R serafgoén positionnement alors que celle

du 2R ne le sera pas nécessairement sans les deux artingleitituelles.
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1 a; b, (673 01
1[0 [1]#/2]6,
21 0 |0|x/2]06,
3/IW2[0] 0 |65
40 [0[x/2] 06

Tableau 5.1 Parametres de Denavit-Hartenberg

On voit d’apres la figure 5.2 que= 6, + /2.

A partir des configurations isotropes en positionnementdunipulateur 4R que nous avons étudié
ci-dessus, considérons le manipulateur de la figure 5.4dDhveérifier aisement que les configu-
rations de ce dernier obtenues a partir de rotations admlaxe X, de la deuxieme articulation

ne sont pas des configurations isotropes.

5.5 Evolution du conditionnement de la jacobienne

L'etat d'isotropie est I'état ol la distance aux singites du manipulateur est maximaled
I'état d’isotropie, le conditionnement de la matrice ja@mne est égal a 1. Plus un manipula-

teur s’éloigne de I'eétat d’isotropie plus le conditiomment de sa matrice jacobienne croit.

L'un des quantificateurs de la dextérité d’un manipulatgtant pour matrice jacobieni® est

I'inverse du minimum du conditionnement &2 sur I'espace de travail choisi [2] :

1
KCI = ——— x 100 (5.11)

mm,{(B/)

KCI (Kinematic Conditionning Index) en tant qu'indice derfmemance cinematiquenin, gz
est le conditionnement minimum de la matriBé sur I'espace de travail consideré. Comme le

conditionnement appartient a l'intervalleé , oo[, on voit que le KCI appartient & I'intervalle
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Figure 5.5 Manipulateur sériel 4R avec une rotatien °T de la £me articulation

10, 100]. Ainsi, le manipulateur a une dextérité cinematiqueuthat plus performante que son
KC1T est proche d&00. Lorsque le KCI vauti 00 le manipulateur se trouve dans une configura-
tion isotrope. L'indice KCI est un indice global, il se calewsur tout I'espace de travail considéré.
Comme nous voulons faire étude locale plus précisesatib simplement I'inverse du condition-

nement comme indice de performance.

Lorsqued, et d, restent constants, le manipulateur 4R reste constamnwnpe en position-
nement. Pour étudier la variation de la distance aux sargés du manipulateur, faisons varier

6, d’'une valeure et étudions la variation de I'inverse du conditionnemesntia jacobienne du
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manipulateur 4R. Pour son calcul, considérons a chagagdomme espace de travail, la sphere
obtenue a chaque variatigh. En effet, pour chaque valeur deque I'on garde fixe, le point
d’action de I'effecteur reste sur une sphere quand leseafiglet 65 varient. Pour chaque valeur
differente dex, la sphere parcourue par le point d’action de I'effectestrdéfferente. Comme on
peut le constater sur la figure 5.2 Olest le centre de la sphére, les coordonnées du pointaracti

P de l'effecteur deviennent alors

OP = | 1(1-C) (5.12)

1 0 0 0 0
0 Co =S | | 11=C) | =] 101=C)Ch—1(1=5.)S,
05 C ||i1i=s) I(1—C)Ss+1(1— 8.)Cy
d’'ou
0
ry = l(l — 06)09 — l(l — SE>SQ

1+ 1(1 = C)Sp+1(1 — 8.)Cy

0
ry = —1+l(1 —06)09—1(1 —56)5.9
I(1—C)S8y+1(1— S.)Cy

(1 —C.)Sy+1(1— 5.)Cy

Lorsquee = 0, nous avong, = —j. Dans la rotation autour de de I'ax¢, d’anglee, nous

obtenons
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1 0 0 0 0
0 Cg —Sg —ZCG - —l0609 + ZSGSQ
0 So Gy —1S. —1C.Sy — 1S Cy

Ainsi, les composantes de la matrice jacobienne

B’ = [e1 X I

€9 X Iy

e3 X Iy €4 X ry] S’écrivent

b, = =11 —C)Cp+1(1—5.)Sp
by =—1(1—C)Sp — (1 — S.)Ch

by =0
bl = —1(1 = C.)Sy — I(1 — S.)Cy

by, = 1SyC. + 1CyS.
by, =0

b, =0

b, = 1(1 — C.)Cy — (1 — S.) Sy
b, = —1CsC, + 15,5,

(5.13)

Sur la figure 5.6, on constate que le conditionnement de lagagacobienne tend vers l'infini

quande tend versr/4 ou 57 /4, et tend verd quande tend vers) ou 7/2 ou 27. La figure 5.7

représente I'évolution de l'inverse du conditionnemésata matrice jacobienne du manipulateur

associé 8" en fonction de: et quantifie la dextérite du manipulateur, cette dem@&st un in-

dice locale. Comme on le constate sur la figure 5.7, le maaiipui associé B” a une sphere

d’isotropie poure = 0, ¢ = m/2 oue = 27 et deux sphéres de singularités peur 7/4 ou

e = br/4. Laspheére d’isotropie en positionnement, figure 5.8, estrée er0 et de rayon, elle

est obtenue pour 3 valeurs de0 etr/2 et2x. Ces 3 valeurs desont & un angle de/4 de part

—

_— , N .
et d’autre du segmeri?,O. L'angle (0,0, O, P) est égal & /4 qui est la valeur de I'angle entre

les deux membrures d’'un manipulateur 2R planaire dans Sayuacation isotrope. De méme, on
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100K(B)

90r
80
701
601
S0
40}
301
201
10t

e (radian)

Figure 5.6 Graphe du conditionnement de la matrice jacoleiem fonction de

a04P/040 = +/2/2, c’est aussi le rapport des longueurs des membrures d’uipoiateur 2R
planaire dans sa configuration isotrope. Sur la spheretdigie le manipulateur 4R garde une
configuration isotrope quelle que soit la positionnemenpdint d’exécution de I'effecteur sur

celle-ci.

Les figures 5.7 et 5.9 représentent respectivement Uéeol de I'inverse du conditionnement
de B” et I'évolution dudet(B”B"T) en fonction dec. On constate ainsi que sur I'espace de
travail considéré, la dextérité représentée pawvérse du conditionnement et la manipulabilité,
représentée par le déterminant de la jacobienne paaisspinsée, évoluent de maniere similaire :
elles s’annulent pour les mémes valeurs 7/4 ete = 57/4, elles les mémes valeurs de singu-
larité. Pour chacune des fonctions, les valeurs podr0, e = 7/2 ete = 27 sont égales et loin

de la singularité.
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1
K(B) 1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

e (radian)
0 1 2 3 4 5 6

Figure 5.7 Graphe de l'inverse du conditionnement de lalgecme en fonction
dee

Les sphéres de singularités en positionnement, figue® &. 5.11, sont centrées én point
d’intersection des axes des 3 premiéres articulatiinsZ, et Zs, et ont pour rayor(1 — v/2) et
I(1 ++/2), elles sont obtenues pour 2 valeurscde /4 ete = 57 /4. Pour ces deux derniéres
valeurs de le point d’applicationP de I'effecteur se trouve sur le segméntO de part et d’autre
de O, comme montré par les figures 5.10 et 5.11. Ces 2 positiorsemnenOD P = [(1 — v/2)
ou OP = I(1 + +/2) qui sont les rayons des deux sphéres de singularité, csgue le point
d’application P se trouve sur un point quelconque de I'une de ces deux spHemmanipulateur

4R est dans une configuration singuliére.

Cependant, la dextérité du manipulateur 4R, quantif@dgyconditionnement de sa jacobienne,
reste constante sur toute sphére de cente de rayon. Si par exemple nous voulons garder la

dextérité du manipulateur 4R supérieure ou égélé’a, c’est-a-direl /x(B) > 0.9, on doit alors
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Figure 5.8 Sphere d’isotropie en positionnement du maaipur sériel 4R spatial

avoir —r /45 < e < /45, ce qui revient a avoir le rayonde la sphéré > r > 0.9305 [. Ainsi,
dans tout le volume compris entre les sphéeres centré@sderrayon et0.9305 [ le manipulateur

a une dextérité supérieuré@%.
Les figures 5.12 et 5.13 montrent que pour une valeur doar@amanipulabilité et la dextérité

restent constantes quelle que soit la valeué dgest-a-dire qu’elles restent constantes sur toute

sphére centrée en et de rayon compris entiél — +/2) etl(1 + v/2).

5.6 Etude comparative de la dexérité et la manipulabilité du manipulateur 4R

La manipulabilité définie par [9}} = /|det(JJ7T)|, fournit un index de dextérité que nous com-

parons a I'inverse du conditionnement lorsque I'artgle@arie et place le point d’exécutiofi de
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3 1\/[det(B7BT),

25

0.5

0 ' ' ' ' ' ' ?I' e (radian)
Figure 5.9 Manipulabilité en fonction de

I'effecteur sur des spheres differentes. La figure 5.9 tneolf'evolution de la manipulabilitél’

en fonction de:. On constate qué’ et I'inverse du conditionnement de la jacobienne évoluent
de la méme maniéere lorsque I'andle varie, et ont un comportement similaire. En effet, tout
comme le conditionnement, la manipulabilité reste cartstaur toute sphere parcourue par le

point d’application de I'effecteur, comme on le constateles figures 5.12 et 5.13.

5.7 Isotropie et singularite

Soient les matriceA et B” qui forment la matrice jacobienne
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Figure 5.10 Premiere sphere de singularité en posiéiorent du manipulateur
sériel 4R

A
BI/

J:

ou B(i, j) = by ; sont les coefficients donnés en (5.13). Quelque soit laivalee, nous avons

20 0
AAT=101 0
00 1

Ainsi, le conditionnement de la partie de sa matrice jacuigereprésentant I'orientation est au
voisinage de la valeur optimale puisqug A) = /2. Cependant comme le montre la figure 5.6,
le conditionnement de la partie de la matrice jacobienneesgmtant le positionnement varie de 1

alinfini. Poure = 0, e = m/2 ete = 27, nous avons
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Figure 5.11 Deuxieme sphere de singularité en posigorent du manipulateur
sériel 4R

? 0 0
B//B//T — 0 l2 0
0 0 [?

un conditionnement de(B”) optimal.
Mais ene = /4 ete = 5r /4 le conditionnement(B”) est infini.

De méme, le calcul des déterminants donpielet(AAT)| = /2 quelque soit, tandis que
\/|det(BBT)| varie de 0 &.7 selon les valeurs prises parcomme le montre la figure 5.9.
Ainsi sur tout le volume compris entre les 2 spheres de $&miges, le conditionnement d&
est dans le voisinage de la valeur optimale. Cet exemplemngutil est probablement possible
de déterminer des manipulateurs qui gardent constammentanfiguration isotrope non seule-
ment sur un parcours continu ou une surface, mais peutr&nee sur un volume. Il montre aussi
gu’'un méme manipulateur peut en méme temps étre au agiside I'isotropie en orientation et

au voisinage de la singularité en positionnement. L'iseerst aussi possible.
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Figure 5.12 Inverse du conditionnement de la jacobienneoeatibn def pour
des valeurs fixes de

5.8 Conclusion

Nous avons montré 'existence d’'un manipulateur 4R, répitalans la figure 5.1, qui garde con-
stamment une configuration isotrope en positionnemenglarde point d’ap-plication de son
effecteur parcourt n'importe quelle courbe de la sphereagen! qui est la distance entre le
point d’exécution de I'effecteur et I'origin®, du quatrieme repéré,. Les spheres de rayon
I(v2 — 1) etl(v/2 + 1) sont des spheres de singularités. Toutes les sphergwisesientre la
sphere d’isotropie et les sphéeres de singularités smspheres sur lesquelles le conditionnement
de la jacobiennd du manipulateur reste constant. En d’autres termes, l&d&xtdu manipu-
lateur sériel 4R étudié est constante sur toute splargise entre les sphéres de singularités,
et elle est maximale sur la sphere d’isotropie. Nous avossianontré que le conditionnement

x(B) et la manipulabilitd?” = |/|det(BBT)| ont un comportement tout & fait similaire sur tout
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Figure 5.13 Racine du déterminant d&'B”" en fonction def pour des
valeurs fixes de

I'espace de travail obtenu en gardant fixe la deuxiemeuwdation ¢, constant), et donc aussi tant

au voisinage des singularités que de l'isotropie.

Pour les manipulateurs non sphériques, une differenporitante entre la manipulabilité et le
conditionnment de la jacobienne est I'insensibilité dmbmnipulabilité a la taille de I'effecteur; ce
qui n’est pas le cas du conditionnement de la jacobienne. IBsumanipulateurs sphériques cette

difference n’existe pas.
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CONCLUSION

La dextérité d’un manipulateur est de plus en plus caréielcomme une caractéristique impor-
tante pour la réalisation toujours plus adéquate déwetaa accomplir. Dans ce contexte, I'étude
de l'isotropie des manipulateurs comme indice de de@é&rieté, dans cette these, étudiée en
détail a travers le conditionnement de la matrice jacuiée La dextérité est considérée comme
une mesure de la distance aux singularités. Dans la reviig¢étature, les differents indices
de dextérité ont été présentés. Ces indices se Meulan caractérisation de la performance
cinétostatigue du manipulateur. Dans le présent tralaitecherche de la dextérité maximale
a été le but de cette these. Certains résultats obtemssae travail de recherche sont entierement
nouveaux : des parcours isotropes continus et des surfasieges. Les premieres publica-
tions concernant des parcours isotropes continus et décesrisotropes connexes ont été les
travaux présentés dans cette these. Auparavant, ilstaxdans la littrature que des configu-
rations fixes de manipulateurs isotropes en lesquellesxXtedt® est optimale. L'apport de ce
travail de recherche est ainsi entierement nouveau, ikmiped’€largir I'utilisation de la notion

d’isotropie a des ensembles de configurations isotropesvalstes.

Le but et le sens de la recherche y ont été exposés, sesurdes courbes continues isotropes
et les surfaces isotropes. La revue de littrature a ét@seadans l'introduction. Les differents
travaux de la littérature traitant de I'isotropie des npaateurs sériels y ont été mentionnés, ainsi

que ceux traitant des différents index de mesure de leedéxtles manipulateurs.

Dans le chapitre 2, le conditionnement des matrices a f@&g&epté et utilisé pour évaluer les
performances cinématiques des manipulateurs. En patenmatrices carrées, le condition-
nement des matrices rectangulaires des systemes soassiimnés ou sur-dimensionnés a été
présenté. Le conditionnement a alors été utilisé mi@dinir I'isotropie des matrices carrées ou
rectangulaires et en voir une illustration géométridLeedistance, plus ou moins grande, du con-

ditionnement des matrices jacobiennes de I'isotropigéaénsidérée comme une quantification
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de leur dextérité cinématique. Les principales voieglérmination d’un design isotrope ont
été mentionnées comme optimisation d’'une fonctionatfjgui mesure la distance a l'isotropie
et le calcul algébrique par la résolution partielle dutggee d’équations équivalent aux condi-
tions d’isotropie de la matrice jacobienne. La résoluétant partielle pour la matrice jacobienne
d’'un manipulateur nR sériel pour lequel> 4 car dans ces cas la résolution complete est tres
compliquée et donne aussi des solutions appartenanhsebeble des nombres complex@s
L'utilisation de la résolution algébrique partielle arpés de prouver I'existence d’une infinité
non dénombrable de configurations isotropes pour les mkatgurs 5R sphériques alors qu'il
n’en existe que 32 pour les manipulateurs 4R sphériquascéZnant I'isotropie de position, pour
les manipulateurs 3R planaires, il a &té prouvé que leipoateur déterminé par [2] est le seul
manipulateur 3R planaire isotrope en positionnement.eliéadeémontré qu’il existe une infinité
de manipulateurs 4R planaires isotropes en positionnem®ieime méthode pour la détermination
de leur design a été indiquée. Il a été aussi prouvépguie toutn > 4 il existe un manipulateur
NnR planaire isotrope en positionnement dont le design a atéssdiqué, et pour chaque= 2p

avecp > 1 il existe une infinité de manipulateurs nR planaires igugoen positionnement.

Le chapitre 3 intitulé “Configurations isotropes des matapeurs sphériques” traite de I'iso-
tropie d’orientation. Il y est prouvé gu'’il n’existe pas denipulateur nR sphérique ayant un
parcours isotrope continu si< 6. Pour un tel manipulateur, il n’est pas possible de passered’
configuration isotrope a une autre sans passer par une g@ifan non isotrope. Lexistence
d’une infinité non dénombrable pour les manipulateurs pREEques ne suffit pas a permet-
tre I'existence d’un parcours continu isotrope non triypalur ces mémes manipulateurs. Il'y
est aussi prouvé que chague manipulateur 5R sphériguguhia nombre fini de configurations
isotropes. Ce résultat a été obtenu autrement que parddsodes présentées au chapitre 2 que
sont la méthode d’optimisation et la méthode de résmtutilgébrique. La méthode utilisée est
une méthode géomeétrique qui a permis de simplifier lesuéalet d’obtenir le résultat principal
du chapitre 3. Elle a permis aussi de retrouver simplemesnélgultats déja obtenus par le calcul

algébrique par Chablat et Angeles, et de voir que le nombeodfigurations isotropes d’un ma-
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nipulateur 5R sphérique dépend du design de ce dernier.

Le chapitre 4 traite aussi de l'isotropie d’orientationy pprésente 2 manipulateurs 6R sphériques
ayant une surface connexe d’isotropie. Pour le premiete setrface est une demi-sphere, pour
le second elle est la sphere entiere. Ainsi, ce derniategdans tous ses déplacements une con-
figuration isotrope. Leffecteur du premier manipulatearpeut franchir dans une configuration
isotrope I'équateur de la sphéere qui n’est pas une feoatile son espace de travail qui est toute
la sphere laquelle n'a pas de frontiére. L'équateur dspleere constitue par contre la frontiere de
I'espace de travail isotrope de ce manipulateur. Ainsigkiste aucune contradiction par rapport
a la notion de manipulabilité car la frontiere de I'espale travail isotrope n’est pas une courbe

de singularités contrairement a la frontiere de I'egpglobal de travail.

Il est intéressant de remarquer que le manipulateur 6Rr&gpl€, qui garde constamment une
configuration isotrope pour toutes les orientations se $feateur, est composé en réalité de 2
manipulateurs 3R qui considérés séparément sont ésusddux isotropes. Le premier des 2 ma-
nipulateurs 3R doit garder sa premiére articulation fiemedonné qu’elle constitue la base. Le
second manipulateur 3R n’est pas astreint a cette cotdralrpeut donc varier librement par
rapport au premier. Ces 2 manipulateurs 3R, composant Igolateur 6R en question, ont et
gardent tous les deux leurs trois axes de rotation constatron&ogonaux. lls forment réunis le
manipulateur 6R sphérique aux capacités d’isotropigm@gées. De plus, la membrure reliant ces
2 manipulateurs sphériques 3R peut prendre n'importdejlegigueur sans que cela altere les ca-
pacités optimales d’isotopie du manipulateur 6R sphierid?our un manipulateur 6R sphérique,
il n'est pas possible d’avoir de meilleures capacitesadfgpie que celle du manipulateur 6R

sphérique présente.

Les deux manipulateurs 6R sphériques présentés autiehdpont deux de leurs six articula-
tions qui restent bloquées. Elles sont désignées coptare des articulations virtuelles. Dans

la pratique, elles ne sont pas nécessaires. Leur présshtgeorique, elles permettent de rendre
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la matrice jacobienne isotrope. En effet, le manipulatéudént les articulations virtuelles sont
soudées, et non prises en considération, est un marepuldR qui possede en réalité la méme
dextérité que le manipulateur 6R dont il dérive, bien s@enatrice jacobienne ne soit pas isotrope.
Les résultats du chapitre 4 sont présentés dans l'aitittulé “ Manipulateur 6R sphérique ayant
une configuration isotrope pour toute orientation de soecefur ” exposé a I€onfrence CT-
ToMM 2009, Qeébec, Canada

Le chapitre 5 traite de l'isotropie de position. Il présenin manipulateur 4R sériel qui reste
constamment dans une configuration isotrope en positiondysan effecteur parcourt toute la
sphere. Il est constitué d’un manipulateur 3R sphéripr les axes de rotation de ses articula-
tions sont orthogonaux, comme pour un manipulateur 3Rragpleisotrope, et d’'un manipulateur
2R planaire isotrope pour lequel on retrouve le rapp@t2 des longueurs des membrures. Le
manipulateur 4R en question possede deux articulatiohselies qui restent constamment fixes,
ce qui en fait en réalité un manipulateur 2R, car les detigwations virtuelles servent la aussi
uniquement a obtenir I'isotropie de la matrice jacobien@e manipulateur possede une sphere
d’isotropie et deux spheres de singularités. Sur towgesspheres contenues dans l'intervalle,
c’est-a-dire comprises entre les sphéres de singedaet’la sphere d’isotropie, le manipulateur
4R sériel en question garde une manipulabilité constdraesque, I'effecteur en se déplace au-
tour de la sphere d’isotropie, la manipulabilité et latéeixe du manipulateur oscillent autour de
la valeur optimale. On vérifie, dans les cas étudiés) giekiste pas de singularités au voisinage
de I'isotropie. Pour ce manipulateur 4R sériel isotropgpesition sur la sphere, un volume de
grande dextérité a été défini. Ce volume est comprieeéhspheres entourant la sphere d’isotropie

et en tout point duquel la dextérité en positionnemensegérieure a 90%.

Les parcours continus isotropes en positionnement setrilesfaciles a obtenir que les parcours
continus isotropes en orientation. En effet, il suffit de #catations rotoides pour concevoir un
manipulateur isotrope en position sur un parcours contars qu’il en faut au moins 6 pour

en concevoir un isotrope en orientation sur un parcoursimontCe manipulateur 4R sériel ne
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possede aucune configuration isotrope en orientations,Maeste constamment au voisinage de

I'isotropie d’orientation sans l'atteindre.

Ce travail de recherche laisse entrevoir de nombreusgsqunges de travaux futurs : la détermina-
tion en fonction du design du nombre exact de configuratieasapes d’'un manipulateur 5R
sériel et I'évolution de la dextérité pendant le pagsdigne configuration isotrope a une autre, ce
qui permettra de mieux comprendre comment le design d’uripukateur influe sur sa dextérité.
La prise en compte ou non des articulations virtuelles irdluela dextérité et la manipulabilité.
La détermination de courbes ou de surfaces d’isotropieod@ipnnement autres que la sphere,
ce qui permettra de trouver des manipulateurs isotropesientation et en positionnement sur
d’autres surfaces, et aidera a la détermination de rdethde classification des designs. Une
perspective d’extension de l'isotropie pourra étre eayée pour le manipulateur 4R sériel ayant
la sphéere comme surface d’isotropie en position en enidéadtuiun manipulateur 6R sériel ayant
la sphére comme surface d'isotropie en méme temps entatiiem et en positionA travers ce

dernier la notion de volume d’isotropie pourra alors éueliement étre introduite.
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ANNEXE |

ETUDE DE LA DEXT ERIT E DES MANIPULATEURS 6R SPHERIQUES ISOTROPES
PRESENTES DANS LE CHAPITRE 4

Les deux manipulateurs sphériques isotropes, preselaiés les sections 4.3 et 4.4 du chapitre
4, ont tous deux leurs deuxieme et cinquieme articulatimoides qui restent bloquées. Nous
les désignerons ces deux manipulateurs respectivemenit pat M. lls sont donc équivalents
a des manipulateurs 4R sphériques obtenus a pHitiet M, dont on aurait soudé, a tous les
deux, les deuxieme et cinquiéme articulations et que déggnerons respectivement pdf et
M. Evaluons la dextérité, la manipulabilité et I'erreur xitaale de positionnement (the max-
imum positioning error) (EMP) des manipulateurs 8R et M, et comparons-les a celles des

manipulateurs 4R équivalentd; et M.

.1 Comparaison des dextérités des manipulatédret M, a celles des manipulateuid; et

M

Le manipulateurV/; a la demi-sphere comme surface isotrope, son conditioaneest constant
et vaut 1,M/; garde constamment une configuration isotréffe ¢) € [0, 2x| x [0, 7]. Sur la fig-
ure .2 nous avons 'évolution de la dextérité de, on constate qué/; n’a aucune configuration

isotrope et qu’il a méme deux configurations singulieres.

Le manipulateurM, garde constamment une configuration isotrep@ ¢) € [0,2x] x [0, 7],

il a une dextérité constant&d, ¢) € [0, 2x] x [0,7]. Sur la figure 1.4 nous avons I'évolution du
conditionnement dé/;, on constate qué/, n'a aucune configuration isotrope, mais garde une
dextérité constante et se trouve constamment au vositkdjisotropie, le conditionnement de sa

jacobienne est constant et vau®.
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On constate ainsi que la dextérité, evalueée commediis® du conditionnement de la jacobienne,
est un indice nettement plus cohérent et plus représntagu’il est appliqué aux manipulateurs

équivalents\/, et M/, plutt qu’aux manipulateurs/; et M.

.2 Comparaison des manipulabilités tig et M, a celles deV/] et M, respectivement

La manipulabilité deV/, est égale &/2 V(0, ¢) € [0, 2x] x [0, 7] alors que celleV/] est variable

et méme nulle pouv = /2 et = 37/2 comme on peut le voir sur la figure 1.2 qui montre
I'évolution de la manipulabilité dé/;. Cependant, il est interessant de constater la similitude
d’évolution entre la dextérité et la manipulabilité ti§ qui s’annulent pour les mémes valeurs et

atteignent aussi leurs maxima pour les mémes valeurs.

La manipulabilité del/, est aussi égale 2v/2 pourV(6, ¢) € [0,2x] x [0, 7/2] alors que celle
de M} vaut/2 pour¥(, ¢) € [0, 27] x [0, 7/2]. Contrairement & la manipulabilité dé, et M/,

z

celle M, et celle deM) évoluent de la méme maniére.

On constate aussi pour la dextérité, évaluée commeciaealu produit de la jacobienne par
sa transposée est un indice nettement plus cohérentsetggtesentatif lorsqu’il est appliqué aux

manipulateurs équivalentd, et M/, plutdt qu’aux manipulateurd/;, et M.

.3 Comparaison des conditionnements de dispositial/det M/, a celles dé\/] et M, respec-

tivement

La jacobiennel est une matricen x n, le conditionnement de disposition (CD) défini dans [15]

est donné par la formule
trm(JJT)

) =\ rden3a™

(1.1)
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Le conditionnement de disposition du manipulatdiy est constant et vaut 1 poti(6, ¢) €
[0,27] x [0,7]. Sur la figure 1.6 nous avons I'évolution du conditionneinéa disposition de
M, on constate qué/; n'a aucune configuration isotrope et qu’il a méme deux condiions

singulieres.

Le conditionnement de disposition dé, est aussi égale hpourV(6, ¢) € [0,27] x [0,7/2],
celui de M) vaut1.08 pourV(6, ¢) € [0,2n] x [0,7/2]. Contrairement aux CP d&/; et M,

ceuxMV/, et celle deM/ évoluent de la méme maniere et sont trés voisins I'uriadgre comme le

montrent la figure 1.8.

Dans ce cas aussi on constate que le CD est un indice nettplagbhérent et plus représentatif
lorsqu’il est appliqué aux manipulateurs équivalehtset M, plutdt qu’aux manipulateurs/;
et M7. Les manipulateurd/; et M, ont la méme dextérité et la méme manipulabilité, il$ par

conséquent le méme CD.

I.4 Comparaison des EMP d¢, et )/, a celles deV/] et M) respectivement

L'erreur maximale de positionnement (EMP) (the maximumitpmsing error) présenté dans [27]
pour les manipulateurs paralleles est définie comme larsdes valeurs absolues des élements
des rangées de la matrice jacobienne. Dans le cas des naeipa sphériques 6R la matrice
jacobienne possede 3 rangées. La somme des valeursedbdehiélements de la premiere rangée
représente 'EMP pour la rotation autour I'axe (OX), celéela deuxieme rangée représente 'lEMP
pour la rotation autour I'axe (QY) et celle de la troisierepnésente I'EMP pour la rotation autour

I'axe (OZ). Les axes (OX), (OY) et (OZ) étant les axes dierede la base.

L’'évolution des erreurs maximales de positionnement ([E e maximum positioning error)
pour différentes valeurs depour M, et M sont présentées dans les figures 1.9, 1.10 et celles pour

M, et M, sont présentées dans les figures 1.11, 1.12.
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L'EMP minimale pour la rotation autour de (OX) de; est dans tous les cas environ le dou-
ble de 'EMP minimale deV/; pour la rotation autour de (OX). De plus, I'allure générdes
courbes représentant 'EMP pour la rotation autour de (@X)//; et M, est differente notam-

ment lorsqué) = 0 ouf = 7/2.

LEMP minimale pour la rotation autour de (OX) dd, est dans tous les cas environ le dou-
ble de FTEMP minimale de\/;, pour la rotation autour de (OX). De plus, I'allure générdes
courbes représentant 'TEMP pour la rotation autour de (@X)/, et M, est differente sauf pour
0 =m/2.

De plus, contrairement aux indices utilisés dans les@estprécédentes, I'évolution de l'indice
EMP dpend de I'anglé. Les écarts entre valeurs de 'EMP autour de I'axe (OX) obs$epour des
manipulateurs équivalents sont plus nettement plus itapts que ceux obtenus avec les autres

indices étudiés dans cette annexe.

Les évolutions de 'EMP autour des axes (QY) et (OZ) donmkss résultats similaires a ceux
'EMP autour de I'axe (OX). On constate que pour des manipuls sériels, EMP est un indice
moins apte a servir de mesure de la dextérité ou de la itaghien manipulateur a positionner ou
a orienter avec précision son effecteur que le condigoment de la jacobienne, la manipulabilité
ou le CD.

Ces résultats permettent de constater que les indicesestgour évaluer la dextérité ou la manip-
ulabilité ne peuvent étre considérés comme des indiéésitifs de quantification de la dexteérité.
Le conditionnement de disposition semble étre un meiliedice de mesure de la dextérité car
sa valeur poun//) est plus voisine de 1, donc plus voisine de célle que ne I'est le condition-
nement de sa jacobienne. L'étude de la valeur du C/det M7, M, et M) confirme que certains

indices peuvent étre vus comme plus appropriés que ésaptur I'évaluation de la dextérité. En
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se basant sur les manipulateurs équivalént®t M, et les manipulateurs équivaleritt et M2,

'EMP est I'indice le moins approprié pour évaluer la daxé des manipulateurs sériels.

La détermination d’'un indice de dextérité qui donnefaiméme valeur lorsqu’il est appliqué
aux jacobiennes d&/; et M ainsi qu'a celles dé/, et M, serait encore plus performant que le

CD qui semble étre I'indice local le plus évolué de |littture.

L'existence de ces deux paires de manipulatdurg, M} et {M,, M;} donne une base de
recherche pour la détermination d’indices de dextéwit@ux ou globaux qui soient égaux lorsqu’ils

sont appliqués a ces deux paires de manipulateurs.
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Figure 1.1 Inverse du conditionnement de la jacobienne duoipuateur)/{
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Figure 1.2 Manipulabilité du manipulatedr;
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Figure 1.3 Conditionnement de la jacobienne du maniputatéi
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Figure 1.4 Manipulabilité du manipulatedt;
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Figure |.5Evolution du CD de la jacobienne du manipulatédr
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Figure .6Evolution du CD de la jacobienne du manipulatédy
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Figure .7Evolution du CD de la jacobienne du manipulatédy
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Figure .8Evolution du CD de la jacobienne du manipulatédy
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0 et ¢ sont exprimés en radian

Figure |.9Evolution de I'erreur maximale d’orientation sur I'axe OX% Jo/h
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Figure .10Evolution de I'erreur maximale d’orientation sur I'axe OX 8/
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0 et ¢ sont exprimés en radian

Figure I.11Evolution de I'erreur maximale d’orientation sur I'axe OX% 078
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Figure I.12Evolution de I'erreur maximale d’orientation sur I'axe OX 8/,



