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AOÛT 2011

© Khaled Akrout, 2011.
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Je remercie les professeurs Clément Fortin, René Mayer etFrançois Trochu pour leur soutien
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RÉSUMÉ

Cette thèse traite des manipulateurs sériels en tant que chaı̂nes cinématiques ouvertes simples.

Plus précisément ce sont les parcours continus sur lesquels de tels manipulateurs gardent con-

stamment une configuration isotrope qui sont l’objet de l’étude. La capacité d’un manipulateur

à orienter et à déplacer son effecteur est un point déterminant pour la réalisation de tâches. Plus

cette capacité est grande, meilleure sera la possibilitéde réalisation des travaux par le manipula-

teur. La capacité maximale est atteinte à des configurations dites isotropes. Jusqu’à récemment,

les seules configurations isotropes atteignables par les manipulateurs étaient des configurations

isolées, ou des configurations que nous qualifions de triviales, c’est-à-dire des configurations is-

sues de la rotation de la première articulation. L’apport nouveau de ce travail de recherche est

de prouver l’existence de parcours isotropes non triviaux.Ainsi, plusieurs manipulateurs peuvent

effectuer des tâches sur des parcours non ponctuels ou non circulaires avec une dextérité accrue

loin des singularités.

Des manipulateurs sériels ayant non seulement des parcours isotropes continus ont été déterminés,

mais aussi des manipulateurs ayant des surfaces isotropes.Ces surfaces isotropes sont déterminées

pour des manipulateurs sphériques et non sphériques. L’isotropie d’orientation et l’isotropie de

position sont étudiées séparément, puis simultanément.

Les différentes définitions de la dextérité des manipulateurs proposées depuis plus de deux décen-

nies trouvent aussi par ce travail l’occasion d’un nouvel éclairage à travers le concept des articu-

lations virtuelles introduites dans les chapitres 4 et 5.

Le chapitre 2, qui fait suite à l’introduction et à la revuede littérature, traite du conditionnement et

de l’isotropie. La plupart des résultats et exemples qui y sont exposés sont puisés dans la littérature

et visent à montrer l’importance de ces notions qui sont utilisées comme fondement de ce travail

de recherche.
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Le chapitre 3 prouve un résultat important : la non-existence de parcours isotropes continus non

triviaux pour les manipulateurs sphériques ayant moins de6 articulations. Il a permis de simplifier

le travail en focalisant la recherche sur les manipulateurssphériques 6R, ce qui a permis d’obtenir

les résultats du chapitre 4 qui prouvent l’existence de manipulateurs sphériques ayant des surfaces

isotropes et même l’existence d’un manipulateur qui gardeune configuration isotrope pour toute

orientation de son effecteur.

Le chapitre 5 montre l’existence d’un manipulateur sériel4R isotrope en position sur toute une

sphère et compare la dextérité du manipulateur selon lescritères basés sur le conditionnement de

la matrice jacobienne et sur le déterminant du produit de celle-ci par sa transposée : une analogie

très intéressante a alors été mise en évidence. Le découplage entre l’isotropie d’orientation et

l’isotropie de position a été présenté à travers un manipulateur pouvant avoir des parcours conti-

nus au voisinage de l’isotropie en orientation et en même temps au voisinage de la singularité en

position. Il semble aussi, contrairement aux premières impressions que l’isotropie de position est

plus facile à obtenir que l’isotropie d’orientation pour un manipulateur sérielnR.

Dans cette thèse, de nombreux résultats sont nouveaux et ouvrent d’intéressantes perspectives

sur des recherches futures comme des situations nouvelles proches de l’isotropie en orientation et

en même temps proches de la singularité en position et inversement. La détermination des designs

permettant certains parcours continus isotropes particuliers préalablement fixés peut aussi être en-

visagée.

Contributions

Ce travail a permis l’introduction des parcours continus isotropes et des surfaces isotropes. Des

exemples de ces parcours et de ces surfaces ont été donnéspour des manipulateurs sphériques et

non sphériques. Il a aussi permis de déterminer le nombre minimal d’articulations nécessaires pour

l’obtention de parcours isotropes. Une méthode géométrique de résolution du système d’équations

définissant les conditions d’isotropie a permis de déterminer la matrice jacobienne générale d’un
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manipulateur 5R sphérique et peut permettre la détermination de la matrice jacobienne générale

d’un manipulateur 6R sphérique, ce que la résolution alg´ebrique des mêmes systèmes ne permet

pas. L’introduction de la notion d’articulation virtuellea permis d’obtenir un moyen d’évaluation

des différents index de dextérité et aussi d’avoir plus de précision par la possibilité de réaliser des

calculs plus précis en utilisant des jacobiennes isotropes.
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ABSTRACT

This thesis deals with serial manipulators as simple openedkinematics chains.These are more pre-

cisely the continuous paths, upon which such manipulators always keep an isotropic configuration,

that are the subject of the study. The capacity of a manipulator to direct and move its effector is

a decisive point in carrying out tasks. Bigger is this capacity better will be the possibility for the

manipulator to carry out tasks. The maximal capacity is reached for isotropic configurations. Until

recently, the only reachable isotropic configurations by manipulators were isolated configurations,

or configurations that we call trivial which means they result from the rotation of the first joint.

The contribution of this thesis is to prove the existence of non trivial isotropic paths.Thus, many

manipulators can perform tasks on non punctual or non circular paths with an improved dexterity

far from singularities.

Not only serials manipulators with contiunous isotropic paths have been found, but also manipula-

tors with isotropic surfaces.These isotropic surfaces aredetermined for spherical and non spherical

manipulators. The isotropy of orientation and isotropy of position are studied separately, then si-

multaneously.

Through the concept of virtual joints introduced in chapter4 and 5, this work is also the op-

portunity to bring a new clarification on the various definitions of manipulators dexterity that have

been proposed for more than two decades.

The chapter 2 which ensue from the introduction and related works deals with the condition-

ing and the isotropy. Most of the expounded results and examples are draged from related papers

and aim at showing the importance of these notions which are used as a basis of this research.

The chapter 3 proves an important result: the non existence of non trivial continuous isotropic

paths for spherical manipulators with less than 6 joints. Itenabled to simplify the work by fo-

cusing the research study on spherical manipulators 6R, which enabled to obtain the results of
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chapter 4 that proves the existence of spherical manipulators having isotropic surfaces, and that

even proves the existence of a manipulator which keep an isotropic configuration for all orienta-

tion of its effector.

The chapter 5 reveals the existence of an isotropic serial manipulator 4R in position on a sphere.

It also compare the dexterity of a manipulator according to criterions based on the conditioning

of the jacobian matrix and on the determinant of its product with its transpose: a very interesting

analogy was then brought to light. The decoupling between the isotropy of orientation and position

was presented through a manipulator being able to have continuous paths around the orientation

isotropy and, at the same time, around the singularity in position. It also appears, in contrary to

the first impressions, that the isotropy of position is easier to obtain that the isotropy of orientation

in the case of a serial manipulator nR.

In this thesis, a lot of results are new and establish interesting prospects on future research study

like new situations close to the isotropy in orientation andat the same time close to the singularity

in position, and vice-versa. Determination of patterns allowing some specific isotropic continuous

paths beforehand setted, can be also considered.

Contributions

This work let us introduce isotropic continuous paths and isotropic surfaces. Some examples

of these paths and surfaces were given for spherical and non spherical manipulators. It also en-

abled to determine the minimum number of needed joints to getisotropic paths. A geometrical

resolution of the equations system defining isotropic conditions enabled to determine the general

jacobian matrix of a spherical manipulator 5R and can enablethe determination of the general

jacobian matrix of a spherical manipulator 6R, what an algebraic resolution of the same systems

can not perform. The introduction of the virtual joint notion enabled to obtain an estimation mean

of the various indexes of dexterity and also to have a better accuracy by performing more accurate

calculation using isotropic jacobian matrices.
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1.1 Degré de liberté, liaison et mécanisme . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 2
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2.4.2 Méthode de résolution algébrique de système . . . .. . . . . . . . . . 30

2.5 Isotropie de positionnement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 31
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4.3.2 Paramètres de Denavit-Hartenberg et manipulateursassociés . . . . . . . 77

4.3.3 Exemple de trajectoire isotrope continue . . . . . . . . . .. . . . . . 78

4.3.4 Espace de travail . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.4 Manipulateur 6R sphérique isotrope pour toute orientation de son effecteur . . . . 82

4.4.1 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .82
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Figure 5.13 Racine du déterminant deB′′B′′T en fonction deθ pour des valeurs

fixes de ǫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Figure I.1 Inverse du conditionnement de la jacobienne du manipulateurM ′
1 . . . . 131

Figure I.2 Manipulabilité du manipulateurM ′
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par méthode géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Tableau 4.1 Orientation des axesxi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

Tableau 4.2 Valeurs des anglesαi etθi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Tableau 4.3 Orientation des axesxi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Tableau 4.4 Paramétres de Denavit-Hartenberg du manipulateur associé àJ′ . . . . . 86
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

La robotique peut être définie comme des études et techniques tendant à concevoir des systèmes

mécaniques, informatiques ou mixtes, capables de se substituer à l’homme dans ses fonctions

motrices, sensorielles et intellectuelles [1].

Un manipulateur robotique est un système mécanique polyarticulé mis en mouvement par des

moteurs contrôlés par un système de commande. Selon les commandes passées aux moteurs des

articulations, des tâches nombreuses et variées peuventêtre effectuées par le manipulateur. La

conception des robots est fonction des mécanismes utilis´es, le nombre de degré de liberté ou le

type d’articulations utilisées. De ces différents paramètres dépend la complexité de la cinématique

du manipulateur.

Les manipulateurs robotiques peuvent être représentéspar des chaı̂nes cinématiques de corps

rigides reliées entre elles par des articulations. Le rôle des articulations, actionnées ou non par des

moteurs, est d’amener l’effecteur ou organe terminal à uneposition et une orientation données, à

des vitesses et des accélérations données. Les actionneurs peuvent être de type électrique, pneu-

matique ou hydraulique. Des capteurs peuvent aussi être incorporés au manipulateur pour lui

permettre d’interagir avec son environnement. Le systèmede commande récupère alors les in-

formations fournies par les capteurs pour mieux affiner les ordres donnés aux actionneurs, ce

qui améliore la précision du positionnement et de l’orientation de l’effecteur. Plusieurs sortes de

capteurs sont utilisées en robotique : capteurs de position, capteurs de vitesse ou d’accélération

articulaires, etc.
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1.1 Degŕe de liberté, liaison et ḿecanisme

Le nombre de degrés de liberté (ddl) d’un mécanisme est lenombre de paramètres indépenda-

nts qui permettent de définir les configurations du mécanisme. Pour une articulation liant 2 corps

rigides, le nombre de ddl de l’un par rapport à l’autre, est fonction du genre d’articulation. Lorsque

ce nombre est égal à 1, ce qui est fréquemment le cas en robotique, l’articulation est dite simple

: soit rotoı̈de, soit prismatique, soit helicoı̈dal. Le ddldes liaisons cinématiques inférieures est

inférieur ou égal à 3.

La pose d’un solide dans l’espace requiert six paramètres indépendants (6 ddl) :

- 3 paramètres indépendants définissent la position d’unpoint du solide, notéP dans le repère

fixe,

- 3 paramètres indépendants définissent l’orientation du solide autour du pointP .

En pratique, les manipulateurs sont souvent dotés de 6 ddl,i.e, six articulations motorisées, ce qui

permet de spécifier n’importe quelle pose, position et orientation, de leur effecteur.

Une articulation complexe avec un nombre de ddl supérieur `a 1 peut toujours se ramener à une

combinaison d’articulations rotoı̈de, prismatique ou helicoı̈dal. Par exemple, une rotule ou articu-

lation sphérique peut être obtenue avec trois articulations rotoı̈des dont les axes sont concourants.

Une liaison entre deux solides limite le nombre de ddl d’un solide par rapport à l’autre. On appelle

le nombre de ddl de la liaison le nombre de paramètres indépendants permettant de définir la lo-

calisation (position et orientation) de l’un par rapport àl’autre dans tout déplacement compatible

avec la liaison.

- un cube sur un plan a 3 ddl : 2 ddl pour fixer les coordonnées d’un point dans le plan et un ddl

pour déterminer son orientation dans le plan.

- une sphère sur un plan a 5 ddl : 2 ddl pour fixer les coordonnées d’un point dans le plan et 3 ddl

pour déterminer son orientation dans le plan.

Une chaı̂ne cinématique est un ensemble de corps rigides reliés par des liaisons cinématiques
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qui imposent un mouvement relatif de l’un par rapport à l’autre. Il existe deux types de liaisons

cinématiques : les liaisons cinématiques inférieures et les liaisons cinématiques supérieures. Dans

une liaison cinématique inférieure, le contact entre les2 corps rigides reliés se fait sur toute une

surface. Les 6 liaisons cinématiques inférieures : cylindrique, hélicoı̈dale, planaire, prismatique,

rotoı̈de et sphérique, ont respectivement 2, 1, 3, 1, 1 et 3 degrés de liberté. Dans une liaison

cinématique supérieure, le contact se fait sur un segmentou un point, par exemple dans un roule-

ment, un galet ou une came.

La structure RRR dont les trois axes sont concourants forme une articulation sphérique et s’utilise

généralement comme un poignet. Le robot ainsi obtenu, en lui associant un porteur à 3 ddl, est en

robotique une structure classique à 6 ddl. Elle permet d’assurer un découplage entre la position et

l’orientation de l’effecteur.

Un mécanisme est un système de corps conçu afin de convertir des mouvements de, et des forces

sur, un ou plusieurs corps en mouvements contraints de, et des forces sur, d’autres corps [3].

Le degré de connectivité d’un corps rigide est le nombre decorps rigides qui lui sont reliés à

travers les liaisons cinématiques. On distingue deux types de mécanismes :

- les mécanismes en chaı̂ne simple ouverte (ou en série): lorsqu’on parcourt ce mécanisme, on ne

repasse jamais sur la même liaison ou le même solide. Ce genre de mécanisme est le plus répandu.

Le degré de connectivité de toutes les liaisons composantun mécanisme en chaı̂ne simple est égal

ou inférieur à 2.

- les mécanismes en chaı̂ne complexe : tout ce qui n’est pas en chaı̂ne simple. De tels systèmes

se subdivisent en deux groupes : Les chaı̂nes structurées en arbre et les chaı̂nes fermées. Ces

dernières ont a priori l’avantage d’être plus rigides, plus précises, capables de manipuler de lour-

des charges. Le degré de connectivité d’au moins une des liaisons composant un mécanisme en

chaı̂ne complexe est supérieur à 2.

Une chaı̂ne simple peut être ouverte ou fermée. Une chaı̂ne simple est dite fermée si chaque

membrure est liée à deux autres membrures. Elle est dite ouverte si elle contient exactement deux
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membrures, dont la dernière, liées à seulement une seulemembrure. Dans les chaı̂nes ouvertes, la

première membrure est appelée la base tandis que la derni`ere est appelée effecteur.

Dans la suite, nous considérerons uniquement les manipulateurs en chaı̂ne simple ouverte.

1.2 Définitions et terminologie

La pose de l’effecteur est l’orientation et la position du repère lié à la dernière membrure du ma-

nipulateur dans l’espace cartésien lié au repère de la base du manipulateur.

La configuration d’un manipulateur est sa géométrie dans l’espace à un instant donné.

L’architecture d’un manipulateur est la chaı̂ne cinématique de membrures rigides qui le com-

posent, et qui sont assemblées par des articulations permettant leur mouvement relatif. Le design

cinématique d’un manipulateur est la détermination de son architecture.

L’espace articulaire d’un manipulateur est l’espace des variables articulaires. Sa dimension est le

ddl du manipulateur.

Le volume de travail est l’ensemble des points pouvant êtreatteints par le point d’opération de

l’effecteur. L’espace de travail d’un manipulateur est l’ensemble des poses pouvant être atteintes

par l’effecteur.

L’espace de tâcheT d’un manipulateur est l’ensemble des poses atteintes par l’effecteur pour

réaliser une tâche déterminée. L’espace de tâcheT d’un manipulateur est un sous-espace de

l’espace de travailW du manipulateur.

L’espace opérationnelO d’un manipulateur est l’espace dans lequel est représent´ee la pose de

l’effecteur. La dimension de l’espace de tâche d’un manipulateur est inférieure ou égale à la

dimension de son espace de travail qui est inférieure ou égale à la dimension de son espace artic-

ulaire.

Une configuration singulière d’un manipulateur est une configuration qui entraı̂ne une réduction

de la mobilité de l’effecteur, c’est-à-dire la perte par le manipulateur sériel d’un ou plusieurs

degrés de liberté.
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Le modèle géométrique est le système d’équations qui permet de passer de l’espace articulaire à

l’espace de travail et inversement dans la détermination des variables articulaires ou cartésiennes.

Le modèle cinématique est le système d’équations qui permet de passer des vitesses des co-

ordonnes oprationnelles aux vitesses articulaires et inversement. Le modèle dynamique est le

système d’équations qui permet d’exprimer le mouvement du robot permettant d’établir les rela-

tions entre les forces exercées par les actionneurs (couples) et l’état des variables articulaires.

Pour une tâche spécifique, le mouvement de l’effecteur peut décrire tout l’espace opéra-tionnel

ou seulement un sous-espaceT deW appelé espace de tâche. En notant dim(T) la dimension de

l’espace de tâche, dim(A) la dimension de l’espace articulaire et dim(W) la dimension de l’espace

d travail, on doit naturellement avoir dim(T) ≤ dim(W) sinon la tâche ne peut être réalisée par le

manipulateur. Pour une tâche spécifique, un manipulateursériel est dit cinématiquement redon-

dant si dim(T) < dim(A). On a bien sûrdim(T) ≤ 6. Le degré de redondance cinématique du

couple tâche-manipulateur est égal à dim(A)−dim(T). Dans un système ayant un degré de redon-

dance cinématique non nul, il est possible de changer la configuration du système sans changer

la pose de l’effecteur. Le bras de l’être humain est un exemple typique de manipulateur redon-

dant ayant plus de 6 degrés de liberté. Si l’épaule et la pose de la main sont fixées, le bras peut

se mouvoir grâce à la mobilité additionnelle associée au degré de liberté redondant. On peut

alors éventuellement éviter des obstacles dans l’espacede travail. En outre, si une articulation

du manipulateur redondant atteint ses limites, il peut y avoir d’autres articulations qui permettent

l’exécution du même mouvement de l’effecteur.

Un manipulateur sériel ayantn articulations, rotoı̈des ou prismatiques, possèden variables artic-

ulaires que l’on peut regrouper dans un vecteurθ de dimensionn et3n paramètres qui définissent

l’architecture du manipulateur. Le vecteurθ définit la posture du manipulateur.

La notation de Denavit-Hartenberg (DH) permet une définition précise de l’architecture d’un ma-

nipulateur par les paramètres de DH. La notation de DH est présentée de manière détaillée dans
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[2].

1.3 Fondement de ce projet de recherche

Le positionnement et l’assemblage de haute précision, ainsi que le micro-usinage, requièrent

des manipulateurs performants. Ces manipulateurs doiventprésenter une bonne répétabilité et

une bonne précision de positionnement et d’orientation sur plusieurs degrés de liberté. Afin

d’atteindre des temps de cycle réduits aussi bien qu’une bonne robustesse vis-à-vis des perturba-

tions extérieures, des performances cinématiques et dynamiques élevées sont recherchées. Dans

ce but, ce travail traite de la conception de manipulateurs robotiques ayant des parcours isotropes

continus capables d’atteindre des exécutions et des rép´etabilités de positionnement de précision.

Chez l’être humain, la facilité, le confort et l’aisance de mouvement dans des tâches de précision

peuvent être des notions que l’on peut chercher à étendreaux performances des dispositifs mécani-

ques. Par exemple, dans les membres de l’être humain, Léonard de Vinci a montré que le rap-

port de la longueur de l’avant-bras par celle du bras est autour de
√

2/2 quelque soit la taille de

l’individu. Lorsque nous exécutons des manoeuvres qui requièrent une grande dextérité, ou que

nous cherchons des positions confortables, l’angle entre le bras et l’avant-bras tend à être entre

30◦ et 60◦. Il a été démontré dans [6] que pour un manipulateur planaire 2R, comme le bras et

l’avant-bras d’un individu, en termes d’optimalité du conditionnement de la matrice jacobienne,

le rapport des longueurs des liens est de
√

2/2 et la valeur de l’angleθ2 = 45◦ est précisément le

milieu entre30◦ et60◦.

Une autre analogie est la forme du serpent Cobra dans sa position d’attaque. Cette position est

celle qui lui offre le plus de dextérité et d’aisance pour attaquer et se défendre. Un manipulateur

sériel ayant un nombre de liens comparable au nombre de vertèbres du cobra aurait une configu-

ration isotrope dans la forme du cobra en position d’attaque[5].
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Interprétation géométrique de l’isotropie

Comme nous le verrons dans l’étude du conditionnement des matrices lors de la résolution d’un

système linéaireAx = b au chapitre 2, selon le conditionnement deA et l’orientation du vecteur

b, la distorsion de la solutionx peut être plus ou moins importante. Par contre, siA est isotrope

aucune distorsion ne se produit,A transforme alors une sphère en une autre sphère de rayon

plus ou moins grand. On le constate en appliquant la décomposition polaire [7] à une matriceA

quelconque. La matriceA peut alors s’écrire

A ≡ RU ≡ VR (1.1)

où R est une matrice orthogonale etU et V des matrices définies non négatives. Transformons

parA le vecteurx

z = Ax et y = Ux (1.2)

ainsi U transformex en y et R transformey en z. La matriceU transforme une sphère en

une ellipsoı̈de dont les demi-axes ont pour longueurs les valeurs propres deU. Tandis queR ne

déforme pas l’objet qu’elle transforme, carR est orthogonal, l’image de l’ellipse parR sera une

autre ellipse ayant simplement une orientation différente comme montrée sur la figure 1.1. Ainsi,

si A est isotrope, toutes ses valeurs singulières sont identiques, elle transforme alors une sphère

en une autre sphère de rayon plus ou moins grand. La figure 1.1montre la distorsion du cercle

transformé en ellipse lorsqueA n’est pas isotrope.

Dans ce travail, l’accent est mis sur l’étude des manipulateurs rotoı̈des sériels. Cette recherche

est axée principalement sur l’étude de l’isotropie cinématique de ces derniers. Il existe cepen-

dant plusieurs genres d’isotropie cinématique : l’isotropie d’orientation, l’isotropie de position et

l’isotropie globale. L’isotropie globale étant ici l’isotropie d’orientation et l’isotropie de position

en même temps.

Plusieurs propriétés cinématiques d’un manipulateur sont améliorées lorsqu’il se trouve dans une
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Figure 1.1 Interprétation géométrique de l’isotropie [5]

configuration isotrope. Elles permettent l’obtention d’une plus grande précision, et une meilleure

complexité en temps, dans la résolution des équations cinématiques et des systèmes où intervient

la matrice jacobienne isotrope associée qui est une matrice6×n pour un manipulateur sériel ayant

n articulations.

Plusieurs manipulateurs ont des configurations isotropes en position ou en orientation. De chacune

de ces configurations, nous pouvons déduire par simple rotation autour de la première articulation

un arc de cercle trivial de postures isotropes. Hormis les manipulateurs sériels présentés dans

cette thèse, les autres manipulateurs sérielsnR sont isotropes uniquement pour une configura-

tion fixe de leur effecteur. Parmi les plus élaborés, le manipulateur isotrope redondant Rediestro

[8], conçu à McGill, ne possède lui aussi que des configurations isotropes fixes. Les courbes

continues non triviales de configurations isotropes de manipulateurs dont le point d’opération de

l’effecteur parcourt une courbe continue dans des poses différentes sont naturellement beaucoup

plus intéressantes. Le but de cette recherche est de déterminer de telles courbes, comme par-
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cours de tâche, pour des manipulateurs dont le design pourrait alors être fonction de ces parcours

isotropes continus en adéquation avec les tâches à accomplir. Ces manipulateurs effectueront alors

les tâches voulues tout en gardant constamment une configuration isotrope : ils auront alors une

dextérité maximale. Cet état constant d’isotropie permettra une plus grande précision, puisque

t = Jθ̇ impliqueθ̇ = J†t, ce qui permet d’avoir△θ = (1/σ2)JT △ t, oùσ est la valeur singulière

commune deJ, sans perte de précision dans le calcul deJ† inverse génŕalisée deJ, ainsi qu’un

gain appréciable en réduction de complexité de calcul dans les exécutions, sans oublier l’absence

totale d’amplification des erreurs lors de la résolution desystèmes faisant intervenir la matrice

jacobienne.

Définition 1: SoitM un manipulateur sériel ayantJ pour matrice jacobienne, et soitA son espace

articulaire. Un parcours isotrope continu pourM dansA est une fonction vectorielleθ d’un con-

nexe I ⊆ R dansA telle que

1) θ est continue sur I

2) J(θ(t)) est isotrope∀t ∈ I

L’image de{θ(t) | t ∈ I} par la transformation géométrique directe est le parcours isotrope con-

tinu dans l’espace opérationnel associé au parcours isotrope continuθ de l’espace articulaire. On

parlera alors, selon le cas, de parcours isotrope continu dans l’espace articulaire, ou de parcours

isotrope continu dans l’espace opérationnel dans lequel sont définies les postures du manipulateur,

c’est-à-dire la position et l’orientation de son effecteur. Comme, pour un corps rigide, trois coor-

données suffisent à définir la position dans l’espace et trois angles suffisent à définir l’orientation

dans l’espace, la dimension de l’espace opérationnel est 6. Mais, l’espace de tâche qui est l’espace

dans lequel s’effectue la tâche peut être de dimension inférieure ou égale à 6.

Pour un manipulateur sphérique, un parcours du point d’op´eration de l’effecteur sur la sphère uni-

taire deR4 correspond à une succession d’orientations de l’axe de la dernière articulation, étant

donné qu’à chaque point de la sphère unitaire deR4 correspondant une orientation de cet axe. On
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peut donc faire une correspondance entre une courbe sur la sphère et un ensemble d’orientations

de l’axe de la dernière articulation.̀A chaque point de la sphère correspondant une orientation

et une seule de l’axe de la dernière articulation, et inversement à chaque orientation de l’axe de

la dernière articulation correspondant un point et un seulde la sphère. Deux variables suffisent

alors à définir l’orientation de l’axe de la dernière articulation. Cet ensemble de couple d’angles

(θ, φ) est un parcours continu de l’espace articulaire du manipulateur sphérique à condition que

cet ensemble soit connexe. La rotation autour de l’axe de la dernière articulation fournit alors un

troisième angleψ qui permet d’obtenir toutes les orientations possibles d’un corps dans l’espace.

Cependant, quelque soit la valeur deψ le manipulateur reste dans une configuration isotrope s’il

peut l’être pour une valeur quelconque de l’angleψ.

Définition 2 : Pour un manipulateur ayantJ pour matrice jacobienne etA pour espace articu-

laire, un parcours isotrope continuθ(t) = [θ1(t), θ2(t), ... , θn(t)]
T d’un connexe I⊆ R dansA

est dit trivial si pour une valeur fixe données ∈ I,

J((θ1(s), θ2(s), ... , θn−1(s), θn(t))
T ) est isotrope∀t ∈ I. Le parcours isotrope continu de

l’espace opérationnel obtenu par la cinématique directeest aussi dit trivial.

Contrairement à l’isotropie en orientation, pour l’isotropie de positionnement, la variation de

l’angle θn influe sur la propriété d’isotropie. De ce fait en général, il n’existera pas de parcours

isotrope trivial, dans l’espace articulaire ou dans l’espace opérationnel, obtenu par la variation de

l’angle de la dernière articulation c’est-à-dire par la rotation de l’effecteur autour de l’axe de la

dernière articulation.

Définition 3 : Une articulation d’un manipulateur sériel est dite virtuelle sur un parcours si sa

variable articulaire demeure constante sur ce parcours.

Définition 4 : Soit M un manipulateur sériel ayant une ou plusieurs articulations virtuelles sur
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un parcours donné. Le manipulateur sérielM ′, obtenu en retirant au manipulateurM une ou

plusieurs de ses articulations virtuelles, est dit équivalent au manipulateurM sur ce parcours. On

dira que les manipulateursM etM ′ sont équivalents sur ce parcours.

Définition 5 : SoitM un manipulateur sériel ayantJ pour matrice jacobienne, et soitA son es-

pace articulaire. Une surface isotrope pourM dansA est une fonction vectorielleθ d’un connexe

I ⊆ R × R dansA telle que

1) θ est continue sur I

2) J(θ(t)) est isotrope∀(s, t) ∈ I

Dans la suite, nous parlerons indifféremment de parcours continu isotrope ou de courbe continue

isotrope.

Les courbes isotropes non triviales permettent alors d’avoir dans l’espace opérationnel toute une

surface isotrope puisqu’il suffit de faire tourner cette courbe non triviale autour de la première ar-

ticulation pour obtenir une surface. Le point d’opérationde l’effecteur du manipulateur peut alors

parcourir toute la surface dans l’espace opérationnel pendant que le manipulateur reste constam-

ment dans une configuration isotrope. On comprend ainsi l’avantage de rechercher des courbes

isotropes non triviales.

1.4 Revue de litt́erature

1.4.1 Indices de performance cińematique

La dextérité est devenue l’une des caractéristiques lesplus importantes des manipulateurs. Plusieurs

critères ont été définis dans les dernières décenniespour quantifier et mesurer la dextérité d’un ma-

nipulateur, c’est-à-dire sa capacité et son aisance à d´eplacer et à orienter son effecteur localement
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dans une configuration particulière ou globalement sur sonespace de travail. Ces critères ont été

proposés comme des mesures de performance pour la précision des manipulations de l’effecteur.

D’une manière générale, la dextérité cinématique dumanipulateur a été typiquement rattachée au

conditionnement de sa matrice jacobienne. En effet, la matrice jacobienne qui constitue le lien en-

tre l’espace opérationnel et l’espace articulaire, amplifiera plus ou moins fortement les distorsions

selon son conditionnement, et fournira une indication sur la capacité de précision du manipulateur.

Lorsque le conditionnement est optimal, le manipulateur setrouve alors dans une configuration

isotrope et dans celle-ci il démontre des propriétés cinématiques élevées. Les critères définis sont

ainsi différentes mesures à l’éloignement du manipulateur de l’isotropie.

L’une des premières mesures de performance a été introduite par Yoshikawa dans [9]. C’est un

indice qui utilise le déterminant du produit de la jacobienne par sa transposée et non le condition-

nement de la jacobienne. Il a été nommé indice de manipulabilité et défini parW =
√
det(JJT ).

Lorsque la jacobienne est de plein rang,W = σ1σ2 · · ·σn, le produit des valeurs singulières deJ.

L’utilisation de cet indice de manipulabilitéW a été appliquée à un manipulateur 2R planaire par

Yoshikawa, dans ce cas, la manipulabilité optimale est obtenue pour un rapport des longueurs des

membrures égales à1 et l’angleθ2 = ±π/2. Ces résultats ne concordent pas avec ceux obtenus

en utilisant d’autres indices comme le conditionnement de la jacobienne.

Le conditionnement de la matrice jacobienneκ(J) a été introduit par Salisbury et Craig dans

[6] comme mesure de la performance cinématique des manipulateurs et pour parvenir à obtenir

l’isotropie de ceux-ci. Les auteurs l’ont ensuite appliqu´e à un manipulateur 2R planaire, ils

ont alors obtenu un rapport des longueurs des membrures égal à
√

2/2 et la valeur de l’angle

θ2 = ±3π/4.

Un indice de mesure de performance est présenté dans [10],le Global Conditionning Index (CGI).

Il est aussi basé sur le conditionnement de la jacobienne. Cet index cherche à représenter la dis-
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tribution du conditionnement sur l’ensemble de l’espace detravail. Il est défini ainsi

CGI ≡
∫
W

( 1
κ
)dw∫

W
dw

Contrairement à d’autres indices, le CGI est un indice global. L’application de cet indice au cas

d’un manipulateur planaire 2R permet de retrouver les résultats de [6]. Dans [10], l’application du

CGI a aussi été faite sur un manipulateur parallèle. Cet indice est aisément applicable sur des cas

de manipulateurs simples, pour des manipulateurs à architecture complexe, l’emploi de méthodes

numériques devient nécessaire.

L’isotropie de position et l’isotropie d’orientation sontexaminées par Klein et Miklos dans [11]

qui définit l’isotropie spatiale comme le reflet de la capacité du manipulateur à positionner et à

orienter simultanément et indépendamment l’effecteur.Pour la précision des manipulations à un

point donné de l’espace de travail, l’isotropie spatiale du manipulateur est, selon les auteurs, la

première caractéristique concernée.

Plusieurs indices de dextérité proposés dans la littérature sont présentés par Klein et Blaho dans

[12] : le déterminant pour les manipulateurs non redondants [13], la manipulabilité pour les ma-

trices jacobiennes rectangulaires [9], la décompositionen valeurs singulières des jacobiennes de

plein rang carrées ou rectangulaires, le conditionnementde la jacobienne pour son estimation de

la précision ou l’amplification des distorsions, exprimédans la norme2. Le changement prononcé

de la valeur singulière minimale au voisinage d’une singularité suggère de prendre celle-ci comme

mesure locale de la dextérité. Klein et Blaho, dans [12], ne peuvent conclure quant à la supériorité

d’une mesure par rapport à une autre. Cependant, il y est montré qu’entre le déterminant et le con-

ditionnement d’une jacobienne, si une configuration est optimale pour l’un, elle aura une valeur

raisonnable pour l’autre.

Une théorie pour l’optimisation de la dextérité des manipulateurs a été développée par Park et

Brockett [14]. Une formulation de la dextérité et du volume de l’espace de travail indépendante des
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coordonnées de représentation a été donnée. Une approche nouvelle et originale est présentée par

la relation qualitative entre la dextérité et l’espace detravail. Cependant, l’utilisation de notions

particulières comme celle de variétés riemanniennes etleur présentation succincte dans l’article

demande une spécialisation avancée pour pénétrer cet article qui semble énoncer des résultats im-

portants pouvant être mis à profit.

Une nouvelle mesure du conditionnement pour les manipulateurs sériels a été formulée par Ran-

jbaran et Angeles dans [15]. Cette mesure appelée, par les auteurs, conditionnement de la dis-

position (layout conditionning) est fournie comme mesure de la dextérité. La longueur de la

disposition (layout lenght) définie comme la valeur des moindres carrés des distances des axes des

articulations au centre de la disposition (layout center),est utilisée comme longueur caractéristique

pour homogénéiser la matrice jacobienne. Le conditionnement de la disposition

κL ≡

√√√√ trm(J J
T
)

mmdet(J J
T
)

oùm est le nombre de rangées de la jacobienne normaliséeJ. La publication prouve l’inégalité

κF ≤ κL ≤ κm2 , le conditionnement de la disposition est ainsi borné par le conditionnement selon

la norme de Frobenius normalisée et le conditionnement selon la norme2. Cette mesure de la

dextérité nous semble, jusqu’à présent, la mesure la plus appropriée et la plus évoluée pour la

détermination de la dextérité des manipulateurs.

L’effet de la position des actionneurs sur la dextérité des manipulateurs a été étudié par Maton

et Roth dans [16], ils ont prouvé qu’il est plus avantageux du point de vue de la performance

cinématique d’un manipulateur de placer le plus d’actionneurs le plus près possible de la base

plutôt que sur les membrures.

L’Index Global d’Isotropie (IGI), défini par Stoco, Salcudean et Sassani dans [17], a été utilisé

comme critère de performance. L’utilisation du GII comme mesure de la dextérité mène à un
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problème d’optimisation minimax. Le IGI est un indice global qui est calculé dans tout l’espace

de travailW , et varie entre0 et 1 correspondant respectivement aux configurations singuli`eres et

isotropes.

La détermination de toutes configurations isotropes possibles d’un manipulateur 4R sphérique

a été réalisée par Chablat et Angeles dans [18], les auteurs ont montré qu’il existe en tout 32 con-

figurations isotropes possibles pour un manipulateur 4R sphérique, et que ces 32 configurations

résultent de 8 configurations de base. Mais aucune étude del’évolution de la dextérité lors du

passage d’une configuration isotrope à une autre n’a été faite. Les manipulateursnR sphériques

ne peuvent avoir qu’un nombre fini de configurations isotropes lorsquen < 6. Ce résultat a été

prouvé dans le chapitre 3, mais dans ce cas aussi aucune étude de la dextérité n’a été réalisée.

Les différents indices pour la mesure de la performance desmanipulateurs ont fait intervenir dans

leur définition, soit le déterminant de la jacobienne par sa transposée, soit le conditionnement de

celle-ci, soit les deux [15], [17], [19]. Pour les manipulateurs non redondants à 6 articulations, un

nouvel index local de mesure de dextérité a été introduit comme le produit de la manipulabilité et

du conditionnement de la jacobienne [20]. Les auteurs ont prouvé que ce nouvel indice local est

indépendant du déterminant de la jacobienne. Leur indiceglobal de dextérité a été défini comme

la somme de l’indice local sur tout l’espace de travail du manipulateur. En considérant la dextérité

à partir de ce nouvel indice, les manipulateurs sphériques obtiennent une valeur de performance

globale élevée.

S’appuyant sur une précédente publication Mayorga, Carrera et Oritz dans [19] et Mayorca et

Carrera dans [21] ont défini un indice de performance cinématique basé sur le taux de variation

des conditions d’isotropie. Cet indice est défini par eux comme la somme des normes des varia-

tions de la matrice jacobienne dans le temps. Cette moyenne des variations de la jacobienne serait

pour eux plus significative que la valeur prise localement ouglobalement par celle-ci. La valida-

tion de leur critère a été faite sur un manipulateur planaire et comparé au critère de manipulabilité
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défini par Yoshikawa dans [9] :W =
√
det(J(θ)JT (θ)) = σ1(θ)σ2(θ) · · ·σn(θ), où lesσi(θ) sont

les valeurs singulières de la jacobienneJ.

1.4.2 Design cińematique

Le design des manipulateurs est considéré le plus souventà partir des critères de performance et

de faisabilité. Dans le domaine industriel, pour une tâche déterminée, la facilité de fabrication du

manipulateur est un critère important. S’y adjoint le critère de dextérité particulièrement lorsque

l’éloignement des singularités, voire leur absence, estobtenu et que la cinématique inverse en est

facilitée.

L’isotropie spatiale définie dans [11] comme le reflet de la capacité du manipulateur à position-

ner et à orienter simultanément, et indépendamment, l’effecteur est utilisée avec une technique

numérique pour la détermination des designs isotropes. Elle est appliquée pour obtenir des exem-

ples de designs redondants et non redondants.

L’utilisation de la jacobienne pour déterminer l’architecture des manipulateurs a été étudiée par

Gonzales-Palacios, Angeles et Ranjbaran dans [22], puis appliquée pour obtenir deux manipula-

teurs redondants dont la matrice jacobienne est isotrope. Il y est montré que la matrice jacobi-

enne peut être une spécification du design et être utilis´ee comme outil pour déduire des archi-

tectures de manipulateurs qu’elle représente. La minimisation du conditionnement pour obtenir

l’isotropie à travers le choix des variables de design est une technique souvent utilisée. Le manip-

ulateur isotrope DIESTRO, ayant une configuration isotrope, présenté par [23] avec la définition

du Kinematic Conditionning Index (KCI)k ≡ (100/κm)%, où κm = minθκ(J) est la valeur

minimum du conditionnement atteinte par le manipulateur concerné. Ainsi, l’index KCI varie

entre 0% et 100%, il est défini à partir d’une matrice jacobienne rendue préalablement homogène.

Les conditions d’isotropie basée sur un conditionnement optimal de la matrice jacobienne et sur

la manipulabilité optimale obtenue à partir de la définition donnée dans [9] ne donnent pas les
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mêmes paramètres de design. Dans [8], REDIESTRO, un manipulateur redondant 7R isotrope

est présenté. La longueur permettant de minimiser le conditionnement et de rendre homogène la

matrice jacobienne est calculée et nommée longueur caractéristique. Une fonction cible à min-

imiser représentant la racine de la norme de Frobenius d’une matriceM = JJT −σ2I en fonction

de l’ensemble de paramètres de design. La résolution de ceproblème d’optimisation fournit les

paramètres d’un design isotrope. Dans ce cas aussi, le manipulateur isotrope obtenu possède une

configuration isotrope. Dans [24], les fondements théoriques pour la détermination du design des

manipulateurs isotropes sont exposés. L’auteur expose aussi la manière d’utiliser la matrice jaco-

bienne pour déduire le design d’un manipulateur.

La méthode dite de l’homotopie polynomiale continue [25] aété utilisée pour déterminer le design

géométrique des manipulateurs 3R en fonction des poses que l’on cherche à leur faire atteindre.

La dextérité n’a pas été abordée par les auteurs.

Une nouvelle mesure de la dextérité des manipulateurs sériels a été formulée par [15]. Cette

mesure appelée, conditionnement de la disposition est utilisée pour la détermination du design.

Des exemples numériques sur quelques manipulateurs industriels ont été réalisés pour illustrer la

signification de ce concept.

La détermination d’un design optimal du point de vue de la manipulabilité, en utilisant celle-

ci comme critère à optimiser, en employant une méthode par algorithme génétique a été réalisée

par Khatami et Sassani dans [26]. Le Global Isotropy Index (GII), défini par [17], a été utilisé

par eux comme critère de performance. L’utilisation du GIIcomme mesure de l’isotropie en de-

sign robotique mène à un problème d’optimisation minimax. Un premier algorithme génétique

détermine localement le minimum du rapport des valeurs singulières et à cette position, et un sec-

ond algorithme génétique détermine le maximum de ce rapport à travers les différents paramètres

de design. En partant de la constatation que le conditionnement de la jacobienne a peu de sig-

nification pratique lorsque ses composantes ont des dimensions non uniformes, ces derniers ont
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présenté une technique de normalisation de la jacobiennepour rendre dimensionnellement ho-

mogènes ses composantes.

Les concepts de dextérité et de manipulabilité pour la d´etermination des designs ont aussi été

appliqués aux manipulateurs parallèles [27, 28]. Ces indices locaux utilisés dans la littérature,

dans un premier temps, pour le design des manipulateurs sériels ne sont pas très appropriés pour

les manipulateurs parallèles selon [27]. Ils ne refléteraient pas, pour ces derniers, la capacité

de précision dans l’exécution des tâches. Les indices globaux appliqués aux manipulateurs par-

allèles basés sur les indices locaux sont discutables et leur évaluation sur tout l’espace de travail

est souvent très complexe. Cette évaluation est un probl`eme ouvert. Pour [27], l’indice global

de précision le plus approprié serait la détermination d’une quantité qui borne l’erreur maximale

de position et l’erreur maximale d’orientation. Bien qu’ayant montré l’insuffisance des indices

actuels de dextérité dans l’évaluation de la précision, comme le conditionnement de la matrice

jacobienne, sur un cas simple de manipulateur parallèle, dans [27] aucune proposition susceptible

de faire évoluer ces indices n’est faite, et l’idée que desindices plus évolués pourraient servir à

une meilleure évaluation de la capacité d’un manipulateur à se positionner et à s’orienter avec

plus de précision n’est pas soulevée. Dans le chapitre 4, nous montrons aussi la nécessité de faire

évoluer les indices actuels de dextérité et de manipulabilité, tout en présentant leur corrélation

pour des manipulateurs sériels non simplistes. L’indice présenté dans [27], appelé l’erreur maxi-

male de positionnement (the maximum positioning error), a ´eté appliqué aux deux manipulateurs

6R sphériques du chapitre 4. Les résultats obtenus montrent que, pour les manipulateurs sériels,

ce critère est moins performant que le conditionnement de la disposition (Conditioning Layout)

[15].

Une approche géométrique simple a été appliquée à un robot planaire à 3 ddl pour évaluer la

précision du positionnement et de l’orientation [28]. Parcette approche géométrique, les erreurs

maximales d’orientation et de position causées par l’imprécision de la commande (actionneurs)

sont évaluées à la position nominale. Cette approche géométrique est valable uniquement pour ce
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type de robots parallèles n’ayant pas de singularité. Elle n’est donc applicable ni à d’autres types

de manipulateurs parallèles ni aux manipulateurs sériels.

Bien que certaines publications sur les manipulateurs parallèles [27] montrent l’insuffisance des

indices actuels de dextérité et de manipulabilité commequantificateurs de la capacité de précision,

elles n’abordent pas la possibilité de faire évoluer ces indices pour les faire tendre progressive-

ment vers une quantification plus exacte de la dextérité d’un manipulateur. Elles n’ont pas non

plus fourni de base à partir de laquelle on pourrait débuter pour faire évoluer les indices actuels

de dextérité et de manipulabilité. Concernant les manipulateurs sériels, nous parvenons aussi à la

même conclusion dans cette thèse. Cependant, avec le conditionnement de la disposition (Condi-

tioning Layout), Ranjbaran, Angeles et Kecskemethy ont montré dans [15], que cette amélioration

était possible. Les chapitres 4 et 5 de cette thèse fournissent des exemples concrets de manipu-

lateurs sur lesquels on peut s’appuyer pour étudier l’évolution nécessaire des indices utilisant la

matrice jacobienne.

1.5 Justificatifs de la th̀ese

Dans une configuration isotrope, un manipulateur voit ses capacités cinématiques améliorées, il

possède alors une meilleure capacité de positionner et d’orienter son effecteur. Dans [18] notam-

ment, Angeles mentionne que l’isotropie génère de la robustesse dans la fabrication, l’assemblage

et la mesure des erreurs et ainsi garantit un maximum de précision dans l’orientation.

Cette thèse se base sur l’hypothèse que l’isotropie peut ˆetre source de précision, c’est-à-dire que

dans une configuration isotrope, un manipulateur a potentiellement plus de capacité de précision

dans l’exécution des tâches à accomplir, ce qui ne prouvepas pour autant que les différents in-

dices donnés jusqu’à présent dans la littérature soit les quantificateurs définitifs de cette capacité

à orienter et à positionner avec précision l’effecteur.
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Nous avons vu dans les sections 1.3 et 1.4 l’importance de la notion d’isotropie et son utili-

sation dans l’amélioration des performances cinématiques des manipulateurs ainsi que dans la

détermination de leur design. Mais, jusque-là, l’isotropie n’a été obtenue et utilisée que pour

des configurations fixes ou des parcours triviaux découlantde celles-ci. Dépasser les situations

triviales, et étendre l’utilisation de l’isotropie à destâches courantes plus complexes procure des

avantages que cette thèse a cherché à atteindre. De ce point de vue, l’objectif a été d’étendre,

dans un premier temps, l’utilisation de l’isotropie à des parcours continus non triviaux, et dans

un deuxième temps à des surfaces ou même des volumes, étant donné, qu’en général, les travaux

industriels ne doivent probablement pas s’effectuer sur des parcours isotropes triviaux.

1.6 Structure de la th̀ese

Les objectifs à atteindre ont nécessité la détermination préalable de résultats adéquats à une

démarche ordonnée. Dans ce sens, nous avons d’abord précisé les conditions qui permettent

l’extension des conditions d’isotropie à des parcours continus. Pour cela, nous avons démontré

qu’un minimum de 6 articulations était nécessaire pour les manipulateursnR sériels pour avoir

des parcours isotropes continus. Partant de là, nous avonsalors pu déterminer un manipulateur 6R

sphérique capable de garder constamment une configurationisotrope pour toute orientation de son

effecteur. Ainsi, une surface isotrope est obtenue. Par la suite, nous avons alors pu déterminer une

surface isotrope en positionnement pour un manipulateur 4Rsériel. Puis, de cette dernière, il sera

peut-être possible, de déterminer un manipulateur isotrope en orientation, en positionnement ou

globalement sur un volume. Ainsi, à la suite des résultatsobtenus dans cette thèse, la possibilité

d’extension des avantages de l’isotropie aux tâches complexes devient alors possible.

Cette thèse consiste en six chapitres. L’introduction, larevue de littérature, la terminologie de

base en robotique, les éléments de base pour définir l’architecture des manipulateurs ainsi que le

but de l’étude sont présentés dans le chapitre 1. Les parcours et surfaces isotropes continus sont

définis et leurs avantages présentés. Différents travaux sur la dextérité des manipulateurs sont
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présentés, ainsi qu’une revue des différents concepts et indices de performances qui mesurent la

dextérité des manipulateurs. Ces mesures se basent sur lamatrice jacobienne du manipulateur, et

ses propriétés, point central de toutes les mesures de performances dans la littérature.

Dans le chapitre 2, la propriété d’isotropie de la matricejacobienne est présentée en rapport avec

les aspects théoriques du conditionnement des matrices. Le conditionnement de la matrice jaco-

bienne appliqué à la dextérité est discuté avec les notions de distance aux singularités et de sen-

sibilité des systèmes linéaires aux perturbations. Le conditionnement des matrices en général est

calculé suivant différentes normes comme celle de Frobenius. La propriété d’isotropie de la ma-

trice jacobienne, utilisée pour l’obtention d’une plus grande précision du parcours de l’effecteur,

est exposée à travers des exemples.

Le chapitre 3 prouve l’inexistence de manipulateurnR sériel sphérique ayant un parcours isotrope

continu pourn < 6. Une méthode géométrique est utilisée pour obtenir ce résultat difficile à

avoir par une méthode algébrique si tant est qu’on puisse l’obtenir de cette façon. La résolution

algébrique de systèmes non linéaires étant souvent trop complexe pour l’obtention de la solution

générale. D’une manière générale, pour les manipulateursnR sériels, l’obtention de parcours

continus isotropes ou de surfaces isotropes ne peut se réaliser si le manipulateur a moins de 6

articulations.

Le chapitre 4 prouve l’existence d’un manipulateur 6R sphérique ayant toute la sphère comme

surface isotrope dans l’espace opérationnel. L’effecteur de ce manipulateur peut prendre toutes

les orientations possibles dans l’espace pendant que ce dernier conserve constamment une con-

figuration isotrope. Le design du manipulateur est présenté ainsi qu’un parcours isotrope de ce

manipulateur avec les courbes décrites par les différentes articulations. En première partie, un

manipulateur ayant constamment des configurations isotropes sur seulement une demi-sphère est

présenté. Les deux manipulateurs sont redondants et ont deux articulations qui restent constam-

ment bloquées pour rester constamment dans une configuration isotrope.
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Le chapitre 5 présente un manipulateur 4R sériel qui gardeconstamment une configuration isotrope

lorsque le point d’opération de son effecteur parcourt la surface d’une sphère qui a été définie

comme la sphère d’isotropie. Dans son espace de travail, cemanipulateur possède aussi deux

sphères de singularités sur lesquelles il garde constamment une configuration singulière quand

le point d’opération de son effecteur parcourt l’une ou l’autre. Sur toutes les sphères comprises

entre les sphères de singularités et la sphère d’isotropie, la jacobienne du manipulateur a un con-

ditionnement constant sur chacune d’entre elles. Dans ce cas aussi, ce manipulateur est redondant

avec deux articulations qui restent fixes. On constate qu’ila suffi de seulement 4 articulations pour

obtenir l’isotropie de position sur une sphère, alors qu’il en faut au moins 6 pour obtenir l’isotropie

d’orientation sur la même surface. Il y est montré aussi qu’un manipulateur peut être au voisinage

de l’isotropie en orientation et en même temps au voisinagede la singularité en positionnement.

Le chapitre 6 correspond à la conclusion. Un résumé des r´esultats et des contributions principales

de la thèse sont présentés avec les évolutions qui peuvent être développées à partir de ceux-ci.
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CHAPITRE 2

CONDITIONNEMENT ET ISOTROPIE

Le but de ce chapitre est d’établir les bases de l’analyse dela thèse en se référant à la littérature.

En mécanique, comme dans de nombreux domaines, la détermination de l’ampleur des imprécis-

ions ou des erreurs de calibrage, de fabrication ou de mesure, est une tâche primordiale dans le

contexte d’une évolution technologique vers toujours plus de précision.

Les imprécisions et erreurs peuvent provenir de deux sources différentes : l’erreur machine dans

l’exécution de la tâche (fabrication, mesure, étalonnage, etc.) ou l’erreur de calcul lors de la

résolution des équations du problème en question. Il estsouvent possible de déterminer, voire

mesurer, l’erreur finale globale. Dans cette dernière sontindistinctement amalgamées ces deux

sources d’imprécision ou d’erreur, et il est souvent trèsdifficile, voire impossible, de déterminer

dans l’erreur globale la part de chacune des erreurs respectives. Cela provient du fait qu’une

amplification des erreurs se produit toujours lors de la résolution de systèmes linéaires faisant in-

tervenir des matrices, plus ou moins mal conditionnées, oud’une manière générale non isotropes.

Plus un système d’équations est mal conditionné plus l’amplification de l’erreur de calcul est im-

portante. D’une manière générale, il n’existe qu’un seul moyen de connaı̂tre exactement l’erreur

machine dans l’erreur finale : savoir que l’amplification deserreurs sur les données est nulle.

Cela se produit justement lorsque le système linéaire à résoudre se trouve parfaitement condi-

tionné, c’est-à-dire lorsque son conditionnement est égal à l’unité. En d’autres termes, lorsqu’il

est isotrope.

Pour cette raison, dans cette thèse, l’accent est mis sur les manipulateurs représentés par des
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systèmes isotropes, car ils devraient permettre normalement des exécutions plus précises de leurs

tâches, étant donné que pour ces manipulateurs il n’existe aucune erreur de calcul dans l’erreur

finale. Dans leur cas, leurs erreurs de calcul étant toujours nulles, il est plus facile de les calibrer

de manière à diminuer les écarts.

2.1 Matrices isotropes

Les matrices orthogonales et unitaires ont un conditionnement optimal. Elles ne sont pas les seules

ayant cette propriété, d’autres matrices la possèdent aussi. Toutes les matrices ayant un condition-

nement optimal appartiennent à l’ensemble des matrices dites isotropes.

Définition 6 : Une matriceA rectangulairem × n est dite isotrope si le produit matricielAAT

lorsquem < n ou bienATA lorsquem ≥ n est un multiple de la matrice identité.

Les valeurs singulières d’une matriceA sont les racines carrées des valeurs propres deAAT . Les

valeurs propres sont liées aux directions invariantes parla transformation. Ainsi, la transformée

parA de la direction portée par le vecteur proprex reste invariante. Les valeurs singulières con-

tiennent l’information sur la métrique, c’est-à-dire les distances, sur cette transformationA. La

figure 1.1 est l’image du cercle unité parA; c’est un ellipsoı̈de dont les longueurs des demi-axes

correspondent aux valeurs singulières maximale et minimale deA.

Dans la revue de littérature, nous avons vu différentes mesures de performances cinématiques

des manipulateurs qui utilisent le conditionnement de la matrice jacobienneκ(J) avecJ ∈ IRm×n

comme mesure de la distance aux singularités ainsi que comme mesure de l’amplification des er-

reurs dans la résolution des systèmes linéairesAx = b, que ces systèmes soient sur-déterminés

(m > n), déterminésm = n ou sous-déterminésm < n.

La distance aux singularités de la jacobienne, définie par1/κ(J), tend vers0 lorsque la matrice
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J est mal conditionnée c’est-à-dire lorsqueκ(J) −→ ∞, tandis que l’amplification des erreurs

tend à devenir très grande. Inversement, la distance aux singularités tend vers sa valeur max-

imale, c’est-à-dire vers1, lorsque la matrice jacobienneJ tend à devenir isotrope, tandis que

l’amplification des erreurs tend à devenir nulle.

Dans le cas où la matriceA est singulière, il n’existe pas de solution pour certainesvaleurs deb,

tandis que pour d’autres la solution n’est pas unique. Ainsi, si A est proche de singularités, on

peut dans certains cas s’attendre à de grandes variations de la solutionx pour seulement de petites

variations deA ou b. LorsqueA est proche de l’isotropie, à de petites variations enA et b ne

correspondront que de petites variations de la solutionx.

En prenantκ(J) = σ1/σn avecσ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn, on voit que siJ tend vers une singu-

larité alors sa valeur singulière minimaleσn −→ 0 et doncκ(J) −→ ∞.

Si J tend vers l’isotropieσ1 −→ σn doncκ(J) −→ 1

Ainsi, lorsque le conditionnement est égal à1, toutes les valeurs singulières deJ sont identiques;

elles valent la valeur singulière communeσ. Nous avons

κF (J) =
√
tr(JJT )tr((JJT )−1) (2.1)

avec

tr(JJT ) = σ1 + σ2 + ... + σn (2.2)

tr((JJT )−1) =
1

σ1
+

1

σ2
+ ... +

1

σn
(2.3)

2.2 Manipulateurs isotropes

Définition 7 : L’isotropie cinématique est la capacité d’un manipulateur à produire des mouve-

ments et des forces avec une précision égale dans toutes les directions.
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Les activités quotidiennes de l’être humain dans lesquelles il peut appliquer des mouvements

et des forces de manière égale dans toutes les directions sont perçues comme plus confortables.

Soit un manipulateur sériel dont la jacobienne normalisée estJ = [AT BT ]T ∈ R6×n, avec

A ∈ R3×n etB ∈ R3×n.

Définition 8 : Un manipulateur est dit isotrope si sa matrice jacobienne normaliséeJ ∈ R6×n

est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Définition 9 : Un manipulateur est dit isotrope en orientation si sa sous-matrice jacobienneA ∈
R3×n est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Définition 10: Un manipulateur est dit isotrope en position si sa sous-matrice jacobienneB ∈
R3×n est isotrope en au moins un point de son espace de travail.

Remarque 1 : L’isotropie cinématique d’un manipulateur est le résultat d’un choix particulier

des paramètres de Denavit-Hartenberg qui définissent l’architecture du manipulateur.

Remarque 2 : Un manipulateurnR sériel isotrope possède au moins un cercle de configura-

tions isotropes dans son espace opérationnel. Cela découle du fait que la rotation autour de la

première articulation ne change pas l’état d’isotropie du manipulateur puisque cela revient à re-

garder le même manipulateur sous un autre angle.

Remarque 3: Un manipulateur qui ne peut atteindre aucune posture isotrope est dit non isotrope.

Le manipulateur REDIESTRO est un manipulateur isotrope [8].
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2.3 Design isotrope des manipulateurs

Pour un manipulateur sérielnR, la matrice jacobienneJ est de dimension6 × n, et JJT est

de dimension6 × 6. Ainsi, la résolution de l’équation matricielleJJT = σ2I donne lieu à un

système sur-déterminé sin < 6 ou à un système sous-déterminé sin > 6. Le conditionnement

de la matrice jacobienne présenté dans les sections précédentes sera le critère principal pour la

détermination du design des manipulateurs.

Avec ei vecteur unitaire portant l’axe de rotation de laième articulation, etri le vecteur
−−−−→
OiOi+1.

Dans [2], on a

J =



 e1 e2 ... en

1
L
e1 × r1

1
L
e2 × r2 ... 1

L
en × rn



 =



 A

1
L
B



 (2.4)

A ≡
[
e1 e2 ... en

]
, B ≡

[
e1 × r1 e2 × r2 ... en × rn

]
(2.5)

La condition d’isotropieJJT = σ2I est un système de36 équations àm inconnues. CommeJJT

est symétrique, il n’y a donc que21 équations indépendantes. Nous savons que les paramètres

de Denavit-Hartenberg (DH) déterminent entièrement le design d’un manipulateur. Or, pour tout

manipulateurnR sériel4n− 3 paramètres suffisent à déterminé son design. Ces param`etres sont

Les longueurs a1, a2, ..., an

les longueurs b2, b3, ..., bn

les angles α1, α1, ..., αn−1

et les angles θ2, θ3, ..., θn

car aucun vecteurei et aucun vecteurri ne dépendent deαn, et les valeurs deθ1 et b1 ne changent

pas l’isotropie du manipulateur.

La recherche d’un design isotrope d’un manipulateurnR sériel impose donc la résolution d’un

système sous-déterminé de21 équations àm = 4n − 3 inconnues sin > 6, la résolution d’un
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système sur-déterminé de21 équations àm = 4n − 3 inconnues sin < 6, ou la résolution d’un

système déterminé de21 équations à21 inconnues sin = 6.

La condition d’isotropieJJT = σ2I donne [24]

JJT =



 AAT 1
L
ABT

1
L
BAT 1

L2 BBT



 = σ2



 I O

O I



 (2.6)

où I est la matrice identité3 × 3 et O est la matrice nulle3 × 3. La condition d’isotropie est

équivalente aux trois équations matricielles suivantes:

AAT = σ2I (2.7)

ABT = O (2.8)

1

L2
BBT = σ2I (2.9)

Les valeurs deσ et deL peuvent être déterminées à partir des équations (2.7)et (2.9). En effet, en

considérant la trace des deux membres de l’équation (2.7), nous obtenons

tr
(
AAT

)
= tr

(
n∑

i=1

eie
T
i

)
= 3σ2 (2.10)

Or

tr

(
n∑

i=1

eie
T
i

)
=

n∑

i=1

eTi ei = n (2.11)

car les vecteursei sont unitaires. Donc

3σ2 = n (2.12)

ainsi, la valeur singulière commune de la matrice jacobienne d’un manipulateurnR sériel dans

une configuration isotrope est uniquement fonction du nombre d’articulations du manipulateur.

Nous avons par 2.9
1

L2

(
n∑

i=1

(ei × ri)(ei × ri)
T

)
= σ2I3×3
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De même, si nous égalisons la trace des deux membres de l’équation (2.9), nous obtenons

tr

(
1

L2
BBT

)
=

1

L2
tr

(
n∑

i=1

(ei × ri)(ei × ri)
T

)
(2.13)

Or

tr

(
n∑

i=1

(ei × ri)(ei × ri)
T

)
=

n∑

i=1

(ei × ri)
T (ei × ri) =

n∑

1

‖ ei × ri ‖2 (2.14)

puisqueσ2 = n/3, donc la longueur caractéristiqueL, utilisée pour homogénéiser la matrice

jacobienne, est donnée par

L2 =

∑n
i=1 ‖ ei × ri ‖2

n
(2.15)

2.4 Méthodes de d́etermination d’un design isotrope

Deux méthodes sont utilisées pour déterminer un design isotrope de manipulateurs. La première

est une méthode d’optimisation du coût d’une fonction surles 4n − 3 paramètres à déterminer

sujets aux conditions d’isotropie. La seconde méthode consiste à réduire dans le système ma-

triciel (2.6) le nombre de4n− 3 paramètres à 21 et de résoudre un système de 21 équations à 21

inconnues.

2.4.1 Méthode d’optimisation

Cette première approche consiste à déterminer les variables du design isotrope en optimisant une

fonction coût qui pénalise la violation des équations d’isotropie. Pour cela, une fonctionz est

définie comme la distance du design à l’isotropie. Cette distance est obtenue à partir des4n − 3

variables de design et définie à partir de la norme de Frobenius. Nous définissons une matriceM

par ([2], [5] et [8])

M = JJT − σ2I (2.16)
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la matriceM est donc utilisée pour effectuer la mesure de la distance dela matrice jacobienne à

l’isotropie. Ainsi, nous avons un problème d’optimisation sans contrainte

z ≡‖ M ‖−→ min
x

(2.17)

équivalent à

z ≡
√
tr(MMT) −→ min

x

(2.18)

oùx est le vecteur formé des4n− 3 paramètres à déterminer et de la longueur caractéristiqueL.

Une méthode numérique a été utilisée par Angeles et Ranjbaran dans [8] pour résoudre le précédent

problème d’optimisation ce qui a permis d’avoir les param`etres de DH du manipulateur isotrope

REDIESTRO.

2.4.2 Méthode de ŕesolution alǵebrique de syst̀eme

La seconde approche consiste soit à déterminer les inconnues dans le cas des systèmes sur-

dimensionnés, soit à considérer certaines variables comme des paramètres dans le cas de systèmes

sous-dimensionnés. Le système d’équations non linéaires peut alors être résolu soit de manière

numérique, soit algébriquement en imposant certaines contraintes aux variables pour simplifier la

résolution algébrique.

Nous avons résolu algébriquement, avec des restrictions, le système d’équations non linéaires

pour un manipulateur sphérique sériel ayant5 articulations.Étant donné le choix d’un manipu-

lateur sphérique, seule l’isotropie d’orientation a ét´e prise en compte. La matrice jacobienneJ

d’un manipulateur sériel sphérique ayantn articulations estJ = [e1 e2 ... en] où ei est le vecteur

unitaire indiquant la direction de l’axe de laième articulation. La relation cinématique entre le

vecteur vitesse angulaireω de l’effecteur et le vecteur θ̇ = [θ̇1, θ̇2, ..., θ̇n]
T est Jθ̇ = ω.
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2.5 Isotropie de positionnement

Résoudre, dans le cas général, le système représentant les conditions d’isotropie de position d’un

manipulateurnR sériel est très complexe, car la détermination des vecteursri nécessaires, pour

connaı̂tre la position des articulations dépend des valeurs desθi, qui sont eux-mêmes à déterminer.

Le système à résoudre étant non linéaire, les restrictions qui permettent d’obtenir des solutions

nécessaires pour avoir des parcours continus isotropes, fournissent le plus souvent des solutions

triviales de peu d’intérêt. La variation des vecteursri déplace les articulations dans l’espace

de travail, ce déplacement se fait par la variation des anglesθi, i = 1, 2...n. Les rotations des

articulations changent les coordonnées des vecteursei, i = 2...n, et ceux-ci varient dans le temps

au cours du parcours continu. Ainsi, la grande complexité de l’isotropie de position est qu’elle

impose de vérifier à chaque point du parcours l’égalité entre les vecteurs utilisés pour le calcul de

l’isotropie de position et ceux atteints par les vecteurs unitaires portant les axes des articulations

du manipulateur. Les méthodes numériques donnent des positions fixes, et sont peu utiles dans la

recherche de parcours continus isotropes non triviaux.

2.5.1 Existence d’une infinit́e de manipulateurs planaires 4R isotropes

Comme nous le voyons sur la figure 2.1, considérons le carréABCD de centreO origine du

repère(O, i, j). Plaçons 4 articulations rotoı̈des centrées enO1,O2,O3 etO4 respectivement sur

les segments[OA], [OB], [OC] et [OD]. Puis plaçons le point d’opération de l’effecteur enO. O1

etO2 sont placés de manière à avoir la même ordonnéea, etO3 etO4 la même ordonnéeb.

Nous avons alorsr1 = [a a]T , r2 = [−a a]T , r3 = [−b − b]T et r4 = [b − b]T , ce qui nous

donne la matrice jacobienne

J =



−a −a b b

a −a −b b




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Figure 2.1 Manipulateur planaire 4R isotrope en positionnement

l1

l2

l3

l4

A B

CD

O|↑−→

ṗ = Jθ̇ avec θ̇ =




θ̇1

θ̇2

θ̇3

θ̇4




qui est isotrope siab 6= 0. Ainsi, pour chaque couple(a, b) ∈ IR2 tel queab 6= 0, nous obtenons

un manipulateur 4R planaire isotrope tel que celui montré `a la figure 2.1.

Dans la figure 2.1, en prenantO1O2 = l1,O2O3 = l2,O3O4 = l3, nous avons

θ2(t) = 3π/4 − arctan( l3
l1

), θ3(t) = 3π/4 − arctan( l1
l3

) et θ4(t) = 3π/4. Ainsi, les fonctions

θ2(t), θ3(t) et θ4(t) sont des fonctions constantes∀t, donc continues. La fonction vectorielle

θ(t) = [θ1(t), θ2(t), θ3(t), θ4(t)]
T est alors un parcours continu isotrope dans l’espace articulaire

du manipulateur 4R pourvu que la fonctionθ1(t) soit continue.
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2.5.2 Manipulateurs de positionnement planaires nR isotropes

Comme nous le voyons sur la figure 2.2, considérons le polygˆone àn côtésA0, A1...An−1 de centre

O origine du repère(O, i, j). Plaçonsn articulations rotoı̈des centrées en les pointsA0, A1...An−1.

Puis, plaçons le point d’opération de l’effecteur enO. Les pointsA0, A1...An−1 sont situés sur un

cercle de centreO. Sans perte de généralité, supposons ce cercle unitaire. On a alors

OAi = −ri =



cos(2πi/n)

sin(2πi/n)



 =



C 2πi
n

S 2πi
n



, pour i = 0, 1.....(n− 1)

Nous obtenons alors la matrice jacobienne suivante



 sin(0) sin(2π
n

) · · · sin(2πi
n

) · · · sin(2(n−1)π
n

)

− cos(0) − cos(2π
n

) · · · − cos(2πi
n

) · · · − cos(2(n−1)π
n

)





qui est isotrope sin > 2 car

sin2(0) + sin2(
2π

n
) + · · ·+ sin2(

2πi

n
) + · · · + sin2(

2(n− 1)π

n
) =

n

2

cos(0)2 + cos2(
2π

n
) + · · · + cos2(

2πi

n
) + · · ·+ cos2(

2(n− 1)π

n
) =

n

2

sin(0) cos(0) + · · ·+ sin(
2πi

n
) cos(

2πi

n
) + · · ·+ sin(

2(n− 1)π

n
) cos(

2(n− 1)π

n
) = 0

(2.19)

Soit j le nombre complexe vérifiantj2 = −1 . L’équation 2.19a s’obtient par

n−1∑

p=0

sin2(
2πp

n
) =

n−1∑

p=0

(
exp(2πpj

n
) − exp(−2πpj

n
)

2j

)2

= −1

4

(
−2n + 2

n−1∑

p=0

cos(
4πp

n
)

)

=
n

2
.

car
n−1∑

p=0

cos(
4πp

n
) = 0
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Figure 2.2 Manipulateur planaire nR isotrope. La base est enA1.

Ainsi, pour toutn > 2, il existe au moins un manipulateur planairenR isotrope en position.

Les articulations du manipulateurnR, de la figure 2.2, sont réparties de manières régulières sur un

cercle. Cependant, cette contrainte de répartition régulière des articulations n’est pas obligatoire.

Le manipulateur de la figure 2.3 est un manipulateur planaire8R isotrope sans que ses articula-

tions soient équidistantes du point d’opération de l’effecteur. Cela peut être généralisé à tous les

manipulateursnR planaires.

Montrons-le pourn = 2p pair.
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Figure 2.3 Manipulateur planaire 8R isotrope en positionnement

|↑−→

J =



sin(0) sin(2π
2p

) · · · sin(2pπ
2p

) · · · sin(2(2p−1)π
2p

)

cos(0) − cos(2π
2p

) · · · − cos(2pπ
2p

) · · · cos(2(2p−1)π
2p

)





Pour toutk ∈ [0 , n − 1], il y a un terme dont l’angle est2kπ/2p. Multiplions les termes pour

lesquelsk est pair para et ceux pour lesquelsk est impair parb. Mettons les premiers dans la

matriceJ1 et les seconds dans la matriceJ2, et posonsJ = [J1 J2]. La permutation des colonnes

de la matriceJ conserve l’isotropie, donc la matriceJ est isotrope car les deux matricesJ1 etJ2

le sont

J1 = a



 sin(0) · · · sin(2(2i)π
2p

) · · · · · · sin(2(2p−2)π
2p

)

− cos(0) · · · − cos(2(2i)π
2p

) · · · − cos(2(2p−2)π
2p

)




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J2 = b



 sin(2π
2p

) · · · sin(2(2i+1)π
2p

) · · · sin(2(2p−1)π
2p

)

− cos(2π
2p

) · · · − cos(2(2i+1)π
2p

) · · · − cos(2(2p−1)π
2p

)





Ainsi, pour tout couple(a, b) ∈ IR2, tel queab 6= 0, la matriceJJT est multiple de la matrice

identité. Donc, pourn > 2 pair, il existe une infinité de manipulateurs planairesnR isotropes en

positionnement.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentés la notion d’isotropie ainsi que les fondamentaux nécessaires,

utilisés dans les chapitres suivants, à la détermination de manipulateurs non simplistes ayant une

dextérité optimale. La portée de la notion d’isotropie aété exposée. Cependant, les notions fonda-

mentales, à la base du conditionnement, comme les normes vectorielles, les normes matricielles,

les équivalences entre normes et l’inverse généralisée d’une matrice n’ont pas été approfondies,

car elles sont largement connues et répandues dans la litt´erature en algèbre linéaire.

L’importance du conditionnement, sur lequel s’appuie le concept de dextérité d’un manipulateur,

dans l’amplification des erreurs d’arrondis qui peuvent lourdement entacher le résultat, lors de la

résolution des systèmes linéaires, a aussi été présentée pour permettre de bien percevoir la portée

de la notion d’isotropie. Des exemples de manipulateurs planaires isotropes en positionnement

ont été exposés, et un exemple simple de parcours isotrope continu d’un manipulateur 4R planaire

a été explicité.
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CHAPITRE 3

ISOTROPIE DES MANIPULATEURS SPH ÉRIQUES

3.1 Introduction

Pour décrire l’orientation d’un corps rigide, les paramètres d’Euler-Rodrigues peuvent être utilisés.

Ce sont quatre réels vérifianta2 + b2 + c2 + d2 = 1. Toute rotation dansR3 est déterminée de

manière unique par son axe de rotation, de vecteur directeur e, et par l’angle de rotationφ. Les

paramètres d’Euler-Rodrigues sont alors définis parr ≡ sin(φ/2)e et r0 ≡ cos(φ/2). Contraire-

ment aux angles d’Euler, les paramètres d’Euler-Rodrigues n’induisent pas singularités.

L’espace de travail d’un manipulateur sphérique est décrit par 4 paramètres liés par une con-

trainte. De ce fait, les paramètres d’Euler-Rodrigues sont un outil adéquat pour décrire l’espace

de travail d’un manipulateur sphérique. Quatre paramètres liés par une contrainte fournissent

trois variables. Il faut trois variables pour décrire l’orientation de l’effecteur dans l’espace. La

définition d’un parcours isotrope, qui a été initialement considérée en se basant sur deux variables

pour décrire la sphère unitaire deR3 est fausse. Car les variables pour décrire l’orientation d’un

corps rigide décrivent la sphère unitaire deR4.

La fonction d’un manipulateur sphérique est d’orienter unsolide. En maintenant la variable artic-

ulaire de la dernière articulation d’un manipulateur nR sphérique constante, le point d’opération

de l’effecteur de ce manipulateur peut se positionner sur tout point de la sphère. Puis, en faisant

varier la dernière variable articulaire, on peut obtenir toute orientation de l’effecteur. Puisque la

valeur de la variable articulaire de la dernière articulation n’influe pas sur l’isotropie d’un manipu-

lateur sphérique, si le point d’opération de l’effecteurpeut se positionner sur tout point de la sphère

pendant que le manipulateur se trouve dans une configurationisotrope, alors le manipulateur nR
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sphérique sera dans une configuration isotrope pour toute orientation de son effecteur. De ce fait

deux paramètres (angles) suffisent à préciser n’importequelle position du point d’opération de

l’effecteur du manipulateur sphérique sur la sphère. Unefois le point d’opération positionné sur

la sphère, la rotation autour de l’axe de la dernière articulation (angle) permet l’orientation désirée

de l’effecteur. Ainsi, si le point d’opération de l’effecteur peut se positionner sur tout point de la

sphère alors le manipulateur sphérique peut produire toutes les orientations de l’effecteur.

Un parcours continu isotrope d’un manipulateur sériel se définit plutôt dans l’espace articulaire

de ce dernier. Pour passer d’un point de l’espace cartésienà un autre l’effecteur du manipula-

teur décrit nécessairement un parcours même lorsque lescomposantes du vecteurθ, ayant pour

composantes les variables articulaires du manipulateur, est une fonction vectorielle continue dans

l’espace articulaire. En conséquence, la définition d’unparcours continu istrope est maintenant

faite dans l’espace articulare et non plus dans l’espace op´erationnel.

Un parcours isotrope continu trivial est une courbe continue de longueur non nulle qui est circu-

laire et incluse dans un plan perpendiculaire à l’axe de la première articulation. Elle est parcourue

par le point d’opération de l’effecteur d’un manipulateurqui garde constamment une configura-

tion isotrope pendant que le point d’opération de son effecteur parcourt cette courbe. Les courbes

continues isotropes et les surfaces isotropes ont été définies dans le chapitre 1. Dans ce chapitre,

nous montrons qu’il n’existe pas de manipulateur sérielnR sphérique ayant un parcours isotrope

continu non trivial sin < 6. En d’autres termes, le point d’opération de l’effecteur de tout manip-

ulateurnR sphérique oùn < 6 ne peut parcourir de courbe continue isotrope non triviale pendant

que ce dernier garde constamment une configuration isotrope. Ce résultat est nouveau.

Jusqu’à récemment, l’étude des manipulateurs sphériques isotropes s’est limitée au cas simple

des manipulateurs 3R, et au cas des manipulateurs 4R que Chablat et Angeles ont étudié de

manière exhaustive [18]. Ils ont démontré algébriquement qu’il existe exactement 32 configu-

rations isotropes pour les manipulateurs 4R sphériques. Nous avons montré au chapitre 2 et dans
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[40] l’existence d’une infinité non dénombrable de configurations isotropes pour les manipulateurs

5R sphériques. La notion de parcours continue isotrope et de surface isotrope pour un manipu-

lateur sphérique a été introduite par Akrout et Baron quiont prouvé l’existence d’une surface

continue isotrope pour un manipulateur 6R sphérique donn´e [41], et ils ont montré l’existence

d’un manipulateur sériel 6R sphérique isotrope pour toute orientation de son effecteur [29].

Figure 3.1 Manipulateur 5R sphérique isotrope

Ox

Oy

Oz

e1

e2

e3

e4

e5

Soit M un manipulateurnR sériel sphérique. SoitO le centre de la sphère unitaireS, les points

Figure 3.2 Dernière articulation et effecteur d’un manipulateur sphérique
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Figure 3.3 Orientation de l’effecteur d’un manipulateur sphérique

On etP appartiennent àS et représentent respectivement l’intersection de l’axe la dernière artic-

ulation de M avecS et le point d’opération de l’effecteur, tels que montrés sur les figures 3.2 et

3.3. Les pointsOn etP sont deux points de l’effecteur. L’orientation de l’effecteur est définie par

les vecteurs
−→
OP = e et

−−→
OOn = en reliant respectivement le pointO au pointP et le pointO au

pointOn.

Le paramètre DHαn est constant, on a

eTn−1en = cos(αn) (3.1)

Les vecteurse et en étant unitaires, 4 paramètres indépendants et la contrainte 3.1 suffisent à les

exprimer. Car deux paramètres indépendants suffisent à définir un vecteur unitaire. La contrainte

de normalité (norme égale à 1) impose une relation entre les 3 coordonnées d’un vecteur unitaire

(x2 + y2 + z2 = 1). On a en fin de compte quatre paramètres reliés par une contrainte.

Si les pointsOn et P peuvent parcourir tous les points de la sphère unitaire avec un angle re-

latif αn =
̂

(
−−→
OOn,

−→
OP ), alors l’effecteur peut atteindre toutes les orientationsdans l’espace (3 ddl).
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L’isotropie d’un manipulateurnR sphérique est atteinte lorsque la condition d’isotropieJJT = λI

avecJ = [e1 e2 ... en] est vérifiée. Or, la condition d’isotropie est indépendante deαn et

θn puisque tous les vecteurs{e}ni=1 sont indépendants deαn et θn. Ainsi, si un manipulateur

sphérique se trouve dans une configuration isotrope pourαn = 0, alors il sera aussi dans une con-

figuration isotrope pour n’importe quelles valeurs deαn et θn, à condition de ne pas changer les

autres paramètres de DH. Par conséquent, si un manipulateur sphérique est dans une configuration

isotrope pour une orientation deen, alors il sera aussi dans une configuration isotrope pour toute

orientation de l’effecteur autour deen.

Ainsi, il suffit que le pointOn, qui appartient à l’axe de la dernière articulation port´e par le

vecteuren, parcourt toute la sphère unitaire pour que l’effecteur puisse atteindre toutes les ori-

entations. Par conséquent si le manipulateur sphérique Mgarde constamment une configuration

isotrope lorsque le pointOn parcourt toute la sphère alors le manipulateur M est isotrope pour

toute orientation de l’effecteur. L’étude de l’isotropiedes manipulateurs sphériques se ramène

donc à l’étude des positions deOn sur la sphère unitaire pour lesquelles le manipulateur sphérique

a une configuration isotrope.

3.1.1 Ensembles isotropes de points de la sphère unitaire

Nous étudions le parcours du point d’opération de l’effecteur du manipulateur sphérique car

l’isotropie de ce dernier est indépendante de la valeur deθn, angle de rotation de la dernière

articulation du manipulateur. Nous utiliserons la notion d’ensembles de points isotropes pour

déterminer les parcours isotropes d’un manipulateur sph´erique [18].

Considérons un ensembleFn = {Pi}ni=1 den points sur la sphère unitaire de centreO. Et soient

En = {ei}ni=1 l’ensemble desn vecteursei =
−−→
OP i associés auxn points{Pi}ni=1. La sphère étant

considérée unitaire, les vecteurs{ei}ni=1 sont unitaires.
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Définition 11 : L’ensembleFn est dit isotrope si la matriceJ = [e1 ... ei ... en] est isotrope.

Dans ce cas, on dira aussi queEn = {ei}ni=1 est isotrope.

À tout ensembleFn = {Pi}ni=1 den points sur la sphère unitaire de centreO on peut associer

n! chaı̂nes cinématiques simples. Pour en obtenir une, il suffit de choisir unn-uplet de points pris

dansEn parmi lesn! n-uplets possibles. Pour ce faire, considérons len-uplet(P1, ..., Pi, ..., Pn),

et plaçonsn articulations rotoı̈des centrées en{Pi}ni=1. Relions ensuite cesn articulations par

n − 1 membrures. Laième membrure relie les articulationsi et i + 1. La nième membrure relie

la nième articulation à l’effecteur. Sans perte de généralité,on pourra toujours choisirP1 de telle

manière quee1 = [1 0 0]T , car il existera toujours une rotation qui permettra de réaliser cela.

La chaı̂ne cinématique ainsi construite sera dite associ´ee àFn = {Pi}ni=1.

Soit un ensembleFn = {Pi}ni=1 den points sur la sphère unitaire de centreO, et soit la chaı̂ne

cinématique simple qui lui est associée. Laième colonne de la matrice jacobienne du manipula-

teur représenté par cette chaı̂ne cinématique simple,J = [e1 ... ei ... en], est leième vecteur de

l’ensembleEn associé àFn.

Définition 12: Soit un ensembleFn = {Pi}ni=1 den points sur la sphère unitaire de centreO,

et soit la chaı̂ne cinématique simple qui lui est associée. Le manipulateur, représenté par cette

dernière, sera dit dans une configuration isotrope siFn est isotrope.

Ainsi, à chaquen-uplet de points sur la sphère unitaire on peut associer un manipulateur sphérique

et inversement. Si l’ensemble desn points constituants len-uplet est isotrope alors le manipula-

teur associé à ce dernier sera dans une configuration isotrope et inversement.

Par conséquent, pour déterminer le nombre configurationsisotropes d’un manipulateurnR sphérique,

il suffit de déterminer le nombre d’ensembles isotropesFn = {Pi}ni=1 den points de la sphère uni-

taire tels que les produits scalaires des vecteurs successifs eTi ei+1 i = 1, ..., n−1 , de l’ensemble
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En = {ei}ni=1 associé àFn soient tous constants. La détermination du nombre de configurations

isotropes d’un manipulateurnR sphérique revient alors à la détermination du nombre detels en-

sembles isotropesEn den vecteurs. La figure 3.4 montre un manipulateur 5R sphériqueassocié à

un ensemble isotropeE5 de 5 vecteurs.

Figure 3.4 5 points de la sphère unitaire formant un ensemble isotrope de points

Ox Oy

Oz

e1

e2

e3

e4

e5

3.2 Manipulateurs sph́eriques isotropes

3.2.1 Manipulateur 3R isotrope

Les vecteurs de la matrice identitéI deR3 fournissent un ensemble de positions isotropes, on a

bienI I = λ I avecλ = 1. Soiente1, e2 ete3 trois vecteurs unitaires de IR3. Il est toujours possible

de se ramener àe1 = [1 0 0]T , e2 = [c s 0]T . On prendrae3 = [x y z]T quelconque. SoitJ=[e1

e2 e3], J JT = λI dont la résolution algébrique donne directementz = ±1, c = x = y = 0 et

s = ±1, c’est-à-diree1 = [1 0 0]T , e2 = [0 ± 1 0]T ete3 = [0 0 ± 1]T . Il n’existe donc que 4

postures isotropes dont découlent seulement 2 configurations isotropes pour un manipulateur 3R

sphérique, figure 3.5, dont les paramètres de DH sont présentés respectivement dans la table 3.1.
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La formulation géométrique du problème, que nous utiliserons par la suite pour résoudre les cas

des manipulateurs sphériques 4R et 5R, n’apporte rien dansle cas des manipulateurs sphériques

3R, car la matrice jacobienne de ces derniers est une matrice3 × 3.

Figure 3.5 Manipulateur 3R sphérique isotrope, configuration 1 (à gauche ) et
configuration 2 (à droite)

i αi θi

Configuration 1
1 90o *
2 90o 90o

3 * *

Configuration 2
1 90o *
2 90o −90o

3 * *

Tableau 3.1 Anglesαi etθi du manipulateur de la figure 3.5

La matrice jacobienneJ du manipulateur représenté dans la figure 3.5, dans ses deux configura-

tions différentes, est

J =




0 − sin(θ1) cos(θ1) cos(θ2)

0 cos(θ1) sin(θ1) cos(θ2)

1 0 − sin(θ2)



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son conditionnement ne dépend que deθ2. Elle est isotrope pourθ2 = π ou θ2 = 0, et singulière

pourθ2 = ±π/2.

La jacobienneJ d’un manipulateur sphérique est indépendante deαn, angle entre l’axeZn de

la nième articulation et l’axeZn+1 de l’effecteur, carJ ne dépend que des vecteurs{ei}ni=1 qui

portent les axes{Zi}ni=1. Or, tous vecteurs{ei}ni=1 sont indépendants deαn. La jacobienneJ est

aussi indépendante deθ1, par conséquent si un manipulateur sphérique se trouve dans une config-

uration isotrope pour une certaine valeur deθ1 alors il sera dans une configuration isotrope pour

toute valeur queθ1 peut atteindre.

3.2.2 Manipulateur 4R isotrope

Dans le cas des manipulateurs 3R sphériques isotropes les 4postures précédentes sont aussi

obtenues à partir des trois vecteurs de la matrice identit´e I de IR3 par les symétries par rapport

aux plansXOY ,XOZ et de la symétrie composée de la symétrie par rapport àXOY suivie de la

symétrie par rapport àXOZ, comme cela a aussi été montré dans [18] concernant les manipula-

teurs 4R sphériques isotropes.

Pourn = 4, les 4 vecteurs suivants[1 0 0]T , [−1/3 − 2
√

3/3 0]T , [−1/3
√

2/3
√

6/3]T , [−1/3
√

2/3 −
√

6/3]T donnent les positions des sommets du solide de Platon

tétraèdrique sur la sphère unitaire, formant ainsi le t´etraèdre dont les sommets sont les extrémités

des 4 vecteurse1 = i, e2, e3 ete4 de la figure 3.6. On a

J =




1 −1/3 −1/3 −1/3

0 −2
√

2/3
√

2/3
√

2/3

0 0
√

6/3 −
√

6/3


 (3.2)

etJJT = λI avecλ = 4/3. Dans la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphérique constituée

des 4 vecteurs normés{ei}4
i=1 des axes de rotation, on peut toujours avoire1 = [1 0 0]T et
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Figure 3.6 Positions des 4 sommets du tétraèdre sur la sph`ere unitaire

Ox Oy

Oz

e1

e2
e3

e4

e2 = [c s 0]T dans le plan(0x, 0y). Les vecteurse3 = [x y z]T et e4 = [u v w]T étant pris

quelconques. Ainsi, la forme générale de la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphérique

est

J =




1 c u x

0 s v y

0 0 w z


 (3.3)

La résolution algébrique faite en [18] donne les 32 solutions possibles qui peuvent être déduites

ses 8 solutions de base. Les 24 autres solutions sont obtenues en prenant les symétriques par

rapport aux plansXOY , XOZ et de la symétrie composée de la symétrie par rapport àXOY

suivie de la symétrie par rapport àXOZ.

Sur les 32 solutions de la table 3.5, il existe 8 solutions de base [18] dont découlent les 24 autres,

soit par réflexion autour du plan XY, soit par réflexion autour du plan XZ, soit par la réflexion

autour du plan XZ suivie de la réflexion autour du plan XY.À ces dernières correspondent les 8

cas des paramètres DH auxquels sont associés les 8 manipulateurs présentés dans [18].
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3.3 Manipulateur sériel 5R sph́erique isotrope

Soit

J =




1 1√
6

1√
6

1√
6

1√
6

0 0
√

5
6

0 −
√

5
6

0
√

5
6

0 −
√

5
6

0


 (3.4)

La matriceJ est isotrope, car on aJJT = λI avecλ = 5/3. Les vecteurs colonnes deJ sont

représentés dans la figure 3.4. La matrice jacobienneJ d’un manipulateur série sphérique ayantn

articulations estJ = [e1 e2 ... en] oùei est le vecteur unitaire indiquant la direction de l’axe de la

ième articulation. La relation cinématique entre la vitesse angulaireω de l’effecteur et le vecteur

θ̇ = [θ̇1 θ̇2 ... θ̇n]
T est Jθ̇ = ω.

3.3.1 Formulation et résolution alǵebrique du problème

Le problème consiste à trouver des ensembles de vecteursE5 = {e1, e2, e3, e4, e5} qui vérifient

les conditions d’isotropie:JJT = (5/3)I où J = [e1 e2 e3 e4 e5] et I3×3 la matrice identité.

Sans perte de généralité, nous prendronse1 = [1 0 0]T comme vecteur unitaire de l’axeOX

et e2 = [c s 0]T appartenant au plan(OX,OY ), ce qui est toujours possible. Les vecteurs

e3 = [x y z]T , e4 = [u v w]T ete5 = [a b d]T étant quelconques, mais unitaires. Les conditions
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d’isotropie donnent le système algébrique suivant :

1 + c2 + x2 + u2 + a2 = 5/3

s2 + y2 + v2 + b2 = 5/3

z2 + w2 + d2 = 5/3

cs+ xy + uv + ab = 0

xz + uw + ad = 0 (3.5)

yz + vw + bd = 0

c2 + s2 = 1

x2 + y2 + z2 = 1

u2 + v2 + w2 = 1

a2 + b2 + d2 = 1

À ce système il faut adjoindre 4 autres équations sans lesquelles il ne peut y avoir de parcours

continu isotrope. En effet, dans un manipulateurnR sériel les angles entre deux axes de rotation

de 2 articulations consécutives doivent rester constants. Sinon, nous n’avons plus affaire au même

manipulateur. Par conséquent, le produit scalaire entre 2vecteurs unitaires consécutifs quelcon-

ques de la jacobienne doit rester constant.

Ainsi, on doit avoir aussi le système suivant qu’il faut adjoindre au système précédent

c = k1

cx+ sy = k2 (3.6)

xu+ yv + zw = k3

au+ bv + dw = k4
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oùk1, k2, k3 etk4 sont des constantes à déterminer.

On a alors un système de 14 équations à 15 inconnues. Ce système algébrique admet des so-

lutions puisqu’il est sous-dimensionné. Mais, pour un parcours continu isotrope, il faut que les

coordonnées du cinquième vecteure5 = [a b d]T ne soient pas toutes constantes et dépendent

d’au moins une des autres coordonnées considérées alorscomme variable de base. Le problème

consiste à trouver des ensembles de vecteursF5 = {e1, e2, e3, e4, e5} qui vérifient les conditions

d’isotropie: JJT = (5/3)I où J = [e1 e2 e3 e4 e5]. Les conditions d’isotropie donnent le

système algébrique non linéaire (3.5) et (3.6).

Pour simplifier la résolution, imposonsz2 = w2 = d2. Deux cas sont alors possibles:z, w et

d sont égaux ou deux des trois variables sont égales et opposées à la troisième. Les résultats ne

sont donc pas exhaustifs.

a) Casz = w = d

Le système (3.5) devient alors

c2 + 2x2 + 2u2 + 2ux = 2/3

s2 + 2y2 + 2v2 + 2yv = 5/3

cs+ xy + uv + (x+ u)(y + v) = 0

c2 + s2 = 1 (3.7)

x2 + y2 = 4/9

u2 + v2 = 4/9

2ux+ 2vy = −4/9

L’équation (3.7 a) est redondante, car elle découle des autres. De l’équation (3.7 g) on tire

u = −1

x
(
2

9
+ vy)
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et en le remplaçant dans les autres équations, on en déduit le système suivant :

s2 + 2y2 + 2v2 + 2yv = 5/3

cs+ xy − (2v/x)((2/9) + vy) + xy + xv − (y/x)((2/9) + vy) = 0

c2 + s2 = 1 (3.8)

x2 + y2 = 4/9

x2v2 + ((2/9) + vy)2 = 4x2/9

De l’équation (3.8 d), on tirex2 = 4/9 − y2 et en remplaçantx2 dans l’équation (3.8 e), on tire

y2 + vy + (v2 − 1/3) = 0 (3.9)

De (3.9) on tire

y = −v/2 ± (
√

3/6)
√

4 − 9v2

et

u2 + v2 = 4/9 =⇒ u = ±(1/3)
√

4 − 9v2

On obtient 4 cas possibles pour le couple(y , v)

Cas où y = −v/2 + (
√

3/6)
√

4 − 9v2 et u =
√

4 − 9x2/3

ux+ vy = −2/9 =⇒ x = −(1/u)((2/9) + vy) = −(1/
√

4 − 9v2)((2/3) + 3vy)

d’où

x = −
√

3v/2 −
√

4 − 9v2/6

Commea = −x− u et b = −y − v, on a alors

a =
√

3v/2 −
√

4 − 9v2/6 et b = −v/2 −
√

3
√

4 − 9v2/6
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En remplaçanty dans l’équation (3.8 a), on obtients2 = 1 ce qui impliquec = 0. L’équation

cs + xy + uv + ab = 0 est alors induite par les résultats obtenus. Les 2 valeurs possibles de

s = ±1 nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiennesJ1(v) etJ−1(v) induisant l’isotropie.

Les équationsz2 + w2 + d2 = 5/3 et z = d = w impliquentz = d = w = ±
√

5/3. On

a

J±1(v) =




1 0 −
√

3v
2

− 1
6

√
4 − 9v2

√
3v
2

− 1
6

√
4 − 9v2

√
4 − 9v2/3

0 ±1 −v
2

+
√

3
6

√
4 − 9v2 −v

2
−

√
3

6

√
4 − 9v2 v

0 0
√

5/3
√

5/3
√

5/3




et

J′
±1(v) =




1 0 −
√

3v
2

− 1
6

√
4 − 9v2

√
3v
2

− 1
6

√
4 − 9v2

√
4 − 9v2/3

0 ±1 −v
2

+
√

3
6

√
4 − 9v2 −v

2
−

√
3

6

√
4 − 9v2 v

0 0 −
√

5/3 −
√

5/3 −
√

5/3




DansJ−1(v) etJ′
−1(v) le vecteure2 = [0 1 0]T deJ1(v) est remplacé pare′

2 = [0 − 1 0]T , ce

qui revient simplement à remplacer le point correspondantpar son antipodal.

Les 3 autres cas sont numérotés de 2 à 4 dans la table 3.2 fournissent des résultats similaires

et 4 autres matrices jacobiennes tel que résumé dans la table 3.2. Dans tous les cas nous avons

J(v)JT (v) = (5/3)I3×3.

b) Casz = d = −w
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Le système (3.5) devient alors

s2 + 2y2 + 2v2 − 2yv = 5/3

cs+ xy + uv + (u− x)(v − y) = 0

c2 + s2 = 1 (3.10)

x2 + y2 = 4/9

u2 + v2 = 4/9

ux+ vy = 2/9

De l’équation (3.10 f), on tire

u = (1/x)((2/9) − vy)

et en remplaçantu dans l’équation (3.10 e), on aboutit ày2 − vy + v2 − 1/3 = 0 qui donne

y = v/2 ± (
√

3/6)
√

4 − 9v2

u2 + v2 = 4/9 =⇒ u = ±
√

4 − 9v2/3

On obtient 4 cas possibles pour le couple(y , v)

Cas où y = v/2 +
√

3
√

4 − 9v2/6 et u =
√

4 − 9v2/3

ux+ vy = 2/9 =⇒ x = (1/u)((2/9) − vy)

x = (1/
√

4 − 9v2)((2/3) − 3vy)

d’où

x = −
√

3v/2 +
√

4 − 9v2/6
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Commea = −x+ u et b = −y + v, on a alors

a =
√

3v/2 +
√

4 − 9v2/6 et b = v/2 −
√

3
√

4 − 9v2/6

Puis, en remplaçanty dans l’équation (3.10 a), on obtients2 = 1 ce qui impliquec = 0. L’équation

cs+xy+uv+ab = 0 est alors induite par les résultats obtenus. Les 2 valeurs possibles des = ±1

nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiennesJ1(v) etJ−1(v) induisant l’isotropie.

Les équations z2 + w2 + d2 = 5/3 et z = d = −w impliquent

(z = d =
√

5/3 etw = −
√

5/3) ou (z = d = −
√

5/3 etw =
√

5/3)

Ce qui donne

J±1(v) =




1 0 −
√

3v
2

+ 1
6

√
4 − 9v2

√
3v
2

+ 1
6

√
4 − 9v2

√
4 − 9v2/3

0 ±1 v
2

+
√

3
6

√
4 − 9v2 v

2
−

√
3

6

√
4 − 9v2 v

0 0
√

5/3
√

5/3 −
√

5/3




ou

J′
±1(v) =




1 0 −
√

3v
2

+ 1
6

√
4 − 9v2

√
3v
2

+ 1
6

√
4 − 9v2

√
4 − 9v2/3

0 ±1 v
2

+
√

3
6

√
4 − 9v2 v

2
−

√
3

6

√
4 − 9v2 v

0 0 −
√

5/3 −
√

5/3
√

5/3




DansJ−1(v) et J′
−1(v) le vecteure2 = [0 1 0]T de J1(v) et J′

1(v) est remplacé pare′
2 =

[0 − 1 0]T , ce qui revient simplement à remplacer le point correspondant par son antipodal.

Les 3 autres cas numérotés de 6 à 8 de la table 3.2 fournissent des résultats similaires et 4

autres matrices jacobiennes telles que résumées dans la table 3.2. Dans tous les cas nous avons

J(v)JT (v) = (5/3)I3×3.
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Cas s x y u a b

1 ±1 −
√

3v
2

−
√

4−9x2

6
−v

2
+

√
3
√

4−9x2

6

√
4−9x2

3
−x− u −y − v

2 ±1
√

3v
2

−
√

4−9x2

6
−v

2
−

√
3
√

4−9x2

6

√
4−9x2

3
−x− u −y − v

3 ±1
√

3v
2

+
√

4−9x2

6
−v

2
+

√
3
√

4−9x2

6
−

√
4−9x2

3
−x− u −y − v

4 ±1 −
√

3v
2

+
√

4−9x2

6
−v

2
−

√
3
√

4−9x2

6
−

√
4−9x2

3
−x− u −y − v

5 ±1 −
√

3v
2

+
√

4−9x2

6
v
2

+
√

3
√

4−9x2

6

√
4−9x2

3
−x+ u −y + v

6 ±1
√

3v
2

+
√

4−9x2

6
v
2
−

√
3
√

4−9x2

6

√
4−9x2

3
−x+ u −y + v

7 ±1
√

3v
2

−
√

4−9x2

6
v
2

+
√

3
√

4−9x2

6
−

√
4−9x2

3
−x+ u −y + v

8 ±1 −
√

3v
2

−
√

4−9x2

6
v
2
−

√
3
√

4−9x2

6
−

√
4−9x2

3
−x+ u −y + v

Tableau 3.2 Les huit solutions de manipulateur 5R sphérique oùv ∈ [−2
3
, 2

3
] et c,

z, w etd calculés pour obtenir des vecteursei unitaires.

c) Cas z = w = −d et w = d = −z
Les cas z = w = −d et w = d = −z se traitent de la même manière que le cas

z = d = −w.

Les résultats précédents imposentv ∈ [−2/3; 2/3], pour les vecteurse1(v), e2(v), e3(v), e4(v) et

e5(v), on a∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ‖ei(v)‖ = 1.

Avec la matriceJ(v) = [e1 e2 e3 e4 e5], on a bienJ(v)JT (v) = (5/3)I ∀v ∈ [−2/3; 2/3].

Nous obtenons ainsi∀v ∈ [−2/3; 2/3] un ensemble isotrope de points dont les vecteurs position

associés sont{ei(v)}5
i=1. Il est possible de démontrer qu’aucun de ces ensembles isotropes ne se

déduit d’un autre par une isométrie.

Pour chaque valeur dev, nous avons un manipulateur dont la jacobienne est donnée par (3.11).

Par conséquent, il existe une infinité de manipulateurs 5Rsphériques isotropes ayant chacun au

moins une configuration isotrope.
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3.3.2 Param̀etres de Denavit-Hartenberg

Dans la table 3.3, nous avons les vecteurs directeursxi des axesXi du manipulateur ayant pour

jacobienneJ(v) du cas1.

J(v) =




1 0 u x a

0 1 v y b

0 0 w z d


 =




1 0
√

4−9v2

3
−v

√
3

2
− 1

6

√
4 − 9v2 v

√
3

2
−

√
4 − 9v2/6

0 1 v −v
2

+
√

3
6

√
4 − 9v2 −v

2
−

√
3
√

4 − 9v2/6

0 0
√

5/3
√

5/3
√

5/3




(3.11)

x2 x3 x4 x5

0
√

5/3 v
√

5

2
−

√
15

√
4−9v2

18

√
15

√
4−9v2

9

0 0 − v
√

15

6
−

√
5

√
4−9v2

6

v
√

15

3

1 −
√

4−9v2

3

2
√

3

9

2
√

3

9

Tableau 3.3 Orientation des axesXi

Les angles{αi}4
i=1 obtenus sont fournis par la table 3.4.

i 1 2 3 4 5
αi 90◦ arcos(v) arcos( 1

3
) arcos(− 1

3
) ∗

Tableau 3.4 Anglesαi

3.3.3 Espace de travail

L’infinité non dénombrable de positions isotropes trouv´ee précédemment nécessite pour chaque

position un manipulateur 5R sphérique différent. En effet, sur la sphère unitaire, la géométrie d’un

manipulateur sphérique est entièrement déterminée par la connaissance des anglesαi. Pour

J(v) =




1 0
√

4 − 9v2/3 −v
√

3/2 −
√

4 − 9v2/6 −v
√

3/2 +
√

4 − 9v2/6

0 1 v −v/2 +
√

3
√

4 − 9v2/6 v/2 +
√

3
√

4 − 9v2/6

0 0
√

5/3
√

5/3 −
√

5/3



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en considérant tous les anglesαi ∈ [0, π], nous avons cos(α2)=eT2 e3; ainsi l’angleα2=arcos(v)

est variable. Par conséquent pour chaque valeur dev nous avons un manipulateur différent.

Quelque soit le réarrangement de l’ordre des vecteursei(v) dansJ, il y aura toujours au moins un

angleαi qui sera fonction de la variablev. Ainsi, on ne pourra pas passer d’une position isotrope à

une autre en utilisant le même manipulateur. Les positionsde la dernière articulation des différents

manipulateurs se situent sur un demi-cercle ayant pour hauteurz = ±
√

5/3 selon les différentes

matrices jacobiennes considérées. Notre étude n’a pas prouvé que toutes les orientations possi-

bles pouvaient être prises par l’effecteur d’un manipulateur 5R sphérique dans une configuration

isotrope. De ce fait, les configurations trouvées ne sont pas exhaustives, il existe très certainement

d’autres infinités non dénombrables de telles configurations.

La résolution même partielle de ce système algébrique de 14 équations à 15 inconnues est com-

plexe, les cas simples fournissent des parcours isotropes triviaux qui ne sont que des cercles, ou

des arcs de cercle, obtenus par rotation autour de la première articulation.

Dans ce qui suit, nous utiliserons une méthode de résolution géométrique du problème qui nous

permettra de démontrer qu’il n’existe pas de manipulateur5R sphérique ayant un parcours isotrope

continu, contrairement à une résolution algébrique trop complexe à mettre en oeuvre.

3.4 Formulation géométrique du probl ème

3.4.1 Manipulateurs 4R sph́eriques

La forme générale de la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphérique est :

J =




1 c u x

0 s v y

0 0 w z



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Considérons les 3 vecteurs ligne de la matriceJ. Les conditions d’isotropie impliquent

uw + xz = 0

vw + yz = 0 (3.12)

cs+ uv + xy = 0

Considérons dans IR3 les vecteursf2 = [c u x]T , f3 = [s v y)]T et f4 = [0 w z]T représentants

les 3 vecteurs lignes de la matriceJ privés de la première colonne. D’après éqs.(3.12), lesvecteurs

f2, f3 et f4 sont toujours orthogonaux deux à deux.

Commef4 a une composante nulle en x, on peut toujours par une certainerotation d’angleθ

autour de OX ramener le vecteurf4 surk = [0 0 1]T . Puis par une rotation autour de OZ d’angle

ξ ramenerf2 et f3 respectivement suri = [1 0 0]T et j = [0 1 0]T .

Ainsi après la rotation autour de OX suivie de la rotation autour de OZ, la matriceJ1 dont les

colonnes sont les vecteurs{f}4
i=2.

J1 = [f2 f3 f4] =




c s 0

u v w

x y z


 devient J′

1 =




a 0 0

0 b 0

0 0 d


 (3.13)

Comme les rotations conservent les normes, on a

a2 = c2 + u2 + x2 =
1

3

b2 = s2 + v2 + y2 =
4

3
(3.14)

d2 = w2 + z2 =
4

3
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car les conditions d’isotropie imposent pourn = 4

1 + c2 + u2 + x2 =
n

3
=

4

3

s2 + v2 + y2 =
n

3
=

4

3

w2 + z2 =
n

3
=

4

3

nous obtenons ainsia = ±
√

3/3, b = ±2
√

3/3 et d = ±2
√

3/3. Il y a ainsi en tout 8 cas de

triplets possibles pour(a, b, d). La base formée par (f2,f3,f4) est soit directe soit indirecte, ce qui

se ramène aux cas

a =
√

3/3, b = 2
√

3/3 et d = 2
√

3/3 ou a = −
√

3/3, b = 2
√

3/3 et d = 2
√

3/3.

Cas òu a =
√

3/3, b = 2
√

3/3 et d = 2
√

3/3

En appliquant la rotation autour de OZ d’angle−ξ suivie de la rotation autour de OX d’angle

−θ àJ′ on retrouve alors la matrice initialeJ. La rotation d’angle−ξ autour de OZ donne




cos(ξ) sin(ξ) 0

− sin(ξ) cos(ξ) 0

0 0 1







√
1
3

0 0

0 2
√

3
3

0

0 0 2
√

3
3


 =




√
1
3
cos(ξ) 2

√
3

3
sin(ξ) 0

−
√

1
3
sin(ξ) 2

√
3

3
cos(ξ) 0

0 0 2
√

3
3


 (3.15)

Puis la rotation d’angle−θ autour de OX donne




1 0 0

0 cos(θ) sin(θ)

0 − sin(θ) cos(θ)







√
1
3
cos(ξ) 2

√
3

3
sin(ξ) 0

−
√

1
3
sin(ξ) 2

√
3

3
cos(ξ) 0

0 0 2
√

3
3


=
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


√
1
3
cos(ξ) 2

√
3

3
sin(ξ) 0

−
√

1
3
sin(ξ) cos(θ) 2

√
3

3
cos(ξ) cos(θ) 2

√
3

3
sin(θ)

√
1
3
sin(ξ) sin(θ) −2

√
3

3
cos(ξ) sin(θ) 2

√
3

3
cos(θ)


 (3.16)

Nous obtenons ainsi la forme générale de la matrice jacobienneJ d’un manipulateur 4R sphérique

:

J =




1
√

1
3
cos(ξ) −

√
1
3
sin(ξ) cos(θ)

√
1
3
sin(ξ) sin(θ)

0 2
√

3
3

sin(ξ) 2
√

3
3

cos(ξ) cos(θ) −2
√

3
3

cos(ξ) sin(θ)

0 0 2
√

3
3

sin(θ) 2
√

3
3

cos(θ)


 (3.17)

Nous savons que la matriceJ est isotrope puisqu’elle a été obtenue par rotation d’unematrice

isotrope. Comme c’est la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphérique alors on doit avoir

la norme de chaque vecteur colonne deJ égale à 1.

Le vecteur formé de la seconde colonne de deJ doit être unitaire, d’où

1

3
cos2(ξ) +

4

3
sin2(ξ) = 1 =⇒ cos2(ξ) + 4 sin2(ξ) = 3 =⇒ sin2(ξ) =

2

3

=⇒ cos2(ξ) =
1

3

Le troisième vecteur deJ doit aussi être unitaire d’où

1

3
sin2(ξ) cos2(θ) +

4

3
cos2(ξ) cos2(θ) +

4

3
sin2(θ) = 1

=⇒ 2

9
cos2(θ) +

4

9
cos2(θ) +

4

3
sin2(θ) = 1

par conséquent

2 cos2(θ) + 4 sin2(θ) = 3 =⇒ sin2(θ) = cos2(θ) =
1

2
(3.18)

D’après ce qui précède, nous avons toujours
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sin2(θ) = cos2(θ) = 1
2

sin2(ξ) = 2
3

et cos2(ξ) = 1
3

quelles que soient les valeurs prises para, b etd, d’où

sin(θ) = ±
√

2
2

et cos(θ) = ±
√

2
2

sin(ξ) = ±
√

6
3

et cos(ξ) = ±
√

3
3

On peut alors obtenir toutes les valeurs possibles pour la matrice J en considérant les différents

cas possibles poursin(θ), cos(θ), sin(ξ) etcos(ξ), 16 cas en tout, puisque chacun d’entre eux peut

prendre 2 valeurs, d’où24 possibilités. Il n’existe par conséquent que 16 configurations isotropes

différentes pour les manipulateurs 4R sphériques lorsque la base (f2, f3, f4) est directe. Il en existe

de même 16 configurations isotropes différentes pour les manipulateurs 4R sphériques lorsque

la base (f2, f3, f4) est indirecte. Ces 32 configurations sont énumérées dans la table 3.5. On

retrouve ainsi les résultats obtenus par la méthode algébrique utilisée dans [18]. Dans tous les cas

de la table 3.5, la matrice jacobienne dont les colonnes sontles vecteurs{ei}4
i=1 est isotrope, donc

l’ensembleE4 = {ei}4
i=1 est isotrope et le manipulateur associé àF4 est isotrope.

3.4.2 Manipulateurs 5R sph́eriques

Comme mentionné précédemment, la forme générale de lamatrice jacobienne d’un manipulateur

5R sphérique est :

J =




1 c u x a

0 s v y b

0 0 w z d


 (3.19)
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Considérons[1 c u x a]T , [0 s v y b]T et [0 0 w z d]T , 3 vecteurs ligne de la matriceJ. Les

conditions d’isotropie impliquent

uw + xz + ab = 0

vw + yz + bd = 0 (3.20)

cs+ uv + xy + ab = 0

Le produit scalaire entre le premier vecteur colonne et deuxième vecteur colonne deJ doit être

constant, car l’angle entre deux articulations successives du manipulateur doit être constant. Par

conséquent,c doit être constant, ce qui implique ques est aussi constant puisque le vecteur

[c s 0]T est unitaire, donc le termeuv + xy + ab est constant.

Considérons dans IR3, dans l’état initial, les vecteursf3 = [u x a]T , f4 = [v y b]T etf5 = [w z d]T

qui ne sont pas nécessairement unitaires. D’après ce qui précède, les vecteurse3 et e5 sont tou-

jours orthogonaux, et les vecteurse4 et e5 aussi. Les vecteurse3 et e4 gardent toujours un angle

constant entre eux.

Il est toujours possible par rotation de ramener le vecteurf5 surk = [0 0 1]T , il existe donc

une rotationR telle queR(f5) = [0 0 5/3]T car la rotation conserve la norme euclidienne.

Commef3 et f4 sont orthogonaux àf5 on a

R(f5) = [0 0
5

3
]T

R(f3) = [g′ h′ 0]T (3.21)

R(f4) = [r′ t′ 0]T

avecr′g′+h′t′ = −cs, car les rotations conservent les angles. La rotationR peut être décomposée

en une rotation autour de l’axe OX, d’un certain angleϕ, suivie d’une rotation autour de l’axe OY
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d’un certain angleξ. Soit

M =




u v w

x y z

a b d


 (3.22)

On a alors

R(M) = M′ =




g′ r′ 0

h′ t′ 0

0 0
√

5
3


 (3.23)

Les vecteursf ′3 = [g′ h′ 0]T et f ′4 = [r′ t′ 0]T sont des vecteurs du plan (OX,OY), il existe une

rotationS d’angleθ autour de OZ qui permet d’avoir

S(f ′3) = f
′′

3 = [g 0 0]T

S(f ′4) = f
′′

4 = [r t 0]T

On a alors

S(M′) = M′′ =




g r 0

0 t 0

0 0
√

5
3


 (3.24)

Les rotations conservent la norme euclidienne, donc

g2 =
2

3
− c2

r2 + t2 =
5

3
− s2 =

5

3
− (1 − c2) =

2

3
+ c2

Pour retrouver l’état initial, effectuons les rotations inverses de celles déjà effectuées. La rotation

d’angle−θ autour de OZ donne
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


cos(θ) sin(θ) 0

− sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1







g r 0

0 t 0

0 0
√

5
3


 =




g cos(θ) r cos(θ) + t sin(θ) 0

−g sin(θ) −r sin(θ) + t cos(θ) 0

0 0
√

5
3


 = M′ (3.25)

Puis effectuons la rotation d’angle−ξ autour de OY




cos(ξ) 0 − sin(ξ)

0 1 0

sin(ξ) 0 cos(ξ)


M′ =




g cos(θ) cos(ξ) cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ)) −
√

5
3
sin(ξ)

−g sin(θ) −r sin(θ) + t cos(θ) 0

g cos(θ) sin(ξ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))
√

5
3
cos(ξ)


 = M1 (3.26)

suivie de la rotation d’angle−ϕ autour de OX




1 0 0

0 cos(ϕ) sin(ϕ)

0 − sin(ϕ) cos(ϕ)


M1 = M (3.27)

Nous obtenons la matriceM dont les 3 colonnes sont{m∗i}3
i=1

M = [m∗1 m∗2 m∗3]

avec
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m∗1 =




g cos(θ) cos(ξ)

−g sin(θ) cos(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) sin(ϕ)

g sin(θ) sin(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) cos(ϕ)




m∗2 =




cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))

cos(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + sin(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))

− sin(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + cos(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))




m∗3 =




−
√

5
3
sin(ξ)

√
5
3
cos(ξ) sin(ϕ)

√
5
3
cos(ξ) cos(ϕ)




La transposée deM fournit les 3 derniers vecteurs de la matrice jacobienneJ dont les colonnes

s’écrivent alors



1

0

0


,




c

s

0


,




g cos(θ) cos(ξ)

cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))

−
√

5
3
sin(ξ)


,




−g sin(θ) cos(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) sin(ϕ)

cos(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + sin(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))√
5
3
cos(ξ) sin(ϕ)


,

et




g sin(θ) sin(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) cos(ϕ)

− sin(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + cos(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))√
5
3
cos(ξ) cos(ϕ)




La matriceJ est isotrope puisqu’elle est obtenue à partir d’une matrice isotrope ayant subie des

rotations. Il est aisé de vérifier l’isotropie deJ. C’est la forme la plus générale d’une matrice

jacobienne d’un manipulateur 5R sphérique à condition d’avoir ses vecteurs colonnes unitaires.
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Pour obtenir un manipulateur sphérique ayant un parcours isotrope continu, il est nécessaire que

les angles entre 2 articulations consécutives soient constants sur tout le parcours. Donc, les pro-

duits scalaires entre 2 vecteurs consécutifs de la matriceJ doivent être constants.

PosonsJ = [e1 e2 e3 e4 e5].

Soitλ l’angle constant entre les vecteurse
′′

3 = [g 0 0]T ete
′′

4 = [r t 0]T , on a

cos(λ) = cos(ê
′′

3 , e
′′

4) =
rg

‖e′′

3‖ ‖e
′′

4‖
(3.28)

d’où

cos2(λ)(
2

3
+ c2) = r2

sin2(λ)(
2

3
+ c2) = t2 (3.29)

(
2

3
− c2) = g2

Puisquec est constant doncr2, t2 et g2 sont constants.

On en déduit que

r2 + t2 + g2 = 4
3

Les produits scalaires

eT1 e2= c

eT2 e3 = cos(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ)) = k2

sont constants.

c étant constant ete2 étant normé, on a doncc2 + s2 = 1 qui fournit 2 valeurs des.
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Le vecteure3 est unitaire donc

g2 cos2(θ) cos2(ξ)+cos2(ξ)(r2 cos2(θ)+t2 sin2(θ)+2r t cos(θ) sin(θ))+
5

3
sin2(ξ) = 1 (3.30)

Ce qui implique

cos2(ξ)((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ) − 5

3
) = −2

3
(3.31)

d’où

−3k2
2

2
cos2(ξ)((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ) − 5

3
) = k2

2 (3.32)

On a aussi

eT2 e3 = cos(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ)) = k2

Ce qui implique

cos2(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ))2 = k2
2 (3.33)

Par conséquent, on a en égalisant les premiers membres deséquations (3.32) et (3.33)

cos2(ξ)((−3k2
2

2
((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ) − 5

3
))

+(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ))2) = 0 (3.34)

On ne peut avoircos2(ξ) = 0 car‖ e3 ‖= 1.

Dans l’équation (3.34),g, r et t sont constants, donc l’équation (3.34) peut s’écrire sous la forme

a′ cos2(θ) + b′ sin(θ) cos(θ) − c′ = 0 (3.35)



67

où a′, b′, c′ et d′ sont des constantes, car uniquement fonction deg, r, t, c et s qui sont des con-

stantes.

L’équation (3.35) au plus admet un nombre fini de solutions qui sont les intersections entre la

courbe d’équation

y = a′ cos2(θ) + b′ sin(θ) cos(θ)

et la droite d’équation

y = c′

dans le plan(θ, y) avecθ ∈ [0, 2π] voir figure 3.7

De (3.32), on déduit au plus quatre valeurs deξ dans[0, 2π] pour toute valeur deθ. Il existe

donc pour un manipulateur 5R isotrope donné au plus un nombre fini de couples solutions(θ, ξ).

Nous avons‖ e4 ‖= 1, cette équation ne contient queϕ en tant qu’inconnue,θ et ξ étant déjà

déterminées.

En effet, le vecteure4 peut s’écrire sous la forme suivante :

eT4 = [a0 cos(ϕ) + b0 sin(ϕ) c0 cos(ϕ) + d0 sin(ϕ) e0 sin(ϕ)]

oùa0, b0, c0, d0 et e0 sont des constantes.

‖ e4 ‖= 1 s’écrit alors sous la forme

a1 cos2(ϕ) + b1 cos(ϕ) sin(ϕ) = c1 (3.36)
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oùa1, b1 et c1 sont constants, car uniquement fonctions des constantesa0, b0, c0, d0 ete0.

L’équation (3.36) admet au plus un nombre fini de solutionsϕ dans[0, 2π], comme on peut le

voir sur l’exemple de la figure 3.7. Il existe donc au plus un nombre fini de solutionsϕ pour

chaque couple solutions(θ, ξ). Par conséquent, il n’existe au plus qu’un nombre fini de triplets

(θ, ξ, ϕ) solutions pour que la matriceJ, dont les colonnes sont les vecteurs{ei}5
i=1, soit isotrope.

Dans tous ces cas, l’ensembleE5 = {ei}5
i=1 est isotrope et le manipulateur associé àF5 est

isotrope. Ainsi, pour un manipulateur 5R sphérique, il n’existe qu’un nombre fini de configura-

tions isotropes. Nous savons qu’il existe une infinité non dénombrable de configurations isotropes

pour les manipulateurs 5R sphériques [40], nous déduisons alors de ce qui précède qu’il existe

une infinité de manipulateurs 5R sphériques ayant des configurations isotropes et que ceux-ci ne

peuvent avoir de parcours isotrope continu puisqu’un mêmemanipulateur 5R sphérique ne peut

avoir qu’un nombre fini de configurations isotropes.

3.5 Conclusion

Nous avons prouvé qu’il existe une infinité non dénombrable de manipulateurs 5R sphé-riques

isotropes dont nous avons donné la formulation généralede la matrice jacobienne. Puis, nous

avons confirmé par une méthode géométrique le résultatde Chablat et Angeles, à savoir qu’il

n’existe que 32 configurations isotropes pour les manipulateurs 4R sphériques, mais il n’y a que 4

configurations isotropes pour un même manipulateur 4R sph´erique donné. Avec la même méthode

géométrique, nous avons aussi démontré qu’un manipulateur 5R sphérique donné ne peut avoir

qu’un nombre fini de configurations isotropes, par conséquent il ne peut avoir de parcours continu

isotrope. La méthode que nous avons utilisée pour obtenirce résultat a permis la résolution du

problème, résolution qui n’a pas pu être obtenue par une méthode algébrique trop complexe à

mettre en oeuvre avec l’ajout d’une cinquième articulation.
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Figure 3.7 Nombre fini de configurations isotropes pour un manipulateur 5R
sphérique aveca0 = 0.75, b0 = 2.5 et c0 = 0.8.
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Tableau 3.5 Les 32 configurations isotropes des manipulateurs 4R sphériques
obtenues par méthode géométrique
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CHAPITRE 4

MANIPULATEUR S ÉRIEL 6R SPHÉRIQUE ISOTROPE POUR TOUTE

ORIENTATION DE L’EFFECTEUR

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un manipulateur sériel 6R sphérique dont l’effecteur

peut atteindre toutes les orientations en étant dans une configuration isotrope.À notre connais-

sance, ce manipulateur est le seul manipulateur sériel dans la littérature à conserver constamment

une configuration isotrope sur tout son espace de travail.

Le concept d’isotropie a été utilisé dans plusieurs domaines pour décrire des propriétés égales

dans toutes les directions. Dans le domaine de la cinématique des manipulateurs robotiques, ce

concept peut être appliqué à la transmission des vitesses articulaires en vitesses de l’effecteur.

Ainsi, lorsque la matrice jacobienne d’un manipulateur estisotrope, les articulations motorisées

ont, à cette configuration, une capacité égale de produire des vitesses égales dans toutes les direc-

tions.

Dans [24], le concept d’isotropie a été utilisé pour concevoir des manipulateurs sériels. L’isotropie

d’un manipulateur sérielnR sphérique n’est pas affectée par les valeurs des variables articulaires

de la première et dernière articulations, soient1 etn. Si la mobilité de l’effecteur est en translation

et rotation, alors il est nécessaire de rendre la matrice jacobienne adimensionnelle en utilisant une

longueur caractéristique. Dans le cas de manipulateurs àmobilité sphérique, la matrice jacobienne

a déjà des dimensions homogènes.

Nous avons donné [40] des exemples d’ensembles de vecteursunitaires isotropes pourn = 3,
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n = 4 etn = 5. De plus, nous avons donné une méthode de construction permettant d’obtenir des

ensembles isotropes de vecteurs pour2 < n < 40 dans [41].

Dans le présent chapitre, nous démontrons qu’il existe unmanipulateur sériel 6R sphérique dont

l’effecteur peut atteindre n’importe quelle orientation tout en conservant une configuration isotrope.

Contrairement à celui-ci, le manipulateur sphérique fourni dans [41] ne peut garder de manière

continue une configuration isotrope que sur une demi-sphère.

4.2 Définitions

La relation cinématique entre le vecteur vitesse angulaire de l’effecteur, appeléω, et le vecteur

vitesse des articulations, appeléθ̇, d’un manipulateur sphérique ayantn articulations rotoı̈des en

série est donné par [2].

ω = Jθ̇, θ̇ ≡ [θ̇1 θ̇2 · · · θ̇n]T , J ≡ [e1 e2 · · · en] (4.1)

où ei est un vecteur unitaire indiquant l’orientation de l’axe, ainsi que la direction de rotation

autour de cet axe, de laième articulation. Les vecteursei sont représentés dansR3; la matrice

jacobienneJ associée au manipulateur sphérique est alors de dimension 3 × n.

Un manipulateur décrit par l’éq.(4.1) est dit isotrope si

JJT = λI, ∀λ ∈ IR > 0 (4.2)

La matrice jacobienneJ dépend de la postureθ. Il a été démontré en [29] que, pour un manipula-

teur sphérique, toute configuration isotrope est toujoursindépendante deθ1 etθn, c’est-à-dire que

l’isotropie est conservée quelque soit les valeurs prisesparθ1 et θn.

Les propriétés suivantes ont été démontrées en [18]:
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Propriété 1: SoitJ = [e1 e2 · · · en], siJJT = λI alors λ = n/3.

Propriété 2: L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires{ei}ni=1 est conservée par toute

isométrie.

Propriété 3: L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires{ei}ni=1 est conservée par toute rota-

tion autour dee1 eten.

4.3 Manipulateur 6R sph́erique ayant la demi-sph̀ere comme surface isotrope

4.3.1 Formulation du problème

Dans une première étape, nous présentons un manipulateur 6R sériel qui conserve une config-

uration isotrope, sur toute une demi-sphère, de manière continue. Ainsi, tout déplacement de

l’effecteur sur la demi-sphère conserve au manipulateur sa propriété d’isotropie.

Pour plus de concision et une meilleure présentation, nousrappelons les notations suivantes :

cos(θ) ≡ Cθ cos(φ) ≡ Cφ sin(θ) ≡ Sθ sin(φ) ≡ Sφ

Les vecteurs représentés par les colonnes de la matrice jacobienne d’un manipulateur 6R sphérique

ont leurs points associés qui appartiennent à la sphère unitaire. Dans l’espaceR3 ayant(O, i, j,k)

pour repère, pour tout point M de la sphère unitaire, il existeθ ∈ [0, 2π] etφ ∈ [0, π] tels que les

coordonnées de M soient :

−−→
OM = [SφCθ SφSθ Cφ]

T .
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Figure 4.1 Coordonnées sphériques d’un point

Φ

Ce sont les coordonnées sphériques du point M représent´e sur la figure 4.1.

La fonction vectoriellef de[0, 2π] × [0, π] dansS :

(θ, φ) −→ f(θ, φ) = [SφCθ SφSθ Cφ]
T est une surjection.

Un manipulateur sphérique centré enO a tous les axes de rotation de ses articulations qui se

coupent enO. Il s’en suit qu’un manipulateur sphérique est géométriquement entièrement et

précisément déterminé par la connaissance des angles{αi}n−1
i=1 . Si l’un des angles{αi}n−1

i=1 varie

alors la géométrie du manipulateur sphérique varie aussi.

Par conséquent, si lors d’un déplacement quelconque nousvoulons utiliser un seul manipula-

teur, les angles{αi}n−1
i=1 entre les axes de rotation de ses articulations successivesdoivent rester

constants, ce qui revient à dire que le produit scalaire entre les vecteurs unitairesei etei+1 des axes

de rotation de deux articulations consécutives doit rester constant pendant tout le déplacement.
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Il est aisé de constater que le produit scalaire entre le vecteur
−−→
OM = [SφCθ SφSθ Cφ]

T et le vecteurv = [CφCθ CφSθ − Sφ]
T est nul.

Si
−−→
OM etv sont les directions des axes de rotations de deux articulations successives, leur produit

scalaire restera constant quelles que soient les valeurs des anglesθ etφ. Le produit scalaire entre

le vecteurv et le vecteurw = [−Sθ Cθ 0]T est aussi nul quelles que soient les valeurs des

anglesθ etφ.

Prenons
−−→
OM = e6 de manière à ce que le centre de la sixième articulation puisse se position-

ner sur tout point deS, et choisissons{ei}5
i=1 de telle manière que tous les produits scalaires

ei
Tei+1 soient constants quels que soient(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. De proche en proche, nous

déterminons six vecteurs dont le produit scalaire de deux vecteurs successifs d’entre eux est nul.

La matrice jacobienne ainsi obtenue est alorsJ = [e1 e2 e3 e4 e5 e6], soit

J =




−SφSθ −CφSθ Cθ −Sθ CφCθ SφCθ

SφCθ CφCθ Sθ Cθ CφSθ SφSθ

−Cφ Sφ 0 0 −Sφ Cφ


 (4.3)

On vérifie aisément que∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ei
Tei+1 = 0. Outre leurs

produits scalaires successifs constants, les vecteurs{ei}6
i=1 ont été choisis de telle manière que

JJT = λI avecλ = 2, c’est-à-dire pour queJ soit une matrice isotrope. Puisquen = 6 on aλ = 2.

Le manipulateur 6R sphérique isotrope associé àJ gardera donc une position isotrope sur tout

parcours qu’il pourra effectuer surS, et qui sera pour ce manipulateur une surface isotrope con-

tinue.

Pour nous placer dans une optique plus habituelle pour concevoir sans difficulté un tel manipula-

teur, nous cherchons à obtenir un manipulateur dont le premier vecteur de la matrice jacobienne
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qui lui est associée soit constant. Nous transformons la matrice jacobienne

J = [e1 e2 e3 e4 e5 e6] en la matriceJ′ = [e′
1 e′

2 e′
3 e′

4 e′
5 e′

6] oùe′
1 est constant.

Sans perte de généralité et pour plus de commodité, nousfixons e′
1 = k = [0 0 1]T . Soit

le vecteure = k × e1, la rotation autour du vecteure et d’angleψ = π − φ amène le vecteure1

surk.

Figure 4.2 Manipulateur associé à la matriceJ’

La rotation d’un angleψ = π − φ autour dee a pour matrice

Q = eeT + Cψ(1 − eeT ) + SψE

oùE est la matrice produit vectoriel du vecteure [2]. On a alors

Q =




C2
θ − CφS

2
θ SθCθ(1 + Cφ) SφSθ

SθCθ(1 + Cφ) S2
θ − CφC

2
θ −SφCθ

−SφSθ SφCθ −Cφ


 (4.4)
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d’où J′ = QJ.

J′ =




0 Sθ Cθ CφSθ CφCθ − Sφ2Sθ Sφ(Cθ + CφSθ)

0 −Cθ Sθ −CφCθ CφSθ + S2
φCθ Sφ(Sθ − CφCθ)

1 0 0 Sφ SφCφ −C2
φ




(4.5)

Nous avons bienJ′J′T = λI avecλ = 2 puisque d’après la propriété 1, les isométries conservent

l’isotropie et les angles donc le manipulateur associé à la matrice jacobienneJ′, figure 4.2, est

simplement le manipulateur associé à la matrice jacobienneJ vu sous un autre angle.

4.3.2 Param̀etres de Denavit-Hartenberg et manipulateurs associés

Nous obtenons les paramètres de Denavit-Hartenberg pour le manipulateur associé à la matrice

jacobienneJ′ :

Puisqueαi = ̂(ei, ei+1), on a

x2 x3 x4 x5 x6

Cθ 0 SφSθ CφCθ − S2
φSθ CφSθ

Sθ 0 −SφCθ CφSθ + S2
φCθ −CφCθ

0 1 −Cφ SφCφ Sφ

Tableau 4.1 Orientation des axesxi

Cαi
=

e
′

i

T
e

′

i+1

‖e′

i‖‖e
′

i+1‖
= e

′

i

T
e

′

i+1 (4.6)

Les coordonnées des vecteurs{xi}6
i=2, du tableau 4.1, nous donnent‖x2‖ = ‖x3‖ = ‖x4‖ =

‖x5‖ = ‖x6‖ = 1. Tous les produits scalaires sont nuls :e
′

i

T
e

′

i+1 = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, on a

alorsαi = π
2

∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Les valeurs du tableau précédent nous permettent aussi d’avoir

les valeurs des angles{θi}5
i=2. Les valeurs deθ1 etθ6 n’influent pas sur l’isotropie du manipulateur.
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Les valeurs de{ai}5
i=1 sont toutes nulles, puisque tous les axes{Zi}6

i=1 se coupent enO, donc

i 1 2 3 4 5 6
αi 90◦ 90◦ 90◦ 90◦ 90◦ ∗
θi ∗ 90◦ 180◦ − φ 90◦ + φ 90◦ ∗

Tableau 4.2 Valeurs des anglesαi et θi

ai = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. On a aussixi=e
′

i−1 × e
′

i, ce qui donnebi = 0 ∀ i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

Les valeurs de tous les angles{αi}5
i=1 sont constants, le manipulateur 6R sphérique qui en découle

peut avoir toute la demi-sphèreS2 comme surface isotrope tant qu’il ne se produira pas de colli-

sion entre ses articulations, puisque la cote du centre de sadernière articulation estz = −C2
φ. Sa

matrice jacobienne reste donc isotrope en chacun des pointsde cette demi-sphère quelque soit le

parcours choisi sur celle-ci. Quelque soit la valeur de l’angleα6, le résultat reste vrai.

4.3.3 Exemple de trajectoire isotrope continue

La courbeℑ est définie par

ℑ = {M ∈ S, OM = [Sφ(C2φ + CφS2φ) Sφ(S2φ − CφC2φ) − C2
φ]
T , φ ∈ [0, 2π]} (4.7)

Le pointOi est l’intersection de l’axe de laième articulation avec la sphère unitaire. La courbeℑ
que parcourt le pointO6 est représentée sur la figure FIG. 4.3(a) en pointillée.

4.3.4 Espace de travail

Les coordonnées du vecteure6, vecteur directeur de l’axe de la dernière articulation, sont :

e6 = [Sφ(Cθ + CφSθ) Sφ(Sθ − CφCθ) − C2
φ]
T
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Figure 4.3 Parcours des pointsOi du manipulateur 6R isotrope : a) pointO6; b)
pointO5

(a) (b)

Figure 4.4 Parcours des pointsOi du manipulateur 6R isotrope : a) pointO4; b)
pointO3; c) pointO2

(a) (b) (c)
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Puisque la cotez de e6 est égale à−C2
φ, le pointO6, intersection de l’axe de la sixème artic-

ulation du manipulateur sphèrique associé àJ′ avec la sphère unitaire, parcourt tout au plus la

demi-sphère inférieureS2.

Soit M(x, y, z) un point quelconque deS2. Pour savoir siO6 peut atteindre tout point deS2,

il suffit de montrer qu’il existe(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [π/2, π] tel que

Sφ(Cθ + CφSθ) = x

Sφ(Sθ − CφCθ) = y (4.8)

−C2
φ = z

M ∈ S2 =⇒ z ∈ [−1, 0] =⇒ C2
φ = −z admet pour solutionsφ1 = arcos(

√
−z) ou φ0 =

arcos(−
√
−z), ce qui donneφ1 = π − φ0. PuisqueM se situe sur la demi-sphère inférieureS2

donc l’unique solution estφ0 = arcos(−
√
−z).

La résolution du système suivant

Cθ + Cφ0
Sθ =

x

Sφ0

Sθ − Cφ0
Cθ =

y

Sφ0

(4.9)

donne pourφ0 6= π/2,

Sθ =
y + xCφ0

Sφ0
(1 + C2

φ0
)

Cθ =
x− yCφ0

Sφ0
(1 + C2

(φ0
)

(4.10)

(4.11)
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(
y + xSφ0

Sφ0
(1 + C2

φ0
)
)2 + (

x− yCφ0

Sφ0
(1 + C2

φ0
)
)2 =

(x2 + y2)

S2
φ0

(1 + C2
φ0

)
(4.12)

Or S2
φ0

(1 + C2
φ0

) + C4
φ0

= 1, donc

S2
φ0

(1 + C2
φ0

) = 1 − C4
φ0

= 1 − z2 (4.13)

puisquez = −C2
φ0

.

D’où
(x2+y2)

S2

φ0
(1+C2

φ0
)
= (x2 + y2)/(1− z2) = 1 carx2 + y2 + z2 = 1 puisqueM ∈ S2.

Si φ0 = π/2 alors on aM = (Cθ0 , Sθ0, 0) et le couple(θ0, π2 ) est solution de (4.8).

Par conséquent∃θ0 ∈ [0, 2π] tel que (4.9) soit vérifié, donc∃(θ0, φ0) ∈ [0, 2π] × [π/2, π] tel

que (4.8) soit vérifié. Par conséquent, le pointO6, intersection de l’axe de la dernière articulation

du manipulateur associé àJ′ avec la sphère unitaire, peut atteindre tout point deS2 à condition

qu’il n’y ait pas de collision entre les articulations lors des déplacements.

Tant qu’il n’y a pas de collision entre les articulations,O6 peut suivre toute courbe continue sur

S2, et les pointsOi, i ∈ {2, 3, 4, 5} peuvent décrire des courbes continues étant donné que les

fonctions, qui sont les coordonnées de leur vecteur positionei, sont continues.

En considérant(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [π/2, π], pour le manipulateur 6R sphérique associé àJ′, on

a

‖e′
2 − e′

1‖ = ‖−−→P ′
2P

′
1‖ =

√
2 , ‖e′

3 − e′
1‖ = ‖−−→P ′

3P
′
1‖ =

√
2

‖e′
4 − e′

1‖ = ‖−−→P ′
4P

′
1‖ =

√
2
√

1 − Sφ , ‖e′
5 − e′

1‖ = ‖−−→P ′
5P

′
1‖ =

√
2 − S2φ ≥ 1

‖e′
6 − e′

1‖ = ‖−−→P ′
6P

′
1‖ =

√
2
√

1 + C2
φ , ‖e′

3 − e′
2‖ = ‖−−→P ′

3P
′
2‖ =

√
2

‖e′
4 − e′

2‖ = ‖−−→P ′
4P

′
2‖ = |1 − Cφ| ≥ 1 carφ ∈ [π/2, π]
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‖e′
5 − e′

2‖ = ‖−−→P ′
5P

′
2‖ =

√
2
√

1 + 1C2
φ, ‖e′

6 − e′
2‖ = ‖−−→P ′

6P
′
2‖ =

√
2 − S2φ

‖e′
4 − e′

3‖ = ‖−−→P ′
4P

′
3‖ =

√
2 , ‖e′

5 − e′
3‖ = ‖−−→P ′

5P
′
3‖ =

√
2
√

1 − Cφ ≥
√

2

‖e′
6 − e′

3‖ = ‖−−→P ′
6P

′
3‖ =

√
2
√

1 − Sφ , ‖e′
5 − e′

4‖ = ‖−−→P ′
5P

′
4‖ =

√
2

‖e′
6 − e′

4‖ = ‖−−→P ′
6P

′
4‖ =

√
2 , ‖e′

6 − e′
5‖ = ‖−−→P ′

6P
′
5‖ =

√
2

Donc les seules collisions possibles sont celles des articulations 1 et 4 entre elles et des ar-

ticulations 3 et 6 entre elles enφ = π/2. Par conséquent siφ ∈]π/2, π] alors ∀i 6= j ∈
{1, 2, 3, 4, 5, 6} ‖e′

i − e′
j‖ > 0.

Sur le plan pratique, comme les articulations ont une certaine dimension,φ devra décrire un inter-

valle [π/2 − ψ, π] oùψ > 0 est fonction du rayon de la sphère retenue.

SoitJ′′ = [e
′′

1 e
′′

2 e
′′

3 e
′′

4 e
′′

5 e
′′

6 ] telle quee
′′

1 = e′
1, e

′′

2 = e′
2, e

′′

3 = e′
3, e

′′

4 = e′
4, e

′′

5 = e′
5

et e
′′

6 = −e′
6. SoitO

′′

i le point associé au vecteure
′′

i , O
′′

6 est ainsi l’antipode deO′
6. Donc le

manipulateur 6R sphérique associé àJ′′ décrit la demi-sphère supérieure ouverteŜ1.

Le pointO6 associé àJ′ peut atteindre tout point de la sphère. Par conséquent soneffecteur peut

prendre toutes les orientations. Mais il n’est isotrope quesiO6 parcourt la demi-sphère inférieure.

4.4 Manipulateur 6R sph́erique isotrope pour toute orientation de son effecteur

4.4.1 Formulation du problème

Un manipulateur sériel sphérique est géométriquemententièrement déterminé par la connaissance

des angles{αi}n−1
i=1 qui sont constants pendant tout déplacement. Les vecteursei de la matrice ja-
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cobienne d’un manipulateur sphérique ont tous leurs points associés qui appartiennent à la sphère

unitaireS. Dans l’espaceR3 ayant(O, i, j,k) pour repère, pour tout point M deS, il existe

θ ∈ [0, 2π] etφ ∈ [0, π] tels que les coordonnées de M sont :

−−→
OM = [−SφCθ SφSθ − Cφ]

T (4.14)

Pour un manipulateur sériel 6R sphérique, nous cherchonsun ensemble de vecteurs{ei}6
i=1 tel

que l’éq.(4.2) est satisfaite pour toutes orientations del’effecteur. En vertu de la propriété 3,

pour toutes les rotations de l’effecteur autour dee6 l’éq.(4.2) est satisfaite. Ainsi, il suffit de

positionner le pointO6 associé au manipulateur en tout point de la sphére unitaireS pour pouvoir

obtenir toutes les orientations possibles de l’effecteur.

Prenonse6 =
−−→
OM de manière à ce que le centre de la sixième articulation puisse se positionner

en tout point de la sphère unitaireS, et choisissons ensuite{ei}5
i=1 de telle manière que tous les

produits scalaireseiTei+1 soient constants∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Ainsi, la matrice jacobienne

suivante est obtenue

J =




−SφCθ Sθ CφCθ −Sθ CφCθ −SφCθ
SφSθ Cθ −CφSθ −Cθ −CφSθ SφSθ

Cφ 0 Sφ 0 −Sφ −Cφ


 (4.15)

On vérifie aisément que∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], ∀i ∈ [1 · · · 5], nous avonseiTei+1 = 0. Outre

leurs produits scalaires successifs constants∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], les vecteurs{ei}6
i=1 ont

été choisis de telle manière queJJT = λI avecλ = 2, c’est-à-dire pour queJ soit une matrice

isotrope. Puisquen = 6 on a donc d’aprés la propriété 1,λ = 6/3 = 2.

Le manipulateur 6R sphérique isotrope associé àJ gardera donc une position isotrope sur tout

parcours effectuer surS parO6. Ce manipulateur est donc isotrope pour toutes orientations de son

effecteur. Notons que manipulateur 6R décrit par (4.15) est différent du manipulateur 6R décrit

par (4.3).
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Pour nous placer dans une optique plus habituelle de conception d’un manipulateur, nous cher-

chons à obtenir un manipulateur dont le premier vecteur de la matrice jacobienne qui lui est as-

sociée soit constant. Nous transformons la marice jacobienneJ = [e1 · · · e6] enJ′ = [e
′

1 · · · e
′

6]

où e
′

1 est constant. Sans perte de généralité et pour plus de commodité nous fixonse
′

1 = k =

[0 0 1]T .

Soit le vecteur

e =
e1 × k

‖e1 × k‖

La rotation autour de l’axe∆ parallèle au vecteure et d’angleφ amène le vecteure1 surk. La

rotation d’un angleφ autour de∆ a pour matriceQ = eeT + Cφ(1 − eeT ) + SφE où E est la

matrice produit vectoriel du vecteure [2]. On a alors

Q =




1 − (1 − Cφ)C
2
θ SθCθ(1 − Cφ) SφCθ

SθCθ(1 − Cφ) 1 − (1 − Cφ)S
2
θ −SφSθ

−SφCθ SφSθ Cφ


 (4.16)

d’où

J1 = QJ =




0 Sθ Cθ −Sθ C2φCθ −S2φCθ

0 Cθ −Sθ −Cθ −C2φSθ S2φSθ

1 0 0 0 −S2φ −C2φ


 (4.17)

L’isométrieQ conserve l’isotropie deJ, doncJ1 est isotrope. De la matriceJ1, nous déduisons la

matriceJ′, c’est-à-dire:

J′ =




0 Sθ Cθ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ −Sθ −Cθ −CφSθ SφSθ

1 0 0 0 −Sφ −Cφ


 (4.18)

Nous avons bienJ′J′T = λI avecλ = 2 puisque les isométries conservent l’isotropie. Les rota-



85

Figure 4.5 Manipulateur sériel 6R sphérique isotrope pour θ2 = θ5 = π/2

tions conservent les angles donc le manipulateur associé `a la matrice jacobienneJ′ est simplement

le manipulateur associé à la matrice jacobienneJ vu sous un autre angle.

4.4.2 Param̀etres de Denavit-Hartenberg du manipulateur isotrope

Selon la méthode de Denavit-Hartenberg, l’orientation des axesxi est choisi tel que montré au

Tableau 4.3. Puisqueαi = ̂(ei, ei+1), on aCαi
= e′T

i e
′
i+1. Ainsi les angles entres les axes

x2 x3 x4 x5 x6

−Cθ 0 0 SφCθ −Sθ
Sθ 0 0 −SφSθ −Cθ
0 −1 −1 Cφ 0

Tableau 4.3 Orientation des axesxi

{Zi}6
i=1 des articulations successives, mesurés par rapport à l’orientation positive de l’axeXi+1,

sont entièrement déterminés par la connaissance des vecteurs colonnes de la matrice jacobienne.
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Les coordonnées des vecteurs{xi}6
i=2, du tableau 4.3, nous donnent‖x2‖ = ‖x3‖ = ‖x4‖ =

‖x5‖ = ‖x6‖ = 1. De plus, tous les produits scalaires de deux axesei consécutifs sont nuls,

c’est-à-dire :e′
i
T
e′
i+1 = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, on a alorsαi = π/2 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Lesxi et

ei nous permettent d’avoir les valeurs des anglesθi montrées au Tableau 4.4. Les valeurs deθ1 et

θ6 n’influent pas sur l’isotropie du manipulateur.

La matrice jacobienneJ′ ∈ IR3×6 est composée de 2 matricesJ′
1 ∈ IR3×3 et J′

2 ∈ IR3×3.

En posantJ′ = [J
′

1 J
′

2]

J
′

1 =




0 Sθ Cθ

0 Cθ −Sθ
1 0 0


, et J

′

2 =




−Sθ CφCθ −SφCθ
−Cθ −CφSθ SφSθ

0 −Sφ −Cφ




Les rotations conservent l’isotropie, par conséquent toute rotation appliquée àJ′
2, qui conserve

inchangé l’angleα3 = ̂(e3, e4), gardera la matriceJ′
2

isotrope et donc gardera aussiJ′ isotrope.

Or, toute rotation autour de l’axeX3 de la troisième articulation gardeα3 constant, donc quelque

soit la valeur deθ3 la matrice jacobienneJ′ est isotrope. Les valeurs de{ai}5
i=1 sont toutes

i 1 2 3 4 5 6
αi 90◦ 90◦ ∗ 90◦ 90◦ ∗
θi ∗ ±90◦ θ3 θ4 ±90◦ ∗

Tableau 4.4 Paramétres de Denavit-Hartenberg du manipulateur associé àJ′

nulles, puisque tous les axes{Zi}6
i=1 se coupent enO, doncai = distance(Zi, Zi+1) = 0

∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. On axi = e′
i−1 × e′

i, |bi| = distance(xi,xi+1) = 0. La figure 4.5 montre

le nouveau manipulateur sériel sphérique isotrope résultant des tableaux 4.3 et 4.4.

Il faut noter que les anglesθ2 et θ5 doivent être maintenus constants. les autres angles pou-

vant prendre n’importe quelle valeur. Les figures 4.6 et 4.7 montrent les trois dernières et les trois

premières membrures du manipulateur avecθ2 = θ5 = π/2. Il est apparent sur la figure 4.6 que les

vecteurse4, e5 ete6 forment toujours un ensemble orthogonal quelque soientθ4 et θ6. De même,

il est aussi apparent sur la figure 4.7 que les vecteurse1, e2 ete3 forment toujours un ensemble or-

thogonal quelque soientθ1 etθ3. Notons que les deux ensembles de vecteurs orthogonaux{ei}3
i=1
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Figure 4.6 Les trois dernières membrures du manipulateur isotrope pourθ5 = π/2

e6

e4
e5

et {ei}6
i=4 peuvent subir toute isométrie tout en maintenant l’isotropie deJ′, c’est pourquoiθ4

peut prendre n’importe quelle valeur sans changer l’isotropie deJ′. De même, la membrure3,

d’un angleα3 (la dernière montrée à la fig. 4.7), peut aussi prendre n’importe quelle longueur sans

changer l’isotropie deJ′. Sans perte de généralité, nous avons arbitrairement choisi α3 = π/2. Il

est intéressant de noter que bien que l’on ait un manipulateur 6R, seulement 4 articulations sont

effectivement utilisées pour produire toutes les orientations de l’effecteur. Les articulations 2 et 5

ne tournent jamais. Cependant, la présence de leurs axes derotation est nécessaire à l’isotropie

deJ′. Les axesX2 etX5 permettent de compléter les capacités de mobilité des autres axes, et

ainsi, obtenir une capacité de mobilité égale dans toutes les directions. Les articulations2 et 5

sont appelées articulations virtuelles, car elles restent bloquées.

Ainsi, le manipulateur sériel 6R sphérique isotrope peutêtre réalisé avec un manipulateur sériel

4R sphérique auquel deux articulations virtuelles sont ajoutées. La matrice Jacobienne associée au

6R (le 4R avec 2 articulations virtuelles) sera toujours isotrope, alors que celle du 4R ne sera pas
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Figure 4.7 Les trois premières membrures du manipulateur isotrope pourθ2 = π/2

e1

e2

e3

nécessairement isotrope sans les 2 articulations virtuelles. Nous avons montré que quelque soit

la valeur deθ3, le manipulateur associé àJ′ garde une configuration isotrope. Par conséquent, en

donnant àθ3 une valeur qui reste constante dans le temps, nous obtenons toujours un manipulateur

qui garde constamment une configuration constante. Ainsi lemanipulateur 6R sphérique isotrope

peut aussi être réalisé avec un manipulateur 3R sphérique auquel trois articulations virtuelles sont

ajoutées.

Dans la pratique, il ne s’agit pas d’inclure les articulations virtuelles dans la fabrication du manip-

ulateur, mais simplement de les inclure dans le calcul afin d’avoir une meilleure précision dans le

calcul.
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4.4.3 Exemple de trajectoire isotrope continue

Soit la courbeℑ définie par

ℑ = {M ∈ S,
−−→
OM = [−SφC2φ SφS2φ − Cφ]

T , φ ∈]0, π[} (4.19)

La figure 4.8(a) illustre, en pointillé, la courbe parcourue par le pointO6 intersection de l’axe

de la dernière articulation du manipulateur avec la sphère unitaire, c’est-à-dire la courbeℑ; le

manipulateur 6R garde constamment une configuration isotrope. Les figures 4.8(b), 4.8(c), 4.9(a)

et 4.9(a) illustrent, en pointillé, les courbes parcourues respectivement par les pointsO5, O4, O3

etO2. La première articulation, étant évidement fixe, est donc non illustrée.

Figure 4.8 Parcours des pointsOi du manipulateur 6R isotrope : a) pointO6; b)
pointO5; c) pointO4

(a) (b) (c)

4.4.4 Espace de travail

Les coordonnées du vecteure6 qui porte l’axe de la dernière articulation sont

e6 = [−SφCθ SφSθ − Cφ]
T (4.20)
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Figure 4.9 Parcours des pointsOi du manipulateur 6R isotrope : a) pointO3; b)
pointO2

(a) (b)

SoitM(x, y, z) un point quelconque deS, on a alorsx2 + y2 + z2 = 1. Pour savoir si le centre

de la dernière articulation du manipulateur associé àJ′ peut atteindre tout point deS, il suffit de

montrer qu’il existe(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π] tel que

−SφCθ = x, SφSθ = y, −Cφ = z (4.21)

Nous avons alorsM ∈ S =⇒ z ∈ [−1, 1] =⇒ Cφ = −z admet pour solutionsφ0 = arcos(−z).

On a la résolution du système suivant pourφ0 6= 0

Cθ = − x

Sφ0

, Sθ =
y

Sφ0

(4.22)

qui admet une solutionθ puisque nous avons bienx2 + y2 = S2
φ. Si φ0 = 0 alors on aM =

(0, 0,−1) position du pôle sud de la sphére.

Par conséquent siφ 6= 0 ∃θ0 ∈ [0, 2π] tel que (4.22) soit vérifié, donc∃(θ0, φ0) ∈ [0, 2π] × [0, π]

tel que (4.21) soit vérifié, donc le centre de la derniére articulation du manipulateur associé àJ′

peut atteindre tout point deS à condition qu’il n’y ait pas de collision entre les articulations lors

des déplacements.
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4.4.5 Manipulateur 6R sph́erique dérivé

Du manipulateur 6R sphérique isotrope pour toute orientation de l’effecteur que nous venons

d’étudier, nous pouvons déduire plusieurs autres manipulateurs 6R sphériques isotropes pour toute

orientation de leur effecteur ayant d’autres paramètres.Pour déterminer ces autres architectures,

nous débuterons avec le manipulateur étudié dans la section 4.4.2 ayant pour jacobienneJ′ =

[e1 e2 e3 e5 e6] que nous reproduisons

J′ =




0 Sθ Cθ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ −Sθ −Cθ −CφSθ SφSθ

1 0 0 0 −Sφ −Cφ


 (4.23)

Si dans les composantes des vecteurse2 et e3 nous substituonsθ + θ′ à θ où θ′ est une constante

de l’intervalle]0, π/2[, J′ devient

J′′ =




0 Sθ+θ′ Cθ+θ′ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ+θ′ −Sθ+θ′ −Cθ −CφSθ SφSθ

1 0 0 0 −Sφ −Cφ


 (4.24)

L’angleα3 formé par les axesZ3 etZ4 devient alors

Cα3
= cos(e3, e4) = eT3 e4 = Sθ′ 6= 0

d’où α3 = π/2 + θ′ ouα3 = π/2 − θ′. Par contre, l’angle entre les axes de rotation des2ème et

3ème articulations n’a pas varié, car elles ont été décalées du même angleθ′ toutes les deux par

rapport à leur état initial.

La matriceJ′′ est isotrope, les paramètres du manipulateur 6R sphérique qu’elle représente sont

différents de ceux du manipulateur dont dériveJ′. Ainsi, pour chaque valeur deθ′ ∈]0, π/2[, nous

obtenons un nouveau design d’un manipulateur 6R sphérique.
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4.5 Conclusion

Il existe un manipulateur 6R sphérique, présenté dans lasection 4.3 nomméM1, dont l’espace de

travail est toute la sphère et pour lequel non seulement toute la demi-sphère inférieure ouverte est

une surface isotrope continue, c’est-à-dire que le manipulateur reste constamment dans une con-

figuration isotrope lorsque son manipulateur parcourt sur toute la demi-sphère inférieure ouverte,

mais son effecteur peut parcourir toute la demi-sphère inférieure ouverte en suivant n’importe

quelle courbe pendant que le manipulateur garde une configuration isotrope. Ce manipulateur

possède deux articulations qui doivent rester fixes, il estéquivalent à manipulateur 4R sphérique

M ′
1. La dextérité et la manipulabilité deM1 sont constantes sur tout son espace de travail. Par

contre, celles deM ′
1 sont variables.M ′

1 n’a aucune configuration isotrope.

Il existe un manipulateur sériel 6R sphérique, présent´e dans la section 4.4 nomméM2, qui garde

constamment une configuration isotrope pour toutes les orientations de son effecteur. Ses mem-

brures doivent être de longueurαi = π/2, sauf pour la troisième membrure, de longueurα3, qui

peut prendre n’importe quelle valeur non nulle. De même, les articulationsθ2 et θ5 doivent être

maintenues àπ/2 pour toutes les orientations de l’effecteur. Ainsi, les articulationsθ1, θ3, θ4 et

θ6 permettent d’obtenir toutes les orientations de l’effecteur tout ayant constamment le manipula-

teur dans une configuration isotrope.À notre connaissance, ce manipulateur sériel 6R sphérique

est le seul manipulateur sériel dans la littérature à conserver une configuration isotrope sur tout

son espace de travail.̀A ce manipulateur sériel 6R sphérique ayant une configuration isotrope

pour toutes les orientations de son effecteur, on peut associer un manipulateur sériel 4R sphérique

M ′
2 qui aura nécessairement la même dextérité mais dont la matrice jacobienne n’est pas isotrope

en aucun point de tout l’espace de travail. Cependant,M ′
2 reste constamment au voisinage de

l’isotropie, le conditionnement de sa jacobienne est constant est vaut
√

2 qui est aussi la valeur sa

manipulabilité.
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CHAPITRE 5

MANIPULATEUR 4R S ÉRIEL ISOTROPE EN POSITIONNEMENT SUR UNE SPH ÈRE

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un manipulateur sériel 4R non sphérique dont l’effec-

teur peut atteindre tous les points de la sphère pendant quele manipulateur conserve constam-

ment une configuration isotrope en positionnement.À notre connaissance, ce manipulateur est le

seul manipulateur sériel non sphérique dans la littérature ayant plus que des configurations fixes

isotropes en positionnement et à conserver constamment une configuration isotrope en position-

nement pendant que son effecteur parcourt une courbe continue non triviale ou une surface.

Dans [24], le concept d’isotropie a été utilisé pour concevoir des manipulateurs sériels redon-

dants pour lesquelles certaines règles peuvent être énoncées. L’isotropie d’un manipulateur sériel

sphériquenR n’est pas affectée par la variation de la première et de ladernière articulation, soient

1 etn. Par contre, pour un manipulateur sériel non sphérique l’isotropie n’est pas affectée par la

variation de la première articulation, mais peut l’être par la variation de la dernière. Dans le cas

de manipulateurs à mobilité sphérique, la matrice jacobienne a déjà des dimensions homogènes.

Pour un manipulateur non sphérique, si l’on cherche à obtenir uniquement l’isotropie de position-

nement, on obtient une matriceB aux dimensions homogènes mais non adimensionnelles. Ses

composantes ont la dimension d’une distance.

Les définitions de courbe continue isotrope non triviale etde surface isotrope d’un manipula-

teur ont été données dans le chapitre 2. La plupart des publications dans la littérature traitent de

manipulateurs ayant un nombre fini de configurations isotropes fixes, et par conséquent, n’ont pas

de parcours isotrope continu. Des travaux traitants de l’isotropie ont été réalisés par Angeles et
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Figure 5.1 Manipulateur sériel 4R isotrope en positionnement sur une sphère

Ranjbaran qui ont conçu et construit le manipulateurs REDIESTRO. Owen R. Williams a étudié

et construit le manipulateur DIESTRO. Ils sont tous deux globalement isotropes, c’est-à-dire en

même temps isotropes en orientation et en positionnement.Mais, en ce qui concerne DIESTRO

et REDIESTRO, une seule configuration isotrope a été présentée.

Dans le présent chapitre, nous démontrons qu’il existe unmanipulateur sériel 4R non sphérique,

dont l’effecteur peut atteindre n’importe quelle point d’une sphère tout en conservant une configu-

ration isotrope en positionnement. Contrairement aux manipulateurs sphériques de [40] et [41], ce

manipulateur n’a aucune configuration isotrope en orientation dans l’ensemble des configurations

que nous avons étudiées.
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5.2 Définitons

Nous rappelons que la relation cinématique entre le torseur de vitesse de l’effecteur, notét, et le

vecteur vitesse des articulations, notéθ̇, d’un manipulateur sériel ayantn articulations rotoı̈des est

donné par [2]:

t = Jθ̇, θ̇ ≡ [θ̇1 θ̇2 · · · θ̇n]T , t ≡



 ω

ṗ



 , (5.1)

J =



 A

B



 , A ≡ [e1 e2 · · · en], B ≡ [e1 × r1 e2 × r2 · · · en × rn] (5.2)

Un manipulateur est isotrope en positionnement si

BBT = λI (5.3)

Toute configuration articulaire isotrope en positionnement θI (telle que l’éq.(5.3) est satisfaite) est

toujours indépendante deθ1, c’est-à-dire queθI = [θ2 · · · θn]T .

Propriété 4: Il n’existe pas de manipulateur sériel 3R spatial ayant unparcours continu isotrope

en positionnement.

Preuve :

La matriceB = [e1 × r1 e2 × r2 e3 × r3] pour un manipulateur sériel 3R spatial est une matrice

de dimension3 × 3. Soit

B =




a u x

b v y

c w z


.
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Il existe une rotationR de matriceMR telle que

MRB =




A U X

0 V Y

0 0 Z


.

Pour queB soit isotrope, il faut et il suffit que

A2 + U2 +X2 = L2

V 2 + Y 2 = L2

Z2 = L2

UV +XY = 0 (5.4)

XZ = 0

Y Z = 0

oùL est une constante non nulle.

On en conclut d’aprèsZ2 = L2 queZ est une constante non nulle. Mais puisqueXZ = 0 et

Y Z = 0, on a alorsX = 0 etY = 0. Par conséquent,V 2 = L2 et doncU = 0.

La matriceRB est nécessairement de la forme



A 0 0

0 V 0

0 0 Z


.

CommeA, V etZ ne peuvent prendre que les valeurs±L, il n’existe donc au plus que 8 config-

urations isotropes en positionnement pour un manipulateursériel 3R spatial. Par conséquent, un

manipulateur sériel 3R spatial ne peut avoir de parcours continu isotrope en positionnement. Sans

perte de généralité, on peut prendreA = L, ce qui donne en réalité 4 configurations isotropes

en positionnement pour un manipulateur sériel 3R, comme c’est le cas pour un manipulateur 3R

sphérique isotrope en orientation.
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Figure 5.2 Manipulateur sériel 4R avec une rotationǫ de la 4̀eme articulation

O

ǫ

5.3 Formulation du problème

5.3.1 Propriétés du produit vectoriel

Soient les vecteursi = [1 0 0]T , j = [0 1 0]T , k = [0 0 1]T et v = [x y z]T . Nous

avons

i × v =




0

−z
y


 , j× v =




z

0

−x


 , k × v =




−y
x

0


 (5.5)

On constate ainsi que pour un vecteur donné, la coordonnéeselon un axe de coordonnées n’inter-

vient pas dans le résultat du produit vectoriel de ce vecteur avec le vecteur portant cette direction.

Cette constatation simple va nous permettre de positionnerles articulations du manipulateur, que

nous cherchons à réaliser, selon certaines directions pour avoir une matrice jacobienneB plus
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simple à rendre isotrope.

SoitR une rotation dansR3, nous avons pour tous vecteursu etv deR3

R(u× v) = R(u) ×R(v) (5.6)

5.3.2 Conception parétapes d’un manipulateur ayant un parcours continu isotrope en po-

sitionnement

Comme nous ne cherchons pas seulement une seule configuration isotrope pour notre manipula-

teur, mais un parcours continu d’isotropie en positionnement ou une surface connexe d’isotropie

en positionnement, nous choisissons initialement un parcours circulaire de l’effecteur étant donné

que le manipulateur, que nous voulons concevoir, est sériel à articulations rotoı̈des, le parcours

circulaire du point d’application de l’effecteur est alorsle parcours le plus simple à obtenir.

Soit O4 le centre de la quatrième articulation etP le point d’action de l’effecteur, posons la

longueurO4P = l.

En utilisant la constatation faite dans la section 5.3.1, nous choisissons alors les vecteursei et

les pointsOi de manière à positionner les articulations aux coordonn´ees qui nous conviennent

le mieux. Ainsi, considérons un manipulateur 4R sériel dont le référentiel de base est attaché à

O1 = (0, 0, 0) et positionnons les pointsO2, O3 etO4 origines des repèresF2, F3 etF4 respec-

tivement, aux coordonnées suivantes :(0, 1, 1), (−1, 0, 1) et (0, 1 − l, 1 + l) avec0 < l < 1,

et plaçons l’effecteur de manière à ce que son point d’application P ait initialement pour coor-

données(0, 0, 1 + l). De même quel, toutes les coordonnées sont des longueurs.

Initialement, nous prendrons les vecteurs
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Figure 5.3 Manipulateur sériel 4R avec une rotationǫ = π
4

de la 4̀eme articulation

e1 =




0

0

1


, e2 =




0

−1

0


, e3 =




1

0

0


, e4 = e3

comme vecteurs directeurs respectivement des axes des articulations 1, 2, 3, et 4. Les axes des

trois premières articulations s’intersectent enO. On a alorsOO1 = OO2 = OO3 = 1.

Nous avons initialement

−−→
O1P = r1 =




0

0

1 + l


,

−−→
O2P = r2 =




0

−1

l


,

−−→
O3P = r3 =




1

0

l


 et

−−→
O4P = r4 =




0

−l
0



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Effectuons une rotation d’angleθ autour de l’axeX3, alorsθ3 = θ, sa matrice de rotation est

RXθ
=




1 0 0

0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ


 (5.7)

Suite à la rotation d’angleθ autour de l’axeX3, les vecteurs{ri}4
i=1 deviennent

r1 =




0

−lSθ
1 + lCθ


, r2 =




0

−1 − lSθ

lCθ


,

r3 =




1

−lSθ
lCθ


 et r4 =




0

−lCθ
−lSθ


.

Ainsi, nous obtenons les produits vectoriels

e1 × r1 =




lSθ

0

0


, e2 × r2 =




−lCθ
0

0


,

e3 × r3 =




0

−lCθ
−lSθ


 et e4 × r4 =




0

lSθ

−lCθ




La matrice jacobienneB telle queṗ = Bθ̇ est alors

B =




lSθ −lCθ 0 0

0 0 −lCθ lSθ

0 0 −lSθ −lCθ


 (5.8)

Il est aisé de vérifier que la matriceB est isotrope :BBT = l2I.
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Soit la rotation d’angleφ autour de la première articulation dont l’axe de rotation est porté par

le vecteurk dont la matrice estRZφ
. D’après la propriété 2, les isométries conservent l’isotropie,

donc la matriceB′ = RZφ
B est isotrope.

RZφ
=




Cφ −Sφ 0

Sφ Cφ 0

0 0 1


 (5.9)

d’où

B′ =




lSθCφ −lCθCφ lCθSφ −lSθSφ
lSθSφ −lCθSφ −lCθCφ lSθCφ

0 0 −lSθ −lCθ


 (5.10)

Ainsi, le manipulateur 4R garde constamment une configuration isotrope en positionnement quel-

que soient les valeurs des anglesθ etφ, c’est-à-dire quelques soient les rotations effectuéespar la

première ou la troisième articulation.

5.4 Param̀etres de Denavit-Hartenberg du manipulateur

Les paramètres de Denavit-Hartenberg associés au manipulateur 4R isotrope en positionnement

sont obtenus comme suit: toutes les directions{Zi}3
i=1 des vecteurs{ei}3

i=1 se coupent au centre

O de la sphère unitaire. Les axes{Xi}3
i=2 sont portés par les vecteursxi tels quexi = ei−1 × ei.

Les anglesαi = ̂(ei, ei+1) sont mesurés par rapport à l’orientation positive deXi+1. Les angles

θi = ̂(xi,xi+1) sont mesurés par rapport à l’orientation positive deZi.

D’après la figure 5.2, nous avons



102

Figure 5.4 Manipulateur sériel 4R avec une rotationǫ = π
2

de la 4̀eme articulation

La norme‖ −−→
O4P ‖ est égale àl. L’angleθ2 doit être maintenu constant, les anglesθ1 etθ3 pouvant

prendre n’importe quelle valeur entre[0, 2π]. Il est apparent sur la figure 5.4 que les vecteurs

e1, e2 et e3 forment un ensemble orthogonal quelque soient les anglesθ1 et θ3. Nous avons un

manipulateur4R, mais seulement deux articulations pour faire parcourir aupoint d’applicationP

de l’effecteur toute la sphère, les articulations 2 et 4 restent bloquées. Cependant, la présence de

leur axe de rotation est nécessaire pour obtenir l’isotropie en positionnement deB′ et de son ma-

nipulateur associé. Les articulations 2 et 4 sont appelées articulationsvirtuelles, car elles doivent

être présentes sans jamais tourner. Ainsi, le manipulateur sériel 4R isotrope en positionnement est

réalisé par un manipulateur sériel 2R auquel est ajoutédeux articulations rotoı̈des virtuelles. La

matrice jacobienne associée au manipulateur 4R sera isotrope en positionnement alors que celle

du 2R ne le sera pas nécessairement sans les deux articulations virtuelles.
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i ai bi αi θi
1 0 1 π/2 θ1
2 0 0 π/2 θ2
3 l

√
2 0 0 θ3

4 0 0 π/2 θ4

Tableau 5.1 Paramètres de Denavit-Hartenberg

On voit d’après la figure 5.2 queǫ = θ4 + π/2.

À partir des configurations isotropes en positionnement du manipulateur 4R que nous avons étudié

ci-dessus, considérons le manipulateur de la figure 5.4. Onpeut vérifier aisément que les configu-

rations de ce dernier obtenues à partir de rotations autourde l’axeX2 de la deuxième articulation

ne sont pas des configurations isotropes.

5.5 Évolution du conditionnement de la jacobienne

L’état d’isotropie est l’état où la distance aux singularités du manipulateur est maximale.̀A

l’état d’isotropie, le conditionnement de la matrice jacobienne est égal à 1. Plus un manipula-

teur s’éloigne de l’état d’isotropie plus le conditionnement de sa matrice jacobienne croı̂t.

L’un des quantificateurs de la dextérité d’un manipulateur ayant pour matrice jacobienneB′ est

l’inverse du minimum du conditionnement deB′ sur l’espace de travail choisi [2] :

KCI =
1

minκ(B′)

× 100 (5.11)

KCI (Kinematic Conditionning Index) en tant qu’indice de performance cinématique,minκ(B′)

est le conditionnement minimum de la matriceB′ sur l’espace de travail considéré. Comme le

conditionnement appartient à l’intervalle[1 , ∞[, on voit que le KCI appartient à l’intervalle
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Figure 5.5 Manipulateur sériel 4R avec une rotationǫ = 5π
4

de la 4̀eme articulation

]0 , 100]. Ainsi, le manipulateur a une dextérité cinématique d’autant plus performante que son

KCI est proche de100. Lorsque le KCI vaut100 le manipulateur se trouve dans une configura-

tion isotrope. L’indice KCI est un indice global, il se calcule sur tout l’espace de travail considéré.

Comme nous voulons faire étude locale plus précise, utilisons simplement l’inverse du condition-

nement comme indice de performance.

Lorsqueθ2 et θ4 restent constants, le manipulateur 4R reste constamment isotrope en position-

nement. Pour étudier la variation de la distance aux singularités du manipulateur, faisons varier

θ4 d’une valeurǫ et étudions la variation de l’inverse du conditionnement de la jacobienne du
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manipulateur 4R. Pour son calcul, considérons à chaque fois, comme espace de travail, la sphère

obtenue à chaque variationθ4. En effet, pour chaque valeur deǫ que l’on garde fixe, le point

d’action de l’effecteur reste sur une sphère quand les anglesθ1 et θ3 varient. Pour chaque valeur

différente deǫ, la sphère parcourue par le point d’action de l’effecteur est différente. Comme on

peut le constater sur la figure 5.2 oùO est le centre de la sphère, les coordonnées du point d’action

P de l’effecteur deviennent alors

−→
OP =




0

l(1 − Cǫ)

l(1 − Sǫ)


 (5.12)

et dans la rotation autour de l’axeX3 d’angleθ, nous avons




1 0 0

0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ







0

l(1 − Cǫ)

l(1 − Sǫ)


 =




0

l(1 − Cǫ)Cθ − l(1 − Sǫ)Sθ

l(1 − Cǫ)Sθ + l(1 − Sǫ)Cθ




d’où

r1 =




0

l(1 − Cǫ)Cθ − l(1 − Sǫ)Sθ

1 + l(1 − Cǫ)Sθ + l(1 − Sǫ)Cθ




r2 =




0

−1 + l(1 − Cǫ)Cθ − l(1 − Sǫ)Sθ

l(1 − Cǫ)Sθ + l(1 − Sǫ)Cθ




r3 =




1

l(1 − Cǫ)Cθ − l(1 − Sǫ)Sθ

l(1 − Cǫ)Sθ + l(1 − Sǫ)Cθ




Lorsqueǫ = 0, nous avonsr4 = −j. Dans la rotation autour de de l’axeX4 d’angle ǫ, nous

obtenons
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r4 =




1 0 0

0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ







0

−lCǫ
−lSǫ


 =




0

−lCǫCθ + lSǫSθ

−lCǫSθ − lSǫCθ




Ainsi, les composantes de la matrice jacobienne

B′′ = [e1 × r1 e2 × r2 e3 × r3 e4 × r4] s’écrivent

b′′11 = −l(1 − Cǫ)Cθ + l(1 − Sǫ)Sθ

b′′12 = −l(1 − Cǫ)Sθ − l(1 − Sǫ)Cθ

b′′13 = 0

b′′14 = 0

b′′21 = 0

b′′22 = 0

b′′23 = −l(1 − Cǫ)Sθ − l(1 − Sǫ)Cθ (5.13)

b′′24 = lSθCǫ + lCθSǫ

b′′31 = 0

b′′32 = 0

b′′33 = l(1 − Cǫ)Cθ − l(1 − Sǫ)Sθ

b′′34 = −lCθCǫ + lSθSǫ

Sur la figure 5.6, on constate que le conditionnement de la matrice jacobienne tend vers l’infini

quandǫ tend versπ/4 ou 5π/4, et tend vers1 quandǫ tend vers0 ou π/2 ou 2π. La figure 5.7

représente l’évolution de l’inverse du conditionnementde la matrice jacobienne du manipulateur

associé àB′′ en fonction deǫ et quantifie la dextérité du manipulateur, cette dernière est un in-

dice locale. Comme on le constate sur la figure 5.7, le manipulateur associé àB′′ a une sphère

d’isotropie pourǫ = 0, ǫ = π/2 ou ǫ = 2π et deux sphères de singularités pourǫ = π/4 ou

ǫ = 5π/4. La sphère d’isotropie en positionnement, figure 5.8, est centrée enO et de rayonl, elle

est obtenue pour 3 valeurs deǫ : 0 etπ/2 et2π. Ces 3 valeurs deǫ sont à un angle deπ/4 de part

et d’autre du segmentO4O. L’angle
̂

(
−−→
O4O,

−−→
O4P ) est égal àπ/4 qui est la valeur de l’angle entre

les deux membrures d’un manipulateur 2R planaire dans sa configuration isotrope. De même, on
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Figure 5.6 Graphe du conditionnement de la matrice jacobienne en fonction deǫ
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aO4P/O4O =
√

2/2, c’est aussi le rapport des longueurs des membrures d’un manipulateur 2R

planaire dans sa configuration isotrope. Sur la sphère d’isotropie le manipulateur 4R garde une

configuration isotrope quelle que soit la positionnement dupoint d’exécution de l’effecteur sur

celle-ci.

Les figures 5.7 et 5.9 représentent respectivement l’évolution de l’inverse du conditionnement

de B′′ et l’évolution dudet(B′′B′′T ) en fonction deǫ. On constate ainsi que sur l’espace de

travail considéré, la dextérité représentée par l’inverse du conditionnement et la manipulabilité,

représentée par le déterminant de la jacobienne par sa transposée, évoluent de manière similaire :

elles s’annulent pour les mêmes valeursǫ = π/4 et ǫ = 5π/4, elles les mêmes valeurs de singu-

larité. Pour chacune des fonctions, les valeurs pourǫ = 0, ǫ = π/2 et ǫ = 2π sont égales et loin

de la singularité.
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Figure 5.7 Graphe de l’inverse du conditionnement de la jacobienne en fonction
deǫ
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Les sphères de singularités en positionnement, figures 5.10 et 5.11, sont centrées enO, point

d’intersection des axes des 3 premières articulationsZ1, Z2 etZ3, et ont pour rayonl(1 −
√

2) et

l(1 +
√

2), elles sont obtenues pour 2 valeurs deǫ = π/4 et ǫ = 5π/4. Pour ces deux dernières

valeurs deǫ le point d’applicationP de l’effecteur se trouve sur le segmentO4O de part et d’autre

deO4 comme montré par les figures 5.10 et 5.11. Ces 2 positions nous donnentOP = l(1 −
√

2)

ou OP = l(1 +
√

2) qui sont les rayons des deux sphères de singularité, car lorsque le point

d’applicationP se trouve sur un point quelconque de l’une de ces deux sphères, le manipulateur

4R est dans une configuration singulière.

Cependant, la dextérité du manipulateur 4R, quantifiée par le conditionnement de sa jacobienne,

reste constante sur toute sphère de centreO et de rayonl. Si par exemple nous voulons garder la

dextérité du manipulateur 4R supérieure ou égale à90%, c’est-à-dire1/κ(B) ≥ 0.9, on doit alors
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Figure 5.8 Sphère d’isotropie en positionnement du manipulateur sériel 4R spatial

avoir−π/45 ≤ ǫ ≤ π/45, ce qui revient à avoir le rayonr de la sphèrel ≥ r ≥ 0.9305 l. Ainsi,

dans tout le volume compris entre les sphères centrées enO de rayonl et0.9305 l le manipulateur

a une dextérité supérieure à90%.

Les figures 5.12 et 5.13 montrent que pour une valeur donnéeǫ, la manipulabilité et la dextérité

restent constantes quelle que soit la valeur deθ, c’est-à-dire qu’elles restent constantes sur toute

sphère centrée enO et de rayon compris entrel(1 −
√

2) et l(1 +
√

2).

5.6 Étude comparative de la dext́erit é et la manipulabilité du manipulateur 4R

La manipulabilité définie par [9],W =
√
|det(JJT )|, fournit un index de dextérité que nous com-

parons à l’inverse du conditionnement lorsque l’angleθ4 varie et place le point d’exécutionP de
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Figure 5.9 Manipulabilité en fonction deǫ

√
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l’effecteur sur des sphères différentes. La figure 5.9 montre l’évolution de la manipulabilitéW

en fonction deǫ. On constate queW et l’inverse du conditionnement de la jacobienne évoluent

de la même manière lorsque l’angleθ4 varie, et ont un comportement similaire. En effet, tout

comme le conditionnement, la manipulabilité reste constante sur toute sphère parcourue par le

point d’application de l’effecteur, comme on le constate sur les figures 5.12 et 5.13.

5.7 Isotropie et singularité

Soient les matricesA etB′′ qui forment la matrice jacobienne
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Figure 5.10 Première sphère de singularité en positionnement du manipulateur
sériel 4R

J =



 A

B′′





oùB(i, j) = b′′i,j sont les coefficients donnés en (5.13). Quelque soit la valeur deǫ, nous avons

AAT =




2 0 0

0 1 0

0 0 1




Ainsi, le conditionnement de la partie de sa matrice jacobienne représentant l’orientation est au

voisinage de la valeur optimale puisqueκ2(A) =
√

2. Cependant comme le montre la figure 5.6,

le conditionnement de la partie de la matrice jacobienne représentant le positionnement varie de 1

à l’infini. Pourǫ = 0, ǫ = π/2 et ǫ = 2π, nous avons
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Figure 5.11 Deuxième sphère de singularité en positionnement du manipulateur
sériel 4R

B′′B′′T =




l2 0 0

0 l2 0

0 0 l2




un conditionnement deκ(B′′) optimal.

Mais enǫ = π/4 et ǫ = 5π/4 le conditionnementκ(B′′) est infini.

De même, le calcul des déterminants donne
√
|det(AAT )| =

√
2 quelque soitǫ, tandis que

√
|det(BBT )| varie de 0 à2.7 selon les valeurs prises parǫ comme le montre la figure 5.9.

Ainsi sur tout le volume compris entre les 2 sphères de singularités, le conditionnement deA

est dans le voisinage de la valeur optimale. Cet exemple montre qu’il est probablement possible

de déterminer des manipulateurs qui gardent constamment une configuration isotrope non seule-

ment sur un parcours continu ou une surface, mais peut-êtremême sur un volume. Il montre aussi

qu’un même manipulateur peut en même temps être au voisinage de l’isotropie en orientation et

au voisinage de la singularité en positionnement. L’inverse est aussi possible.
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Figure 5.12 Inverse du conditionnement de la jacobienne en fonction deθ pour
des valeurs fixes deǫ
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5.8 Conclusion

Nous avons montré l’existence d’un manipulateur 4R, reproduit dans la figure 5.1, qui garde con-

stamment une configuration isotrope en positionnement lorsque le point d’ap-plication de son

effecteur parcourt n’importe quelle courbe de la sphère derayon l qui est la distance entre le

point d’exécution de l’effecteur et l’origineO4 du quatrième repèreF4. Les sphères de rayon

l(
√

2 − 1) et l(
√

2 + 1) sont des sphères de singularités. Toutes les sphères comprises entre la

sphère d’isotropie et les sphères de singularités sont des sphères sur lesquelles le conditionnement

de la jacobienneB du manipulateur reste constant. En d’autres termes, la dextérité du manipu-

lateur sériel 4R étudié est constante sur toute sphère comprise entre les sphères de singularités,

et elle est maximale sur la sphère d’isotropie. Nous avons aussi montré que le conditionnement

κ(B) et la manipulabilitéW =
√

|det(BBT )| ont un comportement tout à fait similaire sur tout
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Figure 5.13 Racine du déterminant deB′′B′′T en fonction deθ pour des
valeurs fixes deǫ
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l’espace de travail obtenu en gardant fixe la deuxième articulation (θ2 constant), et donc aussi tant

au voisinage des singularités que de l’isotropie.

Pour les manipulateurs non sphériques, une différence importante entre la manipulabilité et le

conditionnment de la jacobienne est l’insensibilité de lamanipulabilité à la taille de l’effecteur; ce

qui n’est pas le cas du conditionnement de la jacobienne. Pour les manipulateurs sphériques cette

différence n’existe pas.
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CONCLUSION

La dextérité d’un manipulateur est de plus en plus consid´erée comme une caractéristique impor-

tante pour la réalisation toujours plus adéquate des tâches à accomplir. Dans ce contexte, l’étude

de l’isotropie des manipulateurs comme indice de dextérité a été, dans cette thèse, étudiée en

détail à travers le conditionnement de la matrice jacobienne. La dextérité est considérée comme

une mesure de la distance aux singularités. Dans la revue delittérature, les différents indices

de dextérité ont été présentés. Ces indices se veulent une caractérisation de la performance

cinétostatique du manipulateur. Dans le présent travail, la recherche de la dextérité maximale

a été le but de cette thèse. Certains résultats obtenus dans ce travail de recherche sont entièrement

nouveaux : des parcours isotropes continus et des surfaces isotropes. Les premières publica-

tions concernant des parcours isotropes continus et des surfaces isotropes connexes ont été les

travaux présentés dans cette thèse. Auparavant, il n’existait dans la littrature que des configu-

rations fixes de manipulateurs isotropes en lesquelles la dextérité est optimale. L’apport de ce

travail de recherche est ainsi entièrement nouveau, il a permis d’élargir l’utilisation de la notion

d’isotropie à des ensembles de configurations isotropes plus vastes.

Le but et le sens de la recherche y ont été exposés, centrés sur les courbes continues isotropes

et les surfaces isotropes. La revue de littrature a été incluse dans l’introduction. Les différents

travaux de la littérature traitant de l’isotropie des manipulateurs sériels y ont été mentionnés, ainsi

que ceux traitant des différents index de mesure de la dext´erité des manipulateurs.

Dans le chapitre 2, le conditionnement des matrices a été présenté et utilisé pour évaluer les

performances cinématiques des manipulateurs. En partantdes matrices carrées, le condition-

nement des matrices rectangulaires des systèmes sous-dimensionnés ou sur-dimensionnés a été

présenté. Le conditionnement a alors été utilisé pourdéfinir l’isotropie des matrices carrées ou

rectangulaires et en voir une illustration géométrique.La distance, plus ou moins grande, du con-

ditionnement des matrices jacobiennes de l’isotropie, a été considérée comme une quantification



116

de leur dextérité cinématique. Les principales voies dedétermination d’un design isotrope ont

été mentionnées comme optimisation d’une fonction objectif qui mesure la distance à l’isotropie

et le calcul algébrique par la résolution partielle du système d’équations équivalent aux condi-

tions d’isotropie de la matrice jacobienne. La résolutionétant partielle pour la matrice jacobienne

d’un manipulateur nR sériel pour lequeln > 4 car dans ces cas la résolution complète est très

compliquée et donne aussi des solutions appartenant à l’ensemble des nombres complexesC.

L’utilisation de la résolution algébrique partielle a permis de prouver l’existence d’une infinité

non dénombrable de configurations isotropes pour les manipulateurs 5R sphériques alors qu’il

n’en existe que 32 pour les manipulateurs 4R sphériques. Concernant l’isotropie de position, pour

les manipulateurs 3R planaires, il a été prouvé que le manipulateur déterminé par [2] est le seul

manipulateur 3R planaire isotrope en positionnement. Il a ´eté démontré qu’il existe une infinité

de manipulateurs 4R planaires isotropes en positionnement, et une méthode pour la détermination

de leur design a été indiquée. Il a été aussi prouvé quepour toutn > 4 il existe un manipulateur

nR planaire isotrope en positionnement dont le design a aussi été indiqué, et pour chaquen = 2p

avecp > 1 il existe une infinité de manipulateurs nR planaires isotropes en positionnement.

Le chapitre 3 intitulé “Configurations isotropes des manipulateurs sphériques” traite de l’iso-

tropie d’orientation. Il y est prouvé qu’il n’existe pas demanipulateur nR sphérique ayant un

parcours isotrope continu sin < 6. Pour un tel manipulateur, il n’est pas possible de passer d’une

configuration isotrope à une autre sans passer par une configuration non isotrope. L’existence

d’une infinité non dénombrable pour les manipulateurs 5R sphériques ne suffit pas à permet-

tre l’existence d’un parcours continu isotrope non trivialpour ces mêmes manipulateurs. Il y

est aussi prouvé que chaque manipulateur 5R sphérique n’aqu’un nombre fini de configurations

isotropes. Ce résultat a été obtenu autrement que par lesméthodes présentées au chapitre 2 que

sont la méthode d’optimisation et la méthode de résolution algébrique. La méthode utilisée est

une méthode géométrique qui a permis de simplifier les calculs et d’obtenir le résultat principal

du chapitre 3. Elle a permis aussi de retrouver simplement les résultats déjà obtenus par le calcul

algébrique par Chablat et Angeles, et de voir que le nombre de configurations isotropes d’un ma-
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nipulateur 5R sphérique dépend du design de ce dernier.

Le chapitre 4 traite aussi de l’isotropie d’orientation. Ily présente 2 manipulateurs 6R sphériques

ayant une surface connexe d’isotropie. Pour le premier, cette surface est une demi-sphère, pour

le second elle est la sphère entière. Ainsi, ce dernier garde dans tous ses déplacements une con-

figuration isotrope. L’effecteur du premier manipulateur ne peut franchir dans une configuration

isotrope l’équateur de la sphère qui n’est pas une fronti`ere de son espace de travail qui est toute

la sphère laquelle n’a pas de frontière. L’équateur de lasphère constitue par contre la frontière de

l’espace de travail isotrope de ce manipulateur. Ainsi, il n’existe aucune contradiction par rapport

à la notion de manipulabilité car la frontière de l’espace de travail isotrope n’est pas une courbe

de singularités contrairement à la frontière de l’espace global de travail.

Il est intéressant de remarquer que le manipulateur 6R sph´erique, qui garde constamment une

configuration isotrope pour toutes les orientations se son effecteur, est composé en réalité de 2

manipulateurs 3R qui considérés séparément sont tous les deux isotropes. Le premier des 2 ma-

nipulateurs 3R doit garder sa première articulation fixe étant donné qu’elle constitue la base. Le

second manipulateur 3R n’est pas astreint à cette contrainte, il peut donc varier librement par

rapport au premier. Ces 2 manipulateurs 3R, composant le manipulateur 6R en question, ont et

gardent tous les deux leurs trois axes de rotation constamment orthogonaux. Ils forment réunis le

manipulateur 6R sphérique aux capacités d’isotropie optimales. De plus, la membrure reliant ces

2 manipulateurs sphériques 3R peut prendre n’importe quelle longueur sans que cela altère les ca-

pacités optimales d’isotopie du manipulateur 6R sphérique. Pour un manipulateur 6R sphérique,

il n’est pas possible d’avoir de meilleures capacités d’isotropie que celle du manipulateur 6R

sphérique présenté.

Les deux manipulateurs 6R sphériques présentés au chapitre 4 ont deux de leurs six articula-

tions qui restent bloquées. Elles sont désignées comme ´etant des articulations virtuelles. Dans

la pratique, elles ne sont pas nécessaires. Leur présenceest théorique, elles permettent de rendre
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la matrice jacobienne isotrope. En effet, le manipulateur 6R dont les articulations virtuelles sont

soudées, et non prises en considération, est un manipulateur 4R qui possède en réalité la même

dextérité que le manipulateur 6R dont il dérive, bien quesa matrice jacobienne ne soit pas isotrope.

Les résultats du chapitre 4 sont présentés dans l’article intitulé “ Manipulateur 6R sphérique ayant

une configuration isotrope pour toute orientation de son effecteur ” exposé à laConfrence CT-

ToMM 2009, Qúebec, Canada.

Le chapitre 5 traite de l’isotropie de position. Il présente un manipulateur 4R sériel qui reste

constamment dans une configuration isotrope en position quand son effecteur parcourt toute la

sphère. Il est constitué d’un manipulateur 3R sphériquedont les axes de rotation de ses articula-

tions sont orthogonaux, comme pour un manipulateur 3R sphérique isotrope, et d’un manipulateur

2R planaire isotrope pour lequel on retrouve le rapport
√

2/2 des longueurs des membrures. Le

manipulateur 4R en question possède deux articulations virtuelles qui restent constamment fixes,

ce qui en fait en réalité un manipulateur 2R, car les deux articulations virtuelles servent là aussi

uniquement à obtenir l’isotropie de la matrice jacobienne. Ce manipulateur possède une sphère

d’isotropie et deux sphères de singularités. Sur toutes les sphères contenues dans l’intervalle,

c’est-à-dire comprises entre les sphères de singularit´es et la sphère d’isotropie, le manipulateur

4R sériel en question garde une manipulabilité constante. Lorsque, l’effecteur en se déplace au-

tour de la sphère d’isotropie, la manipulabilité et la dextérité du manipulateur oscillent autour de

la valeur optimale. On vérifie, dans les cas étudiés, qu’il n’existe pas de singularités au voisinage

de l’isotropie. Pour ce manipulateur 4R sériel isotrope enposition sur la sphère, un volume de

grande dextérité a été défini. Ce volume est compris entre 2 sphères entourant la sphère d’isotropie

et en tout point duquel la dextérité en positionnement estsupérieure à 90%.

Les parcours continus isotropes en positionnement semblent plus faciles à obtenir que les parcours

continus isotropes en orientation. En effet, il suffit de 4 articulations rotoı̈des pour concevoir un

manipulateur isotrope en position sur un parcours continu,alors qu’il en faut au moins 6 pour

en concevoir un isotrope en orientation sur un parcours continu. Ce manipulateur 4R sériel ne
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possède aucune configuration isotrope en orientation. Mais, il reste constamment au voisinage de

l’isotropie d’orientation sans l’atteindre.

Ce travail de recherche laisse entrevoir de nombreuses perspectives de travaux futurs : la détermina-

tion en fonction du design du nombre exact de configurations isotropes d’un manipulateur 5R

sériel et l’évolution de la dextérité pendant le passage d’une configuration isotrope à une autre, ce

qui permettra de mieux comprendre comment le design d’un manipulateur influe sur sa dextérité.

La prise en compte ou non des articulations virtuelles influesur la dextérité et la manipulabilité.

La détermination de courbes ou de surfaces d’isotropie de positionnement autres que la sphère,

ce qui permettra de trouver des manipulateurs isotropes en orientation et en positionnement sur

d’autres surfaces, et aidera à la détermination de méthodes de classification des designs. Une

perspective d’extension de l’isotropie pourra être envisagée pour le manipulateur 4R sériel ayant

la sphère comme surface d’isotropie en position en en déduisant un manipulateur 6R sériel ayant

la sphère comme surface d’isotropie en même temps en orientation et en position.À travers ce

dernier la notion de volume d’isotropie pourra alors éventuellement être introduite.
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ANNEXE I

ÉTUDE DE LA DEXT ÉRIT É DES MANIPULATEURS 6R SPHÉRIQUES ISOTROPES

PRÉSENTÉS DANS LE CHAPITRE 4

Les deux manipulateurs sphériques isotropes, présentés dans les sections 4.3 et 4.4 du chapitre

4, ont tous deux leurs deuxième et cinquième articulations rotoı̈des qui restent bloquées. Nous

les désignerons ces deux manipulateurs respectivement par M1 etM2. Ils sont donc équivalents

à des manipulateurs 4R sphériques obtenus à partirM1 et M2 dont on aurait soudé, à tous les

deux, les deuxième et cinquième articulations et que nousdésignerons respectivement parM ′
1 et

M ′
2. Évaluons la dextérité, la manipulabilité et l’erreur maximale de positionnement (the max-

imum positioning error) (EMP) des manipulateurs 6RM1 et M2 et comparons-les à celles des

manipulateurs 4R équivalentsM ′
1 etM ′

2.

I.1 Comparaison des dextérités des manipulateursM1 etM2 à celles des manipulateursM ′
1 et

M ′
2

Le manipulateurM1 a la demi-sphère comme surface isotrope, son conditionnement est constant

et vaut 1,M1 garde constamment une configuration isotrope∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Sur la fig-

ure I.2 nous avons l’évolution de la dextérité deM ′
1, on constate queM ′

1 n’a aucune configuration

isotrope et qu’il a même deux configurations singulières.

Le manipulateurM2 garde constamment une configuration isotrope∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π],

il a une dextérité constante∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Sur la figure I.4 nous avons l’évolution du

conditionnement deM ′
2, on constate queM ′

2 n’a aucune configuration isotrope, mais garde une

dextérité constante et se trouve constamment au voisinage de l’isotropie, le conditionnement de sa

jacobienne est constant et vaut
√

2.
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On constate ainsi que la dextérité, évaluée comme l’inverse du conditionnement de la jacobienne,

est un indice nettement plus cohérent et plus représentatif lorsqu’il est appliqué aux manipulateurs

équivalentsM2 etM ′
2, plutt qu’aux manipulateursM1 etM ′

1.

I.2 Comparaison des manipulabilités deM1 etM2 à celles deM ′
1 etM ′

2 respectivement

La manipulabilité deM1 est égale à2
√

2 ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π] alors que celleM ′
1 est variable

et même nulle pourφ = π/2 et φ = 3π/2 comme on peut le voir sur la figure I.2 qui montre

l’évolution de la manipulabilité deM ′
1. Cependant, il est intéressant de constater la similitude

d’évolution entre la dextérité et la manipulabilité deM ′
1 qui s’annulent pour les mêmes valeurs et

atteignent aussi leurs maxima pour les mêmes valeurs.

La manipulabilité deM2 est aussi égale à2
√

2 pour∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2] alors que celle

deM ′
2 vaut

√
2 pour∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2]. Contrairement à la manipulabilité deM1 etM ′

1,

celleM2 et celle deM ′
2 évoluent de la même manière.

On constate aussi pour la dextérité, évaluée comme la racine du produit de la jacobienne par

sa transposée est un indice nettement plus cohérent et plus représentatif lorsqu’il est appliqué aux

manipulateurs équivalentsM2 etM ′
2, plutôt qu’aux manipulateursM1 etM ′

1.

I.3 Comparaison des conditionnements de disposition deM1 etM2 à celles deM ′
1 etM ′

2 respec-

tivement

La jacobienneJ est une matricem × n, le conditionnement de disposition (CD) défini dans [15]

est donné par la formule

κL(J) =

√
trm(JJT )

mmdet(JJT )
(I.1)
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Le conditionnement de disposition du manipulateurM1 est constant et vaut 1 pour∀(θ, φ) ∈
[0, 2π] × [0, π]. Sur la figure I.6 nous avons l’évolution du conditionnement de disposition de

M ′
1, on constate queM ′

1 n’a aucune configuration isotrope et qu’il a même deux configurations

singulières.

Le conditionnement de disposition deM2 est aussi égale à1 pour∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2],

celui deM ′
2 vaut 1.08 pour ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2]. Contrairement aux CP deM1 et M ′

1,

ceuxM2 et celle deM ′
2 évoluent de la même manière et sont très voisins l’un de l’autre comme le

montrent la figure I.8.

Dans ce cas aussi on constate que le CD est un indice nettementplus cohérent et plus représentatif

lorsqu’il est appliqué aux manipulateurs équivalentsM2 etM ′
2, plutôt qu’aux manipulateursM1

etM ′
1. Les manipulateursM1 etM2 ont la même dextérité et la même manipulabilité, ils ont par

conséquent le même CD.

I.4 Comparaison des EMP deM1 etM2 à celles deM ′
1 etM ′

2 respectivement

L’erreur maximale de positionnement (EMP) (the maximum positioning error) présenté dans [27]

pour les manipulateurs parallèles est définie comme la somme des valeurs absolues des éléments

des rangées de la matrice jacobienne. Dans le cas des manipulateurs sphériques 6R la matrice

jacobienne possède 3 rangées. La somme des valeurs absolues des éléments de la première rangée

représente l’EMP pour la rotation autour l’axe (OX), cellede la deuxième rangée représente l’EMP

pour la rotation autour l’axe (OY) et celle de la troisième représente l’EMP pour la rotation autour

l’axe (OZ). Les axes (OX), (OY) et (OZ) étant les axes du rep`ere de la base.

L’évolution des erreurs maximales de positionnement (EMP) (the maximum positioning error)

pour différentes valeurs deθ pourM1 etM ′
1 sont présentées dans les figures I.9, I.10 et celles pour

M2 etM ′
2 sont présentées dans les figures I.11, I.12.
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L’EMP minimale pour la rotation autour de (OX) deM1 est dans tous les cas environ le dou-

ble de l’EMP minimale deM ′
1 pour la rotation autour de (OX). De plus, l’allure générale des

courbes représentant l’EMP pour la rotation autour de (OX)deM1 etM ′
1 est différente notam-

ment lorsqueθ = 0 ouθ = π/2.

L’EMP minimale pour la rotation autour de (OX) deM2 est dans tous les cas environ le dou-

ble de l’EMP minimale deM ′
2 pour la rotation autour de (OX). De plus, l’allure générale des

courbes représentant l’EMP pour la rotation autour de (OX)deM2 etM ′
2 est différente sauf pour

θ = π/2.

De plus, contrairement aux indices utilisés dans les sections précédentes, l’évolution de l’indice

EMP dpend de l’angleθ. Les écarts entre valeurs de l’EMP autour de l’axe (OX) obtenus pour des

manipulateurs équivalents sont plus nettement plus importants que ceux obtenus avec les autres

indices étudiés dans cette annexe.

Les évolutions de l’EMP autour des axes (OY) et (OZ) donnentdes résultats similaires à ceux

l’EMP autour de l’axe (OX). On constate que pour des manipulateurs sériels, EMP est un indice

moins apte à servir de mesure de la dextérité ou de la capacité d’un manipulateur à positionner ou

à orienter avec précision son effecteur que le conditionnement de la jacobienne, la manipulabilité

ou le CD.

Ces résultats permettent de constater que les indices utilisés pour évaluer la dextérité ou la manip-

ulabilité ne peuvent être considérés comme des indicesdéfinitifs de quantification de la dextérité.

Le conditionnement de disposition semble être un meilleurindice de mesure de la dextérité car

sa valeur pourM ′
2 est plus voisine de 1, donc plus voisine de celleM2, que ne l’est le condition-

nement de sa jacobienne. L’étude de la valeur du CD deM1 etM ′
1,M2 etM ′

2 confirme que certains

indices peuvent être vus comme plus appropriés que d’autres pour l’évaluation de la dextérité. En
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se basant sur les manipulateurs équivalentsM1 etM ′
1, et les manipulateurs équivalentsM2 etM ′

2,

l’EMP est l’indice le moins approprié pour évaluer la dextérité des manipulateurs sériels.

La détermination d’un indice de dextérité qui donneraitla même valeur lorsqu’il est appliqué

aux jacobiennes deM1 etM ′
1 ainsi qu’à celles deM2 etM ′

2, serait encore plus performant que le

CD qui semble être l’indice local le plus évolué de la littérature.

L’existence de ces deux paires de manipulateurs{M1, M ′
1} et {M2, M ′

2} donne une base de

recherche pour la détermination d’indices de dextéritélocaux ou globaux qui soient égaux lorsqu’ils

sont appliqués à ces deux paires de manipulateurs.
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Figure I.1 Inverse du conditionnement de la jacobienne du manipulateurM ′
1

φ

1/κ(J)

θ

Figure I.2 Manipulabilité du manipulateurM ′
1

φ

√
|det(JJT )|

θ
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Figure I.3 Conditionnement de la jacobienne du manipulateur M ′
2

φ

κ(J)

θ

Figure I.4 Manipulabilité du manipulateurM ′
2

√
|det(JJT )|

φ
θ

θ et φ sont exprimés en radian
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Figure I.5Évolution du CD de la jacobienne du manipulateurM1
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Figure I.6Évolution du CD de la jacobienne du manipulateurM ′
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Figure I.7Évolution du CD de la jacobienne du manipulateurM2

√
trm(JJ

T )

mmdet(JJ
T )

φ
θ

θ et φ sont exprimés en radian

Figure I.8Évolution du CD de la jacobienne du manipulateurM ′
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Figure I.9Évolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX deM1

EMP
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Figure I.10Évolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX deM ′
1

EMP

φ
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θ et φ sont exprimés en radian
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Figure I.11Évolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX deM2
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Figure I.12Évolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX deM ′
2
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θ et φ sont exprimés en radian


