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AVANT-PROPOS

Paris - Juin 1980. A la terrasse d'un café entre le Panthéon
et le Luco, dans le cadre que je ne savais pas encore enchanteresque

du Quartier Latin, je fis connaissance avec M. Robillard.

Celui-ci, qui depuis quelques années, a entrepris a 1'Ecole
Polytechnique de Montréal en compagnie de M. Vasseur, 1'étude des écou-
lements de convection libre de 1'eau par résolution numérique sur ordi-
nateur, terminait un voyage d'étude en France, ot il avait été fort

impresionné par divers laboratoires de recherche hydraulique, tels

iii

ceux de Marseille, Bordeaux ou Meudon. Au cours de son périple, il avait

notamment appris que certaines bizarretés observées dans ses simula-
tions numériques, pouvaient €tre liées a la naissance de la turbulence
et n'avaient aucune raison de prendre directement le chemin du panier.
Fort de cette fraiche connaissance il avait 1'intention d'étendre son
activité vers cet attirant phénoméne qui de part son importance mono-
polise beaucoup de savants, et devrait trouver une explication satis-

faisante vers le début du prochain millénaire.

Fin septembfe 1980. Quand, accompagné de ma seule valise mais
le coeur empli d'espoir, je franchissai le seuil du bureau d'immigra-
tion de Mirabel-Montréal, ultime étape avant de découvrir le Nouveau
Monde, 1'équipe de recherche, animée par M. Robillard s'était enrichie
d'un troisiéme membre, M. N'Guyen, qui devait plus particuliérement

se charger des travaux sur 1'instabilité des écoulements fluides.
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Aussi lorsque ce dernier me proposa d'étudier '"La stabilité
de la convection naturelle d'une couche verticale d'eau, soumise &

un gradient horizontal de température', j'acceptai.

Le domaine était entieérement vierge, tant pour 1'é@quipe de
recherche de Robillard, que pour moi: ma formation, trés généraliste
mais trés poussée, regue au cours de mes deux premiéres années a
1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, ne m'avait pas spécialement
préparé 3 son approche, mais devait la faciliter. Nonobstant, il me

fallait partir de zéro.

Les équations de Navier-Stockes qui régissent les écoulements
fluides datent du début du XIX siécle, toutefois leur complexité due
d leur caractére non linéaire, ne permet de les résoudre analytiquement
que dans des cas particuliers fort simples et peu nombreux. Quant aux
principales théories de la stabilité, elles furent établies au début
du siécle, et se heurtent aux mémes difficultéds: elles sont générale-
ment inapplicables. Cependant certaines de ces barriéres ont été levées
grace a l'apparition, il y a plus de vingt ans, de 1'ordinateur et de
sa formidable capacité de calcul, qui a permis aux chercheurs de consi-
dérablement progresser, en résolvant d'anciens problémes tout en déve-

loppant de nouvelles théories.

En un peu plus de six mois je n'ai pas pu accomplir tout ce trajet
et arriver au top niveau, aussi mon étude est loin d'€tre exhaustive.
J'ai néanmoins acquis le potentiel théorique indispensable: la théo-

rie linéaire et la théorie de 1'énergie, me réservant 1l'avenir pour



aborder la théorie non-linéaire et surtout la théorie des bifurcations,

véritable révélation des années 70.

En conséquence ce rapport ne constitue qu'une introduction a
1'étude de la stabilité, et ce a partir d'un exemple bien déterminé,
mais j'espére qu'il servira d'ouvrage de référence pour 1l'équipe de
M. Robillard, mon éventuel successeur au sein de cette équipe, et pour

toute personne qui désirerait se familiariser avec les instabilités.

I1 aurait dd étre soumis en vue de 1'obtention d'un grade d'é-
tudes supérieures, mais contrairement a mon prédécesseur de 1l'Ecole
Nationale des Ponts et Chaussées, Jean-Marc Moulinier, qui avait aupa-
ravant séjourné quelque temps & 1'X, 1'Ecole Polytechnique de Montréal
a refusé mon inscription. Aussi est-ce en tant qu'associé professionnel

de recherche et sous le titre de "Rapport Technique' que je le présente.

Montréal, le 15 mai 1980

Michel Buisson

Eléve-Ingénieur de 3@me année des Ponts et Chaussées

Associé Professionnel de Recherche de
1'Ecole Polytechnique.
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NOTATION

chaleur massique

célérité de la perturbation - se décompose en ¢ = c. + ici

célérité effective

facteur d'amplification

tenseur vitesse de déformation: <& :v% (grad W-+gradTw)
forces extérieures

accélération de 1la pesanteur

Nombre de Galilée Ga = g S2Pr2

Nombre de Grashof défini par

3
3T| (T,+1,) /2

1]
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1 AT

~Ga

i}

ou Gr, = - % Ga g—zj% (AT)?
épaisseur de la couche fluide
preséioh
pression déjaugée P* =P +pgz
perturbation de pression

pression perturbée

Nombre de Prandtl Pr = %E
température

température de référence
température du maximum de densité
températuresaux frontidres

tempé&rature perturbée

temps
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Grecque
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xi

vitesse
perturbation de vitesse, ayant pour composantes (u,v,w)
vitesse perturbée

- —
vitesse du régime permanent V =Gr.W

vecteurs unitaires de la base orthonommée

, > > -
coordonnées dans la base (x,y,z)

alpha constante de propagation
2
gamma défini par '¢(T—T0) = y(T—TM)
delta différence de température entre les parois
4y
TM—T1

dzeta scalaire défini par ¢ =

théta angle de la direction de la perturbation avec
1'écoulement de base

lambda conductivité thermique

mu viscosité dynamique

ksi - @nergie de la perturbation

pi scalaire intervenant dans 1'@quation d'Euler
rd masse volumique

masse volumique 3 la température de référence T0

masse volumique considérée comme constante

tau perturbation de température

D_Do
phi fonction définie par ¢(T—TO) = -

Po
psi fonction de courant
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Opérateurs et autres

v opérateur nabla

grad opérateur gradient

div opérateur divergence

rot opérateur rotationnel

v2 opérateur laplacien

v opérateur gradient vectoriel

D différenciation par rapport 3 x

désigne les vraies grandeurs

désigne le complexe conjugué



INTRODUCTION

Tout francais, je le suis, attribue les premiéres observations
de ce que 1'on pourrait appeler la naissance de la turbulence 3
Henri Bénard -1900-1901, (les Anglais se réfereront a Lord Reynolds - 1883),
qui découvrit, en chauffant 3 sa partie inférieure une mince couche
fluide (huile de baleine ou spermaceti), la partie supérieure étant a
l'air libre, un phénoméne fort étrange. Au-deld d'un certain gradient
de température, une structure périodique stationnaire, constituée de
cellules hexagonales créées par des mouvements convectifs dans le

fluide, se développe.

Ces observations historiques trouvent leurs explications,
~ Rayleigh -~ 1916 en donne une premiére interprétation -, dans une
réaction complexe 3@ l'interface liquide-air. Suppriméns cette inter-
face en modifiant quelque peu le dispositif original de Bénard, a
savoir, en insérant le fluide entre deux plaques, bonnes conductri-
ces de la chaleur, permettant un contrdle du gradient de température

avec une honnéte précision.

Pour une différence de température trés faible entre les deux
plaques, le liquide reste au repos : la chaleur se transfert par
conduction. L'échauffement de la plaque inférieure provoque une aug-
mentation de la température des couches les plus basses du fluide,
qui devenant moins denses que les couches supérieures ont tendance 2
monter alors que le fluide plus dense du haut de la couche tendra a

descendre. Mais la viscosité du fluide et la diffusivité thermique



contrecarrent 1'effet destabilisant du gradient de température. Au-dela
d'une valeur critique de ce dernier, 1'état conductif, état de repos,
céde la place au régime convectif, c'est-a-dire a un mouvement de
matiére. La convection de Rayleigh-Bénard est caractérisée non par

des cellules (Bénard), mais par des rouleaux stationnaires horizontaux

agencés de maniére parfaitement périodique.

Si nous augmentons encore le gradient de température, ces rou-
leaux, au-dela d'un certain seuil, se déforment périodiquement. Ainsi
rencontrons-nous une succession de divers régimes qui nous ménent a

1'état final de turbulence.

L'instabilité de Rayleigh-Bénard, abordée au début du sizcle
par Rayleigh-1916, Jeffreys-1926, puis une multitude de physiciens
constitue 1'un des deux prototypes des instabilités des mouvements
fluides. (L'autre, &tant le flux de Couette, &coulement obtenu entre
deux cylindres concentriques qui tournent autour de leur axe a des

vitesses angulaires différentes).

En effet le caractére non linéaire des équations de Navier-Stockes,
régissant 1'écoulement des fluides, ne permet pas de les résoudre
analytiquement de fagon générale. De méme, les expériences requiérent
de grandes précautions dans leurs réalisations, aussi les écoulements
les plus simples, écoulements typiques, servent tout d la fois de cas
d'école (Chandraserhar-1961) et de plate-forme pour la recherche fon-

damentale.

Mais entre ces deux extrimes, la recherche moins "fondamentale"



s'est emparée des concepts de la stabilité hydrodynamique et les a

appliqués 3@ toute une série d'@coulements générés par les conditions

les plus diverses.

Le travail présenté ici, se situe dans cette deuxiéme voie.

— Faisons pivoter de 90 degrés, la couche horizontale de
Rayleigh-Bénard, pour considérer une couche fluide, maintenant verti-
cale, soumise 3 un gradient horizontal de température. Gershuni-1953
détermina le régime permanent ainsi que la stabilité de ce nouvel écou-
lement. Batchelor-1954 étudia un probléme similaire mais plus réel
puisqu'il considéra la couche d'air enfermée dans une double fenétre,
c'est-d-dire une cavité verticale fermée, oli il montra 1'existence de
deux types de convection libre, dépendant du nombre de Rayleigh, nom-
bre sans dimension fonction de la géométrie de la cavité (rapport d'as-
pect), des caractéristiques du fluide et proportionnel au gradient de

température.

Les travaux de Gershuni furent repris par Bipjkh—l966 et
Rudakov-1967 qui étudiérent la forme et le comportement des perturba-
tions susceptibles de naftre dans 1'écoulement permanent et donc de le
déstabiliser, tandis que la stabilité des deux régimes de convection
mis en évidence par Batchelor fut analysée et vérifiée expérimentale-

ment par Vest et Arpaci-1969.

En 1963, Veronis, considérant les couches atmosphériques, enri-
chit le probléme de Rayleigh-Bénard en remplagant le fluide a priori
quelconque, par de 1l'eau prise aux basses températures. En effet,

contrairement aux fluides généralement considérés, qui ont une relation



densité-température linéaire, 1l'eau présente vers 4°C un maximum de
densité. Entre 0°C et 8°C une parabole, d=d, [1. - 7.68 10-6 (T—4o)2]
représente sa courbe de densité avec une approximation de 47, 1'appro-
ximation est de 10% entre 0°C et 14°C. Ses travaux furent complétés
par de nombreux auteurs, voir Merker-Waas-Grigull-1979, qui modifiérent
les conditions sur les parois et surtout apportérent une plus grande

précision dans 1l'expression de la densité.

- Le but de notre étude est de réexaminer le probléme de la
stabilité de 1'écoulement libre dans une couche verticale, mais pour
un fluide ayant une densité non linéaire, nous l'avons prise simple-

ment du second ordre.

Dans la premiére partie, nous déterminons la vitesse de 1'écou-
lement de base qui est une combinaison d'un profil antisymétrique,
obtenu dans le cas d'une relation densité-température linéaire, et d'un

profil symétrique di4 au maximum de densité.

Diverses connaissances générales sur la stabilité des écoule-
ments sont exposées dans la deuxiéme partie tandis que la suivante est
consacrée a 1'application de la théorie linéaire, et a 1l'application
de la théorie de 1l'énergie. Dans les deux cas, le traitement numérique
est réalisé par la méthode de Galerkin (voir Finlayson-1972), qui pré-
sente une trés grande simplicité et s'est vue particuliérement dévelop-
pée depuis l1'avénement des ordinateurs. Signalons enfin que nous nous
sommes restreints aux seules instabilités hydrodynamiques (flux de

Couette), les instabilités de nature thermohydrodynamique (instabilité



de Bénard-Rayleigh) seront abordées dans une, nous espérons, prochaine
étape. Les résultats obtenus par les deux théories sont comparés
et discutés, confrontés 3 1'expérience quand celle-ci existe. Divers

domaines d'investigations futures sont suggérés dans la conclusion.



I ETAT DE CONVECTION LIBRE

Un parallélépipeéde posé sur sa petite base et empli de fluide,
a travers lequel la chaleur se transfert par convection naturelle,
représente un modéle simplifié de réalisations pratiques aux multiples
applications, comme 1'isolation thermique qu'un tel syst@me procure.

Nous nous intéresserons au cas ou le fluide est de 1l'eau.

Bien que physiquement tout probl&me occupe une région limité€e
de 1'espace, il est souvent plus aisé mathématiquement de 1'étendre 2
un domaine infini, aussi dans cette étude nous remplagons le parallélé-
pipéde nar une couche verticale infinie fluide, tout en sachant que nous
ne représentons que les phénoménes se développant a mi-hauteur de notre
cavité originelle. Nous pouvons d'ailleurs comparer nos résultats de
convection naturelle 3 ceux de Watson-1972 qui‘réalisa numériquement

~

les calculs pour une cavité fermée.

1.1 Description du probléme

-
Considérons, dans le champ d'accélération de la pensanteur g,

une couche d'eau, verticale, infinie, d'épaisseur H, encadrée par
deux parois planes immobiles, désignées par $, dont les températures

inférieure a T,

sont maintenues respectivement 3 T, et 12, avec T 2

1 1

Remarquons dés 3 présent que le caractére visqueux de 1'eau nous four-
nit une deuxiéme condition frontiére: la vitesse doit étre nulle sur

les parois.
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-H/2 x = H/2

.3

Figure T - modélisation

Les axes de référence sont choisis comme suit:

> . .
x est orthogonal aux parois

o4

est vertical dirigé vers le haut

compléte le repére x , ; , z) afin qu'il soit direct.

|< ¥

L'origine du repére orthonormé est située dans le plan équidistant

des deux parois.

1.2 Formulation mathématique

1.2.1 Approximations d'Oberbeck-Boussinesg

Supposons que la différence de température entre les deux parois
soit assez faible, pour nous placer dans le cadre des approximations de
Oberbeck-1879 Boussinesq-1903, dont la validité n'est toujours pas
définitivement prouvée (Gray-Giorgini-1976). Celles-ci nous permettent:
. de considérer que la masse volumique ne dépend que de la température
. de ne pas prendre en compte, les variations de la masse volumique,

sauf bien entendu dans le termc des forces extérieures de 1'équation
de conservation de la quantité de mouvement. (En effet, la variation

de la masse volumique en fonction de la température et donc du lieu,



constitue le moteur du mouvement) .
Et enfin de négliger, dans 1'équation de conservation de 1'énergie,

la dissipation visqueuse produite par les frottements internes.
De plus nous tenons les caractéristiques thermo-physiques du

fluide, & savoir la viscosité p , la chaleur massique C et la conducti-

vité thermique ) pour constantes.

1:2:2
- Les équations fondamentales de 1'hydrodynamique se présentent

alors sous la forme trés simple:
. Equation de conservation de la masse, dite équation de

(001a)

continuité:
div =0
. Equation de conservation de 1l'énergie, qui se réduit, vu

<y

les hypothéses formulées, a8 la conservation de la chaleur:

dT _ 2
Pe C at AVAT (001b)
. Equation de conservation de la quantité de mouvement:
(001c)

ay * >
= - grad P + pfF + uvév

e dt
oh_ﬁ désigne 1'ensemble des forces extérieures; dans notre cas, la
> >
force de graviteé F = -gz (001d)
. La masse volumique du fluide est donnée par la fonction d'état:
(001e)
Lo

= 1 - ¢(T-T
g=p [ (T _O)I
étant la masse volumique a la lLempérature de référence

9]
0]



- Transformons 1'équation de conservation de la quantité de mouve-
ment en introduisant la pression déjaugée 2* , somme de la pression P
et de 1'énergie potentielle P 8%, soit:
>

‘l — * . > 2—)- "
o qr - ~8rad P74 p ¢ (T-T Dez +uy?V (001 c')

1.3 Adimensionnalisation

1.3.1 Grandeurs et &quations adimensionnelles

e e e et e et e e e —— P ——

- Suivant un processus classique en dynamique des fluides, nous
réduisons le nombre des variables intervenant dans le probléme, en
adimensionnalisant les équations par 1'introduction des grandeurs

réduites suivantes:

Longueurs x = x.H 3 y=vyv.H ; z = z.H (002a)
Température T = (Il+$2)/2 + T(IZ—Il) (002b)
- - I
Vitesse V=V —/— (002c)
i pc H
e B2.
Temps t=t . (0024)
. * * u2
Pression P*" =P 5——;;; (002e)
c
La fonction d'état se transforme en
p=py[1. -&(T-T )] = o, [1. -¢(T-T )] (002f£)

et (V7).

et, en explicitant la dérivation par rapport au temps it " At

les équations sous forme adimensionnelle s'écrivent alors:



—>
div V=20
oT > 1
— +(V. = — V2T
ot (V.n)T Pr ¥

8—‘7 > > * > 2->
- +(V.V)V = -grad P" + Ga ¢(T—T0).z + vV

ol nous avons fait apparaitre

le nombre de Prandtl Pr = %9
2 3
po H
le nombre de Galilée Ga = g —5—
u

(Nous avons supposé la température de référence To’ suffisamment proche

de T, et T2 pour pouvoir confondre DO et Dc).

1

Le probléme se schématise alors sous la forme:

A -
- p—
- p
V=0 “ z C V=0
= - =
Tl = vl/Z: t, - :TZ 1/2
- = ’
- p
- p—
- L
o -
po
= -
x = -1/2 x =1/2

Figure II - modélisation adimensionnelle

(003a)

(003b)

(003c)

(004a)

(004b)

10



1.3.2 Nombre de Prandtl et nombre de Galilée

Le nombre de Prandtl, rapport de la viscosité cinématique et de
la diffusivité thermique, ne dépend que des propriétés du fluide, et per-
met de prévoir si 1'énergie dissipée par les forces de viscosité dans
la couche limite est transmise au sein du fluide (Pr petit) ou stockée
au voisinage des parois (Pr grand). On peut dire aussi qu'il compare
1'épaisseur de la couche limite thermique et celle de la couche limite

visqueuse.

Le nombre de Galilée caractérise le rapport entre les forces de

gravité et les forces de viscosité.

1.4 Simplifications et résolution

1.4.1 Unicité et stabilité du régime permanent

- Les équations (003) associées aux conditions frontiéres tra-
duites sur la figure II ont quelle que soit la valeur de la différence

de température entre les parois, une solution indépendante du temps.

De plus pour des valeurs suffisamment petites de la différence
de température, cette solution est unique et stable: c'est-a-dire que,
toute perturbation surimposée décroit et le systéme reprend son équi-

libre (Sattinger-1973).

Nous chercherons la solution du régime permanent.

1.4.2 Ecoulement bidimensionnel

- En outre, 1l'observation dans le cas d'un fluide ayant une rela-

tion densité-température linéairc nous enseigne que 1'écoulement est

11



plan, c'est-d-dire que la solution est bidimensionnelle (les dérivées
partielles par rapport 3 y sont nulles) et que la vitesse n'admet qu'une

seule composante, celle-ci étant verticale.

La symétrie du probléme nous invite d'ailleurs & retenir cette
forme de solution, soit

) -
V = Vz (005)

e et e e e . e e . S e . S S et e e e e o, . S, M S S, o S e, o .,

- Afin d'éliminer une variable, la pression, nous prenons le

rotationnel de 1'équation de conservation de la quantité de mouvement:

Les équations du régime permanent s'@crivent sous forme scalaire:

—g—‘z’ -0 (006a)
T 2T 2T
Pr.V. 'g—z' = g—xz + g—z-z' (006Db)
3y
0=c, g—i’ + 27 (006¢)

1 3y
Tl _?gx (006c")

- D'aprés 1'équation de continuité, V n'est fonction que de
1'unique variable x. Montrons qu'il en va de méme pour notre autre

inconnue T, en dérivant la derniére équation (006c') par rapport 3 z,

5
soit 3P _ =9

e . Rappelons-nous que la température est constante le long

des parois, en conséquence la masse volumique et donc la température ne

peuvent pas dépendre de z.

12



Le probléme se r&sume trés simplement en:

T est fonction linéaire de x, ce qui correspond aux mesures expérimentales.

La vitesse vérifie: %; Ga gﬁ = - g;% (007a)
avec les conditions aux frontiéres:
T(-1/2) = -1/2 T(1/2) =1/2 (0070,)
V(-1/2) =0 V(1/2) = 0 (0078)

De plus nous considérerons que le débit a travers toute section horizon-
fl/z
-1/2

tale est nul, soit Vdx =0 (007vy)

- Nous pouvons d'ores et déja résoudre 1'équation du champ de
P J q

température: T = x

Par contre, la vitesse dépend intimement de la connaissance de
la masse volumique: si nous approximons p par un polyndme de degré n,

V sera donné par un polyndme de degré (n+2).

1.5 Cas d'un fluide présentant un maximum de densité:

représentation parabolique

- En choisissant pour température de référence, To’ la tempé-

rature T liée au maximum de densité, la masse volumique, en vraie

M ’

grandeur, peut &tre représentée par la parabole suivante:

A= | L. ‘Y(I‘IM)2] (008)
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soit
I+l | )
P = oy [1. - 5+ x.AT - I,) ] (008")

La dérivation par rapport a x nous donne: -
T,+T
=1 =2

_l__3_g_=_ _.]:___._ - 2 "
o 2y AT =5 T,) -2y(aT)2x (008")

d'ou 1l'expression de la vitesse:

y
V = -2y Ga AT + AT %Z' (009)
+(Il+12 i ) X_3
2 M6
2
X
- AT 30
_(21+22 =T ) 2
2 =M 24
1
* AT 1970

La vitesse, au rapport homothétique (AT)?2 prés posséde une partie paire
et une partie impaire pondérées par le facteur

I1+12-ZIM

2AT

1.5.2 Variable dzeta

Introduisons la nouvelle variable proportionnelle a T, -T,

2 M
T, -T
e (010a)
M =1
Pour T, inférieur 3a Ty » © appartient id 1'intervalle [-1., 4+ ]
Pour T supéricur & T, appartient a 1'intervalle |-, -1. ]



Les deux égalités

T,-T, = (L40) (T,~T,)  (010b)

T, +T

I,#T, 2T, = (g=1.)(T,~T)) (010c)

1
nous permettent d'exprimer la vitesse en fonction de ¢

x4

2% (011)

2
V=-2.vy.Ga (l.+;)(IM—Il) (1.+z)

g=l, =3
2 6

1.6 Evolution du profil des vitesses et définition du nombre de Grashof

- Prenons notre systéme au repos, la couche fluide et les deux

, inférieure a T et chauffons 1'une

parois étant a la température T M

1
des deux parois, trés lentement, afin de nous assurer d'@tre toujours

en régime permanent. Etudions 1'@volution du profil de vitesse en

fonction de ¢ , qui va décrire 1'intervalle [-1, +o].

- Introduisons le nombre de Grashof Gr1 , rapport du nombre de
Galilée et du nombre de Gay-Lussac

2
=1/ v(%-1) (2+1) (T\-T,)
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Figure IIT - Evolution du profil de vitesse

compris entre -1 et 2/3

Echelle:

4
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soit
_ 22
B = Ga Y (L 1)(¢+1)(3:M Il) (012a)

défini & partir du coefficient d'expansion thermique au point médian,

qui a pour température (Il+12)/2
(012b)

Le nombre de Grashof exprime le rapport des forces d'Archiméde
qui agissent sur un élément fluide porté & une température différente
de celle du milieu qui 1'entoure et des forces de viscosité. Gr &levé

caractérise une augmentation du coefficient de convection.

1., les températures des deux parois

- Dans le cas limite =
sont égales, la vitesse réelle de 1'écoulement est nulle; mais si nous

, nous obtenons un polyndme impair de 1'abscisse x.

la divisons par Gr1
(013)

3
= X—_L
VoG-
1° milieu de

La vitesse s'annulle, outre sur les parois, au point P

la couche.
L'opposé de ce profil s'obtient dans le cas classique d'une

relation densité-température linéaire.

ermédiaire

1:6.2 Eggfil gg vitesse_zgg

Le débit a travers toute section horizontale &tant nul, nous

observons, lorsque la paroi chaude s'échauffe, la perte du caractére

antisymétrique du profil, conjointement avec le déplacement du point
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Figure IV - Evolution du profil de vitesse

compris entre 2/3 et 1

g

e

Echelle:
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Pl , de vitesse nulle, vers la paroi froide: 1la vitesse maximale croit

plus vite que ne décroit la vitesse minimale (figure III).

L'extrémum de la vitesse minimale est atteint pour r légérement
. - ~ - . 1 A~ . . ~
inférieur & zéro, tandis que 1l'extrémum de la vitesse maximale apparait

pour r légérement supérieur & zéro.

L'extrémum de la vitesse minimale étant dépassé, la tangente

sur la paroi chaude se gauchit, jusqu'd s'annuler pour ¢ = 2/3.

Nous constatons alors (figure IV) 1'apparition d'un quatriéme
g PP q

point de vitesse nulle, soit P, , le profil tendant vers sa forme symé-

2

trique obtenue pour z = 1.

1.6.3 Nombre de Grashof ''parabolique'" - Profil de vitesse symétrique

A 1'image de Batchelor-1954, définissons le nombre de Grashof

2

2
Gr2 = —y Ga(l+g) (IM—II) (014a)
= -Y.Ga(AT)2
-1 2% Ga(AT) 2 (014b)
2 oT?

construit 3 partir de la dérivée seconde de la masse volumique.

La vitesse s'exprime en fonction de ce nouveau nombre:

4 2

X X 1 )

V=—2.Gr( +—19—20

224 ~ 80 (015)

opposée de 1'expression obtenue dans le cas d'une couche fluide vertica-

le infinie, possédant des sources de chaleur internes.
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Evolution du profil de vitesse

Figure V -

compris entre 1 et 3/2

4

e

Echelle:
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Les points Pl et P2 sont situés aux abscisses respectives

-1./Y20 et +1./7Y20.

1.6.4 Remargues
- Notons enfin que pour ¢ inférieur a 3./7 1le profil ne présen-
te qu'un seul point d'inflexion, pour z supérieur 3 3./7 , il en pos-

séde deux. Le deuxiéme nait bien sir sur la paroi chaude.

Dans le cas symétrique et le cas antisymétrique, le(s) point(s)
d'inflexion est(sont) confondu(s) avec le(s) point(s) intermédiaire(s),

n'appartenant pas aux parois, de vitesse nulle Pl (et P2).

- Si nous continuons a chauffer la paroi chaude (figure V et
figure VI), nous nous éloignons du profil symétrique et retrouvons les
profils précédents 3 un facteur homothétique et @ une symétrie par rap-

port a 1'axe médian, prés.
Les profils sont ainsi '"égaux" pour 7 et 1./t

Ceci pourrait nous inciter a prendre pour variable décrivant le
profil

1 z 1 (g+l/g-1)2-1

41/t 1+22 2 (oH/c-D %+
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Ll STABILITE DE L'ETAT DE CONVECTION LIBRE

Au chapitre précédent, nous avons étudié 1'évolution de notre
écoulement quand nous chauffions 1'une des deux plaques contenant notre
couche fluide, tout en maintenant 1l'autre A sa température initiale.
Quelle que soit la température de la paroi chaude nous avons été capa-
ble, sans grande difficulté, de résoudre les équations fondamentales
de 1l'hydrodynamique (001), mais il nous faut nous demander si cette so-

lution mathématique, est physiquement acceptable.

2.1 Introduction d'une perturbation

2.1.1 Généralités

La théorie de la stabilité prend comme point de départ la cons-
tatation qu'un écoulement laminaire, tel celui que nous avons détermi-
né, correspond @ des conditions de réalisation trop idéalisées: tout
d'abord, notre écoulement infini n'est qu'une approximation de celui
observé dans une cavité parallélépipédique posée sur sa petite base,
ensuite il suppose que les parois de notre installation sont parfaite-
ment paralléles, planes et lisses sans la moindre rugosité. De plus
il nous fait admettre qu'il n'existe a 1l'entour de notre systéme, aucu-

ne source déstabilisante.

Dans le monde physique, des fluctuations de quelque nature qu'el-
les soient sont 1inévitablement présentes et il convient d'en tenir
compte. On considére donc que 1l'écoulement réel combine 1'écoulement
de base et une perturbation.

23



Le but de la théorie de la stabilité est d'étudier 1'évolution

des perturbations en fonction du temps.

2.1.2 Perturbation infiniment petite

~

Une premiére approche consiste a supposer que nous sommes capa-
bles de filtrer ces perturbations et que seules, celles infiniment peti-
tes, non controlées, s'introduiront dans notre écoulement. Nous pouvons
alors nous servir d'une théorie linéaire: nous négligeons les termes

non linéaires dans les équations et les conditions frontiéres.

Notre probléme linéarisé, admet, si le temps n'apparailt pas
explicitement, des solutions dépendant de fagon exponentielle du temps.
L'instabilité est caractérisée par 1'existence de perturbations dont
1'amplitude croit avec le temps; Dans le cas de la stabilité, toute
perturbation tend vers zéro. Entre ces deux états, la situation limite
de la "stabilité neutre'" survient quand il existe une perturbation qui,
aprés introduction, conserve une amplitude constante, toutes les ;utres

disparaissant.

Considérons un écoulement instable: 1'amplitude de la perturba-
tion va donc croftre exponentiellement avec le temps. Aussi nous devons
admettre que la théorie linéaire n'est valide qu'da la naissance de la
perturbation, pendant un laps de temps assez court, son amplitude devant,

de toute évidence, restée finie.

Remarquons également que nous pouvons introduire autant de per-
turbations que nous le désirons et dans 1'ordre qu'il nous plait, la

linéarité du probléme nous permet de les dissocier, ce qui physiquement
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n'est pas réaliste.

C'est pourquoi 1'analyse linéaire de la stabilité doit &tre
considérée comme la premiére étape d'une &tude plus compléte. Bien
plus, elle constitue le point de départ d'une analyse non-linéaire,
analyse qui doit €tre développée quand la théorie linéaire devient
inadéquate et que nous devons tenir compte des termes non-linéaires

des Eéquations.

La théorie linéaire est une approche locale de la stabilité,
dans le sens ou nous étudions des perturbations infiniment petites, mais
celles du monde physique sont certainement de taille finie, aussi nous
pouvons concevoir une approche globale ne tenant pas compte de la taille

des perturbations: «c'est ce que réalise la théorie de 1'énergie.

Nous dirons alors qu'un écoulement est stable si toute perturba-
tion introduite, ayant une énergie initiale quelconque, s'annulle en
fonction du temps. Par contre, s'il existe une perturbation dont 1'éner-

gie reste finie, 1'é€coulement sera instable.

Mais le fait de considérer des perturbations, sans préciser leur
taille initiale, nous conduit 3 simplifier les équations du probléme et

ne nous permet pas de suivre le processus de destabilisation.

Néanmoins les deux théories, que nous venons briévement d'exposer,
se complétent admirablement, puisque 1'une nous assure la stabilité

de 1'écoulement (la théorie de 1'énergie) et 1'autre son instabilité



(la théorie linéaire).

Nous allons les étudier toutes deux plus en détail.

2.2 Ecoulement perturbé

Pour étudier la stabilité du régime de base, c'est-da-dire la
stabilité de 1'état de convection libre précédemment obtenu pour des
conditions frontiéres données, nous introduisons dans 1l'@coulement une

perturbation et allons analyser son comportement.

Nous partons donc de 1'état initial (équations de 1'écoulement

de base (003)) auquel nous ajoutons des perturbations de vitesse v R

de température ™ et de pression p*

¥ w Vb G T (016a)
€C=171 + * : (016b)
5’ = P* + p* (016C)

a5 > >
awec V =0Gr.W , la définition de W étant liée a celle du nombre de

Grashof: Gr.
L'écoulement perturbé vérifie bien siir les conditions frontiéres
f?|$ =0 et ‘61$ =0 (016a)

Les trois équations fondamentales se présentent sous forme perturbée:

-> _>*
div(W + v®) =0 (017a)

g—t (T+c*) + Gr [ (V) .v] (T+c®) = fil,—r v2(T+t*)  (017b)

26



27

3

> > > > > =
ot (W+v*) +Gr2 (W+v*).v (W+V*) =

Gr

-> >
—grad(P*+p*) + Ga.d(T+1* -T,) Z + Grv2(W+v*) (017c)

Sachant que W, T et P vérifient les équations non perturbées, nous

obtenons les équations de la perturbation:

div v*¥ = 0 (018a)
> >

2 F 4 Gr [ vt +(RET] = 2k (018b)

ot Pr

v

> > >
== + Gr [ (W) v * + (V*.0)W ]=

1 % , Ga * > >k
s e bical - o = 2
Be grad p° + o [¢(T+7 T W{T=Es)] 2 +H|7ov (018¢c)
L'objectif des deux théories, théorie linéaire et théorie de
1'énergie, est de déterminer les conditions critiques d'apparition d'un
écoulement autre que celui de base, conditions caractérisées par le

dépassement d'une certaine valeur du nombre de Grashof (ou de Rayleigh).

2.3 Théorie linéaire

2.3.1 Premier principe de Liapounov_

En supposant la perturbation infiniment petite, il est toujours
possible de linéariser les équations du mouvement au voisinage d'une
position d'équilibre. Les @quations obtenues sont celles d'un oscilla-
teur linéaire associées a la position d'équilibre. La stabilité de
la position d'équilibre est 1liée 3 celle de 1l'oscillateur linéaire
associe.

On démontre le premier principe de Liapounov: si toutes les



racines caractéristiques de 1l'oscillateur linéaire ont leur partie
réelle négative, la position d'équilibre est stable. Si une au moins
des racines a sa partie réelle positive, la position d'équilibre est

instable.

Ce principe n'est valide que dans le cas d'un mouvement régi
par un systéme d'équations différentielles ordinaires, nous allons
néanmoins l'utiliser dans le cas des équations différentielles partiel-

les de 1'hydrodynamique.

Dans les équations de la perturbation (018) nous développons ¢

en série de Taylor-Young et ne tenons compte que des termes du premier

= % * T 5o o
ordre, en supposant que v 5 T et p” , ainsi que leurs dérivées pre-

miéres, sont des infiniment petits.

div v¥ =0 (019a)
* ->
o1 % % 1 %
— + . : == y2
s Gr [(W.V)7™ + (v7.9)T] = 5= V*1 (019b)
3;* 5 T > =
a—t— + Gr [ (W.V)V + (V .V)W] =
s ]G‘_r grad P* + G_a T* Q.*b _Z> + VZ;* (019(:)

Gr oT | T-T
o

2.3.3 Forme de la solution: onde

Les perturbations se propagent dans le fluide sous forme d'onde.

Aussi choisissons-nous pour résoudre les équations (019) des solutions

du type:
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io (ysinf +zcosf -ct)
a*(x,7.2,t) = q@x)e®

ou q est le vecteur (vitesse, température, pression).

La perturbation générale sera obtenue par superposition de

telles solutions.

Si nous considérons une seule onde et ses harmoniques nous ob-
tiendrons une perturbation périodique. Une série de Fourier nous don—
nera une perturbation quasi-périodique et une intégrale de Fourier une

fonction L2 intégrable.

Enfin n'oublions pas que 1'écoulement &tudié n'est qu'une modé-
lisation d'un écoulement de laboratoire et que la schématisation mathé-
matique est 1l'extension & un domaine infini, de 1'écoulement observable
dans la partie centrale d'une cavité parallélépipédique finie. Pour
les perturbations se développant dans le fluide, agissons de méme et
considérons des perturbations qui coincident avec les perturbations réel-

les observées au milieu de notre parallélépipede, petit domaine fini.

De toute facon , quelle que soit la forme adoptée, une analyse

spectrale des &quations linéarisées nous permet de séparer chaque mode.

D T Ty P S ———————

_ . i ing+ 5 -
Dans la représentation q(x) = q*(x) ela(y SRET 2 easl ee)

on choisit généralement o réel, la solution est ainsi finie tout le
long de la couche fluide, ¢ est alors complexe. L'onde est spatialle-

ment périodique, et crolt ou décroit avec le temps.
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Certains chercheurs estiment que la perturbation observée expé-
rimentalement, telle dans 1l'écoulement de Blasius, écoulement obtenu en
chauffant une plaque verticale qui limite un fluide semi-infini, serait
périodique en fonction du temps et croitrait ou décroitrait spatialle-
ment. Gaster-1965 a montré que les résultats des deux représentations

sont comparables.

En toute rigueur nous devrions prendre o et c¢ complexes, mais
1'onde n'a alors aucune signification physique et cette approche ne sert

qu'a développer une technique de calcul (Gaster et Jordinson-1975).

Notre choix se porte donc sur q*(x) = q(x) ela(zl—Ct) ol ;1
est la direction de la perturbation, située dans le plan (?,E) a angle 6

-
avec z.

a , réel, est la constante de propagation de la perturbation,

c en général complexe est sa célérité.

2530 Ezobléme tridimensionnel

g S o s > 5
Nous effectuons alors une rotation du repére initial (x,v,z)

autour de x, pour nous placer dans la nouveau repére (§,§1,Zl)
>
ou la vitesse de base est W=10 (020a)
sing .W
cos6 .W
et la perturbation v *=| u (020b)
v
w
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Réécrivons nos équations de la perturbation, en décomposant
1'équation de conservation de la quantité de mouvement sur les trois

axes de notre nouveau repére:
Du + iow = 0 (021a)

—iacT + Gr [ iacosf.W.t + u DT ]= %; (Dz—az)T (021b)

-igcu + Gr [ igcosp.W.u ]= - é;—Dp +(D2—a2)u (021c)

-iacv + Gr [iccosf.W.v + u sinf.DW | =

Ga 3¢ o4 2_2
or T aT sing + (D ~a") v (0214)

-iacw + Gr [ iacos6.W.w + u cosf.DW | =
Ga

_ia Ga _ 3¢ 2_2
o p + o T ST cosf +(D -q )w (021e)

ot D représente la dérivation par rapport a la variable x.

N'oublions pas les conditions frontiéres:

Il
Il

u( 1/2) =0 vt 1/2) =0 w(f 1/2) =0 (0214)

™+ 1/2) =0 p(+ 1/2) =0 (0218)

2.3.6 Lg_gggbi}ig§~ggutre_: définition de GEL

Pour un profil W de vitesse donné, ainsi qu'une constante de
propagation o et un nombre de Grashof Gr (ou de Galilée Ga), le systéme
formé des équations (021 indices latins) associées aux conditions fron-
tiéres (021 indices grecs) n'admettra de solutions autres que la solu-

tion triviale nulle, que pour certaines valeurs propres de la célérité c.



Nous avons signalé précédemment que la célérité est en général
complexe. Les perturbations introduites vont évoluer d'aprés sa valeur,
ou plus précisément d'aprés le signe de sa partie imaginaire, ¢, » appe-

lée facteur d'amplification.

Si le facteur d'amplification est positif, la perturbation va,
P P

dans le temps, s'amplifier de maniére exponentielle, et modifiera 1'écou-

lement de base. Si le facteur d'amplification est négatif, on devrait
alors 1'appeler facteur d'amortissement, la perturbation s'atténuera

jusqu'a disparition compléte.

Pour un facteur d'amplification nul, la célérité est égale 2
la célérité effective, et la perturbation sera de forme sinusoidale

d'amplitude constante avec le temps.

La courbe de stabilité, représentation du plus petit nombre de
Grashof correspondant a un point de stabilité neutre, en fonction de la
constante de propagation, (figure VII) nous permet de déterminer le nom-
bre de Grashof critique (minimum de la courbe) et la constante de pro-

pagation critique associée.

Gr

Gr

- O

Figure VII - courbe de stabilité neutre
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Le dépassement de ce nombre de Grashof critique GrL marque
la rupture de la stabilité de 1'écoulement de base, vis-a-vis des per-
turbations infiniment petites. Il correspond donc & une condition suf-

fisante d'instabilité.

2.3.7 Théoréme de Squire

Examinons les équations (021) et remarquons leur invariance pour

les transformations suivantes:

(6,v) / (<8;3v)

(8,u,W,T,p) / (-6,-u,-W,~1,-p)
(848,11, ¥, T D) { (1 =0,=C,U,V,=W,T,D)
(Gr,Ga,c,u,v,w,T,p) / (-Gr,-Ga,—c ,~U,V,W,T,p)

La deuxiéme composante de la vitesse, v, n'apparalit que dans
la quatriéme équation (021d), elle n'intervient donc pas & proprement

parler dans le processus de destabilisation.

Les quatre autres équations, faisant intervenir les quatre incon-
nues u,w,p et T s'@crivent alors, en remplagant T cosf par T et

p cosf par p.

Du + iaw = 0 (022a)
; . - 2 2

-icct + Gr cos6 [iaW.t + uDT | = P (D =0 )T (022b)
5 2 i 2 2

-iacu + Gr cosf [iaW.u] = - Dp +(D"-0 )u (022¢)

Gr cos0
-iacw + Gr cos6 [ioW.w + uDW ] =

ia Ga _ 3¢ .2 2
__da _, Ga _ 3¢ )
or coso P tor Toar T(Oa)w (022d)
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Nous cherchons 3 déterminer le nombre de Grashof minimum au-dela
duquel une perturbation va se développer; or le nombre de Grashof
n'intervient que dans le groupement Gr cosf , il sera donc minimum pour
p=0, c'est-a-dire pour une perturbation se propageant suivant la direc-
tion de 1'écoulement de base, comme 1l'a montré Lin-1955 en proposant une

extension du théoréme de Squire-1933.

La résolution de 1'équation (021d) pour 6=0 nous indique alors

que la perturbation est bidimensionnelle.

2.3.8 Probléme bidimensionnel

La formulation tridimensionnelle du probléme de perturbation se

raméne, dans le cas le plus défavorable, 3 une formation bidimensionnelle.

Du + iow = 0 (023a)
. ; -1 2 2
—ioct + Gr [ iaWt + uDT |= I (D"-a") T (023b)
; ; 1 2 2
-iocu + Gr [ ioWu ] = - = Dp +(D"-a")u (023c)
. . __da_, Ca_ 30
-iacw + Gr [ iaW.w + u.DW ] = o P + o T 3T
+ i (023d)

- Afin d'éliminer la pression, nous considérons le rotationnel de
1'équation de conservation de la quantité de mouvement, ce qui revient

a additionner les équations (023c) et (023d) aprés les avoir multipliées

respectivement par les opérateurs -ia et D:



—ac(ou + iDw) + oGr W [ou + iDW ]+ Gr [ 1aw.DW+Du.DW+uDW ] =

Ga

Gr

(%% , De. & D g% ) =1, (DP=E (Bt DR) (023¢')

- Introduisons la fonction de courant

G = glaly TR (024a)
telle que:
* 3
a0 - %%— - et heEt) (024b)
* "
w = g%— = Dw.ela(z—Ct) (024¢)

L'équation de continuité est alors satisfaite, et il ne nous reste

> > - P 9 ;
donc que deux équations 3 vérifier, (notons que ET-...=D...), soit

Aner + 1o GF (W = §.DT J= %; tpP-ePye (025a)

—iac(Dz—az)w + iaGr W(Dz-az)w -ia Gry D2W =

% (D$.DT + D2¢.‘r) + (Dz-a?‘)zw (025b)

avec les conditions frontiéres:

vt 1/2) =0 ; W& 1/2) =0 s T(*1/2) =0 (025a)

Ce systéme présenté pour la premiére fois en 1953 par Gershuni
pour ¢ linéaire, comprend 1'équation de conservation de la quantité
de mouvement, du type Orr-Sommerfeld, couplée avec 1'équation de

conservation de la chaleur.

Les expression de D¢ et D2¢ sont:



D¢ = 2v.AT [:1——2—-2 + x AT - T, ] (026a)
D% = 2y(AT)> (026a")
ou:

D¢ = 2y(l+g)(IM—ll)2 [551 + x(1+)] (026b)
D2¢ - 2y(1+a)2(1M—11)2 (026b")

i comparer avec celles du nombre de Grashof (012) et (014).

2.3.9 Instabilités_hydrodynamiques

Afin de mieux observer le mécanisme hydrodynamique de destabi-
lisation quand on passe progressivement du profil antisymétrique (z=-1.)
au profil symétrique (z=1l.), nous ne tenons point compte de 1'équation
de conservation de la chaleur et négligeons dans celle de conservation

de la quantité de mouvement, les termes dus 3 la force d'Archiméde.

L'étude de la stabilité hydrodynamique se réduit donc a un

simple probléme de valeurs propres, associé 3 1'équation de Orr-Sommerfeld
2 2

g lD ) * TN sy oy BeaDW = (0%a )y (027a)

avec p( 1/2) =Dy 1/2) =0 (027a)

Pour chaque profil de vitesse W, chaque constante de propagation o ,
il nous faut déterminer le nombre de Grashof minimum qui nous permet-

tra d'obtenir une célérité ayant un facteur d'amplificateur nul.

- Remarquons que nous obtenons 1'équation de Orr-Sommerfeld

en prenant, dans les équations (024) un nombre de Prandtl égal 3 zéro:
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on vérifie alors que la perturbation de température, T, est identiquement
nulle.

Dans le cas de faible nombre de Prandtl, pouvons-nous espérer
représenter avec la seule équation de Orr-Sommerfeld, la réalité phy-
sique du probléme ? Le profil antisymétrique a été &tudié par Birikh-
Gershuni-Zhukhovitskii-Rudakov—1972 et effectivement tant que le nombre
de Prandtl est inférieur d 11.4, les instabilités thermiques ne jouent
aucun rdle. Par contre dans le cas du profil symétrique, il semblerait
que nous ne puissions pas nous permettre de négliger les instabilités
de nature thermique: Gershuni-Zhukhovitskii-Yakimov-1974 ont étudié
la stabilité de 1'écoulement d'une couche de géométrie similaire 3 la
ndtre, dont la convection est créée par des sources internes de cha-
leur. Le profil de vitesse est alors identique, mais le profil de

température et le couplage thermo-hydrodynamique sont différents.

Leur premiére hypothése, Gershuni-Zhukhovitskii-Yakimov-1970,
s'est avérée fausse: les instabilités thermiques re peuvent Eétre

négligées.
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2.4 Théorie de 1'énergie

Considérons un écoulement quelconque caractérisé par son nombre
de Grashof. Nous dirons qu'il est stable, si la limite pour un temps
infini, de 1'énergie de toute perturbation est nulle. Cette condition

nous permet de définir un seuil d'instabilité Gr seuil que nous som-

G b

mes incapables de calculer. Aussi nous temtons de le cerner au plus preés.
Dans le paragraphe précédent, la théorie linéaire nous a fourni

un critére d'instabilité pour les perturbations infiniment petites,

mais quel sera le comportement du fluide face a une perturbation de

taille finie ?

La méthode de 1'énergie, traitée dans cette deuxiéme partie,
répond partiellement 3 cette question, en nous fixant un seuil de sta-

bilite GrE "

- E mployée a l'origine par Reynolds-1895 et Orr-1907, la métho-
de de 1'énergie fut considérée pendant de longues années comme singu-
lidrement inaddptée: elle fournissait des résultats particuliérement
drastiques, sans comparaison possible avec 1'expérience. Aprés avoir
été abandonnée, elle fut redécouverte par Serrin-1959, Joseph-1965-1966
et ses étudiants: elle constitue aujourd'hui, dans de nombreux cas, un
excellent partenaire de la théorie linéaire de la stabilité. Malheureu-
sement les contributions modernes a son développement nous ont aussi

appris qu'elle ne convient qu'ad certains types d'écoulements.
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Si 1'écoulement posséde un nombre de Grashof strictement in-
férieur a GrE , 1'énergie de toute perturbation d'amplitude arbitraire
sera nulle au crépuscule des temps, et bien plus, va décrolitre 3a tout

instant.

Par contre pour un nombre de Grashof supérieur ou égal a GrE s

il existe des perturbations pour lesquelles 1l'énergie, au moins pendant

un instant donné, croit avec le temps.

Ce nombre de Grashof GrE , Nécessairement inférieur au nombre

GrL , déterminé par la théorie linéaire de la stabilité, et plus res-

trictif que Gr, , apparait tel GrL , comme valeur propre minimum d'un

G

probléme linéaire, ce qui autorise un calcul relativement aisé.

GrL constitue donc une condition suffisante d'instabilité tan-
dis que GrE , constitue une condition suffisante de stabilité. (Pour
Gr >=GrL , nous pouvons affirmer que 1l'écoulement de base est instable,

- 4 plus forte raison pour Gr < Gr_ - qu'il est stable).

pour Gr < Gr v

G

I1 nous a semblé utile de donner, a& ce stade de 1l'exposé, les
explications nécessaires & la bonne compréhension et donc interpréta-
tion de la théorie, ainsi qu'd son formalisme. On trouvera un exposé
complet dans Joseph-1976, Les développements mathématiques paraitront
longs et fastidieux d& pous d'un lecteur, mais nous avons préféré pécher

par excés de détails, au risque de perdre en clarté, plutdt que par manque.

Reprenons les équations de la perturbation (018), en ne considé-



rant que les instabilités hydrodynamiques, puisque nous n'avons traité
numériquement que ce cas dans le cadre de la théorie linéaire. Nous

ne retenons donc que 1'équation de continuité et 1l'équation de conser-
vation de la quantité de mouvement, dans laquelle nous annulons les ter-

mes faisant intervenir la température.

div(v*) =0 (028a)
K -
¥ + Gr[(W+v*)ﬂv + (v .V)W] - é; grad p* + vzv* (028b)
Multiplions cette derniére égalité par v* et faisons apparaitre 1'é-
; g e 1 >%2 .
nergie cinétique locale e = 2V , ce qui nous donne
%%—+ Gr v* Vw.v* = - l— grad p e V2+* v* (029)

Intégrons sur toute la couche fluide, pour obtenir 1'é@nergie totale:
d e
L= -2 []f grad p*3* - or [[RE WY+ [[[PET* 0 (030)
~ 1 *2 V= . .
ou g =3 fff$ est 1l'énergie de la perturbation.

Etudions chaque terme de 1'égalité:

. En tenant compte de 1'équation de continuité:
(grad p*)$* = div(p*)

Par analogie avec 1l'étude de la stabilité linéaire, nous supposerons
que le probléme admet une solution périodique en y et en z, la pertur-
bation étant constituée de cellules de convection. En prenant une
cellule, nous appliquons le théor@me d'Ostrogradski 3 un domaine

fini et
[[faiv p*¥* = [[ p*n.v* =0 (031a)
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. De méme en utilisant la périodicité de la solution et la condition de

vitesse nulle sur les parois:

2% >k = 42 031b
[If 9 = - [T it
= % 3% ; ol — % *
Vv =gradv étant la matrice de coefficients v vij Ry j
b
” >k g ' : >k o >k
. Enfin v".W.v" peut s'exprimer sous la forme vdyv~ avec tenseur,

vitesse de déformation

d =—j;_— lgeud W+ grads W (031c)

L'égalité donnant la dérivée de 1'énergie, généralement désignée sous

le nom d'équation de 1'énergie de Reynolds-Orr, s'écrit alors:

d Fgp Tk = 2
e = - erf[f VI - [[] V¥ (032)
ou -fff]§.$*|2 est un terme dissipatif d'énergie et

ko > _— :
+Gr VDV est en général un terme productif.
P

2.4.3 Définition de Gr, et propriétés

Divisons 1'égalité précédente par fff |§'v*12

% *
L s g lfeaet gy
[[[1v v*| [I1] v v¥
* *
et définissons Gn_ par . max | - Veed.V (034)
B J11 [ve*|?

Pour un écoulement ayant un nombre de Grashof strictement infé-

rieur a Gr_, toute perturbation, 3 tout instant, perd de l'énergie.

E!
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Bien plus nous allons montrer avec la méme condition Gr < GrE que
1'énergie va s'annuler, c'est-a-dire que toute perturbation meurt et

que 1'écoulement est parfaitement stable.

L'équation de Reynolds-Orr (032) est successivement majorée par:

g%-< fff |$ﬁ*|2 (-d_+-g%; ) (035a)
2 2 G
gft?_ < wfff v* (-1+%E) (035b)

en utilisant la propriété fff|§h|2 }'%7 fjf\u]z vraie pour toute

vitesse de perturbation (voir Annexe III). Nous obtenons 1l'inégalité

Gr

GrE

différentielle Q§_< nz.g(t).(—l + (036)

dt
que nous intégrons, pour obtenir un majorant de 1'énergie:
2 G
T (-1 + e
Grg

g(t) < g(0) e (037)

Gr étant strictement inférieur a GrE, la perturbation va disparaltre.

Nous avons défini GrE par:

[ M
T J11 v |?
soit E%— = max-g (038a)
E

Le maximum devrait €tre pris sur le champ des vitesses dynamique-

ment admissibles (satisfaisant les équations de la perturbation).



Mais nous sommes incapables de résoudre 1'équation de Navier-
Stockes; d'ailleurs si nous connaissions sa solution, nous ne nous
casserions pas autant la té€te. Aussi nous agrandissons notre champ pour
considérer celui des perturbaticns cinématiquement admissibles, c'est-

i-dire, vérifiant les conditions frontiéres et 1'équation de continuité.

Soit ¥V, la vitesse ou le maximum est atteint.

o wlh,

IG = (038b)

¥
G

La dérivée de la fonctionnelle E-doit donc étre nulle en ¥, .

G
L 5%~ 58], =0 (038¢)
Gr I?
E
ce qui nous donne
[If 69 - G D.9) = 0 (039)

La divergence de §v é&tant nulle, §v peut &étre pris égal au
rotationnel d'un vecteur A quelconque.
En posant T' = V' ¢ - GrEoD.v (040)

1'égalité (039) s'écrit:

[f[ rot AT =0 (041a)

qui se transforme en:

[[] div(AAT)+[[[ A.rot T = 0 (041b)
ou en utilisant le théoréme d'Ostrogradski sur une cellule

[[ n(Ar) +f[[ A.xrot T =0 (041c)
:

Pour 1'ensemble des A vérifiant AES= 0 (nous avons alors



GV.K = 0 en tout point de la surface S de la cellule) , nous obtenons
fff A.rot T =0 (042a)
soit rot T =0 (042b)

ce qui nous donne 1'équation d'Euler:

V%6 - Grsd.% = VI (043)

avec les conditions frontiéres:

divdé =0 et ;|$ =0 (044)

Cette &quation présente une analogie frappante avec 1'équation de

Orr-Sommerfeld.

v

. + 6r [(W.V)v +(v.VY)W]= -vp + v2v)

(Rappel:

La caractérisation du nombre de Grashof critique GrE se raméne
donc & un probléme de valeur propre, 3 savoir: déterminer la valeur

propre minimum GrE de 1'équation d'Euler:
v - Gr D R )

. ->
avec divv* =0 et

Remarque: Nous aurions également pu établir cette équation en considé-
rant que la vitesse de la perturbation et ses dérivées premiéres sont

2 P : —_ ;
L~ intégrables. La perturbation est alors une intégrale de Fourier.

2.4.5 Résolution du probléme aux valeurs_propres

Nous cherons la solution de 1'équation

A2 V* - Gred. v* = vk (045)
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sous forme d'une onde se propageant dans la direction z, du plan

1
+ + - . 0 -~ - 3 -
(y»z). Nous définissons un nouveau repére orthonormé construit a par-

tir de la direction de propagation de la perturbation, soit (X,?l,zl)

dans lequel nous avons:

-
W=1|0 (046a) 0 sin6.DW cosf.DW (046b)
sing.W D = %_— sing.DW 0 0
cosf.W cosf.DW 0 0
>% iaz
v =] ulx) e 1 (046¢c)
iaz Il est alors de la forme:
v(x) e 1

. Iow (g &1  (o4Gd)
w(x) elazl

qui, injectés dans 1'équation de continuité et la décomposition de

1'équation (045) suivant les trois axes, nous fournissent

Du + iaw = 0 (047a)
(Dz—az) u - gE v.sinf.DW - gz-w.cose.DW = DI (047b)
(Dz-az) v - gE u sin6.DW =0 (047¢c)
(D2—a2)w - gz u cosf.DW = iqll (0474)
Eliminons I des équations

Du + iaw = 0 (048)

2
(D —az) Dw - ia(Dz—az) u - gEuDu.cose.DW —-%E.u.cose.Dzw

% g =X . atnt W % dg SF

5 > .w.cosf.DW = 0 (048b)

(Dz—az) v - gz.u.sin 6.DW = 0 (048c)
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puis w, pour obtenir

(Dz—uz)v - %Euu.sine.DW =0 (049a)
(Dz—az)2 u + io.Gr.Du.cosf.DW + ioq gz.u.cose.Dzw
+ az gE;V.sine DW =0 (049b)

sans oublier les conditions frontiéres:

vt 1/2)= 0 u(¥ 1/2) = du(r 1/2) =0 (049)

- Notons 1l'invariance des équations pour les transformations

suivantes:

(6,u) / (-6,-u)
(8,v) / (-8,~v)
(6,u,V) / (7=0,u,V)
(Gr,u,v) / (=Gr ,u,-v)

aussi il nous suffit de les étudier pour 6 appartenant & 1'intervale

[0, w/2].

2.4.6 Perturbation la plus destabilisante

Contrairement a ce que croyaient Orr et les.premiers utilisateurs
de la méthode de 1'énergie, la direction de la perturbation la plus
déstabilisante (qui nous fournit le nombre de Grashof minimum) n'est

pas paralléle & 1'écoulement de base (8=0),

I1 n'existe pas d'équivalent du théoréme de Squire-1933, qui
valide dans le cadre de la théorie linéaire, fut employé avant d'étre
démontré. Pourtant il semblerait que la perturbation la plus desta-

bilisante ait une direction orthogonale & 1'@coulement de base (Carmi-1969).
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D'aprés les symétries énoncées ci-dessous: 6=0. et 0=7/2

sont des extrémums: nous ne pouvons en dire plus.

Selon les cas abordés par Carmi-1969, 6=0. correspond & un
maximum et 6=7/2 un minimum. La démonstration de cette propriété
existe, moyennant quelques hypothéses généralement satisfaites, dans
le cas bien particulier d'un &coulement de base antisymétrique (Bilisse-1972).

Aussi nous avons traité le probléme complet en faisant varier 6 .



ITI SOLUTION NUMERIQUE

L'étude des instabilités hydrodynamiques a longtemps buté sur
1'irrésolvabilité des équations les gouvernant. En effet 1'une des
clés du prpbléme, pour prendre un exemple, 1l'équation de Orr-1907
Sommerfeld-1908, fut établie, d'ailleurs indépendamment par les deux
hommes ,dés le début du siécle. Le premier calcul de seuil d'instabi-
lité ne fut réalisé que vingt-deux ans plus tard par Tollmien-1929,
en appliquant de nouvelles techniques mathématiques: le calcul asymp-
totique. Continuons notre bref apercu historique en notant la contri-
bution fondamentale de Lin-1945, qui assura les bases des calculs

asymptotiques d'instabilité.

Le milieu des années 50 marqué par 1'apparition de 1'ordinateur
bouleversa le monde de la science. Aujourd'hui il existe sur le mar-
ché un tel foisonnement de méthodes numériques, qui n'auraient aucune
raison d'étre sans ordinateur, et qui nous permettent non pas de ré-
soudre analytiquement les équations, mais d'en donner des solutions
numériques exactes, qu'il serait inexcusable de s'en tenir 3a des solu-

tions approchées.

Malheureusement cette révolution présente le danger d'@tre accom—
pagnée de 1'apparition d'une génération de scientifiques, qui oublient
que l'ordinateur n'est qu'un instrument de calcul, don du ciel et d'IBM,
mis 3 notre disposition pour faciliter 1l'interprétation physique.
D'ailleurs nous assistons, ces années-ci, 3 une scission entre les

théoriciens et la masse des exécutants. Tentons de suivre la bonne voie.
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3.1 Meéthode de Galerkin

L'analyse de la stabilité de notre écoulement, que ce soit par
la théorie linéaire ou par la théorie de 1'énergie, nous conduit 3
résoudre une équation linéaire £(X)=0 dont les coefficients dépendent
du paramétre ), X @&tant une fonction de la variable x, définie sur
l'intervalle I et vérifiant les condtions frontiéres F. Pour déterminer
les solutions de notre &quation, nous emploierons une méthode de résidus

pondérés, la méthode de Galerkin-1915, dont voici le principe.

La fonction inconnue X est décomposée suivant une base de fonc-
tions d'essai, fonctions yérifiant les conditions frontiéres et dont
la base campliéte engendre 1l'espace solution.

Cependant nous deyons limiter notre décomposition de X 3 un

N
nombre fini de fonctions d'essai: X = % an Xn .

X vérifie donc les conditions frontiBres mais pas 1l'équation £ , soit

L(X) = R, ol R, le résidu, est généralement non nul.

Nous allons ajuster les nouvelles inconnues {an} , afin de
minimiser le résidu. Pour cela nous multiplions 1'égalité L(X) = R par
Xi et intégrons sur l'intervalle de variation de x soit I. De plus
nous posons. que fI R.Xi est nul. Cette opération, répétée pour chaque
Xi , nous permet de déterminer les a : nous obtenons N équations linéai-
res 3 N inconnues. Nous cherchons pour X, inconnue de notre probléme,
une solution non identiquement nulle et devons donc annuler le déter-
minant de notre syst@me d'équations en a ce qui nous permet de calcu-

ler A.



Généralement 1'opérateur 1ié & 1'équation linéaire £ est auto-
adjoint, et la matrice des coefficients du systéme vérifiée par les a
est symétrique. Ceci constitue le principal avantage de la méthode de

Galerkin sur ses concurrentes.

Mais 1l'utilisation d'une telle méthode est, bien entendu, liée
a la vérification de sa convergence: n'oublions pas de nous assurer que
solution Ay 0 obtenue par N fonctions d'essai différe peu de la solution

A et que la série AN converge vers la valeur Ao .

N+1

Soyons plus pragmatiques et appliquons la méthode de Galerkin a
1'étude de la stabilité linéaire, puis 3@ celle de la stabilité par la

théorie de 1'énergie.

Les personnes intéressées trouveront de plus amples explications
sur la méthode des résidus pondérés et plus précisément sur la méthode

de Galerkin dans Finlayson-1972.

3.2 Théorie linéaire: 1le probléme de valeurs propres

- Rappelons les données du probléme. Nous devons déterminer

le nombre de Grashof minimum, tel que 1'équation de Orr-Sommerfeld

2
-iac(D —az)w = (Dz—uz)zw ~i GrW(Dz—az)w +iaerD2W (050a)

liée aux conditions frontiéres:

p(E1/2) =yp'(F1/2) =0 (050a)

admette une célérité c ayant un facteur d'amplification nul. Pour chaque

couple (constante de propagation, nombre de Grashof), soit (a,Gr) nous
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allons calculer les valeurs propres de c et retenir parmi les couples
liées 3 une célérité vérifiant la condition de facteur d'amplification
nulle, qui forment la courbe de stabilité neutre, celui qui présente

le nombre de Grashof minimum.

- La fonction {y est donc décomposée sur un ensemble de fonctions
linéairement indépendantes, constituant une base, et Satisfaisant les
conditions limites, les fonctions d'essai. On ne considére en fait

qu'une somme tronquée de fonctions d'essai.

les a étant des complexes 3 déterminer.

Introduisons 1'expression de y dans 1'équation de Orr-Sommerfeld,
que nous multiplions par wn . Aprés intégration sur 1l'épaisseur de la

couche on obtient:
. 2 22 _
-iac Ta_ fwn(D -0, )wm =

2 2.2 2 2 ;
za [ [y (D°-a®)%y_ -1aGrfy W(D"-a*)y_ +iaGrfy_ DMy ] (051)

Pour faciliter les dérivations et les intégrations, nous choisissons
des fonctions d'essai polynomiales, soit:

1

B, = x* - 1/4)% ™ (052)

avec m= (1,2,3,...,N)

Finlayson-1972 donne pour ces fonctions quelques intégrales

qul apparaissent dans leur emploi.
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Soit a, le vecteur formé des inconnues du systéme, les a -

L'équation (051) s'écrira sous forme matricielle.

cCa = (A + iB)a (053)
avec
C = ~igf (D2— 2) (054a)
mn - lpn ’ - wm
_ 3 32
A= fwn(D ~a )y (054b)
B = —aGrjw W(Dz—az)w +aGrf1p D2w1p (054¢)
mn n m n m

Les températures aux frontiéres étant fixées (le profil de
vitesse est alors déterminé), 3 chaque valeur de la constante de propa-
gation 0 et du nombre de Grashof Gr, le systéme admettra une solution
autre que la solution nulle, pour les valeurs spectrales ou valeurs

propres (ici mathématiquement égales) de la matrice C_l(A+iB).

Nous pouvons alors représenter le spectre de la célérité en

fonction du nombre de Grashof.

L'étude des spectres de célérité, nous permettra de porter sur
un graphe le plus petit nombre de Grashof correspondant d& un point de
stabilité neutre (point ol la célérité se réduit 3 sa partie effective),
soit la courbe de stabilité neutre, dont le minimum nous fournit le

nombre de Grashof recherché, GrL (figure VII).

3.3 Théorie linéaire: le spectre des célérités

Nous avons recherché pour quelques écoulements de base, le spec-

tre des célérités, en nous plagant dans chaque cas, 3 la constante de



propagation critique, la célérité étant donnée en fonction du rapport

du nombre de Grashof au nombre de Grashof critique.

3.3.1 Lecteure des schémas - précision

Avec 24 fonctions d'essai, nous sommes capables de représenter
sur le graphique supérieur de chacune des figures suivantes (figures
VIII i XIII), les neuf niveaux les plus hauts des facteurs d'amplifica-
tion, numérotés par ordre décroissant de 0 a 8, et ce avec une bonne
approximation. La précision se perd avec la croissance du nombre de
Grashof et surtout avec le degré du niveau d'amplification. Nous 1l'a-

vons testé avec 26 fonctions d'essai. Dans le cas antisymétrique

(z = -1.), elle se dégrade trés vite pour les quatre niveaux supérieurs
(5 @ 8), quand le rapport des nombres de Grashof est supérieur 3 5.

Elle est alors de 10Z. Dans le cas symétrique (g = 1.) elle reste

trés bonne, supérieure 8 17 dans le pire des cas.

-~

Sur le graphique inférieur, on trouve, 3 titre d'indication,
les célérités effectives correspondant 2 certains des facteurs d'ampli-
fication représentés plus haut. Deux remarques & ce propos. Premiére-
ment, la variable étudiée est en fait le ratio de la célérité et de 1la
vitesse maximale, nonobstant son signe, obtenue sur le profil considéré,

soit:
(& C
r

R R W

C

(055)

ce qui nous permet de comparer la vitesse de propagation de la perturba-
tion et la vitesse maximale du courant: elles sont égales pour un ratio

unitaire. Deuxi@mement, soulignons 1l'expression, & titre d'indication,
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car les célérités effectives portées sur la figure ont pour seule pro-
priété d'étre associées aux niveaux d'amplification les plus hauts, et,
pour conserver une certaine clarté, ne sont d'ailleurs pas toutes pré-

sentes.

L'équation d'Orr-Sommerfeld se réduit a :

-iac (Dz—az)w b (D2~a2)2w (056)

En multipliant par le complexe conjugué de la fonction de courant, et
en intégrant sur une section, tout en tenant compte des conditions
frontiéres, nous obtenons que iac est un réel positif, posons-le égal

-~

2
a A . Toutes les perturbations sont donc stationnaires.

Les solutions de 1'équation
2.2 2 2 2.2

“A D= )y = D=2 )y (057a)
avec
p(*_1/2) = " (X 1/2) =0 (057 )

sont soit paires, soit impaires:

P, = =X > (058a)

1= 0,2,.0.,30,...

avec

7 2 /L2 2
Ai - tg Ai - o =+ otha =0 (058b)
sin/A?-— a2 X
shax i

w = - (058C)
2 sha sin/ki = a2
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Figure VIII
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i=1,3,...,20+1,...

avec inz - az cotgvxiz - az -0 cothg = 0 (0584d)

N

Les valeurs de A, croissent en fonction de i.

[

Suivant la parité de y , ou de i, nous considérons donc que les niveaux
d'amplification sont pairs ou impairs. Il va s'en dire que cette parité

est factice, puisqu'elle est vraie seulement pour Gr nul.

3.3.3 Profil antisymétrique

La figure VIII (profil de base antisymétrique) a €té précédem-
ment obtenue par Birikh-1966 et Rudakov-1967 dans le cas d'une relation
densité-température linéaire, tandis que la figure XIII, correspond
au cas d'un écoulement vertical plan possédant des sources internes

de chaleur: Gershuni-Zhukhovitskii-Iakimov-1970.

Pour des températures de parois égales, z=-1., (figure VIII)
et pour un nombre de Grashof suffisamment petit, les perturbations sont
stationnaires. La célérité se réduit a sa composante imaginaire, c'est-

d-dire, au facteur d'amplification.

Avec la croissance du nombre de Grashof, les célérités s'accou-
plent. Aprés accouplement, elles possédenp des facteurs d'amplifica-
tion €gaux, mais des célérités effectives opposées: les deux pertur-
bations correspondantes se propagent avec la méme vitesse mais 1'une

dans le sens des z positifs, 1'autre des z négatifs.

Tous les profils de vitesse antisymétriques présentent cette
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particularité. En effet, si pour un facteur de propagation et un nombre
de Grashof donné, on a une solution (cl,wl); nous pouvons construire

une deuxiéme solution (cz,wz) définie par cy = ¥Ei et wz(y) =‘El(—y).
Quand les deux solutions son: confondizs, est alors imaginaire pur (la
célérité effective est nulle) et la perturbation vérifie y(y) = aa(—y),
a étant un facteur complexe ce proportionnalité. Les perturbations
n'étant connues qu'a un rapport d'homotéthie prés, en prenant a=1l ,

nous pouvons, sans perte de généralité, considérer que la partie réelle

de y est paire et que sa partie imaginaire est impaire.

Utilisant les propriétés du probl éme adjoint et effectuant un
développement limité de la célérité c et de la perturbation y en fonc-
tion de (io Gr) Birikh-Gerhuni-Zhukhovitskii-1965 ont confirmé que les
petits nombres de Grashof étaient associées 3 des perturbations sta-
tionnaires. Quand le nombre de Grashof croit, nous observons 1l'accou-
plement des facteurs d'amplification suivant le processus décrit ci-
dessus. Birikh-Gershuni-Zhukhovitskii ont &€galement prouvé que le

couple est toujours constitué de deux niveaux de différentes parités.

Dans notre cas, seul le niveau le plus haut refuse de frayer,
continuant solitaire son chemin et s'annulant pour le nombre de Grashof
critique. La perturbation donnant naissance a 1'instabilité est donc

stationnaire.

Toutes les propriétés précédemment décrites ne sont vraies que
dans le cas limite des parois ayant des températures égales, cas assi-

milable, rappelons-le, & une relation densité-température linéaire.
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334 Profil intermédiaire

Dés qu'une paroi s'échauffe, les pertubations observées, quelque
soit le nombre de Grashof et leurs facteurs d'amplification, sont instation-
naires. Bien siir pour de petites différences de température, et pour de
petits nombres de Grashof, les célérités effectives demeurent trés fai-
bles - aussi nous ne les avons pas toujours représentées - et ne pren-

nent de 1'importance que quand deux niveaux se cdtoient.

Quand la paroi chaude s’échauffe nous observons un tassement des
niveaux d'amplification, d4 & la croissance de la constante de propa-
gation critique (voir 1l'expression de Az dans les équations 058b et
058d). Parallélement les célérités effectives maximum observées s'amoin-

drissent.

Pour ¢ = 0.75 (figure XI) le niveau 1 semble se stabiliser
a 1'horizontal, en fait il décroit trés légérement, et nous pouvons

envisager 1'apparition d'un deuxiéme seuil critique.

Rappelons que la théorie linéaire n'est valide que pour des per-
turbations infiniment petites. Si le facteur d'amplification est néga-
tif, nous savons que les perturbations infiniment petites ne peuvent
se développer. Par contre, s'il est positif, nous ne sommes sirs que
de la naissance de la perturbation et des conditions critiques néces-
saires a cet heureux événement, rien ne nous renseigne sur 1'évolution

ultérieure.

Aussi, en supposant que la premiére instabilité modifie peu
1'écoulement originel, un deuxi@me nombre de Grashof critique pourrait

correspondre 3 une deuxiéme instabilité.
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L'hypothése de 1l'existence d'un deuxiéme nombre de Grashof
critique devient certitude pour des différences de température, entre
les parois, plus importantes mais ce deuxiéme seuil est associé a une

constante de propagation différente de celle du premier.

e e s e e e e e e e et s el .

Le spectre des célérités du profil symétrique, 7= 1 (figure XIII)
ne présente guére de singularités, si ce n'est le regroupement des
niveaux 2 et 3, qui possédent des célérités (facteurs d'amplification
et célérités effectives) presque égales. Les niveaux 5 et 6 présentent

un cas semblable mais dans une moindre mesure.

Dans le cas de 1'écoulement plan de Poiseuille, Grosh et
Salwen-1968 ont décrit le méme comportement pour les niveaux 3-4 et 5-6.
Mais Grosh et Salwen ont considéré que les niveaux impliqués se fondaient
en un seul. Ceci est inexact. L'équation de Orr-Sommerfeld, pour un
écoulement de base symétrique, permet de dissocier la partie paire d'une

perturbation, soit y, et sa partie impaire by

_iac(pz_az)we + 1ach(Dz-a2)we —iaereDzw . (Dz_az)zwe (059a)
2 2 2

—tae(DPy )y, + iaer(Dz-az)wo - iaGry D = (Dz—az)wo (059b)

Retranchons les deux inégalités membre 3 membre, aprés les avoir mul-

tipliées respectivement par v, et we :

2 2 _
by Dy, -y DY =0 (060)

En conséquence, le Wronskian Yo D¢e =~ weDwo est constant. Pris sur
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Figure XIII
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les parois, il est égal 3 zéro. L'une des deux parties de la perturba-

tion, paire ou impaire, est donc nulle.

Aussi par continuité, les niveaux d'amplification conservent
leurs parités originelles, et deux niveaux de différentes parités ne

peuvent fusionner.

3.3.6 Bornes de la célérité effective

Nous avons pu remarquer que toutes les célérités effectives,
que nous avons consigné décroissent avec la symétrisation de 1'écoule-
ment de base, et surtout qu'elles sont inférieures @ 1. Rappelons

bri&vement notre savoir & ce sujet.

Pour un fluide non visqueux - 1'équation de Orr-Sommerfeld se
réduit a 1'équation de Rayleigh:

(V-C)(Dz-az)w = tzv (061)

Dés 1893, Rayleigh démontra que pour un facteur d'amplification non nul,

la célérité effective vérifie la propriété: V , <c < V dont
min T max

la forme moderne est fournie par le théoréme de Howard-1961

i 2 1 2
e - —2-'(Vmax+vmin)l < |_§-(Vmax'_vmin)I (062)

Nos connaissances ne sont pas aussi concises pour un fluide visqueux.
Suivant le signe de la dérivée seconde de la vitesse, Joseph-1968 a

montré que nous avions:

" max
pour Vmin > 0 Vmin <e. < Vmax + 25 (063a)
2(n 40 )
V" V"
pour V'. <0 ¢ V" ¥, helBRo 5 8Y e IBETH
min max min T max

2(ﬂ2+u2) 2(ﬂ2+a )



6€

Vll .
\Y go i @ & (063c)

pour V” < 0 &
max N min 2(¥+£) r max

laissant ouverte la possibilicé d'une célérité effective dépassant les

bornes de la vitesse de 1'écoulement (Joseph-1969).
Yin-193 a apporté quelques précisions:

si c, >0 et V'>0 et V <0 c <V (064a)
i T max

si c, >0 et V'<0 et V'V 30 V. <c_  (064b)
1 min r

WV

(pour Ci=0 , les inégalités strictes deviennent larges), et plus préci-

séent pour 1l'écoulement plan de Couette-Poiseuille:

\Y <c <V quand 4 0 (065)

min r max

A\"4

(Dans le cas de 1l'é@coulement plan de Couette, la relation est vraie

quelque soit le facteur d'amplification, Synge-1938).

3.4 Théorie linéaire. Stabilité de 1'@coulement de base -

Nombre de Grashof critique

- L'étude pour un écoulement de base donné, de 1l'annulation du
facteur d'amplification, nous permet de supputer les conditions criti-
ques d'apparition de la premiére instabilité: nombre de Grashof et

constante de propagation associée.

En fait, lors de la réalisation pratique de la recherche, les
processus ont &té inversés: nous avons déterminé le seuil d'instabilité

avant d'exhiber le spectre des célérités.



— Précédemment nous avons défini deux nombres de Grashof:

le premier correspondant 3 un écoulement antisymétrique:

Gr

~Gay(¢-1) (¢+1) (T,~1))

= —Ga-ag « AT

et le deuxiéme 3 un écoulement symétrique:

2 2
Gr = -Ga y(1+g) (ZM-II)
2
= -Ga l .8_9. (AT)Z
2 2
oL
Les deux nombres sont liés par la relation (1+g) Grl = (;—l)Gr2

3.4.1 Comparaison avec la littérature

Pour 1'écoulement antisymétrique (z=-1), nous avons obtenu

(o]
2]
I

7930, GrL2 est alors nul et une constante de propagation
a. = 2.68 ; pour 1l'écoulement symétrique (z=1) GrL2 = 55010

avec GrLl nul et o = 4.14.

Ces résultats sont en parfait accord avec ceux existant déja,
soit pour 1l'écoulement symétrique Gershuni- Zukhovitskii - I akimov-1970,
soit pour 1'écoulement antisymétrique - le premier auteur a s'@tre in-
téressé au probléme, Gershuni-1953 ne possédait pas la puissance des
ordinateurs et ses travaux en sont trés affectés - Kapus et Lehmann-1965,
Rudakov-1967, Vest et Arpaci-1969, Gotoh et Ikeda-1972. Les trois
premiers cités employérent une méthode de Galerkin mais avec des fonc-

tions d'essai différentes pour chacun d'entre eux; nous-mémes employons
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Figure XIV - Conditions critiques d'instabilité
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un quatriéme type de fonctions. Gotoh et Ikeda développérent, quant a
eux, une méthode asymptotique. Notons qu'au premier regard, tous les

résultats différent, mais n'oublions pas 1l'adimensionnalisation.

Sur la figure XIV nous avons représenté en partie supérieure la

constante de propagation critique, et en partie inférieure le nombre de

Grashof critique GrLl , normalisé par rapport a sa valeur en ¢ = -1
*
soit GrL = GrL /7930 et le nombre GrL , normalisé par rapport a sa
1 1 2
*
valeur en £ = 1 soit Gr, = Gr_ /55010.
Yy kg

Avec dix fonctions d'essai, nous assurons une précision supérieu-
= o B @ = -
re a4 0.5 /oo (la précision est calculée en comparant les résultats avec

ceux obtenus pour 12 et 16 fonctions d'essai).

La fonction:

6r, () = e (066)
1 1 +(7930 1+ r)l.8 1/1.8
55010 1 - ¢

décrit nos valeurs numériques avec une précision supérieure a 17, mais

la constante 1.8 n'est reliable & aucune grandeur physique.

L'un des buts de notre &tude était d'essayer de mettre en évi-
dence une relation simple entre ¢ et la variation du nombre de Grashof
critique, permettant d'interpréter la contribution des deux &coulements:
symétrique et antisymétrique, lors de la destabilisation. Ceci nous a

été impossible.
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D'ailleurs le nombre de Grashof, bien qu'il soit toujours fin'_,
ne parait pas étre le nombre sans dimension idéal, pour caractériser
notre écoulement, cependant dans toute 2tude classique - relation
densité-température linéaire - de la convection libre c'est lui qui appa-

rait et nous n'avons pas voulu nous singulariser.

Néanmoins pour clore ce paragraphe, il nous semble nécessaire de
donner la variation du nombre de Galilée critique, qui rappelons-le est
directement proportionnel au cube de la distance séparant les plaques
et ne fait pas intervenir la température, en fonction de ¢ (firure XV).
Dire que le profil antisymétrique est plus stable que le profil symétri-
que n'a guére de sens, les conditions d'obtention sont différentes, mais
par contre nous devons noter la partie ascendante de la courbe entre O
et -1 qui nous montre indéniablement que 1'inclusion dans notre profil
de température, de la température du maximum de densité, stabilise la

couche.

3.5 Théorie linéaire: les perturbations donnant naissance a 1'instabilité

- Connaissant les conditions d'instabilité (nombre de Grashof
critique, constante de propagation critique et célérité correspondante),
1'équation (053) nous fournit, & une homothétie prés, les coefficients
de 1'expansion de la perturbation suivant les fonctions d'essai. Toute-

fois nous n'avons aucun renseignement sur 1'intensité de la perturbat”on.

Nous pouvons malgré tout, la construire, ainsi que 1'écoulement
perturbé en prenant un coefficient multiplicateur arbitraire entre le

régime permanent et la perturbation.
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(voir Annexe V)
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Figure XVII - Ecoulement perturbé
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- Nous pensions ne visualiser les perturbations et &coulements
perturbés que par 1l'intermédiaire de leurs vitesses, plutSt que par
leurs lignes de courant, les premi&res s'entourant d'un aspect nébuleux
qui nous permettait de rester sur nos réserves. En effet les lignes de
courant obtenues par divers auteurs sus-cités Kappus-Lehmann-1965,
Rudakov-1967, Vest-Arpaci-1969, Gotoh-Ikeda-1972, bien que de forme géné-

rale semblable, présentent des dissimilitudes.

Cependant 1'interprétation de 1'écoulement &tant considérable-
ment plus aisée 3 1'aide de lignes de courant, nous utiliserons également

cas derniéres.

Dans la représentation 3 1'aide des vitesses, le rapport des
dimensions a &té respecté, par contre dans la représentation par lignes
de courant, il a été normalisé. Un coefficient égal 3 5 a été choisi
entre la valeur maximale de la fonction de courant du régime permanent
et celle de la perturbation, coefficient réduit a 2.5 pour les vitesses.
Enfin les lignes de courant ont été calculées de la valeur minimum -1
a la valeur maximum +1 par pas de 0.2, les extr@mums étant remplacés

par les valeurs -0.95 et +0.95.

3.5.1 Profil antisymétrique

Pour le cas antisymétrique (figure XVI), le coeur de la cellule
convective de la perturbation est de forme ovoidale allongée, son axe
d'élongation étant 'oblique', et présente une symétrie par rapport &
son centre.

Certains auteurs, Rudakov-1967, Gotoh-Ikeda-1972 vermient en son
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z = 0.25

(voir Annexe V)
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= 2/3
(voir Annexe V)
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sein deux petits tourbillons, tandis que nous n'en obtenons qu'un,
mais les vitesses, ici trds faibles, n'autorisent pas de jugement senten-—
cieux.

Nous appelons tourbillon, toute zone de la cellule‘délimitée par
une ligne de courant. Dire qu'il existe deux tourbillons dans une cellu-
le, signifie que deux lignes de courant de méme intensité, indépendan-

tes 1'une de 1'autre, se mordent la queue.

L'axe médian de 1'écoulement perturbé (figure XVII) est consti-
tué d'une chaine de tourbillons, de forme trés allongée et légérement

inclinés sur la verticale.

3.5.2 Profil intermédiaire

e e e e . .t e . g et . e S, g S g

L'échauffement de la paroi chaude repousse le coeur de la cellu-
le convective vers la paroi froide (figures XVIIL[ XX, XXII, XXIV, XXVI).
Contre la paroi chaude, une protub&rance prend naissance qui tend a
symétriser la cellule par rapport 3 1l'axe médian de 1'écoulement.
La corrélation entre le déplacement du coeur de la cellule et le glis-

sement du point P_ (voir paragraphe "évolution du profil des vitesses

1

et définition du nombre de Grashof' : P1 est le premier point du profil

de 1'écoulement de base, n'appartenant pas aux parois et admettant une

vitesse nulle), semble trés claire.

Néanmoins nous décelons un infime retard, qui s'accentue, puis
diminuera jusqu'd s'annuler pour le cas symétrique, du centre de la

cellule sur le point P, , dans leur progression vers la paroi froide,

1

qui nous prouve que ces points ne sont pas confondus.
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(voir Annexe V)
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Figure XXIII - Ecoulement perturbé
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- D'ailleurs 1'équation de conservation de la quantité de mouve-

ment de 1'@coulement perturbé:

2 2 2 2 2
fE B —w.a‘21+w.aw +u.——3‘g = gl - B

9x ot 9zat 2z 9X32z X - &

pour une vitesse de perturbation nulle, u=w=0, ne nous donne pas

W égal a zéro.

- Pour une température de la paroi chaude suffisante, la cellule
génére un deuxiéme tourbillon qui apparaft au coeur de la protubérance

(figure XXVI).

3.5.3 Profil symétrigue

La cellule convective de la perturbation de 1'écoulement symétri-
que (figure XXVIII) présente des propriétés particuliéres dues au fait
que les fonctions d'essai contribuant 3 1'expression de la fonction
de courant sont toutes paires, subséquemment la composante horizontale
de la vitesse de perturbation est paire, et la composante verticale est
impaire. Rappelons que pour le deuxiéme niveau d'amplification, les
fonctions d'essai sont impaires. Ceci s'explique par la parité de 1'é-
coulement de base, qui dissocie les perturbations paires et les perturba-

tions impaires (voir paragraphe 'Théorie linéaire, spectre des célérités").

L'écoulement perturbé correspondant (figure XXIX) laisse apparai-
tre deux chafnes verticales de tourbillons, décalées d'une demi-phase
1'une par rapport a 1l'autre et centrées sur les points de vitesse nulle,

qui sont aussi les points d'inflexion de 1'écoulement de base.
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(voir Annexe V)
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Figure XXVII - Ecoulement perturbé
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4

Figure XXVIII - Perturbation
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Figure XXIX - Ecoulement perturbé

cas symétrique

’

L= +1

(voir Annexe V)
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est divisé par 232 800.
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- Une confrontation de ces résultats avec 1'expérience serait
bien venue: nous saurions ainsi si nous n'avons développé que l'aspect

mathématique du probléme ou si celui-ci a une réalité physique.

3.6 Théorie linéaire: deuxiéme seuil d'instabilité

Nous avons constaté précédemment que le profil de vitesse symétri-
que admettait deux seuils d'instabilit&: un premier pour une perturbation
paire et un second pour une perturbation impaire (la parité est relative
a la fonction de courant), admettant respectivement pour nombre de Grashof
critique et constante de propagation critique (55010 ,4.14) et (232 800,
3.05). En effet la perturbation la plus dangereuse pour la stabilité
d'un écoulement symétrique est toujours paire (pour un fluide non vis-
queux voir Drazin-Howard-1966), la perturbation impaire étant plus expo-
sée 3 la dissipation visqueuse (Betchov-Criminale-1967). Nous avons
cherché 3 savoir si tout profil de vitesse admettait un deuxiéme seuil
d'instabilité. Tré@s vite nous diimes effectuer la recherche avec 24 fonc-
tions d'essai, mais pour z < 0.71425, la précision nécessaire n'était

plus assurée.

La perte de symétrisation du profil de vitesse s'accompagne
d'une croissance trés rapide du deuxi@me nombre de Grashof critique
(voir figure XXX). Ce dernier semble devenir infini pour ¢ ~ 0.5.
Malheureusement nous sommes incapables de déterminer avec plus de préci-

sion sa plage d'existence et ainsi de la relier a une propriété du profil.



3.7 Théorie linéaire: &quation de Rayleigh

Les études de Rayleigh sur 1'instabilité hydrodynamique ne por-
térent pas sur 1'équation d'Orr-Sommerfeld mais sur une simplification
de cette équation: 1'équation dite de Rayleigh qui est 1'équation

d'Orr-Sommerfeld d'un fluide non visqueux, soit:

—c(DZ—az)w + GrW(Dz—az)w - Gr.DZW.w =0 (067)

Cette &quation n'étant que du second ordre se préte assez facilement
a une analyse mathématique. Elle nous fournit deux conditions nécessai-
res trés simples pour qu'un &coulement plan non visqueux offre un carac-
tére instable. Le profil de vitesse doit possé@der un point d'inflexion
(Rayleigh-1880) et si X, est un tel point, la quantité D2W [W—W(xs)]
doit Etre strictement négative sur un domaine de 1'écoulement (Fjortoft-
1950).

Malgré 1l'effet stabilisant de la viscosité, tout écoulement

instable pour 1'équation de Rayleigh, 1l'est &galement pour 1'équation

d'Orr-Sommerfeld; bien plus, 1'écoulement plan de Poiseuille non-visqueux

est stable (la dérivée seconde de la vitesse a un signe constant) mais

visqueux, est instable (Thomas-1953).

En fait nous devons distinguer deux méchanismes d'instabilités:
celui associé au(x) point(s) d'inflexion du profil de vitesse ou plus
physiquement au maximum de vorticité&; celui créé par 1'effet destabili-
sant de la viscosité. Dans 1l'étude d'une couche fluide verticale que
nous menons, les profils de vitesse ont toujours au moins un point d'in-

flexion et la simplification fluide non visqueux parait justifise.
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Aussi, d'aprés Howard-1964, les profils de vitesse considérés
ne peuvent avoir plus de modes instables que de points d'inflexion, soit
un mode d'instabilité pour -1 < ¢ < 3/7 et deux modes pour 3/7 < T <

Nous en avons exhibé deux pour ¢ variant de 0.7 3 1.

Remarquons que si nous admettons que 1'écoulement antisymétri-
que ne posséde qu'un seul mode d'instabilité la célérité effective de
la perturbation critique doit €tre nulle sinon nous aurions deux pertur-
bations critiques Y(x) et E{—x) (voir paragraphe:''Théorie de la sta-

bilité linéaire: spectre des célérités'").

Cependant n'oublions pas que nous nous sommes placés dans le
cadre d'une théorie linéaire. Pour une telle théorie, 1'@coulement
plan de Couette est absolument stable (Gallagher et Mercer-1962-1964)

alors que chacun sait qu'il peut devenir turbulent.

3.8 Théorie de 1'énergie

Le probléme aux valeurs propres, tout 3 fait semblable a celui
obtenu par la théorie linéaire de la stabilité -mais ici le systéme com-

prend deux équations au lieu d'une seule, d savoir:
2 2
(D =g )V _.gE .u.sing .DW =0 (068a)

2 2.2
(D=3 ) u + ig Gr.Du.cosp.DW + ig gz.u.cose.Dzw

+a2-§£.v.sine.DW =0 (068b)

avec les conditions frontiéres:

vt 1/2) =0 u( 1/2) =put 1/2) = 0 (068a)

1.
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est également résolu par la méthode de Galerkin. Aussi nous nous bor-

nerons d rappeler trés briévement son principe.

3.8.1 Le_probléme de valeurs_propres

La composante u (de méme v) de la vitesse est décomposée en somme
finie de fonctions d'une famille compléte respectant les conditions fron-

tiéres, soit:

N

u=25%a u avec u = (xz— 1/4)2 xm—l
m m m
N
v=Xb v avec v = (x2 - 1/4) xm-l
m m m

expressions reportées dans les équations (068a) et (068b) qui sont res-
pectivement multipliées par u et AR puis intégrées sur la section

horizontale de la couche.

Nous obtenons ainsi un systéme d'équations d’ordre 2N a 2N in-
connues, les a et bm , Systéme qui a&met une solution non nulle si
et seulement si son déterminant est égal 3 zéro. Cette derniére condi-
tions nous permet de calculer les valeurs propres de Gr, dont nous

retenons la plus petite.

3.8.2 Nombre de Grashof critique

La méthode converge assez rapidement: pour N=6, la précision est

- s 40
supérieure a 1 /oo.

En parfait accord avec les résultats de Carmi-1969, nous cons-
tatons que pour un écoulement donné, ainsi qu'une constante de propaga-

tion, la courbe Gr, valeur propre minimum du systéme, fonction de 1'angle
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de la perturbation 6 , présente deux extrémums: un maximum en =0 et

un minimum en 6=7/2.

Le nombre de Grashof ainsi déterminé, GrE , obtenu pour 0=71/2,
est environ deux 3 trois fois plus petite que le nombre de Grashof cri-
tique GrL équivalent (figure XXXI). Entre autre, pour 1l'@coulement
symétrique, =1, nous obtenons GrE2 = 27,300 avec a = 3,96 et pour
1'écoulement antisymétrique, ¢ = -1 , GrEl = 2790 avec une constante
de propagation associée £ = 3.16, 3 1'instar d'Ayyaswany-1974, don:,
signalons-le, 1l'article n'est valide que pour une couche verticale

(voir Birikh-Gershuni -Zhukhovitgkii-Rudakov-1968).

Tout comme dans le cas de la théorie linéaire, nous avons déni-

ché une fonction:

Gr, = 2190 (069)

El 2790 1+ 1.7J Lf1:7

+___.___.
1+ G730 1=
qui extrapole nos valeurs numériques avec une précision de 1l'ordre du

centiéme.

3.8.3 Nombre de Galilée critique

Nous ferons ici référence au paragraphe 'Nombre de Galiée critique"
de la partie consacrée a la théorie linéaire, les conclusions a tirer

étant les mémes.

La figure XXXII nous apporte la comparaison entre les valeurs
critiques obtenues par les deux théories. Les deux courbes ont méme

allure et présentent un minimum pour =0 et un maximum pour %=1 , aussi
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notons une nouvelle fois que si les températures des deux parois sont
prises de part et d'autre de la température du maximum de densité, 1'é-

coulement gagne en stabilité.

Ces courbes ne sont pas sans rappeler celle du transfert thermi-
que obtenue par Watson-1972, dans sa schématisation bidimensionnelle d'u-

ne cavité parallélépipédique emplie d'eau, dont une paroi est maintenue

< nO § s . s P N P
a 0 C, tandis que la paroi lui faisant vis-3a-vis est chauffée a 12 , les

autres faces de la cavité étant adiabatiques. Le flux de chaleur tra-

versant la cavité passe par un maximum pour T =I{ (z=0) et un minimum

2 =)

pour _£2=2.IM , (z=1). Dans ce dernier cas il se fait essentiellement

par conduction.

3.9 Comparaison des théories et de leurs résultats

En vue d'étudier la stabilité de notre écoulement initial, nous
avons distingué deux seuils de stabilité-instabilité&, basés sur des
théories différentes. Aussi pour pouvoir comparer les résultats four-
nis par ces deux théories, il apparait nécessaire de redéfinir le con-

cept de stabilité afin de se référer 4 une théorie plus unifiée.

3.9.1 Stabilité d'un_écoulement

Un écoulement caractérisé par son profil de vitesse et son nombre
de Grashof Gr, est conditionnellement stable avec un rayon attracteur § ,
si toute perturbation dont 1'énergie initiale est inférieure a2 &, dispa-
ralt, soit:

3§ >0 Y v / gv(0)<5 = > lim E,V(t)=0

t ro
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L'écoulement est globalement stable si la propriété précédente est vraie
quelque soit le rayon attracteur § , c'est-d-dire pour toute perturbation
finie.
. ; W - Ve A4
Si de plus nous imposons la condition T 0 , c'est-da-dire cque

1'énergie de toute perturbation décroft avec le temps, 1'écoulement est

globalement monotoniquement stable.

Le véritable seuil de stabilité correspond & la condition de
stabilité globale qui nous permet de définir le nombre de Grashof Gr,. ,

tel que si Gr est inférieur 3 Gr, , la stabilité globale est vérifiée;

G

mais nous le savons, Grc est inconnu. Aussi par la théorie de 1'énergie
nous avons calculé GrE de fagon 3 ce que tout écoulement ayant un nom-

bre de Grashof inférieur a GrE soit globalement monotoniquement stable.

D'autre part nous avons linéarisé les équations de la perturhba-
tion et obtenu la limite de stabilité GrL , en étudiant les facteurs
d'amplification des perturbations: si tous les facteurs sont négatifes

nous avons dit que 1'@coulement était stable, si 1'un est positif que

1'écoulement est instable.

Deux questions se posent: quel est le lien entre la théorie
linéaire et nos définitions de la stabilité ? Pouvons-nous négliger le
terme uVu ? En effet pour ce, nous avons supposé que les dérivées

premiéres de u étaient du méme ordre que u, hypothése fort contestable.

Le principe de la stabilité linéaire de Sattinger-1970, établit
sur un domaine borné, mais qui s'étend 3@ un domaine infini, en supposant

les perturbations périodiques, répond 3 ces deux questions.



En effet si Gr est inférieur a GrL , moyennant un rayon attrac-
teur suffisamment petit, 1'é@coulement est conditionnellement stable, par

contre pour Gr supérieur a GrL , 11 est instable suivant la proposition:
Je>0 /Ns>0 et Jt /5(0) <s et £(t) »e

c'est-d-dire qu'il existe une barre énergétique qui sera franchie par

au moins une perturbation et ce quelque soit la limite que 1'on impose

3 son énergie initiale, aussi verrons-nous une perturbation se développer
et atteindre une certaine taille, malgré cela nous ne connaissons pas son

évolution ultérieure.

Ainsi Gr constitue un critére de stabilité, et Gr_, , dans les

E L

termes énoncés ci-dessus, un critére d'instabilité, et nous avons la dou-

ble inégalité: Gr_ < Gr, g Gr

EY G L

3.9.2 Plage d'instabilité subcritique

e e 2 e e . e e et . e e e . e . e e e . e e, . e o .

Nous aimerions que la plage délimitée par les deux valeurs GrE
et GrL , improprement appelée plage d'instabilité subcritique, la véri-

table plage d'instabilité subcritique étant comprise entre GrG et GrL ,

soit aussi reserrée que possible. Nos valeurs de GrE sont environ deux

a2 trois fois plus petites que celles de Gr. . Comparons cette plage a

L
d'autres existant dans la littérature. Nous appelerons R, le nombre sans

dimension caractérisant 1'@coulement: il peut s'agir du nombre de Grashof,

de Rayleigh, ou de Reynolds.

- Pour un écoulement plan de Poiseuille, les valeurs critiques

sont les suivantes:



= 99,20 (Busse—1969)

=
I

E

R

11544 (Orszag-1971)

La valeur expérimentale est approximativement 21 00 (Davies-White-1928),

valeur que nous pouvons assimiler a GrG .

Joseph-1976 donne ine revue compléte des résultats des diffé-
rentes méthodes pour les écoulements de Poiseuille. La plage d'insta-
bilité subcritique la plus petite est obtenue pour 1'écoulement plan,
aussi vu sa taille, nous avons toutes les raisons d'étre fiers de nous.
Mais nous devons noter que 1'introduction d'un point d'inflexion dans
un profil de vitesse fait décroitre le seuil énergétique RE et littéra-

lement chuter le seuil linéaire RL (Carmi-1969).

— Pour les flots développés entre deux sphéres concentriques,
les résultats sont équivalents aux ndtres: le rapport RL/RE est d'en-

viron 3 (Munson et Menguturk-1975).

- Par contre les deux méthodes donnent des résultats tres pro-
ches pour certains types d'écoulement tels:
. la convection naturelle dans une couche fluide comprise entre deux
cylindres coaxiaux horizontaux (Motjali-Caltagirone-1979), le rapport
RL/RE varie entre 1 et 1.25 pour un rapport des rayons des deux cylin-

dres n'excédant pas 2;

. ou la conduction dans une couche fluide horizontale chauffée par le
bas et possédant des sources internes de chaleur (Joseph-1971). Quand

celles-ci sont suffisamment petites, le rapport est inférieur a 1.5.

Ces derniers résultats demandent une explication.
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Si nous considérons la stabilité d'un &écoulement de conduction
(il n'y a pas de mouvement de rmtidre) pour lequel 1l'opérateur associé a la
partie linéaire des équations perturbées est auto-adjoint, (le principe
d'échange des stabilités est alors valide, c'est-a-dire que la stabili-
té neutre est atteinte pour une célérité nulle), les équations de la
théorie linéaire et celles de la théorie de 1'énergie sont identiques,
aussi les deux valeurs critiques du nombre R, 3 savoir RE et RL sont
égales (Davies-1971). Ces conditions sont vérifiées 3 la limite dans
les deux exemples cités ci-dessus: on obtient alors 1'instabilité de
Rayleigh-Bénard. Si nous nous écartons un peu de ce cas idéal, les va-
leurs RE et RL vont étre certes différentes mais par continuité, rester

voisines.

- Pour un écoulement plan entre deux plaques infinies, dont le
profil de vitesse présente au moins un point d'inflexion, il existe une
plage d'instabilité subcritique que nous qualifierons de moyenne. Com-

ment 1'interpréter ?

Considérons notre écoulement permanent pour un nombre de Grashof
trés petite: il est alors unique et stable (globalement) tant que le

nombre de Grashof reste inférieur a Gr, . Mais si nous dépassons cette

G
fatidique valeur, il existera vraisemblablement plusieurs régimes stables
(conditionnellement), chacun ayant une zone d'attraction propre. A priori,
notre écoulement se fera toujours suivant le régime permanent, mais si
nous introduisons volontairement ou non, une perturbation trop forte,
1'écoulement va brutalement, c'est-d-dire sans continuité, quitter la

zone d'attraction du régime permanent et basculer dans celle d'un autre

régime.
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Est-ce a dire que pour un nombre de Grashof voisin de GrL 5

le régime permanent ne sera jamais observable ?

3.9.3 ngglggg_gggérimental

A notre connaissance il n'existe qu'une seule expérience cui
puisse illustrer notre étude, celle menée par Vest-Arpaci-1969 dans le

cas d'un fluide ayant une relation densité-température linéaire.

Le régime permanent fut établi dans une cavité parallélépipédique
de hauteur 25 pouces,de largeur 0.75 pouces, et de profondeur 4.5 pouces,
contenant de 1'air, dont le nombre de Prandtl est 0.71. De la fumée de
cigarette introduite au sommet de la cavité permettait 34 1'aide d'un
éclairage adéquat, de visualiser les lignes de courant. Deux circulations
extérieures d'eau assuraient les températures des parois verticales dont
la différence fut trés progressivement accentuée jusqu'd obtention de
cellules de convection. La premiére instabilité loin des bornes de la
cavité apparut pour Gr, = 8700 ¥ 10%. (Rappelons la valeur du nombre

1

de Grashof critique GrLl = 7930) avec une constante de propagation égale
a 2:74x

Le dispositif assez précaire de visualisation du flot, explique
la grosse incertitude sur la détermination du nombre de Grashof critique.
Bien que nous ne sachions pas si 1'instabilité s'est naturellement déve-
loppée ou si elle fut introduite artificiellement (par exemple a 1l'aide
d'un poingon vibreur) il ne fait aucun doute qu'elle est surcritique,
c'est-a-dire qu'elle apparaft pour un nombre de Grashof supérieur ou

égal 3 Gr

L
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Figure XXXTII - Photographie de 1'écoulement perturbé
dans une cavité verticale de rapport d'aspect 33
contenant de 1'air (Nombre de Pradtl = 0.71)

pour un nombre de Grashof Gr = 9500.

Ly



Laissons. le lecteur s'attarder sur la figure XXXIII, image de la
photographie de 1'@coulement perturbé, obtenu par un nombre de Grashof
égal 3 9500, et que confirme la validité de la théorie linéaire. Pour
connaitre le régime qui s'é@tablit alors, il est nécessaire d'utiliser
la théorie non-linéaire autour du point critique. La solution est a nou-
veau décomposée suivant une série de Fourier, mais le terme non linéaire
de 1'équation de la perturbation introduit un couplage entre les diffé-
rents modes. Aprés la période de croissance exponentielle, le mode
fondamental, 1ié d la constante de propagation critique, est saturé. Il
en va de méme de ses harmoniques, toutefois leurs amplitudes restent
trés petites devant celles du fondamental, ce qui explique que 1l'on

n'observe que le mode fondamental.

I1 semblerait donc qu'en prenant suffisamment de précautions, le
régime permanent puisse €tre maintenu jusqu'd la valeur critique du nom-
bre de Grashof GrL , et qu'ensuite se développe la solution périodique

fournie par la théorie linéaire.
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CONCLUSION

Le grand nombre de laboratoires scientifiques dont les travaux
sont 1iés 3 1'apparition de la turbulence, constitue 1'une des meilleures
preuves que cette question fondamentale, reste une enigme pour la physi-
que actuelle, mais qui, par ses implications techniques, appelle une

réponse.

Aussi, bien que notre objectif ne soit pas d'expliquer la turbu-
lence, restons modestes, nous lancer de but en blanc dans 1'étude de la
stabilité des écoulements fluides ayant des anomalies de densité, parait
étre une gageure: en fait il s'agissait d'ignorance. Cependant la chance

ne sourit-elle pas aux innocents ?

I1 nous a donc fallu tout & la fois tenter d'acquérir le poten-
tiel théorique et méthodologique nécessaire pour mener 3 bien toute étu-
de de stabilité et appliquer notre nouveau savoir, au cas spécifique d'un
fluide présentant un maximum de densité. Dans chacune de ces deux voies
nous avons fait de notre mieux. Rétrospectivement la t3che parait bien
trop ardue pour que 1l'on eut pu espérer une parfaite maitrise du phéno-

meéne d'instabilité. Tirons donc un premier bilan.

Notre propos initial était d'étudier la stabilité de la convec-
tion naturelle d'une couche verticale infinie, d'un fluide présentant
un maximum de densité et soumis 3 un gradient horizontal de température.
Le fluide de référence, possédant cette anomalie, et qui est aussi le

fluide le plus commun est 1'eau.

Malheureusement les résultats présentés dans ce mémoire ne peu-
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vent s'appliquer 3@ son cas: en effet nous avons négligé les perturbations
d'origine thermique, en considérant un nombre de Prandtl nul. Or le
nombre de Prandtl de 1'eau, compris entre 13.4 et 10.2 sur le champ de
température 00—80C, ne peut pas €tre annulé, il atteint une valeur ou

les perturbations hydrodynamiques ne régissent plus seules la stabilité

de 1'écoulement.

Néanmoins nous pouvons d'ores et déja tirer quelques enseigne-
ments. Tout d'abord, nous devons tenter de ranger notre écoulement dans
une classe dont les représentants possédent des caractéristiques sembla-

bles. En effet nous distinguons grossiérement trois types d'écoulements:

. ceux pour lesquels le régime de base est stationnaire, illustrés par
le probléme de Rayleigh-Bénard, et pour lesquels le principe d'échan-

ge des stabilités est généralement valide;

. les écoulements plans, c'est-a-dire les jets, les couches limites, les

couches infinies, les &coulements dans les canaux;

. les autres ou plus précisément ceux qui ont les lignes de courant

courbes, tels les écoulements entre parois non planes, entre sphéres ...

Dans la deuxiéme classe, nous devons distinguer outre les écoule-
ments dans les milieux bornés (couches) et ceux dans les milieux semi-
infinis (jets, €coulements le long d'une plaque), les &écoulements dont
le profil de vitesse n'a pas de point d'inflexion et ceux qui en possé-

dent au moins un.

L'exemple que nous avons traité se situe dans cette derniére

catégorie : la stabilité est alors liée au maximum de vorticité.
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A priori, il existe deux processus menant 3 la chute du régime
de base: le développement des instabilités surcritiques, tel qu'il a
été observé par Vest—Arpaci-1969 et 1l'apparition brutale des instabi-
lités subcritiques dont nous pouvons supposer l'existence d'aprés la
notable différence entre les valeurs critiques obtenues par la théorie

de 1'énergie et la théorie linéaire.

Pour en savoir plus sur les régimes susceptibles de succéder a
1'écoulement permanent, il faudrait employer une théorie non linéaire
(Stuart-1971) ou si seuls des renseignements qualitatifs et non quantita-
tifs suffisent, la théorie de la bifurcation (Joseph-1981). Les deux
théories s'appuient sur les résultats de 1'analyse linéaire de la stabi-
1ité (nombre de Grashof et constante de propagation critiques) mais ne
s'utilisent pas dans le méme esprit. La théorie non-linéaire nécessite
une connaissance trés détaillée de 1'écoulement dont on étudie la stabi-
1lité, et nous fournit des résultats quantitatifs trés précis sur son
successeur. Par contre, la théorie de la bifurcation ne requiert que
quelques renseignements sur 1'écoulement de base et ne nous fournit que
des indications qualitatives sur le nouveau régime, mais 13 est sa force,
elle permet de suivre les divers changements de régime de 1'écoulement

alors que la théorie non-linéaire deviendrait impuissante.

I1 serait alors particulidrement utile de se tourner vers 1'expé-
rimentation, apportant ainsi un support A& notre recherche. Mais modé-
rons notre enthousiasme et revenons au cas d'un fluide avec maximum de
densité 3 TM » tel que nous l'avons abordé, (Rappelons d'ailleurs que

[ s1 2z 0 . e, = .
1'instabilité n'est pas due au maximum de densitd), Si nous maintenons
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la paroi froide a 0% < TM , 1'écoulement est plus stable pour une paroi

chaude portée a 2TM plutdt qu'a T,, . Cette propriété vraie paur un nombire

M
de Prandtl nul, est fort intéressante et demande & €tre vérifiée quelque

soit le nombre de Prandtl.

I1 parait donc nécessaire de reprendre notre programme (voir
Annexe IV: cas d'un nombre de Pradtl non nul) soit en 1l'utilisant direc-
tement, soit en le modifiant ou le transformant d'aprés les derniers tra-
vaux en date, contribuant 4 la renommée de la méthode de Galerkin

(Buse-1981 et Gottlieb-Orszag-1978).

Les résultats obtenus seront-ils alors valides pour 1l'eau ?
Si 1'on est peu exigeant, oui. Sinon ... En effet dans le cadre des
approximations d'Oberbeck-Boussinesq, nous avons considéré que les carac-
téristiques thermophysiques du fluide étaient constantes, or la visco-
sité de 1'eau varie entre 0°C et 10°C de 35%. Cette variation est pour-

tant généralement négligée.

Dans un avenir plus lointain, nous pourrons envisager la stabi-
lité de la convection libre de 1l'eau dans toutes sortes de géométries
des plus variées: couche d'inclinaison quelconque, géométrie sphérique,

cylindrique ...

Mais 1'é€tude de la stabilité et de l'apparition de la turbulence
n'est pas une chasse gardée de la mécanique des fluides. Ces phénomé-
nes interviennent dans tout systéme ayant un nombre suffisant de degrés
de liberté, et intéressent de nombreux domaines tels le déplacement de

tout corps dans un fluide, la prévision météréologique, la physicue des
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plasmas, la dynamique des populations, la géophysique, 1'é@cologie, la
bidlogie, 1'économie, ... (Swinney-Gollub-1978) et surtout la chimie,

comme le montre la récente vulgarisation effectuée par Vidal-Roux-1981.

I1 existe un si grand nombre d'équipes qui travaillent sur ce
probléme depuis tant d'années que 1'on peut se demander s'il ne serait
pas souhaitable de sortir du capharnaum du laboratoire d'hydraulique
de Polytechnique, dominé par un continuel hydatisme d'ol s'éléve de
temps 3 autre 1'hourvari des clameurs estudiantines, pour, d'une part,
essayer de susciter des vocations A Polytechnique méme, et d'autre part
aller 3 la rencontre d'autres chercheurs, afin de confronter nos points
de vue, connaTtre leurs égarements, apprendre leurs difficultés et espoirs,

éviter inutilement certaines erreurs , ...

L'échange des idées a toujours été une source féconde de réflexion.
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Comme introduction @ la convection naturelle et aux problémes

de la stabilité, nous recommandons les ouvrages suivants:

Drazin-Howard, 1966, consacré aux fluides non visqueux
Betchov—Criminale, 1967 ainsi que

Gershuni~Zhukhovitskii, 1976, tré&s simples et tournés vers l'utilisation
de 1'ordinateur mais traitant uniquement la théorie linéaire et 1'équa-

tion de Orr-Sommerfeld.

Enfin n'oublions pas la bible, peu aisée lors d'une premiére

approche, de Joseph, 1976.

Les plus. récents développements seront trouvés dans
Swinney-Gollub, 1981, recueil réalisé par différents auteurs, consti-
tuant la plus récente mise au point et,nouveauté oblige, difficile 3a

Se procurer.
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ANNEXE I

ECOULEMENT PLAN DE COUETTE-POISEUILLE

Tout au long de ce rapport, il est abondamment fait référence
aux écoulements plans de Couette et de Poiseuille: ce sont parmi les
régimes convectifs d'une couche fluide entre deux plaques paralléles

infinies, les plus étudiées.

- L'écoulement de Couette se développe lors du glissement rela-

tif des deux plaques 1'une par rapport & 1'autre:

SALLLRLLLNNLNNNNNNNN NN

U=on

\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\‘\\

Le fluide, visqueux, adhére aux parois et son profil de vitesse est

linéaire.

- Si nous imposons un gradient linéaire longitudinal de pression,
nous créons une force motrice, qui va forcer le fluide a se déplacer,
mais sa viscosité le retient le long des parois. Le profil de vitesse

est alors parabolique. Nous obtenons 1'é@coulement de Poiseuille.

ALV

AALLLLLLLL NN

2
U = Uo(l—y )

- Un écoulement de Couette-Poiseuille sera constitué par une

combinaison linéaire des decux prcécédents. Sa vitesse, du second degré,



ne présente pas de points d'inflexion (il n'y a pas de maximum de
vorticité), et par le critére de Rayleigh, 1'écoulement de Couette-

Poiseuille est parfaitement stable.

La théorie de 1'énergie nous donne un seuil de stabilité, carac-

UL
- 3 - . . O
térisé par une valeur critique du nombre de Reynolds, Re=p-—;— 5

rapport des forces d'inertie, aux forces de viscosité. En effet la
température et le champ de gravité n'interviennent pas dans les écoule-

ments de Couette-Poiseuille.

L'étude de leurs stabilités par la théorie linéaire les dépar-
tage. L'écoulement de Couette ne présentant pas de fluctuations de
vorticité, apparait quelque soit le mode considéré, comme tout a fait
stable. Par contre, 1'écoulement de Poiseuille présente un critére
d'instabilité, il faut 1'avouer, 115 fois plus grand que son critére
de stabilité. L'instabilité de 1'@coulement de Poiseuille vis-a-vis
de la théorie linéaire s'expliquerait par le rdle destabilisant de la

viscosité.

- L'écoulement de Couette-Poiseuille posséde donc une immense
plage d'instabilité subcritique (elle est méme infinie pour un élément
de Couette pur), et il est inutile de préciser que les perturbations

surcritiques ne furent jamais observées.

Les expériences sur ces écoulements menérent & des nombres de
Reynolds critiques, tout aussi éloignés du seuil de stabilité que du

seuil d'instabilité. Nous sommes devant un exemple oli ni la théorie

linéaire, ni la théorie de 1'énergie ne donnent des résultats utilisables

et bon nombre de chercheurs jetérent trop vite la pierre aux écoulements
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plans.

(Pour en savoir plus sur la stabilité des écoulements plans de

Couette et de Poiseuille, consultez Or#.zag-Kells-1980).



120

ANNEXE TII

EQUATION D'ORR-SOMMERFELD ADJOINTE

Rappelons 1'équation d'Orr-Sommerfeld, fondement de notre étude

de la stabilité linéaire:
2 2
—iac(Dz—az)w +igGr W(D —az)w -iaGry D2W —(D2—a )2w =0

associée aux conditions frontiéres w(f 1/2) = Dy(¥ 1/2) =0

(D2—a2)

En posant A

A = iac

et en définissant 1l'opérateur L par

Ly = iaGr W(Dz—az)w -iaGr DZW.w —(Dz—az)zw

1'équation d'Orr-Sommerfeld peut s'&crire:
Ly = A Ay

p(E 1/2) = by 1/2) =0

- Soit H, l'espace de Hilbert des solutions de 1l'équation
que nous munissons du produit interne:

<4y > = [ ¢y

- Nous définissons alors 1'opérateur L* adjoint de L par

< ¢,y > = < L*¢,w > -, relation qui doit &tre vérifiée quels
que soient les éléments de H.

En tenant compte des conditions frontiéres, nous obtenons
1'expression de L*:

L*¢ = _iacr(Dz—az)(W¢) +iaGr.D2w.¢~(D2—a2)2¢



- Chacun sait, mais aucun ne se remémore la démonstration, que
A est valeur propre de 1l'opérateur L - il existe une fonction y , telle

que Ly = ) AY-si et seulement si )\ est valeur propre de L

Nous pouvons alors exprimer une condition d'orthogonalité entre
les vecteurs propres. Considérons deux couples (vecteur propre, valeur
propre) 1'un de 1l'opérateur L, 1'autre de son adjoint L¥, soit

(wi,ki) et (¢j,53) et calculons

_ *
<¢j’Lwi> <L¢j’l\bi>

pour obtenir d'une part

< ¢j,Lwi > = Xi < ¢j’Awi >
d'autre part:

< L¥,,0, > =X, < Ap,,0, >

3% § ° ey

ce qui nous fournit 1'égalité:

(Ai-xj) / by Yy = 0
soit en normant adéquatement les fonction ¢j et wi , et en utilisant les

symboles de Kronecker

[ o5 by; = 84

- L'emploi de 1'opérateur adjoint et de ses propriétés s'avére
particuliérement efficace dans toute analyse mathématique de 1'@quation
de Orr-Sommerfeld, citons simplement la, contribution de Schensted-1960

a la théorie de la stabilité hydrodynamique et son utilisation par

Birikh-Gershuni-Zhukhovitskii-1965 pour 1'étude du spectre des célérités.
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ANNEXE III

MAJORATION DU TERME DISSIPATIF - jff]E'u|2 DE L'EQUATION DE REYNOLDS-ORR

Considérons une couche fluide visqueuse limitée par deux plans
paralléles, la vitesse u du fluide (ou d'une perturbation) sera alors
nulle le long des parois . Nous supposerons de plus qu'elle, ainsi que

- 3 - o~ . 2 . -
que ses dérivées premiéres est continue et L -intégrable, alors

fff|§h|2 sera minoré par nszflu|2 .

- Nous démontrerons d'abord le théoréme préliminaire:
soit f une fonction scalaire de la variable x, définie sur 1l'intervalle
[-1/2,1/2 ] , continue et Lz—intégrable ainsi que sa dérivée, et s'an-
nulant sur les bornes de son domaine de définition,

alors ffz dx < 17- ff'z dx
i

Le probléme précédent se raméne au calcul du maximum de la fonc-

12, 2,
tionnelle f £° dax/ f f © dx
-1/2 =LI2

-~

ou f étant la fonction ol est atteint le maximum, 3 la recherche de la

valeur propre minimale de 1'@quation
A|2 2 "‘2
JESdx-2" [f2ax=0

La dérivée de cette expression doit donc &tre nulle,

Jo£.E" ax + A% [s£.f = 0

et ce quelque soit §f, ce qui nous donne £+ AZE =0 avec la

condition frontiére E(f 1/2) =i{0.
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- La solution générale de 1'équation précédente est:
f =acos A x+ b sin Ax.

Les conditions frontiéres nous imposent

A (1 + 2Kk)m et b=20

e A = 2km et a=20

La valeur propre minimum ne nous fournissant pas la solution identiquement

nulle est donc m , et nous obtenons la relation:

1

ffz dx § = ff'z dx

=

- La propriété précédente se généralise alors successivement

. 34 une fonction scalaire de plusieurs variables s'annulant en x = T 12

2 i §f. %
If dx\<ﬂ—2f ('a—x-) dx
ce qui nous donne

2 1 2
Ie dx<ﬂ—2f|\7f| dx
ou en intégrant sur la couche compléte de fluide:
2 1 2
[ € ¢ ;z—fff | ve |
. 4 une fonction vectorielle

Mi*< & [l

ol u est la vitesse de notre écoulement.
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ANNEXE IV

CAS D'UN NOMBRE DE PRANDTL NON NUL

Le travail original qui me fut confié s'intitulait &tude de la
stabilité de la convection naturelle d'une couche verticale d'eau; or en
cours d'étude, nous avons restreint notre recherche aux seules instabi-

lités hydrodynamiques. Comment justifier une telle décision ?

En effet cette limitation du sujet, bien que fort utile puis-
qu'elle assure une base solide pour aborder le mécanisme des instabilités
handicape considérablement les conclusions du rapport. Aussi, on s'en
doute, l'introduction de cette simplification ne se fit pas par un choix

librement consenti, mais par contrainte.

Lors de la présentation de la méthode numérique de Galerkin,
nous avons insisté& sur la nécessité, dans son emploi, de vérifier la con-
vergence en comparant les résultats obtenus pour des ﬁombres différents
de fonctions d'essai, soit pour différents ordres de résolution. (Dans
la suite de 1'annexe, une solution d'ordre N, comportera N fonctions

d'essai pour la fonction de courant, et N pour la température).

Ainsi fut fait dés les premiers calculs numériques, dont les
résultats présentérent un comportement assez étrange: partant 3 1'ordre 2
d'une valeur critique raisonnable, ils oscillaient ensuite autour de
cette derniére avec une amplitude de plus en plus grande, en un mot ils

divergeaient, laissant les observateurs muets et perplexes.



Le programme ne révéla point d'erreurs et ne fut donc employé que
dans la seule situation qui inspirait confiance, celle du nombre de
Prandtl nul.

L'hypothése d'un fluide possédant une relation densité-température
linéaire a déja &té abondamment traitée dans la littérature. Rappelons
les auteurs, qui, pour étudier la stabilité linéaire, adoptérent la métho-
de de Galerkin: Kappus-Lehmann-1965, Birikh-1966, Rudakov-1967,
Vest-Arpaci-1969, Birikh-Gershuni-Zhukhovitskii-Rudakov-1972, auxquels

nous devons ajouter Korpela-Gozum-Baxi -1973 et Bergholz-1978.

Connurent-ils des difficultés semblables aux ndtres ?
Kappus-Lehmann-1965 ne considérérent que les perturbations stationnaires,
- le titre de leur article 1l'annonce trds clairement: "Uber die stehende
Wellen ..." - , c'est-a-dire des perturbations pour lesquelles la célé-
rité effective est nulle; néanmoins notons que pour Pr = 0.72 ils em-
ployérent 1l'ordre 10 avec une précision supérieure a 0.1°/00 , et pour
Pr = 40, les ordres 22 et 24, les autres ne sont pas donnés, avec une

P o
précision de 1 /oo.

Birikh-1966, oserions-nous dire, 3 notre image, négligea les

perturbations thermiques et ne retint que les perturbations hydrodynamiques.

Le premier a signaler la mauvaise convergence de la méthode,
Rudakov-1967, recourrut pour un nombre de Prandtl &€gal a 10, a 1l'ordre 14,
l'ordre 10 étant nécessaire pour stabiliser la solution, mais il ne pous-
sa pas ses calculs plus en avant et ne présenta des résultats que pour

les nombres de Prandtl inférieurs 3 10.



Vest-Arpaci-1969, 3 la suite d'une explication assez maladroite
assumérent le principe d'échange des stabilités, et envisagérent des nom-
i % 3 gk
bres de Prandtl variant de 0 & 10°. La précision entre l'ordre 4 et l'or-

dre 6 est de 3,2%. Notons qu'au début de notre &tude, nous ne possédions

que cet article et qu'il nous induisit fortement en erreur.

Avec 1'ordre 14, Birikh-Gershuni-Zhukhovitskii-Rudakov-1972,
estimérent que la convergence était assurée sur une large gamme du nombre

de Prandtl, soit pour Pr variant de 0 i 100.

Korpela—GSzum—Basci—l973, employérent 1'ordre 16 pour Pr=1C,

et pour Pr=1000 atteignérent 1l'ordre 20.

Le dernier travail en date, et le plus complet, celui de
Bergholz-1978 couvre les nombres de Prandtl de 0.73 3 1000 et pulvérisa

les records avec 1l'ordre 30.

Nous avons donc nous aussi augmenté l'ordre de résolution de
notre probléme, jusqu'd 1l'obtention d'une solution convergente, qui s'est
fait quelque peu attendre. En effet, traitant 1'exemple Pr=10, notre

précision n'atteind 17 qu'avec 1l'ordre 18.

Une nouvelle difficulté apparalt donc: comment sélectionner les

fonctions d'essai afin d'assurer une convergence optimum ?

Pour les instabilités stationnaires (dont la célérité effective
est nulle), le choix des fonctions d'essai serait de peu d'importance,
par contre pour les instabilités possédant une célérité effective, il

deviendrait primordial (communication personnelle de Vest), pourtant dans
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le cas de notre profil de vitesse symétrique la convergence &tait treés

rapide.

I1 conviendrait alors de comparer les résultats obtenus avec les
différentes fonctions d'essai, mais compulser les articles préalablement
cités ne nous apprend pas grand-chose, chaque auteur appliquant son cri-
tére de stabilité & un cas particulier, qui n'est d'ailleurs pas toujours

explicitement formulé.

Cependant tous utilisent des fonctions d'essai orthogonales,
bien que ceci ne constitue pas une caution de bonne convergence (Korpela-

m"mon

Gozum-Ba¥i - 1973).

Nous n'apporterons pas ici de réponse, mais nous nous bornerons
3 signaler les travaux d'Orszag sur les polyndmes de Chebyshev, qui

semblent trés performants (Gottlieb-Orszag-1978).

En conclusion de cette annexe, notre programme numérique, malgré
sa faible convergence, est tout 3 fait adapté a 1'@tude compléte pour

laquelle il a &té congu et ne demande qu'a &tre exploité. Pour les nom-

bres de Prandtl trés grands, la convergence devenant difficile a atteindre,

il semble souhaitable de simplifier les &quations linéarisées de la per-
turbation 3@ 1'image de Gill-Davery-1969 dont le travail fut repris par

Gill-Kirkham-1970 pour la convection naturelle dans une cavité verticale.
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ANNEXE V

REMARQUES CONCERNANT LES FIGURES XVI a XXIX

Ces figures présentent la perturbation et 1'é&coulement perturbé

sous forme de leurs lignes de courant et de leurs vitesses.

- Dans la représentation par les vitesses, le rapport des
dimensions a été respecté, tandis que dans la représentation par lignes de

courant il a été modifié.

Les lignes de courant ont été calculées par pas de 0.2, entre
les deux extrémes -1 et +1 , valeurs auxquelles ont été rajoutées

-0.95 et +0.95.

- Figures XXII, XIX, XXI, XXIII, XXV, XXVII, XXIX

Dans la représentation par les lignes de courant, le maximum de la
fonction de courant du régime permanent est cing fois plus grand que

celui de la perturbation.

Dans la représentation par les vitesses, le rapport des deux

précédents maximum n'est plus que de 2.5,
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