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PROBLEMES FONDAMENTAUX DE CONTROLE ET D'ESTIMATION OPTIMALS
DANS L'ESPACE DE HILBERT*

DeSantis;# Re M., Saeks,+ R Tung,+ Lis o
0. RESUME

On utilise les nouvelles mathématiques des processus stcchastiques 3
valeurs dans un espace de Hilbert dit de résolution pour formuler et résoudre
un probléme abstrait d'optimisation quadratique. Ce probléme est des plus
intéressants car une description appropriée des opérateurs présents dans les
€quations de 1'énoncé et de la solution nous permet de retrouver et de
généraliser la plupart des énoncés et résultats classiques de problémes reliés
d la théorie du contrdle et de l'estimation. On en arrive entre autres aux
résultats du filtre de Wiener, du régulateur de Kalman et du filtre Kalman-Bucy
ainsi qu'au principe du découplage en contrsle stochastique et 3 la toute

récente solution Youla-Jabr-Bongiorno au probléme de 1'asservissement optimal.

# Ecole Polytechnique de Montréal, Université de Montréal, Montréal
+ Texas Tech. University, Lubbock, Texas
* Ce travail a été effectué grace i une subvention (AFOSR 74-2631) de la

U. S. A. Air Force Office of Scientific Research et 3 une subvention
(CNRC 8244) du Conseil national de recherches du Canada.
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PROBLEMES FONDAMENTAUX DE CONTROLE ET D'ESTIMATION OPTIMALS

DANS L'ESPACE DE HILBERT#

1. INTRODUCTION

Qu'elle soit classique (Wi 1) ou moderne (Yo 1), la méthode Wiener-
Kolmogorov d'optimisation linéaire au sens des moindres carrés est basée en
grande partie sur des opérations reliées 3 la théorie des fonctions analytiques
et des domaines de fréquence. De ce fait, elle a été utilisée surtout pour
1'étude de systémes stationnaires, de systémes aux paramétres discrets et de
systémes 3 intervalle de temps infini (Ne 1) (Ch 1). Toutefois, Bode et Shannon
(Bo 1) ont attiré 1l'attention sur le fait que les étapes de calcul comprises
dans ces opérations peuvent €tre interprétées physiquement en termes d'opérations
ayant trait a la causalité et de représentations de signaux stochastiques et que
le sens de cette interprétation ne dépend aucunement de propriétés propres a
une telle utilisation. Il est donc tout 3 fait normal de vouloir repenser la
méthode Wiener-Kolmogorov afin de 1l'utiliser pour 1'étude de systémes d'un
type plus général. Dans ce contexte, les questions suivantes ont un intérét
particulier: peut-on obtenir une méthode Wiener-Kolmogorov généralisée qui soit
indépendante de la théorie des fonctions analytiques? cette généralisation
comprendra-t—elle les cas ad variables multiples utilisant 1'équation algébrique
de Riccati et les résultats en domaines de fréquence qui leur sont associés?
cette méthode généralisée peut-elle €tre utilisée pour résoudre des problémes
reliés a des systémes en évolution, d des intervalles de temps finis et & des
espaces d'état infinis?

En utilisant les idées les plus récentes concernant la causalité (De 1)
(De 4) (Sa 1) (Sa 2), 1'état (Sa 6) (Sch 1) (St 1) et la représentation de

signaux stochastiques (Kay 1) (Kay 2) (Sa 3) (Ba 2), nous voulons démontrer que

# Par DeSantis, R. M., Saeks, R. et Tung, J. L.
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la réponse aux questions précédentes est bel et bien affirmative. En effet,
on peut élaborer une méthode Wiener-Kolmogorov généralisée qui, tout en menant
aux résultats classiques de l'estimation et du contrdle optima, nous permet
d'étudier les systémes en évolution, les systémes 3 intervalle de temps fini
ainsi que les systémes a paramétres distribués. Cette généralisation offre
plusieurs avantages. Elle permet de mieux percevoir les relations entre divers
problémes et diverses techniques, de bien établir le rdle joué par les concepts
de causalité et d'état ainsi que par les concepts théoriques associés au systéme
et elle méne 3 des résultats dont le champ d'application est plus vaste.

La méthode généralisée est obtenue en combinant les idées classiques
de Wiener et Kolmogorov ((Wi) et le tout nouveau concept des espaces abstraits
de Hilbert de résolution (Go 2). En premier lieu, deux probleémes simples
d'optimisation sont formulés et solutionnés (énoncés Pl et P2, théorémes 1 et 2).
Par la suite, on démontre qu'une description appropriée des opérateurs présents
dans les équations de 1'énoncé et de la solution de ces problémes nous permet de
retrouver et de généraliser les solutions de la plupart des problémes intéressants
d'estimation et de contrdle optima, soit le filtre de Wiener (théoréme 3), le
compensateur optimal Youla-Jabr-Bongiorno (théoréme 4), la formule d'optimisation
de Porter (théoréme 5), le régulateur optimal de Kalman et le principe
d'optimalité (théoréme 6), le filtre Kalman-Bucy (théoréme 7) et le principe
du découplage (théoreme 8).

Notre étude fait suite 3 de nombreuses études du sujet. Porter (Po 1)
fut le premier a formuler et d& étudier la question. Les mathématiques sont
basées sur les techniques des opérateurs non auto-adjoints de Volterra développées
par Gohberg et Krein (Go 1) (Go 2) et sur les concepts des processus stochastiques
3 valeurs dans un espace de Hilbert é&mis par Balakrishnan (Ba 1). Quant aux

résultats, la solution i notre probléme fondamental d'optimisation découle

d'idées et de techniques de Porter (Po 1), de Bode et Shannon (Bo 1), de



Kaylath (Kay 1), de Balakrishnan (Ba 1) et de Youla (Yo 1). Les travaux de
Steinberger, Schumitzky et Silverman (St 1) sur la notion abstraite d'espace
d'état ont joué un rdle important dans 1l'obtention de nos résultats sur

1l'estimation et le contrdle de 1'état.



2. BASES MATHEMATIQUES

Au départ, on suppose que le lecteur connait les notions usuelles
associées aux espaces de Hilbert et de Banach (Po 2, chap. 1) (Ba 2, chap. 1).
On utilisera également les concepts reliés A4 1l'espace de Hilbert de résolution.
- (Go 1, chap. 1) et (Sa 2) traitent de ces concepts - ainsi que les concepts de
variables aléatoires 3 valeurs dans un espace de Hilbert (Ba 2, chap. 6) (Sa 3).
Les paragraphes suivants traitent bri&vement de ces derniers.

Un opérateur linéaire borné P défini sur un espace de Hilbert est un

opérateur de projection orthogonale si <Px, y> = <x, Py> et P (Px) = Px pour toute

paire x, yeH. Soit un ensemble v ordonné linéairement et comprenant les éléments
minimum et maximum to et t_; une famille d'opérateurs de projection orthogonale

(% ; - 4 : pass oz -
R = {P : tev} constitue une résolution de 1'identité si elle posséde les deux

propriétés suivantes:

t E

i) P°H =0, P "H=H et PkaE PKH lorsque k > £, et

ii) PeR lorsque {P"} est une séquence d'opérateurs de projection
orthogonale dans R et qu'un opérateur de projection orthogonale
P est tel que {Plx} - Px pour tout xeH.
t

Un espace de Hilbert H muni d'une résolution de 1'identité R = {P : tev} est un

espace de Hilbert de résolution EH, Pt].

La notation (H, £,® ), qui utilise 1'espace de Hilbert H, la tribu
borelienne I et la mesure de probabilité &, désigne un espace de processus

stochastiques 3 valeurs dans un espace de Hilbert. Il est bien connu (Ba 2, chap. 6)

qu'un &€lément mpeH (valeur moyenne de p) et qu'un opérateur Qp :H>H (covariance
de p) sont associés a tout processus stochastique P€(H,I,®) possédant un premier
et un second moment finis. Cet &lément et cet opérateur satisfont

E(x,p) = (x, mp), ¥xeH
et E(x, p—mp)(y, p—mp) = (x, pr; ¥x,yeH

ol le symbole "E f(p)'" désigne 1'espérance de la variable aléatoire scalaire f(p)



On dira que les processus stochastiques p et me (H, IL,®&) sont
statistiquement indépendants si Qpn = 0. Dans notre exposé, nous utiliserons le
fait que les transformations linéaires dec processus stochastiques indépendants
sont indépendantes et que Qp+1T = Qp + QTr si p et 7 sont indépendants. Sauf avis

contraire, nous ne traiterons que de processus stochastiques a valeur moyenne nulle.



3. CAUSALITE ET ETAT

Dans ce qui suit, les concepts de causalité et d'@tat jouent un rdle
primordial. Bien que plusieurs auteurs aient traité de ces sujets en détail
((entre autres (De 1), (Sa 2), (Sa 6), Sch 1) et (Se 1)), il serait utile de
revoir certaines définitions et certains résultats fondamentaux.

3.1 Définitions et propriétés fondamentales

B : , . t
L'opérateur T: LH, Pt]+LH, P?] est causal si Ptx ==Pty signifie P Tx = P Ty.

L'opérateur T est strictement causal s'il est causal et si on a, pour n'importe

quel € > 0, une partition {to ==€o, El, . gn an tm}ev telle que
T <
sup IAi Ail €

i
- & ; . ; g
ou A, =P .P . T est anticausal (strictement anticausal) si T est causal

1 £i01

(strictement causal). T est sans mémoire s'il est simultanément causal et anticausal.

I1 est facile de démontrer la validité des énoncés suivants.

= . : P t F o
Lemme 1: Les énoncés suivants sont équivalents: T est causal; P x = 0 signifie

| t _ _t. .t _% 2
P Tx =03 TPt = PtTPt; PT=PTP ; T est anticausal.

Lemme 2: Soit Tl causal et T2 strictement causal. T1T2 et T2Tl sont alors strictement
causal.

Bien que notre définition de stricte causalité soit plus restrictive que
nécessaire, nous l'utiliserons en raison de sa commodité. En effet, pour nos besoins,
sup lAiTAixl < € peut souvent 8tre substitué & sup ]AiTAiI < € lorsque la partition
L i
est choisie pour une paire (x, €) donnée. Toutefois, cette substitution ne peut
8tre effectuée lorsque l'on traite du cas décrit par le lemme suivant. On doit
alors utiliser la définition de stricte causalité dans sa forme la plus restrictive.
Lemme 3: Soit un opérateur strictement causal T. Dans un tel cas, I + T peut &tre

- - -~ . n n
inversé et (I + T) L I + K ot K est strictement causal et tel que K=1ZI (-1) T .

n
: : . : t t P .
Soit un causal strict (anticausal strict) T: [H, P 1+[H, P J. La réalisation

de 1'état (réalisation du coétat) de T est effectuée par le triplet (¥(t), HT(t),S(t))

de telle fagon que pour tout tev:



HT(t) est un espace de Hilbert
E
Yp(e) 2 PrHoH (), (P HHL(E)),

ET(t) : HT(t)+PtH, (HT(t)*PtH),

et pour tout ueH, E(t)TY(t)u PtTPtu (= PtTPtu). L'appellation’'"réalisation de
1'état" provient du fait que pour tout t€V, nous avons la relation:

PtTu = E(t) x(t) + PtTPtu
ol x(t) = Y(t)u. L'élément x(t), c'est-a-dire 1'état de T & t, contient toute
1l'information requise pour évaluer 1'influence des valeurs antérieures de 1'input
sur les valeurs futures de 1'output. (Sch 1) a démontré que tout opérateur strictement
causal entraine une réalisation de 1'état.

=
Soit un causal strict (anticausal strict) T: [H, P 1+LH, Pt] et une

réalisation de 1'état (réalisation du coétat) (wT(t), HT(t), ET(t)). La paire

(kT, gT) est la réalisation de la trajectoire de 1'état (réalisation de la
trajectoire du coétat) si T = gT kT et si
kT: [H, PtjﬁxT, kT strictement causal (strictement anticausal);
€ » .
. >
8p* XT [H, P ]’gT sans mémoire et
L2 &
= V L
X [LZ (%, HT], P ] ob HT Et:zgue HT(t)

L'appellation trajectoire de 1'état est juste car 1l'élément x = kTu, c'est-a-dire

la trajectoire de 1'état associée a u, peut €tre considérée comme une représentation

x (%) 2 xHHT(t) ol x(t) est 1'état de T a t. L'espace des trajectoires XT est construit
4 partir de Vv et 4é HT en utilisant la méthode décrite en (Ba 2, section 3.5); on
suppose alors que l'ensemble linéaire V est un sous-ensemble mesurable de 1'axe des
réels. Pour de plus amples détails a ce sujet, le lecteur peut consulter (St 1).
Entre autres, cet article démontre que tout T strictement causal entraine une
réalisation de la trajectoire de 1'@tat.

L'utilisation de ces concepts d'état et de causalité peut €tre simplifiée
si on emploie le code alphabétique A= {A, C, M, A, C, Co, St}; en voici la

signification:



A = anticausal C = strictement causal
C = causal Co = coétat
M = sans mémoire St = état

A = strictement anticausal

Ce code peut e€tre utilisé pour exprimer le principe de la dualité causale

comme suit:
Lemme 4: Soit un énoncé ou une égalité exprimé a 1'aide de relations utilisant
des concepts associés a 1'alphabet B = {A, C, M, A, C, St, Co} ainsi que la
& = . 5 t o = - i3 o
famille des opérateurs de projection {P } et {Pt}' L'énoncé ou égalité est valable
meme si on effectue les changements de symboles suivants:
X t = = - =
P > P P >P, C ~ A, & *# G,

C ~ A, A »>C, st + Co, Co - St.

3.2 IBcompositions additive et multiplicative de causalité

On dit que l'opérateur T peut subir une décomposition additive de causalité
s'il correspond & une somme d'une composante causale et d'une composante anticausale
(e 1), (Sa 2); T peut subir une décomposition canonique de causalité s'il
correspond 3 une somme d'une composante strictement causale , d'une composante
strictement anticausale et d'une composante sans mémoire.Le lemme suivant établit
1'unicité d'une telle décomposition ainsi qu'une propriété utile servant a relier
la décomposition de causalité de T a celles de FT et de TFou F est un systéme
sans mémoire.
Lemme 5: Supposons que l'opérateur T peut subir une décomposition canonique
(additive) de causalité, T = T- + TE + gﬂ' La définition des éléments Ta’ e

A

{K, E, M} est alors unique. Si T est sans mémoire et T = T~ + TE + TM’ alors les

A
opérateurs T1 = TF et T2 = FT sont tels que
=T.,- + T,= + i =
by TR T I TRy =y B
ot T, =T FetT, = W, ac{A, Cc, M}.

En vertu du lemme 5, on peut parler de la composante causale (strictement

causale, anticausale,...) d'un opérateur T: [H, Ptlﬁmﬁ, Pt]. Par exemple, soit
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T = Tg + TE ot gq‘ La composante causale de T est donnée par TE + gq et on la
désigne habituellement par TC ou [T]C. La composante causale d'un opérateur T
(tout comme la composante strictement causale, la composante sans mémoire,...)
peut ne pas exister. (De 1), Sa 2) et (R 3) ont étudié les conditions globales
nécessaires et suffisantes d'existence ainsi qu'un certain nombre de propriétés
intéressantes reliées a la décomposition de la causalité. Dans le cadre de cette
étude, nous sommes intéressés surtout a une de ces propriétés. Afin de bien la
caractériser, supposons une partition {2 = {EO = B El,.{......,En = tw} EV et

O

une fonction d'opérateurs qui lui est associée:
n 4
i

Q) =& AiTP

i=1
gi Ei—l i gi '
ot A, =P - P L P =P e B LTIC est bien défini, alors pour n'importe quel

€ > 0, on peut avoir une partition QE telle que pour chaque 5::98 on ait:
| [Tlc-cp(sz) | < e
ol la norme vaut soit pour la topologie uniforme soit pour la topologie forte
des opérateurs. Cette propriété peut s'exprimer a 1'aide des symboles suivants:
i
£ 8T 00 = ™) fapTR® > (2]

Pour les opérateurs de Hilbert-Schmidt, la décomposition canonique de la
causalité est toujours bien définie. Et en plus les composantes découlant de cette
décomposition sont mutuellement orthogonales. Tout ceci est établi par le lemme
suivant.

Lemme 6: Causalité et opérateurs de Hilbert-Schmidt
i) la classe des opérateurs causals (anticausals, sans mémoire) de Hilbert-
Schmidt est un espace de Hilbert;
ii) dans la topologie des produits internes de Hilbert-Schmidt, on a
<T, TB > = 0 lorsque o # Be {A, C, M};
i1i11) si T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, alors

=T + T= + T
. TA TC M

ol les Ta’ oE {K, 6, M} sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt bien définis

tels que
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min ~
It -1l = <~ iz -1l
- AL
ou Ta est tout autre opérateur & et ou le symbole ll || signifie la norme
de Hilbert-Schmidt.

Le concept de la décomposition multiplicative de causalité, ou mise en
facteurs causale, est tout aussi important que celui de la décomposition additive
de causalité. th opérateur Q: [H, Pt] =+ [H, Pt] peut subir une mise en facteurs
causale si Q peut €tre exprimé en termes d'une composition cascade formée d'un
opérateur causal (anticausal) suivi d'une composante anticausale (causale). Dans
ce qui suit, nous traiterons surtout d'opérateurs Q hermitiens positifs (<Qx, x> >0,

*
Q = Q ) et de mises en facteurs causales du type illustré dans le lemme suivant
(Sa 3).
2 | t . —
Lemme 7: Si Q: ﬁL B ] > [H, P ] est un hermitien positif, alors
= & S -
i) il y a un Q: [H, P] - [H, P ] causal, jnversible 3 gauche bijectif et
tel que
*
Q = Q0
B t - . " . s
ii) i1 y a un A: [H, P 1'* Dh P ] causal, inversible & droite bijectif et
tel que
*
Q = AA

3.3 Décomposition causale et réalisation de 1'état

Les deux lemmes suivants sont une généralisation de résultats linéaires
et indépendants du temps bien connus((Bar 1), (Ma 1)). Ils établissent des relations
des plus importantes concernant une décomposition multiplicative spéciale de la
causalité, la partie causale d'un opérateur qui en découle et le concept de la
trajectoire de 1'état. Grate a ces relations, il sera possible de comprendre les
liens reliant une structure d'état et de causalité d'un systéme et la structure
du filtre optimal ou du compensateur. La preuve dé la premiére partie de ces lemmes
se trouve en (St 1). La seconde partie en découle en utilisant le principe de la

dualité causale. Pour ces lemmes, les symboles F et B désigneront deux opérateurs

sans mémoire et G un systéme strictement causal. On supposera que (GB, F) est une
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* k%
réalisation de la trajectoire d'état pour FGB et que (G F , B ) est une

* % %
réalisation de la trajectoire du coétat pour BG T .

Lemme 8:
i) Supposons un Yl strictement causal tel que
* Kk *
I1+BG F FEB=(I+V1) (1+v1)
alors (1)
T+ V) L ECF FGB] = V
[ % ¢ c™
ii) Si on a un Vé strictement causal tel que
* k * *
I+FGBBG F = (I+ V) (I+ V)
alors
[FGBB'G F (I + V) 2] =¥
Y e =%
Lemme9:

i) Supposons V. strictement causal tel que

1
* k % *

I+BGFFGB = (I+ Vl) (I + Vl)

Alors Vl = MRGB ou MR est bien défini et sans mémoire

ii) Si on a V, strictement causal tel que

2
* k% *
I +FGBB GF = (I+ V2) (I + VZ)
* * k% ‘ B
Alors V2 = MeG F ou Me est bien défini et sans mémoire.
Le lemme suivant est 3 la base du principe du découplage du contrdle
stochastique (section 6).
Lemme 10: Supposons Vl strictement causal et V2 strictement causal tels que
* k% *
I+BGTFEGB= (I + Vl) (I + Vl)
et
*_ % *
I+ FGBBF = (I + V2) (I + V2)
Alors
* -1 k % % * k% * —1-
I+ . ] =
[( Vi) B GFFGBBGF (I+V,) |, M GM_
ou MR et Me soht sans mémoire et tels que

= C = T
Vl MR B et V2 F(’Me

{(¥) Le symbole [EJC signifie toujours la composante causale de T.
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* * * —
Démonstration: En vertu de la nature strictement anticausale de G F (I + V2) l:

* =1 % % * * % % x - * =1 % % % * % % K -
[(x+v) I reBs G F (1 + v,) llc = [T + V) 13%:*r FGB] .B'G'F (I + V,) llc

De plus, en vertu du lemme 8i):

n
<

* -1 % Kk %
[(1+V))™" BGF FGB]
1 C
et en vertu du lemme 8ii):
[FGBB*G*F* T+vH ™ =v
3 G 32

En utilisant ces équations et le lemme 9, on obtient:

MRGB

* -1 % % %
[(T1+V.)) " BGF FGB]
1 C
et

c FGMe

* k% * -1
[FGBB G F (I + v,) ]
Enfin, on obtient:
*k -1 % % % * %k _* L -1 * % _*% £ =1y _
[[(x+v)) "B G FFB]BCEF (I+V,) ], =MF [FGBBGF (L+V,) "], = MGM_

ol Fl est le pseudo-inverse de F.
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4. DEUX PROBLEMES FONDAMENTAUX

Dans le cadre de cette étude, nous démontrerons que plusieurs des
problémes de contrdle optimal quadratique rencontrés dans la littérature technique
ne sont en fait que des cas particuliers d'un '"probléme fondamental de contrdle
optimal stochastique'; une &tape importante de la solution de ce probléme
consiste 3 résoudre ce que nous appellerons 'le probléme de 1l'approximation
du meilleur causal". La marche a suivre est donc la suivante. En premier lieu,
nous allons &noncer et solutionner le probléme de 1l'approximation du meilleur
causal. Ensuite, nous discuterons du probléme fondamental du contrdle optimal
stochastique. Dans les sections subséquentes, nous verrons qu'il est possible
d'utiliser ces résultats préliminaires pour résoudre toute une gamme de problémes
intéressants.

4.1 Le probléme de 1l'approximation du meilleur causal

Le probléme de 1'approximation du meilleur causal peut &tre &noncé
comme suit (voir la figure 1),
Enoncé Pl: probléme de 1l'approximation du meilleur causal
3 t E & g
Soit II: [H, P ]»[ H, P ] pas nécessairement causal, un processus stochastique
ze(H, Z,0) et 1l'opérateur de covariance Qz. Trouvez un causal ¢o qui, pour
tout autre causal ¢, satisfasse:

J(o_) < J(8)

J(®) =E {!]( - n)zilz} = &t ({0~ MY, @~ 3.
Le théoréme suivant est la condition suffisante pour que le probléme de

1'approximation du meilleur causal ait une solution.
Théoréme 1l: Pour qu'un causal ¢° soit une solution du probléme de 1'approximation
du meilleur causal, il suffit que

e = [ne],
ou  est causal et tel que

*

Qz = QQ
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Démonstration: Au départ, supposons que Qz = I, c'est-3a-dire que z est un

bruit blanc stochastique. Pour toute partition {Eo = to’ £ E, = tm}ev, on a:

1* o By

1(2) - 0)z1%)

i

ol B = T*% af A, = plp

E {IAi (HPi - ®)z + A nPile}

1

E
N
- 1

i-1

Puisque Piz est statistiquement indépendant de PiZ:
N 1 2 N 2
J(@) =3 E {|la, (P - 9)z|°}+: E {|a,1P,z|*}
; i i1
i=1 i=1
N i
L'affinage a4 1'aide d'une partition fait converger = AiHP vers [H]c et on a:
i=1

3 = B([([1], - »z%} + E (| - [1])z1%
Le second terme de cette somme é€tant indépendant de ¢, Le minimum de J(9) est
obtenu en rendant le premier terme minimum. On y arrive en choisissant ®0 = [H]é.

Dans le cas plus général, Qz = QQ* # I et z est un bruit coloré. Il est
possible de ramener ce cas a celui du bruit blane en considérant que z est 1'outpat
du filtre causal @ ayant pour input un bruit blanc w. En écrivant II' = IIQ et
d' = ¢Q, on obtient:

3(8) = E {|(1 - ®)awl?)
=E {|( = 3")w!?)
En reprenant la démonstration utilisée pour le bruit blanc, on s'apercoit que J(9)
est bel et bien minimum lorsque ¢' = oQ = [HQ]C.

I1 faut noter que le théoréme 1 ne signifie pas que J(oo) < », Toutefois,
si J(¢) n'est pas fini, aucun autre ¢ ne rendra J(¢) fini. On peut éviter ces
difficultés en supposant que certains opérateurs sont des opérateurs de Hilbert-
Schmidt. De cette fagon, il est possible de prouver le théoréme 1 d'une fagon
plus directe tout en voyant mieux 1'&volution mathématique. Cette méthode montre
bien le rdle joué par les opérateurs de Hilbert-Schmidt ainsi que leurs propriétés
particuliéres; elle vaut donc la peine d'@tre discutée.

Une autre démonstration du théotréme l: En supposant que & et I sont des opérateurs
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de Hilbert-Schmidt, on note que:
2 *
J(0) = E{[(¢ - Mz|"} = tr {(¢# -MQ, (¢ -1}
*
A 1'aide de Qz = Q0 , ou  est causal, et {ei}, un ensemble orthonormal complet
dans H, on obtient:

* *
tr {(® - MY (o - 1) }

J(9) =
= {i < (¢ - H)Qei, (¢ - H)Qei >}
= 11 - mal|?
ou le symbole [| !l signifie la norme de Hilbert-Schmidt. En notant que %Q est

causal et que les parties causale et strictement anticausale d'un opérateur de
Hilbert-Schmidt sont bien définies et mutuellement orthogonales (lémme 6), on a:
2 2
J(@) = |leq - [nn]cll + |1 [hQ]KII .
|| [HQ]KI|2 étant indépendant de ¢, la condition suffisante pour que ¢O soit la
solution désirée est que:
° Q= [HQ]C
Le corollaire suivant traite d'un important cas particulier du probléme
de 1'approximation du meilleur causal.

Corollaire 1: Pour un P°%R donné, supposons que

Q: PG (L+P°%QpP° G'P
z" o w o
ol G est causal. Dans un tel cas, la condition suffisante pour que ¢0 soit une
solution du probléme de 1'approximation du meilleur causal est que:
PG =
P EHPOG]C

Démonstration: Il faut noter que dans un tel cas:

J(%) = Jl(él) ¥ J2(¢2)

-~

ol J1(¢1)

2
[1¢e; - P 6]
_ o. ,0.* *
et Jo(0,) = tr {(q>2 H)POGP QPG Po(<b2 ) L
Il reste d vérifier que la condition suffisante pour que ces deux fonctionnelles
solent simultanément minimisées est bien:

® 46 = ¢ 6 = [P c],
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On y arrive en notant que:

2 2
3G = |8, o2 G- [PElD|* + [P e el |1+ || [meelgl)?

et que

fo) o * *
P = -
J5(8,) = tr {p (e,pG [HPOG]C) PQ PGP (2-P) }
* *
+ tr {P°p cP°Q P°%¢ P I P°}
o w o
La derniére équation découle de
o (o}
P IIP GP° = P P
oII o o [H OGICP
et de
* *
tr (P°rPGP°Q PG P (2 -P M P } =0
o w (o] o o
* *
tr {P_ (¢, -P1) PGPPQ PG PN P°}=0
o 2 o o w o

4.2 Le probléme fondamental de 1'optimisation stochastique

Ce probléme découle du probléme déterministe 'fondamental' de Porter (Po 1).
Nous conderverons le qualificatif '"fondamental' de Porter car les sections subséquentes
de notre étude serviront 3 démontrer que ce probléme comprend plusieurs autres
problémes fondamentaux comme le filtre de Wiener, le régulateur optimal de Kalman
et le probléme de l'estimation optimale de 1'état de Kalman-Bucy.
Enoncé P2: le probléme fondamental de 1'optimisation stochastique (figure 2)
Soit quatre systémes Li: DL Pt}+DL Pt], i=1, 2, 3, 4, qui ne sont pas
nécessairement causals et deux processus stochastiques a,RBe (H, Z,@®). Trouvez
un contrdleur causal Do tel que pour tout autre causal D, on ait:

J(Do) < J(D)

12

o o) =Eflel? + |r]

}

et e=1L.D (Lla + B) - L.o

2

]
=
o

+ .
T 4 (Lla B)

La solution est basée sur le théoréme suivant. Celui-ci dit qu'en faisant
certaines hypothédes appropriées, on raméne le probléme fondamental d'optimisation
d un probléme d'approximation du meilleur causal; sa solution est alors obtenue

en utilisant le théoréme 1.
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Théoréme 2: Soit deux causals © et A avec Q—l et A" bien définis et causals et
tels que
* QQ*
Q—LQL +Q8+L1Qa QBal
*
i P =
et 13T3 L4L4 A A

Le probléme fondamental d'optimisation devient alors un probléme d'approximation

du meilleur causal avec <

et
s & (LG 41 35
- 3 (L4 Ly + 150,00 @
La solution au probléme fondamental d'optimisation est alors:
o1 o F-1 % * * -1 -1
D =8 [y (LyQ Ly + 1,Q ) @ P

Démonstration: On note que

= : 2 !
J@) =E { [(Ly0L, Lz)a+L3DB| + E{ L, DL«
2
+1,D | }=trx, +1trX,
ol
- L BI ***+ **+ **
x1—43~.JQLDL3 L3DQDL3 LPL,Q oD Lo
* %
+ L DQB LlD L3 +* L4DL1Q L D L4 + L DQBD L4
et
X, =-L I L.Q L DL, 1 L
2 = I3 JlQL ~ Ll D‘3'L2QasDL3"L3DQBa2

* *
+ L 4 lQ DL[’+LII)B lDL4+L2QaL2'
On note également que

®. ¢ *
ter=tr{(L3L +LL) mb }

* *
Q = LlQaLl + Q6 + LlQOlB + QBaLl

En utilisant

*
L3L3 + ]4L4 A A

on peut réécrire J(D) de la fagon suivante:

* %
J(D) = tr {ADQD A + xz}

Ensuite, 3 1'aide de certaines opérations algébriques et d'une opération reliée



19

au carré et semblable 3 l'opération utilisée par (Bo 1), on obtient:
‘ + {. n L.
J(D) = JO(D) tr {1 Q 5, ¥ LZQa 2
ol

T L £L0 .4~
Ho = A L3 (LZQa 1 2Qa8 Q

et

JO(D) =tr {(AD-T) Q (AD - no)*}
Le terme tr {—HOQHO + L2QaL;} étant indépendant de D, le minimum de J(D) est bel
et bien le minimum de JO(D). I1 est évident que la solution non causale de ce
probléme est donnée par D = A—l Ho. La solution causale correspond 3 la solution
au probléme de 1l'approximation du meilleur causal avec ® = AD, Qz = Q etll = Ho.
Cette solution peut €tre obtenue en utilisant le théoréme 1.

Le corollaire suivant est intéressant car il &tablit une relation utile
entre le probléme de 1'approximation du meilleur causal et une version
particuliére du probléme fondamental de 1'optimisation. Ce résultat sera utilisé
lors de 1'étude du probléme du régulateur optimal de Kalman (théoréme 5).

Corollaire 2: Si a = 8, L. = 0 et qu'il y a un causal A possédant un

il

inverse et tel que
L*L N L* *A
gy T Bgly = A

Alors une condition suffisante pour que Do soit une solution du probléme

fondamental d'optimisation est que

AD =9
o o
ol @o est une solution du probléme de 1'approximation du meilleur causal avec
g =14 LT e
z a 372

Remarque 1: En utilisant le lemme 7, on s'apergoit que les exigences d'inversion

L*L + f T
envers L,L, A

corollaire 2 soient valables. On ne les a utilisés que pour simplifier la notation.

Q et A ne sont pas ndcessaires pour que le: théoréme 2 et le

. ” -1 =R 7
Si ces exigences ne sont pas satisfaites, il faut remplacer A par A (inverse

2 #-1. % . <
a droite) et A par A (inverse a gauche).
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5. L'ESTIMATION ET LE CONTROLE OPTIMA PAR RELATION ENTREE-SORTIE

Dans cette section, nous utiliserons les théorémes 1 et 2 afin d'obtenir
la solution 3 trois problémes fondamentaux d'estimation et de contrdle optima
du type entrée-sortie. Pour en savoir plus au sujet de ces problémes et de leur
pourquoi, le lecteur peut consulter (Bo 1), (Yo 1) et (Po 3).

5] Le probléme du filtre de Wiener

L'énoncé suivant est celui d'une version généralisée du probléme du
filtre de Wiener.
Enoncé 3: Le probléme du filtre de Wiener (figure 3)

" - t P :
Soit deux systémes L L2: DL P ] qui ne sont pas nécessairement causals et

1’
deux processus stochastiques o, Be (H, Z,® ). Trouvez un filtre causal Do qui,
pour tout autre causal D, entrailne J(Do) < J(D) ot

%3,

J(D) =E{ |[L,a - D (Lo + B)

2
Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que l'on ait
une solution au probléme généralisée du filtre de Wiener.
Théoréme 3: Supposons que 1'opérateur
-LQLl+q + +qQ, L
Q= L1,Q.Ly + Qg + L1Q + Q19
peut étre inversé. La solution non causale au probléme du filtre de Wiener est alors
donnée par
m =L QL. +Q.) QL
o a Qa 1 QuB Q
%
Si on a un causal Q tel que Q = QQ et pouvant &tre inversé, une
solution causale est alors donnée par
_ * * -1 -1
Do B LL2 (QaLl " QaB) Y IC 4
La démonstration du théoréme 3 découle du théoréme 2 si on traite le
probléme du filtre de Wiener comme une version particulidre du problé&me fondamental
de 1l'optimisation en utilisant L3 =1 et L4 = 0.
Tout comme pour le cas classique ((Bo 1), p. 424), les étapes menant a

la solution au probléme généralisé du filtre de Wiener sont basées sur les étapes

physiques suivantes:
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i) le calcul d'un filtre qui raméne le probléme du type "bruit coloré

d un probléme du type '"bruit blanc'", soit Q;
ii) le calcul du filtre non causal optimal associé au probléme du
type "bruit blanc", soit I = (L,Q L* +Q ) Q*_l'
yp s i | aB 5
iii) le calcul de 1'approximation du meilleur causal de I, soit [H]C;
iv) 1'élaboration du filtre causal optimal en reliant en cascade

1l'inverse du filtre de blanchissage Q—l suivi de [H]C, soit
D » [H]C g,

On voit que notre généralisation dans 1'espace abstrait de Hilbert du
filtre de Wiener peut &tre interprétée en pratique de la méme facon que le
développement classique & 1'aide de la fonction de transfert.

Notez également qu'en posant Ll =0 et L2 = I, le théoréme 3 donne la

solution au probléme d'estimation optimale suivant (figure 4):

{3

Soit a et B. Trouvez un causal I% qui rende E {| BB - « ‘2} minimum. Ce probléme

o~

a déj té énoncé et étudié par (Sa 3). La solution était alors erronée mais

M\

corollaire suivant la corrige.

Corollaire 2: Soit un causal @, avec g1 bien défini et causal, et tel que

= Qﬁr
Q =

Alors, la condition suffisante pour que DO soit une solution au probléme de
l'estimation optimale est que
_ * -1 -1
Do N [QaBQ IC &

5.2 Le probléme de 1'asservissement optimal

Nous allons maintenant &tudier une version plus générale du probléme
1'asservissement optimal étudié entre autres par Newton, Gould et Kaiser (Ne
Chang (Ch 1) et Youla (Yo 1). Notre formulation du probléme et nos résultats
identiques 3@ ceux de Youla (comparez notre théor&me 4 au corollaire 1 de (Yo
partie II)). Nous énongons tormellement le probléme de la fagon suivante:
Enoncé P4: Le probléme de 1l'asservissement optimal (figure 5).

Soit les processus stochastiques statistiquement indépendants d, 1, m et u €

le

de

1),

sont

1,
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(H, £, §) et les systémes causals F, Fo’ Ly Lo, T, T0 et Ts’ tous dans la
topologie Di, Pt]+[H, Pt]. Trouvez un contrdleur causal par feedback NO tel que
i) No est causal
ii) (I + FTNO) a un inverse causal borné
iii) pour tout autre contrdleur causal N remplissant les conditions i)
et ii), on ait
J(NO) < J(N)
'2

I = {Ju -y |2+ &% ||

~1
y = TN (1 + FIN) [u+Lo£— Fm+ (L - FT ) d]+Tod

-1
I + FIN -Fm+ (L - :
r=TN I+ FN) " [u+LL-Fn+ (L- ) d]
Le lemme suivant établit une équivalence entre le probléme de
1'asservissement optimal et le probléme fondamental de 1'optimisation.

Lemme 11 : Supposons que D0 est une solution au probléme fondamental de

1'optimisation pour lequel

B=Loﬂ—Fom+u+(L—FI‘o)d
o=u-Td
o
Ll =0
L2 =1
L3 =T
L4 = kTS

Alors une condition suffisante pour que le causal NO soit une solution au probléme
de 1'asservissement optimal est que (I + FTNO) ait un inverse causal borné et que
(I- FFD)N =D
o o o

Emonstration: De la figure 5, on voit bien que

-1
y = TN (I + TIN) [u+Lo£—Fom+(L—Fro)d]+Tod

-1
r=TN(IL+ N " [u+LL- Em+ (L- FI) d]
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En utilisant

™
]

u+LAL- Fm+ (L - FT ) d
(o] (o] (0]

Q
I

u-Td
o
on obtient

_ _ -1
e=u-y=o0 TNo (I + FTNO) B

2]
]

TN (I+ FN) g
s o )

- -1
En posant I% = N0 (1 + NOFT) , on a

N =0D (I—FTD)_l
(o] (o] (o]

N (I+FI‘N)_1=D
(o] (o] (o]

Et finalement on obtient

[2 + k2 | ¢

2 2 2
J(N) =E {] e Y =E{]a-1D [+ | kr DB |7} =J(D)
Supposons maintenant que DO est une solution au probléme fondamental de
1'optimisation mais que No n'est pas une solution au probléme de 1'asservissement
optimal. En se basant sur les &quations précédentes, ceci signifie qu'il y a
un N tel que
< =

J(N) < J(N) = J(D)
En posant D= N (I + FTN)—l, on a alors

J(D) = J(N) < J(Do)
et ceci contredit 1'hypoth&se selon laquelle D0 est une solution au probléme
fondamental de 1'optimisation.

Le lemme suivant établit une condition suffisante pour que la solution

au probléme fondamental de 1'optimisation soit celle que le lemme 10 associe
au probléme de 1l'asservissement optimal. La démonstration découle directement
du théoréme 2.
Lemme 12: Soit deux causals A et 2, avec Q_l et I\_l bien définis et causals, et tels que

* * *

TT+KT T =AA

s's

* * * *
LOQZLO + FonFo + Qu + (L + FI‘O) Qd (L + FI‘O) = Q'Q
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Alors le probléme fondamental de l'optimisation associé au probléme de
1l'asservissement optimal a comme solution:
-1 (*-1 *-17 -1
= Q Q
D =A" [NTTQ 34
= + T L + FT
QaB Qu on ( o)

Le théoréme suivant établit les conditions nécessaires pour que la solution
au probléme de 1l'asservissement de Youla, Jabr et Bongiorno puisse non seulement
s'appliquer 3 la fonction rationnelle de transfert mais qu'elle puisse &tre
utilisée dans le cadre plus général de notre espace de Hilbert. La démonstration
est une conséquence directe des lemmes 1let 12,

%5 . -1
Théoréme 4: Supposons que 1'hypothése du lemme 12est juste et que (I - TFDO)
posséde un inverse causal.
Alors la solution au probléme de 1l'asservissement optimal est
-1
N =D (I - FTD)
o o o
pourvu que (I + FTNO) posséde un inverse causal borné.
Remarque 2: On note qu'en utilisant la notation Wo = I%Q, la solution proposée
par le théoréme précédent devient
-1
N =W (@ - FIW)
o o o
Cette solution est formellement identique a4 la solution de (Yo 2). A cause de
cette comparaison, nous nous devons de mentionner que notre méthode est a la
fois plus générale et plus spécifique que celle de Youla. Elle est plus
générale car elle s'applique aux systémes en &volution de dimensions et de
temps infinis; elle est plus spécifique car elle ne s'applique pas si la boucle

ouverte est instable.

5.3 Le probléme fondamental de 1l'optimisation déterministe

Le raisonnement que nous avons utilisé pour en arriver d la solution
du probléme fondamental de l'optimisation peut également servir lorsque les

hypothéses d'inversion ne sont pas toutes vérifiées. Nous allons en faire la
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preuve en énongant et en solutionnant une version quelque peu plus généralisée
du probléme fondamental (déterministe) de 1l'optimisation &tudié par Porter (Po 3).
Nous énongons le probléme de la fagon suivante.
Enoncé P5: Probléme fondamental de 1'optimisation déterministe de Porter (figure 6)
Soit trois systémes causals Gi: [H, Pt]+[ﬂ, Ptl, i =1, 2, 3 et un élément zeH
tel que Poz = z pour un p° = (I - Po) e R quelconque. Trouvez un contr8leur
causal Dotel que pour tout autre causal D on ait:

J(Do) < J(D)

Jn = | @, -G,D z |2 + |G3I[z |2

Le théoréme suivant méne au résultat principal de Porter (théordme 2, (Po'3))

tout en utilisant 1'approche du probléme fondamental de 1l'optimisation.
Théoréme 5: Soit un causal A avecA—l bien défini et causal et tel que

* * *

Gf1+Gf3=AA

Alors la condition suffisante pour que DO soit une solution au probléme fondamental

de 1'optimisation déterministe est que

s | *_1 %
Doz = A Po [A Glez].

Démonstration: Notez que le probléme fondamental de l'optimisation déterministe

de Porter est un cas particulier de notre probléme fondamental (stochastique)

d'optimisation, soit lorsque L1 =0 et a = B = z. Nous en avons parlé sous le

titre de corollaire 2. En utilisant ce corollaire et en faisant correspondre

la notation, c'est-a-dire L =(32, L,=G, et L, = G3, on découvre que si le

2 3 1 4
causal ®0 est une solution au probléme de 1l'approximation du meilleur causal,
*_1 * -
lorsque z = z et I = A . Gf;Z’ alors I% = A : @0 est une solution au probléme

fondamental de 1'optimisation déterministe.

*
On note également que si QZ = QQ ,une condition suffisante pour qu'un causal ¢o
soit une solution au problé&me de 1'approximation du meilleur causal est que

QOQ = NI (ceci découle de la seconde équation de la démonstration du théoréme 1).
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Dans le cas qui nous occupe, Qz = (", z)z, et @ = ﬁJT;TEl z est tel que Qz = QQ*.
I1 s'ensuit que la condition suffisante pour qu'un causal @o soit une solution
au probléme de l'approximation du meilleur causal est que
. . k-1 %
, z)@oz = (", z) A G]FZZ'
En outre, en se basant sur la causalité de Qo et sur 1l'hypothése z = Poz,

on a (lemme 1):

(o I} oo
ou
6 z=P A 1GG.z
o o 12
et de 13
- - * *
Al¢0z=1\lpo [A 1Glszz].

Cette derni&re équation signifie que la condition suffisante pour que le causal

DO soit une solution au probléme de l'optimisation déterministe est que

-1 x_1 *
Dz=A"P [N TGE,z].
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6 . ESTIMATION ET CONTROLE OPTIMA DE L'ETAT

Tout comme dans la section précédente, nous allons utiliser les théorémes
1 et 2 pour traiter de trois problémes fondamentaux du type estimation ou contrdle
optimal de 1'état. La méthode habituelle recherche un feedback d'état optimal.
Nous préférons, tout comme (St 1), parler de problémes a boucle ouverte. La
conséquence de nos résultats est que la solution de la boucle ouverte peut &tre
mise en pratique au moyen d'une configuration 4 feedback de 1'état sans mémoire.

Le pourquoi physique de ces problémes et les applications qui en
découlent ont &té traités par (Ka 1), (Ka 2) et (An 1).

6.1 Le probléme du régulateur optimal

Nous débutons par une version généralisée du probléme du régulateur
optimal énoncé et solutionné par Kalman (Ka 1). Notre énoncé abstrait du probléme
et la solution qui en découle peuvent €tre interprétés comme une extension
normale de résultats semblables de Steinberger, Schumitzky et Silverman (St 1);
les propos de ces auteurs concernant le pourquoi et les avantages de l'utilisation
de 1'espace de Hilbert dit de résolution face d ce probléme ne font que
renchérir nos propres propos.

Enoncé P6: Le probléme du régulateur optimal (figure 7).
Soit deux processus stochastiques statistiquement indépendants w, 7 € (HZ’ 22, Gé)
avec Qw = I et trois systémes causals

B: [H,, Pi]+[d,, P7]

G: [H,, P]-[H,, P)]

e [, 25l {R,. 2]
avec B, E sans mémoire, G strictement causal et tous &tant tels que GB; F) est la
réalisation de la trajectoire de 1'état de FGB. Trouvez un régulateur optimal
causal 3 boucle ouverte Do: [H3, P§I+[ﬁl, P;l tel que pour tout autre causal
D, on ait:

J( ) < J(D)
ot o
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ou
2 2
J(D =E{|y |7+ ]| ul%}
et
(o]
y = FGB(w + P m - u)
u = DP_FGB(w + P°m)

Notre solution au probléme du régulateur optimal est formalisée par
le théoréme suivant.
Théoréme 6: Le principe de 1'optimalité et le régulateur de Kalman.

Supposons V., strictement causal et tel que

1
* Kk k *
I +BGFFGB= (I+ Vl) (L + Vl)
Alors une condition suffisante pour que DB soit un régulateur optimal & boucle
ouverte est ‘que
: -1
= +
DF = (1 +HpR) ™
ol MR est un opérateur bien défini sans mémoire. Le contrdle optimal de ce
régulateur peut étre mis en oeuvre en utilisant la loi suivante du feedback
sans mémoire de 1l'état:
o

@+ P7w - u)
MR X

Démonstration: En utilisant les notations équivalentes suivantes:

i
Il

u

o =B= POFGB (w+Po'n')

L1 =0
L2 =1
L3 = FGBPO
L4 = 1

on s'apergoit que le probléme du régulateur optimal n'est qu'un cas particulier
du probléme fondamental de 1l'optimisation (figure 8). De plus, en notant que

* Kk * *
I +BGFFGB = (I + Vl) (I + Vl)
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signifie
L4 P B* * GBP (I +P V* I+ V.P
o R o o l) ( 1 0)

on s'apercoit également que ce cas particulier est précisément celui qui a été
étudié dans le corollaire 1.

En utilisant ce résultat, on voit que la condition suffisante pour que
le causal D0 soit le régulateur optimal est que

= I+ P D =
AD0 ( Vl o) o <I,o

ol @O est une solution au probléme de 1'approximation du meilleur causal lorsque

Qz = Qa et lorsque Il est donné par

*

*_] % * % % * -] * %
PBG F =P (I+ V) BG F
o o 1

Lo & g, = (T +E T
- 3z o1’
Tentons maintenant d'obtenir un tel @0. En vertu de 1'indépendance statistique
de w et m, on a
x k%
= = B + p°% p°

Q, =Q, =P F¥GB(Q +PQP)G EBP
et en utilisant le corollaire 1, on s'apergoitque la condition suffisante pour
que @0 soit une solution au probléme de 1'approximation du meilleur causal que
nous étudions est que

¢ FGB = [TP FG

o . T o B:]C
c'est-a-dire

> FGB= [(I1+P V) L P BG F P FGB]

o ol o o =C

- [x+vH !B F Fes]
T o 1 C

Notez qu'en utilisant le lemme 8i),on obtient

me FeB] . =P [(I+v) ' B ¢"F'FeB]. = P V

o C o 1 C ol

oi (d'aprés le lemme 8) Vl =M EB avecMR un opérateur sans mémoire bien défini.
En utilisant ce résultat, on a:

[np_FGB], = M;P GB
Donc, une condition suffisante pour ¢o est

[Mp_FGB], = ¢ FGB = P M GB
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ks équations précédentes, on peut conclure que la condition suffisante
pour que DB soit un régulateur optimal est que
-1
F= (I + B h
I% ( B E ) \(R
Cette équation signifie que la loi du contréle optimal u donnée par Do satisfait
ad 1'équation suivante:
u= (I +M1?B)_1MRPGB((» + %)
o o
et donc que
=1 B 4+ P°
u+MIE;Bu MRPOG (w P m)
De ceci, on obtient les valeurs relatives au feedback sans mémoire de 1'état
désirées, soit
u =D1Rg
o
X = POGB (w +P 1w = u)
L'interprétation physique de cette solution est donnée a& l'aide du diagramme
fonctionnel de la figure 9.

I1 est intéressant de noter que selon le théoréme précédent la solution
au probléme du régulateur optimal peut €tre utilisée soit a& 1'aide d'une
configuration 3 boucle ouverte soit @ 1'aide d'une configuration d boucle fermée
avec un feedback de 1'état. De facon générale, la configuration optimale a
boucle fermée offre une meilleure sensibilité que la configuration @ boucle
ouverte. A titre de preuve, notez que si yeH est 1l'effet d'une perturbation
donnée sur 1'état de laboucle ouverte optimale, alors (I +hd§?B)—1y sera l'effet
de la méme perturbation sur 1l'état du systéme optimal & boucle fermée. En
utilisant la notation $ = (I +B{é;B)_l, le systéme optimal 3 boucle fermée
offrira une meilleure sensibilité que le systéme optimal 3 boucle ouverte si et

*
seulement si [$| < 1, c'est-a-dire si et seulement si I-%% >0 (Po 1).
On note que

*-1

I-§s=9¢ (5 Tst-113
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En utilisant YL==M ﬁB, on obtient:
* % - * k % =
I—$$=(I+Vl)l{BG F FGB} (I+V1)l>0
On peut donc conclure que la configuration 3 boucle fermée du régulateur optimal

offre bel et bien une meilleure sensibilité que la solution 3 boucle ouverte.

6.2 Le probléme de l'estimation optimale de 1l'état

Le probléme de 1l'estimation optimale de 1l'état trouve son origine chez

Kalman (Ka 1) et Kalman et Bucy (Ka 2). Nous 1'énongons comme suit.

Enoncé P7: Le probléme de 1'estimation optimale de 1'état (figure 10).

Soit quatre processus stochastiques statistiquement indépendants ue (Hl, Zl,lyl),
w, TE (HZ’ 22, 82) et ne (H3, 23,<33), avec Qw =1 et Qn = I et trois systémes

causals

=

o t
: [Hl’ Pl]+]:H2’ P2]
t t
¢: [H,, P,]+[H,, P,]
i t t-
F: [Hz, P,]>[H,, P3J
avec B et F sans mémoire, G strictement causal et tous tels que (GB, F) et
% % * _
(G F, B) sont respectivement les réalisations de la trajectoire de 1'état et

* % %
du coétat de FGB et de B G F . Trouvez un filtre causal Do = (Dol, D02) avec

t t
Dy [Hy B3l[Hy, Pyl
t t
D¢ [H Pil>[Hy, P)]
tel que pour tout autre D= (Iﬁ, I&) causal, on ait

J(D) < I(D)

ol
~ 42
J(D) =E{| x-x |7}
avec
o
Xx =GB (u+w+ P m
= +
X Iﬁz I&u
et
z = Po [FGB @ + w + Por) + u]
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Le théoréme suivant démontre que le probléme de 1l'estimation optimale
de 1'état peut étre solutionné 3 1l'aide d'un filtre de Kalman-Bucy généralisé.

Théoréme 7: Soit Vé strictement causal et tel que

* % % *
I+FGBBGF = (I + V2) (I +vV

5)

Alors, une solution au probléme de 1'estimation optimale de 1'état est donnée par

Dol

DoZ

oﬁh&e est un opérateur sans mémoire tel V2=FGM . L'estimation optimale de 1l'état
e

GM (I + FGM )'1
e e

(I - 6M (I + FGMe)_l F) GB

peut étre mise en oeuvre 3 l'aide du systéme avec retour d'état suivant:
= z - F =
X G[Me[ x] Bu]
z =FGB(u+ w+ Poﬂ) + 1

IBmonstration: Pour fins de simplicité, nous étudierons le cas pour lequel m = 0;

la démonstration concernant les cas pour lesquels T #= 0 peut étre faite en
utilisant le corollaire 1 et des arguments identiques aux arguments contenus
dans la démonstration du théoréme 5. Nous avons donc

J(D) u -GB(u - w) !2}

E {| D, (FGBu+ FGBw + n) + D,

E {| D(FGBw + n) ~GBu- (D, + (3 F- 1) GB) u |

}

c'est-3-dire (en vertu de 1l'indépendance statistique de u, w et n)

J(p =E {| D, (FGBw + n) - GBw|2}+ E {] (D, + (DlF— I) GB) u |2}
On obtient
J(D) < min J, (D) + min J (D,, D,)
! By g s By
1 2
ol
3y (Dl) =E {| D (FGBw + n) -GB mlz}
et
2
J (D, D) =E {| (D, + (D,F - I) GB) u |7}

On note que la fonctionnelle JO (Dl’ DZ) est minimum pour toute paire (Dl’ D2)

telle que

D2 = (I - DlF) GB
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Le probléme de rendre J (Ii, I&) minimum est donc celui de rendre Jl (Iﬁ)
minimum. Ce dernier probléme est en fait un probléme fondamental de 1l'optimisation

lorsque L3 =1 et L4 = 0. Avec 1l'hypothése du théoréme, on retourne au probléme

déji traité 3 l1l'aide du théoréme 3. En posant Qa =TI, QB =1, QaB = 0, Q8a== 0,

L1 =FGB et L2 =GB et en utilisant le résultat antérieur découlant du théoréme

3, on obtient:
_ * k% * -1 -1
D, = [GBBGF (147, ) Ic (I + V)
En vertu du fait que F est sans mémoire, on a

D -[FGBB*G*F*(I 5o a+vyt
o1 vy e ¥y

En notant que (voir le lemme 8)

Ferp™c F 1+ v)) 1] = v
’ 2 le= "

on obtient

_ -1
FDol = V2 (I + V2)
* * Kk %
En utilisant le lemme 9, on a V2 =b1eG F et donc V2 = FGMe. I1 s'ensuit que
FD _ = FGM_ (I + FGM )1
ol e e
donc que
-1
D =GM (I + FGM )
ol e e
et que
-1
= - + .
D02 (1 GMe (1 FGMe) F) GB

L'estimateur optimal avec retour d'état est

obtenu si on reconnait que 1l'estimation optimale fournie par (D D02) est

ol’
équivalente 3 1'estimation fournie par le diagramme fonctionnel de la figure 1l.
Ensuite, on vérifie que ce diagramme fonctionnel est équivalent & celui de la

figure 12.

6.3Le probléme du contrdle stochastique optimal

Dans ce qui suit, nous allons traiter 3 nouveau du probléme du régulateur
optimal mais cette fois-ci lorsque 1l'output du systéme est entaché de bruit.
Enoncé P8: Le probléme du régulateur optimal en présence de bruit de mesure

(figure 13).
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Soit trois processus stochastiques statistiquement indépendants w, Te (Hl, Zl,<3l)
et ne (H3, 23, 83) avec Qw =1 et Qn = I, et trois systémes causals:
t tq
iB: [0, B ]+[H,, P;]
t - t
¢: [H,, P ]>[1,, P,]
T t t
Fr [Hys BolelH,, 2]
avec Bet F sans mémoire, avec G strictement causal et tous tels que (GB, F) et
* % *
(G F, B) sont respectivement des réalisations valables de la trajectoire
* Kk %
d'état et de coétat de FGB et de B G F . Trouvez un régulateur causal
D 3 [H 5 Pt]+[H Pt] tel que pour tout autre causal D, on ait:
o 3 "3 1’ 1 ?
J(Do) < J(D)

ol
J(D) =E {| u |2 + |y |2}
et
u = Dz
z=P_ [FG Kw + P°m) + n]
y = z - FGBu

Notre dernier théoréme servira 3 établir que le probléme du contrdle
stochastique optimal peut étre résolu en utilisant le principe classique du
découplage: le contrdleur stochastique optimal est la combinaison en cascade
du filtre de Kalman-Bucy suivi du régulateur de Kalman.

Théoréme 8: Soit V1 et V2 strictement causals et tels que
* % % *

I+BGFFGB=(I+V1) (I+V1)

et
Sk k% . *

I+ FGBBGF = (I'+ V2) (I + VZ)

Alors la solution au probléme du régulateur optimal en présence de bruit est
-1 -1

Do = (I + MRGB) MRGMe (I + FGMe)

oﬁh{R_etbde sont sans mémoire et sont respectivement les solutions aux problémes

du régulateur optimal (théor&me ¢) et de 1l'estimateur optimal de 1'état (th., 7). La loi

du contrdle optimal provenant de ce mégulateur peut €tre mise en application en
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combinant en cascade l'estimateur optimal de 1l'@tat suivi du régulateur optimal,

c'est-3a-dire
X =G (Me (z - Fx) - Bu)

u =D1R X

FGB (u + w + Pon) + 1

~

z

Démonstration: En utilisant les notations équivalentes suivantes

o = P FGBuw + P°m)
B = POFGB(w+P°1r) + 1
Ll =
L2 =1
L3 = FGBP0
L4 =1
on voit immédiatement que ce probléme est en fait notre probléme fondamental

de 1'optimisation. Pour fins de simplicité sans pour autant perdre de généralité,
nous n'étudierons que le cas pour lequel m = 0 (tout comme pour les théorémes
6 et 7, la démonstration pour les cas m # 0 nécessite des arguments plus poussés
basés sur le corollaire 1 et semblables aux arguments utilisés lors de la
démonstration du théoréme 6).
Nous allons donc utiliser le théoréme 2. On note que

I+ B*G*F*F GB = (I + Vi*) 1+ Vl)
et

I+ romp’eFt = (1 + V) (T + v:)

signifient que

I+P B* *I?*FigBP (I +P ‘? I+ VP
o G o o 1) ( 1 o)

et que

I +P FGBB'G'F (T + P)(I+PV*)
o e V2 o o 2
A 1'aide de ces relations, on utilise le théoréme 2 et on obtient:

-1 * -1 * k% * % * -1 =1
= : -
D = (I+ VP) [+ PV)  PBGF PFG F P (I+P7V,) T # P )
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En vertu du lemme 9., on note que V1 = MRGB et que V, = FGMe. De la méme fagon,

2
d 1'aide du lemme 10, on obtient:
* 1 * k % * % % L CI
[T+ V) " BGFFGBBGF (I+ V)l =M M,
I1 s'ensuit que le régulateur optimal est donné par:
-1 -1
= + A
D, =P, (I+MgB) "M _GM_(I+ FGM )
On peut démontrer facilement que la loi du contréle optimal peut Etre mise’en force
par 1l'utilisation d'une boucle de feedback formée de 1l'estimateur optimal de 1'état
suivi du régulateur optimal; il suffit d'examiner les diagrammes fonctionnels des

figures 14, 15 et 16. On voit qu'ils sont tous équivalents.

Remarque 3 : Les &noncés des problémes et les théorémes 6, 7 et 8 qui s'y rapportent

deviennent quelque peu plus généraux si on suppose que Qw Q et que Qn = R avec

Q et R sans mémoire et positifs définis. Afin d'illustrer la fagon de procéder,
notez par exemple que si Qm =Q#1I et Qn = R# I pour le systéme de la figure 7,

on passe au probléme du contrdle optimal pour le systéme équivalent, montré dans

= _1
la figure 17, avec Q; = T, Q- = I et B = Q 3 B, G = GQ%, F = R °F. On note que

B, G et F possédent les mémes propriétés de causalité et d'état que B, G et F.
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CONCLUSION

En utilisant la notion de processus stochastiques @ valeurs dans un
espace de Hilbert de résolution (élaborée'par (Sa 3)) ainsi que les plus
récents résultats ayant trait 3 la causalité et 1'état (De 1) (St 1), nous avons
posé et résolu un probléme fondamental d'optimisation stochagtique et un
probléme d'approximation du meilleur causal. Les solutions 3 ces probl&mes nous
permettent de mieux comprendre certains résultats de la théorie de 1l'estimation
classique et du contrGle automatique; elles permettent également de généraliser
ces mémes résultats. Dans le cadre des problémes d'optimisation du type input-
output, nos résultats ménent 3 une version généralisée du filtre de Wiener
(comparez Bo 1) et le théordme 3), de la solution de Youla- Jabr-Bongiorno au
propléme de 1'asservissement (comparez le théoréme 4 et (Y1, partie II, corollaire
1)) et de la solution de Porter au probléme déterministe fondamental du contrdle
optimal (comparez (Po 1), théoréme 3) et notre théor&me 5). Pour ce qui est des
problémes d'estimation et de contrdle du type feedback de 1'état, nos résultats
ménent 3 une version généralisée du régulateur optimal de Kalman (comparez (Ka 1,
théoréme 4) 3 notre théoreme 6), du filtre de Kalman-Bucy (comparez le théoréme de
(Ka 2) 3 notre théoréme 7) et du théor@me du découplage du contrdle stochastique
(comparez le théoréme de (Ka 2) 3 notre théoréme 8).

Ces généralisations, c'est-a-dire l'utilisation de la plupart des résultats
classiques de la théorie du contrdle et de l'estimation optima dans le cadre
d'études portant sur des syst@mes A plusieurs variables, 3 paramétres répartis et
en évolution, ne sont pas du tout surprenantes. Certaines ont déja fait 1l'objet
d'articles dans la littérature technique. Par exemple, Falb (Fa 1), en utilisant
la théorie de 1l'intégration de Dunford et Schwartz pour les fonctions a valeurs dans

1'espace de Banach, a donné une généralisation du filtre de Kalman-Bucy. Kailath (Kai 2)
en a également donné une en utilisant une approche dite 'processus d'innovation';

quant d Balakrishnan (Ba 3), il a utilisé des générateurs infinitésimaux définis dans
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des grdupes fortement continus. Une version déterministe du principe de 1'optimalité
a déja été proposée, entre autres, par Porter (Po 1); une version encore plus
généralisée a méme &té ptoposée par Steinberger, Schumitzky et Silverman (St 1).
Plusieurs, dont Kailath (Kai 2) et Balakrishnan (ba 1), ont proposé& une version
généralisée du filtre de Wiener. Enfin, Balakrishman (Ba 1), Wohnam (Wo 1) et Curtain
(Cu 1) ont proposé un principe de découplage généralisé.

Cet article démontre surtout que notre approche d'espace de Hilbert de
résolution est une heureuse addition aux méthodes actuelles: elle donne les mémes
résultats et d'autres encore en tant que cas particuliers d'un résultat principal;
elle posséde le caractére intuitif et physique des approches de Bode et Shannon (Bo 1)
et de Kalman (Ka 1); elle permet de mieux voir les relations entre les propriétés de
la structure du systéme asservi en ce qui a trait 3 des concepts comme 1l'@tat, la
causalité stricte et la décomposition de la causalité, et les propriétés de la structure
du contrGleur optimal ou observateur.Enfin, elle suscite des questions intéressantes
concernant la mise en facteurs causale, le contrdle optimal et les équations

différentielles de Riccati.
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FIGURE 1: Le probléme de l'approximatlon du meilleur causal

Soit II non causal et le processus stochastique. z,

trouvez un causal ¢° qui minimise E { ]elz }.

B

FTIGURE 2: Le probléme fondamental de 1'optimisation

Soit L , a et B, trouvez un causal D qui minimise

E{] lz + | e '2}.
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FIGURE 3: Le probléme du filtre de Wiener

Soit Ll, L2

qui minimise E {]| e IZ}.

et a et B ,trouvez un causal D qui

Q

FIGURE 4: Le probléme de 1l'estimation stochastique

Soit a et B, trouvez un causal D qui minimise

E{|] DB - a |2).
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ILGURE 5:

F =
Fo
m
d = perturbation T = systéme asservi
1, m = bruit d'instruments F = systéme du transducteur
r = signal associé i la saturation L, L , %, To = systcéme
associé au bruit
u = output voulu
y = output actuel

Le probléme de l'asservissement optimal
Soit L , L, T, T, T, F, F_ et u, trouvez un causal
o o s o

N qui minimise E {| u - y |2 + k%] ¢ |2).
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Y4
-©
G,
+
S D © —- G| 3> > €
-——>
— Gy r
e = signal d'errcur G1 = gytéme asservi
r = signal associé a la saturation G2 = systéme voulu
z = input

FIGURE 6: Le probléme fondamental de l'optimisation de Porter

Soit G,, 1 =1, 2, 3, et z, trouvez D afin de minimiser

2
|

i)

2 {le % | # [“.
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w+P°r
P, FGB
B
e T 1
| |
| _ Y+ :
D (g1 B > F6 [T
| l
| !
B e st i s 0 5 e i s J$
z = _influence sur 1l'output futur du systéme asservi
de 1'input antéricur P°r et de la perturbation w;
z.= P_FGBR(w + P%m)
y = output du systéme asservi D = régulateur 3 bouuvle ouverte
u = contrdle $ = systéme asservi

FIGURE 7: Le probléme du régulateur optimal
2
|73

\ 2
Connaissant $ et z, trouvez D pour minimiser E {| u |“ + | y
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=FGB(w+PT) LV
L0 ——>»>0O——>{ D L;=FGB

> L,=1

FIGURE 8: Comment obtenir 1'@quivalence entre le probléme du

régulateur optimal et le probléme fondamental de 1'optimisation?

lw+P°7r

w

FIGURE 9: Le régulateur optimal de Kalman

> B >

| |
! |
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u = input du systéme asservi Z = données pouvant étre obtenues
i 1'output
w = perturbation
X = état &évalué

P m = input antérieur
D= estimatcur de 1l'état

x = état du systéme asservi
$ = systéme asservi
"y = Input du systéme asservi
v = bruit de mmsure
FIGURE 10: Le probléme de l'estimation optimale de 1'état

Connaissant $, Z et u, trouvez un causal D qui minimise

E{]'g - x|’
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FIGURE 11: Le filtre de Wiener comme estimateur obtimal de l'état
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z =
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y = output du systéme asservi D = régulateur a boucle ouverte
u = contrdle $ = systéme asservi

_HGURE 13: Le probléme du régulateur optimal en présence de bruit
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Connaisant $ et z, trouvez D qui minimise E {]| u. |2 + |'yi
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FIGURE 15: Le régulateur optimal 3 boucle fermée en présence de bruit
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REGULATEUR OPTIMAL

) (+]
+Pr
ESTIMATEUR OPTIMAL DE L'ETAT &w P

FIGURE 16: Le régulateur optimal en présence de bruit tel que fourni

par le théoréme du découplage
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FIGURE 17: Probléme &quivalent du type "bruit blanc" associé a

un probl@me originel du type "bruit coloré"
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