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iii.

SYNTHESE FREQUENTIELLE ET COMMANDE OPTIMALE
DES SYSTEMES MULTIVARIABLES: APPLICATION
A UNE CENTRALE ELECTRIQUE AUTONOME

* *
Richard Hurteau André B. Turgeon

SOMMAIRE

Le présent article présente différentes méthodes de synthé&se de sys-
témes multivariables continus, dans le cadre d'une application au réglage
de fréquence et de tension d'un groupe moteur-alternateur. En premiére
partie, une méthode fréquentielle de synthése des systémes multivariables
basée sur la notion d'invariance absolue et sur les techniques classiques,
permet de calculer boucle par boucle les compensateurs en tenant compte
des couplages entre boucles et de 1'interaction des perturbations. Un com-
pensateur de prédécouplage statique est €galement utilisé. Par la suite,
le probléme est analysé dans un contexte de commande optimale selon un cri-
tére quadratique. Le régulateur de Kalman et une commande décentralisée
sont appliqués au systéme. Ces différentes approches et les solutions pro-

posées sont analysées et comparées.

* Ecole Polytechnique, Montréal, Québec.
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INTRODUCTION

De nombreuses méthodes [1] [2] [3] [4] ont &été préconisées dans le but
de résoudre les problémes d'asservissement et de régulation dans les systé-
mes multivariables. Dans les systémes monovariables, c'est le bouclage
avec "'le gain le plus €levé'", compte tenu de la stabilité, qui procure la
réponse temporelle la plus rapide et la précision la plus grande. Les
techniques fréquentielles sont avantageusement utilisées pour la solution
des problémes de synthése dans ce cas et elles constituent le fondement des
enseignements de base en automatique. Les premiers développements de sys-

témes industriels ont démontré la valeur pratique de ces méthodes.

Toutefois, 1l'application de la notion de ''gain €levé'" dans les systé-
mes multivariables rencontre de sérieux problémes. Outre la difficulté
d'obtenir un systéme stable, les effets de couplage entre boucles portent

souvent préjudice a la sensibilité de la régulation face aux perturbations

(51 (6] [7].

Le formalisme matriciel des variables d'état et son algébre consti-
tuent une technique €légante et puissante d'écrire et de véhiculer les va-
riables multiples et leurs interconnexions. La visualisation du probléme

de la synthése ne fait pas ressortir facilement les paramétres pertinents.

En fait, la plupart des méthodes de synthé&se posent le probléme boucle
par boucle en incorporant des techniques fréquentielles de maniére d se dé-
gager de 1'obligation d'observer tous les modes du systéme. Les techniques
développées par Rosenbrock [1] et MacFarlane [2] permettent notamment de

visualiser graphiquement les influences de la compensation. En général,



les premiers compensateurs devront d'abord favoriser la dominance diagonale
par une opération de découplage puis dans une seconde phase la correction

sera ajustée boucle par boucle.

Notre propos est de présenter dans le cadre d'une application prati-
que une méthode fréquentielle de synthése des systémes multivariables. La
méthode de 1'invariance absolue [4] [6] [7] associée aux techniques fréquen-
tielles classiques permettront de calculer boucle par boucle les compensa-
teurs en tenant compte des couplages entre boucles et de 1'interaction des
perturbations. Nous montrerons qu'un compensateur de prédécouplage stati-

que peut €tre souhaitable.

De plus, ce méme exemple d'application est présenté dans un contexte
de commande optimale selon un critére quadratique. Le régulateur de
Kalman et la commande décentralisée optimale sont appliqués au systéme.
Ces différentes méthodes et les solutions proposées sont analysées et com-

parées.

1. LE PROBLEME PRATIQUE

1.1 Description du systéme

Un montage approprié permet 1'étude d'un probléme fondamental des ré-
seaux de puissance €lectriques d savoir: la stabilité de 1'ensemble géné-
rateur de puissance face aux fluctuations de charges complexes. Le probléme
est généralement bien décrit par le relevé des variations de la fréquence

et de la tension vu a la charge ou au client.



Le module (Figure 1) de génération d'énergie comprend un moteur @ cou-
rant continu M1 d excitation séparée qui entraine un alternateur triphasé

Gl' La puissance est fournie a 1'induit du moteur M; par un amplificateur
de puissance Ay d tension commandable U; - Le champ de ce moteur est fixe.
L'excitation de la génératrice est produite par un autre amplificateur A,

commandé par une tension u,-

La charge triphasée est simulée par un moteur asynchrone M2 1i€ en
€toile a4 la génératrice synchrone Gl' Le moteur entraine une génératrice
d courant continu G, dont le champ est fixe et dont 1'induit est relié a
une charge résistive variable. Les variables maitresses du complexe charge
sont les tensions étoilées v, fournies par 1'alternateur et évidemment la

vitesse angulaire Q; du moteur de charge M.

1.2 Etablissement du modéle

Dans la pratique, les modéles sont presque toujours construits 3 par-
tir d'essais de type échelon. C'est donc des variations de type échelon
aux amplificateurs A, et A, qui produisent les fonctions de transfert sous

forme de réponses indicielles.

En posant:

U, , tension de commande a 1'amplificateur A

1 1

-~

U, , tension de commande a 1'amplificateur A2

V. , tension proportionnelle d& la fréquence d'alimentation de la
charge ou 3 la vitesse de la génératrice G1

V., , tension de phase de la génératrice G1

P , perturbation de la charge



Les équations décrivant la dynamique du systéme s'écrivent:

v1 Gll G12 U1

= (1)
L Gy Goal |Y2

Les fonctions de transfert et les variables étant des fonctions de Laplace
de la variable complexe (s); pour alléger 1'écriture, nous omettons cette
variable. De plus, en regardant les transitoires de retour au régime
d'équilibre a partir des déviations initiales aux variables V1 et VZ’ on

trouve:

11_11 p (2)

Ce systéme est représenté par le schéma-bloc de la Figure 2.

D'oli les valeurs numériques qui suivent:

-1.47

611 = (T ¥ 0.665s) (1 + 0.315s) (3)
0.12

G12 = (T ¥0.665s) (1 + 0.3155) (4)
1.65

Gy = T+ 1.30s) (1 + 0.139) (5)

i = 0.300 + 0.426s o

22 = {1 +0.318s) (I + 0.8955)

-1.35

Fl =@ +0.665s) (1 + 0.3155) (7

R &

2 (1 +1.2s)

Toutes ces relations ayant €té obtenues par la paramétrisation des réponses

indicielles 3 1'aide d'une méthode présentée dans Gille et ass. [9].



1.3 Asservissement et régulation face aux entrées

L'objectif de la commande de ce systéme de génération de puissance
est double: premiérement, maintenir la fréquence et la tension d'alimen-
tation de la charge constante face a4 des fluctuations inconnues de la con-
sommation; deuxi&mement, répondre le plus rapidement possible aux varia-
tions de consigne sur la fréquence et la tension. Des considérations
d'ordre technique concernant la capacité de chaque source ou entrée de four-
nir 1'énergie requise vis-a-vis l'asservissement ou la régulation des sor-
ties suggérent le schéma de commande de la Figure 3. En particulier, les
variations marquées et prolongées de la puissance consommée (fréquence Vl)
doivent &tre prises en charge par le moteur (entrée El). Par contre, les
variations de la tension (Vz) peuvent exiger de faibles et temporaires con-

tributions d'énergie provenant de 1l'excitation de 1'alternateur (entrée EZ)'

Par algébre matriciel ou par l'utilisation de la régle de Mason en

théorie des graphes on développe les relations:

Vi 8
E, 1 G. . (M) (9)
.
TR VRS
1
€ M
El ! < o) L
1 L+
M 11022
» -
(%2 M1 M2
g/ " "8y 1 1 (11}
1 mo T 61 M) -t Gy



Vo o Gp(Myy)
E. 1 M) (12)
5 e G (M
Moo 2211
A
€y My
== — (13)
2 + G, (M, .)
M,, 2211
) 1 1
£\ N Myy M4
£~ 652 1 ( 1 (4]
9\ +6G6,. .M. ll=—+c¢
M, 11V722 M 11
avec:
6. G
12°71
Gll(MZZ) ke ' R | (5]
TR
22
et
6. .G
_ 12721
G22(M11) - Gzz T (16)
VR |
11

I1 vient que 1l'erreur en asservissement par rapport a l'entrée de com-

11 et d'une fonction de transfert qui peut tenir

mande E1 dépend du gain M
compte de la boucle de tension. De la maniére dont se présentent les &qua-
tions, on voit que les méthodes classiques sont utilisables puisque 1'inte-

raction des transitoires de la premiére boucle sur la seconde est doublement

atténuée par des fonctions atténuantes de régulation. Le seul probl&me pro-

vient des modifications des fonctions Gll(MZZ) et G22(Mll) dues aux interac-

tions entre boucles:

G12G21 22

Gy Myy) =Gy - o Sy
M 22

(17)



I1 devient &vident que la boucle dont la bande passante est la plus
large va influencer le mode dominant de 1l'autre. En conséquence, ici il
convient d'abord d'ajuster le gain de tension M22 et ensuite de calculer
le compensateur de fréquence. Evidemment, puisque la résonance de la bou-

cle de fréquence est bien en avant de la pulsation de coupure de la boucle

de tension, on peut écrire:

6. .6 G
_ 12 21 11 -]~
Gzz(M11) =Gy - G 1 - Gzz L18)
11 e i G
M, 1%

La solution qui procure le gain le plus €levé est donc la meilleure.
Remarquons aussi qu'en choisissant convenablement la boucle de tension, il
y a prédisposition pour 1l'atténuation des transitoires; grace au produit de

deux fonctions de régulation dans 1'équation (11).

1.4 Régulation face 3 des perturbations extérieures

En fonction d'une perturbation extérieure P, on &tablit les relations:

1 1 1 g 22
w Py | 1”52_ .Mz—z] (19)
mo (Mp,) W, * G2z Wy
1 1 1N
‘;_2_=F2 ] Moo . ]Mn ].MHTI (20)
Wy, * G2 (M) AW]‘]‘J“GHJ .
avec
A1 _ FZG11F' F1521 _—



et

F.G,, - F.G
(22 1722 ~ 2712 (22)

Ces derniéres fonctions sont les relations qui assuraient 1'invariance ab-

solue [4] [6], c'est-d-dire 1'immunité de la boucle de fréquence par un

ajustement parfait du correcteur dans la boucle de tension, il faut alors:

M, = (23)

L
22 I22
Une définition analogue vaut pour Ill.

Si on compare les relations (19) et (20) @ celles obtenues en (11) et
(14), il apparait un terme qui représente un effet de contre régulation.
I1 n'est plus évident alors que le choix du meilleur gain conduit a la meil-

leure solution de la régulation.

2. REPRESENTATIONS FREQUENTIELLES

2.1 Le plan de Black et 1'abaque de Nichol [7]

Pour chacune des fonctions de transfert, on peut faire une représenta-
tion dans un plan de Black. Nous rappelons que 1l'abaque de Nichol permet
de lire la réponse en asservissé%;ht en plagcant son point critique (Odb, 1800)
sur un point (wd)du lieu critique (-l/Mll) et en observant le lieu de trans-

fert du systéme en Gll(wo). Le gain lu par 1'intermédiaire des contours a

gain constant de 1'abaque procure:

G, (w)
_ 11 o
Aoy =3 (24)

'M—l—l— (wo) + Gll(wo)




La fonction de régulation est facile a obtenir par un simple déplace-
ment du point critique de 1'abaque. En effet, en placant ce point en G(wo)
et en observant le lieu critique inverse en un point [—l/Mll(wo)I, il vient

la relation:

1
ﬁ;;’(wo)
R,.(w) = (25)
110 Gll(mo) + ﬁl"'(w )
11 °

Cette relation est évidente par la seule observation de sa signification
géométrique par rapport @ 1l'opération d'asservissement. Aux Figures 4 et
5, cette double utilisation des transformations de Nichol est représentée.
Remarquons que 1'écriture des équations (19) et (20) avec les fonctions

d'invariance permet de tirer de 1l'abaque:

1
e ()
1 ) M11 o 23
L. (w) 1 11
110 M—;; (wo) + 1 (wo)

par simple inversion d'une transformation de régulation.

I1 est d&s lors possible de tenir compte des compromis a faire sur

le correcteur puisque tous les lieux sont tracés dans un méme plan.

2.2 Le probl&me de la compensation [7]

Ce sont des considérations sur la sgnsibilité des fonctions régulatri-
ces, sur la bande passante et le facteur de surtension de la fonction d'as-
servissement qui formulent le probléme. En général, ces exigences permet-
tent d'établir des contraintes concernant chaque boucle. Il en résulte par

simples examens a 1'aide de 1'abaque de Nichol, 1'obligation de "modifier"



10.

les lieux critiques en fonction de la pulsation (wo). Les correcteurs -
usuels de type PD, PI et PID peuvent normalement effectués cette compensa-
tion. Etant donné que 1l'intégration a une structure bien définie, il est

Glz’ G21 et 622' Ainsi, les Figu-

11°
res 6 et 7 reproduisent G* (M, ,) G* M, ) I11 et 122 en tenant compte des
11227 "22%11°* 7* *

logique de l'associer aux fonctions G

intégrations. Tout le probléme de la compensation consistera au calcul des
paramétres W ¢ ou 1 ainsi que les gains k11 et k22 dans les fonctions:

2
(e M, o=k (1 + 2 f— s + %) (27)
e n wn

k

9y = 22(1 + 15) (28)

=
|

Dans ce contexte, il s'agit de choisir la portée en fréquence que
doit avoir ces correcteurs: le probléme est alors bien posé. L'allure
de la déformation de gain et de phase est fixée; il ne faut qu'accorder
celle-ci au systéme par un déplacement vertical adéquat et une calibration
en fréquence du lieu critique. La Figure 8 donne les lieux critiques in-

verses de ces correcteurs.

2.3 Les données du probléme

D'abord, il faut examiner les diverses fonctions du systéme. On est,
bien sfir, intéressé par la rapidité de réponse de chaque boucle. Il est
logique d'implanter cette exigence par des modeéles de référence. Ainsi,
la boucle de tension se comportera comme un systéme du premier ordre. Alors
que la boucle de fréquence correspondra d un systéme du second ordre devant
avoir une faible surtension dans sa réponse en fréquence mé€me si le compen-

sateur PID implique beaucoup d'avance de phase.
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Les autres exigences d implanter concernent la précision. Par exemple,
pour une plage de charges de puissance acceptable, le maintien de la fréquen-
ce et de la tension doit @tre impeccable: d'ou 1l'inclusion de commande PI
et PID pour réduire d zéro 1'erreur a4 1'échelon de perturbation. Compte tenu
de cette nouvelle structure, nous avons toute 1l'information nécessaire pour
discuter de la précision des régimes permanents face aux entrées ou aux per-

turbations. Les erreurs de type vitesse pour la régulation de 1l'entrée se-

ront:

pour la tension e, = lim — I(M 7" i.SZ (29)
©  ss0 (22722711 22

pour la fréquence By ™ lin  — 1(M T 2'47 (30)
© ss0 T11711V22 11

Les valeurs statiques de Gll(MZZ) et de Gzz(Mll) ne dépendent pas des gains

k et k22.

11

Les erreurs de type vitesse pour la régulation face aux perturbations se-

ront:
F 11
pour la temsion e, = lim & é © T %M y = 2'89 (31)
P s 22722 P11V722 22
F 22
pour la fréquence €1p = lim & é G %M T = i'OI (32)
P s 11711 22011 11

On constate dés lors que la recherche des plus grands gains sur chaque bou-

cle conduit a la meilleure solution.

Voulant prolonger davantage notre analyse, il est déja prévisible que
les réponses en fréquence des fonctions régulatrices auront la forme donnée

3 la Figure 9. On peut inclure facilement nos exigences concernant chaque
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boucle. Par exemple, par les asymptotes d'atténuation (gain de vitesse)
des régimes statiques que 1l'on exige et par l'atténuation des fonctions ré-

gulatrices a la résonance.

3. PRESENTATION DES SOLUTIONS

3.1 Calcul et choix des compensateurs

Dans un'premier temps, il faut que la boucle de tension suive le mo-
déle de référence dont la réponse a 1'allure d'un systéme de premier ordre
avec une constante de temps de 100 msec. et un gain de type vitesse de 36db.

Un compensateur de type PI rencontre cet objectif avec:

k22 = 63 et T = 0.8 sec.

Ensuite, on peut entreprendre la compensation de la boucle de fréquence.

Le modéle de référence est alors un systéme du second ordre dont la pulsa-
tion de résonance est de 4 rad/sec. et le facteur de surtension Q = 0.25db.
Le gain de vitesse est de 1l'ordre de 39db. Pour rencontrer ces exigences,

il faut utiliser un PID. Une premiére simulation avec:

z = 0.7 w, = 3.2 rad/sec. k11 = 89.1

montre un dépassement un peu €levé pour la transitoire a 1'échelon dans

le domaine temporel.

Une seconde simulation avec:

r = 0.8 w, = 3.57 rad/sec. k = 89.1

procure une transitoire acceptable.



13.

La reprise de la compensation de la premiére boucle ne change pas

appréciablement la premiére €tape de calcul.

3.2 Réponses temporelles et fréquentielles

Les Figures 10 et 11 montrent les réponses indicielles de chaque bou-
cle. La boucle de tension est un peu plus rapide que le modéle de réfé-
rence: la présence de 1l'avance de phase dans le correcteur PD explique
ce fait. Comme on peut le constater dans la réponse de la boucle de fré-

quence les zéros du PID donnent un dépassement sans oscillation.

Les Figures 12 et 13 présentent les réponses en fréquence vis-a-vis

des commandes: les modéles de références sont assez bien implantés.

La sensibilité des fonctions de régulation face d des perturbations
est donnée aux Figures 14 et 15. On voit bien que les asymptotes basses
fréquences sont bien implant€es par le calcul approprié du gain. D'autre
part, il apparait nettement qu'en hautes fréquences les retro actions sont
inopérantes de sorte que les asymptotes convergent vers F1 et FZ: les

fonctions de sensibilité en boucle ouverte.

Les réponses temporelles face a des perturbations sont présentées aux

Figures 16 et 17.

3.3 Précompensation statique

Intuitivement, on a recherché le croisement d faire sur les commandes

pour découpler statiquement les sorties du systéme. On recherche ainsi:
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611(0) Glz(O) ) Gll(O) G12(0) a ¢ (33)
G21(0) G22(O) G21(0) G22(O) b d
avec Gij(O) = iiz Gij(s) (34)
et Gy (8] = B, (8] = 1 (35)
G,,(0) = G,;(0) =0 (36)

I1 vient:

a=-0.47 ; b=2.58; c¢c=0.19; d=2.30

Ensuite, nous avons abordé la compensation de ce systéme avec 1l'inten-
tion d'améliorer les performances obtenues antérieurement. Evidemment, les

problémes de couplage sont pratiquement €liminés.

a) Pour la boucle de fréquence, on désire:
- une meilleure bande passante (0 & 40 rad/sec.);

- au moins la méme précision (-30db a@ la résonance).

Le compensateur est alors:

k11 S s2
M) =51+ 28+ (37)
n w
n
k11 =63.2 ; =0.7; w=2.83 rad/sec.

b) Pour la boucle de tension, les exigences sont:
- bande passante de 0 a 40 rad/sec.;
- régulation sur la perturbation extérieure

(-30 db 3 la résonance, au lieu de -19db).
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Le compensateur PI est alors:

K
My, (s) = —? (1 + 1) (38)

k22 = 79.6 ; T = 0.5 sec.

Les résultats obtenus pour les réponses indicielles aux Figures 9 et
10 montrent des améliorations marquées. Evidemment, les bandes passantes
sont plus étendues (Figures 11 et 12) et la sensibilité de la régulation

est meilleure (Figures 13 et 14).

4. COMMANDE OPTIMALE

Dans cette section, le probléme de commande tel que décrit précédem-
ment est résolu 4 1'aide de la théorie de la commande optimale linéaire
selon un critére quadratique. Deux approches sont retenues; le régulateur
de Kalman est d'abord appliqué au systéme, puis 1l'obtention d'une commande
décentralisée, c'est-a-dire par retour d'état partiel est ensuite analysée.
Dans les deux cas, le choix des matrices de pondération du critére quadra-
tique est obtenu 3 partir de systémes de référence, en utilisant la mé&tho-

de de Schultz-Melsa.

4.1 Formulation du probléme

En considérant que les perturbations de charge peuvent &tre représen-
tées par des perturbations de type échelon (Pl, PZ) agissant directement

sur les sorties du systéme, soit respectivement sur la fréquence V1 et la
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tension V2, le probléme de commande est formulé comme un probléme de régu-
lation optimale sur un horizon infini [12]. De plus, pour annuler 1'erreur
en régime permanent, deux intégrateurs, agissant sur chacune des sorties,
sont adjoints au systéme comme il est montré 3 la Figure 18. La représen-

tation dans 1'espace d'état de ce systéme s'écrit alors:

x(t)

y(t)

Ax(t) + Bu(t) (39)

Cx(t) (40)
Le vecteur d'état est de dimension 8 x 1 avec notamment:
x =Vy, xg=JVy . x=V,, x4 =-rvz

Le vecteur de sortie s'écrit yT = (V V2) et de commande uT = (Ul, U

1’

Les matrices A, B et C sont données ci-dessous:

0 1 0 : 0 0 0 0 0 7 0 : 0
-4.77 -4.68 0 : 0 0 0 0 0 -7.01: 0.57
1 0 0 : 0 0 0 0 0 0l 0
|
o s e e e s e R —————————————— -——-
0 0 0! 0 1 =514 1.2 0 0l 1.49
A= | B = I
0 0 0 : -5.91 -8.46 5.91 -5.91 0 9 76: 0
0 0 0 : 0 0 -3.14 0 0 ol 1.8
|
0 0 0 : 0 0 0 -1.12 0 01 0.31
|
0 0 ol 1 0 0 0 0 _ | o1 o
- -
/| 0 0] 0 0 0 0 0
B | e i i i i, s .1 ——————————————————
0 0 0| 1 0 0 0 0 )
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Pour mettre en &vidence 1l'existence du sous-systéme de fréquence et
du sous-systéme de tension, on peut &crire le modéle comme un ensemble de

deux sous-systémes interconnectés, Si’ i =1, 2. En définissant

<
|

1= (x1 X, x3), les variables d'état du systéme de fréquence et

Xg = (x4 X X X x8), les variables d'état du systéme de tension, la re-

présentation du systéme s'écrit:

. 2
Xi(t) = AiiXi(t) + BiiUi(t) X izj (Aijxj(t) + BijUj(t)) , 1=1, 2 (41)
i#j
avec A.., B.. = matrices blocs-diagonales
ii? Yii
A.., B.. = matrices hors-diagonales
1] 1]
ifj
U =

i vecteur de commande du sous-systeéme Si

Cette décomposition est indiquée en pointillé sur les matrices A, B et
C. On remarque que ces deux sous-systémes sont couplés par 1'intermédiaire

des commandes U §)

1? =2

Le critére 4 minimiser est de type quadratique et supposé additif

soit:

NN

L]
J=3 J .ol ex.c) +u. ) RU.(8)] dt (42)

. i ivi i ii

i=l1 o
Les matrices de pondération Q; et Ri étant affectées a chacun des sous-
systémes, avec Qi >0 et Ri > 0. La détermination de ces matrices est
réalisée en appliquant la méthode de Schultz-Melsa [13] d chaque sous-
systéme considéré comme découplé (Aij = Bij = 0). Pour ce faire, un mo-

i#j

déle de référence décrivant le comportement désiré pour chacune
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des boucles de commande est choisi. Les modéles préalablement définis
dans la section 2.3 sont utilisés. Pour la boucle de fréquence, un deuxié-
me ordre de pulsation w > 4 rad/sec. et d'amortissement ¢ = 0.7 est impo-
sé, pour la boucle de tension, un premier ordre de constante de temps de

0.8 sec. Les matrices Qi et Ri obtenues s'écrivent:

B 7]
0.4 0 O 0 0.8
1 0.18 2.8 0 0O 0 O 0
Q1 =| 0.18 0.0324 0.504 Q2 = 0 0 0 O 0 " R1 = R2 =
2.8 0.504 7.84 0 0 0 © 0
0.8 0 0 O 1
. -

4.2 Application du régulateur de Kalman

Sous forme globale, le probléme de régulation optimale s'écrit:

o]

Min J =% [ x)T ety +ue)T Ruct)] at (44)
u(t) o)

avec
Q = diag. (Ql, Q2) et R = diag. (Rl, R2)

sous

£0t] = AX(E} * Bu(t)' 3 x(o) = %, | (45)

La solution de ce probléme est bien connue et est donnée par:

u (t) = -R-IBTP#x(t) = - Kx(t) (46)

ol P est la solution symétrique et définie positive de 1'équation algé-
brique de Riccati:

* * %= *
ATP +PA—PBR1BTP + Q=0 47)
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La matrice de gain P, obtenue en correspondance avec les matrices Q

et R . définies précédemment, s'écrit:

33.0 5.81 87.97 - 2.96 -0.07 0.20 -0.07 - 3.60
K= (48)

- 3.86 -0.68 -10.08 -25.90 -0.56 1.96 -0.68 -31.42

Les réponses indicielles de chaque boucle sont représentées aux Figu-
res 10 et 11. Les réponses temporelles face d& des perturbations sont mon-
trées aux Figures 16 et 17 et les réponses en fréquence sont données aux
Figures 14 et 15. Evidemment, pour implanter ce régulateur optimal, il
faudrait recourir @ un observateur d'état pour reconstituer tous les &tats

du systéme. On remarque que le comportement obtenu sur chacune des sorties

concorde correctement avec les modéles désirés.

4.3 Application de la commande décentralisée optimale

Pour tenir compte de la structure physique du probléme, soit 1'exis-
tence de deux sous-systémes interconnectés, et de la non disponibilité& de
tous les états pour calculer la commande, on peut formuler le probléme de

commande décentralisée selon 1'énoncé suivant:

Min J(K) = tr [ e(t, t) (Q+KRK) o(t, t) dt (49)
KeQ(s) o .

ou o(t, to) représente la matrice de transition d'état du systéme (39)

Lorsque u = -K x(t) ; Qest une matrice symétrique définie non négative,
R est définie positive, Q(s) définit 1'ensemble des matrices de gain K,

de structure choisie telle que le systéme soit stable.

La structure que 1'on désire obtenir pour la matrice de gain K est



20.

telle que la commande appliquée d un sous-systéme donné. soit fonction uni-

quement des &tats de ce sous-systéme. Pour le probléme &tudié, la matrice

K s'écrit:
k k k 0 0 0 0 0

o |11 12 13 (50)
0 0 0 k 0 0 0 k

21 22

Ce qui correspond a un régulateur PID pour le sous-systéme de fréquence et

un régulateur PI pour le sous-systéme de tension.

Ce probléme a d'abord été étudié par Levine et Athans [14] pour le cas
ot la loi de commande est limit&e 3 un retour fonction uniquement des sor-
ties du systéme. L'utilisation de la programmation mathématique par exemple
1'algorithme du gradient et la méthode des directions admissibles telles que
proposées par Geromel et Bernussou [15], permet de résoudre ce probléme.
L'algorithme de résolution consiste 3 €valuer @ chaque itération la matrice

du gradient:

%%L51-= 2(RK - BTW) L (51)

ou L et W satisfont les deux €quations de Lyapunov:
T T
WA -BK) + (A-BKW+Q+KRK=0 (52)
LCA - BK)T + (A - BK)L + 1 = 0 (53)
La nouvelle matrice de gain doit &tre telle que pour le pas a > 0:
J(K + aD) < J(K) (54)

ol D est la matrice des directions admissibles, c'est-d-dire satisfaisants

les contraintes structurales sur K, soit DeQ(s). Cette matrice D est
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obtenue en projetant la matrice gradient gi(K sur le domaine Q(s). Cette
derniére opération est réalisée en annulant les termes non désirés dans la

définition structurale de la matrice K (équation 50).

L'application de cette algorithme au systéme &tudié a €té réalisée
en utilisant les matrices de pondération définies précédemment (43). La

matrice de gain optimale s'écrit:

-33.17 -5.92 -87.4 0 0 0 0 0

0 0 0 25.6 0 0 0 32.08

Les réponses indicielles obtenues en simulation sont données aux Fi-
gures 10 et 11. Les réponses temporelles face d une perturbation sont
représentées aux Figures 16 et 17 tandis que les réponses en fréquence de

chacun des sous-systémes sont montrées aux Figures 14 et 15.

5. COMPARAISON

La résolution d'un m@me probléme de commande a& 1'aide des différentes
approches exposées précédemment permet de dégager un certain nombre d'ob-
servations sur différents points de comparaison: par exemple, les carac-
téristiques de chaque approche, le type de spécifications rencontrées, les
problémes de mise en oeuvre computationnelle, etc... L'objectif recherché
est d'éclairer le champ d'application de chacune de ces méthodes ainsi que

leurs potentiels propres face & un probléme spécifique.
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- Caractéristiques de 1'approche

Les techniques fréquentielles et la commande optimale reléve de deux ap-
proches nettement distinctes. Pour les premiéres, le probléme est atta-
qué boucle par boucle; préalablement, la structure de commande ainsi que
1'ordre de conception de chacune des boucles doivent &tre choisis. Puis
d'une facon itérative, chaque boucle est analysée en tenant compte des
intéractions sur 1l'ensemble du systéme. Ce travail est facilité par le
fait que les réponses fréquentielles utilisées sont riches en information
d la fois sur 1'ensemble du systéme et sur 1'effet précis d'un compensa-
teur pour obtenir une réponse conforme aux spécifications. Toutes ces
informations sont condensées dans quelques diagrammes. Dans le cas de la
commande optimale, le probléme de 1l'obtention d'une réponse temporelle
est abordé d'une facon globale et selon un formalisme mathématique rigou-
reux. Pour le régulateur de Kalman, la commande proposée posséde des
propriétés de stabilité et d'optimalité intéressante. Cependant, son
implantation pratique nécessite généralement la réalisation d'un observa-
teur pour reconstituer tous les &tats du systéme. Selon cette optique,
la commande décentralisée posséde 1l'avantage supplémentaire de tenir comp-
te de la nature physique du syst&me en permettant la synthése de compen-
sateurs possédant une structure particuliére (PI ou PID). Dans les deux
cas, la validité de la solution obtenue, tant en régulation qu'en pour-
suite, dépend de la pertinence du critére par 1'intermédiaire du choix de
des matrices de pondérations Q et R. La méthode de Schultz-Melsa offre
une solution pratique 3@ ce probléme; elle manque cependant de rigueur et

de généralité.
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- Nature des spécifications

La diversité des spécifications et la difficulté de les transposer du
domaine fréquentiel au temporel, et vice-versa, rend souvent difficile

la comparaison. La commande optimale reléve principalement de spécifi-
cations sur la réponse temporelle. Les caractéristiques fréquentielles
(bande passante, atténuation des perturbations) doivent &tre analysées

a posteriori. Par contre, les techniques fréquentielles permettent de
traiter directement ces derniéres spécifications. En effet, une dynami-
que donnée peut &tre imposée dans le choix d'un compensateur, et le com-
portement du régulateur vérifié immédiatement. Il est ainsi possible

de dégager un bon compromis entre deux spécifications: dynamique et sen-

sibilité.

Mise en oeuvre sur ordinateur

Le probléme de commande optimale par retour d'état complet se résout aisé-
ment; la matrice de gain est obtenue moyennant la ré&selution d'une &quation
matricielle de Riccati. L'algorithme de résolution du probléme de commande
décentralisée pose certaines difficultés notamment au niveau du choix d'une
valeur initiale stabilisante et du pas d'avancement (o). De plus, deux &é-
quations de Lyapunov dont 1'ordre &égale 3 celui du systéme, doivent &tre
résolues 3 chaque itération. Finalement, la non convexité du probléme a
pour conséquence que la satisfaction des conditions nécessaires d'optima-
lité permet d'atteindre un minimum simplement local. Dans le cas des
techniques fréquentielles, il est nécessaire de disposer d'un logiciel

permettant d'évaluer les différents diagrammes requis.
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- Résultats obtenus

Les résultats comparés des trois méthodes sont donnés sur les Figures 10

a 17. On remarque d'une fagon générale que les différentes courbes obte-
nues sont similaires d quelques différences prés. Par exemple, pour les
courbes de sensibilité aux perturbations (Figure 15), 1'écart de 1'ordre

de 5db entre la commande décentralisée et les techniques fréquentielles

est dG 4 une différence entre les gains statiques des différents compen-
sateurs. Les courbes de réponse temporelle d un échelon de perturbations
(Figures 16 et 17) mettent en €vidence les différences plus marquées dans
le comportement du systéme: le régulateur de Kalman permet une nette amé-
lioration de la réponse temporelle pour la régulation du systéme mais exige

évidemment plus. d'informations.

CONCLUSION

La synthése de la commande d'un systéme multivariable, en occurence
de réglage fréquence-tension d'un ensemble moteur-générateur, a €té réalisée
en appliquant trois méthodes différentes; une technique fréquentielle basée
sur la notion d'invariance absolue et procédant boucle par boucle, le régu-
lateur optimal de Kalman et la commande décentralisée optimale. Les caracté-

ristiques de chacune de ces méthodes sont résumées dans le tableau suivant.
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COMMANDE

par retour complet
(régulateur de Kalman

OPTIMALE

décentralisée

)

TECHNIOUES FREQUENTIELLES

Mode d'approche

GLOBAL

E

selon un formalisme mathématique ri-

goureux

BOUCLE PAR BOUCLE

le choix d'une boucle est
réalisé en tenant compte de
1'effet de bouclages précé-
dents

réponse temporelle (dépassement, amor-

- dynamique donnée

Spécifications | tissement, temps de réponse) - atténuation des perturba-
tions
nécessite un observa- selon la structu-| implantation de compensateurs
Réalisabilité teur d'état re désirée classiques (PI, PID, avance-

retard de phase)

Mise en oeuvre
sur ordinateur

simple - initialisation | - écriture des fonctions de
’ stable transfert
- choix du pas - nombreux diagrammes &
- convergence tracer
- unicité de la
solution

Tableau 1:

Tableau récapitulatif

L'extension de ces méthodes a des systémes d'ordre plus élevé pose

différents problémes.

pe, indépendantes de 1l'ordre du systéme.

Les techniques de commande optimale sont, en princi-

Cependant, au niveau de la mise

en oeuvre numérique, la dimension mémoire requise et le temps de calcul aug-

mentent d'une facon prohibitive avec la dimension du systéme. Dans le cas

des techniques fréquentielles, la quantité des diagrammes 3 tracer et le nom-
bre de boucles @ manipuler augmentent aussi considérablement avec 1'ordre du
systéme. Des &études ultérieures permettront d'apporter une contribution en

Ce sens.
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