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1. INTRODUCTION

Les systémes d'équations différentielles aux valeurs limites
peuvent se solutionner numériquement de facon plus ou moins précise.
Cette précision est grandement affectée par le choix du maillage em-

ployé ainsi que par le traitement des conditions frontiéres.

On sait qu'un maillage rectangulaire dans un domaine complexe
ne permet pas une représentation précise des frontiéres (fig. 1). 1I1
est donc nécessaire d'interpoler lors du traitement de la plupart des

noeuds de frontiéres donnant ainsi lieu d une erreur.

De plus, le calcul des noeuds intérieurs &tant différent du
calcul des noeuds de frontiéres, ce genre de maillage alourdi considé-

rablement la programmation.

I1 est possible de remédier d la complexité des frontiéres

en adaptant un maillage 3 la géométrie du domaine (fig. 2).

Le fait de solutionner un systéme d'équations différentielles
sur un tel maillage, simplifie le probléme des conditions frontiéres,

mais complexifie quelque peu 1'équation de départ.

Thompson en réf. (2) a donné une facon facile de construire
des maillages s'adaptant 4 n'importe quelle géométrie. La solution
d'un systéme d'équations différentielles partielles elliptiques par
méthode numérique, permet d'obtenir les coordonnées curvilignes de
ce maillage. Le choix d'une méthode numérique particuliére pour la
solution d'un tel systéme d'équations, dépend souvent du rendement

(précision de calcul/temps de travail) qu'elle offre.

Camarero et Younis en réf. (1) ont déja effectué quelques
comparaisons entre les méthodes de relaxation par points, par ligne

ainsi qu'une technique pour accélérer la convergence: MULTIGRID.



Dans ce travail, on propose une méthode améliorée pour
la génération de maillages curvilignes adaptés aux frontiéres. La
méthode utilisée est un procédé de relaxation par lignes et par
colonnes alternativement. Ensuite une technique de multigrid est

appliquée pour accélérer la convergence.

Comme le raffinement du maillage est souvent nécessaire
dans différentes régions du domaine, plusieurs auteurs (réf. (1,2,
3,4,5)) ont déja abordé le probléme avec un certain nombre de tech-
niques. Aussi on présente dans ce rapport une nouvelle approche

dans la fagon de concentrer les lignes du maillage.

Enfin on applique cette méthode a un cas particulier soit

un canal interaube d'une turbomachine.



2. MAILLAGES ADAPTES

Le maillage adapté, proposé par Thompson réf. (2), est
caractérisé par certaines lignes de coordonnées qui épousent parfai-
tement la frontiére du domaine. Thompson en explique 1'idée direc-
trice en observant un cas particulier du maillage adapté: les coor-
données cylindriques. En effet, la meilleure facon de traiter un
domaine aux frontiéres circulaires se fera dans un systéme de coor-
données cylindriques. De la méme facon, le maillage adapté moule

précisément la frontiére du domaine quelqu'en soit la géométrie.

Le changement de coordonnées s'effectue en transformant
les variables du domaine physique (Z, ¢) dans un domaine de calcul
rectangulaire (n, T) (fig. 3). La méthode consiste @ solutionner

un systéme de deux &quations de Poisson dans le domaine physique:

Ny, * oo = Q(n, 1) (1)

T, + T R(n, 1) (2)

ZZ folo}

Dans 1'étude présentée, on applique cette transformation
bidimensionnelle & un canal interaube de turbomachine. (appelé

aussi '"'cascade'').

Les quatres frontiéres de ce domaine sont représentées
par T , T, ' et T . Ils coincident avec n=m1n pour [ ,
1 2 3 4 1 3

= r T =1 our T et T= T our I .
n ﬂ2 p our 4 > 1 P i 2 p 2

Les conditions frontiéres de Dirichlet sur le domaine

physique s'écrivent donc:

n n (z, ¢)

w] = 7 s (2, ¢) € 1"]l
(n) <n2 £z, ¢)) :

2] = - > (2, 0) e,

2



<[) ([ ) ¢ )
. (Z, ) 3 ( 3 ) 3
( ) 1 > 4
T <T (Z, q)) 3 ( > )

ou n 5 n g T 5 T sont des constantes (n2 >n) et (1T >71)
1 z 1
et n (Zs ¢), n (Z %), T (z, ¢) et T (Z, ¢) sont des fonctions
4

monotonlque spec1f1ees respectlvement sur Fl, F2, Fs’ F4.

En transformant ce systéme dans le domaine de calcul (n, T)

on obtient les &quations différentielles elliptiques non-lin€aires

suivantes:

by * Yorp - 286+ I*Qo, + IR =
Oz * VL - 2anT + J’QZn + J’RzT =
o «s gt
Y = ¢; + Z;
B = ¢U¢T + ZnZT
J=¢ 2. - 0L

ainsi que les conditions frontiéres transformées:

o[£, .
= selon T
z} £ (n, r)} 1
9\ _ g, (n,,T) I —
z g, (n,,1) ?
(¢ h, (n,T,) )
\Z = h m, T, ) selon F3
¢ = Iq (n, 2 ) selon P:
2 \q (n,7,)

(5)

(6)

(7)

(8)



Les fonctions f , £, g, g, h, h,q et q sont spécifiées
1 2 1 2 1 g 1 2

par la forme des fonctions I , T , T et T
1 2 3 4
On est donc maintenant en présence d'un domaine de calcul
rectangulaire (n, T) dont les coordonnées sont espacées d'inter-

valles uniformes.

La résolution du systéme d'équations précédent permet

d'obtenir les coordonnées du maillage physique (Z, ¢).

I1 est possible d'utiliser les fonctions Q et R pour
controler la concentration des lignes de coordonnées dans certaines
régions du domaine physique. Quelques auteurs ont déja discuté
différentes concentrations de maillages a l'aide de ces fonctions

(réf. 1,2,4).

On présente ici une nouvelle approche dans la facon de
varier la densité du maillage. Avant le changement de coordonnées
déja vu, il s'agit d'effectuer une transformation dans un domaine
rectangulaire (P, &). Cette fois les coordonnées de ce maillage
ne sont pas espacées uniformément, mais plutdt disposées selon une
ou plusieurs fonctions analytiques. La fig. (4) montre un exemple
de concentration, selon la direction U, d& l'aide d'une fonction
analytique simple. Ensuite, on peut effectuer le changement de
coordonnées dans un domaine de calcul rectangulaire ayant un maillage

espacé uniformément (n, T).

La concentration des lignes de coordonnées peut donc &tre
différente sur chaque axe et aussi différente d'une région a une

autre du domaine.
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En résumé, les transformations de coordonnées se font

comme suit: (fig. 5)

, ¢) > @, &) > M, 1)

Comme on désire une concentration selon des fonctions

analytiques: ¥ = Y(n) suivant n et & = E(T) suivant T.

Les équations (1), (2) et (3) s'écrivent aprés cette

double transformation:

J2Q Yin i Srr
ap_ . + Y . - 2Bp * [0 ———]¢ + - WYl =0
nn T nt xpn wn n €T ET T
J*Q Yn J*R bt
aZ YZ _ -2BZ _+ |[=—-a———]in+ |5¥—-yvy—=—])Z_=0
nn TT nt ‘pn wn ET &T T
o = ¢?{' 4 Z%[
= ¢ + 72
Y ¢n +
B =00, Znie

Les conditions frontiéres sont
(¢) (f 01, E(T)))
z) — \f (n » £LT))
g (n, E(T))) o
<g i, o EfjRF =% §
(h Wwm), T )

* %
selon T

h () selon TI'**
5 Wwm, T)
q wm), T)

* %
selon T

N S
SNS——r" SN——" SN—"
1]

(9)

(10)

(11)

(12)
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Les fonctions f , £, g, g, h, h,q et q repré-
1 2 1 9 1 2 1 2
sentent encore la forme connue des frontiéres I , I' , T et T,
1 2 3 4
sauf qu'ici, les points de la frontiére sont choisit suivant les

fonctions de concentration & = &(1t) et Y = Y(n).

Avec un choix judicieux des fonctions de concentration,
il est relativement facile d'obtenir les variations de densité de
maillage désirées. Les fonctions Q et R deviennent alors inutiles

et peuvent €tre posées a zéro.

Cependant il est encore possible de se servir de ces fonc-
tions pour obtenir davantage de concentration en combinant les méthodes

nouvelle et traditionnelle.

On peut simplifier 1'écriture des &quations en les récrivant

de la facon suivante:

Opn * Yorp - 280+ Q¢+ R'gp =0 (13)
2oy * Yopp - 2B+ QZ % R'Z_ =0 (14)
Oﬁ a=¢2+22
Y=(i)?_]+z2
B = ¢n¢T + ZnZT
' (15)
d = §2 - G2
@ - 29 om
N N
J
R'=-—€—B—-’Y%
T T

Aprés la résolution de ce systéme d'équations elliptiques
deux fois transformé, on obtient les coordonnées du maillage adapté

selon la concentration désirée.
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Les transformations conformes et orthogonales sont des cas
particuliers du maillage adapté. En général la résolution du sys-
téme d'équations elliptiques ne génére pas un maillage orthogonal,

ce qui n'est pas essentiel dans la majorité des problémes.

Finalement, il est d remarquer que cette méthode de géné-
ration de coordonnées peut se généraliser pour des maillages adaptés

a4 des géométries en trois dimensions.
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3. CHOIX D'UNE METHODE NUMERIQUE

En général, la résolution du systéme d'équations (13) et (14)

ne se fait que de facon numérique.

D'abord toutes les dérivées du systéme sont remplacées par
des différences centrées précises au deuxiéme ordre. Le systéme
d'équations différentielles devient donc un systéme d'équations algé-
briques pour chaque point (ni, Ti) du domaine de calcul. Comme ce
domaine est discrétisé de facon uniforme, on choisit An et AT uni-
taire pour simplifier les &quations. Ainsi n varie de 1 a L.
et T de 1 a L P Les valeurs de L - et T . sont respecti-

vement le nombre de colonnes de coordonnées et le nombre de rangées de

coordonnées. On a donc en tout point (ni, Ti) une équation algébrique

donnant la valeur nodale de ¢ij et de Zij'

Pour les coordonnées tangentielles:

0'lByng = By + Ggoggl * WlOp5 = By + 455 4]
© 2800500501 7 Piggen T $hane1 T 0ogon]/4AnAT
Q8,5 7 951,5)/280 ¢ R D044, - 0y 4l 2T =0
et pour les coordonnées axiales
Wl By, ™ Py ¥ Bgg gl * T8 ~ Wy # Byl
- 2B [ Z. -2 = 7 + Z ] /4AnAT

i+l,j+1 i-1,j+1 i+1,j-1 i-1,j-1

(16)

(18)

+ Q”(Zi+1,j - Zi—l,j)/ZAn + By [Zij+1 - Zij_l)/ZAT =0 (17)
o = (5,1 = 95907 * gy, - 235 ")/ (D7 (am)?)
VUm0 5 - 950y, (g, 5 - 23,97/ ()P a)?)
B = {W0qu1,5 = P5.0,57 Pije1 ~ By5-0) * (Byaq,g ~ Z4o9,4)

%3541
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et ¥ =9Y(n)
E=¢g(t) ou P(n) et &(r) sont des fonctions analytiques connues.
2 (" 2 E
Q= [T et e g, R s [ ot Y
n n i3 T

On a donc pour 1'ensemble du domaine un systéme d'équations
algébriques non-linéaires couplées. Les méthodes de solution les
mieux adaptées pour ce genre d'équations sont itératives. Certaines
de ces méthodes ont déja fait 1'objet d'études par le passé. (réf. 1)
L'expérience de ces auteurs nous a permis d'entreprendre une &tude

comparative des quatres techniques suivantes:

1. Surrelaxation a) par ligne
(5.0.R) b) aux directions alternées.
2. Multigrid a) par ligne

b) aux directions alternées.

On peut juger de leur performance en se basant sur les critéres de

comparaisons qui suivent:

Le taux de convergence.

La facilité de mise en oeuvre.

La solution par S.0.R. Ligne est une méthode itérative
semblable a4 Gauss-Seidel sauf qu'elle résout une ligne a la fois au
lieu de travailler point par point. Bien qu'elle requiert la réso-
lution d'un systéme tridiagonal, cette méthode implicite converge
plus vite. Le fait de solutionner simultanément tous les points
d'une ligne permet de faire ressentir instantanément les conditions
frontiéres aux points intérieurs du domaine. Cette caractéristique
correspond fidélement & la nature elliptique du probléme. De plus,

le taux de convergence peut-&tre encore accéléré par le facteur de
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surrelaxation. La méthode de S.0.R. aux directions alternées est
basée sur le méme principe que la précédente. La différence vient

du fait que dans un premier temps, on relaxe par rangée et dans un
second, on relaxe par colonne, on alterne ainsi la direction de chaque

balayage jusqu'd une solution.

MULTIGRID

La méthode multigrid est une technique itérative permettant
d'accélérer la convergence d'un probléme de relaxation. Cette méthode fut
proposée par Brandt (réf. 6) et utilisée par quelques auteurs (réf. 7,8).
Fondamentalement, il s'agit de résoudre par relaxation un méme probléme
sur une série de maillages de finesses variées. On permet une inter-
relation entre les maillages en interpolant les résultats d'un maillage

grossier sur un maillage plus fin.

11 a été démontré (Brandt 1976) que la variation du résidu
peut €tre disséquée en série de Fourier et qu'une technique particu-
liére de relaxation atténue sélectivement les composantes dont la
longueur d'onde est du méme ordre de grandeur que la maille de
la discrétisation. Aussi verra-t-on des taux de convergence diffé-

rents pour des maillages de finesses différentes.

On utilise ici un algorithme développé en réf. 7 et déja

utilisé en réf. 1 pour des problémes similaires.
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4. SCHEMA DE RELAXATION

Toutes les méthodes de solution utilisées dans le présent
travail sont bas€es sur un méme shéma de relaxation: S.O.R. par
ligne. C'est pourquoi il est essentiel d'en comprendre son dévelop-
pement. Avec une technique de relaxation par ligne (rangée ou colonne),
on solutionne simultanément de facon implicite tous les noeuds d'une
ligne. Méme si cette méthode requiert la résolution d'un systéme
tridiagonal, elle reste plus efficace qu’une méthode explicite de
relaxation par point. En effet la solution de tous les noeuds d'une
ligne & la fois permet aux noeuds intérieurs de ressentir instantanément

les conditions frontiéres pour ainsi en améliorer la convergence.

Voici une description détaillée de la discrétisation des

équations suivant une rangée et une colonne.
4.1 S.0.R. PAR RANGEE

On représente a la figure 6, la configuration typique d'une
relaxation par rangée. Afin de respecter la configuration de la fig. 6,
les équations discrétisées (16) et (17) sont récrites en fonction du

statut des noeuds considérés.

@'85,y,5 = Byy + B3y 50+ V'0y5, - 2By5 + 055 )

= B'U950, 501 " $io1, 541 " ¢;+1,j-1 * ¢;-1,j-1]

R CIUE A B S CRER N LN (19)
a'[ii+l,j - Ziij + ii-l,j] # Y'[Zij+1 - Zzij + Z;j-ll

= B %500, 501 = %4101 " Z;1,3'-1 * Z;—l,j-ll

+Qlzy, ;- ii_l’j] + B2, - z;j_ll = (20)
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ol B' = 2B/4AnAT
Q* = Q"/24n (21)
R* = R"/2AT

et o' et Yy' ont déja été identifié: &q. (18).

Aussi on identifie

¢ comme de vieilles valeurs provenant du

Z balayage précédent.

+ _—
¢ comme des valeurs corrigées; connues par la

+ - -~ - 3 . .

Z relaxation précédente ou par les conditions frontiéres.

comme des valeurs inconnues.

Z

Ces valeurs sont reliées au facteur de surrelaxation par les relations

suivantes
B -
¢ =¢ + wld - ¢)
. _ (22)
Z =2 +w(Z - 2)
w ¢&tant le facteur de surrelaxation. On a donc pour les valeurs
inconnues
¢. . =¢. . +CF, ./w
1JJ llJ l’J (23)
Z. .=12. .+ CZ. ./w
l’J 1,J l’J
ol les corrections sont définies comme
+
CF. . =¢. . - ¢. .
1’J q)l)J ¢1,J (24)
cz. . =121 . -12. .
1,)] 1,) 1,)]
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En substituant les €quations (23) et (24) dans les équations (18)
et (19) on obtient:

1_O* 1 ' ' *
©'-Q%) g _20'Y) b, (@'Q7) p
W i-1,3 w ij w i+l,j
= - o ! - ' e *
RF;; - Y'CFi, o = B [CFi,q,51 CFi_l’j_I] + R'CFy, (25)
<0 ¥
¥ cz, . . -2 o o, @HQT) o
W i-1,j w ij w i+l,j
= e = Y'CZ - R! - *
RZ; 5 Y'C i5-1 B (cziﬂ’j_1 czi_l,j_l) + R7CZy5 (26)
ol les résidus RFi et RZi 3 s'écrivent:
> 3
- ] - .
REgy = 8" (g, = Myg * ¥pa,9)
' - 20.. + b.. . :
IRCERRCRRC R (27)
- B4, 50 -.¢i—1,j+1 " %4517 ¢i-1,5'1)
' x(d . -
+ Q*(¢i+l,3 = ¢i-1,J) + R (¢ij+1 ¢1J_1)
= - . Z. 3
RZj5 = @' @ian,y 7 %5 * B y)
' =
+ Y (Zij+1 ZZij + Zij-l) =
_ . - . Z. ;
B Z31, 01 = 41,541~ Fied,g-1 * Fion,g-0)
+

* -
Wy 5~ D90 * TP < Ba9-r)

La forme des équations (25) et (26) laisse apparaitre un systéme tridia-

gonal lorsqu'on y substitue tous les points d'une colonne.
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i = r g
B C T CF T D
2 2 2 s
A B C CF D
3 3 3 3 2
A, B. C. CF, =] D, (29)
i i i 1 1
An-1 By-1 Sl Sl Dn-u
b - - = h
B C CZ DD
2 2 2
A B C cz DD
3 3 3 3 ?
A, By c, Cz, = | bo, (30)
| Aicr Baar G Al I L -1
ol
A = (@ - Q1)/u (L
B, = -2(a' +'¥')/w (32)
C, = (a' + Q*)/w (23]
— - - ! . . = &
D, Rpi’j v cFi,j_l B [CFi+1,j-1 CFi_l,j_l] + R CFi,j_l (34)
= - - ' s ! - B
DD; = -RZ; 5 - Y'CZ; 5 ) - B [Czi+1,j-1 czi_l,j_ll +R*CZ; 5 g (35)
et les conditions frontiéres sont:
CF = CFrl =0
1 (36)
CZ =CZ =0
1 n

L'évaluation du systéme tridiagonal (29) et (30) donne la valeur des
corrections CFi et CZi . servant 4 modifier les valeurs recher-

£ f

chées ¢i j et Zi

3 3
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4.2 G5.0.R. PAR COLONNE

En respectant la configuration d'une relaxation par colonne

(fig. 7 ), on peut réécrire les équations (16) et (17) de la fagon

suivante:
o * ' (d - 20.. + 0..
0L'(¢i+l,j - 2¢1J * ¢i—1,:]) + Y (¢)IJ+1 ¢1J ¢’1J_1)
+ +
- B'(5,1 541 7 bi-1,541 " ®ae1,5-1 * %101,5-0)
* - *(% - 3. . =0 (37)
F QA (0, 5 - b5y 5) P Ry - $550p)
7 + ' 7 - --. _-.
et a'[Zi+1,j - zzij + Zi-l,j] + Y [Zij+1 22lJ + le_ﬂ
+ +
- B'Zi,0 gu1 7 Zio1,4e1 T Zied,je1 * Zie1,j-1]
-z *(Z -5, . =0 38
+ Q*[Zi+1’j zi_l,j] + R (zij+1 213-1) (38)

Et de la méme fagon que précédemment, on obtient

*
!Y'-R*) CF. ) - ZM CF‘ . + _&R_) CF_ " = —RF. . = a'CF. 1 .
W 13_1 w lJ w 1’J+1 lJ e ’J
~BUCFy 1,501 = %Fa1,9-1
39
+Q*C}:"i__1’:j (39)
%
o (V'-R*¥) o _20@YY) o, (*RT) o L Rz - a'cz. .
w ij-1 w ij w i,j+1 1] Bedsl
-B'[czi_l,j)r1 - Czi-l,j-ll
+ Q"CZi_l,j (40)

et ol los variables sont définies a la section précédente.



Les constantes du systéme tridiagonal sont alors:

A, = (' - R%)/w
B. = -2(a'" + Y")/w

C. = (v' + R)/w

3
= =~RE = ' = ' = *
Dy Rri,j o CFi-l,j B (CFi-l,j+1 CFi-l,j-l) +Q CFi-l,j
= e o ! - L = *
DDi RZi,j o Czi—l,j B (Czi—l,j*'l CZi-l,j-l) + Q CFi-l,j

4.3 S.0.R. AUX DIRECTIONS ALTERNEES

La combinaison des deux derniéres méthodes (S.0.R. rangée,

S.0.R. colonne) permet d'obtenir une méthode mixte appelée S.O.R.

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

alternée. C'est une technique 3 deux €tapes: Dans un premier temps,

tout le domaine est balayé dans un sens et dans un second temps, le

balayage se fait dans 1'autre sens. Un cycle est donc constitué de

deux balayages.

Les discrétisation des équations (15) et (16) sont donc

les mémes. (€q. (25), (26), (39) et (40))

4.4 DIRECTION DU BALAYAGE DE RELAXATION

Le taux de convergence d'une méthode de relaxation peut
8tre grandement affecté par le sens du balayage. La valeur du
choix du balayage dépendra de 1l'ordre de grandeur de chacun des
coefficients devant les dérivées. Habituellement, on choisit le
sens du balayage pour coincider avec la direction de propagation
de 1'information physique. Il est donc important de tenir compté

des conditions frontiéres ainsi que du type.
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Dans le cas ol le choix d'une direction de balayage n'est

pas évident, il peut €tre avantageux d'alterner les sens du balayage.

On compare dans le présent travail 1l'efficacité de la

méthode S.0.R. ligne avec S.0.R. aux directions alternées.

4.5 LA METHODE MULTIGRID

On résume dans cette section la description, déja fait en
réf. (1) de la méthode MULTIGRID

Cette méthode est une technique accélérant la solution de
probléme itératif, grace 3 1'interaction entre les maillages d'une suite
hiérarchique de discrétisation du domaine. Elle accélére la conver-

gence des techniques de relaxations déja vu dans la section précédente.

C'est Brandt réf. (6) qui 1l'introduisit le premier; Camarero
donne en réf. (7) une description utile 4 la mise au point d'un pro-

gramme sur ordinateur.

La méthode multigrid comprend essentiellement deux €léments;
d'abord le lissage de la solution sur le maillage fin, c'est-a-dire
1'élimination dans 1'erreur des composantes d hautes fréquences (dont
la longueur d'onde correspond & l'ordre de grandeur du maillage); et

ensuite la correction de cette solution provenant de la résolution du

méme probléme sur un maillage grossier.

La premiére partie se fait par une méthode de relaxation et

la seconde par des interpolations des résidus.
4.6 ALGORITHME

1) Chercher une solution initale sur le maillage fin GM

(ufM, uzM)



2)

3)

4)

5)

6)

7)

23

Lisser la solution et calculer le résidu sur le maillage

fin GM

LM(ufM, uzM)

Résoudre 1'équation résiduelle sur le maillage le plus

grossier G°
L% (uf®, uz’) = F°

on prend comme solution de départ

(uf®, uz®) = I&(ufo, uz®)

et F° = I& LM(ufM, uzM) - LO(I& ufM, I& uzM)

quand le résidu de LD(ufo, uz’) est suffisamment bas
(convergence assymptotique) interpoler la solution sur
le maillage suivant, on 1l'utilise ainsi comme solution

de départ pour ce nouveau maillage.
(ufK, uzK) = IK(ufo, uz’)
0
Préparer les paramétres pour le nouveau maillage GK

K = K+1

Calculer le résidu de (ufM, uzM) sur GK+1 et obtenir

le terme forcé.
?K = Iﬁ LM(ufM, uzM) - LK(Ix ufM, Iﬁ uzM)

Utilisant la solution de 1'étape précédente comme point

de départ, solutionner

LK(ufK, uzK) = gK
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8) quand (ufK, uzK) est obtenue avec suffisamment de pré-

cision, on l'interpole sur le maillage suivant.

9) reprendre les étapes 5 @ 8, jusqu'a une solution acceptable.

4.7 EQUATION DE CORRECTION POUR S.0.R. RANGEE AVEC MULTIGRID

La discrétisation et le réarrangement des équations (13) et
(14) pour la méthode de multigrid, se fait de la m@me facon que pour
le S.0.R. ligne (rangée ou colonne). Cependant, un terme forcé& appa-

rait dans le membre de droite 3 cause de 1l'interaction entre les

maillages.
1 _O* [ [ 1407
a CE. . . - 2@'#Y') opoo, (0'Q7) g
W i-1,3 w ij w i+l,]
= FF.. - RF.. - Y'CF..
1] ij ij-1
- ' -
BR300 = SFia, 540
+ R*CF, . (46)
ij-1
* 14y 140*
a'-Q*) o, 2 oo, @*Q]) o
w i-1,7 W ij w i+1,j
= FZ,. -~ RZ.. - T'CZ, ,
1j 1] 1ij-1
~ B, 5-1 ~ Py, 50
+ RKCZ,. (47)
ij-1
oll les termes forcés sont:
o R MM K _K M (48
FFj5 = =Tyl (UF) + L' (I\UF) (48)
- KM M K,_K M 49
inj L (UZ7) + L7(I,uz") (49)

Les autres variables ont déja été définies précédemment.
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4.8 EQUATION DE CORRECTION POUR S.0.R. COLONNE AVEC MULTIGRID

De la méme maniére on a pour S.0.R. par colonne avec

Multigrid les équations suivantes:

LR o J 2@tV e, (1R CF
j W

w ij-1 w ij 1,j+1
= FFij - RFij - a'CFi-l,j
- s'(cpi_l,j+l ~ By 4 5.9
+ QCF; ) (50)
R 200 o, (YRS
w ij-1 w ij w i,J+1
= FLs - RZ; - a'CZy ) s
- B'(CZ; g 541 7 €25 q,5-0)
+QHCZ; ) (51)

4.9 §S.0.R. AUX DIRECTIONS ALTERNEES AVEC MULTIGRID

Similairement 4 la méthode S.0.R. aux directions alternées
sans multigrid, cette technique s'exécute en deux temps. En fait,
ce n'est que le principe itératif qui est @ deux pas. Ainsi chaque
relaxation requiert un balayage du domaine dans les deux sens. L'al-

gorithme du multigrid, lui, reste le mé€me.
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4.10 STRATEGIE

L'efficacité de 1'utilisation de la méthode multigrid
réside en grande partie dans le choix de la stratégie (i.e. le nombre

de niveaux et le nombre de relaxations par niveau).

D'abord on a choisit, pour chaque solution, le nombre maxi-

mum de niveaux permissible. Ce nombre dépend surtout de la quantité

de noeuds dans le domaine.

Ensuite, on utilise un certain nombre de relaxations sur
chaque niveau. Ici il est possible de trouver un trés grand nombre
de combinaisons. Dans le but de simplifier et de permettre une auto-
matisation future du procédé, on a utilisé un nombre de relaxations

constant par stratégie; soit 6, 4 ou 2 relaxations par niveau.
Les résultats ont démontré que la plupart du temps, le
fait de travailler avec 6 ou 4 relaxations par niveau ne faisait

qu'accroitre le travail sans diminuer favorablement le résidu.

I1 en ressort donc qu'ici, la meilleure utilisation du

multigrid se fait avec une stratégie aussi simple que deux relaxations

par niveau.
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5. APPLICATION

La transformation de coordonnées décrite en section 2 offre
la possibilité de concentrer le maillage suivant des fonctions de

distribution désirées.

Ces fonctions, Y = Y(n) et & = §&(T), agissent respecti-
vement sur les lignes de coordonnées n et T, distribuant ainsi les
points du maillage selon la forme choisit. On a utilis& ici cette
technique pour construire des maillages adaptées a des cascades. Dans
ce cas bien particulier, on a besoin de raffiner le maillage le long
des frontiéres, dans les régions du bord d'attaque et du bord de fuite

fig. (8):

On a réalisé ces concentrations en combinant adéquatement
des fonctions cubiques. D'autres types de fonctions auraient pu €tre
utilis@s, mais celles-ci ont démontré certaines qualitées nécessaires

d la manipulation: (fig. 9)

- 1'antisymetrie facile & obtenir.

- un seul paramétre permettant de contrdler la courbure

de la fonction.

- facilement dérivable.

La forme générale de la cubique employée est:

o-v) = 5 ex 3+ 0 ) (52)

y est la variable dépendante, soit Yy ou £
y 1l'ordonnée a 1l'origine
0

X 1la variable indépendante, soit 1 ou T
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X 1'abscisse a 1'origine
C le paramétre contrdlant la courbure 1 <C < 1.5

D distance entre l'origine et la borne supérieure ou

inférieure (selon le cas).

La fig. (10) représente des fonctions cubiques pour diffé-
rents paramétres C. Comme on désire un changement de distribution

et non un changement d'échelle ou de borne, on a donc

y =X (53)

Ainsi en appliquant cette formule d la cascade de la fig. (8),

on a les données suivantes.

1. On emploie sur la frontidre transversale a 1l'écou-
lement, une cubique compléte pour ainsi concentrer les

lignes T 1le long des fronti€res parraléle a& 1'écoule-

ment.

(54)

N-1
0=

2. a) on utilise ici, sur la premiére partie de la fron-
tiére paralléle @ 1'écoulement, une moitié positive
de la cubique pour concentrer les lignes n vers

le bord d'attaque.

(55)
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2. b) Sur le profil, on utilise une cubique compléte pour
concentrer les lignes 1 vers le bord d'attaque et

vers le bord de fuite.

NP-1
X = = MLE +
0 yo W 2
(56)
NP-1
D = =

2. c¢) Sur la derniére partie de la frontiére paralléle 3
1'€coulement, on utilise une moitié négative de la
cubique pour concentrer les lignes n vers le bord

de fuite.

X =Yy = MIE-1
0 0

(57)
D = M-MTE

Pour les calculs servant aux comparaisons des méthodes numé-
riques, le paramétre '"C'" @&tait égal a 1.0, c'est-da-dire aucune con-
centration des coordonnées. Cela correspond d des termes Q* et R*

nulles.

Les figures (11) montres différentes concentrations de
maillage. On peut comparer avec la fig.(10), pour laquelle il n'y a

pas de concentration.

Cette technique de raffinement du maillage permet donc de
bien mouler la frontiére du domaine. On remarque sur les fig. (11)
que 1'effet des paramétres de concentration (Cl1 et C2) est propor-

tionnel et facile a prévoir avec un peu d'expérience.

En plus de s'implanter facilement sur ordinateur, cette
méthode peut s'adapter rapidement d un programme de maillage utili-
sant déja la méthode de Thompson (TTM). En général, les résultats
pour des cascades permettent de croire au succés de 1l'utilisation de

cette méthode pour des géométries encore plus complexes.
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6. RESULTATS ET CONCLUSIONS

L'étude comparative a porté sur les 4 méthodes de relaxations

décrites dans ce rapport:

1) Surrelaxation par ligne
2) Surrelaxation aux directions alternées
3) Multigrid par ligne

4) Multigrid aux directions alternées

il s'agit d'en évaluer le rendement en fonction d'un certain nombre de
paramétres tels que le facteur de surrelaxation, la stratégie du Multigrid

et le nombre de noeuds dans le domaine.

Toutes les comparaisons sont basées sur des courbes de rende-
ments; i.e. la précision des résultats en fonction du travail (ou du

nombre de calculs) pour obtenir cette précision.

La précision des résultats est donnée par une moyenne quadra-
tique des résidus sur le domaine entier. Et 1'unit& de travail est
définie par le temps nécessaire pour exécuter une relaxation compléte

(dans une direction) sur tout le domaine.

Les comparaisons ont été effectuées sur les maillages suivant:

a) 65 x 17 (1105 noeuds)
b) 33 x 9 (297 noeuds)
c) 33 x 17 (561 noeuds)

Dans un premier temps, on varie le facteur de surrelaxation
afin d'en trouver sa valeur optimum. Ceci est effectué pour chacune des
deux premiéres méthodes. La valeur optimum est choisie en comparant les

courbes de rendements (ou historique de la relaxation).
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Ensuite on reprend le calcul des maillages en utilisant les
méthodes Multigrid. Cette fois, il s'agit de déterminer la meilleure
stratégie (Nombre de niveaux, nombre de relaxations par niveau) pour

chaque méthode et par la suite, la meilleure méthode.

On trouve aux figures (12) les rendements des méthodes de sur-
relaxation par ligne et aux directions alternées utilisant différents
facteurs de surrelaxation. Aux figures (13), on représente les rende-

ments des méthodes multigrid employant différentes stratégies.

On compare aux figures (14) les solutions optimales de chaque
méthode. On y remarque d'abord que la surrelaxation aux directions
alternées est plus efficace que la surrelaxation par ligne. Comme la
mise en oeuvre de ces deux méthodes est d peu prés la méme, on peut donc
considérer comme plus avantageuse l'utilisation des directions alternées.

Aussi on y note que les méthodes mutligrid sont les plus efficaces.

Et de plus, la méthode de multigrid aux directions alternées
surpassent toutes les autres méthodes. La supériorité des directions
alternées s'explique en bonne part par le fait que chaque point intérieur

du domaine percoit plus rapidement 1'effet bi-dimensionnel des conditions

frontiéres.

Malgré une implantation sur ordinateur plus complexe, la méthode

multigrid demeure une méthode itérative plus puissante.
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Fig. 1 Maillage rectangulaire dans une

géométrie complexe.
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Fig. 2 Maillage adapté a la géométrie

du domaine.
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Fig. 3 Transformation d'un domaine physique
complexe (Z,¢) par un domaine de

calcul rectangulaire (n,T).
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Illustration d'une concentration de

lignes de coordonnées selon 1, entre

deux domaines rectangulaires ((Y,&)>(n,T)).

La fonction de concentration est
1

Y= pm) = n’.
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Fig. 5 Transformation successives de coordonnées

(Z,9)>W,E)~(,T).
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Fig. 9 Représentation d'une fonction cubique

de dilatation avec différentes valeurs

du paramétre '"C"
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Fig. 10 Maillage de 65x17 dans un canal inter-
aube sans dilatation (Cl1 = 1.0, C2 = 1.0)
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Fig. 11 a Maillage de 65x17 dans un canal inter-
aube avec dilatation maximale dans les

deux directions (Cl = 1.5, C2 = 1.5)
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deux directions. (Cl = 1.5, C2 = 1.2)
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Fig. 11 ¢ Maillage de 65x17 dans un canal inter-
aube avec dilatation maximale pour les
lignes de coordonnées transversales et une
dilatation faible pour les lignes de coor-

données longitudinales (Cl = 1.5, C2 = 1.2)
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Fig. 11 d Maillage de 65%17 dans un canal inter-

aube avec dilatation maximale pour les
lignes de coordonnées transversales et
une dilatation forte pour les lignes de
coordonnées longitudinales.

(Cl1 = 1.5, C2 = 1.4)
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Fig. 13 £ Variation du résidu en fonction de la
quantité de travail, pour différentes stratégies.
Maillage 33X17

Solution par Multigrid aux directions alternées.
a) 4,4,4 b) 2,2,2 «c) 6,6,6
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20 39

pour les solutions optimales de chaque méthode.

Maillage 65x%17

a)
b)
c)
d)

S.0.R. Ligne (w = 1.6)

S.0.R. aux directions alternées (w
Multigrid Ligne (2,2,2)

Multigrid aux directions alternées (4,4,4)
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Fig. 14 b Comparaison du taux de convergence
pour les solutions optimales de chaque méthode.
Maillage 33X9

a) S.0.R. Ligne (w = 1.4)
b) S.0.R. aux directions alternées (w = 1.5)
¢) Multigrid Ligne (2,2)
d) Multigrid aux directions alternées (2,2)
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Fig. 14 ¢ Comparaison du taux de convergence
pour les solutions optimales de chaque méthode.
Maillage 33x17

a) S,0.R. Ligne (w = 1.6)

b) S.0.R. aux directions alternées (w = 1.6)
c) Multigrid Ligne (2.2.2)

d) Multigrid aux directions alternées (4,4,4)
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