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DIAGRAMME DE NYQUIST INVERSE

ET

(+)STABILITE D'UN SYSTEME ASSERVI

•K- <-
Quang T. Vu Romano M. De Santis

SOMMAIRE

Ce rapport concerne la stabilité d'un asservissement bouclé, li­

néaire, invariant dans le temps et univariable. La fonction de transfert

en chaîne ouverte est supposée être donnée par le produit L,L , où L, re-
-L Zj JL

présente la fonction de transfert de l'organe asservi, et L^ la fonction 

de transfert du compensateur. L'objectif est de présenter une méthode gra­

phique qui permet d'étudier la stabilité à partir de la représentation po­

laire des réponses en fréquence L^(ju)) et - 1 . Cette méthode est
L2(jiu)

applicable aux systèmes continus dans le temps ainsi qu'aux systèmes échan-

tillonés, et s'intégre bien avec la méthode graphique pour l'étude de la

sensibilité qui a été proposée récemment par le deuxième auteur.

I
* Ecole Polytechnique, Montréal, Québec.

(+) Cette recherche a été en partie subventionnée par le Conseil National

de la recherche du Canada, Octroi A-8244.
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1. INTRODUCTION

Ce rapport concerne l'analyse de la stabilité d'un système de

commande linéaire invariant dans le temps et univariable du type repré­

senté à la Figure 1. Dans cette Figure, L-^ représente l'organe asservi 

et L joue le rôle de système de compensation.

En général le critère classique pour l'étude de la stabilité

d'un système de ce type prévoit l'emploi du diagramme de Nyquist de

Cependant lorsque est un simple compensateur proportionnel, alors la

stabilité est normalement déterminée en fonction des diagrammes de Nyquist 

— . Notre objectif est de généraliser cette dernière pro-de L-^ et

cédure au cas où. est un compensateur quelconque.

Cette généralisation est intéressante dans le sens qu'elle permet

L2

de déterminer la stabilité du système bouclé à partir des mêmes constructions

graphiques qui sont normalement requises pour une étude de la sensibilité

(Voir [1], [2]). De plus, son application se révèle particulièrement effi*-* 

cace dans les problèmes de synthèse lorsque doit être spécifié en fonction 

assigné (Voir par exemple [3]) .

Nos principaux résultats sont constitués par les assertions 1-2-3

d'un

à la section 4. Ces assertions sont obtenues en utilisant la modification du

critère de Nyquist présenté à la section 2, et les propriétés géométriques

discutées à la section 3. Enoncés d'abord dans le cas des systèmes continus

dans le temps , nos résultats sont également applicables aux systèmes échan-\

(*)
(section 5). Les modalités d'application pratique sont illustréestillonnés

(-*) Dans le cas des systèmes échantillonnés les diagrammes de Nyquist peuvent

être aisément obtenus en utilisant PASSA [4j.
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par l’énoncé du critère 1 à la section 3 et par les nombreux exemples de la

section 6.

SORTIEENTREE

a
y ^

L2 (

Figure 1: Système en étude.

II. CRITERE DU REVERS GENERALISE

En relation avec le diagramme de Nyquist de L^L^Cjtü) (Figure 2), 

nous dénoterons par la lettre D le point de départ Ljl^ ^ Par

A le point d’arrivée L-^Iv, (°0) • Afin de rendre possible le développement des 

résultats des sections suivantes nous cherchons à présenter le critère de sta­

bilité sous une forme plutôt analytique que géométrique. A cette fin, nous trou­

verons important de considérer une ou plusieurs des conditions suivantes:

-1IL^ (jœ) | > 1

1^ (jœ)| < 1

arg LjI^Cjw) = (2r +1) rr.

^(jw) I

|L1(jaj) |

(C-l)> L2(ja))

1
(C-2)< L2(ju))

(C-3)+ 1, +2r = 0, • • •

arg LjI^Cjo)) = 2rrT , (C-4)i ^r = 0^ • • •
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1
A arg Li(ju))* (C-5)A arg - L2(jo))A arg L^L? (jm) < 0 <

Au) A(uA(u

i

1
A arg - L2(ju))A arg L-,L2(ju)) A arg> 0 (C-6)>

Ao) Atu Am

En correspondance avec chaque intersection du diagramme de Nyquist avecf

l'axe réel nous pouvons associer une fréquence ayant certaines des condi-

Nous considérerons principalement les quatre en-

et ayant chacun

tions ci-haut mentionnées, 

semblés de fréquences u)^, dénotés par les lettres N, M3 N 

les propriétés suivantes:

1

i) (C-l), (C-3) et (C-5) pour l'ensemble N

ii) (c —l)) (C-3) et (C-6) pour l'ensemble M

(C-4) et (C-5) pour l'ensemble 

iv) (C-2), (C-3) et (C-5) ou (C-4) et (C-6) pour l'ensemble M

iii) (C-2), (C-3) et (Ci-6) ou

I 1

1 1
En correspondance, nous désignerons par les lettres n, m, n et m

et Au point de vueles nombres des éléments des ensembles N, M, N^"

* On note par définition:

A arg L^L2(j m) d arg L-|L?(juu) arglgL^ (jtu +j Am) - argl^L^m)
= limite 

Aur* 0Au) do) Auj

i



-5-

graphique, n représente le nombre de fois que le diagramme de Nyquist L^L^Cjcü) 

coupe l'axe réel à la gauche du point (-1,0)"en montant" m le nombre de fois 

que ce dernier coupe l'axe réel à la gauche du point (-1,0)"en descendant" 

(dans le cas de la figure 2 nous avons par exemple n = m = 1).

Im

WL

%.

Figure 2i Exemple de diagramme de Nyquist
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Enoncé du critère de stabilité:

Le critère de stabilité dépend des positions des points de départ T)

au point (-1,0) de l'axe réel. NousL-^ (j u)) par rapportet d'arrivée A de

distinguons quatre cas différents.

D et A à droite du point (-1,0)Cas 1:

Le système à la Figure 1 est stable si et seulement si:

i) le nombre de pôles instables, p, de L-^U^s) est pair ou nul, et:

(Dii) m - n = p/2

D à gauche de (-1,0) et A à droite de (-1,0).Cas 2:

Le système à la Figure 1, est stable si et seulement si:

le nombre de pôles instables de Lj/^s) est impair et:

A arg LiL2(ju))

i)

p + 1 (2)ii -a) > 0 à tu = 0quandm - n =
2 Am

A arg L-| L2 ( j m)p + 1
< 0 à m = 0 (3)ii -b) quandm n =

2 Am

D et A à gauche de (-1,0)

Le critère de stabilité est similaire au critère du cas 1 sauf 

qu'on doit remplacer m par m1 et n par n1 dans l'équation (1).

D à droite de (-1,0) et A à gauche de (-1,0).

Le critère de stabilité est similaire au critère du cas 3 sauf qu'on 

doit remplacer m par m , et n par n dans les équations (2) et (3).

Cas 3:

Cas 4:
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III. CRITERES GEOMETRIQUES POUR LA DETERMINATION DES INTERSECTIONS

DE L-jL^ju)) AVEC L'AXE REFIL

Pour présenter les critères géométriques qui permettent de déterminer 

les points d'intersection de L^L^Cjcu) avec l'axe réel à partir des diagrammes 

de Nyquist de L^ et -

Soient r^ et deux vecteurs associés avec deux demi droites et 

passantes par l'origine(Figure 3 ). Nous appelions secteur sCr-^, r2) l'ensemble 

des points du plan complexe balayé par la demi droite A^ lorsque tourne dans 

le sens anti-horaire jusqu'à la rencontre de la demi-droite 

secteur complémentaire de s(r^, 

s(rl> r2) le secteur sC-r^ -r2).

— (jtu) 
L2

, nous aurons besoins des définitions suivantes:

A2» Nous appelions 

, et secteur opposé der2) le secteur s(r2, r

/<
h\

V \
S

\

r2

rl\ S\, \

\
\

rlr2
-V

, \\\W
v \ \ \ \

"ri w\
v\ ' \/

-r2

a) b) c)

Figure 3: a) Secteur sO^, r2) ;

b) Secteur complémentaire s(r2,

c) Secteur opposé s(-r

rj);

-'2>r
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Avec ces données nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les prin­

cipaux résultats de cette section.

Proposition 1:

Le diagramme de Nyquist de L-^L^Cjtü) n'a pas d'intersection avec l'axe 

réel négatif dans l'intervalle de fréquence [u^} u^] , si L-^(jtu) est contenu 

dans un secteur s(r-^, r2^ * et “ -1— (ju)) est contenu dans le secteur complémentaire 

s(r2> j (Voir la Figure 4).

Preuve: Si L-^jou) Ç sCr^ rj et - -i- (juj) ç s(r2
2

alors arg L^(jo)) ^ arg [- _1_ (ju))] + 2rn, c'est-à-dire arg - arg ^ 2rrr .
L2 L2 

En observant que arg = arg - arg -_1 + tt , ceci implique que L]L2(j<ju)
l2

n'a pas de point d'intersection avec l'axe réel négatif.

L2

y r-^) y

iV

r1"1

\j

/ L2

«y—>

Exemple d'un cas où il n'y a pas d'intersection avec l'axe réel 
négatif.

Figure 4:
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Proposition 2;

Si, pour une intervalle de fréquence [m^, u^], 

fermé^ contenant l'origine et ayant un seul point d'intersection avec tout 

rayon partant de l'origine,telle que I^Cjuu) est intérieur à T et - (juj)

en est à l'extérieur, alors le diagramme de Nyquist de L-^L^Cjiu) n'a pas d'inter­

section avec l'axe réel à gauche du point (-1,0) pour cette intervalle de fré-

il existe une courbe

quence.

Evidemment si la relation argL-^L^ = (2r+l)T est vérifiée, la 

est à l'intérieur de T et - ~

Preuve:

en est à l'extérieurcondition que 

impliquera que |l^| < | -

L2

—| . Ceci veut dire que les intersections de 
L2

l'axe réel négatif sont à droites du point (-1,0).avec

Figure 5: Exemple d'un cas où il n'y a pas d'intersection à gauche du point -1.
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Proposition 3:

Si, pour une intervalle de fréquence [u^, L-^(juj) est contenu

-i— (joj) est contenu dans le secteur opposé 
L2

s(-r^j_r2)^ diagramme de Nyquist de (j^) n,a pas d'intersection avec l'axe

réel positif dans l'intervalle de fréquence considéré*

Le même raisonnement utilisé dans la preuve de la proposition 1 

permet d'établir la proposition 3.

dans un secteur s(r r2), et -V

Preuve ;

Pour toutes les propositions qui vont suivre nous utiliserons la no­

tation S1(üü1, tü ) pour désigner le secteur s( r , r ) où r 
J- £ 12 1

et r sont deux
Ld

vecteurs dont les extrémités sont définies par les quantités et

2
D'une façon similaire nous désignerons par S (tu^, u^) le secteur s(r^> r^) avec 

r^ et r^ définis par les quantités - (jouj et

4 “2 i
que pour l'intervalle de fréquence L^Tju))~ëst contenu par S

—i- (joi) par S2(tuL, a^).
L2

par l'origine n'a qu'un seul point d'intersection avec L^(jcu)et - -L- (juu) dans 

les secteurs S^(u>^, o^)

- -j- Nous suppose­

rons

et Nous supposerons aussi que toute droite passante

L2
2(o)l, o)2).et S

Proposition 4:

Si, pour ime intervalle de fréquence t(u^, il existe une courbe

ferméeF contenant l'origine et ayant un seul point d'intersection avec tout

1 (jm) est intérieur à F et L-.(jtu) en 
L2

rayon partant de l'origine telle que -

est à l'extérieur, et si l'une ou l'autre des deux conditions suivantes:
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A arg ^(o))tu2) CS1(U>L, uj2) , 

ii) S^Cui^, u>2) CS2(u>1, u^) ,

i) S2(
o>i. < 0

Ad)
1

A arg- L2(u))
> 0

Am

est satisfaite, alors nous avons:

= 1nl ml 

où n_^ et m sont les nombres de fréquences € N et üüj € M dans l’intervalle 

c'est-à-dire que n^ et sont les nombres de fois que I^L^jcu) coupe 

l'axe réel à gauche du point (—1,0)"en montant"et"en descendant"dans l'intervalle 

[(«1, u^], (voir la Figure 6).

m2

/

a) b)

L1

 1
L2

2
>

d)c)

Figure 6: a) et c) Cas où on a n = 11 ml 

^ = 1 et m^ = 0b) et d) Cas où on a n
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Proposition 5;

Si, pour une intervalle de fréquence [1 j une courbe F de la 

proposition 4 existe, et si l’une ou l'autre des deux conditions suivantes:

i) S2^, u^) C S1^, tu2) ,
A argLi(iu)

> 0
Aoi

1ii) S1(ti^, (ju2) CS2(a^, oj2) ,
Aarg-Lo(u))

< 0
Au)

est satisfaite nous avons:

= 1ml ni

où ra^ et n_^ ont les mêmes significations données à la proposition 4.

h
1

'"Zb
U)2

b)

4
'“Z

L1
^ 1

h
>

d)

a) et c) Cas où 'i - “i -1 

1-^ = 1 etb) et d) Cas où = 0
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Les critères graphiques pour déterminer les intersections de L^L^Cjti)) 

à droite du point (-1,0) de l'axe réel sont similaires aux critères énoncés aux 

propositions 4 et 5.

[ (0,0) , (-1,0) ], L-^ doit maintenant être à l'intérieur d'une courbe r, et

- -1_ en être à l'extérieur.
^2

ü 2
le secteur S (u^,u^) doit-être remplacé par son opposé, et la condition d'une 

courbe fermée F peut être supprimée.

Pour les intersections avec le segment de droite

Pour les intersections avec l'axe réel positif
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IV. CRITERES GEOMETRIQUES DE STABILITE

La combinaison des résultats obtenus aux sections 2 et 3 nous 

permet d’établir un critère graphique de stabilité qui prend en considération 

les diagrammes de Nyquist de L^(ja)) et-_l (ju)) du système de base montré à la 

figure 1.
L2

Le critère de stabilité est illustré dans les propositions qui suivent.

Proposition 1:

Si les points de départ D et d'arrivée A de L..L (jm) dans le plan
-L Lu

complexe sont à droite du point (-1,0) de l'axe réel, alors le système bouclé 

de la figure 1 est stable si et seulement si le nombre de pôles instables^ 

p^ du système en boucle ouverte L-^Cs) est pair ou nul, et I - J =

I est le nombre de fois que les situations énoncées à la proposition 5 se pro-

_£ , où
2

duisent, et J le nombre de fois que les situations énoncées à la proposition

4 se produisent.

Cette proposition est une conséquence directe du critère anoncé à la

section 2 et les résultats de la section 3.

Corollaire 1:

Si le système en boucle ouverte L^L^Cjoj) est stable et les points 

de départ D et d'arrivée A de L^L^Cjoi) sont à droite du point (-1,0), alors 

le système en boucle fermé est stable si on peut diviser l'intervalle de 

fréquence [0, 00] en des intervalles de fréquence [<1)^,0^] tels que l'une ou
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1’autre des deux conditions suivantes soient vérifiées:

i) L^(jtu) est situé dans le secteur 8^(01^, o^) et- - 1— (jeu) dans le secteur
L2

complémentaire, pour tu € [tu^, <d ].

ii) L^(juj) est à l'intérieur d'une courbe fermée F contenant l'origine et 

ayant un seul point d'intersection avec tout rayon partant de l'origine

pour tu € [u>r, Wg]»- (jm) est à l'extérieur de cette courbe,
L2

et

Proposition 2:

Si le point de départ D de L L (juj) est à gauche de (-1,0), et le
J- ù

point d'arrivée A en est à droite, le système bouclé de la figure 1 est stable

si et seulement si le nombre de pôle instable p est impair, et

1
A arg Li (tu)p + 1 A arg-L2 (eu)- a)l - J = à tu = 0si >

2
Au) Auu

1

P 1 A arg-L2 (tu)A arg Li (tu)
à tu = 0si

Atu Atu

où I et J sont définis comme dans l'assertion 1.

Si les points de départ D et d'arrivée A sont à gauche du point 

(-1,0), ou si D est à gauche et A à droite du point (-1,0), les critères géo­

métriques de stabilités sont semblables aux assertions 1 et 2 respectivement, 

sauf qu'on doit remplacer I par l\ J par où et
ont une interprétation

similaire à celle de I et J.
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V. SYSTEMES ECHANTILLONNES

Le critère de Nyquist est valide pour les systèmes continus

aussi bien que les systèmes échantillonnés, ([5], p.100). En plus les ré­

sultats obtenus dans les paragraphes précédents sont basés sur les propriétésI
géométriques du lieu de Nyquist dans le plan complexe. Les critères géomé­

triques de stabilité sont donc valides pour les systèmes échantillonnés pré­

sentés à la Figure 8. Evidemment au lieu de considérer l'intervalle de fré-

tu
_ L est layquence [0, °°] on considéra l'intervalle de fréquence [0, —L] où

2 2

fréquence d'échantillonnage.

SORTIEENTREE

>0-^ HL1

L2

Figure 8: Système échantillonné en étude.

VI. EXEMPLES D'APPLICATION

Tous les exemples considérés ont les points de départ D et A d'ar­

rivée à droite de (-1, 0), sauf l'exemple 4.

Exemple 1; Le système bouclé est stable d'après le corollaire 1.

Exemple 2: Le système bouclé est stable d'après le corollaire 1.

Exemple 3: Le système initial L^L^Cs) a 2 pôles instables.
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D'après la figure de l’exemple 3 pour tu f fl.4, 4.8] on a une

n = 1 = _L . Le systèmesituation illustrée à la figure 9. On a donc: m
2

bouclé est stable d'après la proposition 1.

Exemple 4: Le système initial L-^L^ a un pôle instable. 

D'après la figure de l'exemple 4 on a:

1
A arg -£2(0)A arg Ll(aj)

à ou = 0>
Atu Au)

On a d'autre part un € M (u^= 0) . 

La relation:

(P + 1)I- J = est vérifiée car:
2

(1 + P1 - 0 = = 1
2

Le système bouclé est stable d'après la proposition 2.

Exemple 5: Le système en boucle ouverte comporte deux intégrateurs. On doit

donc faire attention aux points d'intersection avec l'axe réel à l'infini, 

cet exemple il y a un uu^ € N à l'infini, 

la proposition 1.

Dans

Le système bouclé est instable d'après

Exemple 6: On a un système échantillonné. Le système bouclé est stable d'après

le corollaire 1.

l

Figure 9: Positions de L^ et Ç [1.4, 4.8].1 pour m
L2
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