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2. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES.

Dans cette section nous résumons les principales définitions des 

opérateurs multi-linéaires et des espaces de résolution Hilbertiens. 

Considérons d’abord un espace d’Hilbert,H, sur le corps, F, et son 

produit cartésien d’ordre n, Hn, muni des règles usuelles d’addition et 

de multiplication par un scalaire.

Supposons que W est une fonction sur le domaine Hn,

En utilisant les notations (x^,...,xn) €Hn et W[x\ .. .xn]

a images

dans H.

nous avons :

Une fonction W: Hn -♦ H est dite n-linéaire si 

W[x'*',.. .x^ + oy, • • • x11] = W[x\ 

pour tout x"*", yÇH, i = 1,..

+tfn i( )tn f } l i( =(-S( v.i.f—t.-( (n= ’=.i.n— t’ i.(’ ](

+—e.f.=.2f b?
. ?MfjX 4>\hMRê ? 

f (= =2’= ’O&? 3.J

fi M NêM ê ? ? E E PtP EE E E = = 9

• 9

fsi.f—t.-(? +( it S;S( et»2f i( =(-S( S’i=.i.f—t.-( (n= ’=.i.n—

i2-nD’( f (n= t-v.=-t.-( 2’ ntfn .Sx2-=tf)( ]tfn it n’.=( ]’ ]—H(Ü

loppement. Par abus de langage nous nous référerons à W comme étant 

un opérateur multilinéaire sur H.

A chaque opérateur n-linéaire W: H11 -♦ H on associe une fonction

W: H -♦ H définie par:

W(x) = W[x,...,x], xGH. (1)

(i) Un opérateur linéaire peut être considéré comme un cas spécial 
d’opérateur n-linéaire.



r

+—e.f.=.2f l? Une fonction W: H -♦ H est appelée opérateur n-puissance 

s’il existe un opérateur n-linéaire W: H11 -» H tel que l’équation (1) 

soit satisfaite.

Définition 3. Une transformation W: H -♦ H est multipuissante si elle

est donnée par une combinaison linéaire d’opérateurs n-puissance.

Un opérateur n-linéaire est dit borné si:

|| W = sup || Wüx1,. . xn]|| < °°• ^r
où r= { Hx1 || = || x2 ||= ||xn || = 1}. De la même façon l’opérateur

n-puissance W est borné si:

||V|| = sup || W(x)||<
Hx ||=1

Les nombres ||li|| et ||^| sont appelées respectivement norme n-linéaire 

et norme n-puissance, évidemment ||ty| < ||V|| . Un opérateur multipuissance 

est borné s’il est composé d’opérateurs n-puissance bornés.

Soit W un opérateur bilinéaire sur H. La permutation, W*-, et 

la moyeme W, de W sont définies respectivement par:

W* [x,y] = W Fy,x]

¥ [x,y]= 1/2 {W [x,y] + W[y,x]} „

Si W = W = W, l’opérateur bilinéaire est dit synétrique. Plus générale­

ment nous avons :
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Définition 4. L’opérateur n-linéaire W5' est appelé permutation de 

type p de l’opérateur n-linéaire W si la relation suivante est satisfaite

*sRMRMlê?? Mfj s*hMmi x2- ??êMmfj
> EE 9

2y x } Gqiê E E >, qfj (n= ’f( x(-S’=t=.2f ]( i<(fntfvi( 2-]2ff— Gbêlê ???êf€ê 

??êMfJ ’f —i—S(f= D’(i)2fD’( ]( wf?(= 3MR~Tl
N E

+—e.f.=.2f •? * (n= ].=( S2q(ff( ]( * n.

f5*hMbêMl fs. b . ê kNJ ~ - b l? ?êM j l NhM êM ??êMljR E • A

°ù {PJ: j = l,n!} sont toutes des permutations distinctes de {1,2,...,n} et 

(x^x2 ? ?êMfJ O wbb?
9 E

+—e.f.=.2f Q? W est dite symétrique si les équations

*hMçMlê?? Mfj s *RMsIMl fê ? f- b lêM j }? \hM êM M1bjA e > • • • > • • • }

n2f= nt=.net.=(n x2’- =2’=( x(-S’=t=.2f x ]( Giêlê???êf€ (= x2’- =2’= 
3MRMl ??êMfJ Kwf?

N E

af =-t.=tf= ](n 2x—-t=(’-n S’i=.x’.nntf)(ê .i (n= —H.](f= D’( *ê*A 

(= * u—f:-(f= =2’n i( S;S( *?

lI2.= wê i<(nxt)( a’)i.].(f P ê
l l lConsidérons l’opérateur W2:[R ] -»R défini comme suit: 

= (zpz^, x1 = (xpX^)? x2 = (x2, x2) ç R2

Z1=^111X1X1 + ^112X1X2 + ^121X2X1 + ^

Exemple 1. S’f. ]’ x-2]’.= n)tit.-( 2-].ft.-(?

y*1,*2]I. / ê ti2-nêê (= / }

b l
lllTlTl <



'

«l pl!.T1T. X pl1l T.Tl X pll”. b l 1 l
lll TlTlW (TlT~?

o(= 2x—-t=(’- (n= v.i.f—t.-( (= 22-f—ù 

x2’- =2’= .ê~ê{ RGbêl€?

)^ ( est un ncsnbre réel.ijk
il est symétrique si P — Bijk pijk

Exemple 2. Soit H = L9(A) l’espace d’Hilbert des fonctions quadratiques 

intégrables définies sur l'intervalle A — [0,^ ]. Considérons une fonction

^,s2) définie sur A3 et telle queà valeurs scalaires K(t,s

II ~ JJI 2
|K(t,s15s2)|"dt ds1ds2A3 <

1 2Pour tout couple x ,x £ l2(A) i<.f=—u-ti(

L3?ênbênlJMb3nbJMl3nlJ]nb]nf JJél
l

définit un opérateur L2 -♦ L2. 
12)2’xi( M êM K {l3éJ 2f t

o(= 2x—-t=(’- (n= v2-f—ê )t- x2’- =2’=

lly II ^ Ilk. Il • llx1!!. ||x2 ||.

1i (n= nqS—=-.D’( n. L3=ênsRênlJ } L3=ênlênRJ

+tfn )( D’. n’.= f2’n x-—n(f=(-2fn it n=-’)=’-( ](n (nxt)(n ]( 

-—n2i’=.2f ^.iv(-=.(f hbljêhbÏjhl♦j? I2.= w ’f (nxt)( ]<w.iv(-=ê (= H ’f 

(fn(Svi( 2-]2ff— i.f—t.-(S(f= tH() = (= = -(nx()=.H(S(f= —i—S(f=n S.f.S’S. ))

Cf( etS.ii( Gp=€ } 1Pê = K Hê ]( x-2~()=.2fn 2-=^2u2fti(n n’- 

w (n= ’f( P—n2i’=.2f ]( i<.](f=.=— n. (ii( nt=.net.= i(n ](’M x-2x-.—=—n

(= StM.S’S?

n’.Htf=(n c
= =P.J p ✓w } ♦ê p =W } wê (= pRw R

P..J n. hp6A6€ (n= ’f( n—D’(f)( ]( x-2~()=.2f 2-=^2u2fti( ]tfn 1P (= 

2D’a (M.n=( ’f( x-2~()=.2f 2-=^2u2fti( p =(ii( D’( Gp.M€ sÇ pMê 

x2’- =2’= M K wê ti2-n p O 1P?

n. { Ç sdù
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Cf (nxt)( ]<w.iv(-=ê w S’f. ]<’f( P—n2i’=.2f ]<.](f=.=—ê Gp=€ 

(n= txx(i— anxt)( ]( P—n2i’=.2f w.iv(-=.(f 3(f év-—u—c aPwJ (= (n= f2=— 
hwêpb|j?

+—e.f.=.2f r?

lI2.= w } P (= )2fn.]—-2fn it etS.ii( ]( x-2~()=.2fn 2-=^2Ü
u2fti(n 3pA6€ê = O G♦êbêl€ ]—e.f.( ))SS( n’.=c

l =I. Mêq ÿ P (= q } p Mê ti2-n

aM(Sxi( è?

3♦ê♦Jn. = } ♦

3Mbê♦Jp f i n. = } b

3M.êMlJ n. = } l?

dt etS.ii( ]( x-2~()=.2fn 2-=^2u2fti(n GpR€ (n= ’f( -—n2i’=.2f ]( i<.](f=.=— 

l =(= i( )2’xi( hP ê p j (n= ’f (nxt)( ]( -—n2i’=.2f ^.iv(-=.(f

p2’- ’f 2x—-t=(’- L n’- hw~pRjê it f2=t=.2f N]pL]p -(x-—n(f=(-t 

2x—-t=(’- ]—-.H— ]( Lê (= )ti)’i— ]( it et»2f n’.Htf=(? +<tv2-]ê n2.=

f } =R€ ’f( xt-=.=.2f ]( Hê )<(n= _ ].-( =RR 

d<(fn(Svi( ]( =(ii(n xt-=.=.2fn (n= xt-=.(ii(S(f= 2-]2ff— 

xt- .f)i’n.2fc R n. =2’= x2.f= ]( txxt-=.(f= _ p2’-

n.Sxi.e.(-ê x2n2fn pR } pR~ (= é~ R ü pRsRœ ~ |x b

’f

î
x2’- =2’= ~?

e­► ? ?=~•6

f?

I. x2’- =2’= ( Ç ♦ê .i (M.n=( ­ (= ’f( e2f)=.2fê f2=—( N]pL]pê =(in

D’(

f
°N]pL]p s l é Péê 1i 8 ( 

R N N
1

x2’- =2’= ê ti2-n it n—-.( ]( n)SS(n )2fH(-u( (=
O



Il

JdPKdP = lim £ A-KA-.
J J

Exemple 5. Considérons dans [LoCA^P^] l’opérateur bipuissance 

induit par la transformation bilinéaire décrite dans l’exemple 2.

Soit e > 0 fixé, et choisissons la partition

telle que
F6

JJT 2
K (t,s^,s2)dt ds-^ds2 < e.

îi

Remarquer que pour tout {ç.}= ü 'O ü , on doit avoir
JL o

N
Il 2 A,W[A,,A.] Il < g. 
j=l 3 3 3

1i n<(f n’.= D’( i<2x—-t=(’- )2fn.]—-— (n= =(i D’( N]p*l]p } ♦?

"vn(-H(/ D’( n. L (n= fsx’.nntf)( (= v2-f— ti2-nc

f.D’ax w 8 V 31 éRMiif
rr r

x2’- ’f n)tit.-( V? I. N]pL]p } ♦ ti2-n 4 x(’= ;=-( )^2.n. =(i D’( V x’.nn( 

;=-( x-.n t-v.=-t.-(S(f= x(=.=?

3lJ~ O 4ê M K w
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Cf 2x—-t=(’- fsi.f—t.-( * n’- hwêp=j(n= ].= )t’nti 3tf=.)t’ntiJ n.

p=*} pR*pRê 3 3isp=J*3Wsp=JJ? * (n= ntfnsS—S2.-( n<.i (n= _ it 

e2.n )t’nti (= tf=.)t’nti? * (n= x-—)t’nti n<.i (M.n=( ’f( xt-=.=.2f

=(ii( D’( * } 2 é?*pR 
.}i b

4 O H , (n= n=-.)=(S(f= )t’nti n<.i (M.n=( ’f(

n’.=( ]<2x—-t=(’-n x-—)t’ntin G,a€=(i D’( 2y it )2fH(-u(f)( (n=

(f=(f]’( ]tfn i( n(fn ’f.e2-S( )<(n= _ ].-( (f -(it=.2f tH() it S—=-.D’(R

]—e.f.( xt- it f2-S( ](n 2x—-t=(’-n fsi.f—t.-(n? 

(n= )t’ntiê 3x-—)t’ntiê n=-.)=(S(f= )t’ntiJ n<.i (n= u—f—-— xt- ’f 2x—-t=(’- 

fsi.f—t.-( )t’nti 3x-—)t’ntiê n=-.)=(S(f= )t’ntiJ 3..J

+( S;S(ê i<2x—-t=(’- S’!=.x’.nntf)( (n= )t’nti 3x-—)t’ntiê n=-.)=(Ü

S(f= )t’ntiJ n<.i t ](n )2Sx2ntf=(n fsx’.nntf)( )t’nti(n 3x-—)t’nti(nê 

n=-.)=(S(f= )t’nti(nJ?

Cf 2x—-t=(’- fsx’.nntf)(

l = l l =aM(Sxi( b? o2fn.]—-2fn i<2x—-t=(’- v.i.f—t.-(nê êp j s<WPRx j

]—)-.= ]tfn i<(M(Sxi( l?b? E

o(= 2x—-t=(’- (n=c 

)t’nti n.

ntfnsS—S2.-( n. 3I

} ♦ i2-nD’( ~ 2’ { (n= xi’n u-tf] D’( .ù 

^ 0 n(’i(S(f= i2-nD’( ~ } { } .ù

p.~{
.~{

x-—)t’nti n. } ♦ i2-nD’( ~ 2’ { (n= xi’n u-tf] 2’ —uti _ .?p.~{

? d<2x—-t=(’- v.i.f—t.-( h1RF"êjRjê p=jR sX 

]tfn i<(M(Sxi( l?l (n= n=-.)=(S(f= )t’nti n. L3=ênRênlJ } ♦ i2-nD’( nR

J,?1'] décritCV0’- Z 2
Exemple 2

ou

n♦ (n= xi’n u-tf] D’( =?

L3=ênRênlJ } ♦ i2-nD’( nR 2’ n 

S—S2.-( n. L3=ênR nlJ } ♦ nt’e x2’- nR } nl } = ]tfn D’(i )tn ’f )2Sx2-=(Ü

S(f= ]’ f2qt’ i.— _ it =^—2-.( ]( ].n=-.v’=.2f (n= f—)(nnt.-( te.f ]<—H.=(-

1i (n= x-—)t’nti n. .i (M.n=( u Ç ♦ =(i D’(

l (n= xi’n u-tf] D’( = s 1i (n= ntfns( E

it n2i’=.2f =-.H.ti( L R ♦?

3..JI. * (n= x-—)t’ntiê .i (n= n=-.)=(S(f= )t’nti (= )t’ntiù n. * (n=
n=-.)=(S(f= )t’nti ti2-n .i (n= )t’nti St.n xtn f—)(nnt.-(S(f= x-—)t’nti?



"vn(-H(/ D’( n. * (n= )t’ntiê ti2-n i(n —D’t=.2fn

A-jWx = AjWA-jX

AjWx = AjV[Aj+ Aj_1 +..• +A-L1X

n2f= nt=.net.=(n x2’- M K w t-v.=-t.-( (= x2’- =2’=( xt-=.=.2f e.? auti(Ü

S(f=ê n. * (n= ntfn S—S2.-(ê ti2-n

x2’- =2’= M O w (= .E t-v.=-t.-(?N

p-2x2n.=.2f b? I. * (n= )t’nti ti2-n x2’- =2’= = O H 2f tc

*31 s p=J } 31 s p=J*3i s p=J?

3hbljê o2-2? Ï?bbJ? * (n= ntfnsS—S2.-( n. (= n(’i(S(f= n.p-2x2n.=.2f l?

* } N ]p*]p?

p-2x2n.=.2f è? I. * (n= n=-.)=(S(f= )t’nti ti2-n N]p*]p } ♦ ?

p-2x2n.=.2f Ï? I’xx2n2fn D’( W (= * n2.(f= ](n 2x—-t=(’-n )t’nt.nê v2-f—n 

-(nx()=.H(S(f= i.f—t.-(n (= S’i=.i.f—t.-(? I. W 2’ * (n= x-—)t’nti 3n=-.)=(Ü

S(f= )t’ntiJê ti2-n W* (= *W n2f= t’nn. x-—)t’ntin 3n=-.)=(S(f= )t’nt.nJ?

g .sb+—S2fn=-t=.2f? I. W (n= x-—)t’nti ti2-n 2f x(’= —)-.-( W } ÿ .prè
.}i b

? af

’=.i.ntf= it )t’nti.=— ]( * .i n<(f n’.= D’(

} S é.x.s*Rié?W*pbsb? 
.}i .}i b

W*
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I’xx2n2fn St.f=(ftf= D’( W (n= n=-.)=(S(f= )t’nti? 

éi2-nê .i (M.n=( ’f( n’.=( GWR€ ]W2x—-t=(’-nx-—)t’ntin =(ii( D’( GWç*€sÇW*ê 2y 

)^tD’( WR* (n= x-—)t’nti?

+2f)ê W" (n= x-—)t’nti?

dt )itnn( ](n 2x—-t=(’-n fsi.f—t.-(n v2-f—n )t’nt.n 3n=-.)=(Ü

S(f= )t’nt.nJ (n= ’f( tiu:v-( ]( Utft)^?

p-2x2n.=.2f •?

Ï? a4CéW1"gI +W "paPéWaCPI VCdW1pC1IIégoa

a=tf= ]2ff— i<(nxt)( ]<w.iv(-= wê (= ’f —i—S(f= q K wê f2’n )2fn.Ü

]—-2fn i<—D’t=.2f

3ÏJM } q X *M

2y * } „ * ê * —=tf= ’f 2x—-t=(’- fsx’.nntf)(? g2’n t’-2fn v(n2.f 
f}i

]<’f( n=-’)=’-( ]( )t’nti.=— (= ]( )( et.= w ](H.(f= ’f (nxt)( ]( P(n2i’=.2f 

w.iv(-=.(f hwêp=j ? p2’- ](n -t.n2fn ]( n.Sxi.).=— (= ntfn t’)’f( x(-=( ](

u—f—-ti.=— f2’n n’xx2n(-2fn D’( f2=-( -—n2i’=.2f ]<.](f=.=— f( x-—n(f=( xtn 

]( ].n)2f=.f’.=—ê )<(n= _ ].-( D’( x2’- =2’= M K w it xt-=.=.2f 4 x(’= ;=-(

)^2.n.( =(ii( D’( it -(it=.2f

Il é?ùA °°8 p =2’= ~ O 4
C

n2.= nt=.net.=( x2’- =2’= x Ç ♦?

d(n x-2vi:S(n ]<(M.n=(f)( (= ]<’f.).=— ]<’f( n2i’=.2fê Mê x2’-

](n —D’t=.2fn ]’ u(f-( ).=— xi’n ^t’= 2f= —=— —=’].—n (f=-( t’=-( xt- 

Pt.i hlbjê V)&t-itf] hèljê (= p-(f=(- hèèjê d(’-n -—n’i=t=n )2f)(-f(f=

i( )tn 2y i<2x—-t=(’- * (= i<—i—S(f= e.M— q nt=.ne2f= ](n )2f].=.2fn
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]( f2S( ]’ =qx( ]—)-.= ]tfn it H(-n.2f nx—).ti.n—( ]’ =^—2-:S( ](

3H2.- p-(f=(- hèèjJ=-tfne2St=.2f )2f=-t)=.H( n’.Htf=

g g fsbProposition 1. Si W = y Wn et £ n||y|| ||WJ[<1, alors l’équations
fsb f}!

3ÏJ t ’f( n2i’=.2f M v.(f ]—e.f.(? +( xi’n it =-tfne2St=.2f q sXM (n=

)2f=.f’( (f n2f ]2St.f( (= x(’= ;=-( )ti)’i—( )2SS( i.S.=( ]( it n—-.(

n’.Htf=( c

M } q 2 J

MH } q X *M b N 2
3•J

M?. } q X *M.ô.?

o2--2iit.-( b? I. (f xi’n ](n ^qx2=^:n(n ]( it x-2x2n.=.2f bê * (n= 

)t’ntiê ti2-n it n2i’=.2f ]( i<—D’t=.2f 3ÏJ (n= ’f( e2f)=.2f )t’nti(

]( q?

d(n -—n’i=t=n ]( it =-tfne2St=.2f )2f=-t)=.H( f<’=.i.n(f= xtn it

n=-’)=’-( ]( )t’nti.=—? d2-nD’( * f( nt=.net.= xtn it )2f].=.2f ]( f2S(

]( it x-2x2n.=.2f x-—)—](f=(ê f2’n f( x2’H2fn -.(f )2f)i’-(ê ]tfn i6—=t= 

t)=’(i ](n -()^(-)^(nê n’- i(n x-2x-.—=—n ]( it n2i’=.2f ]( i<—D’t=.2f 3ÏJ?

1i (n= et).i( ]( S2f=-(- )(x(f]tf= D’( i2-nD’( , (n= x-—)t’nti f2’n tH2fn

ti2-n c

g
(n= v2-f— (= x-—)t’nt! ti2-nc .J i6—D’t=.2fp-2x2n.=.2f l? I. * } ÿ *

f}i f
3ÏJ ]—e.f.= ’f( =-tfne2St=.2f q sœM )2f=.f’( (= )t’nti(ù ..J dt =-tfne2-Ü

St=.2f q sœM x(’= ;=-( )ti)’i—( (f ’=.i.ntf= i(n .=—-t=.2fn ]( it =-tfnÜ

e2St=.2f )2f=-t)=.H( ]—e.f.(n xt- i(n —D’t=.2fn 3•J?
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d(n -—n’i=t=n x-—)—](f=n (= f2=-( ]—e.f.=.2f ]<’f 2x—-t=(’- 

n=-.)=(S(f= )t’nt. )2SS( it i.S.=( ’f.e2-S( ]<’f( n’.=( ]<2x—-t=(’-n

x-—)t’ntin~ )2f]’.n(f= _ it D’(n=.2f n’.Htf=(c i(n )2f].=.2fn ]( 

x-—)t’nt!.=— ]( it x-2x2n.=.2f l x(’H(f=s(ii(n ;=-( -—]’.=(n _ ](n

)2f].=.2fn ]( )t’nti.=— n=-.)=(>

p2’- -—x2f]-( _ )(==( D’(n=.2f f2’n n’xx2n(-2fn D’( * (n= 

n=-.)=(S(f= )t’nti (= f2’n —=’].(-2fn i<(M.n=(f)( (= i(n x-2x-.—=—n ]( 

)t’nti.=— (= ]( )2f=.f’.=— ]( i<2x—-t=(’- .fH(-n( 3i X *J ? af xt-Ü

=.)’i.(-ê ]tfn it n()=.2f n’.Htf=(ê f2’n ].n)’=(-2fn i( )tn 2y * } W 

(n= ’f 2x—-t=(’- i.f—t.-( 3)( )tn e’= —=’].— ]tfn hbr|jJ? g2’n —=’Ü

].(-2fn (fn’.=( i( )tn 2y * } (n= v.i.f—t.-( 3n()=.2f Q (= rJ (= 

e.fti(S(f= f2’n —=(f]-2fn f2n -—n’i=t=n t’ )tn xi’n u—f—-ti S’i=.Ü

i.f—t.-( ?
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•? oéI d1gaé1Pa

d( x-.f).xti -—n’i=t= ]( hl♦b x(-S(= ]<—=(f]-( it x-2x2n.=.2f

è?l t’ )tn n=-.)=(S(f= )t’ntiê i2-nD’( * } W (n= ’f 2x—-t=(’- i.f—t.-(

3 -”brbê W^—2-:S( Ï?lJ? I. W (n= ’f 2x—-t=(’- i.f—t.-(p-2x2n.=.2f b?

v2-f— (= n=-.)=(S(f= )t’ntiê ti2-n 1 X W (n= .fH(-n.vi(ê it n—-.(

q Wf fR"
►b )2 f)2fH(-u( ’f.e2-S—S(f= (= 3i } WJ } 3sWJ ?

p2’- i<—=’]( ]<’f 2x—-t=(’- S’i=.x’.nntf)(ê .i (n= ’=.i( ](

)2fn.]—-(- i<(M=(fn.2f ]( it x-2x2n.=.2f b?

p-2x2n.=.2f l? I’xx2n2fn D’( rs (n= ’f 2x—-t=(’- i.f—t.-( =(i D’( 

(M.n=( (= (n= )t’nti (= v2-f—? éi2-n x2’- =2’=( n’.=(31 X W J b
"

]<2x—-t=(’-n i.f—t.-(n n=-.)=(S(f= )t’nt.n GWR€ê 3iXW2XWRJ (n= .fH(-Ü

n.vi( (= 31XW XW?Jsb
♦ b

Wê ti2-n G3iXW2XWRJ )2fH(-u( H(-n 3iXW2XWJ R?

+( xi’n n. GWR~ )2fH(-u((n= )t’nti (= v2-f—?

H(-n

+<tx-:n b<.fH(-n.v.!.=— ]( 3iXW2Jê 2f x(’= —)-.-(c 

31XWXW?J } h1XW.3iXW2Jô!j3iXW2J?

p2’- ]—S2f=-(- it x-(S.:-( xt-=.( ]( it x-2x2n.=.2fê .i n’ee.= ti2-n 

]( S2f=-(- D’( h1XWR3iXW2J j (n= .fH(-n.vi(ê (= D’( n2f .fH(-n( (n=

o(it -—n’i=( ]’ et.= D’( 3iXWRJ R 

)t’ntiê 3p-2x2n.=.2f è?èJê (= ]( i<txxi.)t=.2f ]( it x-2x2n.=.2f b? 

p2’- ]—S2f=-(- it n()2f]( xt-=.( ]( it x-2x2n.=.2f .i n’ee.= ]( 

-(St-D’(- D’( W (n= n=-.)=(S(f= )t’nti 3x-2x2n.=.2f è?ÏJ (= ]<’=.i.n(- 

]( f2’H(t’ it x-2x2n.=.2f bù i( -—n’i=t= (n= ti2-n —H.](f= ]<tx-:n 

31XWRqb s 3wsW2XWJô! } 3iXWRW~sb GWs-€ loirinepca

+—S2fn=-t=.2fc

)t’nti (= v2-f—? (n= n=-.)=(S(f=

i<.](f=.=— c
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I. GWR€ (n= ’f( n’.=( )2fH(-u(f=( ]<2x—-t=(’- i.f—t.-(

n=-.)=(S(f= )t’ntiê ti2-n it n’.=( G3iXiçJ € (n= t’nn.
►b ►!H(-u(f=( tH() G3iXWçJ €sA3iXW2J

o2-2iit.-( b?

)2fs

o2-2iit.-( l? I. * (n= n=-.)=(S(f= )t’ntiê ti2-n x2’- =2’= qKw i<—D’t=.2f

M } ’ s * hqê ’sMj

-(x-—n(f=( ’f( =-tfne2-St=.2f v.(f ]—e.f.(ê )2f=.f’( (= )t’nti( ’ sœ M? 

o(==( =-tfne2-St=.2f (n= ’f( e2f)=.2f )2f=.f’( )t’nti( ]( q (= *?

è
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p2’- ].n)’=(- ](n x-2x-.—=—n ]( it n2i’=.2f ]( i<—D’t=.2f 3ÏJ

]tfn i( )tn 2y * } * hMêM. (n= v.x’.nntf= (= n=-.)=(S(f= )t’ntiê f2’n 

)2SS(f»2fn xt- —=tvi.- i<(M.n=(f)( (= i<’f.).=— ]( it s?2i’=.2f ]( 

i<—D’t=.2f ^2S2u:f(? o( -—n’i=t= (n= ti2-n ’=.i.n— x2’- 2v=(f.- ]<tv2-] 

i<’f.).=— ]tfn i( )tn f2f ^2S2u:f( 3x-2x2n.=.2f lJ (= (fn’.=( it )t’nti.=— 

]( 3iX*J R 3x-2x2n.=.2f èJ?

x-2x-.—=—n ]( )2f=.f’.=— ]( 3iX*J ç 3x-2x2n.=.2f 4, • (= QJ?

d(n -—n’i=t=n D’. n’.H(f=ê )2f)(-f(f= i(n

I. * (n= v.x’.nntf)( v2-f—ê )t’nti (= e]p*]p } ♦ê ti2-n 

i<—D’t=.2f 3ÏJ t]S(= ’f( n2i’=.2f ’f.D’( x2’- q ► ♦ê n2.= M } ♦?

p-2x2n.=.2f b?

I2.= Mÿw =(i D’( ♦ } M]s*3MJ?+—S2fn=-t=.2f? p2’- =2’=( xt-=.=.2f ’ê it

)t’nti.=— ]( * .Sxi.D’(ê

’)di’)vquéxgm

(=ê (f ’=.i.ntf= i<—D’t=.2f 3lJ 2f t

ÜA-jXll = || A-j^ Wa-jxII < M|| A-jXj| ^

En choisissant la partition Ci afin que M < 1 et Ha^x|| < 1 il s’en suit 

immédiatement que A-^x = 0.

En continuant ainsi nous obtenons également

IIa2xII = Il a2w(a1+a2]x|| 

= IIa2Wa2x||
t oaaineccn

o( D’. .Sxi.D’( }♦? af -—x—=tf= it x-2)—]’-( n’- =2’n i(n —i—S(f=n 

]( it xt-=.=.2f 2f 2v=.(f= i( -—n’i=t= M } ♦?
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I2.= * v.x’.nntf)(ê v2-f—ê (= n=-.)=(S(f= )t’ntic 
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+( xi’n (f txxi.D’tf= it x-2x2n.=.2f è?è .i n<(f n’.= D’()t’nti?
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R ►bn’- n2f ]2St.f( it =-tfne2-St=.2f 3iX*J

p-2x2n.=.2f è?
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Ptx2 - = PtW(x2) - Pt\V(xï)

et d’après la causalité de W

Ptx2 - ?tx1 = PtW(Ptx2) - P^fP^).

D’après la proposition 2 il est facile de voir que cette dernière 

égalité et vérifiée si et seulement si Ptx2 = P^x 

P^I+V)"1, Pt(i+w)-iPt.
Ceci entraine1*

Si W? est borné et strictement causal alors le domaine
De plus, (IHW)"'1

Proposition 4.
de (I+W)-Ï est un ensemble ouvert. est continue sur

son domaine.

Pour démontrer que (l+W)" 

et que son domaine est ouvert il suffit de montrer que si u et x

Démonstration. est continue

sont tels que

x = u + W [x,x],

alors il existe un e>0etunM>0 tels que, étant donné

Au quelconque de H, ||Aul| < e, on peut trouver un ax€H, ||Axj| ^ MllAull, tel que

(7)x+Ax = u + Pt + W[x + Ax, x2Px-=

En utilisant la bilinéarité de W et l’équation (6), nous avons

Ax — Au + W()Px^x- + ()Px^Ax].

Cette dernière équation peut être réécrite de la façon suivante

= f.DW()=^x-’apPt + f.DW()=^x-’Dpr)Px^Px-Ax

4
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où, d'après la proposition 5.1, (l-2W[.,x])

bornée causale, et, d’après la proposition 3.3, (l-2W[.,x]) W[ 

est strictement causale.

En appliquant la proposition 4.1 il s’en suit que si Au est tel que

est unp transformation

•3,• J

||(l-2W[.,x])"1 Au|| . .||(l-2W[.,x])-ï W[., .]|| <

alors l’équation f?) admet vraiment une solution unique. Il en résulte

que si :

(l-2W[.,x])_1 W[.,.;i|ir1<4e4 ÜAull ^ {||(l-2W[.,x]r1l| .

alors, Px satisfait l’équation 7 et vérifie èPxss ^ M s.Ptss lo

M = 2 || (l - 2W[.,x])"ï|| .

Si est borné et strictement causal et si le coupleProposition 5.
2

u,x€H est tel que

u + W(x,x],x =

alors il existe une>0 tel que, pour tout W bilinéaire borné et strictement
1 ~ 1 1l’équation x —ufW[x ,x ] admet une solutioncausal satisfaisant ||W-W|| < P >

unique, causal. De plus cette solution est une fonction continue de W et

de u.

En posant P( — W-W et PxixnDx^ commençons par démontrer 

qu’il existe un e >0 tel que si ||AW|| <e alors l’équation

Démonstration.

x+Ax = u + f(2P(’ [xH-Ax,xd-Ax] (9)

admet une solution unique Px . Pour ce faire remarquons que l’équation

9 est équivalente à

Ax = 2W[ax,x]+W[ax,Ax] + 2aW[ax,x] + AW[Ax,Ax] + aW[x,x].
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c’est à dire

= (l-2(W+AW) )=^x-’Dp AW[x,XTt(l-2(W-AW)[.,x])-:i(AVH-W)[AXJ&xl (10)Ax

où les inverses existent en vertue de la proposition 5.1. D’après la 

proposition 4.1 nous trouvons alors que l’équation (10) admet une solution si

|| (l-2(W3-AW)[.,x]rïAW[x,x]|| . ssf.DWf(eDP(’ )=^x-’cpf(DP(’)=^ .]|| < ± .

Cela implique que l’équation (10) admet une solution si P( satisfait 

l’inégalité suivante

èPdvxnx-qq < j l
-1 n2||(l-2(¥tAW[.,x-|) . I|W-AW[.,.]||

Cependant, d'après la proposition 5.2, nous pouvons certainement trouver

une>0 tel que, pour||Am<e, l’inégalité précédente est satisfaite.

La continuité de Px par rapport à u et à AW résulte de la 

proposition 5 qui implique que ssPxss < ^

4 qui affirme que x est une fonction continue de u.

èP()x^xa-ss et de la proposition

Supposons que {VL} soit une suite d’opérateurs bilinéaires

strictement causais tels que (l+W^) u existe pour quelque uÇH.
“1 —1(u^ et {(l+VC) u] -» xq, alors (1+^) u existe également et est 

égale à xu .

Proposition 6.

Si

Posons {(l-V^) u]={x^} et remarquons queDémonstration.

11 X0-U~W0 ^Xo ’ x0 ^1=11 Xo"Xi+Wi ^xi ’ xi ^ "W0 ^x0 ’ x0111

<||xo-xi||+||Wi[xi,xi]-Wi[xo,xo]||+||Wo[xo,xo]-Wi[xo,xo]|| .

Si {xi} xu^ et \\C -* (u^ alors le second membre de l’inégalité peut 

être rendu aussi petit que l’on veut et nous pourrons alors conclure que
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x =u + W [x ,x I. o 0L o o 1

Les résultats des propositions 1-6, se résument par les deux

théorème s suivant s :

Si W est un opérateur bipuissance borné et strictement
~ —1 

causai, alors, i) I + W est injective, ii) le domaine de (l+W)

ensemble ouvert, iii) (l+W)

domaine.

Théorème 2.

Théorème 1,

est

est continue et causale sur sonun

Si [W.} est une suite d’opérateurs bipuissance précausaïs
tx tx t2 -= tx W(

telle que {W^} -+ W et {(l+W^) y}-’xo, alors (l+W) y est un élément
*

L’élément (l+V) y et une fonctionbien défini dans H et égal à xu= 

continue de y et de W.

Corollaire 1. Si W est strictement causal, alors l’équation x = u+Wx 

admet une solution xu si et seulement si pour tout e>0 il existe une 

partition figtel que pour tout ü > Qg on a

n
|| (1+x: A-WP1 1)"1u - x II < e . 
i=l 1 °

Si W2 est strictement causal, alors l’équation x = ut-Wx 

admet une solution xo si et seulement si il existe une suite convergente 

de composantes précausales {W^} -♦ W tel que {(l+V^)- u} ^

Soit W strictement causal et supposons que {u^} est
~ -1suite d’élément de H tel que (l+W) u^ existe pour tout i.

{u.} -* tu^ et si (l+W) uo existe, alors

(l+W)~^uo = lim (l+W) ^

Corollaire 2.

Corollaire 3.

Siune

!
1

I
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7. RESULTATS CONCERNANT L*IMAGE

i
Nous considérons l’image de la transformation définie par

l’équation 4 dans le cas spécial où W est bipuissance et strictement 

causal. Tout d’abord nous commençons par montrer que contrairement à 

ce que l’on peut s’attendre d’après la proposition 4.2, l’opérateur 

I + W n’est pas nécessairement surjectif. Ceci est illustré par le

contre exemple suivant:

Exemple 1. Considérons l’équation suivante:

x(t) = y(t) + )éugfm’ ds]2, t€A = [0,^] (11)

où y (.) est une fonction scalaire fixée de L9 (A), et x(.) est 

l’inconnu de l’équation. Remarquons que le terme bipuissance

est généré par un opérateur bilinéaire strictement causai du type
2

Observons également que pour y(t) = -k ,décrit dans l’exemple 3.2.

la solution x est absolument continue et que l’équation différentielle

qui en résulte est l’équation de Riccati

g (t) = k2+g2(t), g(0) = 0.

La solution unique de cette équation, est g(t) = k tan (kt). Il s’en

suit que la solution unique de l’équation (il) est donnée par 

x(t)-g (t) = K2/cos2(kt). Remarquons que cette solution n’appartient

pas à l’image de I + V.

Nous prêterons maintenant notre attention sur les conditions

nécessaires et suffisantes garantissant la propriété de surjectivité.

Proposition 1. Supposons que W soit strictement causal. Si yÇH n’est

pas dans l’image de I + W, alors il existe un élément t€v tel que pour
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s < t, PSy appartient à l’image de PS(l+W) et liig l|xg|| = œ, 

||PS(l+W)"iP3y|| .

OÙ X =s

S S /Soit tQ = Sup {s: P y est dans l’image de P (l+W)}. D’après 

la proposition 4.1 nous avons tQ 7^ 0. Supposons maintenant quegl|m |!xg 

En observant que pout tout nous avons,

s2 s'r= (P -P 1) x

Démontration.

< œ .

X -X 
S2 S1

il doit alors exister un élément bien défini, Px°€H, tel
tt

= P °x.que^jm x
Ot

De plus, P °x satisferait:

t t ^ « t
P ° (I+W)”1 P °yP °x =

tt
Cette dernière équation impliquerait que P °y est dans l’image de P °(l+W).

t
Cette implication cependant ne peut être satisfaite parce que si P y était 

t . ,
dans l’image de P °(l+W) ,

aurions pour quelque t > tQ,

alors en contradiction avec l’hypothèse de supériorité de t .
T O

alors, en appliquant la proposition 6.4, nous 

P^y aussi dans l’image de Pt(l+W). Nous serions

Si W est un opérateur bipuissance strictement causal et s’il
✓V /N

existe une suite d’opérateurs précausaïs {VL} -» W tel que, pour tout y 6 H,
~ —1la suite {(I+W) y] est bornée, alors I+W est surjectif.

Proposition 2.

Démonstration. Supposons que y ne soit pas dans l’image de I+W. Alors,

d’après la proposition 1, il existerait un tel que pour s < tQ, l’élément
S ~ sP (l+W) P y = xg bien défini et tel que lÿp HxJI = œ. En posant 
s ^ —1 s=P (l+W) P y, d’après la proposition 6.5, il résulterait que 

||xis||=to.
s-»tG

xis

On obtiendrait alors une contradiction à l’hypothèse selon
* —1

laquelle la suite {(l+W)~ y] est bornée

Si W est strictement causal, alors l’équation x = y + Wx 

une solution x Ç H si et seulement si il existe une suite d’opérateurs pré- 

causals {w..} -> W, telle que {(l+W)_^y] est borné.

Proposition 3,
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Les résultats précédents sont résumés dans le théorème suivant:

Théorème 3. Si W est un opérateur bipuissance, borné et strictement 

causal alors une condition nécessaire et suffisante d’existence, de 

causalité et de continuité de (l+W) est qu’il existe une suite conver­

gente d’opérateurs précausals tel que pour tout la suite
~ -1

{(l+VL) y} est bornée.

Le prochain résultat illustre un type différent de condition suffisante
/\

de surjectivité de (l+W). Dans la suite, = I-2W[x,.] pour tout xÇH 

est un opérateur linéaire borné sur H. L’adjoint de Tx est noté T^.

Il existe une suite {xn} telle queThéorème 4.

(1) x -W(x )-y|| est monotone décroissanten v n7 J 11

(2) Tx (x -w(x ) - y) -► 0 v n v n Jn

(3) ||x. ,^-x !| -» 0 ntl n"

*Corollaire est uniformément borné inférieurement sur l’ensemble 

{x: ||x-W(x) - yl| < a } où Inf [a-||xn-W(xn)-y|| ] > 0, alors la transformation 

x -♦ x-W(x) est surjective.

Si T xn

Si W est strictement causal, alors, d’après la proposition 5, 

pour tout xÇH, Tx est injectif, surjectif, et borné inférieurement.
.>4.

propriétés sont vérifiées par Tx. 

famille indicée de tels opérateurs est nécessairement uniformément bornée

Remarque.

Ces

Cependant les auteurs ignorent si une

inférieurement.

Pour démontrer le théorème considérons la fonctionnelle sur H

déterminée par

f(x) = 11x - V(x)-y|j ^
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En développant par le produit scalaire, la détermination des dérivées 

première de Frechet et seconde de Gateau de F est directe mais fasti-
}

dieuse. On obtient

F1(x;h) =

VXF = (I - 2W[x.,]Hx-W(x) - y) = t\(x)

A>

2 < x - W(x) - y, (l-2W[x,.]) h >

et
j

F11(x;k,h)=2 < T k,T h > - 4 < a(x), W[k,h] >
X X

!

où a(x) = x-W(x)-y. 

immédiatement dTaprès Goldstein [22], page 125.

La démonstration du théorème 1 s’obtient alorsi
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8. EXTENSION AU CAS MULTIPUISSANCE

La discussion au sujet des propriétés de la solution de l’équation

multipuissance a jusque là été limitée au cas spécial où l’opérateur W 

était bipuissant. Remarquons cependant que la plupart de nos démons­

trations étaient basées sur les propositions 4.1 et 4.2 qui demeurent 

valides lorsque V est donné par une somme d’opérateurs n-puissance. Il

est alors naturel de se demander si nos résultats restent valables dans

ce context plus général. Afin d’illustrer qu’il en est ainsi reformulons 

les énoncés des théorèmes 1, 2 et 3 comme suit.

Théorème 1. Si W est un opérateur multipuissance borné et strictement 

causal, alors i) I+W est injective; ii) le domaine de (l+W)- 

ensemble ouvert; iii) (l+W)

est un

est causal et continu sur son domaine.

Si {VL} est une suite d’opérateurs multipuissance précausaïs
~ —1

-» xq, alors (l+Wo) y est un élément

Théorème 2. 

telle que {W.} -* Wo et {(l+VL )-^y}

bien défini de H et égal à xo.

Théorème 3. Si W est un opérateur multipuissance borné et strictement

causal, alors une condition nécessaire et suffisante d’existence, de
* —1causalité, et de continuité de (l+W)- est qu’il existe une suite conver­

gente d’opérateurs précausaïs -» W, telle que pour tout y€H, la suite 
{(l+VL) ^y} est bornée.

Une généralisation plus délicate de nos résultats est possible. 

Supposons que F et G sont des transformations sur [H,?*"] telles que 

les inégalités:
I

lùl Aj(x1-x2)||c^ Il AjFAj(xi-x2)|| (12)
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et

Il AjGAj(x1-x2)|| ^ M||Aj(x1-x2)||n (13)

soient satisfaites pour tout couple x^3x2 €H et toute partition ü 

convenablement choisie.

Soit F sans-mémoire satisfaisant l’équation (12) et 

soit G causale satisfaisant l’équation (13). 

et M < m, alors l’opérateur F+G est injectif et (F+G)

Théorème 4.

Si n > a ou n = a

est causal

sur son domaine.

Démonstration. La démonstration de la causalité est identique à 

celle qui est donnée pour la proposition 7.1. La propriété d’injec­

tivité de F + G est basée sur les deux propositions suivantes.

Proposition 1. Si f et g sont des fonctions sur R satisfaisant 
(mr)^ < f(r) et g (r) ^ (Mr)^ pour m, M, o;, p > 0 et 0 ^ r€R et si 

f(r) = g(r) pour r s 0:

i) si B > o' alors r = 0 ou r s r ^ o
ii) si p = a et M < m alors r = 0

1où rQ = (ma/M^)
P-O'*

Si F est sans-mémoire et satisfait l’équation (12), 

si G est causal et satisfait l’équation (13) et si n > a ou n = o' 

et M < m, alors

Proposition 2.

0 = F(x) - G(x)

admet la solution unique x = 0.
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La démonstration de la proposition 1 peut être faite par

simple inspection; la proposition 2 est démontrée comme suit:

(prop. 2) Si F(x) = G(x) alors en utilisant les 

propriétés de causalité de F,G nous avons

Démonstration.

A-j.FA.jX = A-jGAjX

et d’après les équations (12) et (13) on a:

||m A-^l0' - IIMAjxH11.

Maintenant puisque fPt} n’a pas de discontinuités nous choisissons 

fi telle que ||a-jX|| < rQ paramètre de la proposition 1. 

cette proposition nous obtenons alors Aj* = 0. 

à noter que

En utilisant

Il reste seulement

A2FA2X = A2G[ A-j+A2] 

= IW+IWx

et par conséquent l’argument précédent s’applique de nouveau et en

procédant ainsi par choix de fi nous arrivons à x = 0.

I

i
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9. APPLICATIONS

Considérons l’opérateur K : L,,[0,co] -♦ défini de la façon

si u,x€L2[0,œ] et u = Kx, alors.suivante :

LK2(t,s1

u(t) Jsn)x(sï) x(sn)ds^^ • • • d s (14)• • • • • » n

où
œ

lo s )ds.(,ds„ n 1 2 (15)ds < œ, n = 1,2 N.^ ^ • • • • • •• • • n

Cet opérateur a été proposé comme modèle mathématique pour l’analyse

du comportement des systèmes physiques tels que les réacteurs nucléaires

[27], la lévitation magnétique [28], les canaux de communications 

[29], les systèmes biologiques, [24], [30], etc • • •

L’intérêt de cette représentation pour une telle variété de 

système réside dans le fait qu’un opérateur de cette forme donne une

bonne approximation d’opérateurs non-linéaires beaucoup plus généreux.

Le ïemme suivant résume en partie cet état de chose.

Soit C[E] l’ensemble des opérateurs continus et causais 

sur L2[0,T] et restreint à un ensemble compact E de L2[0,T], 

dérons dans C[E] la métrique définie par la norme, 

des opérateurs définie par les équations (14) et (15) est dense

Lemme [331.

Consi-

Alors la famille

dans C[E],

Inspiré en partie par les résultats précédents, les propriétés de 

l’opérateur K ont été récemment étudié en relation avec les problèmes 

de synthèse [24], d’identification [25], [26] et de contrôle optimale [273.

I
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La configuration d’un système de grand intérêt pour tous ces

problèmes est représentée sur la figure 1.

x(t)+
y(t)

u(t)

Système de base à contre réaction avec chaine ouverteFigure 1;

muïtipuissance.

La première tâche qui s’impose est d’analyser le comportement

entrée-sortie de ce système à contre réaction. Cela revient à

étudier les propriétés de la solution de l’équation.

x(t) = y(t) +u(t) (16)

où u(t) est donnée par l’équation (14).

En notant que l’opérateur K est borné muïtipuissance et strictement

causal, les résultats de la présente étude peuvent être déjà utilisé

à cette fin. En particulier le théorème 1 nous dit que si l’équation 

(16) admet une solution, x, alors cette solution est unique, et est 

une fonction causale de y. Evidemment ceci n’implique pas qu’à une

entrée , y, à énergie finie, corresponde une solution x ayant néces­

sairement une énergie finie ou un temps de fuite fini (voir contre 

exemple 7.1). Cependant il est possible d’affirmer que le domaine de 

y pour lequel ces propriétés sont satisfaites est un ensemble ouvert

De plus à une entrée y dans ce domaine, correspond ladans L2[0,œ].

solution x, fonction continue de y et de K (théorème 2 ).
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Ces considérations permettent d’une part une meilleure connais­

sance qualitative des propriétés entrée-sortie du système à contre-

réaction et fournissent d’autre part des implications pratiques quant 

aux méthodes de calcul visant à résoudre l’équation (15). Afin

d’illustrer cette dernière affirmation, considérons le contexte

particulier développé dans les exemples 2 et 5 de la section 2 et 

dans l’exemple 2 de la section 3. 

de nombres réels positifs 0, et par déterminer la solution,

x^, de l’équation.

On commence par choisir une suite

t-5 '-Si
■■■Sox(t) = y(t) - f sn)x( s.^ )K(t, s x(s )ds., n 1 ds .•) o 1’ ’ • • • • • • • • n

en utilisant les iterations de la transformation contractive

considérées dans la proposition 4.1, puisque l’opérateur muïtipuissance

dans cette équation est borné et précausal. A ce niveau nous avons les

La suite {x^} peut s’avérer non bornée; 

dans ce cas on peut conclure que l’équation (16) n’admet pas de solution 

D’autre part, si {x^} est bornée elle doit être alors 

convergente et avoir pour limite la solution cherchée de l’équation (16), 

(Théorème 3 ).

deux possibilité suivantes:

à énergie finie.

L’exemple suivant illustre une classe importante de système pratiques 

de contrôle à contre réaction pour lesquels toutes les considérations 

précédentes sont applicables.

Considérons le système à contre réaction scalaire représenté 

en figure 2., les sytèmes T^, i = 1,2, un pouvant être représenté comme 

zi €L2[0,®) et zi

Exemple 1.

= T.x., alors
i i*suit: Si xi’

t
zi(t) = Jo Ki(t, s) xi(s) ds
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00 00 2

où les K^tjs) sont tels que K^(t,s)|d s dt < œ, i=ï3 2.

Soit N une non linéarité du type polynomial, sans mémoire.

c’est à dire que si z= Nx, alors

+ a xn(t) 
nz(t) = a^x(t) + • • •

La chaîne ouverte de ce système à contre réaction est un

opérateur borné, multipuissance et strictement causal.

O+ )^ f* T1 z

T2 "

Figure 2i Exemple pratique de servo système multipuissance.
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10. CONCLUSIONS

Dans cet article nous avons cherché à relier certaines

propriétés spéciales de causalité dTun système K à des questions 

concernant 1Texistence et la causalité de (l + K) ^. Ceci a

été fait en supposant que K était donné par une somme finie d’opé­

rateurs multipuissance définis sur un espace de résolution

De même que dans l’étude précédente [20], où K est 

faiblement additif, le concept de stricte causalité a joué ici

Hilbertien.

un rôle important.

Nos résultats se résument brièvement comme suit. Si K est

borné et strictement causal, alors I+K est injectif et son inverse, 

lorsqu’il existe, est causal et continu (Théorème 1 et 2). 

correspond aux théorèmes 4. 1-2 dans [20]. 

principale conclusion de cette étude, lorsque, K est multipuissance 

l’hypothèse de causalité stricte n’est plus suffisante pour assurer 

1’inversibilité de I+K; en particulier, comme le montre l’exemple 1,

Cela

Contrairement à la

I+K peut ne pas être surjectif.

Afin de préciser la structure de l’image de I+K nous avons 

été conduit naturellement à la recherche de conditions supplémentaires 

appropriées sur K. Dans ce sens, le théorème 3 donne des conditions

nécessaires et suffisantes d’existence d’une borne supérieure. Le

théorème 4 donne une condition suffisante d’existence d’une borne

inférieure.
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