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Romano M.DeSantis? William A, Porter-

SOMMAIRE

Cette recherche concerne l'analyse du comportement entrée-sortie
des systemes a4 contre réaction dont la chaine ouverte peut &tre ré—
présentée par un opérateur, k, "multipuissance', borné et strictement
causal, défini sur un espace de résolution Hilbertien. Elle vise 3
étudier les questions suivantes: i) Etant donnée 1l'entrée ,y, la sortie
,X, est-elle bien définie? (existence, unicité) ii) Si x est bien défini,
que peut-on dire de la transformation y -+ x ? (causalité, continuité)
iii) Etant donné y, comment calculer x ? (Méthode de calcul).

En général, une entrée:é énergie finie peut engendrer, & la sortie
de la boucle de retour, des grandeurs i énergie infinie (avec temps de
fuite éventuellement fini). Cependant, le domaine des entrées pour les-
quelles cette difficulté n'intervient pas, est un daomaine ouvert et con-
tenant 1'origine. De plus, sur ce damaine, la sortie est une fonction
continue et causale de l'entrée et de la boucle ouverte du systéme, et
elle peut €tre calculée en utilisant des algorithmes non linéaires déja
disponibles. Ces résultats peuvent &tre avantageusement utilisés pour
1'étude de la stabilité, de la sensibilité, et de la controlabilité des

systemes dynamiques.

1+ Cette recherche a été en partie subventionnée par le Conseil
National de la Recherche du Canada, Octroi-A-8244, et par le
U.S.A. Office of Scientific Research, Grant No. 732427
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1. INTRODUCTION

Ltutilisation d'espace de résolution s'est récemment révélée
comme étant un instrument particuliérement utile, et quelquefois essen-
tiel pour l'analyse des problemes de causalité, stabilité, sensibilité
des systeémes dynamiques.

Cette étude vient s'ajouter 4 la littérature sur les questions
d'inversibilité et de causalité des opérateurs sur des espaces de réso-
Jution Hilbertien. Les questions auxquelles nous aimerions répondre
sont les suivantes: Si K est une samme d'opérateurs multilinéaire, sur
un espace de résolution Hilbertien: (1) Dans quelles conditions I + K
est-elle injective? (2) Quelle est 1l'image de I+K ? (3) Si y = (I+K)x,
dans quelles conditions la transformation y @ x est-elle causale ?

De par leur caractére général, ces questions apparaissent, bien sfir,
insaisissables. Ceperdant, en limitant notre attention & la structure
causale de K et aux implications qui en résultent sur les 3 questions
posées, quelques progrés peuvent &tre faits. Dans ce sens, les propri-
étés de "causalité stricte" et "d'absence de mémoire" joueront un rdle
important dans le développement.

Le probleme d'inversibilité de, I + K, a recu une attention consi-
dérable. En particulier, Br&wder (1], Dolph [2] et Minty [3] ont donné
des conditions suffisantes d'inversibilité dans le cas ou K est un
opérateur monotone. Des résultats semblables ont été obtenu par
Petryshyn [4] et Shinbrot [5] qui considéraient des opérateurs K munis

de propriétés spéciales de compacité.



En ce qui concerne la causalité de (I + K)"l, les premiers travaux
stintéressaient aux systémes linéaires stationnaires, (Foures et Segal [61,
et Youla Castriota et Carlin [7]) et étaient basés sur le théoréme de
Paley et Wiener [8]. Plus récemment Sandberg [9] considérait les sys-
témes non linéaires variant dans le temps et étudiait le lien entre les
concepts de causalité et d'énergie. Damborg [10], [11] a établi une
condition suffisante de causalité de (I + K)_l sous la forme d'une ex-
pression utilisant les concepts de dephasage & 'incrémentation
tronquée'. Saeks [12] a considéré des systémes linéaires sur un espace
d'Hilbert et a établi la causalité de (I + K)‘l lorsque K est causal et
satisfait une condition sous forme de produit scalaire.

Dans le méme contexte Porter [13] a montré que (I + K)-1 était
causal si K est causal et dissipatif. Finalement DeSantis [17], [18]
concentra son attention sur ces systeémes causals lorsque l'avenir de la
sortie est strictement déterminé par le passé de l'entrée; de tels sys-
témes sont dits strictement causals. Cette approche meéne de fagon
naturelle & l'utilisation d'espace de résolution Hilbertien proposée
en [12], [13] et [14] et qui sera également adoptée dans le présent
article.

Le lien entre causalité stricte et inversibilité causale a déji été
étudié dans la littérature technique. En particulier, des résultats de
Gohberg et Krein [16] sur la théorie abstraite des opérateurs de Volterra
peuvent &tre interprétés [17] comme la démonstration de 1'inversibilité
de I + K et de la causalité de (I + K)_'1 lorsque K est linéaire, totale-
ment continue et strictement causal. Le champ d!application de ces

résultats reste cependant limité étant donné les conditions exigeantes



de linéarité et de continuité campléte qui sont posées. Cet article,
ainsi que la référence [20], peuvent &tre percues comme des efforts

visant & supprimer la nécessité de ces conditions restrictives.



2, REL TIQUES.

Dans cette section nous résumons les principales définitions des
opérateurs multi-linéaires et des espaces de résolution Hilbertiens.
Considérons d'abord un espace d'Hilbert,H, sur le corps, F, et son
produit cartésien d'ordre n, Hn, muni des régles usuelles d'addition et
de multiplication par un scalaire.

Supposons que W est une fonction sur le damaine Hn, a images
dans H. En utilisant les notations (xl, cooX0) B et W[xl, o x]

nous avons:

Définition 1. Une fonction W: H® 4 H est dite n-linéaire si

. s n
w[xl,...x1 +ay,... x0] = W[xl,...,xl,...xn]+ on[xl,...,y,...,x ]

pour tout x, y€H, i =1,..., n et tout €F, (i)
Dans le cas n = 2 le terme bilinéaire est utilisé au lieu de

n-linéaire. De la méme facon le terme multilinéaire est utilisé

lorsque n est arbitraire ou sans importance dans la suite du déve-
loppement. Par abus de langage nous nous référerons 4 W camme étant
un opérateur multilinéaire sur H.
A chaque opérateur n-linéaire W: H" + H on associe une fonction
&: H + H définie par:
W(x) = Wx,...,x], x€H. (1)

(i) Un opérateur linéaire peut &tre considéré comme un cas spécial
dtopérateur n-linéaire.



Définition 2. Une fonction W: H + H est appelée opérateur n-puissance

s'il existe un opérateur n-linéaire W: H - H tel que 1'équation (1)

soit satisfaite.

Définition 3. Une transformation W: H ® H est multipuissante si elle

est donnée par une combinaison linéaire d'opérateurs n-puissance.

Un opérateur n-linéaire est dit borné si:
Iw =sup| wxi,... ,x") <=
r
ou I'= { Hxl =] x2|l=[|xnll =1}. De la méme facon 1'opérateur
n-puissance W est borné si:

Wl = sup || W< =,
x ||=1

Les nombres || W/ et!lﬁl sont appelées respectivement norme n-linéaire
et norme n-puissance, évidemment HQI:S [[W|. Un opérateur multipuissance
est borné s'il est camposé d'opérateurs n-puissance bornés.

Soit W un opérateur bilinéaire sur H. La permutation, W¥, et

la moyeme W, de W sont définies respectivement par:
we [x,y] = WEy,x]

¥ [x,yl=1/2 {w [x,y] + wly,x}.
Si W= w¢ =W, 1'opérateur bilinéaire est dit symétrique. Plus générale-

ment nous avons:



Définition 4. L'opérateur n-linéaire weP est appelé permutation de

type p de l'opérateur n-linéaire W si la relation suivante est satisfaite
" n 1 _v2 n
Wp[x ,x s e, X0 ] =W, XY, LX)

ot p= {yl,y2,...,yn} est une permutation de 1'ensemble ordonné {1,2,...,n},

et (xl,xz,...,xn) un élément quelconque de H'.

Définition 5. W est dite moyenne de W si

1
1 A 1.2
W[x sX ,...,xn] = by W‘p‘][x oX ,...,xz']

)
n. J—l
ol {pj: j = 1,n!} sont toutes des permutations distinctes de {1,2,...,n} et

(X ,x 5% .,xn) c H™.

Définition 6. W est dite symétrique si les équations

n , 1 . ]
Wl X" nugX ] = W"*p"x x2,...,x ] .W[xl,xz,...,xn]

sont satisfaites pour toute permutation p de {1,2,...,n} et pour tout
2 n
%2, ... en®,
En traitant des opérateurs multipuissance, il est évident que W,W*

et W générent tous le méme W.

Exemple 1. Soit H, 1'espace Euclidien Rz, muni du produit scalaire ordinaire.

Considérons 1'opérateur W, [RZ]Z-’R2 défini comme suit:

. 1 1.1 2 2 2 2 . .
Siz = (zl,zz), X = (xl,xz), % = (xl, xz) € R%, etz =W2[xl,x2] , alors,

12 1 2 1
297P111%9%1 * Bp10%9%p T ByonXs
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xlxz 2 {
(i i

% 3 1 2
t Byra XXt Pogy XoXy t Bagy X%y

By = Ray 2
ol Eijk est un nombre réel. Cet opérateur est bilinéaire et porné;

il est symétrique si Bijk = B pour tout i,j,k €{1,2}.

ijk
Exemple 2. Soit H= LZ(A) 1tespace d'Hilbert des fonctions quadratiques
intégrables définies sur 1l'intervalle A = [0,% ]. Considérons une fonction

a valeurs scalaires K(t,sl,sz) définie sur A3 et telle que

K || =J"HA3 IK(t,51,5,) |%dt ds,ds, < =.

1

Pour tout couple xl,x2 € LZ(A) 1tintégrale
y(.) =[[ K(.,5q,5,)x (s, )x%(s,)ds ds
* AZ i U 1 2712

définit un opérateur Lg - L2. Cet opérateur est borné, car pour tout

couple x]‘,x2 € L,(r) ona
2
v 1< K 1. (1. 120

I1 est symétrique si K(t,sl,sz) = K(t,sz,sl)

Dans ce qui suit nous présenterons la structure des espaces de
résolution hilbertien [12],[14][20]. Soit H un espace d'Hilbert, et v un
ensemble ordonné linéairement avec t o €t t, respectivement éléments minimum
et maximum. Une famille {Pt} = IR, t € v, de projections orthogonales sur

H est une Résolution de l'identité si elle satisfait les deux propriétés

suivantes:
to t@
Ri) P °H=0, P "H=H, et P’H2 PYH si k> 4;
Rii) si {P7} est une sequence de projection orthogonale dans IR et

s'il existe une projection orthogonale P telle que {Plx} +* Px,

pour tout x€ H, alors P € IR,



Définition 7. Un espace d'Hilbert, H muni d'une Résolution d'Identité, [Pt}

est appelé Espace de Résolution Hilbertien (en Abrégé: FRH) et est noté
t
[H,P~].

Exemple 3. Soit H = R" et considérons la famille de projections ortho-

gonales {PY, t € {0,1,2} définie comme suit:

81 %,y € R2 ety = Ptx, alors

-

(0,0)si t=0

y =<(x1,0) sit=1

L(xl’XZ) sit=2.

La famille de projections orthogonales {Pt] est une résolution de l'identité
. 2 y g y .

et le couple [ R™ , Pt] est un espace de résolution hilbertien

Pour un opérateur K sur [H,Pt] , la notation IdPKdP représentera un

opérateur dérivé de K, et calculé de la fagon suivante. D'abord, soit

(i {to,tl, s tyseenty = t,} une partition de v, c'est 4 dire ik

pour tout j. L'ensemble de telles partitions est partiellement ordonné

par inclusion: Ql 2 02 si tout point de Qz appartient i Q.l. Pour
simplifier, posons pd = Ptj et Aj = pd - Pj','l J 1lyeseslls

Si pour tout ¢ > 0, il existe Kg et une fonction, notée IdPKdP, tels
que

n
(|[IdPKAP - & A.KA. || <
'l..r 1 3 I €

pour tout Q= Qe’ alors la série de sammes converge et



[dPKdP = lim 3 AsKa .

Exemple 5. Considérons dans [L (A),Pt] 1'opérateur bipuissance
LXemple > 2

induit par la transformation bilinéaire décrite dans 1'exemple 2.

Soit ¢ > 0 fixé, et choisissons la partition

€
Qe_ {51}
telle que
€
Hfiﬂ
2
et K (t,sl,sz)dt ds,ds, < e.
i

Remarquer que pour tout {gi}= Q> Qe’ on doit avoir

N
: 5 % < e.
HjElAJW[AJ,AJ] | < e

I1 s'en suit que l'opérateur considéré est tel que fdPWzdP = 0.

Observez que si K est n-puissance et borné alors:

n
llAjKij =M HAJ-X“ jeQ, xe H

pour un scalaire M. Si j'dPKdP = 0 alors 2 peut &tre choisi tel que M puisse

étre pris arbitrairement petit.

(2)

11



3e CONCEPTS DE CAUSALITE ° 12

Un opérateur n-linéaire W sur [H,Pt]est dit causal (anticausal) si

Py = PtWPt,((I—Pt)w(I-Pt)). W est sans-mémoire s'il est a la

fois causal et anticausal. W est précausal s'il existe une partition

Q€ v telle que W = §
i=1
suite d'opérateurs précausals {Wi}tel que {wi}+w, ol la convergence est

i-1 g . .
AiWP . W est strictement causal s'il existe une

entendue dans le sens uniforme c'est 4 dire en relation avec la metrique,
définie par la norme des opérateurs n-linéaires. Un opérateur n-puissance
est causal, (précausal, strictement causal) s'il est généré par un opérateur
n-linéaire causal (précausal, strictement causal) (ii)

De méme, 1'opérateur multipuissance est causal (précausal, stricte-
ment causal) s'il a des composantes n-puissance causales (précausales,

strictement causales).

Exemple 1. Considérons l'opérateur bilinéaires, WZ:[RZ,Pt]2 *[RZ,Pt]
décrit dans 1'exemple 2.1.
Cet opérateur est:

causal si B.., = 0 lorsque j ou k est plus grand que ij;

ijk

sans-mémoire si sijk # 0 seulement lorsque j = k = ij;

précausal si = 0 lorsque j ou k est plus grand ou égal & i.

Bi jk
Exemple 2. L'opérateur bilinéaire [LZCO,;], Pt]2 -+ [LZ[O,E ],Pt] décrit
dans 1'exemple 2.2 est strictement causal si K(t,sl,sz) = g lorsque sy ou
S, est plus grand que t. II est précausal si il existe ¢ > 0 tel que
K(t,sl,sz) = 0 lorsque S, ous, est plus grand que t - ¢. Il est sans-—
mémoire si K(t,sl’s ) = 0 sauf pour Sy =8, = t dans quel cas un comporte-
ment du noyau 1ié a la théorie de distribution est nécessaire afin d'éviter

la solution triviale K = 0.

(ii)Si W est précausal, il est strictement causal et causal; si W est
strictement causal alors il est causal mais pas nécessairement précausal.



Observez que si W est causal, alors les équations

AlWx = AlwAlx

AjW[Aj+ Aj—l tooo oy

Il

Wx
8
sont satisfaites pour x € H arbitraire et pour toute partition (!, Egale-
ment, si W est sans mémoire, alors

W = 5008
AjHX = AW

pour tout x € H et b; arbitraire.

Proposition 1. Si W est causal alors pour tout t € v on a:

w(I - PY) = (1 - PY)w(r - PY).

Proposition 2. ([12], Coro. 4.11). W est sans-mémoire si et seulement si

W= deWdP.

Proposition 3. Si W est strictement causal alors IdPWdP =0,

Proposition 4. Supposons que T et W soient des opérateurs causals, bornés

respectivement linéaires et multilinéaire. Si T ou W est précausal (stricte-
ment causal), alors TW et WT sont aussi précausals (strictement causals).
K i

Démonstration. Si T est précausal alors on peut écrire T = g AiTPl_ . En
i=1

utilisant la causalité de W il s'en suit que

=y ,pi~lpit-% AiTWPI_l,
i=1 i=1

13



Donc, TW est précausal. Supposons maintenant que T est strictement causal.
Alors, il existe une suite {Ti} dtopérateurs précausals telle que {TiW}ﬂTW, ou

chaque T,W est précausal.

Proposition 5. La classe des opérateurs n-linéaires bornés causals (stricte-

ment causals) est une algébre de Banach.

4. EQUATIONS D'OPERATEURS MULTIPUISSANCE

Etant donné 1'espace d'Hilbert H, et un élément y € H, nous consi-

dérons 1'équation

x=y+ Wx (4)
ou W= § W, W étant un opérateur n-puissance. Nous aurons besoin

‘n
=1 :
d'une structure de causalité et de ce fait H devient un espace de Resolution
Hilbertien [H,Pt]. Pour des raisons de simplicité et sans aucune perte de
généralité nous supposerons que notre résolution d'identité ne présente pas

de discontinuité, c'est a dire que pour tout x € H l1a partition () peut étre

choisie telle que la relation
Hij < B tout j €Q
soit satisfaite pour tout g > O,

Les problémes d'existence et d'unicité d'une solution, x, pour

des équations du genre cité plus haut ont été étudiés entre autre par

Rall [21], McFarland [32], et Prenter [33]. Leurs résultats concernent

le cas ou I1'opérateur W et 1'élément fixé y satisfont des conditions

14
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de norme du type décrit dans la version spécialisée du théoréme de

transformation contractive suivant (voir Prenter [33])

S N N
Proposition 1. SiW=7g W etz nHYHn_l HwnH<1, alors 1'équations
=1 =1

(4) a une solution x bien définie. De plus la transformation y =x est
continue en son domaine et peut étre calculée comme limite de la série
suivante:

Xo:y

Xy =Y + on (5)
Xy =y + wxi-l'

Corrollaire 1. Si en plus des hypothéses de la proposition 1, W est

causal, alors la solution de 1'équation (4) est une fonction causale
de y.

Les résultats de la transformation contractive n'utilisent pas la
structure de causalité. Lorsque & ne satisfait pas la condition de norme
de la proposition précédente, nous ne pouvons rien conclure, dans 1'état
actuel des recherches, sur les propriétés de la solution de 1'équation (4).

~

IT1 est facile de montrer cependant que lorsque W est précausal nous avons

alors:
= N
Proposition 2. Si W= g Wn est borné et précausal alors: i) 1'équation
=1

(4) définit unc transformation y -#x continue et causale; ii) La transfor-
mation y ?x peut €tre calculée en utilisant les itérations de la trans-

formation contractive définies par les équations (5).
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Les résultats précédents et notre définition d'un opérateur
strictement causal comme la Ilimite uniforme d'une suite d'opérateurs
précausals,'conduisent a4 la question suivante: les conditions de
précausalité de la proposition 2 peuvent-elles &tre réduites a des
conditions de causalité stricte?

Pour répondre a cette question nous supposerons que ﬁ est
strictement causal et nous étudierons I'existence et les propriétés de
causalité et de continuité de I1'opérateur inverse (I + &)_1. En par-
ticulier, dans la section suivante, nous discuterons le cas ol ﬁ =T
est un opérateur linéaire (ce cas fut étudié dans [17]). Nous étu-
dierons ensuite le cas ol & = W:Zest bilinéaire (section 6 et 7) et

finalement nous étendrons nos résultats au cas plus général multi-

Iinéaire.



5. CAS LINEAIRE

Le principal résultat de [207 permet d'étendre la proposition

3.2 au cas strictement causal, lorsque W =T est un opérateur linéaire

Proposition 1. ( r177, Théoréme 4.2). Si T est un opérateur lindaire

borné et strictement causal, alors I + T est inversible, la série
© mll % P -1 L) n
= = i - "
2ol converge uniformément et (I=1T) o (-1)
Pour I1'étude d'un opérateur multipuissance, il est utile de

considérer 1'extension de la proposition I,

Proposition 2. Supposons que To est un opérateur linéaire tel que

(1 + To)—‘L existe et est causal et borné. Alors pour toute suite
d'opérateurs linéaires strictement causals {Ti}, (I+T0+Ti) est inver-
sible et (I--i-To--b-Ti)—l est causal et borné, De plus si {Tijconverge

vers }, alors {(I+T0+Ti)—1} converge vers (I+T0+T)_1.

Démonstration: D'aprés 1'inversibilité de (I+T°), on peut écrire:

(LT +T,) = [T, (B+T ) 13(5+T ).
Pour démontrer la premiére partie de la proposition, il suffit alors
de montrer que [I+Ti(I+T0)_1] est inversible, et que son inverse est
causal et borné. Cela résulte du fait que Ti (I'+T0)_1 est strictement
causal, (Proposition 3.3), et de I'application de la proposition 1.
Pour démontrer la seconde partie de la proposition il suffit de
remarquer que } est strictement causal (proposition 3.4) et d'utiliser
de nouveau la proposition 1; le résultat est alors évident d'aprés

o -1 e -1 ¢ 1)~
¢ . -+ = = - -
Ttidentité: (T+T +1,) (T+T_+T) (T +T.)7 {T Ti}(I+Td+T) .



Corollaire 1. Si {Ti} est une suite convergente d'opérateur linéaire
: -1 :
strictement causal, (Ti}4T°, alors la suite ((I+Ti) } est aussi con-

vergente avec {(I+Ti)_1}4(I+T°)-l.

Corollaire 2., Si W est strictement causal, alors pour tout yeH 1'équation
x=u-W [y, ux)
représente une transformation bien définie, continue et causale u - x.

Cette transformation est une fonction continue causale de y et W.

18
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o, CAS BIPUISSANT

Pour discuter des propriétés de la solution de 1'équation (4)
dans le cas ou & =W [x,x] est bipuissant et strictemént causal, nous
commengons par é€tablir 1'existence et 1'unicité de la solution de
1'équation homogéne. Ce résultat est alors utilisé pour obtenir d'abord
1'unicité dans le cas non homogéne (proposition 2) et easuite la causalité
de (1+w)'1 (proposition 3). Les résultats qui suivent, concernent Iles

propriétés de continuité de (I+W)—1, (proposition 4, 5 et 6).

Proposition 1. Si W est bipuissance borné, causal et_rdPWdP = 0, alors

1'équation (4) admet une solution unique pour y = 0, soit x = 0,

Démonstration. Soit x€H tel que O = xtW(x). Pour toute partition i, la

causalité de W implique,

~

A1x+AIWA1x=0
et, en utilisant 1'équation (2) on a
lagxll = lia, Wadl < Ml x|
1 1 i [ 1

En choisissant la partition ‘! afin que M< 1 et ”A1ﬂ|‘< 1 il s'en suit
immédiatement que byx = 0.

En continuant ainsi nous obtenons également
llayxll = [laW(ayta, Ixl
= [la,Wa x|
2
<

Ce qui implique byx = 0. En répétant la procédure sur tous les éléments

de I1a partition on obtient le résultat x = 0,
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Proposition 2. Soit W bipuissance, borné, et strictement causal:

2+W(x2), on a Xy = X,.

si v = x1+W(x1) =x

Démonstration. Si Xy # X, dans la proposition, alors

X=X &(xl) - &(xz)

= Wlxy,x, J- W[xz,xz]
ou W est symétrique. En utilisant cette symétrie on a
Xy=Xg = W [Xy =X, Xy =X, -~ 2W[x1—x2,x1]

en posant z = Xy =X, nous obtenons

(T+2wl.,x Dz = W[z,2].
Cependant 1'opérateur linéaire 2W[.,x1] est strictement causal et par

conséquent d'aprés la proposition 5.1, I + 2W[.,x1] a un inverse borné,

causal, De plus en appliquant la proposition 3.3 il s'en suit que
w(i.) = (I+2W[.,x1])- w(.)

satisfait les conditions de la proposition 1. En utilisant les résultats

de cette derniére nous obtenons z = 0 = xl-xz.

Proposition 3. Si W est un opérateur borné strictement causal, alors

sur son domaine la transformation (I-+W)-1 est causale.

€H tels que

Démonstration. Supposons qu'il existe YoysXys¥osXy

x; = yi+W(Xi).

Pour tout t&v supposons que Pty1 = Ptyz. Alors d'apreés les équations

précédentes nous devons avoir



Ptxz N Ptxl - Ptﬁ(xz) N Pt\;}(xl)

et d'aprés la causalité de W

t . L P, gl
P, - P'x, = PW(P%x,) - PW(P*x ).
D'apreés la proposition 2 il est facile de voir que cette derniére

égalité et vérifiée si et seulement si Ptx2 = Ptxl. Ceci entraine

t Lo s -~ —.
PE(r) ™ < pt(mu)~Lpt,

Proposition 4. Si W2 est borné et strictement causal alors le domaine

de (I--Hsl)—l est un ensemble ouvert. De plus, (I-%W)"1 est continue sur

son domaine.

Démonstration, Pour démontrer que (I--l--'W)—‘L est continue

et que son domaine est ouvert il suffit de montrer que si u.et x

sont tels que
x=u+ W [x,x],

alors il existe un ¢ > 0 et un M > 0 tels que, étant donné

pu quelconque de H, [[Au| < ¢, on peut trouver un Ax€H, |[ax]] < M|Aul, tel que
xtAx = u + Au + Wix + ax, xtax]. (7)

En utilisant Ja bilinéarité de W et 1'équation (6), nous avons
ax = pu + 2Wlax,x] + Wax, ax].

Cette derniére équation peut €tre réécrite de la facon suivante

X = (I-ZW[.,x])—lAu + (I—--2W[.,x])_1W[Ax,Ax]



ou, d'rapr‘és 1a pr0positiron75.1, (I—Q.W[.,x'})-l est une transformation

bornée causale, et, d'aprés la proposition 3.3, (I-—2W[.,x])"1 WL a4
est strictement causale.

En appliquant la proposition 4.1 il s'en suit que si Au est tel que
-1 -1 < 4
(1-2w(.,x])"" aul. |I(T-2W[.,x])™ W(.,. ]| < 4

alors 1'équation (7) admet vraiment une solution unique. Il en résulte

que Si:

4 lgull < Q1(T=20C.,x D7 (=200, x D)7 WEL, L2 e

alors, ax satisfait 1'équation 7 et vérifie [|ax/| = M ||aull ou

M= 2 ([(T - 2W[.,x) .

Proposition 5. Si W2 est borné et strictement causal et si le couple

u,x€H2 est tel que
x = u+ W(x,xJ,

alors il existe une>0 tel que, pour tout W bilinéaire borné et strictement

i o : j| R 1
causal satisfaisant [[W-W|| <., 1'équation x =u+W[x1,x ] admet une solution

~

unique, causal. De plus cette solution est une fonction continue de W et

de u.

~

Démonstration. En posant AW = W=W et Ax;xl—x, commencons par démontrer

qu'il existe un€>0 tel que si ||AW|| <e alors 1'équation
xtax = u + (WaW) [x+px, xt+4x] (9)

admet une solution unique Ax . Pour ce faire remarquons que 1'équation

9 est équivalente a

ax = 2Wlax, x HWlax, aAx] + 2aW[ax,x] + AW[ax, ax] + aW[x,x].
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clest a dire
ax = (I-2(waW) [.,x])7T AW[x,X“.+(I—2(WAW)[.,x])'l(AWW)[Ax,Axw (10)

ou les inverses existent en vertue de la proposition 5.1. D'aprés la

proposition 4.1 nous trouvons alors que 1'équation (10) admet une solution si
-1 <k ]
I (T=2(WaW) [, x7) 7 AW, x ] o [(T=2(WHaW) [.,x7) 7" (WaW)[., . )] < i-.

Cela implique que 1'équation (10) admet une solution si AW satisfait

1'inégalité suivante

laWx,x]| =< % 1
| (T-2 O aWE ., x) ™ (12, (1WeaWT ., L]

Cependant, d'aprés la proposition 5.2, nous pouvons certainement trouver
p ’ p )

une >0 tel que, pour ||pW|<€, 1'inégalité précédente est satisfaite.

La continuité de Ax par rapport & u et & AW résulte de Ila
proposition 5 qui implique que ||ax|| < % ||aW[x,x7| et de la proposition

4 qui affirme que x est une fonction continue de u.

Proposition 6. Supposons que {Wi} soit une suite d'opérateurs bilinéaires

strictement causals tels que (I+Wi)-lu existe pour quelque u€H., Si
-1 -1 .
Wls W, et {(I+Wi) u} - x,s alors (I+W6) u existe également et est

égale a x_.
g o

Démonstration. Posons {(I—Wi)—lu}={xi} et remarquons que

Hxo—u-Wo[xo,xo]H=on—xi+Wi[xi,xi]-Wo[xo,x°1H
Son—xi”+”wi[xi’xi]—wi[xo’xo]“+“wb[xo’xo]-wi[xo’on“'

Si [xi} 5 X, et Wi - Wb, alors le second membre de 1'inégalité peut

€tre rendu aussi petit que 1'on veut et nous pourrons alors conclure que
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x,~u + Wo[xo,xOT.

Les résultats des propositions 1-6, se résument par les deux

théorémes suivants:

Théoréme 1. Si & est un opérateur bipuissance borné et strictement
causal, alors, i) T + & est injective, ii) le domaine de (I+W)"'1 est

un ensemble ouvert, iii) (I+W)"1 est continue et causale sur son
domaine.

Théoréme 2., Si {&i} est une suite d'opérateurs bipuissance précausals
telle que {ﬁi} 4 W et {(IF&i)_ly}-'xo, alors (IF&)_I y est un élément
bien défini dans H et égal a S Ltélément (I+&)_1y et une fonction

continue de y et de W.

Corollaire 1, Si W est strictement causal, alors 1'équation x = wWx

admet une solution X, si et seulement si pour tout €>0 il existe une
partition Qetel que pour tout 2> () on a

. PR

i-1,-1
I (T+z a;WP 1) u-xll<e,

. 1 0o

i=1
Corollaire 2. Si W, est strictement causal, alors 1'équation x = utWx

2

admet une solution X si et seulement si il existe une suite convergente

de composantes précausales {Wi} + W tel que {(I#Wi)_lu} X .

Corollaire 3. Soit W strictement causal et supposons que {ui} est

une suite d'élément de H tel que (I+W)_'[ui existe pour tout i. Si

: =1 ;
{w} »u, et si (T+W) u  existe, alors

Sl . =1
(T+w) u = Tim (THW) g



7. RESULTATS CONCERNANT L'IMAGE

Nous considérons 1'image de la transformation définie par
1'équation 4 dans 1e cas spécial ou & est bipuissance et strictement
causal. Tout d'abord nous commengons par montrer que contrairement a
ce que 1'on peut s'attendre d'aprés la proposition 4.2, 1'opérateur

I + W n'est pas nécessairement surjectif. Ceci est illustré par le

contre exemple suivant:
Exemple 1. Considérons 1'équation suivante:
2 :
x(t) = y(t) + [[Ix(s) ds1%, t€A = [0,]] (11)

ol y (.) est une fonction scalaire fixée de L, (A), et x(.) est
1'inconnu de 1'équation. Remarquons que le terme bipuissance

est généré par un opérateur bilinéaire strictement causal du type
décrit dans 1'exemple ‘3.2, Observons également que pour y(t) = —k2,

la solution x est absolument continue et que I1'équation différentielle

qui en résulte est 1'équation de Riccati
2. 2 _
g (t) = x™+g"(t), g(0) = 0.

La solution unique de cette équation, est g(t) = k tan (kt). Il s'en
suit que la solution unique de 1'équation (11) est donnée par
x(t)=¢ (t) = Kz/cosz(kt). Remarquons que cette solution n'appartient
pas a 1'image de I + &.

Nous préterons maintenant notre attention sur les conditions
nécessaires et suffisantes garantissant la propriété de surjectivité.

A~

Proposition 1. Supposons que W soit strictement causal. Si y€H n'est

pas dans 1'image de I + W, alors il existe un élément t€v tel que pour
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s< t, Psy appartient a I'image de P (I+W) et é%%llxsﬂ =, OU X =

1PS (z+W) ~LpSy) .

Démontration. Soit t, = Sup {s: Psy est dans I'image de PS(I+W)}. D'apres

la proposition 4.1 nous avons B # 0. Supposons maintenant quesg%m Hxs < .
)

En observant que pout tout Sﬁ>31’ nous avons,

S, S.
x =x_= (P 2p l) X
S, s. s
2 A 2 ¢ %
il doit alors exister un élément bien défini, Px°€H, tel queS}%m X = P °x.
t o
De plus, P °x satisferait:
T B Ca=1 to
P x=P"  (IHW) Py
t t &
Cette dernidre équation impliquerait que P 0y est dans 1'image de P (W),
t
Cette implication cependant ne peut &tre satisfaite parce que si P 0y était

t ~
dans 1'image de P °(I+W)-1, alors, en appliquant la proposition 6.4, nous

aurions pour quelque t > to, Pty aussi dans I1'image de Pt(I+W). Nous serions

alors en contradiction avec 1'hypothése de supériorité de tye

Proposition 2, Si W est un opérateur bipuissance strictement causal et s'il

existe une suite d'opérateurs précausals {wi} + W tel que, pour tout y € H,

la suite {(I+W)_1y} est bornée, alors HW est surjectif.

Démonstration, Supposons que y ne soit pas dans l'image de I+W. Alors,

dtaprés la proposition 1, il existerait un toev tel que pour s < to 1té1ément
PS(IF&)_lPSy = xg bien défini et tel que %;% HxSH = », En posant

xiS=Ps (I+&)—1 Psy, dtaprds la proposition 6.5, il résulterait que

%&ﬂ HxisH=m. On obtiendrait alors une contradiction i I1'hypoth&se selon

st .
. laquelle la suite {(I+W) "y} est bornée

Proposition 3., Si W est strictement causal, alors l'équation x = y + Wx

une solution x € H si et seulement si il existe une suite d'opérateurs pré-

causals {W.} + W, telle que {(I+ﬁ)'1y} est borné,



Les résultats précédents sont résumés dans le théoréme suivant:

Théoréme 3. Si & est un opérateur bipuissance, borné et strictement
causal alors une condition nécessaire et suffisante d'existence, de
causalité et de continuité de (I--l-{«‘l)_1 est qu'il existe une suite conver-
gente d'opérateurs précausals {&1}4& tel que pour tout y=H la suite

{(I+Wi)-1y} est bornée.

Le prochain résultat illustre un type différent de condition suffisante
de surjectivité de (I+W). Dans la suite, TX = I-2W[x, .7 pour tout xcH

est un opérateur linéaire borné sur H. L'adjoint de TX est noté T;.
Théoréme 4. Il existe une suite {x } telle que

(1) Hxn-W(xn)—yllest monotone décroissante

EYA
"

(2) T, (xn-vAJ(xn) -y)=+0
n :

(3) 1%, y=%l # O

W

Corollaire Si T - est uniformément borné inférieurement sur l'ensemble

n n : o
|x-W(x) - y]| < a } o Inf [a4lxn-w(xn)—yﬂj > 0, alors la transformation

{x:

x * x-W(x) est surjective.

Remarque. Si W est strictement causal, alors, d'aprés la proposition 5,

pour tout x€H, Tx est injectif, surjectif, et borné inférieurement. Ces
¢

propriétés sont vérifiées par Tx' Cependant les auteurs ignorent si une

PO

famille indicée de tels opérateurs est nécessairement uniformément bornée
inférieurement.
Pour démontrer le théoréme considérons la fonctionnelle sur H

déterminée par

£(x) = lIx - W(x)-yli 2

27



En développant par le produit scalaire, la détermination des dérivées
premiére de Frechet et seconde de Gateau de F est directe mais fasti-

dieuse. On obtient

Fl(x;h) =2< X = ﬁ(x) - y,(I-2W[x,.]) h >

P 3
v = (I - 2W[x., ])*(x=W(x) - y) = Txa(x)
et
11 AL
F(x;k,h)=2 < Txk’Txh > - 4< a(x), W[k,h] >

ol a(x) = x-W(x)-y. La démonstration du théoréme 1 s'obtient alors

immédiatement d'aprés Goldstein [22], page 125,
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8. EXTENSION AU CAS MULTIPUISSANCE

La discussion au sujet des propriétés de la solution de 1'équation
multipuissance a jusque la été limitée au cas spécial ou l'opérateur &
était bipuissant, Remarquons cependant que la plupart de nos démons-
trations étaient basées sur les propositions 4.1 et 4.2 qui demeurent
valides lorsque ﬁ est donné par une somme d'opérateurs n-puissance., Il
est alors naturel de se demander si nos résultats restent valables dans

ce context plus général. Afin d'illustrer qu'il en est ainsi reformulons

les énoncés des théoremes 1, 2 et 3 comme suit.

Théoréme 1, Si W est un opérateur multipuissance borné et strictement
causal, alors i) W est injective; ii) le domaine de (I--l-W)-1 est un

ensemble ouvert; iii) (I+W)_1 est causal et continu sur son domaine.

Théoréme 2. Si {Wi} est une suite d'opérateurs multipuissance précausals
telle que {Wi} W et {(I+Wi)_1y} + x5 alors (I+W°)—1 y est un élément

bien défini de H et égal & X e

Théoréme 3, Si & est un opérateur multipuissance borné et strictement
causal, alors une condition nécessaire et suffisante d'existence, de
causalité, et de continuité de (I-H:I)_1 est qu'il existe une suite conver-
gente d'opérateurs précausals {ﬁi} - &, telle que pour tout y€H, la suite

{(I+wi)-1y} est bornée.

Une généralisation plus délicate de nos résultats est possible.
Supposons que F et G sont des transformations sur [H,Pt] telles que

les inégalités:

m| Aj(xl-x:,:)llc"s Il AJ-FAj(Xi—Xz)H (12)

29
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et

HAjGAj(Xl-XZ)H = Mla. (xl 2)H (13)

soient satisfaites pour tout couple Xy5X,y €H et toute partition Q

convenablement choisie.,

Théoréme 4. Soit F sans-mémoire satisfaisant 1'équation (12) et
soit G causale satisfaisant 1'équation (13). Sin>gyoun= ¢y
et M< m, alors 1'opérateur F+G est injectif et (F+G)_‘L est causal

sur son domaine,

Démonstration. La démonstration de la causalité est identique &

celle qui est donnée pour la proposition 7.1. La propriété d'injec-

tivité de F + G est basée sur les deux propositions suivantes.

Proposition 1. Si f et g sont des fonctions sur R satisfaisant

(mr)¥ < f(r) et g (r) < (Mr)P pour m, M, o, B> 0 et 0= r€R et si

f(r) = g(r) pour r > 0:

i) si B > « alors r=0our?2r

ii) sip=get M<malors r =20

ot r_ = (n¥/MP) red

Proposition 2. Si F est sans-mémoire et satisfait 1'équation (12),

si G est causal et satisfait 1'équation (13) et sin> youn= ¢y

et M < m,alors

0 = F(x) - G6(x)

admet la solution unique x = 0,
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La démonstration de la proposition 1 peut étre faite par

simple inspection; la proposition 2 est démontrée comme suit:

Démonstration, (prop. 2) Si F(x) = G(x) alors en utilisant les

propriétés de causalité de F,G nous avons
AlFAIX = AIGAIX
et d'aprés les équations (12) et (13) on a:
. n
lIm ag % = [Magil .

Maintenant puisque (Pt} n'a pas de discontinuités nous choisissons
Q telle quellA1MI<< ry paramétre de la proposition 1. En utilisant
cette proposition nous obtenons alors AX = 0. Il reste seulement

a noter que

AoFAX = AyCLATA,]
= B08%

et par conséquent I1'argument précédent s'applique de nouveau et en

procedant ainsi par choix de Q nous arrivons a x = 0,
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9. APPLICATIONS

Considérons 1'opérateur K : LZ[O,m] -+ LZ[O,w] défini de la facon

suivante: si u,xELz[O,w] et u = Kx, alors,

_ N t t
u(t) = % ...ﬁ)K(t,sl,...,sn)x(sl)...x(sn)dsl,...dsn (14)
=]
ou
@ 002
ﬁ)... L)K (t,sl,...,sn)dsl,dsz...dsn‘< o, n=1,2,,.N. (15)

Cet opérateur a été proposé comme modéle mathématique pour 1'analyse
du comportement des systémes physiques tels que les réacteurs nucléaires
[27], la lévitation magnétique [28], les canaux de communications

[29], les systémes biologiques, [247], [30], etc...

Lt'intérét de cette représentation pour une telle variété de
systéme réside dans le fait qu'un opérateur de cette forme donne une

bonne approximation d'opérateurs non-linéaires beaucoup plus généreux.
Le Iemme suivant résume en partie cet état de chose.

Lemme [337. Soit C[E] 1'ensemble des opérateurs continus et causals
sur LZ[O,T] et restreint & un ensemble compact E de LZ[O,T]. Consi-

dérons dans C[E] la métrique définie par la norme. Alors la famille

des opérateurs définie par les équations (14) et (15) est dense

dans C[E7.

Inspiré en partie par les résultats précédents, les propriétés de
1'opérateur K ont été récemment étudié en relation avec les problémes

de synthése [24], d'identification [25], [26] et de contr6le optimale [277.
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La configuration d'un systéme de grand intérét pour tous ces

problémes est représentée sur la figure 1.

4 x>(t)

y(t)

u(t)

Figure 1: Systéme de base & contre réaction avec chaine ouverte

multipuissance.

La premiére tache qui s'impose est d'analyser le comportement
entrée-sortie de ce systéme a contre réaction. Cela revient a

étudier les propriétés de la solution de 1'équation.
x(t) = y(t) +u(t) . (16)
ou u(t) est donnée par 1'équation (14).

En notant que I'opérateur K est borné multipuissance et strictement
causal, les résultats de la présente étude peuvent €tre déja utilisé
a cette fin., En particulier-le théoréme 1 ' nous dit que si 1'équation
(16) admet une solution, x, alors cette solution est unique, et est
une fonction causale de y. Evidemment ceci n'implique pas qu'd une
entrée , y, a énergie finie, corresponde une solution x ayant néces-
sairement une énergie finie ou un temps de fuite fini (voir contre
exemple 7.1). Cependant il est possible d'affirmer que le domaine de
y pour lequel ces propriétés sont satisfaites est un ensemble ouvert
dans L2[0,m]. De plus a une entrée y dans ce domaine, correspond la

solution x, fonction continue de y et de K (théoréme 2 ).



Ces considérations permettent d'une part une meilleure connais-
sance qualitative des propriétés entrée-sortie du systéme a contre-
réaction et fournissent d'autre part des implications pratiques quant
aux méthodes de calcul visant & résoudre 1'équation (15). Afin
d'illustrer cette derniére affirmation, considérons le contexte
particulier développé dans les exemples 2 et 5 de la section 2 et
dans I'exemple 2 de la section 3. On commence par choisir une suite
de nombres réels positifs {gi} * 0, et par déterminer la solution,
Xs5 de 1'équation.

§ t—g

t-g. 3
x(t) = y(t) —-ro S5 Io % K(t,sl,...sn)x(sl,)...x(sn)dsl...dsn.

en utilisant les iterations de la transformation contractive

considérées dans la proposition 4.1, puisque 1'opérateur multipuissance
dans cette équation est borné et précausal. A ce niveau nous avons les
deux possibilité suivantes: La suite {xi} peut s'avérer non bornée;
dans ce cas on peut conclure que I1'équation (16) n*admet pas de solution

a énergie finie. D'autre part, si {xi} est bornée elle doit étre alors

convergente et avoir pour limite la solution cherchée de 1'équation (16),

(Théoréme 3 ).
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L'exemple suivant illustre une classe importante de systéme pratiques

de contrdle a contre réaction pour lesquels toutes les considérations

précédentes sont applicables.

Exemple 1. Considérons le systéme a contre réaction scalaire représenté

en figure 2., les sytémes Ti’ i = 1,2, un pouvant €tre représenté comme

suit: Si x;, z; ELZ[O,m) et z, = T,x;, alors

t
zi(t)==j; Ki(t,s) xi(s) ds



® ® 2
ou les Ki(t,s) sont tels que.L .EJ Ki(t,s)lds dt < », i=1,2.

Soit N une non linéarité du type polynomial, sans mémoire,

c'est a dire que si z= Nx, alors
z(t) = alx(t)  sun. F anxn(t)

La chaine ouverte de ce systéme a contre réaction est un

opérateur borné, multipuissance et strictement causal.

+~/,~\\ T X N z

Figure 2: Exemple pratique de servo systéme multipuissance.
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10, CONCLUSIONS

Dans cet article nous avons cherché & relier certaines
propriétés spéciales de causalité d'un systéme K & des questions
concernant I'existence et la causalité de (I + K)_l. Ceci a
été fait en supposant que K était donné par une somme finie d'opé-
rateurs multipuissance définis sur un espace de résolution
Hilbertien. De méme que dans 1'étude précédente [20], ol K est
faiblement additif, 1e concept de stricte causalité a joué ici

un réle important.

Nos résultats se résument briévement comme suit. Si K est
borné et strictement causal, alors I+K est injectif et son inverse,
lorsqu'il existe, est causal et continu (Théoréme 1 et 2). Cela
correspond aux théorémes 4. 1-2 dans [20]. Contrairement & la
principale conclusion de cette étude, lorsque, K est multipuissance
1'hypothése de causalité stricte n'est plus suffisante pour assurer
I'inversibilité de I+K; en particulier, comme le montre 1'exemple 1,

I+K peut ne pas €tre surjectif.

Afin de préciser la structure de 1'image de I+K nous avons
été conduit naturellement a la recherche de conditions supplémentaires
appropriées sur K. Dans ce sens, le théoréme 3 donne des conditions
nécessaires et suffisantes d'existence d'une borne supérieure. Le
théoréme 4 donne une condition suffisante d'existence d'une borne

inférieure.
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