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Dans le cas d'ensembles convexes symétriques K, supposons.

sans perte de généralité, que l'origine du système d'axes soit le cen-

est aussi un ensemble convexe symétrique avectre de symétrie. Am(t)

le même centre de symétrie que l'ensemble K. Ainsi 0 G A pourm(t)
tout t et f(x,t) < f(0,t) pour tout x G K quel que soit t ^ 0.

Il est donc possible que dans le cas de convexes symétriques, 

la fonction f(x,t) soit strictement log-concave par rapport à la va­

riable x, pour tout t assez grand, et que 0, le centre de symétrie.

soit l'unique point qui rende cette fonction maximum.

Pour des ensembles convexes quelconques, malheureusement, nous

ne pouvons pas caractériser le point rendant f(x,t) maximum.'x(t)"

ni indiquer si ce point est le même pour tout t.

II - TEMPS PROBABLE MAXIMUM DE SEJOUR DANS UN CONVEXE SYMETRIQUE

Considérons maintenant la variable aléatoire T représentant

le temps passé à l'intérieur du convexe K par le mouvement Brownien, 

pour atteindre la frontière de K, pour la première fois. Nous avons vu 

dans le premier chapitre, pour la boule de rayon r, centrée à l'origine, 

que le temps probable &X(T) est égal à

n1 r2
n i=l

C'est une fonction strictement concave ayant 0 comme point maximum,

pour tout x ^ 0 appartenant à la boule 

Nous avons un résultat similaire pour le cas des convexes symétri-

c'est-à-dire que ^“X(T) < &0(T) 

de H11.

ques :
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3.

Soit K un ensemble convexe symétrique ayant comme centre de 

symétrie l'origine du système d'axes, alors £0CO pour tout

x e K.

Démonstration:

On peut écrire

J0
£ (T) x f(x,t) dt

où f(x,t) est la probabilité de séjour à l'intérieur de K pendant la 

période de temps (0,t), mais 0 G A t ^ 0, c'est-à-direpour toutm(t)
£(x,tj < £(0,t) pour tout t ^ 0. Ainsique

/

J0
£(o,t) dt = £om.£ (T) < x

On peut aussi affirmer:

Corollaire:

Si $ : TR TR+ est une fonction croissante telle que $(0) = 0

et lim $(t) f(x,t) =0, K un convexe symétrique ayant 0 comme centre
t-K»

de symétrie, alors

£x0KT;n ^ so($(T)).

Démonstration :

Ht) dP [T < t]ÊX(^(T))

■-/"

J0
^(t) f(x,t) dt

=rJo ^'(t) f(x,t) dt < £0(4>(T)).
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Nous ne pouvons pas dire si la fonction &x(T) 

log-concave. Il serait peut-être intéressant de connaître les conditions 

supplémentaires sur la fonction f(x,t) pour que la fonction

est concave ou

y-'OO

f(x,t)x

soit concave ou log-concave (strictement).

Dans le cas des ensembles convexes quelconques, on peut se demander

si l'ensemble convexe

Am(t) = 'fxlf(x’t^ = m(t)}

est réduit à un seul point pour t fixé et positif et comment varie ce point

en fonction du temps t. On peut également se poser la question suivante:

Le maximum de la fonction.

x + £ (T) x

est-il atteint en un seul point?

On laisse plusieurs questions en suspens, celles dont les réponses

Malgré cela, nous avons obtenu des
•#

semblent assez difficile à obtenir.

résultats que l'on peut qualifier d'importants. En effet, on connaît 

très peu de propriétés qualitatives pour des fonctions satisfaisant à 

des équations telles que: l'équation de la chaleur, l'équation de 

Laplace et l'équation de Poisson. Nous savons maintenant, grâce à notre 

étude des mesures quasi-concaves, que la fonction f(x,t), satisfaisant

l'équation de la chaleur, est log-concave. Elle est sur-harmonique en 

utilisant des notions probabilistes. Pour la fonction satisfai-
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sant l'équation de Poisson, on a montré l'existence d'un point GR tel 

que ^X(T) soit maximum, dans le cas de convexes symétriques.
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