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RESUME

Dans un réseau a n+l sommets, un O-circuit est un chemin d'origine
X, fixée, devant comporter n+l arcs, et d'extrémité X 5 une formulation
par un programme linéaire en nombres entiers, a "n" contraintes du pro-
bléme du voyageur de commerce est définie; une méthode par sous-gradient
permet d'obtenir efficacement une borne inférieure sur la longueur du
tour optimal; un algorithme par "Branch and Bound" en est dérivé, et donne

une solution exacte du probléme du voyageur de commerce.



INTRODUCTION

Le Probléme du Voyageur de Commerce (TSP), qui consiste d trouver
le plus court circuit qui traverse exactement une fois chaque sommet
d'un réseau, a suscité de nombreuses recherches dans le domaine de la

Recherche Opérationnelle (par exemple, voir [3], [12]).

Dans un rapport précédent [2@, a été définie une approche & ce
probléme, caractérisée essentiellement par l'usage des trois techniques

emboitées suivantes:

(1) recherche d'un O-circuit de longueur minimale
(ii) introduction de pénalit@s dans les distances, et optimisation
par Programmation Linéaire

(iii) Enumération Implicite.

Le présent rapport reprend et modifie cette approche. Le premier
chapitre concerne le point (i); les O-circuits y sont définis, et inter-
'prétés sur un réseau multiparti associé et 1'algorithme de Saigal est
rappelé. Un second chapitre reprend succintement les propriétés du pro-

gramme lin€aire du point (ii) développées dans le précédent rapport. Le

troisiéme chapitre est concerné par une autre méthode, dite de sous-gradient,

pour réaliser 1l'optimisation des pé€nalités au point (ii); cette méthode est
comparée sur un exemple avec l'algorithme du simplexe par génération de co-
lonne utilisé& précédemment. Le chapitre 4 décrit un algorithme par Enumé-

ration Implicite utilisant l'optimisation par sous-gradient et un exemple



II.

est résolu par cet algorithme. Enfin dans le dernier chapitre sont
discutées différentes extensions de cette approche, 4 des problémes
généraux de tournées incluant éventuellement plusieu;s véhicules avec
capacité, et des dem;ndes multiples. Trois annexes décrivent des pro-
cédés mis au point pour réduire 1l'effort de calcul des plus courts che-
mins; 1'annexe 1 indique un procé&dé (''pseudo-couplage') fournissant de
bonnes pénalités de départ; l'annexe 2 décrit les "O-circuits sans va-
et-vient" et un glgorithme correspondant; ceci permet d'obtenir une
meilleure borne au prix d'une faible augmentation de temps de calcul;
enfin 1'annexe 3 indique comment l'utilisation d'un graphe restreint
permet de réduire considérablement le temps de calcul dans la plus grande
partie des itérations. La mise en oeuvre et 1l'expérimentation des métho-

des décrites dans ce rapport sont actuellement entreprises afin d'en vé-

rifier 1'efficacité.



1.  0-Circuits

1.1 Définitions

Soit R = (V, E, d) un réseau 8 V = n + 1 sommets, od 1l'arc
(x,y)eE est muni d'une valuation d(x,y) représentant la ''longueur"
de 1l'arc (x,y). Nous supposerons ce réseau complet (on peut affecter
une longueur infinie-aux arcs inexistants) et sans boucle. Désignons
par Xp un sommet quelconque de R .et les autres sommets par xi,.;iin;‘

dans toute la suite, nous noterons djj = d(xi,x5) (1 # j).

Nous emploierons le mot tour pour désigner un circuit hamiltonien,
c'est 34 dire un chemin traversant exactement une fois chacun des sommets

X0» Xps--+Xp du réseau. Un tour peut &€tre considéré comme un chemin

élémentaire issu de X ,comprenant n sommets intermédiaires, et d'extremité X e

Nbus apfellerons O-circuit tout chemin (non nécessairement élémeﬁ—
taire) issu de x5, comprenant n sommets intermédiaires distincts de xg,et
d'extrémité xb; en particulier, un tour est un O-circuit et, réciproque-
ment, un O-circuit ¢ est un tour si et seulement s'il traverse exactement
une fois chaque sommet intermédiairej; sinon il existe quelque sommet
xj (# xo0) qui n'est pas atteint par c, et aussi quelque autre sommet
xj (# xg) qui esp.traversé au moins deux fois par c, c'est 3 dire que la
"partie intermédiaire' obtenue en Stant de ¢ le sommet x, et les deux

arcs incidents 3 xg, comprend (au moins) un circuit (non nécessairement



élémentaire) sur certains des ''sommets intermédiaires'" xj,...Xp.

Nous sommes naturellement conduits & définir, pour chaque
. 2 R
0-circuit c, son vecteur associ& 3¢ dont chacune des composantes
ac,; représente le nombre de fois que c traverse le sommet Xj (# Xo).

Clairement 8,20

/

1-a°=Z_a,,; =N (od 1 désigne le m-vecteur
.
dont toutes les composantes sont 1), et un O-circuit T est un tour

si et seulement si son vecteur associé ap = 1.

1.2 Reseau multiparti associé

La recherche d'un O—circuit de longuéur minimale est équivalente & la
recherche d'un plus court chemin dans un réseau multiparti RM = (N,A,c)
défini comme suit :

(i) N est 1l'ensemble des "noeuds" (nommés ainsi pour les distinguer des
sommets) regroupés en "phases" de la manidre suivante
phase 0 (origine) noeud (0,0) associé 3 X
. phases t (intermédiaires) ol t =1,2,,..,n
noeuds (i,t) associés aux sommets X5
phase ntl (finale) noeud (O,n+l) associé & X
(ii) A est 1'ensemble des arcs reliant les noeuds d'une phase aux noeuds de
la phase suivante
1'arc ((i,t),(j,t+1)) est défini pour t=0,1,2,...,n si 1l'arc
(xi ,xj) est dans E '
(si t=0 alorsi=0
si t=n alors j =0)
(iii) c définit la longueur des arcs

c((i,t),(j,t+1)) = dij lorsque dij est défini et t = 0,1,,00s0



Remargué : il n'y a pas d'arc ((i,t),(i,t+1l)) puisque R est supposé sans boucle.

Exemple 1 : tiré de Wagner [33] ( les sommets ont été renumérotés)

|
Vs DR TR T T B
x : 1 10 15 2

! s | . A . A o S 0 e e o | i e

|
x |10 25 25 10
x,| 9 : 8 20 10
x,| 10 ; 14 24 15
x,[8 ! o 2 27

1

Distances

phase 1 phase 2 phase 3 phase 4

Figure 1. Réseau multiparti

Les longueurs des arcs entre les phases 1-2, 2-3 et 3-4 sont identiques

et données dans le tableau des distances,



Un plus court chemin joignant 1l'origine (0,0) & 1ltextremité (0,5)
est  (0,0)-(1,1)-(4,2)~(1,3)-(4,4)=(0,5) , noté simplement O-1-4—1—4-0

de longueur 39, Son vecteur associé est (2,0, 0, 2 ),

Un algorithme de programmation dynamique, décrit par R, Saigal [31]

( voir aussi [29]) et reposant sur le principe d'optimalité suivant
I(it) = Min {1(;.,1:_1) +dy \(xi ) € E} (1.1)

permet de trouver un plus court chemin (un O-circuit de longueur minimale)
en O(nx|E|) opérations (additions, comparaisons), Si le réseau est complet,

ce nombre devient exactement :

n (n—l)2 +n additions

(n--l)3 + (n-1) comparaisons.

(Voir 1'annexe 2 pour une variation sur cet algorithme),



25 Une formulation par la Programmation Linéaire du Probleéme du

Voyageur de Commerce

2.1 Définitions et premieres propriétés

Désignons par C l'ensemble des O-circuits définis dans le
réseau R, et par ec la longueur (somme des longueurs des arcs)

d'un O-=circuit c.

Considérons le programme lin€aire en nombres entiers suivant:

(PLI)(Minimiser z(x) = Z(—‘, Cc Xe
ce

« s.C. X, >0 ,efSien

L e ¥ = /_,. .

ceC

et le programme linéaire déduit en reldchant les contraintes d'intégrité

sur X3



(P.L.) ( Minimiser z.(X)= . bz,
ceC

4 s.c. x20

Z_3;% =4 2y
ceC

>

programme linéaire & n(n-l)"'1 variables non-négatives et n contraintes.

Remarque: i
- qu est clair que, dans la solution optimale de(PLI)ou de(PL), si ¢

et c' ont méme vecteur associé, et si lc < 1.' alors xc' = 0; ceci
permet de réduire considérablement le nombre de variables. Dans toute
la suite, 1'ensemble C sera réduit aux O-circuits de longueur minimale

parmi ceux ayant le mé€me vecteur associé.

Lemme 2-1. Il existe un seul point entier satisfaisant aux con-

traintes de (PLI), et ce point représente le tour optimal dans le réseau R.

Preuve : : »
En additionnant les wn contraintes de (PLI)on obtient

Z_.Y\-xc =0
ceC
soit (2-3)
_/j XC_ =’1
ceC
Comme x est non-négatif, les seules solutions entiéres a (2.3) sont

telles qu'il existe un O-circuit c* tel que

B (2.4)

et x, = 0 pour tout ceC, c #c*

d'ol  Qd,, ui c'est 3a dire que c* est un tour dans R, et

d'aprés la remarque ci-dessus, un tour optimal. #

s B e e e s e A G e e



Lemme 2.2: L'unique point entier, défini dans le lemme 2.1, est un

point extr&me du polyédre P défini par les contraintes de (PL), et il

est adjacent 3 tous les autres points extr@mes de P.

Preuve: D'aprés le lemme 2.1, le poly&dre P est non vide. Considérons
alors un point extréme de P, une base réalisable B correspon-

dante et la solution x définie par

Boply

(2.5)
R=o

(les notations sont celles de [32]).

Remarquons que l'ensemble S des indices s tels que

iz >0 (2.6)

est non vide.

Si le vecteur ars associé au tour optimal, est dans la base B,
alors la solution x définie par les relations (2.4) est le programme de
base, puisque B_lx = 1. Le point extr@me correspondant est bien le point

entier du Lemme 2.1.

Si le vecteur ap n'est pas dans la base B, nous allons démontrer
qu'une simple opération de pivotage suffit @ 1'y faire entrer. En définis-

sant

yp =B ap = B1 (2.7

il vient immédiatement

yp = X (2.8)



Une premiére conséquence est que Yr > 0, donc 1'opération
de pivotage est permise. De plus, l'ensemble des indices s tels que
Yer > 0 est identique @ S (ensemble des indices s tels que is >0).

Alors le rapport 52__, dont le minimum sur S définit le vecteur sortant
' :
sT

de la base, est €gal @ 1 pour tout s e S, donc on peut substituer ap a
tout vecteur a_, pour s e S et 1'on obtient le point entier par cette
simple opération de pivotage. #

|

2.2 Génération de colonnes

Un procédé trés général pour aborder ce genre de programme
linéaire, ol les variables sont en fait définies implicitement, est
d'utiliser la méthode revis€e du simplexe: La génération de la co-
lonne entrant dans la base s'effectue en résolvant un sous-probléme

de nature généralement combinatoire (voir par exemple [?é},[l%,[27]

[21, chap.4]

Lemme 2-3. La génération de la colonne devant entrer dans la
base se raméne d la recherche d'un O-circuit de longueur minimale

dans un réseau associé.

Preuve :
Soit B une base réalisable de (PL) et soit la

variable duale associée.



La variable candidate est choisie en calculant le minimum de

A
ec = ec'— TT'ac

. : A
pour les variables hors-base (si c est dans la base €. = 0). Une varia-
A Ll
ble xr sera donc choisie pour. entrer dans la base tant que e,. :H‘a ec <0
ce
Pour un circuit c le calcul de fc revient 3 affecter une '"pé€nalité" -
d la longueur de c chaque fois que le sommet xj # Xo est traversé; cette
pénalité peut €tre répartie sur les arcs adjacents au sommet i en définis-

sant les "longueurs pénalisées" .suivantes:

1 = = — -
dij dij )‘"i 1 l)uj

ou Xe[b;q est un paramétre: on utilisera par exemple les
valeurs A = %.pour conserver  éventuellement la
symétrie du réseau, ou A = 0 (resp 1) pour pré-
server l'ordre des longueurs des arcs indicents

en x; (resp. issus de xj). #



lo'

2.3 Pénalités optimales

Pour tout vecteur ¥, désignons par Cqg un O-circuit de longueur

pénalisée minimale, et par W(T) cette longueur:

W) = Log- Toacg= Mig (e - T.20) (2.10)
ce

Pour tout ceC, on a
W(m € L. - T.a, (2.11)
et en particulier pour le tour optimal T, de longueur £y

W(T g &7 - 1.1 (2.12)

Lemme 2.4: Pour tout T et tout réel k
W(T + k1) = W(T) - nk (2.13)
Preuve: Pour tout O-circuit c, on a l.a, = n, d'od
£e - (T + kl).a, = £c - T.a; - nk
donc une translation de T dans la direction de 1 se traduit par une méme
translation dans les longueurs pénalis€es des O-circuits. #

On peut donc se restreindre aux pénalités § telles que

1.1=0 (2.14)



Alors la quantité W(T) apparait, en combinant (2.12) et (2.14) comme une
borne inférieure sur ET. Le probléme de maximiser cette borne, soit

Max{W(T)/7.1 = 0} avec W(T) = Min (£ - T.ac)
ceC

est un probléme de '"Maximin', et peut se formuler comme un programme

linéaire:

(D) Max W

s.c. W+ T.a. £ £c pour tout ceC

(W,T non-astreints)

Lemme 2.5: (PL) est &quivalent au dual de (D)

Preuve: 1le dual de (D) s'écrit:

Min g Lo Xc
$.C. E I =1 (2.15)
g ac,1 B B9 W 0 pour i = 1,...,n (2.16)

(x¢ > 0, y non-astreint)
En additionnant les contraintes (2.16) et en comparant avec (2.15), il vient
y = -1

Les contraintes (2.16) sont donc €quivalentes aux contraintes (2.1) et il a

P

€té démontré, dans la preuve du Lemme 2.1 que la relation (2.15) est une con-

séquence des contraintes (2.1). #



Remarque: (P) n'est pas formellement le dual de (D). En particulier,
pour toute solution de base de (PL), de valeur z, les

variables duales 1 vérifient

1.1 =2z

ce qui est en contradiction avec (2.14)

THEOREME 2.6: Les deux propriété€s suivantes sont équivalentes

(i) il existe des pénalités T telles que le tour optimal T est
un O-circuit de longueur pénalisée minimale.

(ii) la solution entiére est solution optimale de (PL)

Preuve: (ii) > (i) si la solution entidre est optimale, le maximum z*

de la valeur z de (PL) vérifie:

z* = L

Considérons une solution optimale de (PL) telle que tous les cofits
relatifs soient non-positifs (cette solution n'est pas nécessairement la

solution entiére) et soient T* les variables duales correspondantes:

Pour ces pénalit&s T*, le tour optimal a une longueur nulle et tout

chemin a une longueur non-positive donc la propriété (i) est vérifiée.

12.
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(1) = (ii) si la solution entiére n'est pas optimale pour (PL)

on a:

z* < ZT

D'aprés le lemme 2.5, z* est aussi la valeur optimale du dual

de (D), donc pour toute pénalité T vérifiant (2.14) on a:
WM < z*
d'ou WM < 21 (2.17)
Soit T une pénalité quelconque, et posons:
P=1.1

Supposons que le tour T soit un plus court chemin pour T, alors:

W(T) = £ - 1.1 = £ -P

définissons alors la pénalité ' par
mmoag-21
n—
' vérifie (2.14) et, d'aprés le lemme 2.4,
WCT') = W(T) + nb = £
n T
ce qui contredit (2.17) #

Bien que le point entier soit adjacent 3 tous les autres points

extrémes du polyédre (P), il n'est possible de l'atteindre par un pivotage



basé sur le critére d'entrée "coit relatif minimum", que si ce point

entier est, en fait, solution optimale de (PL).

2.4 Relation avec le Probleme d'!'Affectation

Le théoreme suivant, démontré dans [26], établit que la borne
inférieure z fournie par (PL) est uniformément meilleure que la

borne 2 obtenue en résolvant le Probleme d'Affectation (PA) défini

par le tableau des distances d ( les éléments diagonaux sont supposés
infinis). De plus, sous la restriction que l'affectation optimale

est unique, il ne peut y avoir égalité entre z et z, que si ces deux

A
valeurs sont en fait confondues avec la longueur du tour optimal.

Théoreme 2-5. Soit 2 la valeur de 1l'affectation optimale dans

le réseau R, z la valeur optimale de la fonction objectif de (PL)

et T la longueur du tour optimal, on a :
(1) zAg z g?T

(ii) si la solution optimale du Probléme d'Affectation (PA) est
unique et si
zA=E
alors le tour optimal est & la fois solution optimale

de (PA) et de (PL).

Exemple 2 : il a été montré dans[26 p.19] que la solution optimale de

(PL) est constituée par les deux O-circuits

° 0-1-4-1-4-0 ec = 39 (voir exemple 1)
i
c,  0-2-3-2-3-0 ecz = 84

14.



= X = —]=- X =
avec X =X 3 et X =0 pour c # c, etec # c,
On a donc z = 61.5
L'affectation optimale donne Z, = 60. et le tour optimal ET = 62. (voir
33 p.103 . On a bien 60. £ 61.5 ¢ 62.

(Remarque: les sommets ont été renumérotés par rapport i [26] ou [33] )

15,
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3. Optimisation par sous-gradient

3.1 Itérations de sous-gradient

Une expérimentation préliminaire, utilisant 1l'algorithme du

simplexe et la génération de colonnes pour résoudre (PL), a fait apparaitre
un phénoméne appelé 'tailing off" dans la littérature de langue anglaise,
et caractérisé par une convergence trés lente. Aprés les quelques premiéres
itérations, la valeur de la fonction-objectif ne décroit plus que trés lente-
ment ("effet de plateau'), et plusieurs centaines d'itérations (résolution
de sous-problémes) sont nécessaires pour de faibles améliorations dans la
valeur de la solution. Ce comportement, habituel pour les programmes liné-
aires de grande taille, apparaft, dans le cas de problémes a variables im-
plicites utilisant la génération de colonnes, déjd pour des problémes de

taille moyenne, ou méme de petite taille (disons n > 15). Voir par exemple

(13, [13].

De plus la solution optimale de (PL) ne fournit généralement
qu'une borne inférieure sur la longueur du tour optimal, mais cette borne
n'est valide que lorsque l'optimum est atteint. Pour obtenir, en un nombre
raisonnable d'itérations, une borné inférieure valide et satisfaisante, il
convient alors de recourir 3 des méthodes approchées appliquées au dual de
(PL). Nous allons décrire la méthode d'optimisation par sous-gradient, dé-
finie par Held et Karp pour leur formulation du TSP symétrique, et générali-

sée dans [16].
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Revenons au probléme (D), défini au paragraphe 2.3:

(D) Max{W(ﬂ)/ﬂ.l_= 0} avec W(T) = Min (£, - T.ap)
ceC

et rappelons que pour tout T, Cq désigne un O-circuit de longueur pénalisée

minimale.

Posons Q = {TeR / 1.7 = 0}. La projection sur Q, pour la

norme euclidienne, est définie par:

PG = x - 4?55 (3.1)

Une itération de sous-gradient pour la résolution de (D) est

définie dans [15] comme:

0+l . P oo t..a.,) ou a. désigne a_. .
Q( J J) j &€ feqj
o ol
On a donc, si T e Q
ot gl f el - ay) (3.2)
3= J
(puisque l.a, = n pour tout ceC)

Dans cette relation tj désigne une suite de réels (''pas') positifs.
Un choix possible pour tj est:
5y - Bl-_wgﬂj% (3.3)
.
ou B est une borne supérieure sur Max W(T) (par exemple, B est la
longueur d'un tour, déterminé par une méthode heuristique telle
celle de Lin [22] ou Lin et Kernighan [23] dans le cas symétri-

que) .
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La relation (3.3) peut 8tre considérée comme une tentative de
forcer W(ﬂJ+l) a prendre la valeur B (en effet Kj - H(J+1) = B lorsque
ﬂ(J+1) est défini par (3.2) et (3.3)). Pour une discussion du choix de

tj’ voir [16].

I1 est nécessaire de définir un critére d'arrét pour garantir

la finitude du procédé. Si pour un indice j, c¢.. est un tour, alors le

3
probléme est résolu; sinon on peut décider d'arr&ter l'itération lorsque
la valeur maximale de W n'a pas &té améliorée depuis P itérations, ou P

est un paramétre fixé & 1'avance.

Exemple 3 : dans l'exemple 1, prenons‘ﬁp= 0 . Le plus court chemin corres-
pondant est, on 1'a vu, 0-1-4-1-4-0 dont le vecteur associé est
(2,0,0,2) et W) =239.

Considérons le tour 0-3-2-1-4-0 de longueur 65. et

65-39
4

utilisons cette valeur pour B. Alors 'l_43==(_1’ 1, 1,-1) et t = = 6.5
dtod Tt = (-6.5, 6.5, 6.5,-6.5)

Les itérations suivantes sont résumées dans le tableau suivant:

Itération ™ ¢ W
0 0. 0. 0. 0. 0-1-4-1-4-0 39.
1 -6.5 6.5 6.5 -6.5 0-2-3-2-3-0 58.
2 -4.75 4.75 4.75 -4.75 0-2~1-4-1-0 57.5

3 -8.5 4.75 8.5 -4.75 0-2-3-2-3-0 57 .5
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4 -6.625 2.875 6.625 -2.875 0-2-4-1-4-0 57.5
5 -6.6 5 2.875 10.375 -6.625 0-2-3-2-3-0 57.5
6 -4.75 1. 8.5 -4.75 0-1-4-1-4-0 58.
7 -6.5 2,75 10.25 -6.5 0-2-3-2-3-0 58.
8 -4.75 1. 8.5 -4.75 0-1-4-1-4-0 58.
9 -6.5 2,75 10.25 -6.5 0-2-3-2-3-0 58.

. eme . ., . 332
A partir de la 6 & itération, le procédé cycle et l'on a :
2 _ad :
™ =T pour j> 6
Ceci est di au fait que les deux O-circuits obtenus pour ces itérations

définissent la solution optimale de (PL) (voir Exemple 2).
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3.2 Comparaison avec la programmation liné€aire
Comme il a &té souligné plus haut, un tel procédé fournit 3
tout moment une borne inférieure valide sur la longueur du tour optimal,
par contraste avec les itérations du simplexe. Toutefois, ainsi qu'il a
été noté par Dantzig et al.[ 6], on peut déduire, i chaque pas de la mini-
misation d'un programme linéaire par le simplexe, une borne inférieure z
sur la valeur de la solution optimale (et a fortiori sur la longueur du

tour optimal) par:

z = z + Min(f, - T.a.) (3.4
ceC
ou z est la valeur de la fonction-objectif

f les variables duales correspondantes
¢ 1'indice de la variable entrante

(i1 suffit de rappeler que z = 1.1)

Ainsi les deux méthodes, simplexe et sous-gradient, peuvent &tre
vues comme des procédés qui engendrent une séquence de pénalités T fournis-
sant une séquence de bornes inférieures sur la longueur du tour optimal.

Le caractére fini de la convergence du simplexe vers la meilleure borne,

ne suffit pas a assurer que cette méthode est préférable d celle du sous-
gradient, @ cause du caractére extrémement erratique des valeurs de Z au
fil des itérations. La figure 2 illustre le comportement des deux méthodes
sur un probléme de taille n = 32 tiré de [1@], pour les 50 premiéres itéra-
tions. Les deux m&thodes utilisent la méme solution de départ ('"pseudo-
couplage', cf Annexe 1) et la méme routine pour les plus courts-chemins

(PCCR2 avec k = 4, cf Annexes 2 et 3). L'allure de la courbe supérieure,
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valeurs successives de la fonction objective de PL, indique que plusieurs
centaines d'itérations doivent &tre nécessaires avant que 1'optimum ne
soit atteint. Aprés 50 itérations, w a &té amélioré 15 fois et se trouve

d 2.75% de 1'optimum; la valeur de z a &té améliorée 5 fois et se trouve

encore d 9.19% de 1'optimum.
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4. Enumération implicite

Une méthode d'énumération implicite ("Branch and Bound", "Sépara-

tion et Evaluation Progressive') est définie par:

(i) un principe de séparation de 1'ensemble des solutions réalisables
(ici 1'ensemble des n! tours dans le réseau R)

(ii) une procédure d'évaluation d'une borne (inférieure dans un probléme
de minimisation) sur la valeur de la meilleure solution (tour de

longueur minimal) dans les sous-ensembles ainsi engendrés.

Un sous-probléme (P) est défini de la maniére suivante:

soit FcE un ensemble d'arcs, dits '"forcés"
IT¢E un ensemble (disjoint de F) d'arcs, dits "interdits"
ClF,I)e C 1'ensemble des O-circuits qui empruntent exactement une

fois chaque arc forcé, et aucun arc interdit.

On utilisera 1l'optimisation par sous-gradient pour calculer W(F,I)
qui sera une borne inférieure sur la longueur des tours contenus dans
L

C(F,I). Si C(F,I) ne contient aucun tour, cette borne pourra &tre arbitrai-

rement grande.

Afin de réduire la taille des problémes de plus court chemin rencontrés
lors de 1'évaluation de W(F,I), 1'ensemble F constituera un chemin (xysXg)
d'extrémité x, comprenant |F| = k arcs. Si 1'on désigne par Vg 1l'ensemble
des sommets du chemin F (alors |Vp| = k + 1), le réseau multiparti associ@
aura pour origine (0,0), pour ensemble de sommets intermédiaires V-VF, Te-
produits sur n-k phases, et pour extrémité (u,n-k + 1). De plus aucun des

arcs interdits ne pourra figurer dans ce réseau.



Illustrations:

a) dans l'exemple 1, supposons que
F = {(xs, xo)} Vg = {xs} k=1
I1=0

le réseau multiparti associé est représenté Fig. 3

Fig. 3

24,
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b) dans 1'exemple 1, supposons que
F=0
I={(x5 x)}

le réseau multiparti associé est représenté Fig. 4.

N ZANSTANSY
SR

Fig. 4

Remarquons que l'on peut €liminer le noeud (3,4) et les arcs

((1,3),(3,4)), ((2,3),(3,4)), ((4,3),(3,4)) qui lui sont adjacents.

Le principe de séparation (i) sert 3 définir les ensembles F et I.

Nous utiliserons pour cela le O-circuit c qui définit la plus grande valeur
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W(F,I) rencontrée au cours de l'optimisation par sous-gradient. Soit
e = (xv,xu) le dernier arc de ¢, nous définirons deux sous-problémes (P')

et (P") du probléme (P) de la maniére suivante:

(PY) F' = Fu{el} I' = T

(P™) F" = F I'" = Iu{e}

Le sous-probléme (P') a une phase de moins que (P) et les noeuds
définis par le sommet x, ont §té &liminés. Si 1 e R*X désigne la pénalité

définissant max W(F,I) (pour laquelle ¢ est un plus court chemin) alors une

bonne pénalité de départ pour (P') pourra &tre ' e RPKL ggging par:
|
1: = (. . . . 5 .
T'i = 13 + —2—3— pour les indices i tels que xj ¢ VFu{xv}

Exemple4 dans 1'exemple 1, on peut prendre e = (x3,Xg)» le réseau associé

a (P') est représenté Fig. 3.

4

On a: T = [-6.5 6.5 6.5 -6.5 ] eR

3

1 = [-4.333 8.333 -4.333] e R

Si le probléme (P) contient exactement deux noeuds dans la derniére
phase, alors (P') n'en contient plus qu'un seul. Le (n—k)eme sommet est

alors fixé et (P') peut &tre traité comme (P').

Dans le cas général ou (P) a au moins trois sommets dans la derniére
phase, la dimension de (P'") est la méme que celle de (P) (méme nombre de
phases, méme nombre de sommets intermédiaires), mais on peut €liminer

(v,n-k) de la derniére phase, ainsi que les arcs qui lui sont adjacents.



De plus T est une bonne pénalité de départ et le plus court chemin

dans C(F'",I'") peut &tre facilement obtenu.

Exemple 5 dans 1'exemple 1, prenons toujours e = (X3,X,); le réseau
associé est représenté& Fig. 4; pour le vecteur T, le plus

court chemin s'obtient en cherchant
min{f(i,4) + dig | 1 # 3}

ce minimum est atteint pour i = 1 et le plus court chemin

correspondant est 0-2-3-2-1-0.

L'"arbre d'énumération' est une arborescence, ayant pour racine un
noeud représentant le probléme initial, et dont chaque noeud représente
un sous-probléme (P) et admet, & moins qu'il ne soit 'terminal, deux
suivants (P') et (P'") définis plus haut. Un noeud est 'terminal'" dans
1'un des cas suivants:
(1) wun O-circuit minimal est un tour
(ii) 1'évaluation W associée dépasse une borne supérieure B sur la longueur

du tour optimal (dans le réseau initial).

On peut évaluer la taille de l'arbre d'énumération: un chemin partant
de la racine contient au plus (n-1) problémes de dimension n, (n-2) problé-
mes de dimension (n-1),..., deux problémes de dimension 3, un probléme de
dimension 2 et un probléme (trivial) de dimension 1. Le plus long chemin

dans 1l'arbre d'énumération contiendra au plus EL%:LL + 1 problémes.

27,



Le caractére binaire de la séparation permet 1'usage du principe
d'exploration appelé& '"backtracking', que 1l'on peut €noncer ainsi
"Si le probléme (P) considéré€ n'est pas terminal, alors
sélectionner (P')
sinon remonter dans 1l'arbre jusqu'd rencontrer un probléme de
type (Q'), (c'est-a-dire que l'autre probléme (Q') n'a pas encore

€té sélectionné) et sélectionner (QM)".

Si tous les problémes rencontrés dans la remont€e jusqu'd la racine

sont du type (Q"), alors 1'énumération est terminée.

Exemple : Résolution du probléme de Wagner [33], exposé dans 1'exemple 1.
On a choisi le sommet 2 comme origine pour rénuméroter les
sommets car les quatre autres choix de l'origine donnent le
tour optimal sans avoir besoin d'énumération.

Le probléme initial donne une borne W = 58. (voir exemple 2)

L]

On sélectionne d'abord le sous-probléme (P') (voir exemple ). La

séquence des plus courts-chemins successifs est donnée ci-dessous.

Itération T c W
1 -4.,3333 8.3333 -4.3333 0-2-1-2-3(-0) 60.
2 -4.3333 6.1667 -1.8333 0-2-4-2-3(-0) 64.5
3 -4.0833 5.9167 -1.8333 0-2-4-1-3(-0) 65.

on a obtenu un tour de longueur 65. (P') est terminal.
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On sélectionne (P'") (voir exemple 5)

Itération 1 c W
0 -6.5 6.5 6.5 -6.5 0-2-3-2-1-0 59.
1 -6.5 3.5 6..5 -3.5 0-2-4-1-4-0 58.
2 -6.5 555 10. -7 0-2-3-2-1-0 61.5
3 -6.5 1.75 10. -5.25 0-2-3-1-4-0 62.

on a obtenu un tour de longueur 62. et (P'") est terminal.

On remonte jusqu'd la racine; 1'énumération est donc terminée et le
tour optimal est 0-2-3-1-4-0, de longueur 62. L'arbre d'énumération est

représenté Fig. 5.

Fig. 5

L'inconvénient d'une exploration par ''bactracking' est que l'on risque
d'évaluer plus de problémes qu'avec le principe "jumptracking', qui peut
s'énoncer ainsi:

""Sélectionner le probléme candidat (c'est-@-dire non-terminal et pas

encore sélectionn&) dont 1'évaluation est la plus faible'.



Son avantage est d'abord dans le volume de mémoire utilis&: il
n'est pas nécessaire de conserver une liste de problémes candidats, qui
peut devenir de taille explosive. En effet, on peut adapter ici la re-
présentation vectorielle introduite par Geoffrion (voir [ 9 p. 125] et
la taille du vecteur est bornée par Eﬁ%:ll.+ 1. Quant au temps de calcul,
la définition des sous-problémes (P') &tant facile dans les phases de

descente, il se peut que ce fait compense le temps consacré @ un plus

grand nombre d'évaluations.
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EXTENSIONS

Sl

L'approche présentée pour le Probléme du Voyageur de Commerce
peut s'appliquer i une large classe de problémes de tournées, grace
au fait que lé partie essentielle en est un probléme de plus-court-
chemin. C'est pourquoi on peut étendre facilement cette approche a
des problémes dont nous allons décrire quelques exemples et qui ne
semblent pas pouvoir étre formulés a l'aide d!'"arbre de poids mini-

mum" ou d'"affectation optimale'.

PROBLEME GENERAL D'ORLOFF ET VARTATIONS

C.S. Orloff a défini dans[ZS} un probleme général dans lequel
un véhicule doit visiter certains noeuds et certaines aretes, et il
indique une méthode d'approche basée sur ltutilisation du b - cou-
plage ("™ - matching", voir[?} ). Cette approche fonctionne mieux
lorsque le probléme est plus proche du type "Postier Chinois" (voir
[8]) que du type "Voyageur de Commerce'". De plus lorsque le réseau
est orienté ou mixte (c'est-a-dire contient a la fois des arcs—
orientés et des arétes non-orientées), Son approche s'applique moins

facilement.

Nous allons donner une formulation, qui, au contraire, s'tappli-
que mieux lorsque le probléme est orienté on mixte, et lorsqu’il

est plus proche du type Voyageur de Commerce.

Soit un réseau mixte R = (V, A, E) (V ensemble des sommets,
A ensemble des arcs orientés, E ensemble des arétes non-orientées)

et les sous—ensembles suivants:
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Viev ensemble des sommets a visiter
A'eA ensemble des arcs a visiter

' ~ -~ . i
E €E ensemble des aretes a visiter

Soit N=V'WE'wA ou |N|]=nH

Nous définirons un réseau multiparti a n phases. Dans chaque phase t,

les noeuds seront:

(i,t) pour les sommets X, € v'

(i,j,t) pour les arc (xi,xj) e\A'

(i,3,t) et (j,i,t) pour les arétes (xi,xj)eE' (deux repré-
sentants pour chaque aréte.)

Les distances seront calculées dans le réseau original et si

D ij est la longueur du plus—court chemin de X, a X, dans

R (Aii =0), nous aurons:

¢ ((1,t), (3,¢41)) =8,

c ((1,t), (j,k,t+l) =Aij +d
¢ ((1,3,t), (k,t41)) =B,

e ((1,3,t)s (kyl,tH)) =Ajk +d

ik
k,1

I1 n'y aura évidemment pas d'arc ((i,j,t),(j,i,t+1)).

On prendra pour origine, a moins que le point de départ ne soit impo-
sé, un sommet dans V' , ou bien 1'extrémité d'un arc dans A'. De méme
1'extrémité sera le point d'arrivée imposé, le sommet déja choisi com—

me origine ou l'origine de l'arc choisi.



ILLUSTRATION: Dans l'exemple 1, prenons

v' ={o}

A’ ={(2,3)} avec d,.= 20

E"={(1,4)}- avec d; ,=d,,= 10

Le réseau multiparti ayant le sommet O pour origine et pour

extrémité est représenté Fig. 6

Les distances sont indiquées sur la figure. Par exemple:

c((1,4,1),(2,3,2)) =A4 td, =18+ 20

22 53

Un plus court chemin est:

c=0-(1,4) - (2,3)-0 de longueur 59.

Le vecteur associé gd.€ R™ est défini comme pour le Probleéme du
Voyageur de Commerce pour les sommets de V', et de méme pour les arcs
de A'; pour une aréte (x;,xa-)eE' ,a? dénote le nombre de fois que
le chemin C emprunté l'un ou l'autre des représentants (i,j,t) ou
(j,i,t) de cette aréte (t=1,...,n).

De meme la pénalité Me associée a une aréte e‘—‘(xi,xj) sera affectée
aux noeuds (i,j,t) et (j,i,t). Donc la taille du probleéme (nombre

de phases, dimension deql) sera toujours n.
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ILLUSTRATION: 1le vecteur ac associé au chemin C ci-dessus est

a = (141)

¢ représente une tournée optimale.

5.2 PLUSTIEURS VEHICULES

Dans le "Probleéme a m Voyageurs de Commerce", les clients
doivent etre visités par l'un de ces m véhicules. Divers proble-
mes de ce type peuvent &tre réduit au probléme classique du Voya-
geur de Commerce (voir[lz]). Nous présentons maintenant une varian-—
te de ce probléme qui ne semble pas pouvoir &tre réduite de la méme
fagon. Dans ce probléme, n est supposé étre (sans perte de généra-
1lité) un multiple de m (n = pm) et chaque route, part d'un dépdt

central et y revient apres avoir visité exactement p clients.

Dans ce cas l'on recherche des O-circuits comprenant pt+l argetes;
il suffit alors de considérer le réseau multiparti avec seulement
p phases intermédiaires. Les formulations et méthodes de résolution

précédentes s'adaptent alors facilement, par exemple on a:

Zx =n
C

Notamment le temps de calcul d'un plus court chemin est de 1l'ordre

de O(pnz) (dans le cas complet), clest-a-dire réduit par un facteur de

m.
Remargue: pour m = L1 p ce probléme se ramene a la recherche d'un couplage
parfait de poids minimal, en définissant:
P, .= Min, {d g rd,. td rd 4
ij oi ij jo’ oj ij io

voir 1l'Annexe 1.



5.3 PROBLEMES AVEC CAPACITE (VEHICLE SCHEDULING)

Dans les problémes & plusieurs véhicules, supposons qufune
demande D, soit associée a chaque sommet X5 du réseau et qu'a cha-
que route soit associée une capacité K (pour simplifier, nous suppo-
serons qu'on ne dispose que d'un seul type de véhicule). La con-

trainte additionnelle introduite pour chaque route est:

2 D, <K pour toute route r (5.1)
ie V
r
ou Vr est 1'ensemble des sommets situés sur la route r.

Nous supposerons donc, pour simplifier, que
DisK pour tout i

Dans ce modeéle, on impose que chaque demande Dk doit etre rencontrée
par une livraison seulement.

Pour aborder ce probléme, on peut utiliser une extension du réseau
multiparti dans laquelle chaque noeud intermédiaire (i, t) est

relié a 1'lextrémité (o,ntl) par un arc de longueur cy

L'algorithme de plus court chemin décrit au paragraphe 1.2, s'étend
aisément 4 ce cas, ainsi que la définition du vecteur associé et
l'usage de pénalités. La restriction introduite par la capacité K
revient & ne considérer que l'ensemble des routes qui satisfont (5.1).
Les méthodes de la programmation dynamique s'étendent assez bien au
cas d'une contrainte supplémentaire (voiI‘P%] ). De plus, aussi bien
dans la méthode du simplexe que du sous—gradient, il n'est nécessaire
d'obtenir une solution exacte au probléme du plus court chemin avec
capacité (clest-a-dire 3 la fois satisfaisant (5.1) et de longueur
minimale) que pour garantir la validité du résultat. Enfin, le temps
supplémentaire consacré i chaque probléme de plus court chemin pour
tenir compte de la capacité, pourrait bien &étre compensé par une ré-

duction importante du nombre de solutions réalisables, et donc

dtitérations.
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5.4 DEMANDES MULTIPLES

Dans certains probleémes, les véhicules représentent un facteur
de production (engins de chantiers, machinerie...) et peuvent &tre
transportés d'un lieu de production (chantier, mine,...) 4 un autre.
Nous utiliserons la terminologie engins pour facteurs de production
et chantiers pour lieu de production. Afin de rencontrer un program—
me de production, chaque chantier a une demande pour chaque type
d'engins, exprimée en engins-jours, qui doit &tre remplie 3 1'inté-
rieur de certains intervalles de temps. Les frais de transport
dtun chantier a 1l'autre sont calculés pour chaque type dlengins, et
1l'on n'envisage que les déplacements qui peuvent’s'effectuer la

nuit, & la fois pour des contraintes routiéres ou de main-d'oeuvre.

Pour aborder ce probleéme, nous définissons pour chaque type
d'engins un réseau multiparti dans lequel chaque phase t représente
un jour de travail. Les noeuds (i,t) sont définis pour les chan-—
tiers X lorsqu'il est possible d'entreposer ou d'utiliser les engins
sur ce chantier le jour t. Les arcs ((i,t),(j,t+l)) sont définis
lorsque le transport de X, vers Xj est possible, et sa longueur re-
présente le colit du transport. On introduit aussi les arcs ((i,t),
(i,tt1)) de longueur nulle. Un chemin ¢ dans ce réseau représente
la suite des affectations d'un engin. Nous définirons le vecteur
associé E%, dans lequel aci représente le nombre de jours de travail
effectué par cet engin sur le chantier X5 un noeud (i,t) traversé
par ¢ contribuera a 3_; seulement si t est a 1l'intérieur d'un inter-
valle pendant lequel 1l'engin peut travailler sur le chantier X, . La
formulation par programmation linéaire du probléme est semblable &
(PL), mais le second membre 1 est remplacé par un vecteur d, ou di

représente la demande (en engins—jours) du chantier X; -
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ANNEXE 1: Pseudo-couplage

Au cours d'une expérimentation préliminaire, aussi bien lors des
itérations du simplexe que de sous-gradient, est apparu le phénoméne
suivant: pendant les premiéres itérations (disons approximativement
les n premiéres itérations), les O-circuits engendrés comportent seu-
lement deux sommets intermédiaires distincts x; et xj et bouclent sur
les arcs (xi,xj) et (xj,xi). Si n est pair, ces O-circuits sont de la

forme 0-i-j-i-j-...-i-j-0; si n est impair, ils sont de la forme

o T . O, )

Pour éviter le gaspillage de temps consacré d la recherche de ces
O-circuits triviaux, on y consacrera une phase d'initialisation, appelée
"pseudo-couplage', dans laquelle l'ensemble C sera réduit @ 1'ensemble
C2 des O-circuits de ce type. A la fin de cette phase, on disposera de
pénalités T (et, pour le simplexe, d'une base réalisable de départ),
telles que, dans la suite, ces O-circuits n'aient plus qu'une faible

chance d'apparaftre.

1 - Cas n pair

Si n est pair, la longueur du O-circuit C = 0-i-j-i-j-...-i-j-0 est

- 1 1.
—eij - d01 + zndij + (2n 1)dJi + djo
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et son vecteur représentatif a, est défini par

a.=a.=1in et a

” ¢ i ™ O pour k#ietk#]j

Le O-circuit c' symétrique de ¢ est ¢' = 0-j-i-j-i-...-j-i-0; il a le

méme vecteur associé a, mais sa longueur est

- 1 :
zji = doj - zndji + (3n 1)dij + dio

On peut alors considérer que seul apparaitra celui des deux O-circuits
c et ¢' qui a la plus petite longueur, puisque tous deux ont le méme vec-

teur associé. On peut alors définir, pour la paire {i,j}, non ordonnée:

e . in-
pij = Mln{doi+dij+djo ; doj+dji+dio} + (in 1)(dij+dji)

et la restriction & C2 de (PL) devient:

Min .Z. P X <
1,] 1) 1)

s.t..5. Inx.. =1 pour i = k,2,...,n

Par le changement de variable X = inx, et en posant P = %p, on obtient:
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Min .”. P..X..
1,J] 1) 1)

Ce probléme est la relaxation continue du probléme du couplage de
poids minimal, dans le graphe complet, non orient&, muni des poids P.
On peut remarquer que ce probléme est &quivalent au probléme du couplage
fractionnaire de poids maximal (changer les poids en P'ij =Q - Pi' ol

J
Q est une constante, Q Z-MaxPij pour assurer P' > 0). L'algorithme du
i,j
simplexe a &t& adapté par E. Johnson ([17], chap. 7 et 8) & ce probléme,
et chaque itération consiste en manipulations €lémentaires sur le graphe

donneé.

2 - Cas n impair

Dans le cas ol n est impair, la longueur du O-circuit
¢ = 0-i-j-i-j-...-i-j-1-0 est

= 1en_
25 = dgy + A1) (dg54dy ) + dy

et son vecteur associé a, est défini par
ci ck

a_. = 3(n-1)+1 , acj = 3(n-1) et a, =0 pour k#ietk #]

Le probléme ne peut pas &tre ramené d un probléme symétrique (non-

orienté). Toutefois, la restriction de (PL) a C2 d la propriété suivante:
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chaque colonne a exactement deux termes non-nuls. On peut donc le
formuler comme un '"probl&me de flot avec gains" ([17], chap. 7), pour

lequel 1'algorithme du simplexe prend une forme particuligrement simplifiée.

3 - Résultats

La phase d'initialisation décrite ici a été employ€e dans tous les
problémes de taille n 2> 10. Pour les problémes de taille n = 10, quel-
ques comparaisons ont fait ressortir les points suivants:

(1) la phase d'initialisation requiert approximativement le temps

d'une itération de plus court chemin.

(ii) pour obtenir une solution de m&me valeur en partant de =0
ou de la '"phase 1" du simplexe, il est nécessaire d'utiliser
de 1'ordre de n itérations de plus court-chemin.

(iii) pour n = 10, on &conomise environ la moitié du temps de calcul

et cette proportion augmente avec n.

Dans 1'&numération implicite exposée au chapitre 4, il n'est nécessaire
d'utiliser cette phase d'initialisation que dans le probléme initial, les
valeurs de départ de ¥ indiquées pour les sous-problémes étant assez bonnes

pour que de nouvelles initialisations ne soient pas nécessaires.
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ANNEXE 2: Plus courts-chemins sans va-et-vient

Dans 1'Annexe 1, il a &t& signalé que les O-circuits consistant uni-
quement en un va-et-vient entre deux sommets intermédiaires sont les plus
fréquents dans les premiéres itérations, et un procé&dé pour surmonter ce
phénoméne a &té décrit. Dans les ité€rations suivantes apparaissent des
O-circuits contenant plus de deux sommets intermédiaires, mais effectuant

i -~ -~
’ " % éme éme
encore des va-et-vient, c'est-a-dire dans lesquels le k et le (k+2)
sommet sont identiques, pour certains k. Il est possible, au prix d'une

augmentation raisonnable du temps de calcul @ chaque itération, d'éviter

de tels O-circuits.

1 - Une relaxation plus fine du probléme du Voyageur de Commerce

Soit un O-circuit ¢ = O—il-i —...—in_l-in-o dans R. Par définition c

sera dit '"'sans va-et-vient" si
ik # ik+2 pour tout k = 1,2,...,n-2

On désignera par C' 1l'ensemble de ces O-circuits sans va-et-vient.

Evidemment C'c C. Si R est un réseau complet alors

|c'| = n(n-1) (n—2)n'2 et {-g—,‘—,# 2.718....

Puisque tout tour dans R est dans C', le probléme (PL') obtenu en res-

treignant 34 C' 1l'ensemble des variables de (PL), est une relaxation du
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Probléme du Voyageur de Commerce, et cette relaxation est plus fine que

(PL) c'est-a-dire

z\<Z'\</ZT

oi Z est la valeur optimale de (PL)
Z' celle de (PL")

ZT la longueur minimale d'un tour.
De la méme maniére, pour tout vecteur T, si 1'on définit

W'(m = Min{l’,c - ﬂ.ac}
ceC'

alors, pour tout T tel que 7.1 = 0, on a
W < Wi(m < &
Dans 1'énumération implicite décrite au chap. 4, on peut ainsi disposer
d'une borne plus serrée sur la longueur du tour optimal. Par conséquent on

explorera en général moins de sous-problémes et cette réduction compense

largement le temps supplémentaire consacré a chaque &valuation.

2 - Algorithme PCC2

L'algorithme PCC2, que nous allons décrire, permet de trouver un
O-circuit sans va-et-vient de plus petite longueur. 1I1 utilise deux fonc-

tions récurrentes £ et £', et deux marquages associés m et m' indiquant les
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antécédents de chaque noeud, ainsi qu'un tableau auxilliaire L. Le
r8le des deux fonctions £ et £' sera explicité par les assertions ser-
vant de justification @ 1'algorithme, et énoncées aprés celui-ci.

Enfin, pour simplifier 1'énoncé de PCC2, le réseau R sera supposé complet.

2.1 Définition de 1'algorithme PCC2

1 initialisation (phase t = 2)

pour chaque i = 1,...,n faire:

a - £(i,2) = MJ;n{doj + dji | § # i}
m(i,2) = j réalisant ce minimum
b-2'(1,2) = Mli<n{d°k +dy | Kk #1i et k # m(i,2)}

m'(i,2) = k réalisant ce minimum

2 pas général (phases t = 3,...,n)

pour chaque t = 3 jusqu'd n faire 2-1 et 2-2
2-1 définition du tableau auxilliaire
pour chaque i et chaque j, i # j, définir:

L(i,j) = 2'(j,t-1) + dji si i =m(j,t-1)
L(i,j) = £(j,t-1) + dji sinon

2-2 calcul de £ et 2!

pour chaque i = 1,...,n faire
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a - £(i,t) = Min{L(i,j) | j # i}
J

m(i,t) = j réalisant ce minimum

b - Si t < n-1 faire

£r(1,%)

Mih{L(i,k) | kK #1ietk #m(i,t)}

'k réalisant ce minimum

m'(i,t)

3 dernier pas (phase t = n+l)

calculer £ = Min{£(i,n) +d._ /i =1,...,n}
(] i 10

Cet algorithme calcule la longueur minimum d'un O-circuit sans
va-et-vient. Pour identifier un tel circuit, on utilisera les

marques m et m' par ''retour arriére':

in = i réalisant le minimum définissant EC
i =mn(i,n)

~pour chaque t = n-2, n-3,...jusqu'd 1 poser i = 1., €t
i, = m(i,t+1) si m(i,t+l) # i

m'(i,t+1) sinon



Exemple: reprenons l'exemple 1 tiré de Wagner

1 - initialisation t
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. § 1 2 3 4

£2(i,2) 12 26 26 11

m(i,2) 4 1 1 1

£'(i,2)18 27 29 20

w'(i,2) 2 4 4 2

2 -phase t = 3
i4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 © 35 43 30 £(i,3) 30 36 37 28
2 37 o 50 36 m(i,3) 4 4 1 1
3 37 46 38 E*{i,3) 385 37 38 36
4 28 36 41 o mi(i,3) 2 2 4 2
tableau L

phase t = 4
i1 2 3 4 1 2 3 4
1 o 44 52 46 £(i,4) 44 53 55 45
2 55 © 61 53 m(i,4) 2 4 1loud 1
3 55 56 55
4 45 47 52

tableau L
3 - phase t = 5 i | 1 2 3 4
“ £(i,4) +d, 54 62 65 53
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Le O-circuit sans va-et-vient recherché a pour longueur 53.

Son dernier sommet est i4 =4 et iS =m(4,4) = 1.
Puisque m(1,3) = 4, i2 =m'(1,3) = 2.
Puisque m(2,2) =1, i1 =m'(2,2) = 4

le O-circuit recherché est donc 0-4-2-1-4-0.

2.2 Justification: 1'algorithme PCC2 est justifié par les assertions
récurrentes suivantes:

assertion 1l: pour tout t = 2,...,n
£(i,t) est la longueur minimum d'un chemin

0-i,-i,- -i dans le réseau multiparti, joignant

17ipmeeemi
(0,0) 4 (i,t) et tel que

i 7 ik+2 pour tout k = 1,...,t-2 (D

Un tel chemin peut s'obtenir en posant i =m(i,t) et en

t-1

appliquant l'assertion 3 si t > 3.

assertion 2: pour tout t = 2,...,n
£'(i,t) est la longueur minimum d'un chemin
0-11-12—...-1t_1

(0,0) a (i,t), vérifiant la relation (1) et la relation suivante:

-i dans le réseau multiparti, joignant

i,y 7, (2)

Un tel chemin peut s'obtenir en posant it-l =m'(i,t) et en

appliquant 1l'assertion 3 si t > 3.
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assertion 3: wun chemin minimal O—il-iz—...-it_z-j-i
défini dans 1l'assertion 1 (avec j = m(i,t)) ou dans 1'assertion

2 (avec j = m'(i,t)), peut s'obtenir de la maniére suivante:

17ip=eeemif 5= un

si m(j,t-1) # i, alors prendre pour O-i
chemin de longueur £(j,t-1) défini dans 1'assertion 1 (en y

remplacant t par t-1)

si m(j,t-1) = i, alors O-i ..-it_z-j est un chemin de

W B
longueur £'(j,t-1) défini dans l'assertion 2 (en y remplacant

t par t-1)

Les assertions 1 et 2 sont évidemment valides pour t = 2; la
validité des assertions 1,2,3 pour t+l découle directement de la vali-
dité des assertions 1 et 2 pour t. Enfin pour t = n+l, le pas 3 de

1'algorithme PCC2 fournit la longueur du O-circuit recherché.

2.3 Nombre d'opérations élémentaires

L'exécution des instructions a et b dans les phases t = 1, et
t = 2 jusqu'd n-1 requiert la recherche des deux plus petits &léments
d'une liste de n-1 €léments. Ces deux opérations peuvent s'effectuer

simultanément en
(n-1) + rtogz(n—l)T -2 comparaisons (2)

(ici [}1 désigne le plus petit entier k > x)
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Pour la description d'algorithmes qui réalisent (2) comme nombre

exact ou moyen de comparaisons voir [1] > [20:[ .

Dans le cas ou R est complet, le compte des opérations donne:
1 - initialisation (t = 2)
pour chaque i (n-1) additions

n + fLogz(n-l)]-S comparaisons

2 - pas général

2.1 pour t=3 jusqu'd n n additions
2.2 pour t=3 jusqu & n-1
‘pour chaque i n [Logz(n-1)1—3 comparaisons
pour t = n
pour chaque i n-2 comparaisons
3 - dernier pas n additions
n-1 comparaisons
Soit en tout n2(n-1) additions
n(n-2)(n + rLogZ(n—l)]-Z) + n-1 comparaisons
soit, en ordre de grandeur O(ns) additions
O(n3 + nzLogzn) comparaisons

On peut comparer ces performances d celles de 1l'algorithme de
Saigal (voir chap. 1): pour n > 32 1'augmentation du nombre d'additions
est inférieure 3 3.2%, et 1l'augmentation du nombre de comparaisons
inférieure 2 13%. Pour n > 51 ces proportions tombent & 2% et 10%

respectivement.
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2.4 Remarques et extensions

1 - La restriction j # i peut &tre traitée sans nécessiter de compa-
raisons (on introduirait alors 0(n3) comparaisons supplémentaires)
-soit en définissant dii = © (ou un nombre M suffisamment grand

pour assurer qu'un plus court chemin ne contienne aucun arc dii)
-soit en associant d chaque sommet i de R une liste de ses ant&cédents.

Cette derniére solution doit &tre adopt€e si R n'est pas complet.
Si R a m arcs, le nombre d'opérations €lémentaires dans PCC2 est

de 1'ordre de

0(mn>) additions

O(mn2 - nerog2 d&axT) comparaisons

ou d&ax est le maximum des degrés intérieurs dans R
- m
n-1 > > =
( dMax n )

; " ; 2
2 - L'instruction 2.1 peut s'effectuer sans comparaisons et en n
additions, en définissant L colonne par colonne:

pour j = 1 jusqu'd n
1 pour i =1 jusqu'dn (i # j) définir
L(i,j) = £(j,t-1) + dji

2 poser L(m(j,t-1),j) = £'(j,t-1) + dj,m(j,t—l)



3 - Au cours de 1'énumération implicite, 1l'algorithme PCC2 s'adapte
d chaque sous-probléme avec une seule modification:
dans les phases t = n et t = n+l, restreindre i 4 1'ensemble des

sommets qui ne sont pas origine d'un arc interdit.

4 - Les O-circuits engendrés par PCC2 ont tendance a contenir des

"triangles", c'est 4 dire 3 &tre tels que

ij = ij+3 pour certains j = 1,...,n-3

11 parait naturel d'essayer de définir des "O-circuits sans

triangles'". Et plus généralement des "O-circuits sans k-boucles",

c'est 3 dire tels que

1j # lj+2""’1j 7 1j+k pour tout j = 1,...,n-k.

Naturellement, pour k = n-1, les seuls O-circuits possibles sont les

tours. Pour k > 3 le probléme parait tré&s difficile et les auteurs

posent la conjecture suivante:

Conjecture: le probléme de déterminer un '"O-circuit sans k-boucle'
de longueur minimale dans un réseau R est NP-complet au

sens de Karp ([ 1], [lﬂ) pour k > 3.

50.
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ANNEXE 3: Restriction

Un inconvénient important de 1'approche basée sur les O-circuits
réside dans 1'ordre de complexité O(ns) du temps de calcul d'un O-circuit
minimal. Dans le cas des distances symétriques, 1'approche par "l-arbre
de poids minimum" de Held et Karp (Eli], [1{]) utilise des sous-problémes
de complexité O(nz); comme il n'est pas apparu que les bornes fournies
par les O-circuits soient sensiblement meilleures que celles fournies par
les l-arbres, cette différence de complexité entraine que 1'approche de

Held et Karp devra &tre préférée pour les problémes 3 distances symétriques.

Tenter de réduire la complexité du temps de calcul d'un O-circuit mini-
mal a fait 1'objet d'un effort de recherche particulier de la part des
auteurs, et a abouti au choix d'une stratégie de restriction qui est décrite
plus loin. Auparavant, il semble intéressant de signaler une direction de
recherche 4 laquelle beaucoup d'efforts ont €té consacrés sans succdés, mais
qui ne semble pas encore définitivement close. Dans un rapport précédent
[?6], il &tait indiqué que l'application de l'algorithme de Dijkstra per-
mettait de définir un algorithme de complexité O(nzLogzn), mais ceci n'a pas
pu étre confirmé et aucun algorithme d'une telle complexité n'a pu &tre défi-
ni. Quatre versions différentes de 1'algorithme de Dijkstra, de complexité
O(ns) ou O(nSLogzn) ont &€té programmées et testées sur le réseau multiparti;
la plus efficace, basée sur une méthode de tri dite 'bucket sorting" ([1]),
s'est avérée encore nettement plus lente (environ trois fois pour n = 10)

que l'algorithme de Saigal. DG a la régularité du réseau multiparti, il
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demeure possible qu'il existe un algorithme de complexité 0(n2Log2n)

pour ce probléme, mais ceci reste encore une conjecture.

La "stratégie de restriction" qui va &tre décrite, permet de réduire
par un facteur constant le temps consacré a chaque itération de O-circuit

minimal, en restreignant 3 un sous-ensemble des arcs de R.

1 - Réseau restreint

La stratégie de restriction expos€e ici part de 1'observation suivante:
le tour optimal dans R emprunte plutdt des arcs courts du réseau et tend a
éviter les arcs longs. En chaque sommet Ss» le tour optimal doit utiliser
un arc d'extrémité Xy et un arc d'origine X; . On définira alors le sous-

ensemble Ek des arcs (xi,xj) de R tels que:

'(xi,xj) est 1'un des k plus courts arcs d'extrémité xj

ou bien 1'un des k plus courts arcs d'origine Xy
(k est un entier compris entre 1 et n-1)

Le réseau restreint est Rk = (v, Ek’ d) ol d est restreint a Ek.

Remarque: afin de simplifier le calcul des O-circuits minimaux empruntant

les arcs dans Ek’ on a convenu que Ek contient tous les arcs

d'origine ou d'extrémité Xg Ceci n'enléve en fait rien & la

généralité de ce qui suit.

Evidemment on a E E = E. De plus le tour optimal

cE n-2 g n-1

1 2 C.e.C E

appartiendra probablement a Ek pour une valeur assez faible de k.
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Exemple 1: tiré de [18] avec n = 32, symétrique:

E, contient toutes les arétes du tour optimal, sauf 1'aréte (5,7)

3

E4 contient les 33 ar@tes du tour optimal.
Exemple 2: Dans ce contrexemple, le tour optimal contient la plus longue
aréte du réseau, donc seul 1l'ensemble
En_1(= E) contient le tour optimal.
Sur un demi-cercle d'extrémité X 1 et
X, (voir Fig. 1), sont répartis n-1

sommets Xx sX o dans cet ordre,

o* Xy

en partant de X, vers x4

Le tour optimal est 0-1-2-...-(n-2)-(n-1)-n-0 (voir [: 3,théoréme 3]).

Les sous-ensembles Ek peuvent &tre définis aprés avoir trié€ par ordre
de longueur croissante, pour chaque sommet X, d'une part les arcs d'ori-
gine x; et d'autre part les arcs d'extrémité X; - Si R est complet, chaque
tri de (n-1) arcs peut s'effectuer en O((n-l).Logz(n—l)) comparaisons (voir
El]) et 1'ensemble des 2n tris peut se faire en O(2n2Log2n) comparaisons.

Si les distances sont symétriques, ce travail est réduit de moitié.

Le nombre d'arcs dans Ep dépend de la maniére dont on tranche les cas
d'égalité. Si 1l'on suppose que les distances sont toutes différentes (par
exemple choix lexicographique en cas d'égalité) alors le nombre ]Ek| d'arcs
dans Ek, en ne tenant pas compte des arcs incidents 3 X est compris entre
kn et 2kn_1 (remarquons que l'arc le plus court figure pour ses deux extré-

mités). Généralement, ce nombre est assez proche de kn:
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dans 1l'exemple 1 (n = 32)

112 soit 16.66% au-dessus du minimum

"
»
™

pour k

152 soit 18.75% au-dessus du minimum.

n
£~
™

pour K

En utilisant une représentation de Rk par des listes d'adjacences,

on raméne la complexité du temps de calcul d'un O-circuit minimal

a
O(IEk|n), soit une réduction par un facteur compris entre E%- et %

Dans 1'exemple 1, ce facteur de réduction est

8.85 pour k = 3

6.52 pour k = 4

On peut &galement utiliser 1l'algorithme PCC2 sur le réseau restreint
Rk’ et la réduction dans le temps de calcul est comparable. C'est cette
version, désignée par PCCR2, qui a €té utilis€e dans 1l'exemple illustrant

le paragraphe 3.2.

2 - Stratégie de restriction

Tant que k < n-1, rien ne garantit la validité de la borne inférieure

fournie par les itérations de sous-gradient sur le réseau R I1 faut

K"

donc que les derniéres &évaluations de W, pour &tre valides, proviennent de
- . . . - 3 .. - - - P

réseau R initial. Néanmoins, les premiéres itérations, effectuées pour

des valeurs faibles de k, fourniront de maniére &conomique des pé€nalités

assez proches des pénalités optimales pour le réseau R.

Une stratégie de restriction peut &tre définie par une séquence crois-
sante de r entiers:

< k,S..0%k. = n-
k1 k2 kr n-1
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et peut &tre décrite de la maniére suivante:
1 - Poser i = 0; soit 1° une pénalité initiale
(par exemple 7° peut &tre fournie par le procédé décrit dans
1'annexe 1, ou bien déduit des pénalités du probléme antérieur

dans 1l'arbre d'énumération, voir Chap. 4)

2 - Remplacer i par i+l et appliquer des itérations de sous-gradient
sur Rki en partant de el jusqu'a obtenir des pénalités 1 satis-

faisantes dans ce réseau.
3 -9S5ii-=r terminer, sinon aller en 2.

Le probléme de déterminer une bonne séquence k ..,kr reste largement

) S
ouvert d 1l'expérimentation. Dans 1'exemple (n = 32) nous avons utilisé la

stratégie définie par r = 2 et k1 = 4, k2 = 32,

Remarquons qu'une telle stratégie de restriction peut &tre appliquée 2
la plupart des problémes combinatoires pour réduire 1'effort de calcul con-
sacré a des sous-problémes d'évaluation. Par exemple, on pourrait 1'utili-
ser pour essayer d'améliorer 1l'algorithme de Held et Karp pour le Probléme
du Voyageur de Commerce symétrique; dans ce cas la recherche d'un l-arbre
de poids minimum est accélérée, et la réduction du temps de calcul parafit

du méme ordre que pour les O-circuits.

Enfin signalons que la restriction peut &tre utilisée pour définir une
méthode heuristique de solution: 1la résolution totale du probléme (avec
énumération implicite) peut &tre entreprise sur le réseau restreint Rk pour

une valeur faible, mais raisonnable, de k. Ceci sera en général beaucoup
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plus facile que pour le probléme global (réduction du nombre de solutions
réalisables, et du temps de calcul des &valuations), mais il reste 3
vérifier qu'une telle heuristique peut concurrencer les méthodes déji

existantes (par exemple [22], [23]).

Exemple: dans 1'exemple 1, pour k = 3, le tour optimal contenu dans E3

a pour longueur 10894, soit 0.3% de plus que l'optimum global

(10861).
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