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u>ePnd^SI< fe ud cèduen. e^ ue éInNeée<^ q.I'<Se<

v)rr(h f(hr20i)(ih (m 5(i-( f0+0x

S . INTRODUCTION

u2 8il82-2m)lt g( r2 x,2r(0i (hm )tm);(;(tm r)U( 20 ;l01(;(tm 

+ilyt)(tà c>(hm q2x,(r)(i (t b6LL9 k r£9 =0) 2 l+h(i1U r( 8i(;)(i =0( 

x(im2)t(h pltxm)lth i2mm2x,U(h 20 ;l01(;(tm +ilyt)(t h2m)hpltm ô r>U=02ê

m)lt g( r2 x,2r(0ià f( ;0rm)8r(h mi2120î ltm xlth2xiU x(mm( r)2)hltà It

8(0m ;ï;( g)i( (t 0t h(th =0( x>(hm r( ;l01(;(tm +ilyt)(t =0) (hm r2 xr(p 

g( r2 m,Uli)( g( r2 8il82-2m)lt g( r2 x,2r(0ià f( p2)m9 8r0h)(0ih 8il+2.

+)r)hm(h ltm ;ltmiU =0( r( ;l01(;(tm +ilyt)(t 8(i;(mm2)m 0t( 2t2rOh( miBh

u( mi212)r g( slim (m 5mlt(9 k z£9 (t (hm

^

p)t( g( r>U=0)r)+i( m,(i;)=0(à

0t( )rr0hmi2m)lt (îx(rr(tm(à

u(h 8il+rB;(h gltm tl0h 1l0rlth mi2)m(i ;2t)p(hm(iltm x( W(0 g( 

12.(m.1)(tm (tmi( r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i (m r( ;l01(;(tm +ilyt)(tà 5l)m 

{.L9 gUh)-tlth 82i 0{î9m| r2 8il+2+)r)mU =0( r( ;l01(;(tm 

+ilyt)(t )hh0 g0 8l)tm î ô r>)thm2tm L g(;(0i( g2th r( gl;2)t( p) 8(t.

p) 0t l01(im g(

g2tm ml0m r>)tm(i12rr( g( m(;8h {L9m|} )x) î 2882im)(tm ô p)à It h2)m
/0 0{î9m|Œ /m T d0.

i(8iUh(tm( 20hh) r2 m(;8Ui2m0i( ô r>)thm2tm m 20 8l)tm î9 rlih=0( p) 

Um2)m ô r>)thm2tm L ô r2 m(;8Ui2m0i( b (t x,2x0t g( h(h 8l)tmh (m rlih=0(

=0( r2 pltxm)lt 0 h2m)hp2)m ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i}

r2 piltm)Bi( g( p) (hm xlthm2;;(tm ;2)tm(t0( ô r2 m(;8Ui2m0i( t0rr(à c(mm(

xlii(h8ltg2tx( (hm 12r2+r( 20 ;l)th g2th r( x2h lD p) (hm 0t l01(im +litU

iU-0r)(ià clth)gUilth r( l0 r(h 8l)tmh r(h 8r0h x,20ghà

c{m| ù Xîo0{î9m| ù h08 0{O9m|j9
Oe p)



àŒ

x( hltm r(h 8l)tmh g( 8il+2+)r)mU ;2î);2r( ô r>)thm2tm mà <l0h tl0h 

)tmUi(hhlth 20î 12i)2m)lth g( c{m|9 h) (rr(h (î)hm(tmà et 82im)x0r)(i9 

tl0h Um0g)(ilth r( xl;8lim(;(tm 2hO;8mlm)=0( g( c{m| rlih=0( m m(tg 

1(ih r>)tp)t) l0 rlih=0( m m(tg 1(ih çUilà <l0h ;ltmi(ilth =0( c{m| 

h( iUg0)m (t 0t h(0r 8l)tm {U1(tm0(rr(;(tm 12i)2+r( (t pltxm)lt g0 m(;8h| 

rlih=0( ft (hm 0t l01(im xlt1(î( +litU tlt.1)g(à c( g(it)(i iUh0rm2m 

h(i2 0t( xlthU=0(tx( g( g(0î 8il8i)UmUh g( r2 pltxm)lt 0{î9m|9 r2 8i(;)Bi(

(hm =0( r( rl-2i)m,;( g( 0 (hm 0t( pltxm)lt xltx21( g( î (m r2 g(0î)B;(

(hm =0( 0 (hm 0t( pltxm)lt 2t2rOm)=0( g( îà f( ml0m( p2’lt9 tl0h Um2ê

+r)ilth r( x2i2xmBi( h82m)2r(;(tm 2t2rOm)=0( g( ml0m( hlr0m)lt ô r>U=02m)lt

g( r2 x,2r(0ià

“­ . EQUATION VE LA CHALEUR

<l0h iUh0;lth )x) r(h 2h8(xmh g( r2 m,Uli)( g( r2 x,2r(0i9 gltm

{.T (m5l)m p) 0t l01(im tlt.1)g( g(tl0h tl0h h(i1)ilth g2th r2 h0)m(à
. 2 8

hl)m x R L9 xlth)gUilth r( xOr)tgi( g2th •.

r);)m(ilth 20î hlr0m)lth xr2hh)=0(h g( r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i9 )r h>2-)i2
g 0
zîà/îà 
) b

(î)hm(tm9 hltm g(h pltxm)lth xltm)t0(h (m h2m)hpltm ô r>U=02m)lt 20î gUi)1U(h

o* ù p) î {L9x|à <l0h tl0h

0o* {.9 m(rr(h =0( 9 b 7 ) • t9 b W 7 t9B g( pltxm)lth 6m C

82im)(rr(h
L z0 .28
Œ = l ^:4T »/m )ùb 5î77

<l0h 0m)r)h(ilth 0t( m(i;)tlrl-)( 82im)x0r)Bi(à <l0h g)ilth =0>0t( hlr0m)lt 

ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i (hm g0 mO8( d h) (rr( h( 8ilrlt-( xltm)tH;(tm 

ô r>2g,Ui(tx(9 *9 g0 xOr)tgi( *à <l0h g)ilth =0>0t( hlr0m)lt ô r>U=02m)lt

g( r2 x,2r(0i (hm g0 mO8( q h) 0 (hm 0t( pltxm)lt +litU( h0i * (m h) 0



à/

p) î {L9x| n p) î XIjà 5) 0{î9m| (hm r(h( 8ilrlt-( xltm)tH;(tm h0i 

8ilrlt-(;(tm9 r2 i(hmi)xm)lt g( 0 ô r2 +2h( g0 xOr)tgi( p) î XLj h(i2

tlmU( 0 {î| ù 0{î9L| (m h(i2 288(rU( r2 mi2x( g( 0 h0i r2 +2h( l0
l

(txli( r2 g)hmi)+0m)lt )t)m)2r( g( r2 m(;8Ui2m0i(à u2 i(hmi)xm)lt g( 0

nWA {î9m| ù 0{î9m|

(m h(i2 288(rU( r2 mi2x( h0i r2 82il) l0 (txli( r( iU-);( g( m(;8Ui2m0i(

ô r2 82il) r2mUi2r( g0 xOr)tgi(à /p) î {L9x|9 h(i2 tlmU(

ô r2 piltm)Bi( g( p)à

c)mlth 0t x2h 82im)x0r)(i g0 8i)tx)8( g0 ;2î);0; 8l0i r>U=02m)lt 

c( x2h (hm 2t2rOhU 21(x h);8r)x)mU g2th f(tt(;(O(i9 k /£ àg( r2 x,2r(0ià

^,UliB;( bà

5) p) (hm 0t l01(im +litU g( {.L9 

r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i h0i p) î {L9x| g( mO8( d9 h) ; 7 0 {î| 7 é9 

î A p)9 (m h) ; • 07{î9m| • é9 î A 6p) (m m A {L9x| 2rlih 8l0i ml0m î 

g( p) (m 8l0i ml0m m g( {L9x|9 ; • 0{î9m| Zùù éà

h) 0 (hm 0t( hlr0m)lt ô

eaaS

It l+m)(tm xl;;( xlilrr2)i( =0>0t( hlr0m)lt ô r>U=02m)lt g( r2 

x,2r(0i g( mO8( d gltm r2 g)hmi)+0m)lt )t)m)2r( g( m(;8Ui2m0i( (hm t0rr( 

(m gltm r( iU-);( g( m(;8Ui2m0i( ô r2 piltm)Bi( (hm t0r gltt( r)(0 ô r2

c(x) 2hh0i( r>0t)x)mU g( r2 hlr0m)lt ôpltxm)lt )g(tm)=0(;(tm t0rr(9 

r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i (t pltxm)lt g(h glttU(h 20î r);)m(hà

in . SOLUTION PROBABILISTE A L'EQUATION VE LA CHALEUR

5l)m 0{î9m| 0t( hlr0m)lt ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i g0 mO8( q

h0i r( gl;2)t( p) î {L9x| gltm r2 g)hmi)+0m)lt )t)m)2r( g( m(;8Ui2m0i( (hm

0 {î| (m gltm r( iU-);( g( m(;8Ui2m0i( ô r2 piltm)Bi( (hm 0L{î9m|à <l0h l î
i(x,(ix,lth 0t( i(8iUh(tm2m)lt h0pp)h2;;(tm (î8r)x)m( g( 0{î9m| (t pltxm)lt



àV

g( 0 (m g( 0Là 5) î (hm 0t 8l)tm g( p)9 tl0h gUh)-t(ilth 82i 
L Z>

^ ù ^{î9pŒ| r( 8i(;)(i )thm2tm g( {I9LL| lD r( ;l01(;(tm +ilyt)(t E{m| 

g( {.bb )hh0 g( î ô rC)thm2tm L =0)mm( rC(th(;+r( p)à slhlth

ù ;)t{^9m|à <l0h Um2+r)ilth g2th r(h 82i2-i28,(h =0) h0)1iltm =0(

0{î9m| (hm rC(h8Ui2tx( ;2m,U;2m)=0( g( r2 12i)2m)lt 2rU2ml)i( 0{E{^ |9m.^ |àTm 7
fC20mi( 82im9 x(mm( (h8Ui2tx( 8(0m h( x2rx0r(i (t pltxm)lt g( 

0 (m g( 0Là f( p2’lt 8r0h 8iUx)h(9 tl0h 2rrlth mil01(i 0t tlO20 h0i
0 Xy

sm{î9O| (m 0t( ;(h0i( gO 

L • m • _L9 g( m(rr( hlim( =0(

p)à {O| 8limU( 82i r2 piltm)Bi( g( p)àm 9î

J0 yzp)-l 8mI9O| 0 {O| gOu L
0{î9m|

et p2)m9 lt h2)m =0( r2 12i)2+r( 2rU2ml)i( )tg0)m 0t( ;(h0i( h0i

{d| ù si kE{^m| v d£ à 

8m{î9O| gO (m r2 i(hmi)xm)lt g( 1

à u2 pli;0i( {b| h(i2 288(rU( r2 pli;0r(

rC2g,Ui(tx( g( p)9 N }Nî9m î9m u2 i(hmi)xm)lt g( Nî9m 

ô /p) glt.ô p) gltt(i2 r2 ;(h0i( î9m
t(i2 W0hm(;(tm r2 ;(h0i( Om9î
de représentation intégrale de l’équation de la chaleur pour le domaine fi.

Pour établir la validité de cette formule, nous passerons par les étapes
I Le premier cas analysé sera la solution de l’équation de lasuivantes.

chaleur pour n = 1, fi = (a,b), le deuxième cas sera la solution de 1 ’ équa-

{t Œ9 p) (hm 0t 8ilg0)m x2imUê

h)(t gC)tm(i12rr(h|9 r( mil)h)B;( x2h h(i2 8l0i 0t gl;2)t( p) iU-0r)(i (m 

+litU9 r( x2h -UtUi2r h(i2 r( =02mi)B;( x2hà

m)lt g( r2 x,2r(0i 8l0i 0t 821U p) g(

SS? . PROPAGATION VE LA CHALEUR VANS UNE TIGE

5l)m 0t( m)-( {29+|9 2 • +9 à rC)thm2tm L r2 m(;8Ui2m0i( g( r2

0 {î| lD 0 (hm 0t( pltxm)lt xltm)t0( h0i k29+£} l lm)-( 20 8l)tm î (hm



à—

ô r>)thm2tm m9 L 7 m 7 x9 r(h (îmiU;)mUh g( r2 m)-( hltm ô r2 m(;8Ui2m0i( 

2{m| (m +{m|9 2{m| (m +{m| hltm g(0î pltxm)lth xltm)t0(h h0i kL9x£à

It i(x,(ix,( 0t( pltxm)lt xltm)t0( 0{î9m| h0i k 29+£ î k L9x£ m(rr( =0(
L /0 l28
Œ Ï^Z

1i2)( 8l0i t ù b (m p) ù {29+|à 5l)m î v {29+|9 xlth)gUilth r( 8ilx(hh0h

{29+| î {L9x| à silxUglth xl;;( h) r2 pli;0r( {b| Um2)mh0i
dx2

g( ')(t(i '{m| )hh0 g( î ô r>)thm2tm m ù L} 8l0i gUxi)i( r>2+hli8m)lt 

82i r(h (îmiU;)mUh g( r>)tm(i12rr( {29+|9 8lhlth E{m| U-2r ô 2 l0 ô + 

h) r2 8i(;)Bi( hlim)( ,lih g( r>)tm(i12rr( {29+| h>(pp(xm0( 212tm l0 ô

r>)thm2tm m9 E{m| h(i2 2rlih r( 8l)tm g( 8i(;)Bi( hlim)(} h) r( 8ilx(hh0h

(hm g(;(0iU xlthm2;;(tm g2th r>)tm(i12rr( {29+| W0h=0>ô r>)thm2tm m9 lt

8lh( E{m| ù '{m| àfi Sr tl0h p20m xltt2­mi( r2 rl) g( E{m|9 8lhlth

At(x) = Pr^ [X(t) = a] , Bt (x) = Prx [X(tj = b] .

At(x) et Bt(x)

g( E{m| (hm miBh +)(t xltt0(9 xl;;( (t p2)m pl) r( 1lr0;( g( uU1O9 k a£à

hltm r(h 8l)gh g(h g(0î 2ml;(h g( r2 rl) g( E{m|à u2 rl)

<U2t;l)th9 tl0h 8iUh(tmlth 0t( tl01(rr( pli;0r( 8l0i x2rx0r(i {î| 

c(mm( pli;0r( h(i2 (hh(tm)(rr( 8l0i tl0h 0t 8(0 8r0h m2igà

(m

qmcùLà

^,UliB;( Œà

u2 rl) g( E{m| (hm 2+hlr0;(tm xltm)t0( h0i {29+| (m 2g;(m g(0î

2ml;(h9 r>0t ô 29 r>20mi( ô +9 h) 

2+hlr0;(tm xltm)t0(9 h) d7pîW 

+9 lt 2 r(h pli;0r(h h0)12tm(ho .

sm{î9O| (hm r2 g(th)mU g( r2 82im)(

hltm r(h 8l)gh g(h 2ml;(h 2 (m(m q7_ {î|S



.6

e~ (2a-y-x+2n (b-a) )2 / 2t-|-i Ê -(y-x+2n(b-a))2/2t
{e (2)Pt(x,y) = (2TTt) n= -oo

b+ (2n+l)(b-a)i e-(y-x)2/2tOO -2n
(3)AtM ’ „=?- dy

00 b+(2n-l)(b-a) 

a+(2n+l)(b-a)Z _?IL_ r
:-°0 Ært

e-(y-x)2/2t
(4)Bt(x) = dy

a+(2n-l)(b-a)

f(;lthmi2m)lt o

sl0i U12r0(i q7{î|9 82imlth g( r2 pltxm)lt +{O|9 (t (hx2r)(i9 

=0) 120m Œt h0i r>)tm(i12rr( {2+{Œt.b|{+.2|9 2+{Œt+r|{+.2||à 5) '{m| 

(hm r( 8ilx(hh0h g( ')(t(i )hh0 g( î9 2rlih =0( î v {29+|9 U12r0lth 

r>(h8Ui2tx( g( ,{'{m|| g( g(0î p2’lth g)ppUi(tm(hà '{m| h0)m 0t( rl) 

tli;2r( g( ;lO(tt( î (m g( 12i)2tx( m9 g>lD

2+ {Œt+r|{+.2| (.{O.î|Œ?Œmr l
tù.œ ?Œiim J

im^m(mx,,, t gO à
2+{Œt.r|{+.2|

fUxl;8lhlth r2 12i)2+r( '{m| h(rlt r( m(;8h î g( 8i(;)Bi( hlim)( ,lih 

g( {29+| (m h(rlt r( 8l)tm g( hlim)( '{î|à 5) î R m9 lt 2 =0( ,{'{m|| ù Là
S

A{,{'{m|| |î • m 9 '{î| ù 2| ù L5) î 7 m (m h) '{î| ù 29 lt 2 =0( x2i

, (hm 0t( pltxm)lt 2tm)hO;Umi)=0( 20ml0i g( O ù 2o,{Œ2.O| ù .,{O| (m 

X'{m||î •m 9 '{î| ù 2j (hm 0t( 12i)2+r( 2rU2ml)i( hO;Umi)=0(.82i i288lim 

ô r2 8lh)m)lt 2à f>20mi( 82im9 h) î 7 m (m h) '{î| ù +9 80)h=0( 

,{Œ+.O|+,{O| ù Œ (m 80)h=0( X'{m||î •m 9 '{î| ù +j (hm 0t( 12i)2+r( 2rU2ê

ml)i( hO;Umi)=0( 82i i288lim ô r2 8lh)m)lt +9 lt 20i2 =0(

&{,{'{m|||î • m 9 '{î| ù +| ù b à

A{,{'{m||| ù si kî •m 9 '{î| ù +£ ù q {î| àî mf > lD

c(x) Um2+r)m gltx r(h pli;0r(h 8l0i dm{î| (m q7pî|à



àa

It 8(0m x2rx0r(i sm{î9O| g>0t( p2’lt 2t2rl-0(à

hl0h.)tm(i12rr( g( {29+|9 8lhlth J ù n Œt{+.2| + S (m hl)m Jb
tù.ll

r>);2-( g( J 82i r>2tm)hO;Umi)( O Œ2.Oà 5) r>lt )tmilg0)m r2 pltx.

5l)m S 0t
II

m)lt -{O| =0) 120m b h0i J9 .b h0i J et 0 ailleurs, on a que

g(2a-y) = g(2b-y) = -g(y). D'où

S(g(W(t))) = &(g(X(t)))

1 00 r2 E / 
-CO J J

{e-(y-x+2n(b-a))2/2t _ e~(2a-y-x+2n(b-a))2/2t^ dy
= (27Tt) 2

■l Pt(x,y) dy .

It 8(0m gltx W0-(i =0( r2 12r)g)mU g(h g)1(ih(h pli;0r(h (hm

Um2+r)(à fm
bb

.(;2i=0(h o

u2 pli;0r( {Œ| (hm glttU( g2th uU1O9 ka£à Sr (hm ;2)tm(t2tm

p2x)r( g( 1Ui)p)(i =0( r(h pltxm)lth g( î (m g( m9 sà{î9O|9 d {î| 
/ 0

(m
)

/0{îW h2m)hpltm ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i 

8(i;(m g>U12r0(i r2 gUi)1U( 82im)(rr( g( 7{î| (m g( {î| 82i i288lim 

ô mà

nt x2rx0r h);8r(2 3t 3x2 '

3A (x)
a;w = Ie E -(27Tt3) 2 (x-a-2n fb-aj ) e_(:x'a 2nCb-a))2/2t 

3Bt(x)

(3’)
n= -oo

Les deux fonctions ^(xjUne formule semblable tient pour (x) = 

et B^(xj sont également solution à l'équation de la chaleur.
/mS

.(1(tlth 20 8il+rB;( g( r2 8il82-2m)lt g( r2 x,2r(0i g2th 0t( m)-(à 

5) 0 {î| (hm 0t( g)hmi)+0m)lt xltm)t0( g( m(;8Ui2m0i( h0i k 29+£ (m h)



àz

2{m| (m +{m| hltm g(h iU-);(h xltm)t0h g( m(;8Ui2m0i( =0( r>lt 1(0m 

2xxlig(i 20î (îmiU;)mUh g( r2 m)-(9 8lhlth 8l0i î A {29+|9 m A {L9x|9

■f ■ï ■r: +{m.î| q_7{î| gi à2{m.î| d7{î| g^0 {O| gO
u L

1{î9m|

Sr (hm p2x)r( g( 1l)i =0( 1{î9m| h2m)hp2)m ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i
a z1 _ .2i 
/m “ /îŒ »
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fJ0 converge uniformément vers zéro; il en est de

PJ0même pour

(P u ) (x)
t O Pt(x,y) u (y) dy + u (a) A (x) + u (b) B (x)

to O t O t1

converge uniformément vers u (x) sur (a,b). L'application u
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Œ
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r( m,UliB;( b9 g>0t)x)mU tl0h 2hh0i( =0( 0{î9m| ù 1{î9m|à .Uh0;lth hl0h 
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à la frontière a(t) et b(t) est

La solution à l'équation de la chaleur dans le rec-
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J 0

xhft-T) -3Ï dx ,

>



àbL
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b? - PROPAGATION VE LA CHALEUR VANS UN PAVE VE 6?
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1 =1 1 1 o X_ n
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r?S . PROPAGATION VE LA CHALEUR VANS UN VOMAJNE BORNE REGULIER VE 6?
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Théorème 4.
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cl;;( xlilrr2)i(9 lt l+m)(tm =0( r2 pli;0r( {b| g( r2 h(xm)lt /

(hm 12r)g( rlih=0( Œ (hm 0t l01(im +litU iU-0r)(ià et (pp(m9 h) 0{î9m|
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b?S4 . LE CARACTERE SPATIALEMENT ANALYTIQUE VES SOLUTIONS A L'EQUATION VE LA CHALEUR

cl;;( è)r+(im b > 212)m 8i(hh(tm) g2th hlt b6B;( 8il+rB;( 8iUh(tmU 20 
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Œ cI
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v. U

longement analytique à C x C. Majorons cette fonction ainsi prolongée. Si 

z = p + icr où p G °

| e- (z+2n)2 /2t | < ea2/2t e-(p+2n)2/2t
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Si on fait varier z dans le rectangle |Re z| ^ <5 et |£m z| on

y E (R,aura pour tout

dô (Œ?Œm 
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|=m{ç92||•7(7?Œm à

J Um{î9O|| gm
p)î( (hm 0t)pli;U;(tm +litU( 8l0i O e •.

sl0i r( x2h t ù b9 )r h0pp)m =0( ( • G 8l0i =0( 

|8m{ç9O|| 8l0i m 

(m |.( ç| • •—9 |A; ç| • (à

„t
.(1(tlth 20 x2h g( 9 h)

< +po et

l'on a bien que

zn) Ui G C, |Re zj <6 et | £m Zi| < e. 1,2,...,n} ,Q* = {(zi ,z2 ,. . i =• >

lt 8(0m mil01(i 0t( xlthm2tm( t( gU8(tg2tm =0( g( G m(rr( =0( 8l0i ml0m

O v P (m 8l0i ml0m O I ou
.t?Œ +t(Œ?Œm(+.xmOes,< d Gf x

f( ;ï;(
m.t?Œ . b ({t(.ôŒ|?Œm »i=m{ç9O| | • (x

J0
5) r>lt x,l)h)m ( 8l0i =0( ( • ô?Æ 2rlih m{ç9O|| gm • _Là
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r?; . PROPRIETES VU NOYAU 8m{î9O|

<l0h g(h)ilth gU-2-(i x(im2)t(h 8il8i)UmUh g0 tlO20 s7{î9O|9 

lD 87{î9O| gO h(i2)m r>UrU;(tm g( 8il+2+)r)mU =0( r( ;l01(;(tm +ilyt)(t

82im) g0 8l)tm î ô r>)thm2tm L g(;(0i( g2th g2th r>)tm(i12rr( g(

m(;8h {L9m| (m hl)m rlx2r)hU ô r>)thm2tm m g2th r>UrU;(tm g( 1lr0;(

gOà

^,UliB;( Gà

? 5l)m pr 0t l01(im g( h) '{m| (hm r( 8ilx(hh0h g( ')(t(i

dans issu d'un point x de fl à l'instant 0, alors il existe une

fl x fl dans <Rfonction continue (x,y) -*■ Pt(x,y) de 

toute partie mesurable A de fl.

telle que pour

TPr [ W(t) G fl, t e (0,t), W(t) G A] PtO,y) dy .

Démonstration:

Considérons les trajectoires browniennes issues de x à l'instant

0 ayant sorti hors de fl dans l'intervalle de temps (0,t), décomposons 

ces trajectoires en se servant d'un pavé fixe Q où x G Q, Q Ç fl. Notons

le_premier temps de sortie hors de Q, par y l'endroit de cettepar t
i i

sortie, par T le premier temps de sortie hors de fl et par y 

de cette sortie. Si T est le premier temps de sortie hors de fl, on peut

1'endroit

6f:gUp)t)i r2 ;(h0i( h0)12tm( h0i

(A) = Pr [ T < t, W(t) G A]Vx,t
-lly-y ll2/2(t-T )

2 2qT (x,y ) dqT _T (yi ,y2) e•t
2 1 2 1 dy dy dt dx dy . 

12 1 2 *
=

n/2[ 27T (t-x )] 
2

a-^o -Jo JdnJdQ
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admet une dérivéeCette formule de représentation permet de voir que Nî9m

g( .2glt.<)klgO; =0) hl)m 0t( pltxm)lt xltm)t0( î 6? -y •.+à

cl;;( '{m| h0)m 0t( rl) ;0rm)tli;2r( g( ;lO(tt( î (m gltm r2 ;2mi)x(

g( xl12i)2tx( (hm m.pl)h r2 ;2mi)x( )g(tm)mU9 2rlih

e~ lly-xll2 /2tptO>y) =
1 - ^0,7) •n/2(2lTt)

Théorème 7.

f2kfk(x,y,t) est le résultat de l'intégration sur le domaine5)

g( g( r2 pltxm)lt

"llyi"yi-lI|V(-2t7k+1'>k+1-nk/2[ 27Tt/k+l] A 6
de Q,lD O ù î9 O9 9 ù O9 2rlih 8l0i ml0m î l K+b g( pr (m ml0m O

r); pk{î9O9m| ù 8W{î9O| 9

r2 xlt1(i-(tx( (hm 0t)pli;( rlih=0( î (m O 12i)(tm g2th 0t ;ï;( xl;82xm g( .à

fU;lthmi2m)lt o

It i(;2i=0( gC2+lig =0(

-n/2 -lly-xl|2/2t( »L • pk{î9O9m| • {Œ^^m|

.(-2iglth pk{î9O9m| xl;;( 0t( pltxm)lt gUp)t)( h0i {.ŒT î {.9 8lhlth 

1k{ç9m| ù pk{î9O9m| lD ç ù {î9O|9

lD d (hm r( r28r2x)(t g2th

1k h2m)hp2)m r>U=02m)lt g( ^2 x,2r(0i 

5l)m L 0t l01(im g(
z1k
V Tx^* ù d1k 

lD î v L9 O v L9 L (hm 0t( 82im)( xl;82xm( g( 

r(h

(m hl)m ( R Là 50i

r( gl;2)t( L î L î {(à 1k hltm ml0m(h g(h hlr0m)lth 0t)pli;U;(tm 

+litU(h ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0io )r (î)hm( 0t( xlthm2tm( é m(rr( =0(

{Nk| {Nî v L| {NO v L|{Nm v {(9 A.|| pk{î9O9m| •é à
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u2 g(;lthmi2m)lt ;ï;( g0 m,UliB;( — tl0h 2hh0i( =0( r(h pltxm)lth 1k{ç9m|

bh( 8ilrlt-(tm 2t2rOm)=0(;(tm h0i 0t gl;2)t( n î {.A9 :| t( gU8(tg2tm 82h 

g( k9 lD n (hm 0t l01(im g( AŒ t {.ŒT(m m(r =0( r2 mi2x( g( n h0i

hl)m Là It h2)m g( 8r0h =0>)r (î)hm( 0t( xlthm2tm( é m(rr( =0(

|1k{ç9m| | • é h) ç e n9 m 5 {(à Ii lt h2)m =0( ml0m( p2;)rr( g(

pltxm)lth 2t2rOm)=0(h 0t)pli;U;(tm +litU( h0i 0t l01(im gltt( 0t( p2;)rr(

U=0)xltm)t0( g( pltxm)lthà d)th) r2 p2;)rr( g( pltxm)lth {î9O| pk{î9O9m| 

(hm i(r2m)1(;(tm xl;82xm(à éltmilth =0>(rr( t>2g;(m =0>0t h(0r 8l)tm g>2xx0.
Œb;0r2m)ltà 5l)m Ck7cEWO| (m 7{EWO| g(0î pltxm)lth g)ppUi(tm(h m(rr(h =0(

^ hl)(tm g(h 8l)tmh g>2xx0;0r2m)lt g( Xp9 /7 »
m r k kùr

821U P g( pr9 P P m(r =0(

Ob (m It 8(0m mil01(i 0tm

l ) 7{î9Of gO à\cî9O| gO t
P

?9
’i'l {î9O| gO ù r); si k'ci7. m| e b • ) • k (m '{m| e P£
7 £c.K» K+)

ked

ù si k ,tm) e p)9 L • î • m9 '{m| e P£

Œ
>)>7àcEWO| gO 120m x(mm( ;ï;( 8il+2+)r)mU9 

pk{î9O9m|

xl;82xm g( p) {î e K9 O e K9 m p)î(|à

Ii

r. x( =0) (hm xltmi2g)xml)i(à d)th)

87{î9O| (m x(x) g( p2’lt 0t)pli;( h0i K î K lD Kxlt1(i-( 1(ih

ha:

^,UliB;( zà

sWnàO| ù sW{O9î| 9

sm{î9ç| sm{ç9O| gç à8ŒmnàO|

u2 pltxm)lt sm{î9O| (hm 0t( pltxm)lt gUp)t)( 8lh)m)1( h0i p)à
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fU;lthmi2m)lto

nt x,2t-(;(tm g>ligi( g>)tmU-i2m)lt g2th r>U12r02m)lt g(

s7IàO| ù s7{O9î|à

pkcî»O9m|

gltt( =0( pk{î9O9m| ù pk{O9î9m| g > lD f( ;ï;(à

J* {î9ç9m| A {ç9O9m| gç ù pŒk_bcî9O9Œm| 9 

.èm0eO, .>mOes, aO =

k.b k.b

•Xt , )8Œm{îàO|g>lD

k
k 8l)tmh g( 0, (m hl)m

k
*)t2r(;(tm9 hl)m Xîàjà à

i i=l
des nombres

complexes, alors

r k k
= / .s c.c.p^ .„(x. ,z) p^/0(z,x.) dz
Jçt i=l j=l 1 yt/2K i rt/2 j

k k _
Z Z c.c.p (x.,x.)
=1 i=l 1 1 P i 1

‘f Ji ji ciajpt/2txi-z) pt/2^y^ dz

Œt Tl O-488t8 gç R L àx)sm?ŒmE)9ç| s
^,UliB;( 6à

g( ct92rlih )r (î)hm( 0t l01(im ESZ5l)m pr 0t l01(im g(

fuk(z))i°«o0t( h0)m( g( pltxm)lth 2t2rOm)=0(h gUp)t)(h h0i ES
i « .bLL

h0)m( g( tl;+i(h 8lh)m)ph >.7k.>kùl

(m 0t(Z >

m(rh =0(

2| d07ç| ù .Ek 0k{ç|9

é, KW}k=0
Œ

pli;(tm 0t( +2h( lim,ltli;2r( g( £ {ES|9

.d ô t „
• +cI7

ll
x| 8l0i ml0m ô R L9

.dtm
4 ( 0t7î7 0t77 xlt1(i-( 0t)pli;U;(tm (t î (m (t O h0i P 

sm {î9O|à

4 (
tùL

II
g|
tùL
1(ih
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6f(| r2 mi2x( g( ŒZ h0i (hm p)à

p| h) 2 (hm 0t 8l)tm iU-0r)(i g( /p) 2rlih 8l0i ml0m k r); O9 {î| ù L9
î.R2 k 
îvp)

h) g( 8r0h p) (hm xltt(î( (m h) r(h hltm ligltt(h 82i ligi( xil)hê

h2tm9 2rlih 0 {î| t( hC2tt0rr( 82h h0i p) (m O (hm gltx g( h)-t(
o

xlthm2tmà

fU;lthmi2m)lto

m R L9 0m)r)hlth r2 m,Uli)( g( *i(g,lr; 8l0isl0i 0t( 12r(0i

r>l8Ui2m(0i )tmU-i2r

f. pj(x,y) p{O| gO ù {smp|{î| à

^ .-n/2 -||y-x||2/2t
Pt(x,y), puisqu'il est majore par e

p +

u( tlO20 9 (hm 0t

tlO20 g( è)r+(im.5x,;)gm rlih=0( p) (hm g( 1lr0;( p)t)9 x>(hm.ô.g)i( =0( 

{s7{î9O||Œ gî gO •

g( r>l8Ui2m(0i s7_ (hm h)m0U ô r>)tmUi)(0i g( r>2î( iU(rà s0)h=0( r( tlO20 

(hm gUp)t) 8lh)m)p9 lt 8(0m ;ï;( g)i( =0( r( h8(xmi( (hm xltm(t0 g2th

s0)h=0( r( tlO20 (hm hO;Umi)=0(9 r( h8(xmi(+LLà

k L9__£ à

<l0h 2rrlth ;ltmi(i =0( r( h8(xmi( (hm (pp(xm)1(;(tm xltm(t0 g2th r>)tm(iê

12rr( h(;).l01(im kL9b|à et (pp(m h) O (hm 0t( 12r(0i h8(xmi2r( h08Ui)(0i( 

l0 U-2r( ô b9 lt 8(0m mil01(i 0t( pltxm)lt g( x2iiU hl;;2+r( 7{î| m(rr( =0( 

•sŒ {î| gî ? L (mi L 8W{î9O| 7{O| gO ù O•s{î|à 5) 7î| ù |•s{î||9 
f s7{î9O| >*{O| gO R O 7pî| 7{î|à
ap)

f>20mi( 82im9 h) p) (hm g( 1lr0;( p)t)à

)r (hm );8lhh)+r( =0( 8i(h=0( ml0m(h r(h mi2W(xml)i(h E{î|9 L • î • m9 g0

■I;l01(;(tm +ilyt)(t )hh0. g( î hl)(tm h)m0U(h g2th p) smcî9O| gO • b
)

8l0i ml0m î g( p)à d)th)
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X s7{î9O| >J>cO| gO gî ù s7{ORî| >J>cO| gî gOnx) a0 d

d f NqNms, gO à
c( =0) gltt( 0t( xltmi2g)xm)ltà

It 8(0m gltx mil01(i 0t( h0)m( g( tl;+i(h g( kL9b|9 8 

0t( +2h( lim,l-lt2r( X0

(mt9m

«r m(rr(h =0(tùLt9m

X p)9 9 sm{}î9O| 0 {O| gO ù O {î|0 à t9mt 9mt9m

(m 8l0i ml0m O9 {0 oO ù Oj pli;( 0t( +2h( lim,ltli;2r( g( Xpos p ù Opjà
t W m t9 = =

52th 8(im( g( -UtUi2r)mU9 lt 8(0m h088lh(i =0( r(h 0t' hltm xltm)t0(h h0i 

slhlth 0p)à (m .dm ù rl- Où s s} 80)h=0( ù s ltù 0 + t t9m
8(0m h( xlt12)txi( =0( sh0t

t9mCm h m+h
NUi)p)lth ;2)tm(t2tm =0( 

p (hm 0t( pltxm)lt m(rr( =0(

t-vù ( 0

X pŒ {î| gî 7 L (mXposmp ù Lj ù XLjà 5) 

s p ù L9 2rlih lt 8(0m mil01(i 0t( pltxm)lt xltm)t0( ô h088lim xl;82xm g2th p)àm

X smp ùL9 L • m • xà

9 L • m • xà f>20mi( 82im r2 pltxm)lt

? -{O| 8 {O9î| gO h2m)hp2)m ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i (m 
p) m

f>lD-{î|9 m(rr( =0( -{î| p{î| gî 7 Là It 2 =0(

f ?~-{î| 87{î9O| p{O| gO gî ù L 
.?p) .>p) i. b
1{î9m| ù

r); 1{î9m| ù -{î|à
mZt|

■X-{î| 87{E”9O| p {O| gO gî - {O| p{O| gO —7 L 9r);
m)I

ce qui donne une contradiction.

Pour établir la partie d) de l'énoncé du théorème, déterminons 

d'abord une majoration grossière de u^Cx). Soit 6 un nombre tel que
-X 6

I P^Cx^y) unCy) dy. = e 

|unCx) I < e n

11 unW>26 < t.

) ( X '"n0'”" 'lyX 6 f (p^Cx,y))2 dy 
-'fi
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10 r>)tU-2r)mU g( 5x,y2imçà Ii

{s7I9O||Œ ày • t2mm0) t? 0Œ cO| gO ù b 

{x2i 8-{î9O| • {Œ)iG|

gO(m

.t?Œ |à f>lD
)

E G U.t?Œ|0t{î| | 7 ( t t2mmx) gO

.E m(î»
t 0 {î| 0 {O| 
t tT xlt1(i-( 0t)pli;U;(tm h0i pŒ î pr 82i r( xi)mBi( .E m

t 0 {î| 0 {O| 20 h(th g( »A {pr| 
t t1?7

> T 0tcî| 0t{O|à

f > lD 4 (
tùL

II
(hm U-2rg( '()(ihmi2hhà f>20mi( 82imà 4 (

tùL
^ fl 00D'où Pt(x,y) est égal presque partout à ?q eô 87IRO|.

u2 xltm)t0)mU g( {î9O| 87{î9O| Um2+r)m =0(

.E m
bb nt{‘E.| nt{>O.| ù sm{>E9O.| C

œ
4 (
tùL

sl0i r2 82im)( (|9 lt h2)m =0(

.ŒE m r rt >?? 

JQ, Jpr
{87{î»O||Œgî gO àcI

4 (
tùL

.E Ô 
4 ( tG R L9f>lD9 8l0i ml0m • +•»à
tùL

.(;2i=0lth ;2)tm(t2tm =0( s7{î9O| hltm g(h hlr0m)lth ô r>U=02m)lt

g( r2 x,2r(0i =0) h( 8ilrlt-(tm 2t2rOm)=0(;(tm h0i 0t l01(im dZ î dZ lD dZ 

(hm 0t l01(im g( At gltm r2 mi2x( 21(x (hm prà It 8(0m gltx 8ilrlt-(i
Vl2t2rOm)=0(;(tm ô dZ r(h pltxm)lth 0k{î|} )7pç| ù ( 

dçsm{ç9O| 7{O| gO 

smnàO| 0k{O| gO 9

sm{ç9O| 0k{O| gOà

E9 m k id0k{ç| ù (

. ? 

■Jq.
Eà m k XzL ù sm{ç9O| 0k{O| gO;2)h 6m G

EkmX >.x'Ovs> 51ms, asù Ek0k{ç| + (

d0k{ç| ù .Ek0k{ç| à2)th)
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sl0i l+m(t)i r2 8il8i)UmU p|9 lt l+h(i1( =0(

Vl\Wl < e PtU,y) ày ,Il Uk II CO

or lim / p^(x,y) dy 
x^a Jçi 
xGÎÎ

ù L9 g>lD r2 xltxr0h)lt A|à

lt h2)m =0( sm{î9O| R L 8l0i ml0m î (m 

ml0m O g( pr9 x(x) (hm h0pp)h2tm 8l0i 2hh0i(i =0( r2 8r0h -i2tg( 12r(0i 

8il8i( (hm g( ;0rm)8r)x)mU h);8r( (m =0( r2 pltxm)lt 8il8i( =0) r0) (hm 

2hhlx)U( t( x,2t-( 82h g( h)-t(à

5) pr (hm xltt(î(à

;8 l\K-o (hm r2 h0)m( liglt.Stmilg0)hlth =0(r=0(h tlm2m)lth9 

tU( 82i ligi( xil)hh2tm m(r =0( gUxi)m( g2th r( m,UliB;( 69 (m h) r(h 0ky
Œ

p eA {p)|9 r>,2i;lt)=0( pltg2;(tm2r(hltm r(h pltxm)lth 8il8i(h 2hhlx)U(h9 h)
?

h(i2 r2 8i(;)Bi( 12r(0i m(rr( =0(

h(i2 288(rU r>(th(;+r( g(h ,2i;lt)=0(h g( p)à

g( p
i .ZLL

bùL

x0{îCO| ù îEù0 V10k

p{î| 0k{î| gî ? Là

Nous poserons

Théorème 10.

5l)m p{î| 0t( pltxm)lt g( x2iiU hl;;2+r( h0i p)9 lD p) (hm 0t
t

l01(im g( ;(h0i( p)t)( h0i oi à p)sm{îRO| p{O| gO

(hm 0t( hlr0m)lt ô r>U=02m)lt g( r2 x,2r(0i =0) (hm 2t2rOm)=0( (t î (m (t m

drlih r2 pltxm)lt 0{î9m|

8l0i î e p)9 m R Là 5) O (hm r>,2i;lt)=0( pltg2;(tm2r( g( p{î|9 2rlih

x7{î9O| p{O| gO g( p2’lt 0t)pli;( (t îàr); 0{î9m| (Z7bT S
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SE . .e*.ISfS55eée<^ V'UN OBJET CONVEXE
b

5) p{î| (hm 0t( pltxm)lt )tmU-i2+r( h0i $b9 tl0h g)ilth =0( 

87{î9O| p{O| gO gUxi)m rU i(pil)g)hh(;(tm g( r>l+W(m p) gltm 

r2 g)hmi)+0m)lt )t)m)2r( g( m(;8Ui2m0i( (hm p{î| ô r>)thm2tm Là <l0h 

Um2+r)ilth 0t( 8il8i)UmU g( xlt1(î)mU g0 i(pil)g)hh(;(tm g>0t l+W(m rlih=0(

■X0{î9m|

x(r0).x) (hm xlt1(î(à

^,UliB;( bbà

5l)m p) 0t l01(im xlt1(î( g( 2rlih 8l0i ml0m m9 r2 pltxm)lt
{îRRL s7{îWO| (hm rl-xltx21(9 x>(hm.ô.g)i( =0( r2 pltxm)lt rl- 87{î9O| 

(hm xltx21(à

fU;lthmi2m)lto

.(8i(tlth r2 tlm2m)lt g( r>UtltxU g0 m,UliB;( aà Sr h0pp)m g( ;ltê

mi(i =0( r( rl-2i)m,;( g( p {îWORm| (hm 0t( pltxm)lt xltx21( g( {î9O|à
K

Ii x(x) (hm 1i2) ô x20h( g>0t iUh0rm2m g( qli(rr9 kŒ£9 =0( tl0h x)mltho 

T5) p î •.= -o{.= î {p? .► k L9__|.î k L9__| 9 h) g( m(rr( hlim( =0( rl- p

rl- - hl)(tm g(h pltxm)lth xltx21(h9 2rlih r2 pltxm)lt(m

|IX. p{î9ç| -{ç9O| gçrl-

(hm xltx21( h0i r>(th(;+r( xlt1(î( lD (rr( (hm p)t)(Tà It 288r)=0( x( iUh0rê

m2m 8l0i r(h pltxm)lth

e-llx-yl|2/2t/(k+l)
si y S fi

si y ^ fi .
'R.,- O,y) = <

1 o
k+l•/-/ .n ^Cyj.yi.p dy^La fonction de (y jy^+p est logconcave.
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{. 9 hl)m p{î|5l)m pr 0t l01(im xlt1(î( g( 0t( pltxm)lt rl-xlt.

t f .>m0es, 6ms, as 
.>pr

x21( (m )tmU-i2+r( h0i pr9 2rlih r2 pltxm)lt î .Z 0{î9m|

(hm rl-xltx21(à

fU;lthmi2m)lt o

s7I9O| (m {O9ç| .► p{O| hltm rl-xltx21(hà 

u( iUh0rm2m g( qli(rr =0) 1)(tm g>ïmi( x)mU ;ltmi( =0( r2 pltxm)lt 0{î9m|

u(h pltxm)lth {î9O| -+

(hm rl-xltx21( h(rlt îà S

clilrr2)i(o

La fonction propre positive u (x) correspondant à la plus grande 

harmonique du domaine fl est logconcave. En effet

+ Àtu (x) = lim e
t-Ko I ptO,y) d7

fl0

lD E (hm r2 8r0h -i2tg( ,2i;lt)=0( g( prà

^,UliB;( b/à

t
l01(im xlt1(î( +litU g( 9

ù ? 87{î9O| p{O| gO9 2rlih r2 12r(0i
.>pr m

î7à g( prà

5l)m pr 0t hl)m p{î| 0t( pltxm)lt

rl-xltx21( h0i pr9 h) 0{î9m|

ù h08X0{î9m/ oî5 prj (hm 2mm()tm( (t 0t h(0r 8l)tm

fU;lthmi2m)lt o

u>(th(;+r( g(h î m(rh =0( 0{+x9mj ù (hm Dt xlt1(î(à 5) x( 

xlt1(î( t>Um2)m 82h iUg0)m ô 0t 8l)tm9 )r xltm)(tgi2)m 0t h(-;(tm 5à Ii 

r2 pltxm)lt 0{î9m| (hm 2t2rOm)=0( h0i pr9 g>lD 0cî9mj 8i(tgi2)m r2 12r(0i
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2r)-t(h 21(x r( h(-;(tm g( 5à 5l)m 2 0th0i ml0h r(h 8l)tmh g( ““ 

8l)tm g( r2 piltm)Bi( g( p) 2r)-tU 21(x 5à 2 (hm 0t 8l)tm iU-0r)(i g(

3fi. D'où
/ Pv(x,y) dy = 0 . 

^fi
lim u(x,t) < llfll lim 
x^a 00 x+a
xGfi

Ceci donne une contradiction. wm
.(;2i=0(o

u>2i-0;(tm (;8rlOU9 rU-Bi(;(tm ;lg)p)U9 8(i;(m g>Um2+r)i =0( r2 

pltxm)lt cî—O| s7cîjO| (hm hmi)xm(;(tm rl-xltx21(à

<l0h tl0h 2mm2ig(ilth ;2)tm(t2tm 20 i(pil)g)hh(;(tm g>0t l+W(m g(

=0) (hm ô r>)thm2tm )t)m)2r ô 0t( m(;8Ui2m0i( xlthm2tm(9 tl0h 8i(tgilth

■l 8W{î9O| gO.x(mm( xlthm2tm( U-2r( ô 0tà

Um0g)(i x(mm( g)hmi)+0m)lt g( m(;8Ui2m0i( 8l0i g( 8(m)m(h 12r(0ih g( mà

-p){î9m| rlih=0(

<l0h 1l0rlth5l)m

c)mlth g>2+lig 0t( ;)tli2m)lt h);8r( h0pp)h2;;(tm (î2xm( g(

p) (hm xlt1(î(à

^,UliB;( bVà

5) p) (hm 0t l01(im xlt1(î( +litU g( si x G fi, alors

-n/2 e-||y-x||2/2t52{î.L R !.Œ ? {Œ^^mW gO à
Gp.p)

fU;lthmi2m)lto

Désignons par hCx,t) la probabilité qu'un vecteur multinormal 

de moyenne x, dont la matrice de covariance est tl, I étant la matrice 

identité, soit hors de fi, posons <£(x,t) = g(x,t) - l+2h(x,t). La fonction 

tp satisfait a l'équation de la chaleur et est" du type B. Si x S fi.
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lim ^(x,t) = 0 et si a G .Œ, lim ^ 0 car h(a,t) ^ l pour tout t.
t+O x->-a
Par le principe du maximum, >p(x,t) ^ 0 pour tout x de SI et pour tout t.

<admet une frontière uniformé-Nous dirons qu'un ouvert 51 de

(ff ;ment différentiable s'il existe une fonction N: 351 + telle que pour tout
S

x G 351

a) Il N (x) Il = 1,
i
!

b) pour tout e > 0, il existe un 6 > 0 tel que

{y G 5l| lly-xll < 6} Ç {y|<y-x, N(x)> > -e lly-xll} 

{y|lly-x|| <6 et <y-x, N(x)> > e lly-xll} Ç n .et

Théorème 15.

Si 51 est un ouvert borné de 6^ dont la frontière est uniformé­

ment différentiable, alors lorsque t tend vers zéro, 1 - g (x,t) est
U b

asymptotique à
-n/2 -||y-xl|2/2t

e-V-51 (27Tt) dy

et 1 ' asymptoticité est uniforme sur 51.

Démonstration:

L'argumentation sera semblable à celle du théorème précédent.

Posons donc
-n/2 e-||y-x||2/2t dy

h(x,t) C27Tt)
(Rn-51

ipCx,t;k} = g (x, t} - 1+kh (x, t) .et
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Nous allons montrer que si k > 2, alors il existe un nombre > 0 tel.2

que <£(x,t;k) >Ovsi x£Œ et 0<t< tj,. On remarque que

^(x,0;k) = lim^(x,t;k) = 0.. Soit x G choisissons d'abord un £ > 0
tlO

C£(x) = (y|<y-x, N(x)> < -e lly-xll} alors

-n/2 -lly-xl|2/2t 
e

tel que si

Je (x)
£

On peut remarquer que ce choix de £ ne dépend pas de la valeur particulière 

de x ni de celle de t. Soit le ô > 0 correspondant à la valeur £ > 0 

par la définition même de différentiabilité uniforme de la frontière de fi.

(2îït)

si BgW = {y| lly-x|| < 6}, alors on peut trouver un t^ tel que pour tout 

t G (0,tk)
-n/2 e-lly-xl|2/2t/ > I(2TTt) dy 2 8lim^(x,t)^(x

D'où si x G .fi et si t G (0,tk), alors kh(x,t) >1 et ainsi ^(Xjtjk) > 0. 

Par le principe du maximum, nous obtenons que <£(x,t;k) > 0 pour x G fi et

t G (0,tk).

De la même façon, on montre que si k < 2, alors il existe un nombre 

<P(x,t;k) <0 si x G fi, t G (0,tk).tk tel que De sorte que

1 - Sfi^’^
lim
“t+O

= 12h(x,t)

et cette convergence s'effectue uniformément en x.

Le prochain résultat nous dit qu'une petite source de froid proche 

se fait plus sentir qu'une grande source de froid éloignée durant un inter­

valle de temps (0,£).
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Théorème 16.

6?11, soit R > 0, si Kj est un compact deSoit x un point de

{y|lly-x|| < R> dont l’intérieur n'est pas vide, si K2 est une partie fer-
n

, fl = <R _K ,» 2 2 ’
= (ff-Kmée de {y|lly-xll ^ R}, si flj 

lorsque t est suffisamment voisin de 0. De façon plus précise, si B^(r)

%2 Cx-t:) X gfl (x't)alors
i

i 2

est une boule contenue dans où p = R-||y-x||-r > 0, alors il existe un

(x,t) < (x,t) lorsque t G (0,tr R) •
= 0

nombre tel quetr,p,R

Démonstration:

et p un nombre tel que lly-xll + p < R 

Posons aussi F2 = {z|l|z-xll > R},

(x,t) <gfl*Cx,t), gfl*^x,t) < gfi Cx,t).

Soit y un point de

= ,fl*Fj = {z | llz-yll < p} G Kj . 

fl* = tiP-F .

et

FaisonsOn a que
22

2211
appel au théorème 15 pour montrer que gA*(x,t) < gn*(x,t) pour tout t

re-i!z-xii2/2t dz1
0, il suffit d'établir que 
-Ilz-x||2/2t

suffisamment voisin de est
F

petit par rapport à e 

Si N

2
dz et ceci sur un intervalle 0 < t < e.

N de rayon p

dont les centres sont situés sur la sphère {z|||z-x|| = lly-x||} telles que .U B.
i=l i

recouvre une couronne sphérique {zlr^ llz-xll ^r^}. Si j est un entier 

non-négatif, si 1 ^ i N, soit

0etest assez grand, on peut trouver N boules. B . . , B
0 s a

la boule qui est 1'homothétique de laB
Ü

r '‘r J *boule B., l'homothétie utilisée étant de centre
i

N œ
U B. . 

i=l j=0 ij

x et de rapport c^
i i

Ainsi F G U et
2

-c* llz-xll2 /2t-n/2 e-||z-x||2/2t dz -k .2TTt. -n/2 
t-T-) dz .(2TTt)
c.

ij J
-c^ Il z-xl)2 /2t 

e -*
-n/2 e-llz-xl|2/2t dz .. ï f n NE / c.

5=04 ji. (27rt)

i2 <\ =
-||z-xl|2/2t dz-n/2 e-llz-xll /2t dz /e

JFX (27rt)
11
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Si a = inf {||z+x||:z S F^, on a que

-c2. a2 /2t 
n T - c. e J e +a2 /2tCO

R < N E 
t j = 0 j

On voit que lim R 
t+0 t

= 0.

«ft11, le fuxyon Zn£(Lme.uA de iï

inf {lly-xll} et le ctntAe. de fi sera 
x ^ fi

On dira qu'une famille de parties de , {A(t)}t>g 

lorsque t tend vers zéro si pour

tout ouvert 0 contenant B on peut trouver un 6 > 0 tel que A(t) Ç 0 

lorsque t G (0,ô).

Soit fi un ouvert borné de sera

par définition

{y|inf {lly-xll} 
x€ fi

est abiOAbëe par une partie B de ^

fi^*= r

Théorème 17.

tel que tous les points de la 

frontière de fi sont adhérents à l'intérieur du complémentaire de fi, dési-

Soit fi un ouvert borné de

gnons par
C(t) = {x|g^(x,t) = sup {gfl(y5t)|y G fi}} ,

alors lorsque t tend vers zéro les C(t) sont absorbés par le centre de fi.

Démonstration:

Soit 0 un ouvert contenant le centre de fi, on se convainc que ce
r'rfi “

inf {||y-x||} < rn. Soit e = 
y£~0 x$É fi ^

centre est compact et que r = sup 4- - » on

peut recouvrir la frontière de fi par un nombre fini de boules B , B
21

de rayon e. Dans chacune de ces boules, B^, on peut trouver une boule.

Choisissons un
V

/ telle que b^ H fi =0, posons p = min {p^}.de rayon
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point xj appartenant au centre de fl et soit un point situé hors

Soit r^ 'le rayon de la plus grande boule de centre x^

dans fi, on peut trouver un point de la frontière de fi dont la dis­

tance à x^ est égale à r^. Dans la boule de rayon

on peut trouver une des boules b^ dont le rayon, on le sait, dépasse p. 

Dans la boule de centre x^ de rayon r + 2e, on peut donc trouver une 

boule b de rayon p située à l'extérieur de fi. On remarque que 

r + 2e ^ r

de 0. contenue

2e centrée en y, ,2 ’

Si nous utilisons le théorème 16, nous voyons que nous2e.fi2

pouvons trouver une valeur, ô > 0, 6 ne dépendant que de 0 et non de

Xj et de x2, telle que gn02 ,t) < gfjCXj ,t) lorsque t < ô.

C(t) C 0 si t < ô.

D ' où

X - EXEMPLES

Considérons le refroidissement de quelques objets convexes

x g^(xjt) atteint son maximum

en un seul point x^. Si u(x) est une solution à l'équation de Helmholz,

Au = -Xu où u(x) > 0, lim u(x) = 0 lorsque a S 9fi et si x
x^a

position du maximum de la fonction u, alors 

part que lorsque t tend vers zéro {x } est absorbé par le centre de fi.

Si fi est symétrique par rapport à un point a, on obtient que

x^ = a pour tout t. De façon plus générale, supposons que A est une 

transformation orthogonale de ^

A(x ) =

fi de
(R11. On sait maintenant que la fonction

est la
CO

lim x
t-n» t On sait d'autre= x .

CO

telle que ACfi) = fi, on obtiendra que

V Sl Zfi 
laissant fi invariant et si

est la totalité des transformations orthogonales de 

= {x|Ax = x VA G

Xt ^ ^fi Pour t011*1 t-

est l'ensemble

des points fixes communs à E^, on a que
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Si £2 est un simplexe de (R

est toujours le barycentre du simplexe.

x^ est toujours le centre de £2. 

même conclusion tient pour un triangle de Reuleaux, etc. ..

dont tous les côtés sont égaux,

Si £2 est unon aura que

polygone régulier dans le plan. La

Intéressons-nous maintenant à une situation où les points x^ 

varient en fonction du temps. L'exemple le plus simple à imaginer est 

l'étude du refroidissement d'une plaque dont la forme est celle d'un trian­

gle rectangle isocèle. Prenons donc pour £2 = { ,x^ ) j x^ >0,x^ >0,x^+x^ <1}.

On obtient une base orthonormale de f2 (£2) en utilisant des solutions à 

l'équation de Helmholz /V = -X<£;

m+nV? (x ,x ) = 2fsin mTTx 
m,n 12 i s in niTXj s in nnrx2 ) .sin nfrx2 - (-1)

D'où, le noyau de la solution à l'équation de la chaleur

29u _ .28 + 82u 
.t 8x2 .x2x 2

sera

PtCCx.xp.Cy^yp) = ty.-yp •(x ,X ) V? 
1 2m,n m,n0<m<n

-TT2 t (m2+n2 )/2 
e V5D' où fx, 'x2 lsu(y\ ,X1 ’t-1 n<m<n xi,na m,n

= r v
JÜ

('yi’y2') dyidy2> La position x(tj = (x^ (t) ,X2 (t)) où la 

fonction Cx ,x ) -»• g0(x ,x ,t) atteint son maximum est sur la bissectrice 

^ des axes cartésiens. Lorsque t tend vers zéro, x(t) converge 

vers le centre du cercle inscrit du triangle. Ce centre a pour coordonnées
Vl /2cartésiennes (1 - — , 1 - —). Lorsque t tend vers l'infini, x(t) 

converge vers la position du maximum de la fonction

où am,n m,n

x = x
i

(sin ttx sin 27tx + sin 2ttx sin ttx ) .
i 2 1 2
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4= /2Ce point est (c,c) où c = ^ arc cos 

à 10

0..041. Or 1 2 vaut 0.2929
l G.
pres. Ces deux derniers nombres diffèrent donc par un centième-4

seulement.
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