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2 7 FcV IS 7gECOLE POLYTECHNIQUE BIBLIOTHEQUE

COINCIDENCE DE CARRES NOIRS SUR UNE GRILLIi QUADRILLEE m x n

par

GILLES DESLAURIERS À CONSULTER
PLACEI- INTRODUCTION

Sur une grille quadrillée formée de m x n carrés, m en

hauteur et n en longueur, quelques-uns des carrés sont noircis et

d'autres laissés blancs.

On peut représenter une telle grille de m x n carrés noirs

TT T
V V V

i ’ 2 ’ ‘ ’ n

pour i = l,2,...,n appartient à l'ensemble Em; Em étant le 

produit cartésien de l'ensemble {0,1}, m fois avec lui-même.

et blancs comme une suite de n vecteurs colonnes où

V.
i

O
<9

Dans cette représentation, la composante 1 d'un vecteur indiquera un

carré noir et la composante 0 un carré blanc.

On dira que deux colonnes consécutives sont liées si le produit

scalaire des vecteurs représentant ces colonnes est non-nul. On définira

un quasi-agrégat comme un ensemble de colonnes liées consécutivement et

si le nombre de colonnes liées consécutivement est k, on dira que le

quasi-agrégat est de taille k.

Nous voulons dénombrer les différents quasi-agrégats de taille k. 

Nous donnerons une première relation permettant de calculer ce nombre.

Un peu plus loin dans le texte, nous tiendrons compte du nombre t, (k ^ t km), 

de carrés noirs dans un quasi-agrégat de taille k. Nous donnerons une rela­

tion permettant le calcul du nombre de quasi-agrégats différents de taille k

le calcul du nombre ayant t carrés noirs.
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Le cas m = 2 est en partie traité dans le livre de S.A. Roach

[ 1] sur le dénombrement d'agrégats aléatoires, mais on ne trouve pas de

relation simple donnant le nombre d'agrégats différents de taille k. 

agrégat sur une grille est constitué en reliant entre eux les carrés

Un

noirs adjacents, soit horizontalement, soit verticalement. Un agrégat

est un quasi-agrégat mais l'inverse est faux. Dans le cas m = 2,

il peut y avoir chevauchementc'est la même chose, mais pour m > 2

d'agrégats, ce qui explique la différence entre les deux termes.

Il- NOTATION

Comme nous l'avons précédemment indiqué, une grille formée de

m x n carrés dont certains sont noircis peut être vue comme une suite 

de n vecteurs colonnes de Em. Nous pouvons définir d'une manière

précise les différents quasi-agrégats que nous dénombrerons par la

suite.

Oê^-LnÂXlqn^: 1) On désignera par A[k) l'ensemble des quasi-agrégats

de taille k, c'est-à-dire

A(k) = {Vi,V2,...,Vk|v..V ^ 0 pour i = 1,2, .. . ,k-l} .
i + 1

La cardinalité de cet ensemble sera notée par a(k).

A.j(k) est constitué des quasi-agrégats de 

taille k dont l'extrémité gauche a i carrés noirs et

2) L'ensemble

(l^i<m, l*Sj^m).carrés noirscelle de droite J

On notera la cardinalité de cet ensemble par (k).a. . 
i J

1.'ensemble des quasi-agrégats de taille k ayant t3)

carrés noirs (k ^ t ^ mk) sera note A(k,t) et sa

cardinalité par a(k,t).
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4) Finalement, A..tk,t) est l'ensemble des quasi-agrégats
ij

de taille k ayant t carres noirs (k ^ t < mk) dont

l'extrémité gauche a i carrés noirs et celle de droite

j carrés noirs. La cardinalité de cet ensemble sera

notée (k,t)."ij

Nous voulons déterminer les quantités a(k) et a(k,t). Il

est immédiat que les ensembles A..(k) constituent une partition de
ij

m m
A(k) de sorte que a(k) = . £ . £ a. .(k) .

i=l j=l
forment également une partition de A(k)

A(k,t)Les ensembles
mk

et a(k) = Z a(k,t) . Les
t=k

constituent, quant à eux, une partition de A(k,t)ensembles A..(k,t)
ij

m m
de sorte que a(k,t) = L Z a..(k,t).

iji=l j=l

Nous désignerons par M(k) et M(k,t) les matrices dont les

éléments sont respectivement (k) et (k,t).aij aij

III- CARVUIAL1TE VE A (k)

Si un vecteur V appartenant à Em est à l'extrémité droite 

d'un quasi-agrégat et que celui-ci contienne r carrés noirs, on pourra

augmenter la taille de ce quasi-agrégat de 1 si on ajoute un vecteur U 

de Em tel que U-V ^ 0. Si on veut que ce nouveau quasi-agrégat se

termine à droite par j carrés noirs, le nombre total de vecteurs U

H
! i I

m-r
satisfaisant ces deux conditions est: = c . . Notons par C■

rj

la matrice m x m dont les éléments sont c .. On peut vérifier que le
r J

(m+1)(m+2)-10
déterminant de cette matrice est (-1) élevé à la puissance

2

On peut démontrer:
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m r 1 
, »1

ReZcutLon 1 : k > 1, M(k) = M(k-l) C et M(l) =Pour
m * m

(k) et a(k). On peutCette relation permet de calculer aij

obtenir une autre relation pour le calcul des a(k).

ReZcutLon 2: Pour k > m, on a

m -1 m+1 + i
a(k) = Z (-1) À.a(k+i-mj

ii=0

où X est la somme des mineurs principaux d'ordre m-i de
i

la matrice C.

V&nonA&iCLtlon: Soit 'P(X) le polynôme caractéristique de la matrice C.

On sait par le théorème de Cayley-Hamilton, que ^(C) = 0

m i 
Z b.C 

i = 0 i

i, b = (-l)m 
m

où <p(C) = est égal à (-1)b.
i

et

fois la somme des mineurs principaux d'ordre m-i de la

matrice C. Nous pouvons écrire que

m m-1
C = E (-D

m+1 b.C1
ii=0

et en multipliant à gauche par la matrice M(k-m), (k > m)

b.M(k-m) C1. 

m+1

m- 1 m+1on a M(k-m) Cm = Z_ (-1) La relation
i=0

m-1
précédente donne M(k) = Z (-1) b.M(k-m+i) . La somme

ii=0

des éléments de la matrice M(k) est:

m-1 m+l + i
a(k) = ,Z„ (-1) X.a(k-m+i)

ii = 0

ce qui termine la démonstration.

Pour k ^ m, on doit utiliser la première relation, mais pour 

k > m, la deuxième relation permet un calcul plus rapide de a(k).
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Par exemple, on peut verifier que pour m = 4

a(l) = 24-1 = 15 , a(2) = 175 , a(3) = 2,129 et a(4) = 24,793

a(k) = lla(k-l) + 14a(k-2) - 5a(k-3) - a(k-4) .et

Donnons également le résultat pour m = 2, ce qui permet de

calculer les différents agrégats de taille k beaucoup plus facilement 

que dans le livre de S.A. Roach [ 1]

a(l) = 3 , a(2) =7 et a(k) = 2a(k-l) + a(k-2) .

Il/- CARPI MA II TE VE A[k,t)

Considérons un vecteur aléatoire V prenant ses valeurs dans

cm 
E . La loi de ce vecteur aléatoire est

P [ {V|V• V = i}] = l"1] pV"1

pour i = 0,l,2,...,m où p+q =1 et 0 < p < 1. Ceci revient à noircir

un carré avec une probabilité p et à le laisser blanc avec une probabilité q.

Soit une suite de vecteurs aléatoires indépendants et suivant la 

même loi citée plus haut, ,V Nous dirons que Vj et 

sont les extrémités gauche et droite d'un quasi-agrégat aléatoire de taille

Vk
i ’ '

k si V -V
o i

V..Vi+1 ^ 0 pour i = l,2,...,k-l et V, -v, ,k k+1
= 0 .

Nous noterons par

■ {vv.....vvkJvv
et par

e^k) = {vo,vi,...,vk,vk+1|v0-vi = (),v.vi = i,vs.vs+1 + 0

l,2,...,k-l,Vk.Vk = j,Vk.Vk+1

= 0}= 0,V^-V^+1 i 0 pour i = 1,2,. ..,k-l,Vk-Vk+1i

= 0}pour s =
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une partition de l'événement B(k); leurs probabilités respectives seront

= P [ B(k)] et p. . (k) = P [B. . (k)] . Nous désignerons l'événementPk ijij

î ü pour s = l,2,...,k-l et = j}{v0 ’ Vi > • • • > vk I Vo ' Vi = = i,V -V . s s+1

par C (k) et la matrice dont les éléments sont (p.-(k)) par P(k). Onij ij

peut maintenant démontrer:

i m+i 
P qN")Relation 3: Pour k > 1, P(k) = P(k-l) D et P(l) =

m x m
où D est une matrice m x m dont les éléments sont

^ i m-i
dji= cjip 11 fût défini précédemment.

Vëmon-itAation: Nous allons montrer que:

m i m-jPri(k) = .Z c^p q rjJi1 = 1

En effet,

m
IWi * °-Vvk ■ i-vk-vktiP [Bri(k)] = z, p [c„,(k-i)n {vk,vk+1 = o}]

j=i

m
■ ^ p [prjtk-i)l f o.vk.vk

Vk-Vl *
D'autre part,

P [Brj(k-1)] = P [Crj(k-1)] P [Vk-VR_1 = 0|Cr.(k-l)]= q^P [Crj(k-1)]

p l{vk-VilYvk-i * °'vk-v

= P [{vk,v

= i>vk'vkti - 0)l‘:rj(k-1)l 

lvk'vk-i * "■vk'vk = ‘’VYi ’ 0)l 

fvk-|lvk-i-vk-, = J’i

et

k +1

r
,- f m-, i m-i i

= 11 i I - l i I Y 11 11
m ' i m

= C..P q

d'où en remplaçant dans la deuxième égalité on a montré le

résultat.
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Cette formule permet de calculer p^_ et 

obtenir une autre relation pour p^ dont la démonstration est calquée 

sur celle de la relation 2.

p^j(k), mais on peut

m-1 m+i + 1Relation 4: où d. est laPour k > m. £ (-D diPk+i-m

somme des mineurs principaux d'ordre m-i de la matrice D.

Pk = i=0 i

On peut vérifier que le déterminant de la matrice D est:

, (fm+1) (m+2)-10)/2 m(m+l)/2 m(m-l)/2
(-1) P q

Par exemple, pour m = 3, on a comme relation

= (pq2 + 3p2q + p3) p + (p3q3 + 2p4 q2 ) p p3 q3p pour k > 3pk k-1 k-2 k-3

?! = pq4 (3 + 3pq + p2 q2 )

= p2q6(3 + 12p + 15p2 + 6p3 + p4)P2

= p3 q6 {3q2 + p (12q2 + 12q) + 9p2 (2q2 + 4q + 1) + 3p3 (4q2 + 13q + 6)

+ 3p4 (q2 + 6q + 5) + 3p5 (q + 2) + p6}.

P3

Le résultat pour m = 2 est:

pk = (pq + p2 ) Pk_i + p3qp

Pl = 2pq2 + p2 q2 

P2 = 2p2q4 + 4p3 q

k > 2pour
k-2

4 4+ p q

Regardons maintenant, plus en détail, le coefficient de p
k+i-m

dans la relation 4. Ce coefficient est un polynôme que nous noterons

Q.(p,q) et qui vaut
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m+i(i-1)/2
1-i s im-sA.QiCp.q) = (-1) ; p q

j, »j2 js = (i+1)i/2 
1 <Ji < j2 < • • • < i m

où S = jj+jj + .-.+j et où A. est le mineur principal
i Ij j J 2 > • • • > J ^

(ji , j2 , . . . ,ji) de la matrice C. On peut vérifier que

1-m
Qm(p»q) = (-i) det(D)

fm-3) (m+2)/2 (m2+m)/2 (m2-m)/2
P q= (-1)

m m J„m-1Qt (p,q) = Zet p q
< J Jj=l

La relation 4 s'écrit en fonction des polynômes Q^(p,q):

m
Pk = Qitp-t|) Pu pour k > m (*)

Mais si nous utilisons la cardinalité des ensembles A..(k,t), (k,t)aijil

nous pouvons écrire

r?mk mi
Z q a..(k,t) qJt km-t

£ p q ; E £
!i=l j=l

(**)Pk = ijt=k

m t m+t
pour k = 2,3,... et £ P q attU,t).

montrent que p^ est un polynôme en p et q où les coefficients des 

puissances de p et q donnent les nombres

Les relations etPi = * *
t=l

a^(k,t) pour i+j fixé. 

En égalisant les coefficients de(k,t) .Notons a£(k > t) =

dans * et **, on aura la relation 5.

Z a. . 
i+j=£ 1J

t km-t+£
P q

Relation 5: 2 ^ < 2m eta£(k,t) pourLes nombres

2m
a(k,t) = Z a„(k,t) 

£=2 ^
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satisfont la relation

m+r(r-lj/2
m 1-r A. .

J 1 > J 2 ’ ‘ ’
a£(k,t) = (-D a£(k-r,t-s)

Jrr=l
s = (r+l)r/2

1 ^j, < j2< < îr<n'
= j1+j2+,-,+ji Pour k = m+lj m+2,...où s

\J- EXEMPLE

m = 2, on obtient une relation simple pourDans le cas

dénombrer les agrégats de taille k ayant t carrés noirs. Les

matrices C et D sont:

p2 q~]i i i pq
d =c = ■

p22 l2PL.

La relation 5 est:

a(k,t) = a(k-l,t-l) + a(k-l,t-2) + a(k-2,t-3)

pour k > 2 et

a(l,1) = 2

a(l,2) = 1 

a(2,2) = 2 

a(2,3) = 4 

a(2,4) = 1

Dans ce cas simple, on peut mettre les différents nombres a(k,t)

sous forme d'un tableau un peu comme un triangle de Pascal:

2 1

2 4 1

12 68

2 12 18 8 1

2 a(5,7)16 32 110

a(6,8)2 20 a(6,9) 50 12 1

a(7,10)
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Pour m = 3, on peut vérifier que:

a(l,1) = 3 , a(l,2) = 3 , a(l,3) = 1

a(2,2) = 3 , a(2,3) = 12 , a(2,4) = 15 , a(2,5) = 6 , a(2,6) = 1

a(3,3) = 3 , a(3,4) = 24 , a(3,5) = 63 , a(3,6) = 69 , a(3,7) = 33

a(3,8) = 9 , a(3,9) = 1

et la relation 5 est:

a(k,t) = a(k-l,t-3) + 3a(k-l,t-2) + a(k-l,t-l)

+ 2a(k-2,t-4) + a(k-2,t-3) - a(k-3,t-6) .

m > 3, ilA cause du chevauchement des agrégats dans le cas

semble difficile de dénombrer les différents types d'agrégats, 

que l'on obtient pour les quasi-agrégats sont des bornes supérieures pour 

les nombres d'agrégats.

Les nombres

BIBLIOGRAPHIE
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