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RESUME

Les systemes polyphasiques sont présents en abondance dans une large gamme de domaines
scientifiques et techniques. La santé, les procédés industriels et la science du climat sont
autant de cas ou la compréhension des écoulements a plusieurs phases est nécessaire : pour
mieux comprendre le corps humain, optimiser les procédés ou prévoir 1’évolution du climat.
Les méthodes numériques pour simuler ces écoulements polyphasiques abondent, et parmi
celles-ci, les méthodes a interface diffuse sont d’un intérét particulier. On a choisi de s’intéres-
ser a un type d’écoulement polyphasique ; les écoulements biphasiques a phase dispersée, en
régime idéalement séparé. Pour la simulation, un modele basé sur le systeme d’équations cou-
plées de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes (CHNS) a été choisi. Cette approche, moins populaire
que les autres méthodes a interface diffuse, présente pourtant des avantages non-négligeables,
comme la gestion des changements topologiques complexes sans avoir besoin de procédure de
reconstruction ou de redistanciation. Ceci la rend tres attractive pour les types de problemes

auxquels on s’intéresse.

On se donne pour objectif de développer, d’implémenter et d’étalonner la méthode CHNS
pour étre capable de simuler des écoulements polyphasiques. On utilisera comme cadre nu-
mérique le logiciel en libre-acces de mécanique des fluides numérique Lethe, qui utilise la

méthode des éléments finis et au sein duquel on implémentera le modele.

La premiere étape est 'implémentation et la vérification du modele Cahn-Hilliard (CH). Au
préalable, on écrit la forme faible puis on résout le systeme non-linéaire et transitoire qui en
découle. Cela nous permet d’appliquer la méthode des solutions manufacturées (MSM) puis
de simuler un cas de décomposition spinodale pour vérifier la partie CH de la résolution.
On accompagne cette étape d’une premiere discussion sur le paramétrage des équations,

notamment le réglage de I'épaisseur d’interface, €, et du coefficient de mobilité D.

Assurés du fonctionnement du systéeme CH, on entreprend ensuite le couplage avec les équa-
tions de Navier-Stokes (NS) pour simuler des écoulements a proprement parler. Le défi ici est
d’écrire les équations de couplage et de les implémenter dans Lethe. Puis, de nombreux cas
test sont simulés afin de vérifier le couplage et pour s’assurer que les mécanismes classiques de
mécanique des fluides polyphasique sont correctement simulés. On veut notamment retrouver
le saut de pression a l'interface entre deux fluide, inclure les forces de tension de surface aux
systemes, contraindre le fluide par des conditions d’angles de contact aux paroi, le tout pour

des interfaces simples et complexes

Ceci mene finalement a la simulation d'un cas industriel de détachement de bulle en pré-



sence d'un écoulement fluide cisaillant. On y présente une analyse de convergence de grille
qui précede un balayage paramétrique sur les propriétés physiques du liquide environnant.
Ce probleme et les tests effectués précédemment permettent de tirer des conclusions éclai-
rantes sur les forces et faiblesses du modele CHNS, ainsi que les cas d’utilisation a privilégier.
De plus, la majorité des résultats obtenus sont comparés a d’autres modeles de simulation
utilisant des méthodes de capture de front, tel que les modeles Volume of Fluid (VoF) ou
Level Set (LS)), ou des méthodes de suivi de front, tel que le modeéle de Local Front Recons-
truction Method (LFRM). Cette diversité dans les modeles auquel on confronte les résultats
permettent une comparaison tres générale. Les résultats suggerent que le modele CHNS se
préte tres bien a la simulation d’écoulements polyphasiques a phase séparée grace a sa ca-
pacité a gérer les changements topologiques complexes, notamment aux ruptures d’interface.
Aussi, la possibilité de simuler le mouvement de lignes de contact fait penser que le modele
serait particulierement adapté aux problemes de microfluidique. D’un point de vue numé-
rique, le modele CHNS est tres attractif grace au terme diffusif qui est naturellement présent
dans I’équation du champ de phase, qui stabilise les équations et amortit les oscillations
liées au terme advectif. Il reste néanmoins des points a éclaircir, notamment le paramétrage
des équations qui est pour l'instant extrémement dépendant du probleme traité. Malgré des
travaux éclairants sur le réglage des parametres dans les dernieres années, bien souvent, plu-
sieurs simulations sont nécessaires avant de trouver les bons parametres. On note aussi une
littérature scientifique dispersée ou chaque auteur adapte le modele a ses besoins, ainsi, on

dénombre plus d’une vingtaine de formulations différentes pour le couplage CHNS.

En conclusion, ce projet a permis d’implémenter le modele CHNS dans Lethe et de se familia-
riser avec le réglage de ses parametres, ses performances ayant été minutieusement vérifiées.
On note aussi que Lethe dispose d'un modele VOF qui a permis, et permettra a ’avenir de

dresser une comparaison modele a modele tres précise, dans le méme contexte numérique.
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ABSTRACT

Multiphase systems are abundantly present in a wide range of scientific and technical fields.
Health, industrial processes and climate science are just some of the areas where understand-
ing multiphase flows is necessary. Numerical methods for simulating these multiphase flows
abound, and among these, diffuse interface methods are of particular interest. We have cho-
sen to focus on one type of multiphase flow: two-phase flows with a dispersed phase, in an
ideally separated regime. For the simulation, a model based on the coupled Cahn-Hilliard-
Navier-Stokes (CHNS) system of equations was chosen. This approach, which is less popular
than other diffuse interface methods, nevertheless offers significant advantages. In particular,
it can handle complex topological changes without the need for reconstruction or redistancing

procedures. This makes it very attractive for the types of problems we’re interested in.

The aim is to develop, implement and calibrate the CHNS method for simulating multiphase
flows. The numerical framework used will be Lethe, an open-source computational fluid
mechanics software package based on the finite element method, within which the model will

be implemented.

The first step is to implement and verify the Cahn-Hilliard (CH) model. First, we write the
weak form and then solve the resulting nonlinear and transient system. This allows us to
apply the method of manufactured solutions (MMS) and then simulate a spinodal decomposi-
tion case to verify the CH part of the resolution. Then, we discuss the parameterization of the

equations, in particular the setting of the interface thickness, ¢ and the mobility coefficient
D.

With a functional CH system, we then proceed to the coupling with the Navier-Stokes (NS)
equations to simulate actual flows. The challenge here is to write the coupling equations and
implement them in Lethe. Numerous test cases are then simulated to verify the coupling
and to ensure that the classical mechanisms of multiphase fluid mechanics are adequatly
represented: pressure jump at the interface, management of surface tension, contact angles,

for simple and complex interfaces.

This finally leads to the simulation of an industrial case of bubble detachment in the pres-
ence of a shear flow. A grid convergence analysis is presented, which precedes a parametric
sweep of the physical properties of the surrounding fluid. This problem and the tests car-
ried out previously enable us to draw some enlightening conclusions about the strengths and
weaknesses of the CHNS model, as well as the preferred use cases. In addition, most of

the results obtained are compared with other multiphase simulation models using front cap-
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turing method (Volume of Fluid (VoF) or Level Set (LS)) or front tracking method (Local
Front Reconstruction Method (LFRM)), enabling a very general comparison. The results
suggest that the model is highly suitable to the simulation of phase-separated multiphase
flows, thanks to its ability to handle complex topological changes, particularly at interface
breaks. Also, the ability to simulate the movement of contact lines suggests that the model
would be particularly well suited to microfluidic problems. From a numerical point of view,
the CHNS model is very attractive thanks to the diffusive term naturally present in the phase
field equation, which stabilizes the equations and dampens oscillations linked to the advective
term. However, there are still a number of points to be clarified, notably the parameteriza-
tion of the equations. It is currently extremely dependent on the problem being addressed,
and often requires several simulations before the right parameters are found, despite some
enlightening work on the subject in recent years. The scientific literature is also scattered,
with each author adapting the model to his or her own needs, and there are more than twenty

different formulations of the CHNS coupling.

In conclusion, this project has enabled us to implement the CHNS model in Lethe and to
familiarize ourselves with its parameter settings, while its performance has been thoroughly
verified. It should also be noted that Lethe has a VOF model which would allow for a very

accurate model-to-model comparison in the same numerical context, in the future.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Avez-vous déja essayé de mélanger de I'huile et du vinaigre pour assaisonner votre salade ?
Vous voila devant une étrange mixture, les deux composants refusent de se mélanger et les
gouttes d’huile forment comme des ilots dans la mixture. Ajoutez de la moutarde et vous
verrez la phase grasse étre plus encline a se méler a la phase vinaigrée. Bravo! Sans le savoir,
vous avez abaissé 1'énergie de surface de l'interface huile/vinaigre, ce qui a rendu le mélange
plus favorable énergétiquement parlant. Bienvenue dans les rangs des mécaniciens des fluides,

option écoulements polyphasiques.

Donnons tout d’abord des définitions plus claires. Une phase (ou phase thermodyna-
mique) est une région d’un systéme ou les grandeurs intensives (densité, pression ou méme
couleur) sont continues. Cette définition tres générale permet d’inclure les phases usuelles :
les différents états de ’eau par exemple, autant que des mélanges plus complexes, comme
notre vinaigrette. Naturellement, un écoulement polyphasique est un écoulement de fluides

présentant plusieurs phases qui peuvent étre liquides, solides ou gazeuses.

Outre 'exemple de la vie quotidienne que 1’on vient d’évoquer, les écoulements polyphasiques
sont présents dans de trées nombreux domaines techniques : la santé (échanges liquide-gaz
dans le systeme respiratoire, écoulements solide-liquide dans les vaisseaux sanguins, mélanges
de liquides non-miscibles, etc.) [11], I'industrie chimique (réacteurs contenant des especes
liquides et des catalyseurs solides, colonnes a bulles pour le mélange (Figure 1.1)) [12] [13]
ou encore les sciences de 'environnement et les phénomenes naturels tels que la pluie, la
gréle, la neige, etc. [14]. 11 est fondamental de comprendre les mécanismes qui régissent ces
phénomenes afin de mieux les controler et éventuellement de les utiliser a notre avantage. Les
scientifiques établissent ainsi des modeles pour décrire le comportement de ces écoulements,
et confrontent les résultats qui dérivent des équations au réel afin de valider (et si besoin

affiner) leur modele.

Dans cette démarche, la simulation numérique peut étre d’'une grande aide pour tester les
modeles et prévoir la dynamique d’évolution de systémes polyphasiques. Ainsi peut-on s’en
servir pour vérifier la cohérence des modeles d’une part, d’autre part on peut simuler tres
précisément certains phénomenes physiques pour mieux en comprendre les subtilités. De
nombreuses méthodes existent pour simuler des écoulements polyphasiques. On a choisi de
s'intéresser plus précisément aux écoulements liquide-gaz, qui sont caractérisés par des mé-
canismes tels que la coalescence, le mouillage ou la rupture d’interface, ce qui a mené au

choix d’un modele d’interface diffuse, tres adapté pour gérer ces mécanismes, mais encore



FiGURE 1.1 Exemple de procédé chimique impliquant des phases liquides et gazeuses : des
bioréacteurs a algues sous la forme d’une colonne a bulles verticale utilisés pour la réduction
d’émissions de CO,. Par I"Université EAFIT, sous license CC BY-SA 2.0 (hyperlien).

peu utilisé dans la littérature scientifique par rapport aux modeles a interface nette.

L’objectif de ce mémoire est donc le développement, I'implémentation et I’étalonnage d’un
modele a interface diffuse pour simuler des écoulements polyphasiques. Pour ce faire, les
équations de Cahn-Hilliard couplées aux équations de Navier-Stokes ont été choisies comme
modele puis implémentées dans le logiciel de mécanique des fluides numérique (en anglais
Computational Fluid Dynamics (CFD)) en libre acces Lethe [15]. Les performances du modele
a été faite par la simulation de nombreux cas tests. Ceci a permis de mieux comprendre le
paramétrage du modele et de ses constantes afin de 'appliquer a un cas plus complexe tel

que présenté a la fin du mémoire.

La structure est la suivante : d’abord, la revue de littérature ou 'on couvre les éléments
théoriques de mécaniques des fluides polyphasique puis on présente les modeles de simulation
qui découlent des différents paradigmes de la théorie. On traite ensuite les questions de
résolution numérique. Puis, apreés la présentation des objectifs et de la méthodologie du
mémoire, on présente les résultats obtenus qui seront l'objet d’une discussion. Finalement,
on synthétisera le travail du mémoire dans la conclusion et on présentera les limites des

travaux effectués ainsi que des recommandations et idées de travaux futurs.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITTERATURE

Tout 'objet de ce mémoire porte sur les écoulements polyphasiques, notamment ceux in-
cluant des phases liquides et gazeuses, par ’emploi de méthodes numériques. Naturellement,
cette revue de littérature abordera d’abord les types d’écoulements polyphasiques existant
pour définir exactement les problémes qui seront étudiés dans ce travail. Ensuite, des notions
théoriques de mécanique des fluides diphasiques seront rappelées, qui permettront de com-
prendre les différents phénomenes en jeu dans les écoulements polyphasiques et d’introduire
la notion de champ de phase. Seront ensuite passés en revue les différents modeles d’évolution
des champs de phase dans la section suivante, séparée de la premiere car elle se situe entre
la théorie physique et la modélisation. Une partie sur la résolution numérique conclura la
revue, en introduisant le cadre théorique et algorithmique de la méthode des éléments finis

employée dans ce travail.

2.1 Généralités sur les écoulements polyphasiques

Il existe une tres grande diversité d’écoulements polyphasiques, chacun comportant leur com-
plexité propre. Il est irréaliste de penser qu'une étude seule permettrait de tous les décrire
exhaustivement, aussi le nombre de cas étudiés sera volontairement restreint pour que notre

étude soit la plus approfondie possible.

2.1.1 Définitions et types de problemes

On appelle phase thermodynamique (appelé plus simplement phase dans la suite) une région
de T'espace ou les propriétés physiques du milieu sont uniformes [16]. Les propriétés sont
intrinseques a la phase, il peut s’agir de la masse volumique, la chaleur spécifique, I'indice de

réfraction, ou la composition chimique.

Cette définition générale permet de décrire des systemes comportant des états de la matiere
différents d’'un méme composé chimique, par exemple des glagons dans un verre d’eau, mais
aussi des especes dans le méme état de la matiere mais se se mélangeant pas, de I’huile dans
de 'eau par exemple. Il est aussi possible d’avoir deux espéces différentes dans des états de
la matiere différents, comme une bulle d’air dans de I’eau. Ou encore un systéme d’une seule
phase qui subit une transition de phase a cause d’un apport d’énergie (positif ou négatif)

depuis 'extérieur : de 'eau qui bout dans une casserole.

La mécanique des fluides polyphasique s’intéresse a la description des écoulements présen-



tant plusieurs phases. Elle trouve son application dans de trés nombreux domaines. Dans
le domaine médical, la respiration est un probleme typiquement polyphasique qui implique
les trois états de la matiere : on respire de l'air (gazeux) qui emporte des particules micro-
scopiques (solide) jusque dans nos poumons ou se fait un échange d’oxygene entre le sang

(liquide) dans les alvéoles pulmonaires (voir Figure 2.1).
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FIGURE 2.1 Ilustration des différents phases impliquées dans la respiration, tiré de [1]

2.1.2 Ecoulements liquide-gaz

Dans ce travail, on s’intéresse plus précisément aux écoulements impliquant des phases ga-
zeuses en présence de phases liquides. La-encore, il existe une myriade de possibilités en
fonction des proportions relatives de chaque phase. La Figure 2.2 donne un apergu des écou-

lements possibles.

Parmi les régimes présentés, on mettra 'accent sur les régimes a phase dispersée. Ils sont
caractérisés par une faible proportion de phase gazeuse par rapport a la phase liquide et une
vitesse de la phase gazeuse 'faible", au sens ou le flux de phase gazeuse injecté n’influence
pas 'écoulement autrement qu’en gonflant des bulles d’air [3]. La phase liquide est continue
et la phase gazeuse prend la forme de bulles présentant des frontieres complexes qui évoluent
dans le temps. Les bulles peuvent interagir avec leur environnement : deux bulles peuvent
fusionner (coalescence), une bulle peut se séparer en deux bulles (rupture), une bulle peut

interagir avec une frontiere solide et présenter un angle de contact. Ces phénomeénes peuvent
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FIGURE 2.2 Représentation des régimes d’écoulements pour un systéeme constitué d’une
phase liquide (en bleu) et d’une phase gazeuse (en blanc) se déplagant horizontalement dans
le sens de la fleche bleue, perpendiculairement a la direction de la gravité. De haut en bas
(régime) : dispersé, "plug', stratifié, ondulé, "slug", annulaire, de fines gouttelettes. Chaque
régime a une proportion de phase gazeuse plus importante et un flux gazeux plus grand que
le régime précédent. Tiré de [2].

se produire en méme temps, ce qui entraine des changements topologiques complexes.

Les écoulements a phase dispersée sont classés en sous-catégories selon la distinction faite
par Kataoka et al. [3]. Cette distinction est basée sur le degré d’interaction entre les bulles

présentes dans ’écoulement comme en témoigne la Figure 2.3.

On se concentrera sur des systemes présentant un régime d“écoulement idéalement séparé ot

I'on étudiera la séparation de bulles ainsi que l'interaction avec des frontieres solides.



Ideally Separated  Interacting Bubble Chum Turbulent  Clastered Bubble
Bubble Flow Flow Bubble Flow Flow

F1GURE 2.3 Représentation des sous-régimes d’écoulements d’un systeme a phase dispersée.
De gauche a droite (écoulement de bulle) : idéalement séparé, en interaction, turbulent "churn'
et aggloméré. De gauche a droite, le degré d’interaction entre les bulles est croissant. Tiré
de [3].

Ces jalons préliminaires ayant été posés, on peut maintenant s’attaquer aux aspects théo-
riques qui permettent de décrire les écoulements polyphasiques liquide-gazeux a phase dis-

persée, en régime idéalement séparé.

2.2 Théorie des écoulements polyphasiques

La section suivante donne les éléments théoriques nécessaires a la compréhension des écoule-
ments polyphasiques. Dans cette section, on rappelle des notions de base de mécanique des
fluides auxquelles seront ajoutées des notions relatives aux écoulements polyphasiques. Aussi
méme si 'exposé qui suit est tres général, pensez que le champ d’application est, lui, tres

restreint, puisqu’on se s’intéresse qu’a un seul type d’écoulement polyphasique.

Les lecteurs désireux de revoir plus en profondeur la mécanique des milieux continus et plus
particulierement la mécanique des fluides pourront se référer a 'ouvrage de S. Candel [4]
(chapitres I a VI) et le chapitre II de 'ouvrage de J. N. Reddy [17].

2.2.1 Meécanique des milieux continus

Il est connu depuis I’Antiquité et les atomistes que le monde environnant est constitué de
particules microscopiques, les atomes, qui peuvent a leur tour étre décomposés en particules
élémentaires. Aussi, pour comprendre et prédire parfaitement 1’évolution d’un systeme phy-
sique, il suffirait de connaitre le comportement de chacune des particules élémentaires le

constituant. Prenons un cas simple : une goutte d’eau pure. Connaissant la masse molaire de



leau (Meay = 18.01528 g.mol_l) et en estimant la masse de la goutte a Mmgoutte = 0.05 g, on

peut en déduire le nombre de molécules d’eau (Ngoutte, sans dimension) du systeme :

Noouste = NA% —1.67 x 10"® (2.1)

Avec Ny la constante d’Avogadro (Na = 6.022 x 10??mol ™). On se rend compte de la tache
colossale que serait le calcul des trajectoires de toutes ces molécules d’eau, et ce pour décrire
une simple goutte! Pour pallier cette difficulté, les mécaniciens des fluides ont introduit le
concept de milieu continu. Plutét que de regarder la matiére comme des particules micro-
scopiques qui agissent de maniere aléatoire, il est plus pertinent de considérer une échelle
mésoscopique ou l'on regarde des amas de molécules ayant un mouvement d’ensemble. Ce
mouvement d’ensemble s’interprete comme la résultante a grande échelle des mouvements
chaotiques de la plus petite échelle. Cette approximation permet d’utiliser les grandeurs

usuelles pour décrire le systeme : masse volumique, vitesse, force...

Illustrons ce concept en donnant une définition de la masse volumique, le raisonnement pré-
senté est inspiré de [4]. On considére un systéme contenant un fluide quelconque contenu
dans un volume V. On considere aussi un point P de ce volume autour duquel on prendrait
un volume élémentaire 0V et appelons dm la masse contenue dans dV. Définissons la masse
volumique moyenne p = %_ Pour des valeurs grandes de 0V, le fluide peut présenter des
hétérogénéités qui rendent la masse volumique moyenne fluctuante. On pense par exemple
a de l'air ou se propage une onde sonore et qui présente des zones de dépression et de com-
pression, donc des zones de petite masse volumique et grande masse volumique. A Pinverse,
si 'on considere un volume élémentaire trop petit, alors la masse volumique moyenne peut
changer dramatiquement a cause des mouvements chaotiques des molécules a cette échelle.
Voir la Figure 2.4 pour une représentation plus imagée de ce raisonnement. Pour un volume
élémentaire intermédiaire, la masse volumique moyenne est a un plateau : le fluide est pra-
tiquement homogene. On se sert de cette valeur plateau pour définir la masse volumique du
fluide, notée p, au point P. En raisonnant pareillement, on peut définir la vitesse, la force ou
la contrainte en un point P de ’espace, c’est le paradigme dans lequel on se place dans toute

cette étude.

2.2.2 Mouvement d’un fluide : approches Eulérienne et Lagrangienne

Lorsque l'on regarde un fluide en mouvement, on s’intéresse a des grandeurs telles que la
vitesse de 1’écoulement u, la masse volumique p ou la pression p. Prenons une fonction

quelconque, notée ¢, qui pourrait correspondre a l'une des grandeurs citée précédemment.
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FIGURE 2.4 Evolution de la masse volumique moyenne p = ‘;—"}‘ en fonction de la taille du

volume élémentaire 6V. Un plateau est atteint pour une plage de valeurs de 0V minorée
par 0V;. La valeur de la masse volumique moyenne a ce plateau permet de définir la masse
volumique du matériau. Tiré de [4] sans modification.

Mais & quoi s’intéresse-t-on exactement ? S’agit-il de la fonction ¢(x,t) a un instant ¢ et en
un point de l'espace x, choisi sur une grille arbitraire appliquée au systeme? Ou s’agit-il
de la fonction ¢(X,t) d’une particule définie par sa position initiale X et a un instant ¢?
La réponse a cette question est exactement ce qui sépare les descriptions Eulérienne et

Lagrangienne du mouvement [17].

Dans l'approche Lagrangienne, on considere a l'instant ¢ = 0 que le milieu est divisé en
particules de matiere ayant chacune une position initiale notée X. Puis, au fur et a mesure
que le systeme évolue, on suit ’évolution des particules au cours du temps en suivant leur
mouvement. Cette derniére précision appuie le fait que le référentiel est lié au mouvement
de la particule. L’approche Eulérienne elle, s’intéresse a 1’évolution de quantités d’intérét de
I’écoulement au cours du temps en des points x de l'espace arbitrairement définis. Dans ce
cas-la, le référentiel est fixe. Dans tout ce mémoire, on se placera dans le formalisme Eulérien

qui permettra de formuler les équations dans leur forme usuelle.

2.2.3 Contraintes dans un fluide

La notion de contrainte est essentielle a la compréhension de la mécanique des milieux conti-
nus, dont la mécanique des fluides, et a fortiori la mécanique des fluides polyphasique, seront

des cas particuliers. Pour un fluide en mouvement, les contraintes apparaissent sous la forme



du tenseur des contraintes, noté¢ T. On décompose usuellement T en deux contributions :
les contraintes normales correspondant a la pression et les contraintes visqueuses liées aux

mouvements relatifs a l'intérieur du fluide. Plus formellement, on a donc :

I
I

IR

1=

-p (2.2)

Ou 1 est appelé le tenseur des contraintes visqueuses et I est la matrice identité. On

décompose T, que 'on écrit en notation indicielle, comme suit :

Ceci permet d’introduire la viscosité dynamique p, dont I'unité est le Pascal seconde (Pa.s)

et la viscosité en volume, jiy, de méme unité. Cette derniere est tres fréquemment négligée,

comme ce sera le cas dans cette étude. Aussi, le tenseur des contraintes visqueuse se réduit

B ou;  Ou; 2 [ Ouy
Ty = M (axj + ami> ~ 3k (m) % 24)

2.2.4 Equations de Navier-Stokes

a:

Apres les milieux continus, on s’attaque maintenant au coeur de la mécanique des fluides
en présentant les équations fondamentales régissant 1’évolution d’un écoulement fluide : les
équations de Navier-Stokes. Dans sa forme la plus générale, on s’intéresse a I’évolution de
deux champs : la masse volumique du fluide dans I’écoulement, un champ scalaire noté p et
la vitesse, un champ vectoriel noté u. Ces grandeurs dépendent du temps et de 1’espace, donc
p = p(x,t) et u=u(x,t). Un bilan de matiere (respectivement de quantité de mouvement)

sur un volume arbitraire permettent d’écrire :

dp B
ou
p(at—l-(u-V)u) =-Vp+ V-1 +pfy (2.6)

La premiere équation est appelée équation de continuité et traduit la conservation de
la masse au sein du systeme. La deuxiéme équation traduit la conservation de la quantité
de mouvement et se comprend comme suit. Au sein d’un écoulement fluide, la quantité de

mouvement est transmise de trois manieres :
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— Par transport de matiére : (u- V)u. Du fluide en mouvement amene avec lui de la
quantité de mouvement.

— Par les contraintes de pression au sein du fluide : —Vp.

— Par les contraintes fluides visqueuses : V - 7. Elles sont dues au mouvement relatif des
couches de fluides.

— Par des forces volumiques : pfy. Des effets extérieurs sont des sources de quantité de

mouvement, comme ’accélération gravitationnelle g par exemple.

Dans de nombreux types d’écoulements, on néglige les variations de la masse volumique.
Ainsi, elle ne varie plus dans le temps ni dans 1’espace, ce qui permet de simplifier I’équation
de continuité a :

V-ou=0 (2.7)

On fera référence a cette équation comme la contrainte d’incompressibilité dans la suite. A
noter que le caractere incompressible se rapporte plus au type d’écoulement considéré qu’au

fluide qui constitue I’écoulement.

Cette hypotheése permet d’écrire une forme simplifiée de (2.6). On développe le tenseur des
contraintes et on sépare les contributions des forces de pression des contributions visqueuses.
On obtient finalement la forme suivante des équations de conservation de la quantité de

mouvement :

p <%ltl + (u- V)u) =—Vp+V-(u (Vu + VuT)) + pfy (2.8)

2.3 Equations de Navier-Stokes polyphasiques

Différents points de vue existent pour décrire les systemes présentant plusieurs phases : le
modele a deux fluides et le modele continu. Ces modeles different dans la maniere dont sont
écrites les équations de conservation de la quantité de mouvement et le traitement de la
frontiére entre les phases. Méme si 'appellation est impropre, le modele a deux fluide est
proche du formalisme Lagrangien tandis que le modele continu est proche du formalisme

Eulérien.

La présence de phases distinctes en interaction ajoute une couche de complexité a ’analyse
du probleme. Premierement, l'interface entre les fluides rajoute une force, appelée tension
de surface, dont I’échelle est donnée par le coefficient de tension de surface que ’on note o.
On notera que la tension de surface peut étre a priori une fonction de grandeurs physiques
du systeme, telle que la température. Ensuite, les phases peuvent diffuser I'une dans I'autre,

ce qui transporte de la masse et de la quantité de mouvement entre les deux fluides.
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2.3.1 Modéle a deux fluides

Une maniere simple d’étendre les résultats de la partie précédente a des systemes poly-
phasiques est de décomposer le systeme en autant de sous-systemes qu’il y a de phases en
présence. Ces sous-systemes sont monophasiques par construction et on peut les décrire avec

les équations de Navier-Stokes usuelles.

Cependant, on doit prendre en compte 'interaction entre les phases et intégrer dans le systeme
d’équations que les propriétés physiques peuvent varier dramatiquement d’une phase a l'autre.
Prenons un exemple simple : une bulle d’air dans de ’eau. Dans ce cas, la viscosité dynamique
est multipliée par un facteur 100 et la masse volumique par un facteur 1000 en passant de
lair a I'eau. Les contraintes liées a la tension de surface agissent a la surface de la bulle et

lui donnent sa forme sphérique.

Il est donc nécessaire d’inclure dans notre modeles des conditions qui traduisent ces discon-
tinuité : c¢’est ce qu’on appelle des conditions de saut. Elles portent sur des champs tels que

la vitesse, la pression, la contrainte, etc.

Soit €2 un systeme physique illustré a la Figure 2.5, de frontiere 9€) constitué de deux fluides
d’indices 0 et 1. On considére deux sous-systemes correspondant chacun a un fluide, notés €2
et €2;. Ceci implique 'existence d’un frontiére intérieure a €2, que ’on notera I', correspondant
a 'interface entre les deux fluides, qui se déplace a une vitesse w. On oriente arbitrairement
le vecteur normal unitaire n a I'interface du fluide 0 vers le fluide 1. Les champs et propriétés
physiques relatifs au sous-systeme {2; porteront naturellement I’indice ¢. Dans la suite p;, u,,

T, seront notamment utilisés.

Q=0QoU

0N

Fluide 1

FI1GURE 2.5 Représentation d’un systeme polyphasique €2 constitué de deux phases dans la
représentation a deux fluides. La frontiere extérieure du systéme est notée 02 tandis que
I'interface entre les fluides est notée I'
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Conservation de la masse La premiere condition de saut concerne la conservation de la
masse. Le flux de matiere a travers I' doit étre le méme pour les deux fluides. Formellement,

cette condition s’écrit comme suit :
[p(a—w)-n] =pi(u; —w) -n—py(ug—w) -n=0 (2.9)

ou [f] = fi1 — fo désigne le saut de valeur de la fonction f entre le fluide 1 et le fluide 0.

Conservation de la quantité de mouvement La deuxieme condition de saut traduit la

conservation de quantité de mouvement a l'interface et s’écrit :
[T] -n+ Vro —20kn — Jup(u—w)-n] =0 (2.10)

ou Vro est le gradient de la tension de surface le long de l'interface. Ce terme représente
'effet de Marangoni [18]. On considére dans toute cette étude que la tension de surface est
une constante, donc Vro = 0. k désigne la courbure de l'interface. En prenant le produit

scalaire de (2.10) avec n, on obtient :
n-[T] n—[up(u—w)- -n] -n=20kn (2.11)

Cette condition de saut traduit le saut de contraintes normales a I'interface. Ce saut (n-[T]-n)
est dii & un possible flux massique a l'interface (le terme [up(u — w) - n] - n) d’une part.
D’autre part, l'interface a une certaine rigidité qui s’oppose a sa déformation qui apparait

dans le terme 20kn.

2.3.2 Modéele continu

Aux antipodes du modele a deux fluides se trouve le modele continu. Ici, on ne considere
qu'un seul fluide dont les propriétés physiques varient spatialement, chaque phase est repérée
par un champ de phase qui varie continliment, et que ’on note usuellement ¢. Ceci permet
de considérer une interface d’épaisseur non-nulle. On considére les mémes notations que
précédemment, en se plagant cette fois dans le paradigme continu. Alors I'interface infiniment
fine qu’on avait jusque-la n’existe plus, elle est remplacée par un domaine interfacial D ou
I’on transitionne d’une phase a ’autre rapidement mais continiiment, comme on peut le voir

sur la Figure 2.6.

Comment des lors écrire les équations de Navier-Stokes si les propriétés physiques ne sont

plus des constantes du probleme mais varient spatialement? On se base sur les équations
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F1GURE 2.6 Représentation d'un systéme polyphasique €2 constitué de deux phases dans
la représentation continue. La frontiere extérieure du systéeme est notée 0f) tandis que le
domaine interfacial est noté D

de Navier-Stokes usuelles (équation (2.8)) et on y introduit le champ de phase (¢) qui varie
contintiment entre deux valeurs limites (—1 et 1 par exemple) et on associe chaque fluide a
I'un de ces extrema. Pour suivre l'interface, on va donc regarder une isovaleur intermédiaire
pour le champ de phase, par exemple 0. Puisque I'interface n’est plus infiniment mince, il faut
aussi trouver une maniere d’introduire des forces ou contraintes a cette interface méme pour
prendre en compte les effets de tension superficielles. Historiquement, 1'idée proposée par
Korteweg en 1901 [19] est de distribuer la tension a la surface de 'interface (telle que définies
par les conditions de saut de 1’équation (2.10)) dans le domaine interfacial par I'introduction

de contraintes supplémentaires [20]. L’expression proposée par Korteweg est :

1
T, = (pV2p+ 5IVoP ) I- Vo @ U (2.12)

On voit que chaque terme de cette expression est proportionnel au gradient de la masse
volumique (ou sa norme). Ceci montre que le tenseur ne s’exprime que dans des zones ou
la masse volumique varie intensément, ce qui correspond bien au domaine interfacial. En
outre, le premier terme est purement diagonal et traduit les contraintes normales a 'interface
tandis que le deuxiéme a des termes extra-diagonaux, responsables des effets tangentiels. Ici,

le champ de masse volumique joue le role de champ de phase.

Plus récemment, Brackbill [21] a proposé d’inclure les effets de tension de surface dans un
terme de force surfacique dans son modele de Continuous Surface Force. L’expression propo-
sée est la suivante :

f, = oknor (2.13)
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ou dr est la fonction indicatrice de la surface. On rappelle les notations : k correspond a la
courbure de l'interface et n le vecteur normal unitaire a I'interface. L’emploi du champ de
phase permet de donner une approximation des termes de I’expression proposée par Brackbill.

En effet, on peut écrire les approximations suivantes (se référer a [22] pour le détail) :

nép ~ Vo (2.14)

pour la fonction indicatrice de l'interface,

Vo
n-=——— 2.15
N (219)
pour le vecteur normal unitaire et finalement :
Vo >
k=-V-n=-V-|—~ 2.16
(v (210

pour la courbure. Ainsi, la force capillaire s’écrit :

b= (v (155)) 7 (2.17)

Les équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse ne s’écrivent plus
aussi aisément que dans le cas monophasique. La conservation de la quantité de mouvement
s’écrit :

gt (p($)n) + V- (p(p)u@n) = =Vp+ V- (u(¢) (Vu+ Vu')) + p(d)fy +£,  (2.18)

et I’équation de conservation de la masse s’écrit :

dp(¢)
g TV (p(d)u)=0 (2.19)

2.3.3 Discussion et choix du modéle

On vient de couvrir deux manieéres d’appréhender les problémes polyphasiques, le modele
a deux fluides et le modele continu. Les méthodes basées sur ces modeles sont appelées
respectivement méthode de front tracking (suivi de front) et méthode de front capturing
(capture de front). Vient maintenant la question du choix : quel modele devrait-on choisir

pour simuler les problemes auxquels on s’intéresse ?
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On souhaite étudier des phénomenes d’interaction liquide-gaz a phase dispersée, idéalement
séparée. Ces phénomenes sont caractérisés par des interactions complexes entre les phases :
coalescence, séparation, angle de contact avec une interface solide, etc. La complexité de ces
interactions est liée a ’échelle de grandeur a laquelle ils se produisent, qui est plusieurs ordres
de grandeur inférieure a I’échelle caractéristique des systemes étudiés. Or le modele a deux
fluides peut présenter des difficultés a modéliser de si petites échelles a cause de I'’hypothese
d’interface d’épaisseur nulle. Wheeler et McFadden parlent d’effondrement du modele a deux
phases «lorsque I’épaisseur interfaciale est comparable a 1’échelle de longueur du phénomene
examinéy» [20]. D’un point de vue numérique maintenant, le modele a deux fluides nécessite de
résoudre deux domaines différents dont 'interface n’est pas fixe, ce qui demande de modifier

le maillage a chaque mouvement de l'interface et rend difficile son suivi.

En apparence le choix est clair, il ne reste plus qu’a choisir un modele continu parmi ceux de
la littérature scientifique existante. Une question non-triviale subsiste néanmoins, comment
définir le champ de phase qui est omniprésent dans le modele, quelles équations le décrivent,
quelles seront les difficultés numériques inhérentes a chacun de ces modeles? Ces questions

trouveront leur réponse dans la section suivante.

2.4 Meéthodes continues

Le modele continu est assez attractif au sens ou le terme de force dérivé par Brackbill [21]
s’exprime assez simplement en fonction du champ de phase. Ainsi, différentes approches ont
émergé qui implémentent ce modele pour faire des simulations polyphasiques. Parmi celles
existantes et les mieux établies, on mentionne deux méthodes : la méthode Volume Of Fluid

(VOF) et la méthode Level Set (LS).

2.4.1 Meéthode Volume Of Fluid
Description du modele

Dans cette méthode, on considere un champ de phase discontinu (¢) tel que ¢ = 0 dans le
fluide 0, et ¢ = 1 dans le fluide 1 et I’on définit I'interface comme l'isocontour (ou isosurface en
3D) de valeur 0.5 (voir Figure 2.7). Usuellement ¢ correspond a la fraction volumique d'un des
deux fluides dans chaque cellule. C’est cette définition qui rend le champ discontinu puisqu’en
passant d'une cellule coupée par l'interface a une cellule contenant une phase pure, ¢ passe
de 1 (ou 0) & une valeur a €]0, 1 [23]. Le champ évolue selon une équation d’advection :

9¢

i . = 2.2
8t+u Vo =0 (2.20)
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FIGURE 2.7 Représentation du champ de phase pour une interface quelconque dans le modele
VOF. ¢ = 1 pour le fluide 1 (en orange) et ¢ = 0 pour le fluide 0 (en bleu)

Connaissant 1’évolution du champ, on peut calculer les propriétés physiques localement en

utilisant une moyenne pondérée :

p(9) = dp1 + (1 — ¢)po (2.21)
1i(¢) = dpa + (1 — d)po (2.22)

ou p; et p; désignent la masse volumique et la viscosité dynamique du fluide 7. On peut
utiliser directement (2.17) pour calculer la force de tension de surface. Cette approche a
I'avantage d’étre conservative [24] [23] et assez légere a implémenter puisqu’elle ne nécessite
I’ajout que d’une variable supplémentaire. Néanmoins, la discrétisation de I’équation d’advec-
tion provoque un étalement de la discontinuité, a cause de la diffusion numérique introduite
par les schémas. Cela rend ardu le calcul de la courbure et de la normale a l'interface car
elles deviennent mal posées [24]. Cela nécessite des stratégies de reconstruction de l'inter-
face a appliquer une fois le champ advecté, telles que les méthodes Simple Linear Interface
Calculation (SLIC), proposée par Noh et Woodward [25] ou Piecewise Linear Interface Cal-
culation (PLIC), proposée par Youngs [26]. Pour pallier la diffusion numérique, il est aussi

nécessaire de d’utiliser des méthodes de sharpening, telle que celle proposée par Aliabadi et
Tezduyar [27].
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Méthode de reconstruction PLIC

Comme mentionné précédemment, 'advection du champ de phase nécessite une étape de re-
construction pour garder une interface cohérente et assurer la bonne conservation du volume.
On se propose de préciser la procédure suggérée par méthode PLIC pour donner un exemple

de reconstruction géométrique d’interface dans le cadre de la méthode VOF.

La méthode s’applique apres I'advection du champ de phase par 1'équation (2.20), les va-
leurs de ¢ se sont déplacées dans la direction donnée par le champ de vitesse. Dans toutes
les cellules coupées par l'interface, on a ¢ €]0,1[. C’est dans ces cellules que s’applique la
procédure de reconstruction. Puisque la méthode est piecewise linear, 'interface reconstruite
sera constituée de segments de droites. Etant donné une cellule coupée par Uinterface, on doit
connaitre tout d’abord le vecteur normal au segment de la nouvelle interface. La direction
de la normale est donnée par la direction du gradient du champ de phase V¢ dans la cellule,
qui est perpendiculaire aux surfaces d’isovaleur de ¢, particulierement la surface d’isovaleur
0.5 qui correspond a l'interface. Ensuite, 'interface est placée dans la cellule pour la diviser
en deux zones d’aire (ou de volume, en 3D) cohérentes avec la valeur de ¢ dans la cellule.
Si on suppose par exemple que ¢ = 0.5 dans une cellule, il faudra diviser la cellule en deux
zones d’aire (ou volume) égales (égaux). Puisqu’il existe une infinité de coupes permettant
cette division, la connaissance de la normale a l'interface permet de ne garder qu'une unique
coupe. Puis la procédure est appliquée a toutes les autres cellules pour lesquelles ¢ €]0, 1],

et I'interface est adéquatement reconstruite, tout en respectant la conservation de la masse.

Dans les faits, cette méthode ne garantit pas la continuité de l'interface d’'une cellule a
I’'autre, cependant, I'approximation est tres bonne, a condition que l'interface ne présente
pas de changements brutaux de direction qui se produiraient a 1’échelle d’une cellule comme
noté par Youngs [26]. On peut prévenir ce probléeme en diminuant la taille des cellules au

voisinage de l'interface en utilisant des techniques de maillage adaptatives par exemple.

2.4.2 Méthode Level Set

Au contraire de la méthode VOF, la méthode LS propose un champ de phase continu défini
comme une distance signée a l'interface. Elle a été introduite par [28] et décrite en détail
dans [29]. Ainsi, le signe dépend du fluide dans lequel on se trouve, négatif dans le fluide
0, positif dans le fluide 1 et 0 & l'interface (voir Figure 2.8). Son évolution suit la méme
équation d’advection que le modele VOF (équation (2.20)). La continuité du champ de phase
(¢) rend plus facile le calcul de la courbure et du vecteur normal pour le calcul des forces de

tensions de surface. En outre, le calcul des propriétés physiques n’est pas immédiat puisque
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FIGURE 2.8 Représentation de la fonction de distance signée pour une interface quelconque.
La distance est positive pour le fluide 1 (en orange) et négative pour le fluide 0 (en bleu)

¢ peut prendre des valeurs arbitrairement élevée. Une fonction annexe est nécessaire pour
normaliser les valeurs du champ dans chaque phase, On introduit H(¢) [30] qui est un échelon

de Heaviside étalé, défini comme suit :

0 O < —e,
HO) = {11 21 2an (™) —c<o<e (2.23)
1 €< o,

ou € est une longueur caractéristique de 1’étalement de ’échelon de Heaviside. On peut donc

calculer les propriétés physiques :

(o4 = p-)H () (2.24)
(4 —p-)H(9) (2.25)

ou les indices + et — désignent les propriétés physiques des fluides dans lesquels la distance
signée est positive et négative respectivement. A chaque fois que le champ de phase est

advecté et possiblement déformé par le champ de vitesse, il faut appliquer une procédure de
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réinitialisation pour garder [V¢| = 1. Une telle procédure est décrite par Sussman et al. [31] :

%0 1 sgm(60) (V6] ~ 1) =0 (2.20)

ou 7 est un pseudo-temps qui n’existe que dans la procédure de réinitialisation et sgn(¢o) la
fonction de signe du champ de phase avant réinitialisation. Cependant, cette procédure de
réinitialisation ne permet pas de conserver de la masse a priori. Pour pallier ces problemes,
de nombreuses solutions ont été proposées comme le décrivent Long et al. [32] : utiliser des
schémas de discrétisation d’ordre élevé, diminuer la taille des pas de temps ou modifier la
définition de la distance signée ou introduire des termes sources compensatoires. Il ne semble
pas y avoir de consensus définitif sur quelle méthode adopter puisque chacune vient avec ses

propres difficultés d’implémentation.

2.4.3 Conclusion partielle

Apres ce bref exposé concernant les méthodes VOF et LS, on se rend compte que chaque
méthode possede son point faible. D’une part, le calcul de la courbure et de la normale aux
interfaces est un défaut majeur de la méthode VOF a cause de la diffusion de l'interface.
La normale devient de moins en moins bien définie, et la courbure de l'interface, qui en
dérive, est encore plus mal résolue. Ceci engendre des instabilité et requiert des outils sup-
plémentaires pour réduire ces instabilités, sans résoudre le probléeme pour autant. D’autre
part, on souhaiterait que les modeles implémentés conservent naturellement la masse, ce qui
fait défaut a la méthode LS. Une maniere de s’affranchir de ces problemes serait d’avoir un
modele calculant directement la courbure comme une variable supplémentaire et intégrant la
conservation de la masse dans ses équations. Ces propriétés sont celles que 'on vise car on
s’intéresse aux écoulements présentant des ruptures ou des fusions d’interface, il faut donc que
les forces de tension de surface soient calculées adéquatement. C’est tout 'objet de la section
suivante qui traitera de la troisieme méthode basée sur un modele différent : le modele de
Cahn-Hilliard. Ce modele n’est pas aussi populaire que les méthodes VOF ou LS malgré
ses propriétés et sa -relative- facilité d’implémentation, ce qui a motivé de s’y intéresser de

plus pres.

2.5 Modéle de Cahn-Hilliard

Le modele de Cahn-Hilliard a été proposé en 1958 par J.W Cahn et J. E. Hilliard pour décrire
I’évolution de la composition de mélanges binaires [33], tels que des alliages métalliques. Ils

étudient les systemes polyphasiques d'un point de vue énergétique global en utilisant le prin-
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cipe de minimisation d’énergie libre. Les systemes tentent d’atteindre un état de minimisation
de leur énergie en changeant leur structure interne, ce qui entraine un mouvement des phases.
Pour une dérivation complete de ce modele, le lecteur pourra se référer a 'article de [34] qui
propose deux preuves différentes : une approche physique basée sur les lois de la thermodyna-
mique, et une approche mathématique basée sur la minimisation de la fonctionnelle d’énergie

libre avec une contrainte de conservation de la masse.

Ce systeme d’équation a été utilisé pour la simulation d’écoulements polyphasiques avec
beaucoup de succes pour de nombreuses applications en couplant le systeme d’équations
avec les équations de Navier-Stokes, comme on le verra dans la suite. On peut citer, entre
autres travaux, ceux de Sohaib et al. [35] sur la coalescence de bulles d’air ainsi que I'effet du
cisaillement d’un fluide sur la forme de bulles de gaz, ceux de Towfighi et al. [36] sur I'interac-
tion entre des bulles d’air dans un liquide a proximité d’'une paroi solide ou encore les travaux
sur la décomposition spinodale de Stoter et al. [37]. Il est possible d’étendre les modeéles a
des cas plus complexes tels que des fluides rhéo-fluidifiant [38], des systémes présentant trois
phases fluides [39] ou impliquant des milieux poreux [40]. Un couplage supplémentaire avec
une équation d’énergie permet de simuler des systemes comportant des transitions de phase,

tel que dans les travaux de micro-fluidique avec changement de phase de [41].

Sans plus attendre, introduisons formellement les équations du modele

2.5.1 Equations de Cahn-Hilliard

Soit 2 un systeme physique, union de trois sous-systemes notés €2y, £2; et D correspondant
a deux fluides différents : le fluide 0 et le fluide 1 et a leur domaine interfacial. Notons I' la
frontiere extérieure de €2. On définit ensuite une fonction scalaire ¢ qui a un point de 1’espace
X associe un nombre réel compris entre —1 et 1. ¢ atteint ses bornes dans les phases pures :
¢ = 1 dans le fluide 0 et ¢ = —1 dans le fluide 1. De plus, ¢ varie contintiment de —1 a 1
dans D tel que décrit dans (2.27).

1 VXEQO
p=15a€]-1,1] ¥xeD (2.27)
—1 VXEQl

On introduit maintenant £ la fonctionnelle d’énergie d’énergie libre de Helmholtz associée a
Q:
£= / Wd) (2.28)
Q
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ou V est la densité d’énergie libre dont 1’expression est :

Y (F(¢) + ;|V¢|2> (2.29)

ou A est I’énergie de mélange. Cette expression se décompose en deux contributions a 1’éner-
gie libre du systeme : A\F'(¢) la densité d’énergie libre en volume et %|V¢|2 I’énergie libre
d’interface, toutes deux sont des fonctions de la répartition des phases, comme attendu. A est
coefficient de proportionnalité. Bien qu’il ne soit pas homogene a une énergie, il s’interprete
comme un facteur d’échelle pour I'énergie du systeme et est (voir I’équation (2.40)) propor-
tionnel au coefficient de tension de surface o. La densité d’énergie en volume a une forme de
double puits et s’exprime sous la forme d’un polynéme d’ordre 4 qui est une approximation
de la forme logarithmique originelle [34] :
(1—9¢%)°

F(¢) = 15— (2.30)

e est un parametre central des équations de Cahn-Hilliard, il correspond & une épaisseur
d’interface caractéristique entre les deux phases. On introduit une variable appelée potentiel

chimique que l'on définit comme la dérivée variationnelle de £ :

o0&

=G5 = (f(0) = V?) (2.31)

Ou f(¢) = %. On calcule la dérivée de F' par rapport a ¢, puis on remplace dans (2.31) :

n=A (W - v%) (2.32)

On peut interpréter le potentiel chimique comme le multiplicateur de Lagrange lié a la

contrainte de conservation de la masse [, ¢ dQ = ¢|Q| = constante oil ¢ est la moyenne
de ¢ sur €.

On veut maintenant que le champ de phase varie en fonction des variations du potentiel
chimique afin que soit assurée la minimisation de 1’énergie libre du systeme. On introduit J

le flux diffusif, dont on postule [42] I’expression suivante :
J=—M(¢)Vn (2.33)

Ou M (¢) est une fonction de mobilité que 'on peut interpréter comme un coefficient de

diffusion, similaire au coefficient de diffusivité de la loi de Fick [43], dont la définition de
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J est trés proche. On note que [M(¢)] = L*>.T.M~" dans le systéme d’unités international.
Avec ce terme source, on peut écrire I’équation du champ de phase impliquant le potentiel
chimique, ainsi qu’'un terme advectif u pour étre le plus général possible :

O

o Tw Vo=V -(M(¢)Vn) (2.34)

Les équations (2.32) et (2.34) forment le systeme d’équation de Cahn-Hilliard. Les équations
écrites permettent déja d’étudier le comportement stationnaire des équations. Par exemple,
si on considere un systeme a 1’équilibre, ce qui correspond a n = 0 en une dimension, alors

I'équation (2.32) se simplifie en I’équation différentielle suivante :

Lo P(1—¢?)

dz? g2

—0 (2.35)

Dont la solution est :
T

¢(z) = — tanh <¢§€> (2.36)

On voit donc apparaitre € comme une épaisseur caractéristique d’interface. Pour quantifier,
la longueur caractéristique de transition d’une phase a l'autre, que 'on définit comme la
longueur nécessaire pour passer de ¢ = —0.99 a ¢ = 0.99, est donnée par I’équation (2.37).

On représente la solution 1D a la Figure 2.9.

2 e~ T " " "
Fluide 1 Interface Fluide O
1 '
s ol ]
—1 : < > ]
| Lo~T.5e

10 05 0.0 05 1.0
X [-]

F1GURE 2.9 Solution stationnaire 1D des équations de Cahn-Hilliard. L’épaisseur de 'inter-
face Ly est proportionelle a e.
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Ly = 2v/2arctanh (0.99) - (2.37)
~ 7.5¢ (2.38)

On cherche maintenant a déterminer une expression pour l’énergie de mélange A. Cahn et
Hilliard définissent la tension de surface comme l'exces d’énergie libre du systeme due a
I'interface [33], le second terme de ¥ dans (2.29). En supposant que 'on a une interface plane

dans un systéme en équilibre, on a déterminé dans (2.36) une expression pour ¢(x), et on

+oo d 2
a:/_m A((if:) do (2.39)

Ot o est le coefficient de tension de surface. En injectant (2.36), et en résolvant pour A, on

peut alors écrire :

a:
3eo

A= —— 2.40

o (2.40)

Finalement, on munit les équations (2.34) et (2.32) des conditions aux frontiéres suivantes

(appelées conditions de flux nul) :

(V¢ -m)jan =0 (2.41)
(Vn-mn)jsq =0 (2.42)
Ainsi que des conditions initiales :
P(x,t=0) = do(x) (2.43)
n(x,t=0) = mn(x) (2.44)

En général, on connait le champ de phase initial ¢y et on fixe le potentiel chimique initial a
0 dans tout (2.

2.5.2 Propriétés des équations de Cahn-Hilliard

Dans cette partie, on vérifie quelques propriétés élémentaires du systeme d’équations de
Cahn-Hilliard, a savoir la conservation de la masse et la décroissance de 1’énergie libre dans

le temps.
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Conservation de la masse

La conservation de la masse revient a conserver le champ de phase dans le temps. On consi-
dere, sans perte de généralité, que la vitesse est nulle a l'interface. On integre ensuite la

dérivée temporelle de ¢ sur €2 :

(i(/ﬂgbdQ) _ Qg(fdQ:/QV-(M(gb)Vn) 40
:/FM(qﬁ)vn.ndS
=0 car (Vnp-n)r=0 (2.45)

Ainsi, la masse totale du systéme est une constante dans le temps. Notons qu’on considere
tous les fluides comme incompressibles, ainsi on parlera indifféremment de la conservation de

la masse ou du volume.

Dissipation de 1’énergie libre

Le systeme d’équation de Cahn-Hilliard est sensé décrire un systeme physique dont ’énergie
libre décroit avec le temps. Pour s’assurer de cette propriété, dérivons l'énergie libre du

systéme £(t) par rapport au temps pour s’assurer qu’elle est négative :

d 0 ¢ [ 09
) :/Q [F (¢)at+52v¢.v8t] dQ_/QnE a0

- /Q 0V - (M) dQ
:/nMVn-ndS—/Vn«(MVn)dQ

T Q
:—/QM]V7]|2 dQ <0 car (Vnp-n)r=0

L’énergie du systeme décroit avec le temps, ce qui montre qu’il tend vers un niveau d’énergie

minimal.

2.6 Modeéle de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes

Maintenant que les équations qui décrivent I’évolution du champ de phase ont été écrites,
on souhaite les coupler aux équations de Navier-Stokes. Cette tache a été entreprise par
de nombreux auteurs, a commencer par le "modele H" de Hohenberg et Halperin en 1977
pour décrire les phénomenes de dynamique critique [44]. Ce modele ne pouvant décrire que

des systeémes avec des masses volumiques constantes (ou tres proches), il a été modernisé
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par Lowengrub et Truskinovsky [45] en 1998. Cependant, ce dernier modeéle proposait un
couplage trop fort entre la mécanique des fluides et les équations de phase d’une part, et ne
permettait pas d’avoir la condition classique d’incompressibilité de I’écoulement d’autre part.
Finalement, Abels et al. [46] ont proposé en 2011 un modele proposant des masses volumiques
et viscosités variables, avec un champ de vitesse solénoidal, tout en étant consistant avec les
lois de la thermodynamique. C’est ce dernier modele qui sera utilisé dans notre étude, on

peut se référer a [46] pour une dérivation complete du modele.

Le couplage entre les deux systemes d’équation passe par 'introduction de deux termes sup-

plémentaires dans les équations de Navier-Stokes, introduits dans les paragraphes suivants.

2.6.1 Force de tension de surface

La présence d’une interface implique 'existence d’une force surfacique comme développé
précédemment. Dans le cas du couplage Cahn-Hilliard-Navier-Stokes, ce terme a la forme

d’une contrainte capillaire que 'on ajoute au tenseur des contraintes usuel :
T, =-MVoa Vo) (2.46)

dont la forme rappelle une partie du tenseur de Korteweg, dans 1’équation (2.12). Ce terme
s’ajoute au tenseur des contraintes T, et on en dérive une force capillaire f, en prenant sa

divergence :
f, =V - (-AVo® Vo))
=0
— A (v%vm V(;|V¢I2) —W )

ou 'on a utilisé que le rotationnel d'un gradient est le vecteur nul. On note que VF(¢) =

f(¢)Vé, puis en utilisant la linéarité de 'opérateur V :

£ = ((6) - V%) = ¥ (MF () + 5190
=nVo - VUV (2.47)

De cette opération, on obtient deux termes. Le premier nV¢ est la force capillaire, ce terme
est analogue au terme dérivé par Brackbill dans I’équation (2.17). Le gradient du champ de
phase est inchangé, et on identifie le potentiel chimique comme un analogue de la courbure.
Pour inclure le deuxieme terme dans les équations, on définit une nouvelle pression p = p+ V.

Cette nouvelle pression s’avere étre la méme que la pression hydrostatique dans les phases
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pures et varie plus doucement a l'interface [47].

2.6.2 Flux relatif diffusif

Les équations de Cahn-Hilliard permettent la diffusion d’'une phase dans I’autre, et ceci doit
étre pris en compte dans les équations de continuité et de conservation de la quantité de
mouvement. On introduit un terme appelé flux relatif diffusif, noté J et dont I'expression

est :

J= %J (2.48)

ou J est le flux défini dans I'équation (2.33)

Tout d’abord, I’équation de continuité s’écrit :
V-(pu+J)=0 (2.49)

On ajoute ensuite le flux relatif diffusif dans ’équation de conservation de la quantité de

mouvement sous la forme suivante :

(J-v)v—<p0;le-v)v (2.50)

En ajoutant la force capillaire et le flux relatif diffusif & (2.8), on obtient la forme suivante,

c’est celle que 1'on résout dans la suite de cette étude :

ou

p(0) (at +(u- V>u> + (pO 5 PLai(g) - V) u

=V (@) (Vu+ VuT)) +Vp = Vo + p(o)fy =0 (251)

2.7 Eléments de résolution numérique

Maintenant que les aspects théoriques purs ont été énoncés, on s’attaque aux notions de mo-
délisation du mémoire. L’analyse mathématique pure est extrémement utile pour formaliser
les problemes, formuler les principes physiques sous la forme d’équations et pour prouver
que des solutions existent sous certaines conditions. Néanmoins, il est trés rare de pouvoir
obtenir des solution analytiques pour des probléemes complexes. Les méthodes numériques

permettent de construire des solutions approximatives qui tendent vers les solutions réelles.

Plusieurs grandes familles de méthodes existent pour résoudre les équations formulées par la

mécanique des fluides. On peut citer entre autres méthodes le trio des méthodes "finies" : la
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méthode des différences finies (en anglais Finite Difference Method (FDM)), la méthode des
volumes finis (en anglais Finite Volume Method (FVM) et la méthode des éléments finis (en
anglais Finite Element Method (FEM)). La littérature étant principalement en anglais, on

emploiera fréquemment ’abréviation anglophone dans ce mémoire.

Parmi ces méthodes, on a choisi de travailler avec la méthode des éléments finis.

2.7.1 Méthode des éléments finis
Motivations

On considere un probléme physique complexe décrit par une équation aux dérivées partielles
muni d’un ensemble de conditions aux frontieres et de conditions initiales. On dit alors que
le systéme est décrit par une une forme forte. On la dit forte car elle impose des conditions
de régularité fortes sur les fonctions qui décrivent le probleme. Par exemple, pour résoudre
un simple probleme de Poisson Au = f, la solution u doit étre deux fois dérivable et le
chargement f également. Ceci limite ’emploi de chargements trop irréguliers, comment des
lors prendre en compte des discontinuités, ou ’emploi de chargements tels que des fonctions
de Heaviside ou de Dirac? De plus, un probléme fort vient souvent avec des conditions aux
frontieres qui sont des équations supplémentaires a prendre en compte. Si on reprend le
probleme de Poisson précédent défini sur 2 de frontiere I' et qu’on y ajoute une condition

aux frontiere, on doit résoudre :

Au(x) = f(x) VxeQ\T
Vu-n=g(x) VxeTI(flux-nul)

(2.52)

On doit donc traiter la condition aux frontieres séparément.

Pour palier ces problémes, on procede a I’affaiblissement du systéme, pour obtenir la forme
faible du probleme. La solution d’une telle forme n’a pas moins de valeur ou n’est pas moins
précise que la forme forte, et on peut méme montrer qu’avec des conditions de régularité
suffisante, les deux formulations sont équivalentes [48]. La terminologie provient plutdt du
fait que les contraintes de régularité demandées sur la solution sont affaiblies, par exemple,
on pourrait trouver une solution au probleme de Poisson qui ne serait dérivable qu’une fois
avec un chargement discontinu. Aussi, cette formulation permet d’inclure naturellement les
conditions aux frontieres dans les équations, ce qui simplifie les calculs. Finalement, il existe
des théoremes qui s’appliquent uniquement aux formulations faibles et qui permettent de
montrer qu’'un probléme est bien posé au sens de Hadamard [49]. Cette notion englobe

trois criteres sur la solution pour que le probleme soit bien posé :
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1. Existence : le probleme admet une solution.
2. Unicité : sous réserve d’existence, la solution est unique.

3. Continuité par rapport aux données : la solution doit varier peu, si les données du

probléme changent peu.

Ce dernier point est essentiel car dans la réalité, on ne connait les données du probleme que
jusqu’a une certaine précision, ainsi on ne peut pas admettre que la solution d’un probleme
varie grandement pour une variation infinitésimale des données. Pour prouver qu'un probléeme
est bien posé, on utilise le théoréme de Lax-Milgram, ou sa forme généralisée utilisant la
condition inf-sup de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi (LBB) [50].

Concretement, comment arrive-t-on a la forme faible ? La relaxation de la régularité de la
solution donne une indication sur la méthode a employer : on veut diminuer 1’ordre de déri-
vation de la solution. C’est ce qu’on fait usuellement lorsque 1’on veut calculer des intégrales
complexes, il est plus facile de dériver ou de primitiver I'intégrande pour faciliter les calculs,

et on va suivre la méme démarche ici.

Obtention de la forme faible

Avant toute chose, définissons les espaces de fonctions qui seront utiles dans cette étude. Soit
) un espace n-dimensionnel. Dans la suite, tout sera écrit comme si n > 2, ce qui sera le cas

de toute cette étude.

— L*(Q) ={u: Q =R, [y||ul|* dQ < oo}
— HY Q) = {u e L), [ ||Vu|]? dQ < oo}

En prenant des fonctions dans ces espaces, on sera assuré que les intégrales qu’on s’appréte a
écrire existent, grace aux inégalités de Cauchy-Schwarz [51] et de Poincaré [52]. Pour appliquer
le théoréme d’intégration par parties, on a besoin d’'une deuxi¢me fonction. Soit v € H (),

on multiplie la premiére équation de (2.52) et intégrons sur 2 :

[:/QvAudQ:/QV-(vVu) dQ—/QVv-VudQ (2.53)

On a besoin du théoreme de Green-Ostrogradksy (ou théoreme de la divergence) pour faire

apparaitre les termes aux frontieres :

/Fvvu~ndr—/9w-vud9:/9vfdﬂ (2.54)

/Fvgdr—/gw.vudgz/gvfdsz (2.55)



29

Si I'on regarde les intégrales écrites, on se rend compte que la solution u doit au moins
appartenir & H'(Q2) pour que les intégrales existent. Ainsi, I'énoncé de la forme faible du

probleme est :

Trouver u € H'(Q) tel que Yo € H'(Q) ,/ vg dI’ —/ V- Vu dQ = / vfdQ  (2.56)
r Q Q

Ainsi, on cherche bien u dans un espace de fonctions moins restreignant que celui du probleme
fort d’origine, et on a pu intégrer I’équation sur le domaine et la condition aux frontieres dans

la méme équation.

Discrétisation du domaine

Bien que le probléme ait été simplifié, on est encore loin de pouvoir obtenir une solution
numérique pour notre probléme. Premiérement, transformons le domaine continu, €2, en un
domaine discrétisé €2;, constitué d’éléments simples. Si €2 est un domaine 2D, ces éléments
simples peuvent étre des triangles, des carrés, etc. De méme en 3D, ce peut étre des tétraedres,
des hexaedres ou autres. L’idée sous-jacente est d’étre capable de calculer simplement la solu-
tion sur chaque élément pour pouvoir ensuite exprimer la solution entiere comme la somme de
chaque solution élémentaire. Pour calculer en chaque point, on emploie des fonctions d’inter-
polation, appelées communément fonctions chapeau (voir Figure 2.10) ou fonctions de base,
qui prennent la valeur 1 en un point donné et 0 sur tous les autres points du domaine. On
note v; une telle fonction d’interpolation valant 1 au point ¢ du domaine. Ainsi, plutot que de
trouver une solution u au probléme, on trouve une solution wu, discrétisée qui s’écrit comme

une somme pondérée des fonctions v; :

up(x) = Z vi(x)u; (2.57)

i
ou u; est la valeur que prend wy;, au point 7, ce qu’on appelle aussi les degrés de liberté (en
anglais Degrees of Freedom (DoFs)). Si on note de maniére générale U et V' les espaces de
fonctions dans lesquels u et v existent, alors on notera Uy, et V} leur homologue discrétisé, ou
h est un parametre de discrétisation (e.g la taille caractéristique d'un élément du maillage).
Plus les éléments du domaines sont petits, meilleure est ’approximation de la solution mais

plus grand est le prix de la simulation.

La Figure 2.10 représente une fonction d’interpolation linéaire, mais il est tout a fait possible
d’interpoler les solutions avec des polynomes de degré plus élevé. Sur la Figure 2.11, on a

représenté des fonctions d’interpolation sur un élément 1D pour différents degrés d’interpo-



30

Discrétisation
du domaine

PAVAVAYAVA N

du maillage

'AVA AV‘V‘VAVA AV‘"

FiGURE 2.10 On discrétise le domaine 2 2D en €2 sur lequel on définit une fonction d’in-
terpolation (linéaire sur le schéma) en chaque nceud du maillage. Inspiré de [5].

lation. Plus le degré d’interpolation est élevé, plus le nombre de noeuds associé a 1’élément

augmente. C’est une autre maniere d’augmenter la précision de la solution numérique.

F1GURE 2.11 Fonctions d’interpolation 1D pour différents degrés d’interpolation. De gauche
a droite, polyndmes de degré 1, 2 et 3. Tiré sans modification de [6]

Une des possibilités offerte par la méthode des éléments finis est le raffinement du maillage

en certains de ses points pour réduire I'erreur sur une métrique donnée. Dans notre cas, on
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veut décrire le plus précisément les phénomenes a l'interface entre les fluides, on va donc
naturellement vouloir mettre plus d’éléments a proximité de ces zones. L’utilisation d’esti-
mateurs d’erreur (tel que l'estimateur de Kelly [53]) de raffiner adaptativement le maillage &
proximité de l'interface et de garder les zones loins de 'interface dé-raffinées. Cette méthode
est trés pertinente pour la modélisation d’interface et motive le choix de la méthode des

éléments finis.

Méthode de Galerkine

On est arrivé a introduire deux espaces de fonction, U dans lequel on a introduit la formulation
faible et U, ou l'on peut trouver une solution discrétisée au probléeme. Pour réunir ces deux
résultats, on introduit le principe d’orthogonalité de Galerkine. Ce résultat est basé
sur le principe suivant : il est plus facile de trouver des solutions dans ’espace de fonctions
discrétisé Uy. Ainsi on veut trouver u;, qui soit le plus proche possible de u, la solution
dans I'espace continu U. Cette opération de trouver ’élément d’un espace A le plus proche
d’un espace B est reliée a la notion de projection orthogonale, elle méme liée & la notion de
produit scalaire. La projection orthogonale de u sur I'espace des solutions numériques amene

a la solution wuy. Le principe d’orthogonalité permet d’écrire :
Vi e [1,n), /(Au — Aup) - 0,dQ = 0 (2.58)
Q

On remplace Au par f(x) puis on suit le méme cheminement que pour la forme faible pour

arriver a :

Trouver uy, € Uy, tel que Vi € [1,n], / v;g dl' — Z/ (Vv - Vo), dQ2 = / v f dQ (2.59)
r FRRAL Q

Les intégrales sont calculées par des formules de quadrature (Gauss-Legendre ici [54]) pour
simplifier les calculs : sur chaque cellule du maillage, on définit des points de quadrature z,
en lesquels on évalue I'intégrande avec le poids associé w,. On prend garde qu’en général, les
points de quadrature sont différents des noeuds du maillage. Si 'on considere une fonction f
générique que I'on veut intégrer sur une cellule 2, du maillage, alors la formule de quadrature

permet d’écrire :

LR W EA (260)

ou q est le nombre de points de quadratures choisis. En appliquant les formules de quadrature
a (2.59), on obtient un systéme matriciel AU = F', que l'on peut résoudre ensuite a 1'aide

de solveurs direct ou itératif. Les inconnues du problemes sont les u; contenues dans U,
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c’est a dire les valeurs de la solution numérique u; aux nceuds i. Les éléments de la matrice
correspondent aux intégrales dont 'intégrande fait apparaitre v; et v;. Les éléments de F

correspondent au terme de chargement.

2.7.2 Problémes transitoires et non-linéaires

Le probleme de Poisson traité précédemment a permis, de par sa simplicité, d’introduire la
méthode des éléments finis assez simplement et d’en donner les grands principes. Cependant,
de nombreux problemes présentent des complexités qui nécessitent des outils supplémentaires
pour les traiter. Dans cette étude, les problemes que 1’on traite sont décrits par des équations
qui sont non seulement transitoires (i.e qui dépendent du temps) mais aussi non-linéaires,
comme en témoignent les équations (2.51) ou (2.34). Ceci appelle a 'utilisation de méthodes

dédiées qui seront 1’'objet de cette partie.

Problémes transitoires

La dépendance au temps des variables apparait en général a cause de dérivées temporelles
dans nos équations. La-encore, on procede a une discrétisation de I'intervalle de temps [0, 77,
ou T est le temps final de la simulation, et I’on découpe l'intervalle en pas de temps élémen-

taires At. On considére un probleme instationnaire général :

v = f(y,t)

y(to) = Yo

(2.61)

La dérivée temporelle peut étre discrétisée par les formules de différentiation arriere d’Euler
[55] (en anglais Backward Differentiation Formula (BDF)). L’idée générale est d’exprimer
la valeur de y au temps ¢, connaissant les n pas de temps précédents et connaissant la
condition initiale qui est une donnée du probleme. Pour une méthode d’ordre p, on a besoin

de connaitre p valeurs de la fonction, soit la valeur de y aux p pas de temps précédents :

p
Yoy + Z%ynﬂ_z = [(tns1,y") (2.62)
i—1

Les coefficients v; sont déterminés mathématiquement et ne dépendent pas du probleme
traité. On a évalué f en (f,11,yns1) car c’est une famille de méthodes implicites. A cause
de cela, il faut résoudre un systeéme car f dépend explicitement de y,.1. On choisit des
méthodes implicites car elles sont plus stables que leur homologues explicites, et permettent

de relaxer les contraintes sur la taille des pas de temps.
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Problémes non-linéaires

Les méthodes BDF font apparaitre naturellement des systemes d’équation, qui sont non-
linéaires dans notre étude. Pour les résoudre, on utilise la méthode de Newton-Raphson.

On considere un systeme d’équations non-linéaire a n inconnues :

T f1 (X) 0
Trouver x = | @ | tel que R(x) = : =1: (2.63)

T fn(x) 0

La méthode consiste a calculer la matrice jacobienne [J(x) pour se rapprocher de la solution
par des itérations successives jusqu’a une certaine tolérance. A chaque itération de la méthode,

on calcule dx en résolvant le systéme suivant :

j(Xk)(SXk = —R(Xk) (264)

Puis on met a jour la valeur de la solution : X1 = X + dXy, et ainsi de suite, jusqu’a ce que
0xy, soit suffisamment petit, selon un critere déterminé par 'utilisateur. On considérera a ce

moment la que la solution obtenue est assez proche de la vraie solution.

2.7.3 Résolution du systeme linéaire

Apres avoir suivi toutes les étapes décrites précédemment, on devrait arriver -enfin!- a ré-
soudre un systéme linéaire. Dans le monde des éléments finis, rares sont ceux qui résolvent le
systemes matriciels par des méthodes directes, et pour cause : le nombre colossal d’inconnues
dans le systéme a résoudre qui meéne a une matrice encore plus grande encore. Parmi la plé-
thore de solveurs linéaires existant, celui utilisé dans ce travail est le solveur Generalized
Minimal RESidual method (GMRES), accompagné d'un préconditionneur Incomplete
Lower Upper (ILU).

2.7.4 Synthése des éléments numériques

Tout au long de cette partie, on a traité des problemes numériques qu’on rencontrera dans
notre étude pour étre capable de faire des simulations numériques. Puis, pour chaque pro-
bléme, on a proposé une solution décrite mathématiquement pour plus de généralité. On se
propose ici de résumer de maniere synthétique les étapes successives pour avoir une vision

plus globale du processus de calcul :
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1. Formulation continue du probléme : sous forme d'un systeme d’équations muni

de conditions aux fronticres et de conditions initiales.

2. Formulation faible du probléme : on multiplie par une fonction test, puis on utilise
I'intégration par partie et le théoreme de la divergence pour faire apparaitre les termes
aux frontieres explicitement.

3. Discrétisation du domaine : on écrit la solution comme une somme de fonctions
d’interpolations, la méthode de Galerkine permet d’obtenir un systeme d’équations
non-linéaire et transitoire.

4. Discrétisation de la dérivée temporelle : le systeme semi-discrétisé (en espace
seulement) est complétement discrétisé. On résout le probleme en temps par itérations

successives de la méthode BDF.

5. Linéarisation du systeme : grace a la méthode de Newton-Raphson, on passe d'un
probleme non-linéaire a un probléme linéaire que 1’on doit résoudre a chaque pas de

temps.

6. Résolution du systéme linéaire : il ne reste plus qu’a résoudre le systéme matriciel
AX = B pour chaque itération de la méthode de Newton pour avancer d’un pas de

temps, et ainsi de suite...

2.8 Synthése de la revue de littérature et lignes directrices

Cette revue de littérature a permis de poser les bases théoriques décrivant les écoulements
polyphasiques et de constater qu’il existe de nombreuses manieres de les décrire, menant
naturellement & plusieurs modeles pour en faire des simulations numériques. On a notamment
distingué le modele a deux fluides du modele continu qui sont reliés respectivement aux
formalismes Lagrangien et Eulérien. Dans le cadre de ce mémoire, qui se concentre sur les
écoulements a phases dispersées idéalement séparées, il a été déterminé que le modele continu
était le plus adapté a la simulation de ces écoulements. Apres une introduction aux différentes
approches issues du modele continu, on a dii choisir entre différentes propositions : VOF, LS
ou Cahn-Hilliard. Ceci a orienté notre étude vers le modele de Cahn-Hilliard qui, couplé aux
équations de Navier-Stokes, permet de simuler les phénomenes complexes liés a la coalescence
ou a la rupture d’interface car les équations sont basées sur le modele fluide continu. Grace
a ce modele, on s’affranchit aussi des inconvénients des modeles classiques, notamment le
calcul de la courbure et de la normale a l'interface. L’approche numérique par la méthode
des éléments finis, bien que lourde a mettre en place, donne acces a des outils tres utiles pour
ces simulations tels que le raffinement adaptatif du maillage et permet de gérer aisément les

différentes conditions aux frontieres dont on aura besoin. C’est le cadre numérique idéal pour
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montrer les forces du modele de Cahn-Hilliard (et son couplage avec Navier-Stokes) qui est
peu utilisé en comparaison aux modeles VOF et LS. Ceci justifie qu’on s’y intéresse, d’autant
plus que la littérature scientifique présente de nombreuses variations au modele, que ce soit
dans les termes ajoutés dans la conservation de quantité de mouvement, I’équation du champ

de phase ou celle du potentiel chimique, sans validation claire de leur performance respective.

Ces éléments ayant été présentés, il reste a définir clairement les objectifs de ce mémoire et

la méthodologie, qui seront 1’objet de la partie suivante.



36

CHAPITRE 3 OBJECTIF ET ORGANISATION

3.1 Objectif du travail de recherche

A la lumiére des éléments de la revue de littérature, I'objectif de ce mémoire est de développer
un modele de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes afin de simuler des écoulements polyphasiques. Le
but est double : prendre un main un modele peu utilisé et vérifier qu’il est capable de produire
des résultats conformes a la théorie ou qui concordent avec des résultats numériques établis,
d’une part. D’autre part, le but est d’identifier les forces et faiblesses du modele, autant sur
des cas de benchmark que sur un exemple plus conséquent. Ainsi, I'objectif de ce travail de

recherche est le suivant :
Développer, implémenter et étalonner un modeéle de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes
pour la simulation d’écoulements polyphasiques
Le travail est divisé en trois sous-objectifs :
— S.0 1 : Implémenter le modele de Cahn-Hilliard
1. Développer un solveur Cahn-Hilliard.
2. Intégrer le systeme d’équations choisi a ’architecture logicielle.
3. Vérifier I'implémentation et la convergence des équations.
— S.0 2 : Coupler les équations de Cahn-Hilliard aux équations de Navier-Stokes
1. Etablir les équations de couplage.
2. Mettre en relation les deux solveurs.
— S.0 3 : Vérifier et étalonner le modele Cahn-Hilliard-Navier-Stokes

1. Simuler des cas classiques et comparer les résultats obtenus a une autre méthode
de résolution d’écoulements polyphasiques.

2. Simuler un probléme industriel : le décollement de bulle en flux de cisaillement.

3. A partir des cas traités : diagnostiquer le modele et conclure sur ses forces, ses

faiblesses et ses particularités.

3.2 Organisation du mémoire

Le sous-objectif S.O 1 sera traité dans le chapitre 5 de ce mémoire, notamment la forme

faible et la résolution du systeme subséquent seront présentés dans la section 5.1. Puis la
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vérification (S.O 1.3) par la méthode des solutions manufacturées suivra dans 5.3. Les sous-
objectifs S.0O 2 et S.O 3 seront traités dans le chapitre 6 ot on expliquera d’abord la stratégie
de couplage entre les deux systemes d’équation avant de passer en revue les cas de benchmark
simulés. Une attention particuliere sera consacrée a ’exemple du sous-sous-objectif S.O 3.2,.
On procédera a une analyse de convergence de maillage puis a un balayage paramétrique pour

que notre étude soit la plus complete possible.
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CHAPITRE 4 METHODOLOGIE

Tous les codes ayant été écrits dans ce mémoire ont été écrits dans le logiciel Lethe [15].

Lethe est un logiciel en source ouverte (open-source) de mécanique des fluides numérique
parallele basé sur les méthodes de communication Message Passing Interface (MPI) [56],
utilisant la méthode des éléments finis. Le logiciel est aussi capable de coupler d’autres
physiques au solveur de mécanique des fluides pour prendre en compte des effets thermiques,
des traceurs ou des phases différentes. En outre, les propriétés physiques (masse volumique,
viscosité, capacité thermique, etc.) peuvent dépendre des champs résolus. Lethe est écrit en
C++, et est basé sur trois librairies écrites dans le méme langage que sont deal.II [57],
Trilinos [58] et p4est [59]. deal.II est une librairie open-source implémentant la méthode
des éléments finis et permettant la génération de maillages de formes variées en 2D et 3D.
Toutes les fonctionnalités nécessaires a 'implémentation des éléments finis y sont présentes,
on peut ainsi définir les types d’éléments finis voulus, itérer facilement sur les cellules des
maillages et accéder aux valeurs des champs pour 'assemblage des matrices. deal.II est
également dotée d'une fonctionnalité d’adaptation de maillage basée sur I'estimateur de Kelly
[53], qui permet de résoudre plus précisément les zones d’intérét. Cela permet de concentrer
les efforts de calcul la ou ils sont nécessaires, et donc de gagner en performance. Une fois les
systemes linéaires assemblés, la résolution numérique se fait par des méthodes directes ou
itératives qui sont implémentées dans la librairie Trilinos. Cette librairie est spécialisée dans
I’algebre linéaire des matrices creuses qui constituent la grande majorité des systemes linéaires
que 'on résout. La derniere librairie p4est permet la répartition des maillages sur plusieurs
processeurs en méme temps grace au stockage du domaine numérique dans des structures de
quadtrees et d’octreees. Ainsi, il est possible de lancer des simulations en parallele, sur des
machines personnelles ou des clusters de calcul, ce qui implique des gains de performances

conséquents.

Au ceeeur de Lethe se trouve le solveur Navier-Stokes. Le systeme d’équation est linéarisé
par la méthode de Newton et le systeme linéaire obtenu est résolu par la méthode GMRES.
On s’intéresse particulierement a la maniere dont on écrit un couplage entre deux physiques
dans Lethe. Deux approches sont possibles. La premiere méthode est de résoudre le systeme
d’équations couplée d'un coup, ce qu’on appelle une méthode monolithique. On y préfere une
seconde méthode qui consiste a résoudre a chaque pas de temps une physique apres l'autre
qui est plus simple d’implémentation et plus facile a paramétrer. Il suffit en effet d’étre

capable de résoudre chaque physique indépendamment : Cahn-Hilliard d’une part et Navier-
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Stokes d’autre. Dans notre cas, on résout a chaque pas de temps le systeme de Cahn-Hilliard
d’abord pour obtenir les valeurs du champ de phase et du potentiel chimique. On en déduit
ensuite les valeurs des propriétés physiques (viscosité et masse volumique) qui dépendent
du champ de phase et les forces (tension de surface et flux relatif diffusif). Ces grandeurs
sont, ensuites injectées dans un solveur de Navier-Stokes par le moyen d’une interface C++
appelée Multiphysics qui fait le lien entre Navier-Stokes et toutes les autres physiques
présentes dans le probleme et que l'utilisateur aura spécifiées. On en déduit les valeurs de
vitesse et de pression dans l’espace. Puis au pas de temps suivant, on résout Cahn-Hilliard
en connaissant le champ de vitesse et ainsi de suite. Pour le premier pas de temps, tous les
champs sont initialisés, ce qui donne la valeur de la vitesse pour la premiere résolution de
Cahn-Hilliard.

Une fois la simulation terminée, on peut obtenir des valeurs directement post-traitées pendant
la simulation et regroupées dans des tables. Des fichiers au format .vtu, .pvtu et .pvd
sont égalements créés a une fréquence fixe pendant la simulation. Ils sont utiles pour la

visualisation, en utilisant le logiciel open-source Paraview [60].
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CHAPITRE 5 MODELE DE CAHN-HILLIARD

Dans cette partie, on se propose d’implémenter les équations de Cahn-Hilliard et de les ap-
pliquer a des cas permettant de montrer le type de probleme qu’elles permettent de résoudre.
Tout d’abord, on rappelle les équations a partir desquelles on écrit la formulation faible
du probleme. Cela comprend la discrétisation de la dérivée temporelle et la résolution du
probléme non-linéaire. On traite ensuite du paramétrage des parametres du systéme. Pour
vérifier I'implémentation du code, on effectue une méthode des solutions manufacturées suivie

d’un cas test de décomposition spinodale d’'une mixture de fluides.

5.1 Rappel des équations

Dans cette partie, on s’attaque a la résolution du systéeme d’équations de Cahn-Hilliard sur
un domaine €2 de frontiere I'. On considere que la mobilité est une fonction constante telle
que M(¢) = D.

% tu-Vé=V-(DVp) surQ
77_/\(&57;@+)‘V2¢:0 sur 2
Vo -n=ny(p,Vo,x,t) sur Ly,

(5.1)
Vn-n=0 surl),,

p=g(x,t) surlyq

n=h(x,t) surl)4

oul'y, et I'; 4 sont les frontiéres ot I'on applique respectivement une condition de Neumann
et une condition de Dirichlet sur la variable z (¢ ou 7). Ces frontieres sont définies telles que
ypnUlpg=TetIl,,NIy4s= . On précisera ces conditions selon les exemples étudiés en
notant néanmoins que 'on prend toujours une condition de flux nul pour 7. Pour ny, trois

options seront considérées dans la suite :

0 (flux-nul)
ng = —|V¢|cos(a.) (condition d’angle de contact de valeur ) (5.2)

libre, donc V¢ - n est une inconnue du probleme

On précise ce que signifie la condition libre : dans certains problémes, on ne connait pas a

priori I'angle de contact entre la surface et le liquide, c’est le cas dans I'exemple de rupture
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de digue du chapitre suivant. Dans cet exemple, du liquide glisse sur une surface et imposer
un angle de contact pourrait ralentir artificiellement son glissement. Ainsi, en laissant la
condition libre, la solution du systeme est celle qui minimise le plus ’énergie libre, il peut

s’agir d'un angle de contact arbitraire entre 0° et 180°.

On précisera pour chaque probléeme quelles conditions aux frontiere sont utilisées. Dans la

suite, on considérera une condition de flux-nul pour simplifier les calculs présentés.

5.2 Résolution numérique des équations

Dans cette partie, on va suivre la progression présentée dans la section 2.7 afin de résoudre le
systeme d’équations de Cahn-Hilliard. Quelques adaptations seront nécessaires car on résout
pour deux variables plutot qu’une. On évoquera a la fin la question des parameétres physico-
numériques € et D pour savoir quelles valeurs leur donner selon le type de probleme rencontré

et leur influence sur le probleme.

5.2.1 Formulation faible du probleme

Ecrivons tout d’abord la forme faible du probléme. Pour cela, on définit Q un systéme phy-
sique de frontiere I'. On note H'(Q) x [0, 7] = {u € L*(Q) x [0,T], [o(v/)?dQ < oo} ot H'(Q)
est tel qu'introduit dans la revue de littérature. On multiplie cet ensemble par l'intervalle
[0, 7] pour montrer que les fonctions dépendent du temps ¢t € [0, 7]. On consideére un couple
de fonctions test a et 3 appartenant a H'() x [0, T associées respectivement & ¢ et . On

multiplie les équations par leur fonction test, puis on integre sur €2 :

Aa(%f+u-V¢—V-(DVn)>dQ:O (5.3)
/Q 3 (n _ A(d’;@ - )\V2¢> dQ =0 (5.4)

On integre par partie les dérivées d’ordre 2 puis on utilise le théoreme de la divergence pour
faire apparaitre les conditions aux frontieres, que ’on décompose selon les conditions aux

frontiére de Dirichlet et de Neumann :

/Qa<8¢+u-v¢>dﬂ—/DVoz-V77d9+/ DaVn-ndF+/ DaVn-ndl'=0 (5.5)
n,d

ot
/ Bn— A — %) ¢ ¢ a0 — / V- AVGQ + / AV -ndl + [ aAVé-ndl =0 (5.6)

Lg,a
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Puisque I'on connait la valeur de ¢ et n la ou on applique les conditions de Dirichlet, il n’y a
pas besoin de les tester, donc les fonctions tests sont nulles sur I'y 4 et I';, 4. De plus, on prend
des conditions de flux-nul & la frontiere I'y, ,, (n, = 0). Ainsi, les équations du probleme faible

s’écrivent comme suit :

/Qa<8¢—|—u~v¢>dﬂ—/DVoz-V77dQ—0 (5.7)

0
(¢¢

/ Bn— A —Pgq - / Vi AV = 0 (5.8)

5.2.2 Discrétisation du probléme

On utilise la méthode de Galerkine pour la discrétisation ce qui implique que les fonctions
test correspondent aux fonctions d’interpolation «; et 3;, chacune étant associée a un degré
de liberté. Puisque le systeme d’équations comporte deux variables, il y aura des degrés de
liberté associés au champ de phase et au potentiel chimique. On utilise une astuce numérique
pour reformuler le probléeme a deux équations en une seule qui consiste a ce que les fonctions
d’interpolation valent 0 si le degré de liberté ne concerne pas la variable a laquelle elles sont

rattachées. Concretement, cela permet d’écrire les deux équations en une seule, comme suit :

¢
/Qaz- <8t+u-V¢>dQ—/§2DVozi-VndQ

+ / Bin — BiA (¢3 0 =9 yq / Vi - AVedQ = 0 (5.9)

5.2.3 Résolution du probleme transitoire et non-linéaire

On résout d’abord le probleme transitoire, les notations sont les mémes qu’employées dans

la sous-section 2.7.2 traitant des problémes transitoires. Le probleme s’écrit :

p
/Qa/i (’YOQSR-H + 27i¢n+1_i +u- v¢n+1> do — /QDvaz . Vn"“dQ
i=1

+/ BinnJrl . ﬁi)\((gbn+1)3 — ¢n+1)dQ _/ vﬁz . )\v(anrldQ =0 (510)
Q Q

e2

On note que vy = 1, ce qui simplifie 1égerement 1’écriture. Dans cette équation, les inconnues
sont les variables portant ’exposant n + 1, toutes les autres sont connues graces aux itéra-
tions précédentes. On peut connaitre la toute premiere itération car on connait les champs
au temps t = tg, grace aux conditions initiales. On remarque de plus que le potentiel chi-

mique a l'itération temporelle n+ 1 ne dépend pas des valeurs précédentes de potentiel, mais
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uniquement de la valeur de ¢. Ceci signifie que I'information du potentiel chimique est mise
a jour sans déphasage sur tout le domaine, en se basant uniquement sur les valeurs du champ

de phase. Il y a une propagation instantanée de I'information.

On résout maintenant le systéeme non-linéaire, pour cela on écrit R, le terme a la i-eme

ligne du résiduel a la k-ieme itération de la méthode de Newton :

Rn-‘rl /Q <¢n+1 + Z,ngbn—i-l 7 +u- vgbn—f—l) dQ / DVO[Z Vnn+1dQ

n+1 n+1
+/ /82 n+l 7, ((¢k+ ) 2_ ¢k+ dQ_/QV5Z/\V¢Z+1dQ (511>

3

et jf“ le terme de la i-éme ligne, j-eme colonne au n + 1-éme pas de temps a la k-éme

itération de Newton de la matrice jacobienne du systeme :

jﬁfl :/QOZi (aj +u-Va;)dQ — /QDV%' -V 3;dQ

+ /Q BiBj — Bida <3(¢Z+512>2 — 1)dQ - /QV@ - AVa,;dQ (5.12)

ou l'on a utilisé les formes discrétisées de ¢ et n :
ORSROSES Z¢jaj (5.13)

J
A=) (5.14)

J

On a conservé 'exposant n + 1 pour garder a 'esprit que les itérations de la méthode de
Newton permettent de résoudre le systeme non-linéaire qui se pose a chaque pas de temps.
Les notations étant assez lourdes, il est facile de se perdre dans ce que l'on doit calculer. On
rappelle donc qu’a chaque itération de Newton, on calcule le vecteur de correction 6x* =
(5¢lg Ok ok - .5777’§> en résolvant le systéme J(x*)6x* = —R(x*) pour ensuite I'ajouter
au précédent vecteur de solution : x*+1
jusqu’a ce que la correction apportée soit suffisamment petite pour estimer que la solution
est satisfaisante. On note que chaque ligne de x; correspond a la valeur de ¢ (ou 1) au noeud

du maillage correspondant.

= xFoxF o XMt = (g + 00k -+ ok + 0kl + o+

0+ ont)
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5.2.4 Paramétrage de ¢ et D
Problémes inhérents aux équations de Cahn-Hilliard

Il a été montré précédemment que les équations de Cahn-Hilliard conservaient la masse glo-
balement selon ’équation (2.45). Cependant, cela n’implique pas que la masse soit conservée
localement si I'interface qui sépare les fluides n’est pas suffisamment fine. Ceci signifie qu'une

des phases pourrait perdre de la masse en diffusant dans ’autre.

Un exemple frappant est le rétrécissement spontané d’une bulle (ou d’une gouttelette) décrit
dans article éponyme de Yue et al. [61]. Essentiellement, si 'on considére une goutte de
fluide 1 plongée dans un autre fluide 0, alors les équations de Cahn-Hilliard permettent a la
phase 1 de diffuser entierement dans la phase 0 si cela permet de minimiser 1’énergie libre du
systeme. Ceci est «parfaitement acceptable dans le contexte de Cahn-Hilliard mais violerait
la conservation de la masse de la gouttelette dans le contexte physique» comme affirmé dans
ce méme article. On a reproduit ce phénomene en considérant un systeéme constitué d’une
petite bulle d’un fluide (fluide 1) entouré d’un autre fluide (fluide 0) que I'on a simulé sur
un intervalle de temps de 1s. La Figure 5.1 représente ces résultats. On rappelle ci-dessous
les définitions des différentes énergies, qui ont ici la dimension de 'inverse d’une longueur au
carré.

(1-¢?)?

4¢?

— Energie interfaciale : 3|V¢|?

— Energie de volume :

— Energie totale : Energie de volume + Energie interfaciale
Méme si ces termes ne sont pas homogenes a des énergies, ils permettent une étude qualitative
des phénomenes. On note que pour le moment, on ne résout que le systeme de Cahn-Hilliard,
aussi on ne se soucie pas des propriétés physiques de chaque fluide, a I’exception de la tension
de surface, fixée arbitrairement & 1 N.m~'. Comme on le voit, la présence de I'interface est
désavantageuse d’un point de vue énergétique, ce qui provoque sa disparition. Le mécanisme
de transfert d’énergie est un transport diffusif de matiere d’une fluide a I’autre. Heureusement,
ce phénomene peut étre limité par un choix adéquat des parametres du systeme, a savoir ¢,

et la coeflicient de mobilité D.

Paramétrage de ¢

Comme on I’a vu dans la revue de littérature dans I’équation (2.37), le parameétre € est relié
a I’épaisseur de l'interface entre les deux phases. Lorsque 'on résout un probléme numérique,
on choisit le niveau de raffinement du maillage que l'on utilise, ainsi ’on voudrait que ¢ soit

proportionnel d'une certaine maniere a la taille caractéristique d’une cellule du maillage, que
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FIGURE 5.1 Rétrécissement d'une bulle (orange) par diffusion dans le fluide environnant
(bleu), représenté a plusieurs temps et comparaison des différents états de la bulle avec
I’énergie libre totale du systéme. L’énergie libre totale a diminué entre le début et la fin de
la simulation, ce qui est acceptable du point de vue énergétique mais inacceptable du point
de vue de la conservation locale de la masse.

I’on note h dans toute la suite de ce mémoire. En effet, si 'on raffine le maillage, on s’attend
a ce que l'interface soit plus fine. On ne sait cependant pas a priori quelle doit étre la relation

entre € et h, si ce n’est € o< h.

Afin de tirer des conclusions pouvant étre appliquées a différents problemes, on introduit le
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nombre de Cahn, noté Cn. Il s’agit d’'un nombre sans dimension et définit comme :

Cn = % (5.15)

ou [ est la plus petite longueur d’intérét du systeme étudié selon 'interprétation de Yue et
al. [61]. Afin que les problemes soient correctement résolus, la condition Cn < 1, et plus
précisément Cn < 0.01, est suffisante en général, d’apres les mémes auteurs. En outre, Liu

et al. [62] donnent une limite inférieure aux valeurs de € possibles :

3 3

IN

9

pour un probleme 2D (5.16)

h < e pour un probléeme 3D (5.17)

Dans la suite, si I’on considere des maillages uniformes, alors on prendra ¢ = Dj, ou Dy, est
le diametre du cercle circonscrit a une cellule du maillage. En 2D, on a alors € = v/2h et en

3D, & = v/3h. Ainsi le critére est respecté pour toutes nos simulations.

L’épaisseur d’interface est aussi intimement reliée au probleme de rétrécissement constaté
dans la section précédente. Pour les relier, on introduit la notion de rayon critique, noté
rc, telle que définie par Yue et al. [61] dans le contexte du rétrécissement d’une bulle, mais
dont les implications se généralisent a des cas non-sphériques. Les bulles dont le rayon est
inférieur a ro seront invariablement vouées a disparaitre en diffusant dans 'autre fluide. La
rayon critique s’exprime ainsi :

(ng) V8 en 2D

rc = (518)

(%V&)l/4 en 3D
ou V désigne le volume total du systeme. On veut donc que r¢ soit le plus petit possible pour
éviter toute diffusion non-physique d’une phase dans une autre. Cette tache est néanmoins
ardue a cause des puissances 1/3 et 1/4, ainsi, méme si I’on diminue epsilon significativement.
le rayon critique ne sera pas tant affecté. Si I'on divise € par 100, le rayon critique ne sera
divisé que par 4.6 en 2D et 3.16 en 3D. Il faut donc s’assurer que I'écart de taille entre le

systéme entier et la bulle (ou le fluide d’intérét) ne soit pas démesuré.

Paramétrage du coefficient de mobilité (D)

Le coefficient de mobilité est relié a I’échelle de temps du systeme de Cahn-Hilliard. Plus D

est grand, plus le systéme évoluera rapidement vers son état d’équilibre (voir (2.34)). Mais
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I’état d’équilibre des équations de Cahn-Hilliard est justement ce que 'on veut éviter pour
s’assurer de la conservation de la masse dans nos simulations. On a vu précédemment que
le rayon critique donnait une échelle au dessous de laquelle il n’est pas possible de faire des
simulations sans que les phases d’intérét ne disparaissent. Cette limite peut-étre contournée en
considérant I’échelle de temps du probleme que 1’on souhaite résoudre. En effet, le processus
de rétrécissement par diffusion n’est pas immeédiat, et il est possible de controler le temps
qu’il prend. Ainsi, on peut faire en sorte que le temps simulé soit tres petit devant le temps
caractéristique de diffusion et minimiser la perte de masse. La encore, Yue et al. [61] donnent

une échelle de temps caractéristique qu’ils notent ¢, dont I’expression est :

roAre
ta, = 100 OD

(5.19)

o

ou 1o est le rayon initial de la bulle, dr est la variation (négative) de rayon de la bulle
pendant le temps g, o le coefficient de tension de surface et D le coefficient de mobilité. Si
I’on connait le temps de simulation de notre probleme, noté t;,,, alors une bonne pratique est

de prendre tg, < tg,, S0it tem < 10tg,. Idéalement Ar devrait étre le plus petit possible, une

o
100°

du rayon au cours de la simulation. ¢, ry et ¢ sont des données du probleme, ainsi il ne reste

implémentation raisonnable est de prendre Ar = donc n’admettre que 1% de variation

qu’a inverser la relation pour déterminer le coefficient de mobilité :

2
ro€

D=0
1Ot5im0

(5.20)
Si l'on revient a la simulation présentée au dessus (Figure 5.1), le temps de rétrécissement
caractéristique est d’environ une seconde. Ainsi, si on lance la méme simulation avec un
coefficient de mobilité 100 fois plus petit, on observe en effet (Figure 5.2) que la bulle a tres
peu diffusé dans le fluide environnant et que 1’énergie libre du systeme décroit toujours, mais

a un rythme beaucoup plus modéré que dans le cas précédent.

Pour les systemes physiques pour lesquels la diffusion d’une phase dans ’autre n’est pas un
probléme, si les phases sont en proportions similaires par exemple, Jacqmin [63] propose que
le coefficient de mobilité soit relié a 'interface comme suit : D o< €™ ou n € [1,2]. Ceci donne
un ordre de grandeur du coefficient de mobilité, mais pas de valeur précise a fixer selon le

probléme rencontré. Ainsi il faut souvent tatonner pour trouver la bonne valeur de mobilité.

On note que les paramétrages dérivés précédemment ne sont pas valables si 'interface se
déplace a une vitesse importante. Un tel cas sera rencontré dans ’exemple de décollement
de bulle présenté au chapitre suivant. Le paramétrage spécifique au probleme sera expliqué

dans l'introduction de ’exemple.
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FIGURE 5.2 Simulation du rétrécissement d’une bulle (fluide 1 en orange) par diffusion dans
le fluide environnant (fluide 0 en bleu), représenté a plusieurs temps et comparaison des
différents états de la bulle avec 1'énergie libre totale du systéeme. En divisant le coefficient
de mobilité par 100, on ralentit considérablement la diffusion de la bulle, sans pour autant
I’arréter puisque 1’énergie totale décroit.

5.3 Vérification : méthode des solutions manufacturées

Lorsque 'on souhaite simuler un probleme physique, le point de départ est un ensemble
d’équations dotées de termes sources avec certaines conditions aux frontieres. On regarde
ensuite la solution trouvée et on tire des conclusions. Mais comment savoir si la solution
trouvée est la bonne? En espérant que le modele simulé est fidele a la réalité, les erreurs

restantes peuvent provenir d’erreurs de discrétisation et d’erreurs de programmation dans
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I'implémentation du modele . L’objectif de cette partie est précisément de vérifier qu’il n’y a
pas eu d’erreur dans 'implémentation, en employant la Méthode des Solutions Manufacturées
(MSM) (voir chapitre 1.5 de la référence [17]).

Cette fois-ci, on imagine une solution fictive (en général un produit de fonctions suffisam-
ment continues, par exemple sinus et cosinus) que 'on injecte dans le systéme d’équations
dont on souhaite vérifier I'implémentation. Cette premiere étape permet d’obtenir les termes
sources et les conditions aux frontieres. Ensuite, on lance une simulation avec comme seule
information les termes sources et les conditions aux frontieres précédemment déterminées. Fi-
nalement, on compare la solution numérique obtenue a la solution analytique en faisant varier
la discrétisation employée. Ceci permet de vérifier que les schémas implémentés convergent
bien aux ordres théoriques prévus et que le code est capable de retrouver des solutions ar-
tificielles uniquement a ’aide de termes sources et de conditions aux frontieres. Cette étape
ne permet pas de valider le modele puisque 'on a jamais comparé des résultats numériques

a des résultats issus de ’expérience, mais au moins de vérifier le code et son implémentation.

On ne s’intéresse qu’a une solution stationnaire du champ de phase car le potentiel chimique
est entierement déterminé par la forme du champ de phase. Soit Q@ = [—1,1] x [-1,1] le

domaine de calcul 2D ¢prpr5 la solution manufacturée sur €2 :
dvms(z,y) = sin(mx) sin(my) (5.21)

On injecte cette forme dans 1’équation du potentiel chimique :
A -3 : 3 . . 2/ . .
n — — (sin”(wz) sin®(7y) — sin(7x) sin(7y)) + AV (sin(7z) sin(7y)) = Spms(,y)  (5.22)
€

ol Spums(T,y) est le terme source que 1'on cherche a déterminer. Pour simplifier, on prend

e=1et o =1. Ainsi, A = % Apres calcul, on obtient :

3

Smms<x) y) = ﬁ

((sin(ﬂx) sin(ry) — sin®(7x) sin®(7y)) — 27 sin(7x) sin(wy)) (5.23)

On lance les simulations en utilisant des polynomes d’interpolation de degré d =1, d = 2 et
d = 3 puis, pour étudier la convergence, on calcule I'erreur L? entre la solution numérique et
la solution manufacturée pour des Az décroissants. On s’attend a un ordre de convergence,
noté p, tel que p = 1+ d. On obtient alors les graphiques d’erreur représentés a la Figure 5.3.
Les traits pointillés représentent les pentes d’erreur théoriques et les erreurs calculées sont
les marqueurs. On donne le calcul de la pente des courbes en pointillé, en notant e I'erreur.

Puisqu’on sera amené a faire des simulations 3D, on peut considérer un nouveau domaine {2 =
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rique de convergence (en pointillés) montre que le schéma numérique converge aux ordres
souhaités.
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souhaités.
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[—1, 1] x[—1, 1] x[—1, 1] avec la solution manufacturée ¢,,ms(x,y, z) = sin(wz) sin(mwy) sin(rz).
En suivant les méme étapes que pour la MSM 2D, on obtient les graphiques d’erreur (Figure

5.4) qui montrent que I'on converge aussi bien en 2D qu’en 3D.

5.4 Décomposition spinodale

La décomposition spinodale est un mécanisme physique par lequel une phase thermodyna-
mique seule se sépare spontanément en deuz phases distinctes (traduit de [64]). Ce phénomene
apparait par exemple lors du refroidissement d’'une mixture liquide de métaux : en dessous
d’une certaine température, il est plus favorable (énergétiquement parlant) que les phases
constituant la mixture se séparent. On observe alors la formation de zone riches d'un certain
métal et pauvre de 'autre qui tendent a se rassembler a long terme, pour ne donner que deux
zones distinctes chacune riche d'un métal. Cette simulation vise vérifier que le modele qui a
été crée pour décrire la décomposition spinodale est capable de simuler adéquatement ledit

phénomene.

On considere un domaine carré 2D Q = [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5] dans lequel on considere une
mixture extrémement hétérogene de fluides. Pour obtenir cet aspect hétérogene du mélange,
on initialise le champ de phase comme suit : ¢o(x,y) = 2a — 1 ou a suit une loi uniforme
sur Uintervalle [0, 1], ce qui assure que ¢q est bien a valeurs dans [—1,1]. On considére un
coefficient de mobilité D = 10 m3s.kg™", un coefficient de tension de surface o = 10 N.m ™.
On raffine uniformément 7 fois le domaine, ce qui donne un pas d’espace Az = 3.91-1072 m.
Pour cette taille de maillage, on obtient une épaisseur d’interface ¢ = 5.52-1072 m. Le temps
de simulation considéré est t; = 1073 s, on prend un pas de temps At = 5-107% s et on prend

un schéma en temps d’ordre 2 (bdf2).

On représente les valeurs du champ de phase au cours du temps a la Figure 5.5. Un filtre Warp
by scalar a été appliqué pour mieux visualiser la séparation des phases. La décomposition est
tres rapide au début de la simulation et ralentit petit a petit car les différences de potentiel
chimique, qui animent le mouvement des phases, décroissent avec le temps. Ceci est cohérent
avec ’évolution de I’énergie du systeme pendant la simulation, représentée a la Figure 5.6. En
ne tenant pas compte du premier point qui est dii a 'initialisation, on voit que toute 1’énergie
du systeme est de I’énergie interfaciale qui décroit progressivement tandis que ’énergie de
volume augmente. Cette évolution correspond a la formation de zones distinctes riches en

phase 1 ou 0.

Les équations de Cahn-Hilliard seules sont intéressantes, mais leur application est limitée a

des cas simples ou trop éloignés des problemes d’écoulements polyphasiques que ’on souhaite
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FIGURE 5.6 Evolution des énergies du systéme au cours du temps. On observe une forte
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simuler. Aussi apres avoir montré que le solveur Cahn-Hilliard était bien implémenté grace a
la méthode des solutions manufacturées et qu’il permettait d’obtenir des résultats qualitati-
vement satisfaisant sur un probléeme typique, il est temps de coupler le systeme d’équations

avec les équations de Navier-Stokes, et de faire nos premieres simulations couplées !
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CHAPITRE 6 MODELE DE CAHN-HILLIARD-NAVIER-STOKES

Dans cette partie, on se propose d’implémenter le couplage entre les équations de Cahn-
Hilliard et les équations de Navier-Stokes puis de les tester sur différents cas de benchmark.
On rappellera d’abord les équations avant d’écrire leur forme faible. Suivront ensuite les
nombreux cas tests simulés pour vérifier les performances du solveur. Finalement, un cas
industriel sera simulé au complet pour lequel on procédera a un balayage paramétrique sur

des propriétés physiques d’intérét qui sera précédé d'une analyse de convergence de maillage.

6.1 Rappel des équations

Dans cette partie, on rappelle le systeme d’équations couplé de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes
sur un domaine €2 de frontiere I'. On considére un écoulement incompressible, sans considérer

les conditions aux frontieres, les équations s’écrivent :

p(¢) (22 + (u-V)u) + (252 M(¢)Vn- V)u— V- (u(¢) (Vu)) + Vp—nVé =0 sur Q
V-u=0 sur{

% +u-Vo—V-(DVp) =0 surQ

n— A LAV2E =0 sur Q

(6.1)
ol p a été défini dans la revue de littérature, a la sous-section 2.6.1. Les propriétés physiques

p(@) et u(¢) sont déterminées comme suit :

1+ 1-9¢

p(9) 5P+ 5 (6.2)
1+ ¢ 1—0¢
(o) = fio + o (6.3)
2 2
Ainsi, si ¢ = 1, alors on se trouve dans le fluide 0 et si ¢ = —1, alors on se trouve dans le

fluide 1.

Les conditions aux frontieres ayant déja été évoquées pour les équations de Cahn-Hilliard
dans la section précédente, on ne décrit que les conditions aux frontieres des équations de

Navier-Stokes.

— Condition do nothing : on impose rien de spécifique a la paroi, ce qui revient a prendre
une contrainte nulle : y(¢)Vu-n—pl-n =20

— Condition de non-glissement (no-slip) : la différence de vitesse entre le fluide et la
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paroi est nulle. En général, la paroi de se déplace pas, cela impose donc une vitesse
nulle a la paroi.

— Champ de vitesse imposé : on peut imposer un champ de vitesse dépendant de I'espace
a une paroi, ce qui est utile pour créer des entrées de fluide par exemple.

— Condition de glissement (slip) : la composante normale de la vitesse par rapport a la
paroi est nulle : u-n = 0. La composante tangentielle est laissée libre.

— Condition de sortie (outlet) : cette condition a été introduite par Arndt et al. [65]. Elle
permet de laisser du fluide sortir du domaine tout en empéchant sa ré-entrée avec un

terme de pénalisation. Formellement, la condition est :

pu(¢)Vu-n—pl-n— fmin(0,u-n)u=0 (6.4)

6.2 Résolution numérique des équations

6.2.1 Stratégie de couplage

Pour résoudre le systéme d’équations (6.1), on pourrait faire comme dans le chapitre précé-
dent et résoudre le systeme d’équations d’un coup et mettre en place un solveur monolithique.
On va cependant mettre en place une stratégie de couplage différent pour profiter de la struc-
ture de Lethe qui est centrée sur la résolution des équations de Navier-Stokes. Plutot que de
résoudre le systeme d’équation entier et déterminer les inconnues de vitesse u, pression p,
champ de phase ¢ et potentiel chimique 7, on scinde le systeme en deux. On initialise tout
d’abord tous les champs puis on résout les équations de Cahn-Hilliard pour déterminer ¢ et
n en utilisant la valeur initiale du champ de vitesse dans le terme d’advection. Ensuite, on
résout les équations de Navier-Stokes en tenant compte des termes de tension de surface, de
flux relatif diffusif et de la dépendance des propriétés physiques au champ de phase, grace
aux valeurs précédemment déterminées. Ceci nous donne les champs de pression et de vitesse

qui sont ensuite injectés dans le systeme de Cahn-Hilliard, que I'on résout, et ainsi de suite.

On résout chaque systéme indépendamment en utilisant la méthode des éléments finis. La
forme faible des équations de Cahn-Hilliard a déja été écrite dans le chapitre précédent, ainsi

on ne présente que la résolution des équations de Navier-Stokes dans la suite de cette section.

6.2.2 Formulation faible du probleme

La vitesse est vectorielle, cela revient a résoudre les équations de Navier-Stokes pour quatre
champs scalaires différents (en 3D, et seulement trois champ scalaires en 2D), trois pour les

composantes de la vitesse et une pour le champ de pression. Pour I’écriture de la forme faible,
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on considere v € (H'(Q) x [0,T])® et ¢ € L*(Q2) x [0,T] les fonctions test respectivement
associées a la vitesse et a la pression. On prend le produit scalaire de ’équation de la quantité
de mouvement par v, qui est un vecteur, et on multiplie la conservation de la masse par ¢,

puis on integre sur 2 :

/QV' <p(¢) @‘; + (u-V)u+fv> + <p0;p1M(gb)Vn> -Vu> dQ

+ [ V(=Y (u(6) (Vu) + Vh = 1V6) 42 = 0 (6.5)

/QqV-udQ:O (6.6)

On integre par partie les termes de pression et de viscosité :

/Qv. (,0((]5) (g‘; +(u-Vu+ fv) + (p“ g le(cb)Vﬁ) . Vu — nw) a0
+ /Q vv: (u(9) (Vu + VuT)) - V- vdQ = 0 (6.7)
/qu-udsz:o (6.8)

ou l'on a supposé qu’il n’y avait pas de conditions aux frontieres spécifiques appliquées sur

I'. C’est a dire que 1'on prend :

/F v+ (p(¢)Vu +1p) - ndl =0 (6.9)

6.2.3 Résolution du probleme

Dans cette partie, on suit les mémes étapes que dans les parties 5.2.2 et 5.2.3, seuls la forme

des équations difféere. Ainsi, on écrit directement le résiduel ;
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p .
Rk = /Q Vi (p(¢n+1) (7011’,3“ + DT (g V)up o+ fy - 77"“V¢”+1>>

=1

(6.10)

+ /sz i ((po ; le(¢n+1)vnn+l> . VUZ+1> do

+ /Q i (") (V™) T)) = ppV v+ ¢V - uptdQ (6.11)

ot les ¢! et n™*! sont connus car on a résolu le systéme d’équations de Cahn-Hilliard
auparavant. De plus, 79 = 1, ce qui simplifie 1égerement I’écriture. On écrit ensuite la matrice

jacobienne (on note qu’on ne différencie que par rapport a uet p ) :

Tyt = [ vie (p(@™) (vi+ (@i - V)v; + (v; - Vi) (6.12)
+/QVZ-- ((po o) le(cb”“)V??”H) -ij> g2
+ /Q vv!: (/L((Z)"“) (VVJT)) — ¢V v+ ¢V -v;dQ (6.13)

ou l'on a utilisé les formes discrétisées de u et p :

ur Dy uv; (6.14)
J

J

6.2.4 Stabilisation des équations de Navier-Stokes

La résolution des équations de Navier-Stokes nécessite des méthodes de stabilisation afin de
pallier deux problemes indésirables rencontrés en appliquant la méthode de Galerkine. Tout
d’abord, la condition inf-sup LBB contraint d’utiliser des éléments qui sont LBB-conformes.
Dans notre cas, cela impose un degré d’interpolation de vitesse strictement plus élevé que
le degré d’interpolation de la pression, ce qui n’est pas idéal car plus cotiteux en calcul. De
plus, pour des problemes dominés par I’advection, le systéme linéaire devient mal posé, ce qui
engendre des oscillations numériques non-physiques. Pour relaxer la contrainte LBB et réduire
les oscilations, on introduit deux termes de stabilisation, basés sur la stabilisation Streamline-

Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) et Pressure-Stabilizing Petrov-Galerkin (PSPG) [66].
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6.3 Simulation de cas classiques

Dans cette partie, on teste étape par étape les performances du solveur Cahn-Hilliard-Navier-
Stokes dont on a détaillé 'implémentation dans la partie précédente. L’idée de cette partie est
de résoudre des problemes de benchmark classiques qui permettent d’isoler des mécanismes
physiques essentiels. Il faut que ces mécanismes physiques soient reproduits fidelement pour
que les résultats des simulations pour des cas plus complexes soient dignes de confiance. Ce
processus itératif commence doucement, on cherchera d’abord a savoir si ’on peut retrouver
le saut de pression dans une bulle décrit par la loi de Laplace, ensuite on testera un cas en
présence d'un champ gravitationnel, pour une interface simple d’abord puis plus complexe
en simulant d’abord une rupture de digue puis une instabilité de Rayleigh-Taylor. La rup-
ture de digue permettra d’ailleurs d’utiliser a notre avantage I'adaptation de maillage. Nous
vérifierons ensuite que la force de tension de surface est simulée adéquatement avec deux cas
d’oscillation de bulles : un cas de petites oscillations et un cas de grandes oscillations. Les
effets visqueux seront plus visibles dans le deuxieme cas. Puis, un cas de montée capillaire
dans un tuyau permettra de démontrer I'implémentation des angles de contact et de retrou-
ver les résultats analytiques donnés par la loi de Jurin. Finalement, un cas plus complexe
sera ensuite simulé consistant en la montée d’une bulle par poussée d’Archimede dans une

colonne d’eau.

Par ailleurs, la plupart des cas seront comparés a des résultats de la littérature : expéri-
mentaux s’ils existent ou au moins numériques. Pour les résultats numériques, on se basera
surtout sur les résultats du solveur VOF implémenté dans Lethe qui est bien établi et dont
beaucoup de résultats ont été vérifiés avec succes. Ceci nous permettra de tirer des conclu-
sions sur les avantages (ou inconvénients) a utiliser le solveur Cahn-Hilliard-Navier-Stokes

plutot que le solveur VOF.

Dans tous les cas présentés dans la suite, on considére (sauf mention explicite du contraire)
les unités fondamentales suivantes :

— Unité de temps : [T] = s

— Unité de masse : [M] = kg

— Unité de longueur : [L] = m
Les grandeurs dérivées de ces unités seront aussi écrites avec cette convention. Par exemple
une force sera exprimée en Newton : [N] = kg.m.s™2. De plus, l'ordre d’interpolation est égal

a 1, sauf mention du contraire, pour toutes les inconnues (u, p, ¢, 7).
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6.3.1 Bulle statique, saut de pression et courants parasites en 2D

Dans ce premier cas, on s’intéresse a retrouver le saut de pression dans une bulle de rayon

R, décrit par la loi de Young-Laplace [67] :
Ap = ok (6.16)

ol Ap = Pint — Pext, la différence de pression entre l'intérieur et I'extérieur de la bulle, o est
1

le coefficient de tension de surface et  est la courbure. En deux dimensions, on a k = 4.
Ce probléme est aussi un cas typique pour étudier les vitesses parasites a l'interface entre les
fluides et est basé sur le travail de Zahedi et al. [8]. Puisque 'on sait que le champ de vitesse
doit étre nul a I’équilibre, on peut avoir une idée de 'ordre de grandeur des courants parasites,
et vérifier qu’ils disparaissent lorsqu’on utilise un maillage suffisamment raffiné. Pour ce faire,
on considere tout d’abord un domaine Q = [—2.5,2.5] x [—2.5,2.5] au centre duquel on place
une bulle de rayon R € {0.15,0.20,0.25,0.30,0.4} (fluide 1) entouré d'un fluide 0, voir la
Figure 6.1. Les propriétés physiques de chaque fluide sont identiques : py = p; = 10 et
vg = v1 = 0.1 et on prend o = 1 comme coefficient de tension de surface. On néglige les

forces de gravité. Finalement, on simule jusqu’au temps final ¢y = 1.5.

L=5

FIGURE 6.1 Représentation schématique du systeme physique de la simulation de la bulle
statique

Le domaine est maillé en raffinant uniformément chaque longueur 9 fois, ce qui donne un pas

d’espace Az = 9.78 x 1073, un pas de temps constant At = 0.05. On détermine 1'épaisseur
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d’interface et le coefficient de mobilité comme suit :

e =V2Ar =138 x 1072 (6.17)
On calcule le rayon critique r¢ :
1/3
6
ro = (;{w) — 045 (6.18)
T

avec V = 25. Ainsi, toutes les bulles de 'exemple ont un rayon inférieur au rayon critique.
Il est donc nécessaire de prendre une valeur de mobilité adaptée, selon ’équation (5.20). On
remplace 7o par les différentes valeurs de R de 'exemple et g, par ty. On résume dans le

tableau 6.1 les valeurs du coefficient de mobilité en fonction du rayon.

On considere des polynomes d’interpolation d’ordre 1 pour la pression, le champ de phase
et le potentiel chimique et d’ordre 2 pour la vitesse. Une technique d’initialisation pour
le champ de phase est d’injecter une solution analytique utilisant la fonction de tangente
hyperbolique, puisque 'on a vu que c¢’était la solution analytique des équations de Cahn-
Hilliard dans I’équation (2.36). Aussi, on prend 'expression suivante comme condition initiale

pour le champ de phase :

(6.19)

do(z,y) = — tanh (R_ M)

V2¢e

On initialise le champ de potentiel chimique a n(z,y) = 0 dans tout le domaine. Pour les
conditions aux frontieres, on fixe la vitesse du fluide a 0 aux quatre parois du domaine (no-
slip) et on prend des conditions de flux-nul pour la phase et le potentiel chimique. Afin
de calculer la différence de pression, on prend la différence des moyennes de la pression a
I'intérieur et a 'extérieur, que I'on compare a ’équation (6.16). Les résultats sont montrés a

la Figure 6.2 pour différentes valeurs de R.

La Figure 6.2 montre un tres bon accord entre la théorie et les résultats numériques obtenus.
En outre, on peut voir a la Figure 6.3 que le champ de pression varie contintiment dans
I’espace sans dépassement ni sous-estimation a 'interface. Pour étudier les courants de vitesse

parasites, on garde le méme domaine 2 et les mémes parametres du probleme, a I'exception

TABLEAU 6.1 Valeurs du coefficient de mobilité en fonction du rayon initial de la bulle

Rayon (R) 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Mobilité (D) | 1.55 x 10° | 276 x 107 | 432 x 10 | 6.21 x 10 | 846 x 10 ° | 1.10 x 102
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I * Lethe
: —— Ap analytique (Young-Laplace)
8t i
£
= 6r 7
< -
4t i
1

%0 01 02 03 04 05
Rayon(R)[m]

FIGURE 6.2 Comparaison du saut de pression entre les résultats numériques et la solution
analytique pour le cas d'une bulle statique de rayon R

[|—— R=0.40[m]

20F -

1.5F 1

Pression[Pa]

1.0F ]

05F -

T
-
R

1

0.0}

.—2“”—1”“0””1“”2

x[m]

FI1GURE 6.3 Représentation du champ de pression pour le cas R = 0.4 sur la droite y = 0. La
variation de pression se fait continfiment et sans discontinuité comme attendu d’une méthode

diffuse

du niveau de raffinement du maillage. Aussi, on fixe le rayon a R = 0.3. Ce faisant, on calcule
la norme L? du champ de vitesse au temps t = t s et on trace l'erreur en fonction du pas
d’espace Az, que I'on représente a la Figure 6.4. On observe une convergence entre un ordre
1 et un ordre 2 de I'erreur commise sur la vitesse, ce qui démontre bien que les courants de

vitesse parasites disparaissent avec le raffinement du maillage.



62

Velocity Ly-error

1070

|| —%— Lethe - CHNS

Pente d’ordre 1
Pente d’ordre 2

1075 |

2x1072

3x10724%x 1072 6x1072
Ax[m]

FIGURE 6.4 Evolution de l'erreur L? du champ de vitesse en fonction du pas d’espace Az
et comparaison a la pente d’ordre 2 théorique. On observe que la décroissance de l'erreur est
entre les ordres 1 et 2.

6.3.2 Rupture de digue : action de la gravité sur une interface simple

On s’intéresse maintenant a l'action d’un champ de gravité sur le champ de phase en consi-

dérant un cas de rupture de digue qui reproduit l'expérience faite par Martin et al. [68] La

quantité d’intérét de notre probléme est I'abscisse adimensionnée, 9§, de 'extrémité droite

du fluide 1 au cours du temps adimensionné, 7. Les variables adimensionnées sont définies

. 2
comme suit : 7 =1 %e‘u;:%

L=14

A

Y

[=35

i

x

Fluide 1

FIGURE 6.5 Représentation du champ de phase a 'ins-
tant ¢ = 0 et description du domaine de calcul pour le
cas test de rupture de digue

Le domaine du probleme est décrit
a la Figure 6.5 et on simule jus-
qu’au temps ¢y = 4.1. Les proprié-

tés physiques sont les suivantes :

— Fluide 0 : pg = 1000, vy =
1 x 1075 (eau)
— Fluide 1 : p; = 1.2, vy =

1.52 x 1072 (air)
— Coefficient de tension de
surface : 0 = 0.073
La direction du champ de gravité g
est selon 'axe y, de sens opposé et

de norme |g| = 1.
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FIGURE 6.6 Visualisation du maillage a proximité de l'interface. On observe trois niveaux
de raffinement distincts, avec les éléments les plus petits situés a I'interface entre les fluides.

Dans cet exemple, on utilise le raffinement adaptatif du maillage. Tout d’abord, on raffine
uniformément le domaine tel que Axuniforme = 0.125. Ensuite, le maillage peut-étre raffiné
localement jusqu’a deux niveaux au-dessus, a proximité de 'interface, pour atteindre un pas
AZipterface = 3.12 x 1072, ce que I'on voit a la Figure 6.6. Puisque ¢ est déterminé avec la
plus petite taille de maillage, on a ¢ = V2AZintertace = 4.42 x 1072 et on prend un coefficient
de mobilité D o €2 = 1.95 x 1073, On utilise aussi un pas de temps adaptatif : le pas de
temps initial est Aty = 0.01, sa valeur peut-étre augmentée ou diminuée pour que le nombre
de Courant Friedrichs Lewy (CFL) reste en dessous d'une valeur spécifiée par l'utilisateur,
on prend ici C'F Ly, = 0.5.

On représente (Figure 6.7) § en fonction du temps pour les simulations VOF et Cahn-Hilliard-
Navier-Stokes (CHNS) ainsi que les mesures expérimentales de Martin et al. puis le systéme
a différents temps a la Figure 6.8. On constate un accord raisonnable avec les mesures ex-
périmentales; avec une légere sur-évaluation de la position latérale, qui est confirmé par les
résultats d’une simulation avec un niveau de raffinement supplémentaire. Ce n’est donc pas
un effet de maillage trop grossier. Cela peut-étre dii a la légere diffusion de I'interface, comme
on 'observe a la Figure 6.8. Le phénomene de diffusion de I'interface peut-étre expliqué par
la direction du champ de vitesse : 1a ou la vitesse est perpendiculaire a l'interface, I'interface
a tendance a se diffuser car elle est "étirée" a cause du terme advectif de I’équation du champ
de phase. En temps normal, I'interface reprendrait son épaisseur initiale grace au terme de

contre-diffusion V- (M (¢)Vn), mais comme le fluide est accéléré par la gravité, il y a toujours
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[ —#— Lethe - CHNS (AXipterface = 1.56 x 1072)
[ —e— Lethe - CHNS (AXipterface = 3.12 x 1072)
[ —e— Lethe - VOF ]
- ® Expérience - Martin and Moyce (1952) ]
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FIGURE 6.7 Evolution de I’abscisse adimensionnée du fluide 0 en fonction du temps pour
trois cas : simulations numériques CHNS (en bleu et vert) pour deux niveaux de raffinement
différents, simulation numérique VOF (en noir) et expérience de Martin et al. (en rouge)

FIGURE 6.8 Représentation du champ de phase a différents instants de la simulation. On
constate I’étalement du fluide plus dense sous I'effet du champ de gravité. Les temps indiqués
correspondent aux temps adimensionnels suivants (de gauche a droite et de haut en bas) :
T=0,7=1,7=2et 7y =3.19
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un étirement de l'interface qui a de plus en plus de mal a étre compensé. Cette explication
concorde avec la Figure 6.9 ou I'on représente cote-a-cote les lignes de courant et le champ de
phase. On y voit de plus que l'interface reste fine quand elle étirée dans sa longueur, ce qui
est logique car ce mouvement de fluide n’implique pas d’advection de fluide 0 dans le fluide 1
(ou inversement). Pour contre-carrer cet effet, on peut par exemple augmenter le coefficient
de diffusivité, en prenant garde de rester dans une gamme de valeur acceptable qui respecte

les criteres définis au chapitre précédent, dans la sous-section 5.2.4.

Tinme: 2.579742 Time: 2.579742

FIGURE 6.9 Représentation du champ de phase a 7 = 1.95 (a droite) et du champ de phase
comportant le filtre LIC (Line Integral Convolution) (a gauche) permettant de visualiser
simplement les lignes de courant dans le domaine. On constate que I'interface est diffusée la
ou le champ de vitesse est perpendiculaire a 'interface.

6.3.3 Instabilité de Rayleigh-Taylor : action de la gravité avec une interface

complexe

Dans ’exemple précédent, on s’intéressait a un systéeme dominé par la gravité dont 'interface

se déformait peu.

Naturellement, I’étape suivante devrait vérifier que le solveur peut gérer des interfaces com-
plexes qui naissent d’instabilités. On modélise donc le mouvement d’un fluide dense dans
un fluide moins dense qui est situé en-dessous, ce qu'on appelle 'instabilité de Rayleigh-
Taylor [7]. Les grandeurs que I'on observe sont les hauteurs de la bulle et de la pointe. La
bulle correspond au plus haut point du fluide 0, la pointe au plus bas point du fluide 1. On

simule le systéme décrit a la Figure 6.10, jusqu'au temps ¢y = 0.75. On adimensionne le



temps en définissant t* = t\/% ou g = 9.81.

H =025

>

A

¢o(z) = H(2+ 0.1cos(2mz/H))

g

4H

Fluide 0

slip slip 2OH

Yy no-slip Ll

X

FIGURE 6.10 Représentation du systeme
dans sa configuration initiale et définition
des dimensions du probleme d’instabilité de

Rayleigh-Taylor.
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Les propriétés physiques des fluides sont :

— Fluide 0 : pg = 100, vp = 1.53 x 1073

— Fluide 1 : p; = 300, v; = 1.53 x 1073

— Coeflicient de tension de surface : 0 =
0.01

Le champ de gravité est orienté selon 'axe

y, de sens opposé et de norme |g| = 9.81.

On utilise le raffinement adaptatif de
maillage avec AZunitorme = 7.81 X 1073 et
AZiptertace = 1.95 x 1073 . Ceci donne ¢ =
V2AZintertace = 2.766 x 1072 et D ox €2 =
7.67x107%. On utilise un pas de temps adap-
tatif avec Aty = 1073 et CF Lyax = 0.8.

On compare qualitativement les solveurs
CHNS et VOF a la Figure 6.11 puis on com-
pare I’évolution des hauteurs y de la pointe
et de la bulle a la Figure 6.12. Les gran-
deurs d’intérét sont tres similaires comme en

témoigne la Figure 6.12, on note néanmoins

que le modele CHNS est plus cohésif. On voit en effet que le solveur CHNS a tendance a

garder les parties d'une méme phase connectées entre elles, plus que ne le ferait le modele

VOF. Ceci est du a I'obligation de spécifier un coefficient de tension de surface, sans lequel

I’équation de Cahn-Hilliard devient une simple équation d’advection. Si I'on prend un coef-

ficient de tension de surface valant 0, on ne fait qu’advecter ¢ avec le champ de vitesse, et

on rencontrerait alors les problemes usuels d’oscillations liés aux équations d’advection. Cela

vient de 1’équation du potentiel chimique et du facteur multiplicateur A qui est directement

proportionnel a o.

On illustre ce phénomene a la Figure 6.13 qui montre le champ de phase a t = t; pour une

simulation ou 'on a pris ¢ = 0. Ainsi, le terme diffusif permet d’atténuer naturellement les

oscillations sans qu’il n’y ait besoin de rajouter de diffusion artificielle aux calculs.
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CHNS

VOF

FIGURE 6.11 Représentation du systeme a plusieurs temps ¢ correspondant aux temps t*
suivant : 0, 2.38 et 4.70. En haut, solveur CHNS, en bas solveur VOF

6.3.4 Loi de Jurin : montée capillaire et angle de contact

On souhaite maintenant vérifier I'implémentation des conditions d’angle de contact sur une
paroi en testant un cas de montée capillaire entre deux plaques. Sans perte de généralité on

ne s’intéresse qu’a I'un des deux c6tés, puisque le probleme est symétrique par rapport a son
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FIGURE 6.12 Evolution des hauteurs y de la bulle et de la pointe pour les simulations VOF,
CHNS et la simulation de He et al. [7]

FIGURE 6.13 Représentation du champ de phase a ¢ = ¢ty pour ¢ = 0. On peut voir que le
champ de phase présente des oscillations non-physiques qui créent des zones avec des valeurs
de champ de phase aberrantes (¢ > 1 ou ¢ < 1)
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axe central. Le mouvement du fluide est dii a une différence de pression entre 'intérieur des
plaques (représentées en gris a la Figure 6.14) et l'extérieur. La différence de pression est
causée par la courbure du fluide, comme prévu par la loi de Young-Laplace (équation (6.16)),
qui est dii a un angle de contact qu’on impose au fluide d’avoir avec la plaque. En faisant le
bilan des forces sur le fluide, on peut déterminer la différence de hauteur entre le ménisque

et la surface au repos, ce qu’on appelle la loi de Jurin [69] :

< o1t >

. =

4R

X

FIGURE 6.14 Représentation du mécanisme de montée capillaire entre les moments ¢ = 0
et un temps arbitraire ¢;. A cause de la condition d’angle de contact, le fluide au centre va
s’élever (ou s’abaisser). On mesure alors la différence de hauteur entre le haut du ménisque
et la surface du fluide a U'extérieur.

o cos (ag)

AH =
pgR

(6.20)
ou p; désigne la masse volumique de la phase liquide, qui monte (ou descend) par capillarité.
On remarque que AH peut étre aussi bien positif que négatif selon le signe de cos (a..), ainsi
la colonne de fluide peut aussi bien s’élever que s’abaisser. Pour la simulation, on considere
un domaine Q = [0, 8] x [0, 5] mm de hauteur H = 8 mm et de largeur L = 5 mm dans lequel
on place une plaque. Toutes les dimensions sont présentées a la Figure 6.14, ainsi que les
grandeurs d’intérét du probleme : 'angle de contact . et la différence de hauteur AH. Les

dimensions du domaine sont inspirées du méme exemple fait par Lovrié¢ et al [47]. On note
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que les propriétés physiques des fluides sont :

— Fluide 0 : pg = 1, vy = 8.00 x 1075

— Fluide 1 : p; = 2000, v; = 1.00 x 1074

— Coeflicient de tension de surface : ¢ = 0.073
On simule sur I'intervalle de temps [0, 0.5] en utilisant un pas de temps adaptatif avec Aty =
1x10~* qui pourra varier tout en gardant le nombre de CFL inférieur & 0.8 et en respectant la
contrainte de temps capillaire At < At, = 5x 10~ On utilise un maillage adaptatif avec deux
niveaux de raffinements de différence entre le maillage a I'interface et le maillage uniforme.
On a donc AZuiforme = 0.125 mm et AZipterface = 0.0312 mm. Ceci donne £ = V2AZinterface =
0.044 mm. Pour le coefficient de mobilité, les tentatives pour faire fonctionner cet exemple
ont montré que D = 1 x 1077 produisait des résultats cohérents. Ce qui ne suit a priori aucun

critere évoqué précédemment.

Des conditions aux frontieres de glissement sont appliquées sur toutes les parois, a I’exception
de la paroi supérieure ou I’on impose une contrainte nulle pour les champs de vitesse et de
pression. On applique ensuite la condition d’angle de contact a. sur le coté gauche de la
plaque. Toutes les autres frontieres sont munies de conditions de flux nul, tant pour ¢ que
pour 7. On remplit le domaine de fluide 1 jusqu’a sa moitié, 'autre moitié est du fluide 0.
Les angles de contact choisis sont : {30, 50, 70,90, 110, 130,150} (en degrés (°)), ils corres-
pondent & des surfaces hydrophiles (o, < 90°) et hydrophobes (a, > 90°). Pour calculer AH
numériquement, on soustrait la hauteur de la surface extérieure a la hauteur du ménisque,
prise en son point le plus haut (comme indiqué a la Figure 6.14), de sorte que AH est positif

si le liquide s’est élevé, négatif sinon.

On présente les résultats obtenus a la Figure 6.15 pour la gamme d’angles de contact choisie
et on compare chaque hauteur numérique a la hauteur analytique prévue par la loi de Jurin.
On observe un tres bon accord entre la théorie et nos résultats. En outre, en visualisant les
champs de pression a proximité du ménisque a la fin de la simulation, on observe a la Figure
6.16 qu’ils correspondent bien qualitativement aux surpressions ou dépressions prévues par la
loi de Young-Laplace. On conclut que la condition d’angle de contact se couple adéquatement

avec les équations de Navier-Stokes.
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FIGURE 6.15 Evolution de la différence de hauteur AH au cours du temps pour différentes
valeurs d’angle de contact . € {30, 50,70,90,110, 130, 150} degrés (°) et comparaison a la
hauteur analytique prévue par la loi de Jurin (équation (6.20)).
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F1GURE 6.16 Représentation des champs de pression au temps ¢ = 0.5 pour tous les angles
de contact simulés. De gauche a droite : a,. = 30°,50°,70°,110°,130°,150°. On observe des
zones de dépression a proximité des surfaces ayant une courbure négative (a,. < 90°) et des
zones de surpression a proximité des surfaces de courbure positive (a. > 90°)

6.3.5 Oscillations 2D de bulles

Pour vérifier la implémentation des forces de tension de surface, on propose 'analyse des
oscillations d'une bulle autour d'une position d’équilibre, en prenant les mémes parametres

que [47]. L’idée est d’initialiser une goutte d’eau entourée d’air dans un de ses états d’exci-
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tation et de la regarder évoluer et osciller au cours du temps, pour retrouver une certaine
période d’oscillation. Ce cas est similaire a un ressort que I’on comprimerait (ou tendrait) et
qu’on verrait osciller autour de sa position d’équilibre. On envisage deux cas d’étude : des
petites oscillations ou les effets visqueux sont négligeables et des grandes oscillations pour
lesquelles le frottement visqueux doit étre pris en compte. On verra que 'effet de la viscosité

conduit a des résultats non-conformes a la théorie. On place une goutte de liquide au centre

d'un domaine carré Q = [-5x 1074, 5x 1074 x [-5 x 107%,5 x 107%] que l'on initialise comme
suit :
b0, y) = tanh <R(1 + 0.02 cos(n atan2(y, x))) — \/m> (6.21)
: NP
pour des petites oscillations et :
$on(7,y) = tanh (R(l +0.2cos(n ataj;(y, ) — m) (6.22)
€

pour des grandes oscillations, avec R = 1.25 x 10~* m. n correspond au mode de I’excitation.
On peut se référer a la Figure 6.17 pour visualiser la forme des gouttelettes a I'initialisation.
Les dimensions sont volontairement exagérées pour les petites oscillations pour faciliter la
compréhension. Les propriétés physiques des fluides sont :

— Fluide 0 : py = 1000 kg.m ™, 115 = 1.01 x 107 Pa.s (ean)

— Fluide 1 : p; = 1.23 kg.m™®, v = 1.52 x 107° Pa.s (air)

— Coefficient de tension de surface : ¢ = 0.073 N.m ™"
On utilise le raffinement adaptatif de maillage avec A% ypitorme = 6.25 X 107° m et AZinterface =
3.91 x 107% m. Ceci donne € = vV2AZintertace = 5.52 X 1079 m et D x €2 = 3.05 x 1071, On
utilise un pas de temps At qui respecte la limite de pas de temps capillaire At,. Le pas de

temps capillaire est défini comme suit :

3
Atg _ \/(Po + pl)A‘rinterface (623)

Ao

Ainsi, At = At, = 1.28 x 1077 s. La quantité a laquelle on s’intéresse dépend de la valeur
de n, elle correspond a l'une des coordonnées d'une extrémité de la gouttelette qui varie
périodiquement. Il s’agit du point P sur la Figure 6.17. Il existe une formule analytique

donnant la période d’oscillation pour un certain n donné [70] :

polt3

T, =2m, | L
4 (n3 —n)o

(6.24)
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FIGURE 6.17 Représentation du champ de phase initial pour différentes valeurs de n. De
gauche a droite : n=2,n=3etn =4
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FIGURE 6.18 Représentation de 1’évolution de la position du point P au cours du temps (en

trait plein) pour des petites oscillations et la période analytique (en pointillés) prévue par
I'équation (6.24) pour n € {2,3,4} de gauche a droite.
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FIGURE 6.19 Représentation de I’évolution de la position du point P au cours du temps (en

trait plein) pour des grandes oscillations et la période analytique (en pointillés) prévue par
I'équation (6.24) pour n € {2,3,4} de gauche a droite.

On observe un tres bon accord entre les périodes numériques et analytiques pour les petites

oscillations comme en témoigne la Figure 6.18 ou 'on représente la coordonnée d’intérét du
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point P au cours du temps en indiquant d'une barre verticale la période analytique pour
différentes valeurs de n. Cet accord est plus discutable pour le cas des grandes oscillations,
ce qui est attendu car les effets visqueux ne sont plus négligeables, et donc 1'équation (6.24)
n’est plus valable. On observe par exemple sur le graphique correspondant a n = 4 que les
effets visqueux sont si intenses que le point P est extrémement ralenti au cours de la premiere
oscillation. Néanmoins les champs de vitesse et de pression restent cohérents et 1’on observe
qu’ils sont symétriques par rapport aux axes de symétrie du probleme, comme en témoignent
les Figures 6.20 et 6.21. L’intensité du champ de pression décroit car de I'énergie est dissipée
par frottement visqueux avec le liquide environnant, ainsi la bulle s’étire moins intensément,

la courbure est donc moins élevée et la pression résultante elle aussi.

Time: 0.000010 Time: 0.000069 Time: 0.000126
[} (0] [}
n (1).(5)e+00 ; e (1).2e+00 ; n (1).2e+00 ;
0. 3 — 0. a — 0. 13
La7e02 & Ba7e02 La7e02 &
Time: 0.000185 Time: 0000242 Time: 0.000301
[} (0] [}
n (1).2e+00 ; e (1).2e+00 ; n (1).2e+00 ;
e . w T . w e . w
La7e02 8 Ba7e02 La7e02 &

F1GURE 6.20 Représentation du champ de pression a l'intérieur de la gouttelette pour dif-
férents temps, dans le cas n = 3. On observe des zones de dépression la ou la courbure est
négative et des zones de surpression la ou elle est positive.
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FI1GURE 6.21 Représentation des lignes de courant au temps ¢ = dans le domaine pour le
cas n = 3. On retrouve les axes de symétrie du probleme puisque les lignes de courant sont
réparties par zones, délimitées par les axes de symétrie du probleme.

6.3.6 Bulle montante 2D

Il s’agit d'un cas test classique en écoulements polyphasiques reproduit par de nombreux
logiciels (voir [71-73]) qui vise & simuler la montée d’une bulle de fluide peu dense dans une
colonne d'un autre fluide plus dense. La montée de la bulle est uniquement due aux forces
de flottabilité. Malgré son apparente simplicité, ce probléme regorge de complexités car les
forces de tension de surface et de frottement visqueux y sont intensément couplées. En effet,
lors de son ascension, la bulle subit d’abord une accélération liée a la poussée d’Archimede

qui va augmenter linéairement sa vitesse.

Cette vitesse augmente les frottements visqueux qui vont déformer la bulle et tendre sa
surface (3 la maniére d'un ressort). A cause de la courbure intense, les forces de tension de
surface vont prendre le dessus sur les forces de frottements visqueux pour rendre a la bulle sa
forme sphérique. Quand ces deux forces (frottement et tension de surface) sont a I’équilibre,
un régime permanent est atteint et la bulle continue de s’élever avec une vitesse et une
forme constante. On s’attend donc a ce que la vitesse augmente linéairement puis atteigne
un maximum, la ou les frottements visqueux sont les plus intenses, avant de se stabiliser a

une valeur intermédiaire.

Pour la simulation, on considére un domaine © = [0, 1] x [0, 2] de hauteur L = 2 et de largeur
[ = 1. On place une bulle (fluide 1) circulaire de rayon R = 0.25 au point (0.5,0.5). En
présence du champ de gravité g = —0.98e,, la bulle s’¢leve dans le fluide 0, plus dense, par

I’action de la poussée d’Archimede. Les propriétés physiques sont les suivantes :
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FIGURE 6.22 Représentation du probléeme de bulle montante au temps ¢t = 0 avec les dimen-
sions et les parametres du probleme.

— Fluide 0 : py = 1000, vy = 1.00 x 1072

— Fluide 1 : p; = 100, v; = 1.00 x 1072

— Coefficient de tension de surface : ¢ = 24.5
On utilise le raffinement adaptatif de maillage avec A% ypiforme = 1.56 X 1072 et AZinterface =
3.91 x 1073 . Ceci donne € = vV2AZjporface = 5.52 X 1073 et D x €2 = 3.06 x 1075, On utilise

un pas de temps constant avec Aty = 1 x 1073, On simule le probléme jusqu’au temps t; = 3



77

avec un schéma BDF'1. On initialise le champ de phase et de potentiel chimique comme suit :

R—\/(z—05)2+ (y - 0-5)2) (6.25)

V2e
mo(z,y) =0 (6.26)

¢o(z,y) = — tanh (

On s’intéresse a la vitesse d’ascension de la bulle (qui est la vitesse de son barycentre selon
I'axe e, ), la position verticale de son barycentre et le contour de la bulle au temps final que
I'on compare aux résultats numériques obtenus par Hysing et al. [9], Zahedi et al. [8] et les

résultats produits par le solveur VOF de Lethe.

On observe une excellence conformité entre les résultats de notre simulation, présentés aux
Figures 6.23, 6.24 et 6.25, et les résultats des autres solutions numériques, qui sont basées
sur des modeles différents. On observe sur le graphique de vitesse verticale les phases décrites
dans l'introduction de ’exemple, notamment la transition de régime linéaire dominé par la

gravité au régime non-linéaire dominé par les forces visqueuses.
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FIGURE 6.23 Evolution de 'ordonnée du barycentre de la bulle au cours du temps et com-
paraison aux valeurs expérimentales de Zahedi et al. [8] et Hysing et al. [9]
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FIGURE 6.24 Evolution de la vitesse du barycentre de la bulle au cours du temps et compa-
raison aux valeurs expérimentales de Zahedi et al. [8] et Hysing et al. [9]
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FIGURE 6.25 Contour de la bulle au temps t = 3 et comparaison au contour obtenu par
Zahedi et al. [§]
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6.4 Détachement de bulles en flux de cisaillement

6.4.1 Introduction

Tous les cas test précédent ont démontré les capacités de notre solveur Cahn-Hilliard-Navier-
Stokes, on s’attaque maintenant a un cas industriel plus complexe : le détachement de bulles
en présence d'un flux de cisaillement. On rencontre ce genre de probleme dans l'industrie
chimique, par exemple, si I'on considere une cuve chauffée et agitée et qu'on s’intéresse a la
formation d’une certaine espece gazeuse par évaporation au voisinage des éléments chauffant.
Dans ce cas-la, le mouvement du liquide pourrait influencer le détachement de la bulle a cause
du frottement visqueux a sa surface, cet effet viendrait s’ajouter aux forces de flottabilité. A
priori, il n’est pas clair quelle influence exacte a le mouvement du liquide environnant sur le
détachement de la bulle ni quelle est 'influence des parameétres physiques sur le probleme.
Ce mécanisme mérite donc qu’on s’y attarde, cela permettra aussi de démontrer les capacités
du solveur CHNS dans un cas industriel qui combine des effets de frottement visqueux, de
flottabilité et de détachement en trois dimensions. On comparera une partie des résultats
obtenus avec les résultats de Mirsandi et al. [10] dont on s’inspire pour la définition du

probleme et la gamme de parametres étudiés.

6.4.2 Meéthodologie de I’exemple

Pour simuler ce probleme, les auteurs de ’article utilisent une technique appelée Local Front
Reconstruction Method (LFRM), une méthode hybride entre front tracking et front captu-
ring décrite par Shin et al. [74]. Puis les auteurs reproduisent numériquement des résultats
expérimentaux issus de leurs expériences, et montrent que, dans les cas étudiés, les volumes
et temps de détachement observés concordent avec 'expérience. Grace a ces résultats pro-
metteurs, que I'on montre a la Figure 6.26, les auteurs estiment que leur code est capable
de donner des résultats satisfaisants et proposent de faire un balayage paramétrique sur les
propriétés physiques du fluide. Ils font alors varier la masse volumique, la viscosité et le co-
efficient de tension de surface du fluide et analysent leurs résultats en calculant le temps de
détachement (tqe) et le volume de la bulle au détachement (Vge). Cette étude est précédée
d’une analyse de convergence en maillage pour déterminer le niveau de raffinement nécessaire

a leurs simulations.

Dans cet exemple, ’étude de convergence en maillage est reproduite avec les mémes para-
metres physiques que dans l'article, on en déduit la taille de maille et les autres parametres
numériques qui en découlent. Cette premiere étape permet de valider en partie les résultats

du code. Puis on simule des détachements de bulle sans flux cisaillant, afin d’isoler I'effet
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FIGURE 6.26 Comparaison des volumes au détachement mesurés expérimentalement (en
rouge) et numériquement (en noir) dans l'article de Mirsandi et al. [10]. Cette comparaison

sert de validation pour leur modeéle numérique. Tiré directement de [10], sous licence Creative
Commons CC-BY (hyperlien).

des propriétés physiques sur le détachement. Ensuite, on effectue un premier balayage sur le
taux de cisaillement S, sans changer les propriétés du fluide, ce qui permet de comparer les
résultats a ceux de Mirsandi et al. Finalement, on fait varier en méme temps les propriétés
physiques, p;, la masse volumique du liquide en mouvement et o, le coefficient de tension de
surface, puis le taux de cisaillement, et on compare la tendance de I’évolution des quanti-
tés d’intérét a la tendance observée par les auteurs. On note que dans ce dernier balayage
paramétrique, les parametres sont différents de ceux utilisés par les auteurs, aussi une com-
paraison directe n’est pas possible. C’est pour cette raison que 'on ne s’intéresse qu’a la
tendance générale. Plus précisément, cette étude vise a retrouver la monotonie des résultats
observés dans l'article de référence. On s’attend a retrouver que le temps de détachement

et le volume de détachement sont inversement proportionnels au taux de cisaillement et au
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coefficient de tension de surface et proportionnels & la densité du liquide environnant. De
plus, on s’attend a retrouver des ordres de grandeurs similaires pour les temps et volumes de

détachement, sans pour autant avoir d’accord impeccable.

6.4.3 Définition des parametres

On distingue deux cas : le fluide est au repos et seule la flottabilité provoque le détachement
de la bulle et le fluide est en mouvement, le frottement visqueux et la flottabilité provoquent
le détachement de la bulle. Cette distinction est nécessaire car on doit changer les frontieres
du domaine et les conditions aux frontieres associées. Ceci pour limiter le cofiit en calcul des

simulations du balayage paramétrique.

Fluide au repos

Dans le premier cas (liquide au repos), le domaine 2 est un cube de c6tés de longueur H =
8 mm défini par Q2 = [—4, 4] x [0, 8] x [—4, 4], les dimensions sont selon z, y et z respectivement.
Q) est placé dans un champ de pesanteur g = ge, ou g = 9810 mm.s™2. L’injection d’air se
fait par un orifice circulaire de rayon Ry = 0.5 mm sur la paroi inférieure du domaine (plan

xz) et dont le centre est le point O = (0,0,0). L’air est injecté avec un profil parabolique

2 2 N . —
Vina(Z, 2) = Unmax (1 - x}%z )ey, correspondant & un flux d’air Q@ = 5.0 x 10> mm?3s~1.0On

représente une coupe 2D dans le plan xy du domaine 3D a la Figure 6.27.
Les conditions aux frontieres employées sont les suivantes :

— Paroi inférieure : condition de Dirichlet sur la vitesse et sur le champ de phase. Si (z*+
2?) < 0.5 alors v = vy, o(z, 2). Sinon, v = 0 (non-glissement (no-slip) hors de Uorifice).
Condition de Dirichlet sur le champ de phase : ¢(x, z) = — tanh ((RO - \/m)/(\/is))
Ces deux conditions aux frontieres réunies imitent une entrée d’air.

— Parois latérales : conditions de glissement (slip)

— Paroi supérieure : condition de sortie (outlet), telle que décrite par Arndt et al. [65].

Toutes les frontieres autres que la paroi inférieure ont une condition de flux nul pour la phase

et le potentiel chimique.

On initialise le champ de phase comme suit :

NG (6.27)

Le potentiel chimique est initialisé a 7 = 0 dans tout 2. De méme, la vitesse initiale du

— /72 2 2
qﬁo(x,y,:c):—tanh (RO vyrE

liquide est nulle dans tout 2
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FIGURE 6.27 Schéma d’une coupe 2D dans le plan xy du domaine §2 pour le cas de fluide
au repos.

Y

Fluide en mouvement

Dans ce deuxieme cas, le domaine €2 est un parallélépipede droit de dimensions L = 12 mm
(selon x), I = 5 mm (selon 2) et H = 5 mm (selon y) défini par Q = [—4, 8] x [0, 5] x [-2.5, 2.5],
les dimensions selon x, y et z respectivement. On décompose la grande longueur L en deux
sous-longueurs L et Ly telles que L = Ly + Ls. L1 = 4 mm correspond a la longueur entre
I’'entre 'extrémité gauche du domaine et le centre de l'entrée d’air. Ly = 8 mm correspond
a la longueur entre le centre de 'entrée d’air et I'extrémité droite du domaine. Le champ de
pesanteur est le méme que précédemment. L’injection d’air se fait par un orifice circulaire de
rayon Ry = 0.5 mm sur la paroi inférieure du domaine (plan xz) et dont le centre est le point
O = (0,0,0). L’air est injecté avec un profil parabolique Viya(7,2) = Umaxa (1 - %) ey,
correspondant & un flux d’air Q = 5.0 x 10> mm?3s~!. On représente une coupe 2D dans le

plan zy du domaine 3D a la Figure 6.28.

Les conditions aux frontieres employées sont les suivantes :
— Paroi inférieure : condition de Dirichlet sur la vitesse. Si (z* + 2%) < 0.5 alors v =
Vin(, ). Sinon, v = 0 (non-glissement hors de l'orifice). Condition de Dirichlet sur
le champ de phase : ¢(x,z) = — tanh ((RO - \/m)/(\/?es» Ces deux conditions
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aux frontiere réunies imitent une entrée d’air.

— Entrée de liquide : plan yz pour x = —4. On injecte un profil linéaire de vitesse tel
que Vig1(y) = Umax,177€x

— Paroi supérieure : plan xz pour y = 5. Condition de Dirichlet sur la vitesse : v =
Umax,1€¢

— Parois latérales restantes : plans xy pour z = —2.5 et z = 2.5. Condition de glissement

— Sortie de liquide : plan yz pour x = 8. Condition de sortie (outlet), telle que décrite
par Arndt et al. [65].

V| = Vmax,1

inlet : vi,

Y
tretret
é_a': inlet : vj, ,

z

Y

<& 2y <&
« L]

Ly Lo

FIGURE 6.28 Schéma d’une coupe 2D dans le plan xy du domaine €2 pour le cas de fluide en
mouvement.

Toutes les autres frontieres autres que la paroi inférieure ont une condition de flux nul pour

la phase et le potentiel chimique.

On initialise le champ de phase comme suit :

— 2 2 2
RO VI +y + z (628)

V2e

Le potentiel chimique est initialisé a n = 0 dans tout 2. Cette fois, la vitesse est initialisée

¢o(z,y,x) = — tanh <

comme suit : vo,l(y) = Umax,l%ex

Parameétres communs

Les propriétés physiques étudiées dans le balayage paramétrique sont présentées ci-dessous :
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— Taux de cisaillement S € {0, 100, 200, 300, 450}. On déduit du taux de cisaillement la

|vmax,1|

H
— Masse volumique du liquide p; € {0.2py pu,2.5p,} avec p, la masse volumique de

Ieau (p, = 1000 kg.m ™)

— Coefficient de tension de surface o € {0.20,, 0, 2.50,} avec o, le coefficient de tension

vitesse Viax, de la paroi supérieure du domaine par la relation suivante : S =

de surface entre I'air et 1'eau (o, = 0.073 N.m ™).

3

La masse volumique de l'air reste constante : p, = 1.23 kg.m ™ ainsi que sa viscosité cinéma-

2571, La viscosité cinématique du liquide est fonction de sa masse

tique : v, = 1.45 x 1075 m
volumique : v; = p,,/p; avec i, la viscosité dynamique de 'eau (p,, = 1.00 x 1073 Pa.s). Dans
toutes les simulations, on utilise un pas de temps adaptatif afin de respecter deux contraintes

sur le pas de temps At :

— Contrainte de temps CFL : on souhaite que le le nombre de CFL soit inférieur a 0.9
en tout temps.

— Pas de temps capillaire : ce probleme spécifique nécessite de contraindre le pas de
temps pour que les dynamiques d’interfaces soient correctement décrites. Le critere
dépend des propriétés physiques et numériques, il faut que At < At, le pas de temps

capillaire, défini comme suit :

(p1+ pa) A’
Ao

At, = (6.29)

ou Az est le pas d’espace de la simulation, et p;, p, et o sont des propriétés physiques

connues. Ainsi le pas de temps variera selon les cas étudiés.

Etant donné la faible taille des bulles par rapport a la taille du domaine, il faut prendre une
valeur adéquate pour I’épaisseur d’interface ¢ et le coefficient de mobilité D comme cela a
été expliqué dans la section 5.2.4. Dans ce cas spécifique ou 1’on étudie des bulles advectées

par un champ de vitesse, Yue et al. [61] donnent un critére plus précis pour la mobilité :

(Sl + Sa>R0€

o

D= (6.30)

ou 9; et S, désignent respectivement les taux de cisaillement dus a I’écoulement de liquide
et d’air. S; est connu car c’est un des parametres du balayage paramétrique, et on estime

Sa = Uina/(2Rp) qui est le cisaillement moyen dans un écoulement de Poiseuille.

Pour déterminer ¢, il faut déterminer le pas d’espace choisi, ce qui est 'objet de la partie
suivante. On y déterminera deux valeurs de pas d’espace, une valeur loin de l'interface :

AZuniforme €t une valeur proche de l'interface : AZinterface- On en déduira la valeur de ¢ =
\/§A$ interface -
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6.4.4 Analyse de convergence en maillage

Puisque 'on sera amené a faire de nombreuses simulations, il est nécessaire que le maillage
soit suffisamment précis pour donner des résultats adéquats (en comparant aux résultats
de Mirsandi et al. [10]) tout en étant suffisamment grossier pour économiser du temps et
des ressources de calcul. Pour déterminer la taille de maille correspondant a ce juste milieu,
on effectue une analyse de convergence en maillage. Cela consiste a simuler plusieurs fois
le méme cas avec des niveaux de raffinement différents. Avec ces simulations, on regarde
I’évolution d’'une quantité d’intérét qui évolue avec le raffinement du maillage, et qui devrait
converger vers une certaine valeur, non connue a priori. Quand la variation de la quantité
d’intérét devient suffisamment faible -a la discrétion de 1'utilisateur- entre deux niveaux de
raffinement, c’est signe que l'on a atteint un régime asymptotique. On choisit en général
I’avant-dernier niveau de raffinement, étant entendu que la variation de la quantité d’intérét

est trop faible par rapport au cofit de calcul supplémentaire.

Dans le probleme étudié ici, on a choisi le cas le plus contraignant pour faire 'analyse de
convergence de maillage et on s’intéresse au temps de détachement t4.¢ défini tel qu’a 'instant
taet +At, on observe que la bulle s’est décrochée. Puisque I'on utilise un maillage raffiné auto-
matiquement, on fait simplement varier le nombre de raffinements uniformes, tout en gardant
le méme nombre de niveaux de raffinement supplémentaires a 'interface. Par exemple, le pre-
mier niveau de raffinement correspond a 1 raffinement uniforme du domaine avec 3 niveaux

de raffinement supplémentaires a l'interface.

Pour déterminer automatiquement le détachement, un critere sur la dérivée de l'aire du
contour de la bulle a été utilisé. En effet, au moment du détachement, on devrait observer une
brusque variation de cette dérivée vers des valeurs négatives. Comme dans une instabilité de
Rayleigh-Plateau, une interface qui s’étire trop est défavorable du point de vue énergétique,
le systeme va donc chercher a réduire les surfaces de contact, ce qui provoque la rupture.
Ce critere a permis de déterminer avec succes les temps de détachement pour les différents
niveaux de raffinement étudiés, comme en témoigne la Figure 6.29. On agrandit la Figure
6.29 a la Figure 6.30 pour mieux visualiser le pic de la dérivée de I'aire du contour au moment

du détachement.

De plus, on voit a la Figure 6.31 (agrandissement a la Figure 6.32) qu’un niveau de raffinement
trop faible entraine une perte de volume par diffusion de la phase gazeuse dans la phase
liquide, ce qui nous impose d’en choisir un suffisamment élevé. On représente a la Figure
6.33 une coupe du contour de la bulle au moment du détachement pour les différents niveaux
de raffinement proposés et l'on on constate que le point de rupture semble converger vers

une solution. En témoignent en effet le rapprochement entre deux points de rupture a deux
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FIGURE 6.29 Evolution de la dérivée de l'aire du contour de la bulle au cours du temps pour
différents niveaux de raffinement. Le détachement de la bulle se produit au temps tge; qui
correspond au minimum de la dérivée

niveaux de raffinement différents, ce qui est tres visible entre les niveaux 2.5 et 3 par exemple.
Néanmoins, on note que les formes des bulles au moment du détachement different des formes
obtenues par Mirsandi et al. représentées a la Figure 6.34, le pincement au moment de la
rupture est beaucoup plus prononcé. On représente les temps de détachement et les volumes
au détachement en fonction du pas d’espace Az aux Figures 6.35 et 6.36. Sur les mémes figures
sont présentes les valeurs obtenues par Mirsandi et al. apres son analyse de convergence de

grille.

Le maillage choisi est celui correspondant au niveau de raffinement 2.5 qui est un bon compro-
mis entre précision et ressources de calcul nécessaires. On observe en effet une faible variation
des quantités d’intérét entre les niveaux 2.5 et 3 : 0.8% d’écart sur tgqe; et 0.1% d’écart sur
Viaer. Ceci correspond & AZymiforme = 1.95 X 107! mm et AZipterface = 2.43 X 1072 mm. Ceci
donne une épaisseur d’interface ¢ = V3AZinterface = 4.23 X 1072 mm qui nous permet ensuite

de déterminer D selon I'équation (6.30).

Les auteurs de l'article ont choisi A% psirsangi = 8 X 1072 mm qui est plus fin que le pas
d’espace uniforme choisi pour nos simulations. Néanmoins, puisqu’on utilise de ’adaptation
de maillage, on s’attend a avoir des résultats concordant, puisque l'essentiel se passe aux

interface, ot les cellules sont plus raffinées.
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FI1GURE 6.30 Agrandissement de la Figure 6.29 autour du temps de détachement t4e. Cor-
respond a la zone encadrée en noir dans la figure originelle.

6.4.5 Résultats

Dans cette section, on présente les résultats obtenus, d’abord les cas sans cisaillement de li-
quide ou I'on a seulement fait varier les propriétés du liquide environnant, ensuite les résultats

avec ’écoulement de cisaillement de différentes intensités.

Fluide au repos

Si le fluide est au repos, seules ses propriétés physiques (densité, coefficient de tension de
surface,...) agissent sur le détachement de la bulle, ce qui nous permet d’isoler 'influence des
propriétés physiques sur le détachement. On représente aux Figures 6.37 et 6.38 les contours
dans le plan zy des bulles au moment de leur détachement en faisant varier la masse volumique
du liquide environnant et le coefficient de tension de surface. On compare systématiquement
au cas régulier, c’est a dire un liquide environnant qui possede les mémes propriétés physiques
que '’eau. On présente ensuite les temps de détachement et les volumes au détachement dans
les tables 6.2 et 6.3. On note que certains résultats ne sont pas disponibles au moment de
I’écriture du mémoire par manque de temps, on I'indique par des croix dans les tables. Pour
ces résultats, les temps de détachement attendus sont en moyenne 10 fois plus élevés que pour

les cas avec le fluide en mouvement, ainsi les simulations deviennent extrémement longues
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cours du temps pour différents niveaux

de raffinement. Les lignes pointillées correspondent au volume de la bulle au moment de son
détachement prédites par les simulations de Mirsandi et al. On constate qu’un niveau de
raffinement trop faible entraine une perte de volume de la bulle car celle-ci diffuse dans le

liquide environnant.

1 raffinement

2 raffinement

2.5 raffinement

3 raffinement

Temps de détachement (Mirsandi et al.)

" 40 = 0.009787 s

Volume au détachement (Mirsandi et al.)

" Ve = 5.0424 mm?

aa
0.0095  0.0096  0.0097

0.0098

Time [s]

PR IS T
0.0099 0.0100

FIGURE 6.32 Agrandissement de la Figure 6.31 autour du temps de détachement ¢4.,. Cor-
respond a la zone encadrée en noir dans la figure originelle.
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F1GURE 6.33 Représentation d'une coupe 2D selon le plan xy du contour de la bulle au
moment du détachement pour différents niveaux de raffinement. On constate que le point de
détachement se rapproche d’une valeur asymptotique.
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F1GURE 6.34 Coupe 2D selon le plan xy du contour de la bulle au moment du détachement
pour les résultats de Mirsandi et al. utilisant les mémes débits et propriétés physiques. Tiré
directement de [10] sous licence Creative Commons CC-BY.
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FIGURE 6.35 Evolution du temps de déta-  FIGURE 6.36 Evolution du volume au déta-
chement 4. en fonction du pas d’espace Az,  chement Vg en fonction du pas d’espace Az,

on observe que l'on tend vers une valeur li-  on observe que 1'on tend vers une valeur li-
mite pour des niveaux de raffinement de plus  mite pour des niveaux de raffinement de plus
en plus élevés. en plus élevés.

a cause de la contrainte de pas de temps capillaire, ce qui implique un trés grand nombre
d’itérations.

On observe que les temps de détachement sont inversement proportionnels a la masse volu-
mique du liquide environnant et proportionnel au coefficient de tension de surface. Ce résultat
n’est pas surprenant pour la masse volumique car I'un des mécanismes qui provoque le déta-
chement de la bulle est le fait qu’elle soit tirée vers le haut par la poussée d’Archimede, dont
Iintensité est directement proportionnelle a la masse volumique du liquide. C’est ’analyse

présentée dans [10] qui concorde tout a fait avec les résultats expérimentaux et numériques.

La dépendance du temps de détachement au coefficient de tension de surface mérite qu’on s’y
attarde un peu plus. Plus ce coefficient est élevé, moins la bulle aura tendance a se déformer,
car cela serait tres défavorable d’un point de vue énergétique. Les auteurs de [10] décrivent la
tension de surface comme la force qui maintient la bulle accrochée a 'orifice de sortie de I'air.

Ainsi, pour provoquer le détachement d’une bulle ayant un coefficient o élevé il faut appliquer

TABLEAU 6.2 Temps de détachement et volume au détachement pour différentes valeurs du
coefficient de tension de surface (o) dans un fluide au repos.

o 0.20, Ow 2.50,
taet () 0.026 | 0.060 | 0.143
Vier (mm?) | 12.7 | 28.3 | 60.473
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TABLEAU 6.3 Temps de détachement et volume au détachement pour différentes valeurs de
masse volumique (p;) dans un fluide au repos.

Pl 0.2py Pw 2.5
taer () X 10.060 | 0.026
Vet (mm?) X 28.3 | 16.3

: I I I I I :

6 F ]
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g I :
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FI1GURE 6.37 Représentation d'une coupe 2D selon le plan xy du contour de la bulle au
moment du détachement pour différentes valeurs de o sans écoulement cisaillant. On observe
des déformations plus importantes pour des faibles valeurs de o.

une force qui est supérieure a la force de détachement pour une bulle standard. Puisque la
seule force en présence dans notre cas est la poussée d’Archimede, il faut donc un volume
plus important pour avoir une force d’intensité plus élevée, ce qui explique le retardement du
temps de détachement. Si 1'on regarde les contours des bulles (Figure 6.37) pour lesquelles
on a fait varier o, on observe bien la tendance (ou non) de la bulle a se déformer selon la

valeur du coefficient de tension de surface.

La forme singuliere du contour pour le cas o = 0.250,, observée a la Figure 6.37 est due a la
déformation de la surface de la bulle sous I'action du jet de gaz qui se forme au moment du
détachement. On représente ce phénomene en visualisant le contour en 3D et en montrant

les champs de vitesse dans le plan xy a la Figure 6.39. La vitesse donnée sur la Figure 6.39
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FIGURE 6.38 Représentation d'une coupe 2D selon le plan xy du contour de la bulle au
moment du détachement pour différentes valeurs de p; sans écoulement cisaillant.

est en mm.s~!. Ce phénomene se produit dans tous les cas étudiés, mais on n’observe son
effet que dans ce cas particulier. On explique ce phénomene par le rétrécissement de l'aire de
la section traversée par le flux de gaz. Puisque le débit est conservé, une section de passage
plus petite implique une vitesse plus grande, ce qui se traduit par 'apparition d'un jet de
gaz au moment du détachement. Une fois la bulle brisée en deux parties distinctes, le champ
de vitesse revient a la normale apres un bref rebond lié a 'énergie élastique de la bulle qui
est libérée sous forme d’énergie cinétique, a la maniere d'un élastique tendu qui serait rompu

en son milieu.

Fluide en mouvement

La section précédente nous a permis d’isoler la contribution des propriétés physiques au
temps de détachement et volumes au détachement, on peut donc s’attaquer au role joué par

le mouvement du fluide environnant sur ces mémes quantités d’intérét.

Dans un premier temps, on compare les résultats obtenus par le solveur CHNS implémenté
dans Lethe aux résultats de Mirsandi et al. pour des propriétés régulieres, c’est a dire que

les propriétés physiques de la phase liquide sont celles de 'eau, et on fait varier le taux de
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FIGURE 6.39 Représentation du systéme physique correspondant au cas ¢ = 0.250,, sans
écoulement cisaillant a différents instants ¢ : ¢ = 0.019289 (a), t = 0.023506 (b), t = 0.024688
(¢). On voit que l'intensité du champ de vitesse augmente lorsqu’approche le moment du
détachement car la section de passage du gaz devient de plus en plus étroite ce qui entraine
la formation du jet. Puisque o est peu élevé, la surface de la bulle se déforme facilement sous
I’action du jet.

cisaillement entre 0 st

et 450 s7!. On représente I'évolution du temps de détachement et
du volume au décollement aux Figures 6.40 et 6.41. On représente sur un méme graphique

les contours dans le plan xy des bulles pour les différents taux de cisaillement simulés au
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moment du décollement a la Figure 6.42. Comme pour la partie précédente certains résultats

ne sont pas disponibles au moment de I’écriture du mémoire par manque de temps.

006 A T T rr
e O  Mirsandi et al.
I A Lethe - CHNS
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F1GURE 6.40 Comparaison des temps de détachement pour différents taux de cisaillement
entre les résultats du modele CHNS implémenté dans Lethe (en noir) et les résultats du
modele LFRM implémenté par Mirsandi et al. (en rouge) Les propriétés du fluide sont celles
de l'eau : p; = pyp = 1000 kg.m > et 0 = 5, = 0.073 N.m ™!

On observe un tres bon accord des résultats, qui suivent bien la tendance observée dans
I’article originel : 'augmentation du taux de cisaillement, en augmentant la vitesse du fluide
entraine une diminution du temps de détachement, et par conséquent du volume au détache-

ment.

C’est bien le résultat attendu puisqu’une vitesse plus élevée du fluide entraine un gradient
de vitesse plus important a l'interface, donc des frottements visqueux plus intense, comme
décrit par Mirsandi et al. [10] . La bulle est alors "tirée" dans la direction du fluide, ce qui
a tendance a déformer la bulle dans la direction du fluide. Ces effets s’ajoutent a la poussée
d’Archimede et provoquent une rupture anticipée de la bulle, par comparaison aux cas de
fluide au repos. On retrouve de plus une inclinaison de la bulle croissante comme observée
par Mirsandi et al. On note que, tous les résultats, sauf le cas sans écoulement cisaillant
sont en accord avec ceux des auteurs. En effet, quand S = 0 s7!, le temps de détachement,
et donc le volume au détachement sont légerement sur-évalués. Cela pourrait étre di a une

sous-évaluation

On effectue ensuite le balayage paramétrique décrit dans l'introduction de cet exemple, en
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FIGURE 6.41 Comparaison des volumes au détachement pour différents taux de cisaillement
entre les résultats du modele CHNS implémenté dans Lethe (en noir) et les résultats du
modele LFRM implémenté par Mirsandi et al. (en rouge) Les propriétés du fluide sont celles
de I'eau : p; = py, = 1000 kg.m ™2 et 0 = 0, = 0.073 N.m™*.

incluant dans les graphiques les résultats des cas sans cisaillement pour que nos graphiques
soient complets. On représente a la Figure 6.43 et 6.44 les temps de détachement et les volumes
au détachement des bulles observés. Comme mentionné dans la méthodologie de I'exemple,
les résultats ne sont pas directement comparables -comme le cas régulier 1’était- aux résultats
de Mirsandi et al. En effet, le débit d’air entrant que 'on utilise (Q = 5.00 X 10> mm?®s!) est
différent de celui utilisé dans le balayage paramétrique de I'article (Q = 1.67 x 102 mm?3s1).
Le débit d’air de I'analyse de convergence en maillage effectuée précédemment a été gardé
pour des raisons de cohérence. On montre aussi les contours de bulles au moment du déta-
chement dans le plan xy en fonction du taux de cisaillement, ce qui nous permet de comparer

directement au cas régulier.

Les résultats sont tres satisfaisant et, bien qu’ils ne soient pas directement comparables, on
retrouve bien les mémes tendances dans I’évolution des temps de détachement et des volumes
au détachement. En particulier, les Figures 6.42, 6.45 et 6.46 montrent bien ’action du fluide
sur le détachement des bulles telle que décrite dans la conclusion de [10]. La force de frotte-
ment (force de trainée dans l'article originel) agit en aplatissant les bulles et en provoquant
la rupture anticipée au point de rupture, ce qui diminue les temps de détachement et donc
les volumes au détachement. En outre il est observé, tant dans les simulations de [10] que

dans celles du solveur Lethe, que "l’influence des propriétés du fluide sur les caractéristiques
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FIGURE 6.42 Représentation d'une coupe 2D selon le plan xy du contour de la bulle au
moment du détachement pour différents taux de cisaillement S. Un taux de cisaillement élevé
signifie une vitesse élevée du fluide, ce qui a tendance a emmener la bulle dans son mouvement.
D’ott 'augmentation d’inclinaison observée avec 'augmentation de .S. Les propriétés du fluide
sont celles de I’eau : p; = py, = 1000 kg.m™® et 0 = 0, = 0.073 N.m ™"

du détachement des bulles deviennent moins prononcées, surtout pour des taux de cisaille-
ment élevés" (traduit directement de [10] : [...] the influence of fluid properties on the bubble

detachment characteristics becomes less pronounced, especially at higher shear rates.).
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FIGURE 6.43 Comparaison des résultats de temps de détachement (a) et volumes de déta-
chement (b) Mirsandi et al. [10] (sous license Creative Commons CC-BY) utilisant un débit
d’air Q = 1.67 x 10> mm3s™! (a gauche) aux résultats du solveur CHNS de Lethe (c) et (d)
qui utilise un débit d’air Q@ = 5.00 x 10> mm?®s~! (& droite) pour différentes valeurs de p;.
Certains résultats (S =0s7! et S = 100 s™!) sont manquants par manque de temps.
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FIGURE 6.44 Comparaison des résultats de temps de détachement (a) et volumes de déta-
chement (b) Mirsandi et al. [10] (sous license Creative Commons CC-BY) qui utilise un débit
d’air Q = 1.67 x 10> mm3s™! (a gauche) aux résultats du solveur CHNS de Lethe (c) et (d)
qui utilise un débit d’air Q = 5.00 x 10> mm3s~! (& droite) pour différentes valeurs de o.
Certains résultats (S = 0 s7!) sont manquants par manque de temps.
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CHAPITRE 7 DISCUSSION GENERALE

Dans cette partie, on résume les forces et faiblesses identifiées pour I'utilisation des équations

couplées de Cahn-Hilliard-Navier-Stokes pour la simulation d’écoulements polyphasiques.

7.1 Forces du modeéle CHNS

Le principe physique de minimisation de I’énergie libre sur lequel sont basées les équations
de Cahn-Hilliad permet au modele de traiter naturellement les dynamiques d’interface com-
plexes rencontrées dans les problemes traités. En effet, les phénomeénes de rupture et de
coalescence sont facilement interprétables du point de vue de la minimisation de 1’énergie.
Les résultats obtenus témoignent bien de cela, notamment si 'on regarde les simulations
de décollement de bulles effectuées, le modele est bien capable de traiter ces changements
topologiques complexes. De méme, I’enrichissement de 1’équation du champ de phase par
I’équation du potentiel chimique permet d’introduire aisément des conditions aux frontieres
portant sur les flux de phase aux paroi (V¢ - n). Ainsi, des conditions d’angle de contact
sont facilement implémentables et leur bon fonctionnement a été démontré par le cas test
de la loi de Jurin. Ce dernier test démontre notamment que le modele permet de simuler le
mouvement d’une ligne de contact. Tout ceci fait du modele CHNS un bon choix pour des
problemes de microfluidique polyphasique par exemple, qui sont principalement dominés par
des effets capillaires. Naturellement, les problemes présentant des changements topologiques
intenses tels que les écoulements polyphasiques liquide-gaz sont tres bien simulés grace au
modele, comme il a été démontré dans ce projet. Il faut cependant garder a 'esprit les limi-
tations trouvées par Yue et al. [61] et s’assurer qu’aucun fluide n’est présent démesurément

en exces, auquel cas aucun paramétrage ne permettra d’obtenir des résultats cohérents.

D’un point de vue numérique maintenant, la présence d’un terme diffusif facilite énormément
la résolution des problemes et stabilise les équations, ce qui rend le modele tres attractif.
On ne rencontre donc pas les difficultés habituelles quand on résout numériquement des
équations d’advection pure, ce qui évite d’utiliser les techniques de stabilisation telles que
celles employées dans les équations de Navier-Stokes. Ceci présuppose néanmoins le bon

réglages des parametres du systemes : I'épaisseur d’interface € et le coefficient de mobilité D.
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7.2 Faiblesses du modéle CHNS

A Theure actuelle, le plus grand défaut du modele reste le paramétrage incertain de ¢ et
D. Méme si les travaux de Jacqmin [63] et de Yue et al. [61] ont été tres éclairant pour la
compréhension du sujet, le réglage des constantes reste extrémement dépendant du probleme
et c’est a l'utilisateur de faire fonctionner le modele. Lorsque la solution est connue, il est
possible d’affiner les parameétres jusqu’a avoir des résultats cohérents, mais si I'on en vient
a résoudre des problemes industriels, dont on ne connait pas nécessairement la solution,
alors tout devient plus délicat. Il serait correct de dire que I'expérimental est plus éclairant
pour le modele CHNS que le modeéle ne 'est pour I'expérimental. La paramétrage correct
de € et D est d’autant plus difficile que ce sont des parametres que 'on pourrait qualifier
de physico-numériques : on peut leur donner un sens physique mais les valeurs correctes qui
permettent d’obtenir des résultats cohérents sont obtenues par des considérations numériques.
Par exemple, le fait que D doive étre adapté afin de conserver la masse du systeme, ou le
fait que 1’épaisseur d’interface € soit bien plus grande que les vraies interfaces. Bien que le
modele CHNS soit tout a fait capable de reproduire des simulations polyphasiques, ¢’est une
utilisation qui va au-dela du cadre théorique initial dont les équations sont dérivées. Ainsi,
¢’est peut-étre la raison pour laquelle il est difficile de comprendre comment bien paramétrer

e et D, car on utilise les équations de Cahn-Hilliard de maniére impropre.

Un deuxieme défaut que 'on peut trouver a ce modele est le cotit en calcul supplémentaire
pour résoudre un systeme a deux équations, plutdét qu'une seule pour les modeles a interface
diffuse classique. Il est clair que cela pose des problemes d’extensibilité pour des problémes
de tres grande envergure. Ceci ne tient cependant pas compte du besoin de procédures de
reconstruction ou de redistanciation des modeles VOF ou LS, aussi cette question reste

ouverte.

On conclut en évoquant la pluralité des formulations existantes pour le modele de Cahn-
Hilliard, et a fortiori du modele CHNS : chacun semble avoir leur utilité et leur contexte
d’utilisation propre. Un travail d’unification est encore nécessaire pour rendre le systeme

CHNS plus abordable et attractif pour la simulation fluide polyphasique.
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CHAPITRE 8 CONCLUSION

Dans cette partie, on revient sur les travaux effectués au cours du projet, avant d’en cerner
les limites, ce qui amenera a 'exposé de travaux futurs pour 'amélioration du travail. Un

dernier paragraphe viendra conclure tout le projet

8.1 Syntheése des travaux

La genese de ce projet était de trouver un modele a interface diffuse, de I'implémenter et de
I’étalonner, en vue de simuler des écoulements polyphasiques. Apres la revue de littérature, le
choix des équations de Cahn-Hilliard couplées aux équations de Navier-Stokes a semblé étre
une excellente piste, tant pour son fondement théorique solide que pour sa relative facilité
d’implémentation numérique. Puisque la méthode des éléments finis a été choisie, les formu-
lations faibles et les résolutions des problemes non-linéaires subséquents ont été écrites afin
d’implémenter le systeme couplé dans Lethe. On a d’ailleurs largement profité du solveur
Navier-Stokes déja existant, ainsi le couplage s’est fait sans heurts, validant ainsi le sous-
objectif S.O 2. Des premiers tests ont été effectués, permettant de vérifier I'implémentation
du systeme Cahn-Hilliard seul, grace a la méthode des solutions manufacturées et d’un bench-
mark qualitatif de décomposition spinodale, ce qui valide le sous-objectif S.O 1. Finalement,
les multiples cas test présentés ainsi que le cas industriel de décollement de bulles en flux de
cisaillement ont permis de conclure sur les performances du modele CHNS. En particulier, le
modele CHNS a montré d’excellentes performances sur des cas impliquant des mécanismes
liés a la tension de surface. Ces tests ont aussi éclairé la compréhension du modele, notam-
ment ses forces et faiblesses par rapport a d’autres modeles existants et le réglage subtil de

ses parametres. (sous-objectif S.O 3).

La vérification du modele CHNS est en soi une contribution scientifique, notamment pour les
exemples d’instabilité de Rayleigh-Taylor, de rupture de digue et de bulle montante ou 1’on
a pu comparer avec le modele VOF implémenté dans la méme architecture logicielle. C’est

donc une vraie comparaison d’'un modele a l'autre.

On ajoute que tous les codes ainsi que la documentation ont été ajoutés au code source de

Lethe, et donc accessibles en ligne sur la page Github de notre laboratoire : lethe-cfd.


https://github.com/chaos-polymtl/lethe
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8.2 Limitations de la solution proposée

De nombreuses questions restent en suspens pour comprendre de maniere compléetement
satisfaisante le modele CHNS. Par exemple, I'impact du choix du modele de mobilité n’a
pas clairement été établi. Dans ce travail, seule une mobilité constante a été considérée, ce
qui implique que la diffusion se fait sans prendre en compte le champ de phase local. Selon
Lovri¢ et al. [47] différents modeles de mobilités peuvent produire des résultats tres différents
sur des maillages grossiers. Ainsi, les résultats pourraient n’étre pas complétement exacts a

cause du choix de la mobilité.

De plus, I'utilisation du modele CHNS reste pour le moment non-triviale et demande certaines
connaissances sur les problemes pour le paramétrer adéquatement. Il serait nécessaire de
dériver une expression de la mobilité dépendant uniquement des variables locales (ou globales)

telles que I'amplitude du champ de vitesse par exemple.

A ceci, on ajoute que Dinitialisation du champ de phase reste maladroite car on doit injecter
a la main le profil en tangente hyperbolique initial. C’est une source fréquente d’erreur et a
été la cause de nombreuses simulations lancées sans succes au cours de ce travail. Ainsi un
travail de simplification reste a faire, on pense notamment que la projection d’un profil initial

entré par l'utilisateur dans I’espace de solution pourrait régler ces problémes.

8.3 Ameéliorations et travaux futurs

Parmi les limitations présentées dans la partie précédente, le paramétrage du coefficient
de mobilité semble étre le probléeme principal a résoudre avant toute autre entreprise. Les
travaux de Sharma et al. [75] introduisant une mobilité adaptative en fonction de I'épaisseur
d’interface pourrait étre une piste prometteuse. Cela permettrait de faire des simulations
polyphasiques sans connaissance a priori du systeme physique. Si 'on parvient a implémenter
I’étape de projection Ly comme suggéré dans la partie précédente, alors 1'utilisation du solveur

en sera grandement simplifiée.

Une fois ces questions réglées, le modele pourrait étre adapté pour prendre en compte des
propriétés physiques dépendant de champ extérieurs : on pourrait par exemple coupler le
modele a 1’équation de la chaleur et obtenir un systéme CHNS non-isotherme, tel que décrit

dans par Brunk et al [76], ou simuler des écoulements polyphasiques non-Newtoniens [77].

Dans Lethe, un modele polyphasique VOF a déja été développé et longuement testé, on
pourrait donc effectuer une comparaison aprofondie d’'un modele a I'autre. Méme si certains

résultats présentés ont été comparés a ceux du modele VOF, le projet n’a pas mis l'accent
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sur d’autres aspects que la concordance des résultats. Cela serait, a notre connaissance, la
premiere comparaison de ce type, dans le méme cadre numérique, utilisant le méme solveur
de mécanique des fluides et la méme méthode de simulation. On pourrait alors déterminer

avec plus d’exactitudes les avantages et inconvénients de chaque méthode.

8.4 Un petit mot pour la fin

Ce projet est I’aboutissement de ma maitrise au sein du groupe de recherche CHAOS et je
suis tres fier de le remettre. Je tiens a souligner quelle belle aventurer humaine et académique
cela a été! Je suis heureux d’avoir pu apporter ma modeste contribution au code de Lethe et
remercie toutes et tous les développeurs qui ont contribué a en faire le logiciel de qualité qu’il
est aujourd’hui. Je n’ai eu de cesse de m’appuyer sur le code déja existant pour développer
le modele de ce projet, et j'ai beaucoup appris a son contact, tout comme j’ai profité des
connaissances de tous ses développeurs. Aussi je conclurai en célébrant 1’open-source et le

partage sans-frontiere des connaissances !
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