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SOMMAIRE 

Le but de la présente recherche est de formuler une 

théorie suffisamment réaliste pour décrire l'influence des 

imperfections initiales sur le comportement dynamique d'une 

plaque rectangulaire, non idéale, simplement supportée et 

soumise à une excitation paramétrique. 

Cette théorie est basée sur des équations non linéaires 

de grandes déformations, correspondant à la version dynami

que modifiée des équations de Von Karman pour tenir compte 

des imperfections initiales. Ces équations sont exprimées 

en fonction de la déflexion latérale W, de l'imperfection 

initiale w
0 

et de la fonction d'Airy F. 

Le problème consiste donc à déterminer les fonctions W 

et F qui puissent satisfaire à la fois toutes les condi

tions aux limites et les équations différentielles de mou

vement et de compatibilité. 

La réponse est analysée par la méthode asymptotique 

généralisée, en première approximation, en supposant une 

solution des équations temporelles du mouvement qui prévoit 

la possibilité de présence simultanée de vibrations forcées 

et paramétriques. 
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Quand le mode spatial d'imperfection est du même type 

que celui des vibrations, le comportement de la plaque en 

ressort mou change en ressort dur lorsque l'amplitude des 

vibrations est égale à deux fois la somme de l'imperfec

tion et de la déformation statique. 

Les imperfections ont aussi pour effet d'agir en faveur 

de la stabilité de la plaque en déplaçant les zones 

d'instabilité vers des valeurs de fréquences plus élevées 

et en réduisant en même temps l'aire de ces régions. 

La théorie démontre éventuellement un phénomène 

d'hésitation qui prend naissance lors du passage de vibra

tions forcées à paramétriques, tel qu'il a été observé 

expérimentalement. 



) 

ABSTRACT 

The main purpose of the present research is to formu

late a realistic theory that can describe the influence of 

initial imperfections on the dynamic behavior of a simply 

supported rectangular plate, subjected to the action of 

periodic in-plane forces, uniformly distributed along two 

opposite edges. 

The nonlinear large deflection plate theory used in 

this analysis is the dynamic analog of the Von Karman's 

large-deflection theory modified to take into account the 

initial imperfections and derived in terms of the stress 

function F, the lateral deflection W and the imperfection 

�-

The problem consists in determining the right functions 

F and W which can satisfy simultaneously the governing 

equations and the boundary conditions. 

The temporal response is analysed by the first-order 

generalized asymptotic method. The proposed solution for 

the temporal equations of motion takes into account the 
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possibility of existence of simultaneous forced and parame

tric vibrations. 

The results of the investigation indicate that the 

presence of initial imperfections may significantly raise 

the resonance frequency and cause the plate to exhibit a 

soft spring behavior. When the vibration and initial 

imperfection are taken to be of the same spatial shape, the 

plate behavior will change into hard spring type, if the 

vibration amplitude is twice the sum of initial imperfec

tion and static deflection. 

Furthermore, the presence of initial imperfection 

improve the plate stability by reducing the instability 

zone area and by shifting its location to higher frequen

cies. 
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CHAPITRE I 

INTRODUCTION 

x.1. Généralités 

L'intérêt croissant porté à la performance des avions 

modernes et des engins aérospatiaux, a toujours été un sti

mulant pour la créativité et le développement de la recher

che scientifique et technologique. 

La structure de ces appareils n'a jamais cessé 

d'évoluer, et c'est dans le but de viser à la fois la légè

reté et la résistance, que l'utilisation de structures min

ces à base de plaques ou de coques, est de plus en plus 

envisagée. 

Mais avec tous les problèmes générés par l'utilisation 

de ces structures légères, et pour pouvoir satisfaire les 

normes de sécurité, de plus en plus exigeantes et sévères, 

plusieurs études théoriques et expérimentales ont été mené, 

pour pouvoir cerner et maîtriser les différents paramètres 

qui peuvent influencer le comportement dynamique et la sta

bilité de ces plaques et coques. 
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Parmi ces paramètres, les imperfections initiales 

représentent un facteur qui est relativement nouveau et qui 

a été souvent négligé, malgré le fait qu'il est toujours 

présent, puisque les plaques parfaitement plates n'existent 

pratiquement pas et que cette présence peut être d'une 

grande importance sur leur stabilité dynamique. 

En effet, plusieurs travaux effectués dans ce domaine, 

au cours des dix dernières années, confirment que les 

imperfections géométriques initiales peuvent modifier cons

idérablement le comportement dynamique des plaques rectan

gulaires, soumises à une excitation paramétrique, en aug

mentant par exemple la fréquence de résonance ou en modi

fiant le comportement classique de type "ressort dur" en un 

nouveau comportement de type "ressort mou 11
• 

A quelques exceptions près, la quasi-totalité des tra

vaux publiés à date, se sont imposés des hypothèses res

trictives, telles que: 

un seul mode spatial de vibration (le premier mode) 

un seul mode spatial d'imperfection (le premier 

mode) 

pas de présence simultanée, donc pas d'interaction, 

entre vibrations forcées et vibrations paramétri

ques. 
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De telles hypothèses sont souvent irréalistes car, en 

essayant de simplifier le problème, elles le présentent 

sous une forme non réaliste qui cache divers problèmes com

plexes et réels, ce qui ne permet pas qu'on se propose don 

d'étudiée, dans le cadre de cette recherche, certains 

aspects particuliers du comportement dynamique des plaques 

rectangulaires non idéales, soumises à une excitation 

paramétrique, en essayant de ne pas tenir compte des hypo

thèses simplificatrices souvent adoptées par les autres 

chercheurs. 

1.2. Revue historique 

Les équations de base décrivant les vibrations non

linéaires des plaques ont été établies depuis longtemps par 

plusieurs chercheurs, notamment par Hermann en 1956 [1]. 

En se basant sur ces équations, de nombreuses recherches 

théoriques ont été menés conjointement à des travaux 

expérimentaux [2,4], pour vérifier la validité des hypothè

ses et l'exactitude des équations. C'est alors, en exami

nant ces résultats expérimentaux, qu'on a commencé à décou

vrir le concept d'imperfection géométrique initiale. 

En effet, les expériences de Somerset [3,4,5] sur des 

plaques rectangulaires, ont vérifié qualitativement plu-
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sieurs points théoriques, mais elles ont montré en plus 

l'existence de certains phénomènes nouveaux, non prévus par 

l'analyse théorique, tels que "sauts" ou "décrochages" qui 

ont lieu à l'entrée ou à la sortie d'une région de réso

nance paramétrique. Il a supposé alors que les phénomènes 

mentionnés étaient dds aux imperfections initiales de la 

plaque et cette hypothèse a été vérifié par Silver [6]. 

Longtemps avant, la stabilité sous une charge statique, 

des plaques et coques géométriquement imparfaites, a été 

étudiée par de nombreux auteurs [7,8,9,10]. En effet, 

l'importance de ces imperfections sur le comportement, 

avant et après l'atteinte de la charge critique, et le fait 

que ces types de défauts ou d'irrégularités, aussi petits 

qu'ils soient, est pratiquement inévitable, a donné une 

dimension importante au sujet. 

Par contre, le même problème avec un chargement dynami

que a été relativement délaissé malgré sa grande impor

tance. 

Kehagioglov [11] a été parmi les premiers à étudier 

analytiquement l'influence des imperfections sur le compor

tement dynamique des colonnes en régime stationnaire et 

non-stationnaire. Les deux méthodes, directes et asympto

tiques, ont été utilisées pour résoudre l'équation différen-
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tielle non-linéaire du mouvement. Une comparaison des 

résultats numériques, montre alors une corrélation remar

quable entre les deux méthodes, pour des colonnes parfai

tes, alors que pour le cas des colonnes imparfaites, les 

deux méthodes peuvent présenter des résultats différents, 

selon le paramètre d'excitation. 

L'effet des imperfections initiales sur les vibrations 

paramétriques des plaques rectangulaires simplement sup

portées, a été étudié théoriquement et expérimentalement 

par Silver [6]. Utilisant une théorie de grandes déforma

tions et tenant compte de l'inertie longitudinale, il a pu 

montrer qu'une imperfection de l'ordre d'une fraction de 

l'épaisseur de la plaque, augmente beaucoup la fréquence de 

vibration. 

L'existence de solutions croissantes et décroissantes, 

dans son étude, montre un changement de comportement de la 

plaque, de ressort mou à ressort dur et permet d'expliquer 

les phénomènes de sauts. 

Shiau, Roth et Soong [12] ont de leur côté étudié la 

stabilité dynamique des coques coniques tronquées, avec 

plusieurs imperfections géométriques et sous l'effet de 

plusieurs chargements dynamiques. Ils ont prouvé que 

l'instabilité des coques coniques tend à décroître avec 
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l'augmentation de l'angle de conicité et que la sensitivité 

aux imperfections des coques coniques est moins importante 

que celles des coques cylindriques. 

Kisliakov [13], a ensuite réétudié les oscillations 

forcées et paramétriques des plaques rectangulaires impar

faites. Son étude théorique a permis de préciser les con

ditions pour lesquelles les vibrations sont du type "dou

ble-sided". La vérification de la théorie a été faite sur 

un ordinateur analogique, et un phénomène de battement a 

été ainsi observé. Ce phénomène s'amplifie avec l'augmen

tation des imperfections initiales. 

En se basant sur le modèle dynamique des équations de 

Marguerre, Yamaki, Otomo et Chiba ont étudié théoriquement 

[14] puis expérimentalement [15] les vibrations non

linéaires des plaques circulaires encastrées en tenant 

compte à la fois des imperfections initiales et du déplace

ment initial des rives. 

Le même problème a été traité par Yamaki et Chiba (30], 

mais pour des plaques rectangulaires. 

En augmentant le déplacement initial des rives à partir 

de zéro, ils ont trouvé que la fréquence naturelle augmente 

d'une façon monotone, alors qu'en le diminuant, la 



fréquence diminue pour atteindre un minimum 

duquel elle remonte de nouveau. 

7 

à partir 

La rigidification des coques cylindriques géométrique

ment imparfaites a été étudié par Singer et Prucz [16]. 

Leurs résultats montrent que les coques renforcées sont 

moins sensibles aux imperfections initiales que les coques 

non renforcées. Cette sensibilité décroît avec 

l'augmentation de la rigidité et dépend en général du type 

de renforcement (cordon ou anneau). 

La sensibilité des coques renforcées par cordons dépend 

en outre de l'excentricité de ceux-ci, alors que pour le 

cas des coques rigidifiées par anneaux, cet effet 

d'excentricité est pratiquement négligeable. 

Hermann ont de leur côté étudié la Pasic, Juricic et 

réponse d'une plaque 

l'application d'une force 

durant un laps de temps très 

imparfaite durant et après 

au delà du domaine critique et 

court [17]. Les résultats 

montrent alors, que le spectre de fréquence des vibrations 

libres, après application du pulse, est contrôlé par les

irrégularités initiales, la géométrie de la plaque et le 

niveau de chargement. 
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Un autre aspect fort intéressant, concernant 

l'interaction des coques cylindriques imparfaites avec un 

fluide, a été étudié par Watawala et Nash [18] et Pavlov

skii et Filin [27]. C'est le cas d'un cylindre vertical, 

complètement rempli par un liquide idéal et excité à sa 

base par une force sismique. Un comportement du type res

sort dur a été observé pour certains types de réponse, 

alors qu'il est du type mou pour d'autres. 

Dès le début des années 80, Hui a prêté une attention 

particulière 

publiant une 

aux effets des imperfections initiales, en 

série d'articles qui traitent différents 

aspects du problème. Ainsi, il a étudié l'influence des 

imperfections sur les plaques et les coques de formes rec

tangulaires, cylindriques et sphériques, de nature isotrope 

ou laminée et avec plusieurs conditions aux limites. 

Hui et Leissa [19] ont étudié l'effet des imperfections 

géométriques unidirectionnelles sur les vibrations des 

coques cylindriques pressurisées. Il a été démontré que 

les imperfections peuvent réduire considérablement la 

fréquence naturelle de ces systèmes. 

L'étude des grandes amplitudes de vibrations, des pla

ques circulaires imparfaites, mené par Hui [20], a permis 

de voir qu'une imperfection de l'ordre d'une fraction de 
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l'épaisseur de la plaque, peut augmenter significativement 

la fréquence de vibration. De telles imperfections, peu

vent même conditionner le caractère non-linéaire de la pla

que et changer ainsi la réaction naturelle, en ressort dur, 

à une nouvelle réaction en ressort mou. 

Les travaux ultérieurs de Hui et Leissa [21], de Hui 

[22] et de Ilanko et Dickinson [28,29], sur les plaques

rectangulaires simplement 

types d'imperfections, ont 

supportées et avec plusieurs 

de nouveau confirmé la grande 

influence des imperfections sur l'élévation de la fréquence 

naturelle. Il a été observé en outre, que la sensibilité 

aux imperfections augmente avec la quantité de chargement 

statique initial. 

Dickinson [28] a montré l'existence d'une relation 

linéaire, entre un paramètre charge-fréquence, qu'il a 

défini, et le carré de la déflexion de la plaque, pour une 

certaine gamme de chargement. 

Hui a examiné aussi l'effet des imperfections sur les 

panneaux cylindriques, simplement supportés, sur quatre 

bords mobiles ou immobiles [23]. Les résultats montrent 

qu'une augmentation dans la fréquence linéaire de vibration 

est accompagnée par une diminution dans le paramètre de 

non-linéarité. 
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Dans la majorité des travaux précédents, l'inertie de 

la plaque dans le plan longitudinal a été toujours négligé. 

En tenant compte de cette inertie, Pasic et Hermann [24], 

ont montré qu'elle peut être négligée lors de l'étude des 

résonances paramétriques d'un mouvement vibratoire, alors 

qu'elle est d'une grande importance pour le cas d'un mouve

ment pulsatif. 

De nouveau, Hui [25] et Kapania et Yang [26], ont cla

rifié un autre point important, à savoir le comportement 

dynamique des plaques en matériaux composites, formées de 

plusieurs couches minces à fibres orientées. Il a été 

observé que l'orientation des fibres influe sur la 

fréquence de vibration. En effet, l'augmentation de la 

fréquence, dûe à une imperfection, est beaucoup plus pro

noncée pour une faible orientation des fibres que pour une 

grande orientation. 

Une contribution originale et significative à la 

compréhension des divers interactions possibles, entre 

vibrations forcées et paramétriques des plaques rectangu

laires, géométriquement imparfaites, a été apportée par 

Ostiguy (36]. Ses travaux expérimentaux ont montré 

l'influence directe des vibrations forcées sur le comporte

ment paramétrique des plaques. Il a, en outre, mis le 

point sur les phénomènes de pénétration, de sauts et 
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d'hésitation ainsi que sur le recouvrement entre les divers 

zones d'instabilité correspondant aux résonances forcées et 

paramétriques. Il a constaté aussi que les vibrations 

forcées ddes à une imperfection géométrique ne sont pas 

limitées à un mode particulier et que le spectre de réponse 

d'une plaque rectangulaire imparfaite, présente plusieurs 

résonances forcées dans divers modes spatiaux de vibration. 

L'approche théorique, pour résoudre les équations ren

contrées, durant les différentes étapes de l'analyse stati

que ou dynamique des plaques avec imperfections géométri

ques, a été souvent variée et différente d'un chercheur à 

un autre. 

Ainsi donc, pour formuler les équations de base, cer

tains auteurs ont utilisé la méthode d'équilibre des for

ces, alors que d'autres [12,31) ont eu recours à une 

méthode énergétique. 

Pour résoudre ces équations, Hui et Leissa [21) et 

Yamaki et Chiba [32], ont par exemple utilisé la méthode de 

Galerkin, alors que Ilanko et Dickinson [28] ont utilisé la 

méthode de Rayleigh-Ritz. 

Plusieurs auteurs ont, par ailleurs, utilisé une autre 

technique complètement différente, à savoir la méthode des 
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éléments finis. une revue des travaux publiés jusqu'au 

début de 1986, sur l'utilisation des éléments finis, dans 

les problèmes des plaques et coques imparfaites, se trouve 

dans une série d'articles présentés par Kapania et Yang 

[32] et Yang et Han [33].

Lan et al. [34,35] ont utilisé le principe généralisé 

d'Hamilton, conjointement avec la méthode des éléments 

finis, pour étudier les vibrations non-linéaires des pla

ques minces, avec un élément de plaque triangulaire à 15 

déplacements nodaux. 

Une étude par éléments finis a été aussi conduite par 

Yang et Han [33], pour analyser les vibrations de grandes 

amplitudes, des plaques rectangulaires. Une comparaison 

avec les résultats de Bisplinghoff [31], pour un rapport de 

forme de 3, a été incluse et une bonne concordance a été 

notée. 

1.3. But et sommaire de la recherche 

L'objectif essentiel de ce mémoire consiste à formuler 

une théorie suffisamment générale pour permettre d'étudier 

l'influence des imperfections géométriques initiales sur 

plusieurs aspects du comportement dynamique des plaques 

rectangulaires non idéales. 
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Le modèle conceptuel utilisé dans ce mémoire consiste 

en une plaque rectangulaire imparfaite, simplement sup

portée et soumise à une excitation sinusoidale dans le plan 

de la configuration idéale, non déformée. Les équations 

aux dérivées partielles du mouvement sont exprimées en 

fonction de la déflexion latérale W, de l'imperfection ini

tiale W
0 

et de la fonction d'Airy F. Ces équations non 

linéaires correspondent à la version dynamique modifiée, 

des équations de Von Karman pour le cas de grandes déforma

tions et tiennent compte de l'étirement de la surface 

moyenne. 

La déflexion latérale sera représentée par un dévelop

pement en série des fonctions propres correspondant aux 

vibrations libres du système linéaire associé. La fonction 

d'Airy sera supposée sous la forme d'une double série de 

fonctions propres de poutre, qui satisfont les conditions 

aux limites. La méthode de Galerkin sera utilisée pour 

réduire les équations aux dérivées partielles de base à un 

système d'équations temporelles du mouvement. Ces équa

tions différentielles non-linéaires seront solutionnées en 

première approximation par la méthode asymptotique généra

lisée par Hsu, Agrawal et Evan-Iwanowski. 

La seconde étape consistera à évaluer l'influence des 

imperfections initiales sur la stabilité et la réponse sta-
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tionnaire des plaques rectangulaires à l'aide de la théorie 

développée. 

Ainsi donc, la présente recherche sera composée de qua

tre chapitres, dont le contenu est le suivant: 

le chapitre II présente la méthodologie et les 

détails de calcul pour l'optention des équations 

temporelles du mouvement pour une plaque rectangu

laire simplement supportée avec des imperfections 

initiales. 

le chapitre III traite de la réponse stationnaire et 

de l'analyse de stabilité. Les équations temporel

les du mouvement sont solutionnées en première 

approximation par la méthode asymptotique. La 

réponse en régime stationnaire est déterminée pour 

le cas de résonance forcée et de résonance 

paramétrique. 

le chapitre IV présente les conclusions dégagées. 



CHAPITRE II 

EQUATIONS TEMPORELLES DU MOUVEMENT 

2.1. Dérinition du problème 

Le modèle conceptuel utilisé dans cette étude consiste 

en une plaque rectangulaire, élastique, homogène, isotrope, 

d'épaisseur uniforme, simplement supportée sur son pourtour 

et excitée dans son plan idéal par une charge périodique 

uniformément distribuée, tel que montré à la figure 2.1, et 

de la forme: 

L'origine du système de coordonnées est choisie au coin 

inférieur gauche du plan médian de la plaque idéale. On 

suppose en outre que l'épaisseur de la plaque et les dépla

cements sont relativement petits par rapport à la longueur 

d'onde des vibrations latérales, pour pouvoir utiliser la 

théorie des plaques minces. 

L'analyse est basée sur les équations non-linéaires 

correspondant à la version dynamique des équations de Von 

Karman pour le cas des grandes déformations et tient compte 

de l'étirement de la surface moyenne ainsi que des imper

fections géométriques initiales. Ces équations aux 
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dérivées partielles sont exprimées en fonction du déplace

ment latéral w, de l'imperfection géométrique initiale W
0

et de la fonction d'Airy F. 

Libres de 

contraintes 

,, .v 

• 

h 

b 

:it,U 

FIGURE 2.1.: Plaque non idéale simplement supportée sou

mise à une excitation paramétrique. 



2.2. Les équations de base 
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Le chargement NY (t) imposé au plan moyen de la plaque,

combiné avec l'étirement de la surface moyenne, donne nais

sance à des forces de membrane Nx, NY et Nxy (par unité de

longueur). Ces forces sont reliées aux contraintes par les 

expressions suivantes: 

Nx 
= h O' X 

N
y

= h 
(1'y ( 2. 1) 

Nxy
= h 1' X y 

où h est l'épaisseur de la plaque. 

Pour simplifier l'écriture ultérieure des équations, on 

introduit la fonction de contrainte d'Airy, définie par *: 

F 'YY
= ux

F, XX 
= 

f1'y (2.2) 

F, xy
= -1" 

X y 

* Les indices inférieurs placés après la virgule représen

tent des dérivées partielles par rapport à ces indices:

par exemple: W�xy = a 2 W/8xôy



Ce qui nous permet d'écrire que: 

Nx = h F 'YY

Ny = h F 'X X 

Nx y = -h F 'x y 
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(2.3) 

Les relations entre les contraintes et les déforma

tions, dans le plan moyen de la plaque, sont définies par: 

q = 
X 

u =

y 

'I' X y = 

(2. 4) 

2 (l+v) 

Pour une plaque initialement imparfaite, les angles de 

rotation Px et Py, montrés à la figure 2.2, sont petits et 

sont reliés au déplacement latéral total W, par: 

Px = - W, x 

{2. 5) 

f3y = - w, y 
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avec: W (x,y,t) 
= 

W0 (x,y) + W(x,y,t) (2.6) 

où w
0 (x,y) est la déviation de la plaque de sa position 

parfaitement plate (ou 

géométrique initiale) 

encore imperfection 

et W(x,y,t) est la déflexion naissante d'un chargement sta

tique et/ou dynamique. 

L'équilibre des forces dans les directions de x et de 

y, nous donne après division par dxdy: 

Nx • x + NY x • Y = 0 

NY,Y + Nxy,x = O {2. 7) 

La projection de l'ensemble des forces agissant sur la 

plaque, sur l'axe des z, nous donne après simplification et 

en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur: 

= phW,tt (2.8) 



(a) 

z 

X 

(b) 

PZGURB 2.2: Elément 4:z:dy de la plaque en configuration: 

(a) non déformée et (b) déformée.

20 

IJ 
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En tenant compte de (2.7), l'équation (2.8) peut être 

réécrite sous la forme: 

= phW, t t (2.9) 

La sommation des moments, relativement aux directions x 

et y, donne les équations suivantes: 

- Mxy,x - !\,y + QY
= 0 

My X , Y + � , X - QX = 0 ( 2. 10) 

et puisque les moments de flexion ou de torsion dépendent 

seulement du changement de courbure de la plaque et non de 

la courbure totale [8,10], la déflexion nette w = W - w
0

, 

doit être util-isé dans l'expression de ces moments, donc: 

� = - D (W 'x x + ,... W 'YY)

My = - D (W 'YY + V W IX X) (2.11) 

Mxv 
= - D (1 - v) W 'x y

E h3 

où D =-----est la rigidité à la flexion de la plaque. 
12 {l-v 2 ) 
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Finalement, en substituant les expressions (2.3), 

(2.5), (2.6), (2.10) et (2.11) dans l'équation (2.9), on 

obtient après quelques manipulations: 

D [W,xxxx + W,yyyy + 2W,xxyy] = 

( 2. 12) 

Si on adopte la notation suivante: 

1:,.4 = --- + 2 ---- + 

on peut alors écrire l'équation d'équilibre dans sa forme 

finale: 

t:,,,.4 W = --[F,yy (W+W0) 'xx-2F,xy (W+W0) rxy+F,xx (W+W0) 'YY-pW,tt]
D 

(2.13) 

La solution de l'équation (2.13) en F et w, ne peut 

être obtenue d'une manière unique, que si on a une équation 

différentielle additionnelle; c'est l'équation de compati

bilité, obtenue en différentiant les relations cinémati

ques. 
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Supposons alors que la plaque, géométriquement impar-

faite, est initialement indéformée. L'élongation totale 

d'un élément dx, après déformation, sera égale à dX, telle 

que (d'après la figure 2.3): 

avec: dl1: longueur initiale

dl
2

: longueur finale 

( 2. 14) 

(2. 15) 

où U(x,y,t) et W (x,y,t) sont les déplacements du plan 

moyen, dans les directions x et Z respectivement. 

dX = dx 

2U, X 2 + w, X 2

J (W
0 

, dx) 2 + dx'
• 

] 
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on utilisant l'approximation du 1er ordre pour la racine 

carrée: 

� l+a = l+ 

On peut écrire la déformation EX 

dX dl2 
- dl1

Ex = = 
dx dx 

1 
= (1 + U 'X + u,x 

2 
+

2 

1 

2 

1 

2
a 

sous la 

-
2 W 'x )

forme suivante: 

(1 + Wo , x z )2 

et en notant que u,x << 1, on aura u,x 2 comme infiniment 

petit, soit finalement: 

et de la même façon: 

et 

1 

2 

1 

2 

w 2 -
'x 

-
2W,y 

1 

2 

1 

2 

Ex Y = u, Y + V, x + w, x W, Y - Wo , x Wo , Y

(2.16) 
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Wo 

dx Wo + Wo ,xdx 
1 .... ... 1 
1 1 

1 

X,U 

Wa(x,y)
X 

1� "1J 

1� 

W(�,Y.f)
+ 

11
�

Ui 
• 

. ... 
1 

1 1 

1 1 

u + U,xdx !.,.
►!

' 

z,w 

FIGURE 2.3.: Déformation d'un élément dx après chargement. 
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En différentiant les expressions (2.16), on obtient: 

(2.17) 

En remplaçant dans cette équation les composantes de 

la déformation par leurs valeurs en fonction des contrain

tes données par les expressions (2.4) et en introduisant 

la fonction d'Airy F, on arrive à l'équation de compatibi

lité: 

ll.4 F=E [ (W+Wo ) , x Y 2 -Wo , x Y 2 - (W+Wo ) , x x (W+Wo ) , Y Y + Wo , :x :x Wo , Y Y J

( 2. 18) 

Les deux équations différentielles (2.13) et (2.18) 

constituent les équations de base pour l'étude des vibra

tions non linéaires des plaques rectangulaires avec imper

fections géométriques initiales, équations dans lesquelles 

on a négligé les effets de cisaillement transversal et de 

l'inertie de rotation. 
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Dans cette étude, les plaques rectangulaires cons

idérées sont simplement supportées sur les guatres côtés. 

Par conséquent, les déflexions latérales et les moments 

fléchissants sont nuls tout le long des arètes de la pla

que. 

Sachant que les deux arètes (x=O) et (x=a) sont libres 

de contraintes et que les deux arètes (y=O) et (y=b) sont 

comprimées par le chargement uniformément réparti NY (t),

l'expression des conditions de contrainte, reliée à la 

fonction d'Airy F, s'écrit: 

F,yy = O, le long de x = o,a 

(2.19) 

le long de y =  O,b 

Les conditions d'appui au contour, reliées au déplace

ment latéral W, s'écrivent: 

w = o, 

w = o, 

le long de x = o,a 

(2.20) 

le long de y= O,b 



2.4. Solution des équations de base 
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Une solution approchée pour le système d'équations 

(2.13) et (2.18) ainsi que (2.19) et (2.20) est obtenue en 

supposant que: 

Le déplacement latéral de la plaque est représenté par 

une double série des fonctions propres du système 

linéaire associé: 

W ( X , y , t) = E E W p q ( t) � p (X) ,p q (y) + W* ( X , y)
p q 

(2.21) 

où Wpq (t) sont les coordonnées généralisées du système et 

w* est la déformée dQe au chargement statique. 

La fonction d'Airy est représentée par une double série 

de fonctions propres de poutres, qui satisfont les con

ditions de contraintes aux appuis: 

F(x,y,t) = r: E fmn(t) X,..(X) Yn(Y) -
m n 

x2 

2h 
Ny (t) + f* (x,y) 

(2.22) 

où fmn(t) sont les coefficients généralisés de contrainte 

et f* (x,y) est la contrainte dQe au chargement statique, qu'on 

suppose de la forme: 

f* (X, y) = E E �m n Xm (X) Yn (y) 
m n 

(2.23) 
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Pour comprendre l'influence des imperfections géométriques 

initiales, sur le comportement dynamique des plaques on 

considère que l'expression des imperfections est semblable 

à celle du déplacement latéral: 

Wo(X,Y) =EE WOkl �k(x) t/Jl(y)
k 1 

où Wokl est l'amplitude des imperfections. 

(2.24) 

Il est clair que la configuration réelle des imperfec

tions peut nécessiter des termes additionnels; cependant 

l'analyse et l'effort de calcul peuvent devenir d'une lon

gueur prohibitive. 

D'autre part, sous l'influence du charge,ment statique 

sur la plaque initialement imparfaite, on peut s'attendre 

logiquement que la déformation statique naissante aura 

exactement le même type de déformée que l'imperfection: 

(2.25) 

Les expressions analytiques des fonctions propres utilisées 

sont: 



X.. (X)= 
sin(a.x) - sinh(a.x) 

sin(À.) - sinh(À.) 

sin(PnY) - sinh(PnY) 

cos(a.x) - cosh(amx)

cos(À.) - cosh(Àm)

cos(PnY) - cosh(PnY)

cos(Àn) - cosh(À
n

)

�P (x) = sin 
p1rx 

a 

q1ry 
= sin 
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(2.26a) 

( 2. 2 6b) 

(2.26c) 

(2.26d) 

où Àm = a.a et Àn = Pnb et sont obtenues à partir des 

équations transcendantes: 

(2.27) 

Les fonctions X.., Y
n

, �P (ou �k) et �q (ou �l) possèdent

les propriétés suivantes: 



J X.. x
1 

dx 
0 

r
0 

= < 

si m ':f:: i 

si m = i 

r 
0 sin+ j 

l b/(cos�n - cosh�n) 2 sin = j 

J �P �u dx
0 

r
0 

= < 

si p f. u 

a/2 si p = u 

si q j V

si q = V 

2.4.1. solution de l 1 équation de compatibilité 
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(2.28a) 

(2.28b) 

(2.28c) 

(2.28d) 

Si on substitue les expressions (2.21), (2.22), (2.23), 

(2.24) et (2.25) dans l'équation de compatibilité (2.18), 

on obtient: 

- pour le terme de gauche:

= E E (fm n+ll'mn).[x_ iv Yn+2 Xm"yn•+xm yniv]
m n 
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- pour le terme de droite:

RHS ( 2 • 18) =E [ (W+W0 ) , x Y 2 -W0 , x Y 2 - (W+W0 ) , x x (W+WO ) , y y +W0 , x x W0 , y y

or W + W
0

= E 
p 

E wpq 4>p "1q + E E (dle l + Wo1et> 4>1e ,J,l 
q k 1 

donc: - E(W+W0 ) , x v 
- P

= E (W+W0) , x x 
p 

= E (W+Wo) 'YY 
p

E WP q 4'P ' tPq ' + E 
q k 

E Wpq4>p""1q + E 
q k

E wpqlflpt/iq" + r: 
q k 

E ( die l + Wo le L ) cl>1c 

1 

,J, L , 
1 

E{dkl + Wolcl )4>1e ",J,l
1 

E ( d1e L + Wo 1e L ) 4'1e 'Pt " 
1 

où les primes désignent une dérivée par rapport à x ou y. 

RHS (2.18)=E <[E 

l p

E WP q �P ' t/Jq ' + E 
q k 

E ( die l + Wo le l ) 411e , ,J, l , ] 2
1 

W � , , 2 - [ E E O le l ,..le V' l ] 
k 1 

- [E

[E 

+ [E

E wpq4>p" "'q + E 
q k 

E Wpq�p,t,q" + E 
q k 

E W01c 14>1c 

11 ,/ll ]• [E 
1 k 

E ( d1e t +Wo 1e L ) 4' 1e " 1/J t ] • 
1 

E C d1c L +Wo 1c 1 ) 4>1c t/J t " ] 1 

Il 
l 

E Wokl4>1c ,J,l ] >
1 J 
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En tenant compte des règles de calcul tensoriel, on a fina

lement: 

t:.4 F = E E (flln + 
� .. n) ex.. i V y

n 
+ 2x.. Il yn. + X. yn i V]

m n 

E E E 
q r s 

+ E E E
p q g 

l 
_ � Il � al. a/, Il ] > 

le SI "'l "'h 

J 

On applique maintenant la méthode de Galerkin, 

E E(fmn + �mn) [Xmivyn+2x .. "yn"+xmyniYJ xi y j dx dy
m n 

E E E E E WpqWrsC�p••r',J,q',J,8

1

-�P"�rV'qV's"]X i YJ dx dy
p q r s 
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On peut intervertir les signes E avec les signes f pour 

obtenir: 

E E 

m n 

= EE EEE 

p q r s 

f 0Y0 "Y; dY



- J /."+, X; dx r:f
q

f, "Y;dY] 

+ E E E E E wp q(d9 h+w09 h)[J

a

••••.•x;dx 
p q g h o 

a 
b l- f

o
••·•. x ; dx f

o
'•'•"Y;�

+ E E E E E Wrs (dkl+Wokl) [J

a

+,'+,'X;dx 
k 1 r s o 

a 
b l- f

o
·•·•, X ; dX f

o
'''·"Y;� 

b 

J/•'f•'Y; dY

J o" 1 • •\ • y i dy

+ E E E E E [(dkl + WOkl) (dg h + WDgh) - WOkl WOgh l 
k 1 g h

[C•k ••' x 1 
dx

b a 

J
0

, 1 'fhY;dy-J
0

•,••.x;dx 
J
>-•"Y; dY]

35 
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En tenant compte des relations (2.28) et après défini-

tion des coefficients suivants: 

a 

; m 
a 

JO 

j n b 

la 
K, = xi 

� Il 

dx L1 = 
yj 

y Il dy n 
). 2 

}. n 

a 

i p r 2a 

JO 

j q s 2b 

J/;,;;,;,' 
Kz

= xi 41 ' 41 , dx Lz = dy 
pr• 2

p r 
qsw 2

a 

; p r 2a 

JO 

j s q 2b 
xi 

41 Il 

�r dx J . dyK3 = 

� 
= 

0 
yj 'Ps 'Pq p2 ,r2 p 

52 1r 2 

(2.29) 

on trouve finalement l'expression suivante: 

(fij+�;j) 
(cos>.;-cosh>.1 ) 2 (cos>.

j
-cosh>.

j 
) 2 

• 4 E

[pqrs ; p r j q s Z Z i p r jsq] = E E E E Kz Lz 
- p s K3 � wpq wrs 

4 p q r s 

11' 4 E 
[pqgh 

i p 9 j q h 
-p2 h2 K! pg 

jhq] +--I:I:EE Kz Lz � wp q (dg h +Wo g h) 
4 p q g h 



,.-4 E 

+--EEEE 

4 k 1 r s

[ 
i k r 

klrs K2

... 4 E n 
[ 

iltg "lh iltg "hl
]+ -- E E E E klgh Kz � - k2 h2 K3 � 

4 k 1 g h 

où c = b/a est le rapport de forme de la plaque. 
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(2.30) 

Les formules explicites des différents coefficients K 

et L sont bien détaillées dans l'annexe A. 

En se servant de la notation tensorielle, on peut 

écrire l'expression (2.30) sous la forme suivante: 

+ B� � r s wr s (Wo 1t l +dit 1 ) + B� � g h [ (Wo lt l +dit l ) (Wo g h +dg h ) -Wo lt I Wo g h]

(2.31) 

où 

mm m n 

A; j = 6; 6; 
c2 X 4 + X 4 /c2 

Il n 

[-----------] 
{cosx.-coshX.) 2 (cosxn-cosh�n> 2 

(2.32a) 



pqrs 
B-. = 

1 J 
4 

[ i p r 
pqrs K2 

38 

j q s 
Lz (2.32b) 

Dans les expressions tensorielles, la répêtition d'un 

indice indique une sommation par rapport à cet indice. 

6 est le delta de Kronecker: 

r o si

= < 

l 1 si 

i F m

i = m

Les équations (2.31) peuvent être réarrangées, pour 

donner les relations existant entre les coefficients 

généralisés de contrainte fmn et les coordonnêes généra

lisées WP q : 

dans les;quelles 

[RP q r s ] 
=

mn 
[ BP q r s ]

i j 

(2.33) 

(2.34) 
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En égalisant membre à membre, les termes dépendant et 

non dépendant du temps dans l'équation (2.33), on obtient 

finalement: 

2.4.2. Solution de l'équation de mouvement 

(2.35a) 

(2.35b) 

En substituant les équations (2.21), (2.22), (2.23), 

(2.24) et (2.25) dans l'équation de mouvement (2.13), on 

obtient: 

E E w [� ivd + 2� "� " + � � iv] +
pq p Yq p o/q pYq 

p q 



On réarrange encore cette équation 

E E w [� i V.,. + 24> Il .,. N + � .,. i V] 
pq �p �q p 'l'q p'l'q 

p q 

= 

h 

D 

1 

h 

+ X Il� y .,. Il 
ra r n 'r's 

40 

-2X ' 4> ' Y ' ·'· ' ]
m r n 'r's 

-2X '� 'Y ' ·'· ']
m k n 'l'l 

(2.36) 
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On applique de nouveau la méthode de Galerkin 

= J: J: 

1 

h 

h 

D 

h

D

E E E E (fmn+�mn> Wrs 
m n r s 

[X � Il y Il .,. + X Il � y .,. Il m r n 'l's m r n 'l's 

h 

D 

h

D 
[E E W,.s�r'Ps"
r s 

+ E E (dkl+Wokl) �kv,l"] �u'Pv dxdy
k 1 

E E Wrs �r�s�utpv dxdy
r s 

(2.37) 

En tenant compte des relations (2.28), on obtient pour 

le membre de gauche: 



LHS (2.37) 

=
� � 

Wpq [ J:•• 1 ••• dxJ:V'q; •,'>. dy + 2 J:+;+. dxJ:••' ,P• dy

+J:•. +. dxJ:,p•;•·• dy]

+: � d• 1 [ J�•;• +. dxJ:.P,••- + 2J:•.•+. dxJ:,,•.,,.

+J:•••• dxJ:V', ••v. dy] 

= 

ab 

4 

,r4 ab

[ U'II" 
V'lf ] 2 

(--) 2 + (--} 2
a b 

=---

[ U V ]2 
(--) 2 + (--) 2

a b 

D'autre part, 

ab 

� � Wrs�r�u�sWv dx dy = P -- Wuv 
r s 4 
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V'lf ab 

Ia 
Ib-1

0 0 h 
Ny (t)E E Wrs�r�u,J,8 11 ,j,v dx dy

r s 

= - (-)2

b 

1 

h 

V7r 

-(-)2 
ab 

4h 

Ainsi, on obtient pour le membre de droite: 

RHS (2.37) = 

v2 ,.. 2 

+ 
b2 h 

abh 

4D 

,..2 

+ À 2 s2
m

[ 

umr vns 
( f +,,. ) W À n 2 r2 K4 T -

m n rm n r s ""'"5 

umr 

u11k v n l 

a2 b2 
{ f II n +ipm n ) ( dk l +Wo k l ) [

Àn 2 k2 K4 Ls 

+ À 212 umk vml V n l umk V n l 
Ks L4 L4 - 2Àm >.n kl K6 L6m

v2 ,..2 

Ny (t) wuv + Nv {t) [du v +Wo uv] - p wuv
b2 h 
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] 

J 

où les coefficients K et L sont données par les formules 

suivantes: 

umr 
= 

2a 

r2 7(2 I ao �u�r" X...dx; = 
2b 



um I"' 2a 

J: "d Ks = �u�rX.O x;
). 2 

m 

UIII I"' 2a 

J: K6 = � u � r , � , dx; 
r,r>.• 

vns 2b 
Ls = 

). 2n 

vns 2b 
L6 = 

S,r ).n

J: 

J: 

'Pv 'Ps 'in 
II dy

,pv 'Ps 
1 

'in 
' dy

44 

(2.38) 

Les expressions détaillées de ces coefficients sont donnés 

dans l'annexe A. 

En égalisant finalement le membre de droite à celui de 

gauche, on obtient: 

.. 
wuv +

,.- 4 D 

[ c2u4 
pha4 c2 

vZ w2 

pha2 c2 

Ny (t) 

v4 

] + 2u2 v2 + (Wu v +du v)
c2 

[ Wu v +du v +Wo u v ] 

vns2 2 u m I"' 
>.n r K4 

2 2 umr vns
] >.m s l<s L4 

2 2 umk vnl
- ). k K T- -

m 4 """"5 

2 2 umk vnl ]
>.n l l<s L4 (2.39) 



si on pose que: 

111nrs 
GUY 

2 

pa
4 c2 

pha4 c2 

-� 2 52 
Il 

[ c2 u4 + 2u2 v2 +

U Il r 

v4 

c2 ] 
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vns 

(2.40a) 

(2.40b) 

l'équation (2.39) peut être réécrite d'une façon plus sim

ple: 

2 wu y 

v2 11'
2

pha2 c2 

(2.41) 

En portant les expressions (2.35) dans les équations 

(2.41}, on obtient: 

v2
11'

2 

pha2 c2 



klghij 
+ My v (Wo i j +di j ) [ (Wo le l +die l ) (Wo g h.+dg h ) -Wo le l Wo g h ] = O 
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(2.42) 

dans lesquelles 

(2.43) 

Dans le cas statique, 

l'équation (2.42) devient: 

klghij 
[ ] + � v (Wo i j +di j ) (Wo le l +dk l ) (Wo g h +dg h ) - Wo k l Wo g h = O 

(2.44) 
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C'est cette équation qui donne la relation entre le 

chargement statique initial et la déformation statique ini

tiale. 

En injectant l'équation (2.44) dans (2.42), on a: 

vZ
,r

Z 

pha2 c2

klrsgh 

[ ] 
+ 'Mu v wr s 3 (Wo k l + dk l ) {Wo g h + 6 g h ) -Wo k l Wo g h = O 

{2.45} 

et puisque, d'après [38], 

où d* = = 

W 
2 

= N d* 
UV UV 

pha2 c2 

est le rapport des 

(2.46} 

rigidités 

dynamique et statique 

azvz 

v2 
(c2 u4 + 2u2 v2 + --) est le paramètre de 

c2 
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la charge critique associée au mode critique de flambement 

(u, v) • 

on a alors: 

cos 8 

(2.47) 

En introduisant: 

Les fréquences naturelles de la plaque chargée, parfai

tement plane, qui sont données par: 

] (2.48) 

Les paramètres d'excitation, définis par: 

(2.49) 
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on pourra alors réécrire les équations (2.47) sous la 

forme: 

. ' 
wu v + nu v 

2 ( 1 - 2µu v cos 9 ) wu v - 2µu v nu v 
2 

(Wou v + du v ) cos 8

+ 
M.qrsab 

UV WpqWrsWab 
+ 2 �: rskl 

Wp q Wr s (Wo k l + dk 1 )

klrsgh 

[ ] 
+ Mu v wr s J (Wo k 1 + dk l ) (Wo g h + dg h ) - Wo k I Wo g h = O 

(2.50) 

ou encore 

.. 

wuv + 

r 2 
klrsgh uv

[ 
] < nu v +� v 6 r 6 s 3 (Wo k l +dk 1 ) (Wo g h +dg h ) -Wo k l Wo g h 

l 

- 2 
l'u v nu v 

2 cos
l 

B> WUV - 2µ UV 
0uv

2 

J 
(Wo u V + du V ) cos e

,.;,qrsab ..;,qrakl 
+ l"luv WpqWr s

Wab+J l"luv Wpq Wrs (Wokl +dkl ) = O

(2.51) 
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on peut alors définir les fréquences naturelles de la 

plaque chargée, avec imperfections initiales, comme étant: 

(2.52) 

et l'équation (2.51) devient alors: 

(2.53) 

Lorsqu'une plaque est comprimée dans son plan moyen par 

des forces uniformément réparties le long de deux arètes 

opposées, il a été montré• que le flambement de la plaque 

s'effectue de telle manière qu'il peut y avoir plusieurs 

demi-ondes dans la direction de compression, mais une seule 

dans la direction perpendiculaire à la précédente. 

* Voir Timoshenko, Référence 39, page 351. 
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Il est raisonnable de supposer que le système se com

portera dynamiquement de la même façon et nous pouvons 

poser que 

u = p = r = a = k=l 

v=l, 2, 3, •• , q=l, 2, 3, •• , s=l, 2, 3, •• , b=l, 2, 3, .• , l=l, 2, 3, ... 

Pour simplifier le problème, on omettra d'écrire tous 

les indices relatifs aux modes de vibration suivant l'axe 

des x. En ajoutant, pour plus de généralité, l'effet de 

l'amortissement linéaire, dans les équations de mouvement 

on obtient: 

(2.54) 

En tenant compte de la règle de calcul tensoriel, qui 

dit qu'un indice répété est considéré comme muet et donc 

peut être remplacé par n'importe quel autre indice, sans 

changer le résultat, on peut réarranger l'équation (2.54), 

pour obtenir: 



52 

(2. 55) 

Les équations (2.55) représentent la forme finale des 

équations du mouvement d'une plaque rectangulaire impar

faite et simplement supportée sur les quatres côtés. 

2.4.3. cas particuliers 

Une grande partie des travaux de recherche concernant 

le comportement dynamique des plaques imparfaites 

s'intéresse spécialement aux lois de variation des fréquen

ces de vibration en fonction du type et de l'amplitude de 

l'imperfection initiale. 

Pour pouvoir donc comparer nos résultats à ceux fournis 

par d'autres auteurs, on considérera le cas particulier le 

plus fréquemment étudié, à savoir le premier mode spatial 

de vibration avec le premier mode spatial de déformation 

statique et le premier mode d'imperfection initiale. 

Dans ces conditions, la relation entre chargement et 

déformation statique pour la plaque géométriquement impar

faite, est donnée par: 

,..2 

w2 d - --- Nyo (d+W
0

) + M (W
0

+d) [(W
0

+d) 2 - W0
2 J = O

pha2 c2 
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1 1 1 
avec M _ M1 , w = w1, w0 = W01, d = d1

ou encore après réarrangement: 

(1 -
Nyo w2 

----) ] - W0 = 0 

(2.56) 

on peut alors, d'après ce polynôme du 3e degré en 

(W
0

+d), trouver la variation de la déformation statique d, 

en fonction du chargement Nyo' pour plusieurs valeurs de 

W
0

, comme le montre les figures 2.4. 

On remarque alors que pour la plaque parfaite (W
0

= 0), 

il y a présence d'une force critique (Ncrit), à partir de 

laquelle la déformation cesse d'être nulle pour augmenter 

après d'une façon progressive, contrairement à la théorie 

linéaire qui prévoit une déformation infinie à partir de 

Pour la plaque imparfaite (W
0

fO), la déformation aug

mente, presque linéairement, pour des faibles valeurs de 

Nyo• Pour des charges plus élevées, la déformation aug

mente brusquement et tend asymptotiquement à la courbe cor

respondant à W
0

=0. 
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Ainsi donc, connaissant la charge appliquée, la défor

mation statique et l'imperfection initiale, on peut évaluer 

la fréquence chargée de la plaque géométriquement impar

faite, par la formule suivante: 

Ncrit - Nyo 
= w2 [-----] + M [3 (W

0
+d) 2 - W0

2 ] (2.57) 
Ne rit 

Les figures 2.5a et 2.5b, montrent les lois de varia

tion de la fréquence chargée en fonction de l'imperfection 

W
0

, pour différentes valeurs de chargement Nyo.

on remarque alors que la fréquence de vibration d'une 

plaque imparfaite est très sensible aux imperfections ini-

tiales. En effet, la présence d'une imperfection de 

l'ordre de la fraction de l'épaisseur de la plaque, peut 

.augmenter énormément la fréquence de vibration. 

La figure 2.6, montre la variation de la fréquence 

chargée en fonction de la charge statique Nyo' pour

différentes valeurs d'imperfections w
0

•
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-L---=====-=-::::..==--::-=------- - ---

présente étude 

- - - - théorie linéaire 

No/ h • 0 

0 0.5 l 1.5 2 2.5 3 

Deflection statique • d / h 

FIGURE 2.4a: Comparaison du comportement statique de la 

plaque analysée avec la présente théorie à 

celui de la théorie classique. 
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Deflection statique , d / h 
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2.5 3 

FIGURE 2.4b: Effet des imperfections initiales sur la 

deflexion statique de la plaque. 
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On remarque que: 

La fréquence de vibration d'une plaque parfaite (W
0

= 0) 

décroit avec l'augmentation de N
y

o• Elle s'annule pour 

Ny o = Neri t • 

Pour une plaque imparfaite (W
0

=0), la fréquence de 

vibration ne décroît pas jusqu'à zéro, mais atteint plu

tôt un minimum après lequel, elle commence à croître. 

Plus la valeur de l'imperfection est grande, moins est 

la charge pour laquelle la fréquence est à son minimum. 
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FIGURE Z.5a : Effet des imperfections initiales sur le rapport 
de trfquences ( 1 / Q) de la plaque non id�ale . 
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FIGURE Z.5b : Effet des i•perfectiona initiales sur le rapport 
de fréquences ( Q /W) de la plaque non id6ale . 
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FIGURE 2.6 : Variation de la fréquence de la plaque char�êe 
en fonction du char�ement statique,pour 
différentes valeurs d'imperfections initiales • 



CHAPITRE III 

SOLUTION ASYMPTOTIQUE DES BOUATIOHS DB MOUVEMENT 

3.1. Introduction 

La méthode asymptotique représente un outil mathémati

que très efficace pour l'analyse des équations différen

tielles non-linéaires des systèmes en vibration. 

Connue encore sous le nom de la méthode des paramètres 

faiblement variables, cette technique d'analyse a été déve

loppée par Bogolioubov et Mitropolski et généralisé par 

Hsu, Agrawal et Evan-Iwanowski. Son hypothèse de base* est 

que certaines quantités sont des fonctions du temps lent 

r =Et, où E est un paramètre petit et positif, et que par 

conséquent, leurs dérivées par rapport au temps normal t, 

sont proportionnelles à e. 

La caractéristique principale du développement asympto

tique suivant les puissances croissantes de E, n'est pas 

basée sur le critère de convergence de la série quand 

l'exposant m de E tend à l'infini, mais plutôt par les pro

priétés asymptotiques de la série, pour une valeur donnée 

• Voir Référence [40], page 26 
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de m, quand le paramètre E tend vers zéro. On exige uni

quement que, lorsque E est petit, le développement sériel 

fournit une solution suffisamment précise, pour un temps 

suffisamment long. 

Cependant, à cause de la complication rapide dans la 

construction des solutions asymptotiques et compte tenu des 

critères de convergence de la méthode, seuls les termes 

d'ordre t
0 et E

1 seront retenus et on se limitera ainsi à 

un développement asymptotique en première approximation. 

3.2. Construction de la solution asymptotique en première 

approximation 

Pour pourvoir appliquer cette technique d'analyse à 

l'équation (2.55) et trouver les solutions asymptotiques en 

première approximation, on supposera que l'amortissement, 

le paramètre d'excitation et les coefficients non-linéaires 

sont petits: 

lqs lqs 

1\, 
= 

E 1\, (3 .1) 

et on supposera, en outre, que la fréquence d'excitation et 

le paramètre d'excitation varient lentement avec le temps, 

c'est-à-dire: 



d8 

dt 
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(3.2) 

Ainsi donc, en tenant compte des suppositions (3.1) et 

(3.2) l'équation temporelle du mouvement (2.55) sera trans

formée sous la forme suivante: 

(3.3) 

ou symboliquement par: 

. .

w
y 

+ n,/ wv = E F ( f' , 8 , W, W) ( 3. 4) 

où le terme de gauche représente un oscillateur linéaire et 

le terme de droite F (T, 8, W, W), représentant la pertur

bation, est une fonction périodique en 6, de période 2�. 

Quand la perturbation est absente (E =O) et f' est cons

tant, l'équation (3.4) est réduite à: 
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- zW
.., 

+ n.., W
.., 

=O 

et les solutions, qui sont évidement purement harmoniques, 

auront une amplitude et un déphasage constants dans le 

temps et dépendant des conditions initiales. 

En présence de perturbation (e = O), un certain nombre 

de phénomènes supplémentaires peuvent avoir lieu. Des har

moniques supérieures peuvent apparaître dans les solutions 

et la fréquence instantanée ne sera plus constante et 

pourra dépendre de l'amplitude des oscillations. 

REMARQUES J:HPORTMITBS 

L'étude expérimentale de la stabilité dynamique des 

plaques rectangulaires [36,37] permet d'observer, outre les 

vibrations paramétriques, d'autres oscillations de faible 

amplitude, dont la fréquence correspond à celle de 

l'excitation, qui sont induites automatiquement par les 

imperfections initiales. Ces oscillations sont qualifiées 

de forcées ou dynamiques. Lorsque la fréquence de ces der

nières se trouve dans le voisinage de la fréquence natu

relle de la plaque, celle-ci entre lentement en résonance. 

L'amplitude augmente alors graduellement, contrairement aux 
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cas des vibrations paramétriques où elle augmente de façon 

soudaine et abrupte. 

Prenant en considération tous ces phénomènes physiques 

et constations expérimentales, on suppose alors que la 

solution de l'équation du mouvement (3.3), s'écrit sous la 

forme:

W
v 

= b
v 

(r)+ a
v

(r) cos (-- 8+� 1
v )+ er (r) cos (0+�2 r)

2 
(3. 5) 

où av: est l'amplitude des vibrations paramétriques prin

cipales 

er: est l'amplitude des vibrations forcées 

b
v : est un terme inconnu dans la solution, naissant de 

la nature non-linéaire du système. 

avec: 

r db
v

dt 

r
dav

dt

d,p1 v 

d
t 

= ( D1 ( av , bv , er , f' ) 

= ( 

= nv 

A1 ( av , bv ' 'P 1 v ' r ) 

1 
- --

2 

" + ( B, ( av ' bv , 'P 1 v , f' ) 

(3. 6a) 

(3.6b) 

(3. 6c) 
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r 
der r 

= E E, ( er 'bv '"12 r ' .,. } ( 3. 6d} 

dt

< 

l 
d,J,z r r

= nr -
'I + E F 1 ( er 'bv ''Pz r ',,. ) ( 3. 6e} 

dt

En dérivant l'équation (3.5), par rapport au temps, et 

en gardant seulement les termes du premier ordre, on 

obtient: 

et 

aa, 
--(nv-
2,t,, V 

1 
cos sin (--8+,t,,v) 

2 

(3.7) 

1 1 1 
V 

r,)cos {- 8+,J,,v)-2 EA1 nv 
2 2 

sin (- +,p1 v )
2 

1 1 1 
-'1) sin {-8 +vi, v) -a env 2 +2e nv B�) cos {-8 +,JJ, v)

2 2 V 
2 
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(3. 8) 

En reportant les expresions (3.5), (3.6), (3.7) et 

(3.8) dans l'équation (3.3), on obtient pour le membre de 

gauche: 

+ E [ - 2

+ E [ - 2

1 

2 

et pour le membre de droite: 

1 

2 

sin 

sin (-- Q + VJ1 V) 
2 

( 8 + VJ2 r ) 
(3.9) 
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RHS (3. 3) =e 

(3.10a) 

Sachant que l'équation (3.3) ne contient pas des termes 

de couplage linéaire, et que les forces n'excitent qu'un 

seul mode à la fois, l'équation (3.10) s'écrira alors sous 

la forme: 

RHS (3.3)= E 

ou encore: 

RHS (3. 3) = e 

w 3
V 

(3.10b) 

+ 2µv0v 2 av COS O • COS (- 9+�
1

v)+2µvnv 2 er COS 0•COS (O+�zr)
2 



+ 2 C
v 

av (lv sin (--Q + ,/J 1 v ) + 2 Cv er Or sin ( Q + ,JJ2 r )
2 

YVY 1 

- 1\, [b
y 

+ av cos (-- 8 + vi, Y) + er cos ( Q + ,J,2 r ) ] 3
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En négligeant les termes d'harmoniques supérieures, on 

obtient: 

RHS (3. 3) =e 



+ sin (--8 + 'P1v> [µvnvZ av sin 2,t,,v + CV av av ]
2 

3 3 
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vvv 
3 2 2 

vvl 
+ cos ( 8 +,t,2 r) [-M., (-er +3bv er +--av er ) -6M,, (W0 l +dl ) bv er ]

4 2 

+ sin ( 8 + y,2 r ) [ 2 Cv er av ]

+ 2µv nv 2 (bv +Wo v +dv) cos 8

vvv vvv 3 

2 
a 2 V [M,, bv + M,, (W0 l +dl ) ] cos ( 8 +2,p 1 v ) 

- 3 av er 
vvv vvl 

[My bv + M_, (W0 l +dl ) ] cos 

et sachant que: 

1 l 
(-- 8 + 'Pzr - �,v) > 

2 J 

cos(8+2� 1 v)=cos(8+�,r)cos(2,t, 1 v-'Pzr)-sin(8+,t,2 r)sin(2� 1 v-'Pzr) 

1 1 

cos (-9+�2 r-2� 1 v)=cos (-8+�1v)cos (,t,2 r-2� 1 v) 
2 2 

1 

-sin (-B+,t,1v)sin (,p2 r-2,t, 1 v)
2 

cos 8 = cos (8 + �zr) cos 'Pzr + sin (8 + �zr) sin �Zr



On aura alors: 

RHS (3. 3) = e r 2 
< µvnv er cos tJ,zr 

l 

3 3
vvv 3 2 2 2 -My [bv +-bv (av +er ) + -- av er cos (21/, 1 v -,J,2 r)]

2 4 

vvl 2 - 3 My (W0 l +dl ) [bv +
1 

2 
(a 2 1/ 

+ cos (--8+,J,,v) [µ y ny

2ay cos 2,J,,v
2 

+ er 2 ) ]

YVY 
3 3 

-My (-- a 3 +3b 2 a +--a e 2]
V V V V r 

4 2 

+ 3b11 aver cos (,pzr - 2,J,1y))

1/ V l 

71 

- My (W0 l + dl ) ( 6bv av + Jav er cos ( tJ,2 r - ,J,1 v ) ) J

• ( ) 2 • + sin --8 + 1Piv [µvnv av sin 2,J,1v + 2Cv av nv
2 

vvv vvl 
+ 3av er (My bv + My (W0 l +dl) sin (,t,2 r -2,j,1 v)] 
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+ -- a 2 
V 
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(3.11) 

En égalisant les coefficients de même puissance en E et 

d'harmoniques semblables, dans les membres de droite (3.11) 

et de gauche (3.9), on trouve lè système d'équations sui-

vant: 



< 

< 

1 

2 
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vvv 

(-- av3 + 3 b 2 a)- M., V V (3.12a) 

- --�) =µv nv2av sin 2�1v + 2 Cvavnv
2

(3.12b) 

(3.13a) 

(3 .13b) 

( 3. 14) 

Pour résoudre le système d'équations (3.12), on suppo

sera que la solution s'écrit: 



y 

B, =

YVY 

3My 
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(3. 15)

vvl 

[a Z+ 4 l:> 2 + 8 _My __
y y (W0 l +dl ) l + Qv cos 2 ,J,1 "

J
YVY 

y y 

En reportant les valeurs de A
1 

et B
1

, données en (3.15), 

dans le système (3.12), on trouve que: 

soit: 

rAv = - C
1 

V 

< 
VYV 

l
B�

= 

3My 

8{ly 

r� 
/Jy ni/ 2 av

< 

l�

a -
1/ 

= 

= 

/Jyny 2 av

,, 

[ a 2 +4 b 2 +y y 

,, 

/Jv nv z

,, 

sin 2 'P,v

v l v 

8My 
(Wo l +dl)] -

YVY 

M., 

(3.16) 

(3.17) 

µvnv z 
cos 2 'P1 v 

,, 
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De la même façon, pour résoudre le système d'équations 

(3.13), on supposera que: 

[e 2 +4 b 2 +
r Y 

(3.18) 
V V l 

8M,, 

YVY 

et on trouve après substitution de (3.18) dans (3.13) que: 

f x
,

l
Q·

Soit encore: 

2µ.
y 

nr 2 (b
y 

+Wo V +dv )

cn r + ,, )

2µ.v Or 2 (bv +Wo l +dv ) 

er cnr + ,, ) 

(3.19) 
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En reportant les expressions (3.17) et (3.20), dans les 

équations de départ (3.6) et en tenant compte des premières 

hypothèses concernant C, M etµ, on trouve que: 

sin 2 -'v1v 

2µvnr2 (bv+Wov+dv) 
= - Cv er - --------- sin 'Pzr

(Or + 'I) 

vvv 
3My 

V V l 

[e 2 + 4b 2 + 8---r V 

vvv 

2µvor2 (bv+Wov +dv) 

(3.21a) 

(3. 2 lb) 

(3.21c) 

cos ,t,2 r 
er (Or + ,, )

3 

2 

(3.21d) 

(3.21e) 
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3.3. Réponse stationnaire 

En régime stationnaire, µv, � et r seront considérés 

comme des paramètres constants ainsi que les amplitudes av 

et er et les déphases w,v et �
2r

, c'est-à-dire: 

r
dav

r
der

= 0 (3. 22a) 
dt dt 

< 

d,J,, V 

l 
dt/12 r

= 0 (3.22b) 
dt dt 

A partir de l'équation (3.22a), on trouve: 

sin 2 '1/J, v = 

et par conséquent: 

COS 2 �1 
V = ± [ ]. - [ 0 2 C, 

] 
2 ] 1 / 2

o
v 

JJ
y 

= 0 (3.22c) 

= 0 (3.22d) 

(3.23) 

(3.24) 

En substituant l'expression (3.2a) dans l'équation 

(3.22b), on obtient: 
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V V l 

M" 

YVY 

YVY 

3My 
(3.25) 

De la même manière, on peut déduire de l'équation 

(3. 22c) que: 

sin ·'· = 
"2 r (3.26) 

et en substituant l'expression (3.26) dans l'équation 

(3.22d), on trouve: 

vvv 

3My 

V V l 

YVY 

j [2"• n,Z <�. +w0 • +d. ) 
f _ c,,'er (nr + '1) 

] (3.27) 

L'étude de la réponse stationnaire, revient donc à résoudre le 

système d'équation suivant: 



vvl 

My 

vvv 

vvl 

er 2 +4b
.., 

2 +8 b
.., 

vvv 

My 

vvv 

3My 

3 

+ --

2

vvv 

vvv 

3My 

J [2"• n, • (b, +w .. +d,, >f - c.,
er (nr + ,, ) 

3 

2 

3.3.1. Etude des vibrations forcées 

79 

] 

(3.28) 

Pour pouvoir visualiser les caractéristiques des vibra-

tions forcées des plaques rectangulaires avec imperfections 

initiales, on va considérer le cas particulier où la plaque 

vibre simultanément suivant le premier mode forcé (n 1 ) et

le premier mode paramétrique { 211
1 

) • Dans ce cas, les 

vibrations forcées prennent naissance longtemps avant 
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les vibrations paramétriques, de telle manière qu'on peut 

considérer a1 = o, dans la région de résonance forcée (près 

den,). 

Si on considère en outre que les vibrations, les imper

fections et les déformations initiales sont toutes du pre

mier mode spatial et on fait abstraction de tous les indi

ces v, r et 1 qui sont égaux à 1, on a alors le système 

d'équations suivant: 

1e
2 +4b2 

80 [ 
+ Sb (W

0
+d)= -- '1 - n

3M 

lb· 

3 
+ 3 (W

0 
+d) b2 + e2 b + 

2 

où e = e
1

,

± j [
2µ!12 (b

:
W

0 
+d)

]
2 

] - cz 
e (O+r,) 

(W
0 

+d) e2 

, 1 , 
M = M1 

= 0 (3.29) 

n = n 1 

La résolution de ce système nous permet de déterminer 

la réponse forcée de la plaque non idéale, telle que 

présentée par la figure (3.la). 
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On remarque alors que la présence de non-linéarité dans 

le problème fait pencher la courbe de résonance forcée vers 

la droite, ce qui induit automatiquement: 

l'élimination d'amplitude infinie à la fréquence de réso

nance, comme dans le cas classique correspondant à des 

plaques idéales. 

la présence de phénomène de sauts, qui prennent nais

sance lors d'un balayage croissant ou décroissant de 

fréquence. 

En faisant varier la valeur de l'imperfection ini

tiale, on remarque, d'après la figure (3.lb), que 

l'amplitude des vibrations forcées diminue avec la diminu

tion de l'amplitude des imperfections, ce qui confirme 

l'hypothèse stipulant que l'existance des vibrations 

forcées est strictement reliée à la présence 

d'imperfections. 
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3.3.2. Etude des vibrations paramétriques principales 

Pour étudier qualitativement les vibrations paramétri

ques principales des plaques avec imperfections initiales, 

et pour pouvoir dégager des conclusions réalistes et 

objectives sur l'effet de ces imperfections, on considèrera 

le cas particulier et simple où la plaque vibre seulement 

suivant le premier mode paramétrique (2n). 

Pour cela, on suppose que ev = O, et on obtient le 

système d'équations suivant: 

V V l 

vvv vvv 

3My 
(3.30a) 

(3.30b) 

Le signe± devant le radical dans l'équation (3.29a), 

indique l'existence de deux solutions pour chaque cas. Une 

solution est stable et l'autre est instable. 
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on remarque qu'en l'absence d'imperfections initiales 

(W
0

t=O), et pour un chargement inférieur au chargement 

critique Ncrit' la déformation statique initiale est aussi 

nulle (d 1 =0) et le systèm� précédent est réduit simplement 

à: 

4 

3 vvv 

1 [ 2µv nv 2 ] 
2 

� - - (2 

qui n'est autre que l'équation classique décrivant les 

vibrations paramétriques d'une plaque parfaitement plane 

[38]. 

La procédure de résolution du système (3.29), en fonc

tion de la fréquence consiste à varier, pas à pas, 

l'excitation,, et regarder à chaque fois, les solutions 

possibles pour l'ensemble des équations du troisième degré 

en bv et du second degré en a
v

. En procédant de la sorte, 

on arrive aux résultats suivants: 

0 si 0 < ,, < ,, 1 (pour la première solution) 

et 0 < ,, < '13 (pour la deuxième solution) 

Il y a une seule valeur réelle de bv, à chaque fois. 

Pour cette valeur, a z 
V 

< o. Donc av est imaginaire. 
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si ,, > ,, , (pour la première solution) 

et ,, > ,, 3 (pour la deuxième solution) 

a, à chaque fois, trois valeurs réelles de bv 

si bv=bv i' alors:iiy 2 < 0 pour ,, > ,, , (1ère sol.) 

et ,, > ., 3 (2ème sol.) 

si bv =bvii, alors:av2 >0 pour r,
1 

< .,  < ., 2• (1ère sol.) 

et ,, 3 < ,, < r, 4 (2ème sol.) 

av2 < O pour ., > ,,2 (1ère sol.)

et., > ,, 4 (2ème sol.) 

si bv - bv i i i , alors: av 2 > O pour ., > ., 1 ( 1ère sol. ) 

et ., > ,,3 (2ème sol.) 

Ainsi donc, des trois valeurs réelles de bv, existant 

pour r, 1 < ,,  < ,,
2

, seulement deux d'entre elles (bvi;, 

bviii) donnent naissance à des vibrations paramétriques. 

D'autre part, si on met bv = bvii, la valeur induite de 

av sera toujours décroissante et le système aura un compor

tement du type ressort dur alors qu'en mettant bv = bvi i;,

la solution av sera décroissante et le système se compor

tera comme un ressort mou tel qu'indiqué par la figure 3.2. 

Pour ,, = 
,, , ' les deux solutions bv et bvi i i sont 

égales, ce qui donne aussi la même valeur de av dans les 

deux cas. 
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En faisant varier l'amplitude des imperfections, comme 

l'indique la figure 3.3, on observe que: 

En augmentant la valeur des imperfections, le caractère 

mou de la plaque est de plus en plus amplifié. 

Pour le cas où les imperfections et les vibrations sont 

du même mode spatial, 

le changement de comportement, de ressort mou à 

ressort dur, se produit à chaque fois que 

l'amplitude des vibrations est égale à deux 

fois la somme des amplitudes de l'imperfection 

et de la déformation statique. 

le caractère mou est beaucoup plus prononcé 

pour les modes supérieurs, comme le confirme 

les figures (3.4), (3.5) et (3.6c). 

Dans le cas où les imperfections et les vibrations ne 

sont pas du même mode spatial, Figures (3.6a) et (3.6b), on 

continue toujours à observer un comportement en ressort 

mou, mais ce comportement est moins accentué que pour le 

cas où les modes d'imperfection et de vibration sont les 

mêmes. 
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3.3.3. Etude de stabilité 

A cause de la complexité de notation et d'écriture dans 

les équations (3.28), on choisit de faire l'étude de stabi

lité seulement pour le cas particulier suivant: 

V = 1, 1 = 1, 

mais on se rappelera toujours que les conclusions dégagées 

resteront valables pour les autres cas. 

Ainsi donc, on aura: 

d,J, 

dt 

b3 

=�Ca - ---- sin 2 �
dt � 

1 
- --

M [ 3 
11 + � --a2 +3(W

0
+d)b+

2 

3 
+ 3(W0+d)b +

n a 

a2 b + (W
0 
+d) a2

2 

3 
bz ]-

n2 µ
cos 2,p 

2 T/ 

(3.31) 

= 

On pose alors que as, �s et bs sont des solutions 

stationnaires et que Da, D� et Ob sont des petites pertur

bations, telles que: 



avec: Da = Ae>.t 

Db = ae>-t

D,p = �e>. t 
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(3.32) 

(3.33) 

En portant les expressions (3.32) et (3.33) dans les 

équations (3.31), et en négligeant les termes infiniment 

petits, on obtient: 

A [>- + C +

[ 
3 

M
A-

4 n 

,, 
] 

[ 2 02 µ as
sin 2,ps + � ----

,, 

COS 2,p
8
] = 0

A [ 3a, (b, +w, +d)] + B [ 3 b,' + 6 w, b, + / a,' ] = 0

(3. 34a) 

ou sous forme matricielle: 



µn2
�+c+--

,, 

3M 
- --

4(1

sin2tJ,
5

0 

M 
as -3(W0+d+bs)--=-- � 

n 

Jas (b
5 +W0+d) 3b

5

2+6(W0+d)b
5

+-- a
5

2

2 

97 

2n2 µas 
cos 2,J,s A 0 

,,, 

202 µ, 
- sin 21"s B = 

,, 

0 0 

(3.34b) 

Pour avoir une solution non triviale, le déterminant de 

cette matrice doit être nul. 

est alors: 

sin 

,, 

M n2µ

-18a 2 

,, 

L'équation caractéristique 

sin 

(Wo+d+bs) 2 

cos 2,f,, [3 

b8 

2 + 6 (W0 +d) bs + -- a 
z

1: ] =°

(3.35) 

Les coefficients de l'équation caractéristique (3.35), sont: 



-18a 2s 
M '12µ

fi ,, 

sin 2�s = 2 C > O 

sin 2�
8 

(C + --- sin 2t/)5 ) 

,, 

3 

2 

Si on revient au système d'équations suivant: 

r a2
= F (17) - 8(W

0
+d)b

3 
b3 + 3(W0 +d)b2 + 

où F ('I) =

40 

3M 
[,, - 2 n ±

-
4b2 

a2 (b+Wo +d) =

1 [ 2µ02 ] 2

� - (2 C)
2 

a 2 
s 

] 

et on dérive par rapport à la fréquence, on obtient: 
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(3. 36a) 

( 3. 36b) 

(3.37a) 

(3.37b) 
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r
da db db 

2a = F' ( 'I ) - 8(W
0

+d) - 8b
dr, dq dq 

< 

l 
db db 3 

[2a 
da �]=o Jb2 + 6(W

0
+d)b + -- (b+W

0 
+d) + a2

d,, d,, 2 d,, d,, 

ce qui revient à dire que: 

da F' (,, ) = (3. 38) 
dr, 

2a 
[
1 -

4 (W
0 

+ b) 2

]1 
b2 +2W

0
b+ a2

2 

40 
OÙ F' ( 'I ) = (on remplace ,, = 20) (3.39) 

3M 

Si on tient compte des expressions (3.38) et (3.39), le 

coefficient s
2 

sera: 

ou encore: 

Sz = ---

f/ 

1 

da/d,, 

1 
(3.40) 

da/d,, 



-- ± [1 - [ :2,, ,, ] 2 ] , / 2
puisque cos 2,/)

5

u 
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Ainsi donc, le coefficient s2 > O, si et seulement si: 

da 
> o et signe +

dr, 
(3.41) 

da 
< O et signe -

d,, 

Comme l'indique la figure (3.7), les branches stables 
da 

seront celle où la pente - est positive avec un signe + 
d,, da 

devant le radical ou bien, celle où la pente -- est néga-
d,, 

tive avec un signe - devant le radical, autrement la bran-

che est instable et on doit s'attendre à un phénomène de 

sauts. 
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FIGURE 3.7: LBS DJ:P'FBRENTES BRABCBES STABLES ET :INSTABLES 
DB LA :REPONSB PARANBTRJ:QUB. 
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3.3.4. Régions principales d'instabilité 

La largeur de base de la réponse stationnaire, est la 

seule région dans laquelle les vibrations peuvent normale

ment commencer. 

En mettant av = o dans (3.29), on obtient:

V V l 

+ 3 My (3.42a) 

vvv vvv 

3My 
(3.42b) 

Si on pose: 

vvv V V l 

3My 
(3. 43) 

vvv 

on peut alors réécrire l'équation (3.42b) sous la forme: 

(3. 44) 

En définisant un paramètre de fréquence: 
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s = ( 3. 45) 

l'équation (3.44) sera écrite sous la forme adimentielle 

suivante: 

(3.46) 

où� représente le décrément logarithmique d'amortissement 

des vibrations libres d'une plaque comprimée dans son plan 

moyen et est donnée par: 

(3.47) 

et By représente une autre fonction, définie par: 

8v = (3.48) 

L'équation (3.46) permet donc de déterminer les limites de 

la région principale d'instabilité. 
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FIGURE 3.la : Rfrlons principales d 1 lnstabllltf,assoclfe• au 
premler mode de vibration para..metrlque, 
pour un syst�me non amortie. 
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En examinant les figures (3.8a) et (3.8b), montrant la 

première région d'instabilité pour des systèmes amortis et 

non amortis, on remarque que les imperfections agissent en 

faveur de la stabilité de la plaque. 

Cet effet de stabilisation se manifeste de deux maniè

res (figure 3.8c): 

réduction de l'aire de la zone d'instabilité 

translation de la zone d'instabilité vers des valeurs de 

fréquence plus élevées. 
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3.4. Xnteraction entre résonance paramétrique et résonance 

forcée 

Dans le but d'avoir une théorie plus réaliste, on sup

posera maintenant un cas pratique où les vibrations forcées 

d'ordre r et paramétrique d'ordre V peuvent exister simul

tanément. 

Les équations du mouvement dans ce cas sont les sui

vantes: 

vvv 

vvv 

vvv 

vvv 

vvv 

3M., 

(W01 +dl) = 

3 

2 

3 
V V l +-- M
v (W0 1 +dl)
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La résolution de ce système d'équations, montre que 

lors d'un passage de résonance forcée à résonance 

paramétrique, Figure 3.9, la transition n'est pas nette et 

elle est accompagné plutôt par un phénomène d'hésitation 

tels qu'il a été souvent observé expérimentalement. 

Immédiatement après un phénomène de saut, prend naissance à 

la partie instable de la réponse paramétrique pour rejoin

dre la partie stable tels qu'il a été attendu après l'étude 

de stabilité. 

Les vibrations forcées continuent toujours à exister 

pendant les vibrations paramétriques, mais leurs amplitudes 

sont réduites d'une façon appréciable (de l'odre de 

10- 4 h) •
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CHAPITRE IV 

CONCLUSIONS 

4.1. RéSUJllé 

A chaque fois qu'une plaque est assujettie à des imper

fections géométriques initiales, son comportement dynamique 

est fortement influencé, et sa réaction peut être 

différente de celle qu'on a prévu par les théories classi

ques concernant les plaques idéales. 

Ainsi donc, cette recherche représente l'ébauche d'une 

théorie, qu'on aimerait être assez générale et réaliste 

pour pouvoir décrire le phénomène physique réel et conver

ger à des résultats confirmés par l'expérience. 

Le modèle conceptuel utilisé dans ce mémoire consiste 

en une plaque rectangulaire imparfaite, simplement sup

portée et soumise à une excitation sinusoïdale dans le plan 

de sa configuration idéale. L'analyse est basée sur les 

équations non linéaires correspondant à la version dynami

que des équations de Von Karman pour le cas de grandes 

déformations et tiennent compte de l'étirement de la sur

face moyenne. Les équations aux dérivées partielles sont 

exprimées en fonction de la fonction d'Airy F, de la 

déflexion latérale W et de l'imperfection initiale W
0

• Les 
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équations de base sont satisfaites par la méthode de 

Galerkin, ce qui nous conduit à un système d'équations non 

linéaires de mouvement, solutionnées en première approxi

mation par la méthode asymptotique généralisée. 

La solution proposée pour l'équation du mouvement tient 

compte de la présence simultanée de vibrations forcées et 

vibrations paramétriques et les résultats de l'analyse 

prouvent la grande influence des imperfections sur ces deux 

types de résonances. En effet par leur présence même, les 

imperfections donnent automatiquement naissance aux vibra

tions forcées dont le caractère non linéaire fait que la 

courbe de réponse soit penchée vers la droite, évitant 

ainsi les vibrations d'amplitude infinie à la résonance 

comme dans le cas classique de résonance des plaques 

idéales et induisant en plus des phénomènes de sauts des 

branches instables vers les branches stables. 

La présence d'imperfections géométriques influe égale

ment sur les vibrations paramétriques en obligeant la pla

que à se comporter au début comme un ressort mou au lieu du 

comportement classique en ressort dur. 

Ce type de comportement crée deux branches stables et 

deux autres instables dans la courbe de réponse paramétri

que et induit ainsi des phénomènes de sauts ramenant tou-
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jours le système vers les zones stables comme le démontre 

l'étude de stabilité. 

Le comportement en ressort mou est conditionné par 

l'amplitude et le mode de l'imperfection ainsi que du mode 

de vibration. 

4.2. Conclusions 

Comme résultat des constations dégagées durant cette 

étude, on peut tirer les conclusions suivantes: 

1- La fréquence naturelle de la plaque chargée non idéale

est fortement influencée par la présence d'imperfec

tions initiales. En effet, aussi petites qu'elles

soient, ces imperfections, même de l'ordre d'une frac

tion de l'épaisseur, font augmenter considérablement la

fréquence de résonance.

2- Cette sensibilité de la fréquence aux imperfections

augmente avec l'augmentation de la charge statique

appliquée à la plaque.

3- La théorie développée pour décrire l'influence des

imperfections géométriques initiales sur le comporte

ment dynamique des plaques rectangulaires simplement

supportées, semble bien décrire les phénomènes de sauts
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observés souvent durant les études expérimentales des 

résonances forcées ou paramétriques des plaques. 

4- Le comportement de la plaque en ressort mou dépend de

l'amplitude des imperfections et de la concordance des

modes spatiaux d'imperfection et de vibration. Pour le 

cas d'une plaque élancée (b/a = 2.9), le 3e mode de 

vibration est le plus important. Dans ce cas, des 

imperfections géométriques du 2e ou du 3e mode spatial 

génèrent également un comportement du type ressort mou, 

mais ce comportement n'est pas aussi prononcé que pour 

le cas où l'imperfection est du 3e mode spatial. 

5- En examinant le cas où il y a coïncidence des modes

d'imperfection et de vibration, on observe que le

caractère mou de comportement est de plus en plus

important pour les modes de plus en plus élevés et il

dure tant que l'amplitude des vibrations est inférieur

à deux fois la somme de l'imperfection et de la

déflexion statique.

6- La présence d'imperfections géométriques initiales agit

en faveur de la stabilité dynamique de la plaque. Ceci

s'observe par deux phénomènes:

La présence de sauts dans la réponse paramétrique 

empêche celle-ci de se produire en entier. 
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La zone d'instabilité principale de la plaque non 

idéale a une aire plus réduite et elle est trans

latée vers des valeurs de fréquences plus élevées. 

présence conjointe de vibrations forcées et

paramétriques génère une interaction entre les deux et

le passage de forcée à paramétrique ne se produit pas

d'une façon nette mais plutôt accompagnée d'un phéno

mène d'hésitation.

Dans le cas où le recouvrement entre les réponses 

forcées et paramétriques est assez important, la théorie 

actuelle ne peut pas prévoir exactement le comportement 

résultant, à cause des hypothèses (36). Pour y arriver, il 

faut donc modifier les hypothèses de la solution asymptoti

que, en améliorant la relation de dépendance d'un type de 

vibration sur l'autre. La solution sera alors de la 

forme: 

r dbv

l dt

r 
dav

= E 

dt 

dt/,, v 
= nv 

dt 

A1 ( av , bv , er , ,J,1 v , ,J,2 r , r- )

1 
- --

2 
'1 + E a, ( av , bv , er , VI 1 v , ,/J e r , r ) 
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dt 

dv,z r 

dt 
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4.3. Recherches futures 

• Les vibrations forcées et les vibrations paramétriques

secondaires se produisent toutes les deux à la même 

fréquence (n, ). Dans ce cas, il y a recouvrement total 

entre les deux résonances et l'identification du type de 

réponse obtenue est pratiquement impossible à déceler 

jusqu'à maintenant. 

Ainsi donc, la modification de la présente théorie pour 

ce cas particulier pourrait amener des éclaircissements à 

ce problème. 

• Quand l'équation de mouvement est linéaire, la struc

ture de la solution est simple. Il y a deux parties com

binées additivement: 
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la solution homogène qui dépend des conditions ini

tiales 

la solution forcée qui est proportionnelle au char

gement et indépendante des conditions initiales. 

Mais quand l'équation est non linéaire, il n'y a plus de 

séparation évidente entre les deux solutions homogènes et 

forcées. L'interaction entre les deux solutions et 

l'importance des conditions initiales dans certains cas, 

génère tout un paquet de nouveaux phénomènes. Il sera donc 

intéressant de voir si la solution homogène est importante 

pour notre cas. 
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ARNBXE B 

PROGRAIDŒS D 1 0RDIHATEUR 

B.1. Introduction 

Les différents programmes utilisés dans cette recherche 

sont écrits en langage "Mat lab". Ils permettent à chaque 

fois d'étudier un point particulier de l'influence des 

imperfections initiales sur le comportement dynamique des 

plaques rectangulaires simplement supportées et soumises à 

une excitation paramétrique. 

Ainsi, 

le programme "SASSl.m" permet de déterminer la variation 

de la déformation statique de la plaque en fonction de 

la charge statique appliquée. 

le programme "SASS2.m" permet de déterminer la variation 

de la déformation statique de la plaque en fonction de 

l'imperfection initiale. 

le programme 11 SASS3.m 11 permet d'évaluer la variation de 

la fréquence chargée de la plaque en fonction de la 

déformation statique et de l'imperfection initiale. 
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le programme "SASS4.m" détermine la variation de la 

fréquence chargée de la plaque en fonction de la charge 

appliquée. 

le programme "SASSS.m" détermine l'influence des imper

fections sur les vibrations forcées de la plaque. 

le programme "SASS6.m" détermine l'influence des imper

fections sur les vibrations paramétriques de la plaque. 

le programme 11 SASS7.m" permet de déterminer l'influence 

des imperfections sur les régions principales 

d'instabilité. 

le programme 11SASS8.m 11 permet d'étudier comment se passe 

le passage de vibrations forcées en vibrations 

paramétriques. 



B.2. Liste des paramètres utilisés dans les différents 

progrmes 

mu = paramètre d'excitation 

h = épaisseur de la plaque 

rho = densité de la plaque 

la = largeur de la plaque 

r = rapport de forme de la plaque 

nu = coefficient de poisson 

E 

D 

C 

m 

= module de Young 

= rigidité 

= coefficient d'amortissement 

- coefficient de non linéarité

= imperfection initiale

= chargement statique

= charge critique 
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Wo 

Nyo 

Ncrit 

Omo = fréquence naturelle de la plaque idéale 

libre 

ome = fréquence naturelle de la plaque idéale 

chargée 

Omb = fréquence naturelle de la plaque non 

idéale chargée 

delta = déformation statique 
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• •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
• • VAklATlON DE LA DEFORMATIOl4 STATIQUE D'UlCE PLAQU'I
� • D FONCTION DE : - LA CHAltGE APPLIQIIII (M10) -
• • 
• • ( no■ du procra-e : SASSt.a) 
• •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••
• 

• 

elc 
dlsp('') 
disp('') 
disp('•• prorruuae en execution •••) 
clear 

Donn6es numerlqes du proble■e 
rho = 1181.85; 
h : 0.9Ue-03; 
la = 0.1141; 
r = 2,9095; 
• = o.tS0501SelO;
n-u =-1»;3t1--·---_
E : 4.4ltC45e01; 
D = E•h.3/12/(l-nu•t); 
omo = sqrt( pi•4•D/(rbo•h•l••••r·t)•(r+l/r)·t ); 

ncrlt = IU8; 

•o = O,tS•h; � Imperfections l�itiate1 

a : ZSl; 
n�o = I0:8:2000); 

lnit = O; 

for 1 = l:n, 
conat = pl•z•n1o(l)/(rho•h•Ja·1•,•z•a); 
p = l1 0 (-wo•t+omo•t/m-con1t) -omo•t••o/■ J; 
1 o l = r oo h ( p) ;
delta : 10l-wo; 
dell(i) = delta(t); 

lt imac(de\l(l)) ·= O, 
delt(I) = 0; 
end 

del2(t) = delta(t); 
li tmac(deli(l)) ·= 0, 
de12(1) : O; 
end 



de13(i) = delt1(3); 
if im11(del3(i)) •= 0 1 

del3(i) : O; 
end 

1 Deteraination du charcement critique ·(ncrit) 
• dans le cas ou " Wo = 0 "  

tend 

end 

'shan = (delt(i) del2(l) del3(l)J; 
, ■sban = ■az(shan); 
1 if ash1.n •= 0, 
1 if ialt == O, 
1 ncrlt = nyo(i); 
1 init : l; 
, end 

vect = ((nyo/ncrit)' (deH/h)' (del2/b)' (del3/b)'); 

, Tracace de la courbe 

els 
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••l•(IO 3 0 l.l))
plot(delt/h,n10/ncrlt,del%/b,n10/ncrlt,del3/b,n70/ncrlt)
1label('CKARG�ENT STATIQUE (M10/Mcrit)')
slabel('DELTA/H')
title(' VA�IATION DE delta EN FONCTION DE N10')
te:1:t(O.t,2,'Wo = 0.00 • b') . - .
pause
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s •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

S •• VAklATlON DE LA DEFORMATION STATIQUE D'UNE PLAQUE
S •• EN FONCTION Dl : - L' IMPERFECTIOlf INITIALE (Wo) -

s •• 

S •• ( no■ du procramme : SASS2.■) 
' ........................................................... . 

s 

s 

clc 
diap('') 
disp('') 
disp('•• procruuae en ezecutlon •••) 
cle&r 

S Donnees nuaeriqe1 du proble■e 

D : 101; 

rho = 118'1.85; 
h = o.tl4e-03; 
la = 0.1111; 
r = 2.9095; 
• = 0.15050'15e10;
1\11 = 0.38; 
E : 4.tl2645e01; 
D = E•h.3/12/(1-nu•z); 
o■o : aqrt( pi•4•D/(rho 1 h 1 \a·t•r·t)•(r+1/r)•i );
n10 : o.,•lltl;

wo = h•(0:0.01:21; 

for t= t:n, 
con1t = p1•2•nyo/(rho•b•l•·2•r•2•■)1 
p = Il O (-wo(1)•2+0■0•21■-con1t) -omo·t•wo(t)/■ l; 
aol = rooh {p); 
delta = sol-wo(l)I 
dell(i) = de1ta(t); 

If imac(dell(i)) ·= O, 
dell(I) : O; 
end 

del2(1) : delta(2); 
if lmac(del2(1)) ·= O, 
de\2(1) = O; 
end 



del3(i) : delta(3); 

end 

if imac(del3(i)) •= O, 
del3(i): O; 
end 

• = ((•o/b)' (dell/h)' (del2/h)' (del3/b)');
cl1 
ur:ia((O 2 0 1)) 
plot(wo/h,dell/h,wo/h,del%/h,'--',wo/h,del3/h) 
alabel( 'WO/H') 
7l•bel('DELTA/R') 
title(' VAlllATION DE delta EN FONCTION DE Wo') 
tezt(0.4,0.8,'Nyo = 0.40 • Nyo.crit") 
pause 
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s •••••••••••••••• , •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

� • VAl.lATION OE LA FkEQUENSE CHARGEE D'WE PLAQUE 
S • EN FONCTION DE: - L'lMPD.FECTION INITIALE (Wo) 
S • - LA DEFORMATION STATIQUE (delta) 
s • 
S • ( no■ du procra.mme : SASS3.■) 
s ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

clc 

di sp(' ') 
disp( Il)
di sp( 'ue 
clear 
' 

procruae en ezecution ••••) 

Donnees nWDerique1 du proble■e 
rho = 1181.85; 
b : t.000e-03; 
la = 0.1146; 
r = l; 

■ : 0.48S06,3ell;
n10 = o.io•5tl; 
nu = o.3;
1 : ,.,12,,seot; 

D : E•h.3/12/(l-nu•t); 
o■o = sqrt( pi•,•o/(rho•b•l•·••r·2)•(r+l/r)·2

1 ncrit = 1121; 
ncri t = 521; 

o■e = sqrt(o■o·z•(ncrit-n10)/ncrit); 

•o = b•(0:0,02:ZI;
D : 1011 

for 1 = 1:n, 
const = pi·2•n10/(rho•h•l•·2•r•2•■); 
p = (l O (-wo(t)·2+omo•21■-const) -omo•t•wo(l)/■)i 
sol = roots(p); 
delta = sol-wo(I); 



dell(i) = delta(l); 
ombl(i) = aqrt(o■e·2+a•(3•(wo(i)+dell(i)).2-•o(i)·t)); 

if i•ac(o•bl(t)) ·= 0, 
oabl (i) = 0; 
end 

delZ(i) = delta(2); 
omb2(l) = 1qrt(oae·t+a•(3•(wo(i)+delt{i))•t-wo(i)•t)); 

if imac(oabt(i)) •= 0, 
oabt (i) = O; 
end 

del3(i) = della(3); 
omb3(i) = sqrt(ome•t+a•(3 8 (wo(i)+del3(i))·t-wo(i)·t)); 

if imar(omb3(i)) ·= O, 
omb3(i) = O; 
end 

end 
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Yect : ((wo/h)' ((ombt+oab2+oab3)/omo)' ((omb1+oab%+omb3)/ome) 
&sis((O 1.5 0.0 t.OJ) 
plot(wo/b,(oabl+omb2+oab3)/o■o) 
zl a bel(' wo/b •) 
7label('o■b/o■o') 
title('lELATION : FREQUENCE CHARGEE/ DEFORMATION INITIALE') 

lteKt(O.t,l,l,'N10 = 0.231 • MJo.crit') 
pause 
•• = (O tJ;
77 = l t I J; 
bold on 
plot(ss,yy,'-.') 
bold off 
pause 

bold on 
plot(wo/h,(ombl+oab%+oab3)/o■e) 
bold off 
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' •...................................................•..•.... 

I • VARIATION DE LA FREQUENSE CHAAGEI D'UNE PLAQUE 
' • EN FONCTION DE: - LA CHAJlGE APPLIQUEE (N70) -
' . 
, • ( no• du procrume : SASS4.■) 
' .......•.................................................... 

clear 
elc 

disp('') 
disp(") 
disp('••• proeraame en ezecution •••') 

, Donnees nuaeriques du proble■e 

rho = 1181.15; 
h = 0.9Ue-03; 
la = 0.1146; 
r 

. 2. 9095;. 

• : 0.150SO'TSe10; 
nu = 0.31; 
1: : 4.412645e09; 
D : E•b-3/12/(l-nu•t); 
o■o = sqrt( pi·&•D/(rho•b•t•·,•r·�)•(r ♦ l/r)·2
hq = 28.5365; 

ncrit = 1121; 

• = 301;

' ------------------------------------- -

n10 = (0:4:1200);

•o : o. 00 1 h;

tor i :  1:n, 
const = pt·2•n1o(i)/(rho•h•la·2•r·2•■)1 
p = (1 0 C-•0•2 ♦ 0■0•21■-const) -omo•2•wo/■): 
sol = rooh (p); 
delta = aol-wo; 

) ;



dell(i) = delt1(l); 
ome(i) = 1qrt( o■o•z•(ncrit-nyo(i))/ncrit ); 

ir i■11(oae(i)) ·= o,
o■e(i) = O; 
end 

ombl(i) = sqrt(ome(i).2+■•(3•(wo+dell(i))·2-wo·2)); 
if imar(o■bl(i)) ·= O, 
oabt(i) = O; 
end 

de12(i): delta(2); 
ombt(i) = sqtt(o■e(i)•t+a•(3•(wo+del2(i))•t-•o•2)); 

if imac(o■b2(i)) ·= O, 
omb2(i) = O; 
end 

de13(i) = de1ta(3); 
omb3(i) = sqrt(oae(i)•t+■•(3•(wo+de13(i)).2-wo•t)); 

ir imac(o■b3(i)) •= O, 
omb3(i) = O; 
end 

vecomb : (o•bl(i) omb%(i) o■b3(i)]; 
•axomb(i) = maz(veco■b); 
end 
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vect = ((nyo/ncrit)' (o■bl/o■o)' (o■b2/o■o)' (omb3/o■o)'); 

� fin des calcul• iteratif• et impression dea resultat1 

azis(lO 1 0 1.4J) 
plo\(nyo/ncrit,o■bl/omo,•-.• ,nyo/ncrit,o■b2/o■o,'--', •• 

nyo/ncrit,omb3/omo) 
Klabel('charcement statique (Nyo/N.crit)') 
ylabel('oab/oao') 
title('RELATlOM: FkEQUENCE CHAJlGEt / fOlCE STATIQUE') 

ltext(0.2,0.5,'Wo = 0.0 • b') 
pause 
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••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

•• 

•• 

•• 

•• 

•• 

VIBRATIONS FORSEES D'UNE PLAQ\JE kECTilGULAIR& 

no■ du pro1r1.11me : SASS5.■ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

casesen 
di sp(' ') 
di sp(' 

oao 
ome 

c:ons\ 

pol 
sol 
del \a 

•---> prorramae en execution <---• ') 

mu = 

= 

rho = 

la = 

r = 

r 
--

nu = 

E = 

= 

• =

• =

e = 

' e = 

wo = 

n10 =

ncrit 

0.049; 
0,9Ue-03; 
1111 .es; 
0.11'8; 
2,9095; 
1; 
0.31; 
4.$33217e0t; 
E•h.3/12/(1-nu•t); 

0.1505015e10; 
0.4850U3ell; 

3.U44;
11.UU;

o.1o•b;

U'T.tl; 
= 432; 

. --- -

= aqrt(pi·4•D/(rbo•b•l•·4•r·t)•(r+l/r)·t); 
= sqrt(omo·i•(ncrlt-nyo)/nctit); 

= pi·i•n10/(rho•h•l••t•r·t••> ; 
= (1 0 (-•o•z+omo•t/■-const) -omo•t•wo/■); 
= root,(pol); 
= sol-wo; 

-- -· 



for 1 = 1:3, 

end 

it imac(deJta(s)) ·= O,
delta(s) = o; 
end 

del = max(de)ta);

oab = sqrt( o•e·z + ••(3•(wo+del)·z-wo•2) ) ;
n = 451;
exc = ( 0: 1: 450); 

e = O; 
p = ( 1 3•(wo+del) 3/2•e•2 (3/2•(wo+del)•e•2)J;

b = roots(p) 
b = input( 'valeur initiale de b --> 1 ) ; 

for i = l:n, 
ecc = nc(i); 
t = 3•a/(8•omb) 1 (8•(wo+del)•b+4•b•2)+o■b-ecc; q = ((3•a/8/oab)•2 0 Z•l•3 8■/8/o■b O (t·t+c•z) O •• 
e = rooh (q); 
for• = 1:1, 

-(2•■u•o■e•2•(b+wo+del)/(omb+ecc))·2);

it i•ac(e(k)) •= O,
e(k) : O; 
end 
it e(k) < 0, 
e(k) : O; 
end 

end 
d(i) : e(l) 
z2(i) = e(2) 
z3(0 = e(3) 
:ir4( 1) = e(O 
:a5( 1) = e(5) 
l'C(l) : e(I) 
ee = ■ax(e)a 

• v = (xl(l) xZ(I) x,(i)I
• ax(I) = m1x(v):

p = Il 3 1 (wo+de1) 3/2•ee·z (3/2•(•o+del)1 ee"2)1;bb = roots(p); 
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end 

for 1 = l:3, 
if ima1(bb(l)) •= O, 
bb(l) : O; 

end 

b :  min(bb); 
' b = Oi 

end 

-vect = ( (exc/2/pi)' hl/h)' (:d/h)' (:a:3/b)' (x4/b)' (:ll5/h)' 
?\utilites\norton\beep /f300 /r4 
a:a:is(I0 45O/2/pi 0 1.51) 
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� plot(exc,xl/h 1 exc,Jl2/h,exc,x3/h,exc,x4/h,exc,x5/h,exc,x&/h) 
plot(exc/2/pi,(xl+:a:2+x4)/b,exc/2/pi 1 x3/b,e:llc/2/pi,x5/h,exc/2/_ 
z1abel('excitation (Hz) ') 
Jlabel('amplitude ( b) ') 
title('VIBRATIONS FORCEES') 

� te:a:t(SO,l,'Wo = 0.10 b') 
pause 
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� ............................................................ . 

� •• YIBIUTIONS PARAMETRIQUES DUNE PLAQUE RECTANGULAIRE •• 
• •• plezirla1-1peciaen(P.e) •• 
• •• no■ du procruae : SASS6.a •• 
� ...•.......................................•................. 

s 

s 

clear 
casesen 
disp(' ••• PkOGllAMME E� EXEC\JTION ••• ') 

b : 0.914e-03; 
rho = 1181.85; 
la = 0.1141; 
r = 2. 9095; 
nu = 0.31; 
E = 4.41t645e09; 
D : E•b-3/1%/(1-nu•t); 
au = 0.041; 

C = 3. ,u,;
• = 0.1505075el0;

wo = 0.t•b;

n,o = 261.tl; 
ncrit = 1121; 

oao = sqrt( pi.4 10/(rbo•h•la•,•r•t)•(r•l/r)·t ); 
o■e = ,qrt(o■o·2•(ncrlt-nyo)/ncrit);

const : pi·2•nyo/(rho•h•Ja·2•r·2•■); 
pol = (l O (-wo•t+o■o•t/a-con1t) -o•o•t•wo/•li 
sol : roots(pol); 
delta = •ol-wo; 
for • =  l:S, 

If lmac(4elta(•>> •= O, 
delta(,) = 0& 
end 

encl 
del = max(delta); 

omb = sqrt( ome·2 ♦ ■•(3•(wo♦del).2-•0•2) ); 
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n = 401; 
ezc = (330:0.3:4SO)i 

, ___ Pre■iere branche ---,

for i = l:n, 
r = ''omb/3/■•(ezc(i)-2•o■b+sqrt((Z•au•oae·t/exc(i))·l-(Z•c)·z)p = (5 15•(wo+del) (12•(wo+del)•z-1.s•t) (wo+del)•(-1.S•f));b = roota(p) i 
for j=l:3,

bl ( j, i) =b( j); 
end 
al(i) = sqrt( f - 8•(wo+del)•bl(l,i) - f*bl(t,t)•t );if imac(al(i)) ·= O, 

al(i) = O; 
end 

a2(i) = sqrt( t - 8•(wo+del)•b1(2,i) - 4•bl(2,i)•z );if imac(a2(i)) ·= O, 
a2(i) = O; 
end 

a3(i): sqrt( f - 8•(wo+del)•bl(3,i) - 4*bl(3,1)•2 );it imac(a3(i)) •= 0, 
a3(i) = O; 
end 

• = [a2(i) a3(i));
aa(i) = mu:(v)i 
end 
clc 
clr 
axis((330/l/pi 420/2/pi O 3))� plot(exc,al/h,'--',exc,aa/b) plot(e�c/2/pi,al/h,exc/2/pt,aa/h)zlabel('excitatlon (Ha)')
7hbel('uplltude (b)')
1ext(340,2.S,'Wo = 0.00 b')
1e•t(33S,2.0,'M : O.IS elO') t\tle('VIBR.ATIONS PARAMETRIQUES')

vectl = (Ce•c/2/pi)' (al/h)' (a2/h)' (a3/h)'J;
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for i = l:n, 
t =4•o■b/3/a•(ezc(i)-2•oab-sqrt((2•au•o■e•t/ezc(i))•t-(t•c)p = (5 lS•(wo+del) (12•C•o+del)•2-1.s•t) (wo+del)•(-1.S•f))b = roots(p); 
for j=l:3, 

bl (j, 1) =b( J);
end 
al(i) = sqrt( f - 8•(wo+del)•bt(l,i) - 4•bl(l,i)•t );if imac(at(i)) •= O, 

al(O = O; 
end 

a2(i) = sqrt( t - l•(wo+del)•bJ(Z,i) - 4•bl(2,i)•2 ) ;if imar(a2(i)) ·= O, 
a2(i) = O; 
end 

a3(i) = sqrt( f - 8•(wo+del)•bt(3,i) - 4•bl(3,i)•t ) ;if imac(a3(i)) •= O, 
a3 ( i) = O; 
end 

u = (a2(i) a3(i));
aa(O = maz(u);
end 
!\utilites\norton\beep /1300 /r3bold Ob 

, �lot(ezc,al/h,ezc,aa/h,'-- 1

) plot(exc/2/pi,at/h,'--',ezc/2/pi,aa/h)text(380,1,5,'----- stable')
text(380,1,2,'- - - instable')hold off 

vect2 = ((ezc/2/pi)' (al/b)' (a2/h)' (a3/h)');
pause 
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' 

' 

' 

' 

' 

' 

' 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

••• 

••• REGIONS PRINCIPALES D'INSTABILITE 
••• 

••• ( no■ du pro,ra11111e : SASS1.■) 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

' 

clc 
cl ear 
casesen 

disp(' ••• PROGRAMME EN EXECUTION••• ') 

const 
pol 
sol 
del ta 

h = o.at•e-03; 
rho = 1181.85; 
la = 0.1141; 
r = 2.9095; 
nu = 0.38; 
E = 4.41?64Se09; 
D = E•b.3/12/(l-nu·t); 
C : 3.414,; 
• = 0.1S0S075el0;

wo = 0.10•b;

frq = 28.S365;

nyo = 161.98;
ncrit = 1128; 

o■o = sqr1( pi·4•0/(rbo•b•l•·••r•2)•(r+l/r)•2 ); 
o■e = sqrt(o■o·t•(ncrlt-nyo)/ncrlt);

= pi"2 1 nyo/(rho•h•ta•i•r•t•■); 
= (l 0 (-wo•z+omo"2/m-consl) -omo"2 1 wo/■ I; 
= roots(pol); 
= sol-wo; 



for ss = 1:3, 
if imac(delta(ss)) ·= O,
delta(sa) = O; 
end 

end 
del = ■ax(delta);

oab = sqrt( oae·z + ••(3•(•o+del)•z-wo•2) );

p = (1 3•(wo+del) 0 O); 
b = roota(p); 

DeeJta = O; 

D : 101; 
•u = (0:0.005:0.5);

bb = ■in(b);
C : l/Z•(3•■/4/omb•(B•(wo+del)•bb+4•bb.2)+2•o■b);Ir = c/oae; 
for j=l:n, 

-u = au( J);
q = fl (-2•k) (k•t+Deelta·z/4/pi.2) 0 (�l/4•1U11u•z)J;1 = roots(q); 
for 1 = 1:4, 

if s(t) < O, 
s( 1) = O; 
end 
it iaac(a(t)) ·= 0,
1(\) = O; 
end 
if e(t) < 0.5, 
s(t) : O; 
end 

end 

xl( U = a(I); 
x2( J) = 1(2);
x3( J) = s(3);
x4(j) = s(O;

end 
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s ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

s •

s •

s • 
s •

interaction entre resonances paraaetriques 
et resonances forcees 

S • - no■ du procra..mme : SASS8.■ -
s •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , •••••••••••• 

clear 
casesen 
disp(' ') 
disp(' ') 
disp(' ••• 

aul 
h 
rho 
la 
t 

nu 

E 
D 

Cl 

IU 111 
M3113 
113131 

M3311 

wo 

nyo 

frq1 
hq3 

Omcl 
Ome3 

Pro1rramme en Ezecution ••• 1) 

= 0.049; 
= 0,914e-03; 
= 1181.85; 
= 0,1741; 
= 2. 9095; 
= 0,38; 
= 4.4633271e09; 
= E•b.3/12/(1-nu·t); 

= 3. 4 U4;

= 0.150S07el0; 
= 0, 28313hl1; 
= 0.3UC53el0; 
= 0. t4992hl0; 

= 0,30•bi 

- 261.98;-

= 28.53C560; 
= 31.811419; 

= 2•pi 8 hql; 
= t•pi•trq3; 



!\utilites\norton\beep /t300 /r3 
clc 
••is((O t O 0.6))
plot(zl,■u,x2,■u,x3,au,x4,mu)
xlabel('excitation = S') 
ylabel('frequense = Yu') 
title('REGIONS PRINCIPALES D INSTA8ILITIS') 
text(l.S,0.4,'Wo = 0.70 h') 
text(l.5,0.3,'delta = 0.0') 
pause 
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const = pi·2•nyo/(rho•h•\a·2•r·2•Mllll); 
pol = (l 0 (-wo·2+0■0·21w1111-cons\) -0■0•2•wo/Mllll);
sol = roots(pol); 
delta = 101- 110; 

for a =  1:3, 
if imac(delta(1)) ·= O, 

delta(a) = O; 
end 

end 
del = max(delta); 

Ombl = sqrt(Omet•2 + Mlll1•(3•(wo+del)•2-wo·2)); 
Omb3 = sqrt(Ollle3·z + (M3113+M3131+M3311)•(3•(wo+del)·z-wo•2)); 

Omev = Ollle1; 
Omer = 0.e3; 
Ombv = O..bl; 
Ombr = Omb3; 
muv : ■ut; 
Cv = Cl; 

av = o; 
er = b•0.005; 

p = (l (3•(wo+del)) 3/Z•(av•z+er·z) (3/2•(wo+del)•(av•z+er 
bb = roots(p); 

n = 460; 
e1:c = (l:1:460); 

for i = l:n, 
bv = bb(3); 
t(i) = 4 10mbv/3/Ml111•(exc(i)-2 1Ombv+sqrt((2•muv 1 0mev•21exc 

-(2 1 Cv) 
av(i) = sqr\(f(l)-8 1 bv 1Mll11 1 (•o+de\)/Ml111-4 1 bv•2); 

If l■ac(av(I)) •= O, 
av(l) = O; 
end 

\v(i) = 3 1Ml1ll/8/0mbr 1 (8•bv 1 M1111 1(wo+del)/Mllll+, 1 bv•2),, 
+Ombr

q = (((3 1 Mtl1l/8/Ombr)·z) 0 (3 1 M1ll1/C/Ombr 1 tv(i)) 0 ,, 
(tv(i)•z+cv·z) 0 -(Z•m�v•Omer·2•(bv+wo+del)/(Ombr+e1:c 

er = rooh (q); 
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for k = 1:6, 
if imac(er(k)) ·= O, 
er(k) = 0i 
end 
if er(k) < O,
er(k) = O; 
end 

end 
:a:l(i) = er(l)i 
:a:2(i) = erU)i 
x3(i) = er(3);
xt(i) = er(O; 
:a:S(i) = er(5); 
z6(i) = er(6);
vec = (av(i) xl(i) x2(i) x3(i) xt(i) x5(i) x6(i))';•x(i) = m&x(vec); 

xx(i) = er(2); 
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p = (Mllll 3 8Mll11•(wo+del) 3/2•U1111*(av(i).2+zz(i).2) •• (3/2•Wl111•(wo+del)•(av(i).2+xx(i).2)));bb = roots(p); 
end 

axis((220/2/pi ,ao/2/pi O 5))

clr 
plol(exc/2/pi,av/h) 
zlabel('Excilalion : (H�)')
ylabel('Amplitude ( ma )')
litle(' PASSAGE: FORCEES/ PAP.AMETRIQUES')'lext(l6,lS,"lo : 0.2 h')

, texl(I00,2.s�·w = 0,1505075 elO')

hold on 
, plot(exc/2/pi,(xl+x2+x3+x4)/h,exc/2/pi,x5/h,ezc/2/pi,x6/b)plot(exc/Z/pi,mx/h) 

boJd off 

pause 






