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SOMMAIRE 

Le projet s'inscrit dans le cadre de recherches sur la 

modélisation de processus rattaché à l'écriture manuscrite. 

A partir d'un modèle générateur de tracé manuscrit basé 

sur un contrôle des vitesses, nous avons développé un 

logiciel traitant des signatures manuscrites. 

Dans le modèle proposé, on suppose que les vites ses 

générées ( curvilinéaire et angul,aire) ont des prof ils en 

cloche s'apparentant à l'équation d'une gaussienne. 

Après acquisi tien d'une signature par une tablette à 

numériser, nous cherchons les paramètres des gaussiennes par 

le critère des moindres carrés. Une fois l'extraction des 

paramètres des gaussiennes réalisée, nous regénérons la 

signature à l'aide du modèle proposé. 

Par ce travail, nous visons la validation du modèle 

générateur de profils de vitesse à forme gaussienne sur des 

signatures manuscrites. 



ABSTRACT 

The context of this project is the modelization of 

handwriting processes. 

From a script generating model based on a veloci ty 

control, a software tool was developed to process handwritten 

signatures. 

In the proposed model, the veloci ty curves generated 

(curvilinear and angular) are approximated by Gaussian 

curves. After signature acquisition, with a digitizer, the 

parameters of the gaussians are extracted by the least square 

root method and signatures are regenerated with the model. 

The main object of this thesis is to test and validate 

this gaussian velocity based model on handwritten signature. 
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CHAPITRE I 

INTRODUCTION 

Dans le laboratoire SCRIBENS, où le présent travail a 

été réalisé, nous nous intéressons fortement â l'étude de 

l'écriture manuscrite et à ses retombées sur l'informatique. 

Actuellement, l'informatique est présente partout et 

la reconnaissance de l'écriture manuscrite devient un atout 

essentiel pour tendre vers une 

l'ordinateur et dialoguer avec 

clavier. 

bonne convivialité avec 

lui sans passer par un 

La reconnaissance de l'écriture manuscrite peut être 

abordée de différentes manières. Une des méthodes, utilisée 

au laboratoire SCRIBENS, porte sur la modélisation de la 

fonction de transfert du bras et plus particulièrement sur un 

modèle générateur de vitesses à profils gaussiens 

[1,2,3,4,5]. 

Ce modèle, décrit pour l'écriture manuscrite, peut être 

transposé â la génération de n'importe quel type de tracé. 

En particulier, nous pouvons l'appliquer aux signatures, car 
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le modèle est basé sur la description d'une fonction de 

transfert d'un système symbolisant le bras et la main. Ce 

système se résume à un génératreur de profils gaussiens dans 

le domaine des vitesses. Ces tracés peuvent donc être de 

l'écriture ou des signatures. 

Le but de la présente étude consiste à valider le 

modèle générateur de gaussiennes en traitant des signatures 

manuscrites, à s'assurer que le modèle est applicable et à 

définir ses limites. 

Après de brefs rappels sur la modélisation et sur la 

fonction de transfert d'un système générateur de gaussiennes, 

nous décrirons le modèle décrit dans différents articles 

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] (chapitre II), les modifications qui 

ont été apportées (chapitre III) et le travail d'analyse/ 

synthèse effectué (chapitres IV, V, VI, VII). Enfin nous 

présenterons les résultats obtenus (chapitre VIII) suivis 

d'une discussion. 
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I.1 - Qu'est-ce que la modélisation? 

La modélisation résume un processus physique par un 

modèle mathématique qui permet de recréer des résultats 

identiques à ceux obtenus expérimentalement. 

Le modèle est choisi en fonction des données expé

rimentales. A partir des entrées et des sorties connues du 

système, on cherche à imaginer un modèle ( le plus simple 

possible) qui donnera les résultats les plus proches, selon 

un critère prédéterminé, de ceux obtenus par le système à 

modéliser (figure I.1). 

SYSTEME 

e(t) 

MODELE 

e(t): entrée du système 

s(t): sortie du système 

+ s(t)

CRITERE 

s(t) 

OPTIMISATION 



s(t): sortie du modèle (estimation) 

Figure I.1: Schéma bloc de la modélisation 

I.2 Pourquoi modéliser? 

4 

La modélisation a plusieurs buts. En premier lieu, on 

cherche à simplifier un processus complexe par la description 

d'un modèle mathématique sur lequel on possède de multiples 

connaissances. La modélisation vise à obtenir une meilleure 

connaissance du système. 

Grâce au modèle, on peut ensuite prédire et optimiser 

le comportement du système, et évaluer des variables internes 

auxquelles on n'a pas accès. 

A partir d'un modèle, on peut émettre des hypothèses 

que l'on vérifie ensuite sur le système réel par des expé

rimentations complémentaires. 

REMARQUE : Pour l'écriture (ou la signature) il n'est pas 

possible d'optimiser le comportement du système en agissant 

directement sur un des paramètres en particulier. Nous 

n'avons pas accès aux variables internes. Ce sont des 

constantes biologiques (élasticité et contractilité des 
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muscles, transmission du flux nerveux, etc.), et à moins de 

faire de la chirurgie, les paramètres du système ne sont pas 

facilement modifiables. 

Toutefois, ces paramètres ne sont pas figés. L'apprentis

sage chez l'enfant ou la réadaptation chez le psychomoteur 

doivent agir globalement sur les paramètres du système pour 

modifier son comportement et optimiser sa tâche. 

I.3 Modélisation appliguée aux signatures 

I.3.1 Processus biomécanique de génération d'une signature

L'information permettant de générer la signature est 

contenue dans le cerveau. Cette information, de haut niveau, 

est représentée sous forme d'un programme moteur qui sera 

transmis par les nerfs sous forme d'ondes dépolarisantes. 

Après transfert synaptique de la commande nerveuse (par 

l'intermédiaire de la plaque motrice), les muscles vont être 

activés pour produire le déplacement du crayon [ 10]. Le 

déroulement des opérations de génération de la signature est 

résumé dans le schéma qui suit (figure I.2). 



Figure I.2: 

CERVEAU 

NERFS 

MUSCLES 

CRAYON PAPIER 

Extraction du 
programme moteur 

Transmission de 
l'information 

Activation du 
mouvement 

Mémorisation de la 
trajectoire 

Génération de la signature 

I.3.2 - Choix du modèle générateur de gaussiennes

6 

Selon différents articles publiés dans ce domaine 

[1,2,3,4,5], on constate que, si l'on se place dans le 

domaine des vitesses, les profils générés par un tracé 

manuscrit peuvent s'apparenter à des gaussiennes. Parti de 

cette constatation, en plus de l'expertise acquise dans ce 

domaine, Réjean Plamondon a proposé un modèle générateur de 
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gaussiennes qui permet d'approximer la fonction de transfert 

du bras lorsque l'on effectue une opération d'écriture ou de 

signature [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]. 

Les paragraphes suivants conduisent à l'établissement 

de la fonction de transfert d'un générateur de gaussiennes. 

I.4 - Fonction de transfert d'un système génerateur de 

gaussiennes 

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer la 

fonction de transfert d'un système générateur de gaussiennes 

en se basant sur les hypothèses faites sur le modèle 

générateur de tracés manuscrits. 
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I.4.1 - Description des entrées/sorties 

On peut résumer le processus générateur de gaussiennes 

par le schéma suivant: 

e(t) SYSTEME z(t) 

Figure I.3: Système générateur de gaussiennes 

Pour l'entrée du système (la commande électrique) 

nous allons considérer qu'il s'agit d'un signal rectangulaire 

d'amplitude et de durée variables. Nous prenons un signal 

rectangulaire, car celui-ci constitue l'entrée du système 

générateur de tracés manuscrits que nous allons utiliser dans 

ce travail [ 10]. 

pression suivante: 

Ce signal peut être symbolisé par l'ex-

e(t) = A. [u(t) - u(t-t")] ( 1.1) 

avec 

A: amplitude du signal 

u(t): fonction "échelon unité" ( C. f. page 11) 

te : durée du signal 
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La figure I.4 illustre l'entrée du système générateur 

de gaussiennes. 

e(t) 

Amplitude 
e(t 

A 

- - - - -'-----------� 

Figure I.4: Entrée du système e(t) 

temps 

Puisque nous avons un système générateur de. gaussien

nes, la sortie peut s'exprimer par l'expression suivante : 

avec 

A: Amplitude du signal d'entrée 

G: Gain du système 

t
0 : Temps de commutation de la gaussienne 

1: Constante de temps de la gaussienne 

(1.2) 

REMARQUE N'ayant aucun moyen de connaître le gain du 

système, nous considérons que G est unitaire ou que 

l'amplitude du signal de sortie (G.A) est le seul paramètre 

qui soit accessible. 
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I.4.2 - Fonction de transfert d'un système générateur de

gaussiennes 

Dans le domaine de Laplace, le système générateur de 

gaussiennes peut se résumer par le schéma suivant: 

E(s) 

Figure I.5: 

avec 

E ( s) : 

H( s): 

Z(s): 

H(s) Z(s) 

Système générateur de gaussiennes dans le do

maine de Laplace 

transformée de Laplace de e(t) 

fonction de transfert du système 

transformée de Laplace de z(t) 

REMARQUE: r [ ] indique une transformation de Laplace. 

Dans la suite nous utiliserons cette notation pour indiquer 

que l'on exécute une transformée de Laplace. 



a) Transformée de Laplace de e(t), entrée du système

Fonction "échelon unité" (figure I.7) 

u(t) = 1 pour t � O 
O pour t < O 

Amplitude 
u(t) 

1 

---------------------► 

Figure I.6: Échelon unité u(t) 

temps 

Selon la définition de la transformée de Laplace 

F(s) = J : e-" .f(t)dt

la transformée de Laplace U(s) de u(t) est égale â: 

U(s) = J 000 e-•
t 

• dt = [-

e-st 

s 
---] = 

s 

1 

U(s) = 
s 

11 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

Pour la fonction décalée dans le temps, d'une valeur 

t
0 

(figure I. 7), on obtient une nouvelle transformée de 



12 

Laplace qui est ( selon le théorème du décalage dans le 

domaine du temps}: 

Amplitude 
u(t-t

c) 

1 

------�---�----------► 

Figure I.7: 

t
e 

temps 

Echelon unité décalé dans le temps 

(1.6) 

(1.7) 

Ainsi, si l'on considère l'entrée de notre système 

générateur de gaussiennes par: 

e(t) = A[u(t)-u(t-tc)l ( 1. 8) 

Puisque la transformation de Laplace est une opération 

linéaire alors: 



E(s) = r [e(t)] = A .(E[u(t)]- r [u(t-t
c)]) 

1 e-tcs

E(s) = A.( - - --)
s s 

E(s) =

s 

13 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

E(s) représente la transformée de Laplace de l'entrée 

du système générateur de gaussiennes. 

Les figures I.8 illustrent que notre entrée e(t) est 

la résultante des signaux u(t) et u(t-t
c
)• 



A) 

B) 

C) 

1 

Amplitude 
u t)

------�--------------► 

Amplitude 

---

1

u

-±�

t

--

t

-c-

)

--�---------►

Amplitude 
e(t) 

A 

- - - - ....__ _________ ---!� 

Figure I.8: Entrées du système (C = A-B)

14 

temps 

temps 

temps 

b) Transformée de Laplace de S(t), sortie du système

On considère l'équation d'une gaussienne donnée par: 

Sachant que: 

2a r [-- e-••t• ] = e•'/4&' • erfc ( s/2a)
{ir 

(1.12) 

(1.13) 



grâce à la propriété de linéarité on peut écrire: 

e"'14
"' • erfc (s/2a) 

2a 

1 
ainsi, si on pose a 2 = -

.,. 2 

F(s) = C [f(t)] = C

F(s) = 
1.,.IF 

e•'s'/4 

2 

,alon;; 

[ e-t•;,• 

.erfc 

] 

( 1.,. 1 s/2) 

15 

(1.14) 

(1.15) 

Par décalage dans le temps de la gaussienne on obtient: 

(1.16) 

1.,-1� 
z ( s) = e-tcs ---- e''s'/4 

• erfc ( 1.,-1 s/2) (1.17) 

Z(s) transformée de Laplace de la sortie du système 

générateur de gaussiennes. 



c) Fonction de transfert H(s)

H(s) = 
Z(s) 

E(s) 
ainsi: 

s. e-tcs 
111\JF 

H(s) = ------- ----.e•'s'/4 .erfc (---)
A. ( 1-

e-t
c& ) 2 2 

16 

(1.18) 

Si le signal e(t) est décalé de t
0 

dans le domaine 

temporel, la fonction de transfert du système générateur de 

gaussiennes devient: 

H(s) = 
s. e-tc.s

A. e-to.s ( l-e-tc.s) 

l 1 l\/i" 

2 

Iris 
e•'•'1'.erfc (---) (1.19)

H(s) fonction de transfert du système générateur de gaus

siennes. 

erfc(x) est la fonction d'erreur complémentaire, elle est 

définie comme suit: 

erfc(") ___ 
2_Joo 

.,.._ exp(-u 2 ) du
'ff X 

(1.20) 



CHAPITRE II 

MODELE DE GENERATION DE GAUSSIENNES 

Dans le modèle utilisé pour cette étude [1,2,3,4,5,-

6,7,8,9,10], les mouvements de base sont représentés dans le 

domaine des vitesses. On distingue deux sortes de vitesse: la 

vitesse curvilinéaire et la vitesse angulaire [5]. 

Le modèle suppose une signature (ou une écriture) ra

pide et programmée, dans laquelle tout est précisé d'avance 

et où il n'intervient pas d'autres contrôles extérieurs 

[7,9]. 

Pour l'écriture, on peut s'interroger sur l'existence 

d'autres contrôles (par exemple l'information visuelle sur 

le tracé en cours d'exécution qui, après réception par le 

cerveau, entraîne un contrôle du tracé), surtout chez 

l'enfant pendant la phase d'apprentissage, mais pour la 

signature le mouvement semble tout à fait programmé et rapide 

surtout si l'on considère les signatures du type illustré à 

la figure II.1. 



ordonnees en cm 

17 

15 

13 

11 +------,----,-------,-----,,------,---� 

8 10 12 14 16 

abscisses en cm 

Figure II.1 Exemple de signature. 

II.1 - Vitesse curvilinéaire 

18 20 

18 

Une des caractéristiques essentielles du modèle proposé 

réside dans l'utilisation de la géométrie différentielle afin 

d'obtenir une invariance de la représentation des signatures 

en fonction du repère [7,9]. 

-> 

Soit m le vecteur position (ou le rayon vecteur) de la 

pointe du crayon. Le mouvement curviligne de la pointe du 

crayon peut être décrit par la fonction vectorielle suivante: 

-> -> 

m(t) = x(t) i + y(t) j (2.1) 
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-> 

Le vecteur vitesse v du point mobile lié à la 

pointe du crayon est égal à la dérivée première du vecteur 
-> 

rayon m par rapport au temps et s'exprime par: 

-> 

-> d m 
V = 

d t 

d X -> d y -> 
= i + 

d t d t

-> -> 

Le module I v I du vecteur vitesse v devient: 

-> 

1 V 1 = J(dx / dt) 2 + (dy / dt) 2
1

(2.2) 

(2.3) 

Si on introduit l'abscisse curviligne a en tant que 
-> 

paramètre, on aura pour le vecteur vitesse v :

-> -> 

-> d m  d m
V =---= 

d t

Sachant que: 

d a 

d a 

d t 
(2.4) 

l'élément différentiel de l'abscisse curviligne (da) 

s'exprime par: 

da= V(dx / dt) 2 + (dy / dt) 2 dt (2.5) 

et que: 



avec: 

alors: 

et: 

-> 
-> d m
r =

d a 

a étant l'abscisse curviligne 
-> 

r le vecteur tangent unitaire à la courbe 

-> 
m(t): 

-> 

V = 

-> 

V 1 

-> 

V 1 

a 

= 

orienté dans le sens du mouvement. 

le vecteur position. 

-> -> 

V 

. 

. 

1 

da 

dt 

r 

vitesse curvilinéaire; 

l'abscisse curviligne. 

II.2 Vitesse angulaire 

20 

(2.6) 

( 2. 7) 

(2.8) 

En géométrie différentielle, une courbe plane peut être 

décrite par sa courbure, c(a), le long de l'abscisse cur-



viligne a [4]. 

Avec: 

-> 

p = 

-> 

d r 

d a 

-> 

d r 

c(a) = 

d a

-> 
d r 

d a 

-> 

p 

-> -> 

P vecteur unitaire perpendiculaire à r .
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(2.9) 

(2.10) 

L'équation (2.9) est indépendante de l'orientation de 

la courbe. 

Ainsi, une signature ( ou de l'écriture) , considérée 

comme une courbe plane, pourra s'exprimer par la fonction: 

d e(a) 
c(a) = (2.11) 

da 

où: 

8(a) . représente la direction angulaire; . 

c(a) la trajectoire courbe; 

a
. l'abscisse curvilinéaire. . 
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La vites se angulaire est définie comme la rotation 

effectuée pendant un intervalle de temps •t( •t -> O) 

n(t) = 

n(t) 

da 

dt 

vitesse angulaire. 

II.3 Fonction de transfert 

(2.12) 

Le modèle générateur de signature ou d'écriture est 

basé sur 1 'activation de deux générateurs de vites se: un 

générateur de vitesse curvilinéaire et un générateur de 

vitesse angulaire [5]. Ces deux générateurs produisent des 

profils en forme de cloche qui ont été modélisés par des 

courbes gaussiennes. La fonction de transfert, d'un généra

teur de gaussiennes stimulé par des créneaux rectangulaires, 

est donnée par: (voir chapitre I) 

se-tc.s 

H(s) = 
lrl"7r Iris 

e•'s'/
4 erfc (---) 

2 2 

(2.13) 
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II.4 Définitions 

On appelle trait curvilinéaire, un mouvement curvili

néaire résultant de l'excitation du système curvilinéaire 

générateur de gaussiennes par un créneau rectangulaire en 

entrée. 

On appelle trait angulaire, un mouvement angulaire 

résultant de l'excitation du système angulaire générateur de 

gaussiennes par un créneau rectangulaire en entrée. 

On distingue dans un tracé deux sortes de discontinui

tés qui conduisent à la définition d'une chaîne et d'une 

composante. 

Une composante est délimitée par des discontinuités 

dans le tracé ( levées de crayon) . Ainsi, une composante 

commence par une discontinuité en position et une vites se 

initiale nulle (ou le début du tracé) et se finit par une 

discontinuité du tracé en position et une vites se finale 

nulle (ou la fin du tracé). 
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Une chaîne est délimitée par des discontinuités angu

laires (fortes variations angulaires et très faibles vites

ses curvilinéaires). Ainsi, une chaîne commence par une 

discontinuité angulaire (ou le début du tracé, ou le début 

d'une composante) et se finit par une discontinuité angulaire 

(ou la fin du tracé ou la fin d'une composante). 

Par conséquent, une composante peut être formée d'une 

ou plusieurs chaînes générées à partir d'une séquence de 

traits curvilinéaires et angulaires. Une signature (ou de 

l'écriture) est composée par la génération d'une suite de 

composantes. 

Au début de chaque composante, le système prend de 

nouvelles conditions initiales curvilinéaires et angulaires. 

Au début d'une chaîne, le système prend uniquement de 

nouvelles conditions initiales angulaires. 



ordonnées en cm 
16 ,------------------------, 
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8 

6,.__ ___________________ ___, 
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Figure II.2 : Exemple de tracé 
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La- figure II.2 donne un exemple de tracé manuscrit, la 

figure II.3 donne l'aspect des profils de vitesse curviliné

aire et la figure II. 4 donne les prof ils des vites ses 

angulaires. Sur la figure II.5 nous présentons la 

segmentation du tracé manuscrit en chaîne et en composante 

suivant les définitions données précédemment. 



Yîtesses en cm/s 
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Figure II.3 : Vitesse curvilinéaire 
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Figure II.4 : Vitesse angulaire 
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Figure II.5 : Exemple de segmentation 
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Sur la figure II. 5 on peut voir la segmentation en 

composante �t à l'intérieur des composantes la segmentation 

en chaîne, basée sur les discontinuités angulaires. 

II.5 - Description globale du modèle 

En résumé, le modèle global générateur de signatures 

(ou d'écriture) peut être symbolisé par la figure II.6 [5]. 

Dans ce schéma, on reconnaît les deux générateurs de 

vitesse. Chacun de ceux-ci produit, à partir de créneaux 

rectangulaires, une sui te de gaussiennes représentant les 

profils de vitesse (curvilinéaire ou angulaire). A partir 

de l'intégration des profils de vitesse, on obtient respec-
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tivernent pour les vitesses curvilinéaires et angulaires, la 

distance parcourue et la courbure du tracé à chaque déplace

ment du crayon. 

créneaux Générateur de gaussiennes curvilinéaires 
vitesses 

curvilinéaires curvilinéaires 

Intégration c(s,t) 

créneaux 

angulaires 

Générateur de 
' vitesses 
angulaires gaussiennes angulaires 

figure II.6 : Générateur de signatures 

A partir des distances parcourues ( données par le 

générateur curvilinéaire), des angles de rotation (donnés 

par le générateur angulaire) et des conditions initiales (les 

coordonnées du premier point et l'orientation du repère au 

temps t0 ) , nous devrions être capable de générer un tracé 

manuscrit. 



CHAPITRE III

JUSTIFICATION DES NOUVEAUX CONCEPTS 

III.1 Discontinuités angulaires 

Dans le modèle générateur de gaussiennes, la notion de 

discontinuité angulaire est basée sur l'observation de pics 

très étroits (changements importants de direction pendant une 

durée très courte) que l'on observe sur les courbes de 

vitesse angulaire (Pour plus de détail voir chapitre II et 

figure II.5). 

La notion de discontinuité, quoique évidente dans le 

processus de génération de tracés, demeure floue lorsque l'on 

doit décider, à partir des profils de vitesse angulaire, 

quels pics constituent des discontinuités angulaires. 

Dans de précédents travaux réalisés par le professeur 

Yu Li de l'Université de Pékin, invité au laboratoire 

SCRIBENS [2) [3], les discontinuités ont été déterminées par 

un seuil. Ce seuil correspondait approximativement à une 

variation angulaire de � pendant un temps d'échantillonnage 

(fe = 100 Hz). 
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Même si en physiologie la notion de seuil est 

importante, (ex.: seuil de dépolarisation d'une membrane, 

clef de la conductivité de l'influx nerveux), elle est très 

difficile à appréhender dans d'autres domaines (reconnais

sance de formes, identification de signatures, séparation de 

classes, etc.) où sa détermination est souvent arbitraire et 

fait intervenir beaucoup d'heuristiques. 

Pour éviter les seuils nous avons cherché d'autres 

notions pour déterminer les différentes chaînes délimitées 

par les discontinuités angulaires. La méthode proposée pour 

déterminer l'emplacement des discontinuités angulaires est 

basée sur l'étude des prof ils de vites ses curvilinéaires. 

Dans un premier temps cette démarche peut paraître très 

surprenante, mais les deux vitesses sont fortement liées, et 

il existe souvent une relation entre leurs extrema. 

Pour extraire les paramètres des gaussiennes (chapitre 

VI) nous supposons qu'il peut y avoir sommation entre 2

gaussiennes successives. La figure III .1, prise sur les 

vitesses curvilinéaires d'une signature, illustre cette 

sommation des gaussiennes. 



vitesse en cm/s 
60�----------------------,
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Figure III.1 Sommation de gaussiennes 

BOO 

31 

Dans le concept de chaîne, décrit précédemment, nous 

savons que le système reprend de nouvelles conditions ini-

tiales (angulaires) à chaque début de chaîne. Ainsi, le 

système prenant de nouvelles conditions initiales, il ne peut 

pas y avoir sommation des gaussiennes dans le domaine des 

vitesses curvilinéaires ou angulaires à cet instant. 

Si l'on est capable de trouver un algorithme qui dé

termine s'il y a sommation entre deux gaussiennes succes

sives, on aura réussi à déterminer un moyen d'isoler les 

discontinuités angulaires sans notion de seuil. 

Les pics angulaires correspondent toujours à de très 

faibles vitesses curvilinéaires. 
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La sommation ou non des gaussiennes se détermine dans 

la zone de décroissance de la première gaussienne et de 

croissance de la deuxième. Donc, si dans le domaine cur-

vilinéaire nous n'avons pas sommation de gaussiennes, ceci 

veut dire que les deux gaussiennes sont indépendantes. La 

vitesse de la dernière gaussienne de la chaîne précédente 

tend vers zéro (il peut rester une vitesse résiduelle due à 

l'inertie du bras) et la gaussienne suivante commence avec 

de nouvelles conditions initiales et une vitesse proche de 

zéro. 

La faible vitesse curvilinéaire et le fait d'avoir de 

nouvelles conditions initiales laissen� présumer la présence 

d'un pic dans le domaine angulaire et implique le 

commencement d'une nouvelle chaîne. La figure III.2 illustre 

la non sommation des gaussiennes dans le domaine 

curvilinéaire (courbe au tracé le plus épais avec échelle des 

vitesses à gauche) et la présence d'un pic dans le domaine 

des vitesses angulaires (courbe au tracé fin avec échelle des 

vitesses angulaires à droite). 
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Figure III.2 Non sommation des gaussiennes 
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Un pic dans le domaine angulaire entraîne toujours une 

faible vitesse dans le domaine curvilinéaire. Le contraire 

n'est pas nécessairement vrai. Pourtant nous avons considéré 

que s'il n'y avait pas une sommation de gaussiennes (par 

conséquent une faible vitesse curvilinéaire à la jonction des 

2 gaussiennes), on devait avoir un pic dans le domaine des 

vitesses angulaires. Le fait que l'on ne puisse pas déter

miner la sommation dans le domaine curvilinéaire nous indique 

que l'on prend de nouvelles conditions initiales et que, par 

conséquent, nous sommes en présence d'une discontinuité 

angulaire. 

Précisions: Dans le modèle générateur de gaussiennes 

décrit au chapitre II, une discontinuité angulaire entraîne 
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de nouvelles conditions initiales angulaires uniquement. 

Pour éviter l'accumulation des erreurs, quand une 

discontinuité angulaire intervient ( si elle détermine le 

début d'une chaîne) la chaîne prendra de nouvelles conditions 

initiales angulaires mais également de position (nouvelles 

coordonnées de départ pour cette chaîne). 

III.2 Composantes continues 

Dans le modèle de génération de gaussiennes [1,2,3,4,-

5,6,7,8,9,10], il n'y a pas de composantes continues ajoutées 

aux vitesses curvilinéaires et angulaires. 

Cependant, â partir de certains profils de vitesses 

nous avons pu constater, plus particulièrement sur les 

courbes de vites ses angulaires, que l'on effectue parfois des 

rotations â vitesse angulaire constante et non nulle. La 

figure III.3, obtenue sur une portion de vitesse angulaire, 

montre cette composante continue non nulle entre deux 

gaussiennes. 
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Figure III.3 Composante continue non nulle 
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Une gaussienne commençant et finissant â zéro, il n'est 

pas possible d'obtenir des valeurs de vitesse constantes et 

non nulles. 

Après avoir constaté qu'un modèle générateur de tracé 

sans composantes continues n'était pas capable de générer 

des tracés à vitesse angulaire constante, nous avons décidé 

de rajouter une composante continue aux gaussiennes. Cette 

composante peut changer après chaque demi-gaussienne, nous 

obtenons ainsi une fonction en escalier pour la composante 

continue. 
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REMARQUE: A chaque changement de la constante de temps 11, 

nous associons la valeur d'une composante continue. Cette 

valeur peut être la même que la suivante ou que la précé

dente. 

Le signal de vitesse ( curvilinéaire ou angulaire) 

s'exprime maintenant par: 

avec 

v(t) 

III.3

v(t) = � e-<ttYI>•+ a1

i=l 

signal de vitesse (curvilinéaire ou 

angulaire) 

constante de temps de la gaussienne 

composante continue 

Discontinuités spatiales (levées de crayon) 

(3.1) 

Dans le modèle initial [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), les dis

continuités spatiales conduisent à l'établissement de la 

notion de composante (voir définition des composantes dans 

la section II.2) et, dans un but de simplification, les 

tracés compris entre les levées de crayon n'ont pas été 
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considérées. 

Puisque le mouvement est programmé, on peut se deman

der pourquoi le déplacement entre les différentes composantes 

ne serait pas lui aussi programmé. 

Dans ce travail, nous avons considéré que ces mouve

ments font également appel à un programme moteur qui génère 

un tracé hors contact de la tablette. Les exemples du 

chapitre VIII, traitant les levées de crayon comme des tracés 

effectués sur la tablette, justifient cette hypothèse. Nous 

sommes capables de générer les tracés manuscrits et les 

levées de crayon. 

Ne tenant plus compte des discontinuités spatiales, la 

notion de composante, selon la définition de la section II.2, 

disparaît totalement de ce travail. Nous pouvons auussi 

considérer la signature entière comme une composante. 
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REMARQUE: On ne considère que les levées de crayon comprises 

entre le début de la signature (début du tracé) et la fin de 

la signature. La fin de la signature est matérialisée par 

l'appui sur le bouton sur le coté du stylo de la tablette. 

RESTRICTION: La trajectoire décrite pendant la levée de 

crayon doit être rapide pour respecter les contraintes du 

système générateur de gaussiennes (mouvement programmé 

d'avance). 



CHAPITRE IV 

PROTOCOLE EXPERIMENTAL 

Le traitement d'une signature s'effectue en plusieurs 

étapes: acquisition, suréchantillonnage avec calcul des 

vitesses (curvilinéaires et angulaires), extraction des 

paramètres, intégration et reconstruction (voir figure IV.1). 

Tablette 

Banque de 
signatures 

Figure IV.1 Diagramme de flux de données 

Ecran 
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IV.1 Matériel - logiciel 

Pour la réalisation de ce projet nous avons utilisé: 

un micro-ordinateur (compact 286 ou 386) équipé 

d'une carte graphique EGA et d'un écran 

couleur; 

une tablette à numériser (penpad #310); 

un compilateur C de Microsoft (version 5.1); 

le logiciel d'aide à la programmation Schéma

Pro (version 1.11). 

Une grande partie des travaux réalisés au laboratoire 

Scribens, nécessitant de la programmation, étant écrits en 

pseudo-code schématique à l'aide d'un outil d'aide à la 

programmation {Schéma-Pro) muni d'un traducteur c, nos pro

grammes ont été écrits en langage c et en pseudo-code schéma

tique de Schéma-Pro. 

IV.2 Acquisition 

Les signatures sont acquises à partir d'une tablette 

à numériser. Pour les tablettes utilisées, la fréquence 

d'échantillonnage et la résolution sont variables et peuvent 

être fixées par programme. 
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Tous nos exemples ont été acquis avec la tablette 

Penpad. Ses caractéristiques sont les suivantes: 

fréquence d'échantillonnage fe = 100 Hz 

Résolution: 1000 points au pouce (394 points 

au centimètre). 

REMARQUE : La fréquence donnée est celle du constructeur. La 

fréquence réelle est de 99.7 Hz [11]. Dans tous nos calculs, 

nous avons pris les caractéristiques données par le 

constructeur. 

Pour l 'acquisi tien des signatures, le logiciel est 

également capable de lire une banque de signatures dispo

nibles au laboratoire [12]. Ces signatures on été acquises 

avec une fréquence d'échantillonnage de 100 Hertz et une 

résolution de 1000 points au pouce ( 394 points au centi

mètre). 

IV.3 suréchantillonnage 

Même en programmant les meilleures caractéristiques 

pour la tablette, la fréquence d'échantillonnage ne paraît 

pas suffisante pour déterminer les discontinuités angulaires 
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qui peuvent disparaître entre deux échantillons. Ainsi, nous 

avons été obligés d'effectuer un suréchantillonnage à partir 

du signal obtenu par la tablette. 

Ce suréchantillonnage se fait par logiciel, à partir 

d'une méthode décrite par BURR [ 13]. Cette méthode sera 

explicitée en détail au chapitre suivant. 

Globalement, dans ce suréchantillonnage, on réalise 

l'extraction des coefficients de Fourrier du signal original. 

A partir de l'équation obtenue pour la signature, on 

recalcule les échantillons intermédiaires. On peut sur

échantillonner autant que l'on veut, la limite étant la 

mémoire disponible et le temps de calcul. Il faut trouver 

un compromis entre le temps de calcul et la précision 

souhaitée. 

La connaissance de l'équation estimée ( continue en 

fonction du temps) nous permet de trouver les dérivées, 

première et seconde, afin de calculer les vitesses curvili

néaires et angulaires, sans faire appels aux méthodes de 

dérivations numériques. 
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IV.4 Extraction des gaussiennes 

Après suréchantillonnage des signatures et calcul des 

vitesses (le coefficient de suréchantillonnage est fixé par 

l'utilisateur et par programmation), on peut passer à 

l'extraction des gaussiennes pour les vitesses curvilinéaire 

et angulaire. 

L'extraction des gaussiennes se fait en utilisant comme 

critère d'optimisation les moindres carrés appliqués au cas 

d'équations non linéaires. La méthode d'extraction est la 

base de tout le logiciel puisque c'est de l'estimation des 

gaussiennes et de sa qualité que dépend la précision de la 

reconstruction des signatures. La méthode est développée au 

chapitre VI. Une fois l'extraction des paramètres effectuée, 

on peut passer à la reconstruction. 

IV.5 Intégration - reconstruction 

L'extraction des paramètre� des gaussiennes nous per

met de reconstruire les signaux des vitesses curvilinéaire 

et angulaire. Après intégration de ces vitesses et à partir 

d'une formule de reconstruction, on est capable de restituer 

le signal original. 
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La signature reconstruite est calculée pour les mêmes 

échantillons que la signature originale. Ainsi, on peut 

évaluer point par point la distance entre les 2 signatures. 

A la fin du traitement, les deux signatures sont 

reproduites à l'écran afin d'apprécier visuellement la 

qualité de la reconstruction. 

Donc, pour résumer, dans ce travail on prend des 

signatures sur lesquelles on extrait les vitesses curviliné

aires et angulaires. A partir de ces vitesses et selon le 

modèle proposé, on estime leurs profils par une suite de 

gaussiennes générée par 2 systèmes parfaitement identiques et 

agissant en parallèle (voir figure II.6): un générateur de 

vitesse curvilinéaire et un générateur de vitesse angulaire. 

Notre travail consiste à trouver les gaussiennes qu'il 

faut générer avec notre système pour reproduire, le plus 

fidèlement possible, les vitesses curvilinéaires et 

angulaires et ensui te, après intégration, reconstruire la 

signature originale. 



CHAPITRE V 

DESCRIPTION DU SURECHANTILLONNAGE 

Une signature peut être représentée par 2 variables 

fonctions du temps, x(t) et y(t), qui sont respectivement 

les abscisses et les ordonnées du vecteur position (rayon 

vecteur) lié à la pointe du crayon. 

A partir de ces fonctions continues, par l' intermé

diaire de la tablette à numériser, on obtient un signal 

échantillonné (la tablette prend les coordonnées du crayon 

à intervalles de temps constant). La signature peut ainsi 

être représentée par les valeurs 2 fonctions x
e
(t) et y

.,
(t) 

prises à des temps discrets (t = t0 , t11 t2 , t3 , • • •  T), où "T" 

représente la durée totale de la signature.

Notre problème est d'obtenir une estimation X(t) et 

Y(t) des abscisses et des ordonnées de la signature, ayant 

une variable temps continue, à partir des 2 signaux échan

tillonnés X
8
(t) et Y

e
(t) obtenus avec la tablette à numériser. 

Pour résoudre ce problème nous allons utiliser une 

méthode basée sur une transformation en série de Fourier 

décrite par BURR (13]. 
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V.1 - Description de la méthode

Pour appliquer une transformation en série de Fourier 

nous avons besoin de signaux périodiques. 

Afin de pouvoir appliquer cette transformation, nous 

allons devoir faire subir diverses transformations à nos sig

naux X
8
(t) et Y

e
(t) pour nous permettre de les considérer 

comme périodiques. 

A partir des signaux, observés sur une durée T, nous 

prenons le miroir pour chaque échantillon suivant la droite 

passant par l'abscisse T (figure V .1), puis l'inverse du 

miroir (figure V.2). L'abscisse et l'ordonnée subissent 

exactement les mêmes traitements. 

Remarque: Dans un but didactique nous avons représenté un 

signal continu pour les figures V.1, V.2, et V.3, mais l'abs

cisse et l'ordonnée sont effectivement des fonctions dis

crètes. 

Après avoir pris le miroir inverse, nous retirons une 

rampe R(t) passant par les ordonnées de nos signaux X
8
(t) et 

y.(t) au temps t = o et t = T. La soustraction de cette rampe 

permet aux deux signaux, d'abscisse et d'ordonnée, de débuter 
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à zéro et de finir à zéro. Après ces étapes, nous obtenons 

une fonction impaire que l'on peut imaginer se répéter 

périodiquement (figure V. 3). Maintenant les signaux 

d'abscisse et d'ordonnée peuvent être utilisés comme s'ils 

étaient périodiques. Les signaux obtenus sont "périodiques" 

sur une durée 2T {Tétant la durée d'observation des signaux 

d'abscisse et d'ordonnée). 

Avec les 2 signaux périodiques obtenus pour l'abscis

se et l'ordonnée, il est maintenant possible d'effectuer une 

transformation en série de Fourier. 

X (t) 

T T 

2T 

Figure V.1 Miroir du signal x(t) ou y(t) 
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xro 

2T 

Figure V.2 Miroir inverse pour x(t) ou y(t) 

xro 

T T 

Figure V.3 Signal périodique de période 2T 

D'après la figure V.3 on constate que l'on obtient 

toujours des fonctions impaires. La transformée en série de 
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Fourier ne contiendra que des termes en sinus. 

Ainsi nous obtenons des fonctions continues pour 

l'abscisse et l'ordonnée dont les équations peuvent s'ex

primer par: 

pour l'abscisse: 

X(t} = 

avec 

N 
:E A

n 
sin(nwt} + R

x
(t} 

n=l 

4 T m 
A = 

n 
:E X

e
(t} Sin(nwt} 

t=l 

R
x
(t }= a

x
(t} + bx rampe pour l'abscisse. 

pour l'ordonnée: 

Y(t} = 

avec 

N 
:E B

n 
$in(nwt} + Ry(t} 

n=l 

4 T m 

B
n 

= � Y
e
(t} sin(nwt} 

T t=l 

rampe pour l'ordonnée. 

(5.1} 

(5.2} 

(5.3} 

(5.4} 

(5.5) 

Ces fonctions X ( t) et Y ( t) , continues en fonction du 

temps, nous permettent de calculer n'importe quels échan-
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tillons à l'intérieur de l'intervalle [O,T]. Nous pouvons 

donc choisir notre fréquence d'échantillonnage. Ensuite à 

partir de ces fonctions continues, il est très facile d'ob

tenir les vitesses en les dérivant. 

V.2 - Calcul des vitesses curvilinéaire et angulaire

Dans le paragraphe II.1, nous avons donné l'expression 

de la vitesse curvilinéaire. Nous avons: 

-> 

1 V(t) 1 = V vx(t) 2 + V
y
(t) z 1

(5.7) 

avec: 

vx(t) = dX(t) / dt v
y
(t) = dY(t) / dt (5.8) 

Avec les fonctions X(t) et Y(t), on peut obtenir l'ex

pression de la vitesse curvilinéaire en fonction du temps 

grâce aux égalités suivantes : 

T 

dX / dt = :E nwAn. cos(nwt) + ax (5.9) 
t=l 

T 

dY / dt = :E nwBn. cos(nwt) + a
y

(5.10) 
t=l 

Pour le calcul de la vitesse angulaire on considère la 

pente de la tangente à la courbe (ou coefficient directeur 

de la droite tangente à la courbe). 



51 

Si on pose: 

dY 
m = tan(0) = (5.11) 

dX 

Alors on trouve: 

da 1 dm 
n(t) = = (5.12) 

dt 1 + m 2 dt 

Les vitesses, curvilinéaire et angulaire, ont des expres

sions continues en fonction du temps. A partir de ces 

expressions, on peut calculer les vitesses pour n'importe 

quels instants (inférieurs à la durée de la signature) et 

. ainsi, échantillonner notre signal à la fréquence désirée. 



CHAPITRE VI 

EXTRACTION DES GAUSSIENNES 

Pour reconstruire nos signatures, nous avons besoin 

d'extraire un certain nombre de paramètres à partir des 

profils de vitesse. 

Les expressions des courbes de vitesse curvilinéaire et 

angulaire peuvent s'exprimer par: 

Vitesse curvilinéaire: 

V (t) = L v.,i exp [-(t-tcd 2 /T i
2 ] + ai

i=l 

Vitesse angulaire: 

n(t) = L n.,i exp [-(t-tcd 2 /T i
2 ] + ai

i=l 

avec: 

les temps de commutation 

les amplitudes maximales 

T i les constantes de temps des gaussiennes 

(6.1) 

(6.2) 

ai : les décalages des gaussiennes suivant les ordonnées 
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Pour chaque gaussienne nous considérons que les para

mètres pour la montée ( croissance de la gaussienne) sont 

différents des paramètres pour la descente (décroissance de 

la gaussienne) • Nous interprétons ceci du fait que pour 

l'augmentation de la vitesse nous produisons un mouvement 

actif résultant de la contraction des muscles, alors que 

pendant la phase de décroissance des vitesses nous avons un 

mouvement passif résultant de l'élasticité des muscles 

agonistes. De plus, nous avons des muscles antagonistes qui 

agissent et nous pouvons supposer que leurs caractéristiques 

biomécaniques ne sont pas identiques. 

D'après les équations 6.1 et 6.2, nous constatons que 

nous avons 4 paramètres qui peuvent varier pour chacune des 

équations: la constante de temps (rd, l'amplitude maximale 

( v,.1 ou n,.1 ) , le temps de commutation ( tc1) et le décalage ( a1 ) • 

Remargue: Les paramètres d'amplitude maximale et de temps de 

commutation peuvent être déterminés directement à partir des 

courbes et être considérés comme des paramètres fixes. C'est 

ce qui a été fait dans de précédents travaux [1,2]. 

Dans ce travail, nous avons considéré que ces paramè

tres pouvaient être variables, en mettant aussi en doute 
____,,.. 
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l'hypothèse que l'on génère la gaussienne jusqu'à son temps 

de commutation et que, par conséquent, elle n'atteint pas 

nécessairement son maximum. 

Les deux générateurs de vitesses (curvilinéaire et 

angulaire) sont considérés commme rigoureusement identiques. 

L'hypothèse qu'une gaussienne n'atteint pas son maximum a été 

faite surtout pour les vitesses angulaires où l'on décèle la 

présence de fortes croissances de leurs valeurs (les 

discontinuités). Nous pensons qu'une discontinuité est 

générée par une gaussienne ayant une très grande amplitude 

maximale qu'elle n'atteint pas, produisant ainsi une forte 

augmentation de la vitesse angulaire. De par la symétrie des 

deux générateurs, cette hypothèse a été également appliquée 

aux vitesses curvilinéaires. 

Pour reproduire nos signatures, nous allons devoir 

extraire les paramètres des gaussiennes le plus fidèlement 

possible, pour obtenir après intégration des vitesses 

reconstruites, les meilleurs résultats. Ainsi pour la re

cherche des paramètres nous avons utilisé la méthode des 

moindres carrés appliquée à des équations non-linéaires. 
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Pour appliquer les moindres carrés à des équations non

linéaires, il faut préalablement linéariser les équations. En 

linéarisant l'équation autour d'un point (une solution 

approchée), les paramètres calculés par les moindres carrés 

ne seront plus une estimation de leur valeur, mais une 

correction à apporter à une valeur initiale approximative (la 

solution approchée). 

A partir de la valeur corrigée, on construit une méthode 

itérative qui prend cette valeur pour calculer une autre 

correction. Après plusieurs itérations, on doit converger 

vers une estimation stable du paramètre (la correction 

calculée par les moindres carrés doit être de plus en plus en 

plus faible). Si la méthode ne converge pas il faut changer 

les conditions initiales (la solution approchée) et 

recommencer le processus itératif avec le calcul de la 

correction par les moindres carrés. Le paragraphe suivant 

décrit plus en détail cette méthode. 
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VI.1 Méthodes des moindres carrés pour les équations non

linéaires 

VI.1.1 cas général

On a n paramètres inconnus X1 , X2
, • • •  , Xn que l'on veut 

estimer. Nous avons m mesures différentes de y: y
1 , 

y2 , • • •  , 

Yn (m � n) et nous connaissons la relation entre les mesures

yk et les n paramètres

k = 
1, 2, ... , m 

Ainsi, on obtient un système d'équations.non linéaires 

y t = f ( X1 , X2 , 

Y2 = f (X11 X21 

• • • I 

. . . , 

où chaque mesure yk est entachée d'erreurs. 

(6.3) 

Si on connaît une solution approchée (x10 , x20 , • • •  , Xno), 

on peut linéariser le système 6.3 en développant la fonction

f(x11 x21 ••• , xn) en série de Taylor autour de la solution



57 

approchée. 

obtient: 

Si on ne retient que les termes linéaires on 

OÙ 

m of 
+ � (X101 X201 • • • , Xno) ••X1 

i=l oX1

i = 1, 2, ••• , n 

(6.4) 

Ainsi, au lieu du système 6.3 on considère le système 

d'équations linéaires: 

où 

y = A. •x 

of/ OX1 of /0X2

of/oX1 of/oX2

(6.5) 

= A 



•x = y = 

Yi - f (X10, 

Y2 - f ( X10 I 
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. . . ' 

. . . ' 

En appliquant la méthode des moindres carrés on obtient: 

(6.6) 

Si (ATA)-1 existe, le vecteur •x est l'estimation de la 

correction (selon le critère des moindres carrés) à ajouter 

à la solution approchée pour obtenir une meilleure 

approximation [13,14]. Avec la solution approchée corrigée 

on peut ensuite itérer (voir page 54 et 55). 

VI . 1. 2 Exemple 

Pour expliquer la démarche sui vie pour obtenir les 

résultats du paragraphe VI.3, nous allons traiter un exemple 

simple avec l'estimation d'un seul paramètre. 

Dans cette exemple nous considérons l'équation: 

Y = A..ax 
exp[-(t/r) 2] ( 6. 7) 
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dans laquelle 1 sera notre paramètre à estimer. 

Première étape, on linéarise cette équation pour se 

ramener à la méthode d'approximation par les moindres carrées 

classiques (voir paragraphe VI.1.1). Pour cela, on développe 

la fonction en série de Taylor autour d'une solution 

approchée 1 0 et on ne retient que les termes linéaires. 

2.A.ax t 2

exp[-(t/1 0) 2] . 1.. 1 (6.8) 

Nos mesures seront données par des échantillons pris à 

des intervalles de temps constants et constituant un couple 

de données ( �, yk) • 

A partir de ces échantillons de mesure, et connaissant 

une approximation 10 de la constante de temps, nous obtenons 

le système d'équations linéaires suivant: 

y = A. "-X (6.9) 

A = [ al 1 a2, 
. . . , akl . . . , a.r 

2A,.ax tk

Avec ak 
= .exp[-(tk

/1 0 ) 2] 

( 1 0) 3 
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En calculant (ATA). •x = ATC on obtient 

:E ( ak) 2 • 4 'f (6.10) 
k=l 

:E akbk 
k=l 

• ., = ----- (6.11) 

:E ( ak) z 
k=l 

La solution devient 

(6.12) 

Ainsi trouver une approximation des paramètres revient 

à chercher la solution du système 

(6.13) 

Après application des moindres carrés, on obtient un 

système d'équations à n inconnues où n représente le nombre 

de paramètres à estimer. 
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La résolution de ces systèmes d'équations permettra de 

calculer la correction à apporter aux variables 

approximatives prises comme valeurs initiales. 

V.2 Paramètres variables 

Dans le paragraphe précédant, nous avons traité un 

exemple simple. Dans le cas qui nous intéresse l'équation 

est plus complexe et peut s'exprimer de façon générale pour 

les deux générateurs (curvilinéaire et angulaire) par: 

., 

(6.14) 

représente l'amplitude maximale des signaux de 

vitesse (curvilinéaire et angulaire) 

le temps de commutation, temps pour lequel 

l'amplitude maximale est atteinte 

la constante de temps de la gaussienne. Dans 

notre cas nous considérons une constante de 

temps pour la montée et une constante de temps 

pour la descente 

représente la composante continue qui s'ajoute 

au signal de vitesse et que nous avons 
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justifiée au paragraphe III.2 

Nous avons fait une hypothèse supplémentaire (qui ne 

figurait pas dans les travaux précédents [ 1] [ 2] ) pour 

l'estimation des gaussiennes. Nous avons considéré qu'il 

pouvait y avoir sommation entre 2 gaussiennes successives 

(et uniquement 2 pour ne pas trop augmenter la complexité). 

L'équation pour l'estimation des profils de vitesse 

( curvilinéaire et angulaire) par la méthode des moindres 

carrés appliquée aux cas non linéaires devient: 

Y = A..axl exp [-(t/tc1) 2 /'f1
2

] + A..ax2 exp [-(t-tc2) 2 /'f2 2
] + Q 

(6.15) 

avec la même définition des paramètres que précédemment et 

un "a" qui est une combinaison de 2 a, 1 pour chaque demi 

gaussienne. 

A partir des équations 6.14 et 6.15 on peut se demander 

quels sont les paramètres â estimer? 

r représente le paramètre essentiel â estimer on ne 

peut pas y échapper. C'est lui qui détermine la forme de la 

gaussienne. Si on ne considère que la première équation 
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( 2. 1) , nous avons au minimum un paramètre à estimer ( les 

autres peuvent être des constantes déduites des courbes de 

vitesse). 

Si l'on considère l'équation (6.15), nous avons au 

maximum 7 paramètres à estimer ( f 1 f f 2 I A.axl I A.ax2 I tel f 
t

c2 I a) f 

ce qui impliquera d'inverser des matrices 7 x 7 pour 

connaître les solutions (voir paragraphe VI.1). 

Dans notre cas, nous avons considéré que l'on pouvait 

avoir de 1 à 7 paramètres variables en passant par des 

combinaisons intermédiaires. Pour cela, nous avons dévelop

pé 9 fonctions (ou méthode de calcul): 

4 pour l'équation 2.1 

Méthode T Amax te a 

1 Varie Fixe Fixe Nul 

2 Varie Fixe Fixe Varie 

3 Varie Varie Fixe Varie 

4 Varie Varie Varie Varie 

Remargue: Les 4 méthodes sont appliquées 2 fois: l'une pour 

la gaussienne descendante, l'autre pour la gaussienne mon-
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tante suivante. on traite toujours un ensemble de points 

compris entre 2 maxima, entraînant l'extraction des paramè

tres d'une demi-gaussienne descendante suivie d'une demi

gaussienne montante (sauf au début où nous commençons par une 

gaussienne montante et à la fin où nous terminons par une 

gaussienne descendante). 

5 pour l'équation 2.2 

Méthode Tl r2 Amaxl Amax2 tel tc2 a 

5 Varie Varie Fixe Fixe Fixe Fixe Fixe 

6 Varie Varie Fixe Fixe Fixe Fixe varie 

7 Varie Varie Varie Varie Fixe Fixe Fixe 

8 Varie Varie Varie Varie Fixe Fixe Varie 

9 Varie Varie Varie Varie Varie Varie Varie 

Pour les 9 méthodes, nous calculons l'erreur totale 

(somme des carrés des erreurs) sur la courbe comprise entre 

2 maxima, en considérant soit les 2 gaussiennes individuel

lement ( méthodes 1 à 4: descente + montée sui vante, voir 

Remarque précédente), soit ensemble (méthodes 5 à 9 basées 

sur l'équation avec sommation des gaussiennes). 

si l'erreur totale la plus faible se situe dans les 
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méthodes qui considèrent les gaussiennes individuellement 

(méthodes 1 à 4), alors nous pouvons peut-être conclure qu'il 

n'y a pas sommation des gaussiennes; cela peut nous laisser 

penser que l'on change les conditions initiales et que par 

conséquent, nous sommes en présence d'une discontinuité (Voir 

paragraphe III.1 - Justification des nouveaux concepts). 

Ainsi grâce à ces 9 méthodes, nous avons un moyen de 

déterminer si l'on doit considérer la sommation entre 2 

gaussiennes successives ou non. on recherche les meilleurs 

paramètres selon le critère des moindres carrés, mais 

également on isole les discontinuités puisque l'on peut 

trouver s'il y a sommation des gaussiennes ou non; donc 

déterminer si notre signal est continue. 

VI.3 Présentation des méthodes 

Dans ce paragraphe, nous allons détailler les 4 pre

mières méthodes en donnant les résultats essentiels obtenus 

avec les moindres carrés décrits précédemment. La sommation 

des gaussiennes (équation 6.5) est identique à la sommation 

de 2 équations 6.4, elle n'influence pas le développement en 

série de Taylor, seulement on obtient plus de termes (les 
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mêmes que dans les 4 méthodes). 

données en annexe 1. 

Les autres méthodes sont 

a) Méthode 1

Dans cette première méthode c'est le paramètre r que l'on 

veut estimer. 

équation: 

y = A..a
x 

exp[-(t/r) 2 ] (6.16) 

développement limité: 

2 A..ax t 2

équation générale d'une mesure: 

(6.17) 

avec 

( r o) 3 

bk = Y k - A.ax 
exp [ -( tk/ f o ) 2 ] 
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Solution: (correspondant à résoudre (ATA) .1.x = A-rc du para

graphe II.1) 

1.r = (6.18) 

b) Méthode 2

Dans cette méthode on estime les paramètres r et a 

éguation: 

y = (A_,. - a) exp[-(t/r) 2] + a (6.19) 

développement limité: 

+ ------- exp [ -( t / r O 
) 2 ] • .1. r

éguation générale d'une mesure: 

(6.20) 

avec 
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2 ( A,...,.-ao) (tic) 2

ak 
= exp [ -( tic/ T O ) 

2 ]
(T o)

3

bk 
= 1 - exp[-(tk/T 0) 2]

Ck = yk - ( A - ao) • exp [ -( tk/ T O) 
2 ] = Qo

Solution: 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

avec 

""T = 

A ""T + B 11,,.a = D 

B ""T + C 11,,.a = E 

N 

A = :E ( ak) 2

i=l 

N 

C = :E (bi,2)
i=l 

N 

= :E bi,Ck

i=l 

DC - BE 

AC - B 2

(6.21) 

N 

B = :E akbi, 
i=l 

N 

D = :E ak� 
i=l 

AE - DB 
11,,.(l = 

AC- - B 2



c) Méthode 3
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Dans cette méthode on estime les paramètres 1 1 � .... et a 

éguation: 

Y =  (A-x - a) exp[-(t/1) 2] + a 

développement limité: 

2 ( A,.ax0-ao) t 2 

+ ------ exp[-(t/10 )2 ].Â f
( 1 o) 3 

+ (1 - exp[-(t/10 )2 )). Âa

+ exp[-(t/ro) 2] • ÂA,.ax 

éguation générale d'une mesure: 

avec 

{1"0)
3

bk = 1 - exp [ -( tk/.,. 0 ) 2 ]

(6.22) 

(6.23) 
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Solution: 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

avec 

A "'" + B •a + C •�ax = D 

B • T + E •a + F •A,.
ax 

= G 

C "'" + F •a + H •�ax = I 

N N 
A = I:: ( ak) 2 B = I:: akbi, 

k=l k=l 

N 
= I:: ak� D = � akdk 

k=l k=l 

N N 
= � (bi,)2 F = � bic�

k=l k=l 

N N 
= I:: bitd1c H = � ( Ck

} 2
k=l k=l 

= I:: ckdk 
k=l 

(6.24} 
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A partir du rang 3 pour les systèmes d'équations nous 

avons utilisé une méthode numérique pour calculer les 

solutions ._ r, 1,.a et ._A..
ax

. La méthode est basée sur une LU1

décomposition de la matrice de notre système, celle-ci est 

environ 3 fois plus rapide que la méthode de GAUSS-JORDAN 

[16]. Les solutions finales étant: 

r = 'fo + ._., 

d) Méthode 4

(6.25) 

Dans cette méthode on estime les paramètres r, A.
u

, a et 

équation: 

y = (A.,a,c - a) .exp [-(t-t
c) 2 /r 2] + a (6.26) 

développement limité: 

1 Décomposition d'une matrice en un produit de 2 
matrices, une matrice triangulaire inférieure et une 
matrice triangulaire supérieure. 



+ 

+ (1 - exp [-(t-t�) 2 /r0

2 ].•a 

+ exp [-(t-tco) 2 /ro
2] • •A.ax

+ 

équation générale d'une mesure: 

avec 

2 ( A-xo-Oo) ( tk-tco) 2

ak 
= exp[-( tk-tco) 2 /r o 2]

( r o) 
3 

� = 1 - eXp(-(tk-tco) 2 /To

2]

� = exp[-(tk-tco) 2 /T0

2]

2(Ao-a0) (½-te) 
dk 

= • exp [ -( tk-tcO) 2 / T o 

2 ]
( r o) 2

ek 
= (Ao-O:o) • exp [ -( tk -tco) 2 / T o 

2 ] + O:o
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(6.27) 
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Solution: 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équations suivant: 

(6.28) 

avec 

N N 

A = :E ( ak
) z B = :E a

k
b,. 

k=l k=l 

N N 

C = :E akck
D = :E akdk

k=l k=l 

N N 

E = :E akck
F = :E (b,.)2

k=l k=l 

N N 

G = :E bic� H = :E b,.dk

k=l k=l 

N N 

I = � b,.ek
J = :E (�) 2

k=l k=l 

N N 

K = :E �dk
L = :E �ek

k=l k=l 

N N 

M = :E ( dk
) 2 N = :E dkek

k=l k=l 
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La résolution par des méthodes numériques nous permet 

d'estimer • r, •a, •A_,,_ et • t
e 

et par sui te: 

., = 

., 0 + . ., 

a = ao + •a

A-.x = l\.axo + •a 

t
e 

= t
eo + •t

e (6.29) 

REMARQUE: A partir d'une première approximation d'un des 

paramètres, avec calcul de la correction de cette valeur par 

les moindres carrés, on peut réutiliser cette nouvelle valeur 

corrigée pour calculer une autre valeur plus précise. C'est 

ce que nous avons fait. L'algorithme réinjecte la valeur 

corrigée pour un nouveau calcul avec minimisation par les 

moindres carrés. L'algorithme cesse de calculer de nouvelles 

valeurs dès qu'il a atteint une précision suffisante (une 

variation inférieure â 0.0001) ou bien s'il y a divergence. 

Si l'on ne converge pas, l'algorithme reprend une nouvelle 

valeur initiale et recommence le même processus. si après 

plusieurs changements de la valeur initiale le paramètre cal

culé ne converge pas vers une valeur stable, on passe à une 

autre des 9 méthodes. Les 9 méthodes sont exécutées les unes 

après les autres. Il y en a toujours plusieurs qui 
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convergent. Dans celles qui convergent, on retient les 

paramètres estimés de la méthode qui a donné la plus faible 

erreur au sens des moindres carrés. 



CHAPITRE VII 

RECONSTRUCTION 

VII.1 - Choix de la méthode d'intégration

Dans les chapitres précédents nous avons montré que 

l'extraction des paramètres était réalisée dans le domaine 

des vitesses. Le modèle décrit est un générateur de courbes 

de vitesses (curvilinéaire et angulaire) ayant des profils de 

gaussiennes. 

, A partir de ces vitesses, après intégration, il est 

théoriquement possible de reconstruire un signal qui sera 

proche de l'original. 

Pour intégrer nos vitesses, nous avons utilisé la 

méthode d'intégration numérique de Simpson (13]. Dans la 

formule de Simpson on approche la courbe par une fonction 

f(x) qui passe par 3 points d'appui (x
0 , f(x

0
)), 

( X11 f ( X1 ) ) , ( X2 , f ( X2 ) ) •
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La fonction f(x) est donnée par: 

+ ---- --------- { 7 .1) 

On obtient ainsi pour l'intégrale 

1 
f(x) dx = (7.2) 

3 

Pour que cette formule soit applicable, il faut que 

l'intervalle entre 2 échantillons consécutifs soit constant 

(ce qui est bien notre cas). 

•x représente cet intervalle de temps

(7.3) 

En répétant la formule (7.2) pour un nombre pair d'in

tervalle, on trouve la formule d'intégration de Simpson: 

f(x) dx = 
1 

3 

{7.4) 
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REMARQUE: La méthode de Simpson a le désavantage de donner 

1 point sur 2 après intégration. Pour que l'on ait autant 

de points que la signature originale, nous suréchantillonnons 

par 2 le signal de vitesse afin d'avoir autant de point après 

intégration. 

VII.2 - Reconstruction

Après intégration des vitesses (curvilinéaire et an

gulaire), nous obtenons les signaux qui vont nous permettre 

de réaliser la reconstruction de la signature. 

L'intégration de la vitesse curvilinéaire entre 2 

échantillons successifs nous permet de calculer le dépla

cement (distance parcourue) entre ces 2 points. 

L'intégration de la vitesse angulaire du temps t0 = o 

(début de la signature) au temps t1 , nous donne la rotation 

effectuée depuis le début du tracé par rapport à une direc

tion fixe. A partir de cette rotation, on peut connaître la 

direction dans laquelle s'est effectué le déplacement de la 

pointe de stylo. Comme direction de référence pour retracer 

nos courbes, nous prendrons l'abscisse du repère cartésien 

lié à la tablette (l'horizontale de la partie inférieure de 



79 

la tablette). Un angle initial fixera la direction à prendre 

pour tracer le premier point à partir du point d'origine de 

la signature ( Xo Yo) • 

Connaissant la distance parcourue et la direction du 

parcours, on peut tracer les différents points à l'aide de 

la formule de reconstruction suivante (Voir figure VII.1 et 

la formule 7.1). 

avec 

d 

e 

ORDONNEES 

y 

XP ABSCISSES 

Figure VII.1 Reconstruction 

x = d cos(e) + x
p

y =  d sin(e) + y
p

distance parcourue 

l'angle par rapport au repère fixe (abscisse 

de la tablette) 

x
P 

abscisse du point précédent 
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ordonnée du point précédent 

Pour retracer la signature, nous avons besoin des 

conditions initiales (coordonnées du premier point et direc-

tion initiale) . Pour les coordonnées du premier point, à 

partir duquel se fait la reconstruction, nous prenons les 

coordonnées du point correspondant sur la signature 

originale. Pour le calcul de l'angle initial, nous générons 

une première fois tout le tracé avec un angle initial nul, 

puis nous calculons le vecteur reliant le point de début et 

de fin du tracé de la chaîne. Nous calculons le même vecteur 

pour le tracé original, et à partir du point d'origine· du 

tracé choisi comme pivot (ce point est identique pour les 2 

tracés, le reconstruit et l'original), nous calculons la 

rotation à faire subir au vecteur lié au tracé reconstruit 

pour que ces 2 vecteurs se superposent. Cet angle nous donne 

les conditions initiales angulaires pour régénérer le tracé 

(Voir figure VII.2) 



chaine originale 

ROTATION 

chaine reconstruite 

Figure VII.2 Rotation d'une 
chaîne 

VII.3 - Mesure des erreurs

Pour chiffrer les erreurs lors de la reconstruction 

des vitesses curvilinéaires et angulaires et de la 

signature, nous avons utilisé le calcul de l'erreur 

quadratique moyenne. 

Ainsi pour la vitesse curvilinéaire nous calculons: 
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� (Vok-Vrk) 2 
/ N (7.5) 

avec 

. 

. 

k=l 

Vitesse curvilinéaire originale au temps tk

Vitesse curvilinéaire reconstruite au temps 



N le nombre total de points 

Pour la vitesse angulaire: 

avec 

N 

L (nok-nrk) 2 / N 
k=l 

n� Vitesse angulaire originale au temps tk
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(7.6) 

n� Vitesse angulaire_ reconstruite au temps tk

N le nombre total de points 

Pour la signature: 

N 
I°: ( dk ) 2 / N . 

k=l 
(7.7) 

où dk représente la distance euclidienne entre le point 

original du tracé et le point reconstruit pris au même 

instant. Cette distance s'exprime par: 

avec 

(Xok ,Yok): coordonnées du point original au temps tk

(xrk ,Yrk): coordonnées du point reconstruit au temps tk 

(7.8) 
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Dans le chapitre suivant qui traite des résultats, nous 

aurons des exemples des valeurs que peuvent prendre ces 

erreurs de reconstruction. 



CHAPITRE VIII 

RESULTATS 

Dans ce chapitre nous présenterons les résultats obtenus 

sur une signature. Nous montrerons la reconstuction de la 

vitesse curvilinéaire et de la vitesse angulaire de toute 

la signature, ainsi que la reconstruction du tracé de la 

signature même. 

Dans le deuxième paragraphe nous donnerons un résumé des 

résultats relatifs aux traitements de 12 signatures. 

VIII.1 - Traitement d'une signature 

La figure VIII.1 présente la signature qui a été traitée. 

Cette signature possède une très bonne dynamique (exécution 

rapide), ce qui est un point important pour son traitement à 

l'aide du modèle. Cette signature ne présente aucune levée de 

crayon et elle est exécutée en une seule fois. Après 

acquisition par la tablette, cette signature a été 

suréchantillonnée 30 fois. 
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abscisses en cm 

Figure VIII.1 Signature originale 
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Figure VIII.2 Signature reconstuite 
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22 

22 



ERREURS par CHAINE 

RACINE CARRE de EQM en cm 

#1 #2 #3 #4 #5 #6 

CHAINES 

#7 #8 

Figure VIII.3 Erreurs de reconstruction par 
chaîne 
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Le graphique VIII.2 donne la reconstruction de la 

signature à partir de 1 'extraction des paramètres obtenue 

sur les profils de vitesse. 

L'exemple que nous présentons a été segmenté en 8 chaînes 

par le logiciel (pour la définition d'une chaîne voir 

paragraphe II. 4). Le graphique VIII. 3 montre les racines 

carrées des erreurs quadratiques moyennes €
s de reconstruction 

( € s est définie au paragraphe VII. 3), commise chaîne par 

chaîne. Sur ce graphique, on constate que la chaine #2 de la 

signature est la moins bien reconstruite, elle s'éloigne en 

moyenne de 0.02 cm de la chaîne originale. 
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Les tableaux suivants donnent à titre indicatif les 

valeurs des paramètres extraits sur les vitesses 

curvilinéaire et angulaire pour les huit chaînes de la 

signature. 

Signification des paramètres: 

chaîne td durée xd yd ad 

durée: 

type : 

Paramètres des gaussiennes 
te Amax T

Paramètres des gaussiennes 
te Amax T

temps du début de la chaîne en s 

durée de la chaîne en s 

curvilinéaires 
a type 

angulairs 
a type 

coordonnée du premier point de la chaîne en cm 

angle initial (voir paragraphe VII.2) en rad 

type de la gaussienne 

"m" gaussienne croissante 

"d" gaussienne décroissante 

Paramètres extraits par les moindres carrés: 

temps de commutation en s 

A_x amplitude maximum de la gaussienne (en cm\s ou 

rad\s) 

T 

a 

constante de temps de la gaussienne en s 

composante continue (en cm\s ou rad\s) 
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chaîne #1 0.0000 0.034 14.87 13.24 1.36 

0.0000 69.4 0.1795 -65.600 d 

0.0697 -2058.0 0.0225 -3.948 m 

chaîne #2 0.0353 0.2170 14.91 13.34 -0.06

0.1132 70.55 0.1078 -24.174 m 

0.1272 57.64 0.0817 -10.863 d 

0.0000 -151.37 0.0071 -29.838 d 

0.0784 30.37 0.0815 -29.838 m 

0.0789 0.48 0.0207 0.049 d 

0.2813 1352.74 0.0405 1.266 m 

chaîne #3 0.2523 0.2414 15.88 7.04 -0.09

0.0646 41.85 0.0532 -3.226 m 

0.0677 14.53 0.0436 24.338 d 

0.1824 
' 

24.94 0.0458 24.338 m 

0.1854 45.81 0.0462 3.155 d 

-o. 0094· 124.82 0.0188 7.643 d 

0.1256 21.66 0.0395 5.801 m 

0.1223 18.20 0.0384 9.225 d 

0.2500 92.11 0.0207 10.825 m 

chaîne #4 0.4937 0.1340 12.42 9.27 -1.16

0.0654 55.50 0.0553 -0.271 m 

0.0724 49.72 0.0495 5.570 d 

-0.0240 156.59 0.0302 5.895 d 

0.1484 93.88 0. 0275 5.895 m 

chaîne #5 0.6280 0.1000 17.00 10.77 1.79 

0.0478 29.74 0.0358 11.678 m 

0.0529 58.16 0.0480 -16.742 d 

-0.0137 84.46 0.0270 10.497 

0.1119 418.31 0.0138 10.497 m 
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chaîne #6 0.7280 0.1133 14.32 10.67 -1.30

0.0542 73.17 0.0563 -23.515 m
0.0598 38.56 0.0417 11.155 d 

-0.0150 518.23 0.0153 3.719 d 
0.1773 -359.32 0.0504 -2.798 m 

chaîne #7 0.8417 0.1386 17.96 9.58 -1.53

0.0733 72.50 0.0559 4.711 m
0.0796 56.32 0.0437 20.951 d 

-0.0195 -98.83 0.0315 -6.148 d 
0.1467 -55.11 0.0274 -6.148 m 

chaîne #8 0.9807 0.2290 11.08 8.78 1.92 

0.0909 87.14 0.0734 10.370 m 
0.0905 146.85 0.0917 -48.865 d 
0.2293 59.40 0.0361 -48.865 m 

-0.0968 -361.74 0.0695 -6.357 d 
0.2308 -247.55 0.0410 -6.357 m 
0.1755 -93.70 0.0251 -1.499 d 

La figure VIII.4 qui suit, montre la vitesse 

curvilinéaire originale, la figure VIII.5 la vitesse 

curvilinéaire reconstruite et la figure VIII.6 les erreurs 

de reconstruction prises chaîne par chaîne. 
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originale 
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reconstruite-
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Sur 

ERREURS par CHAINE 

RACINE CARREE de EQM en cm/s 

#1 #2 

Figure VIII.6 
curvilinéaire 

#3 #4 #5 #6 

CHAINES 

Erreurs sur 

#7 

la 

ce graphique, on constate, 
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#8 

vitesse 

qu'en vitesse 

curvilinéaire, c'est la chaîne #7 qui est la moins bien 

reconstruite. Les erreurs de reconstruction sur les vitesses 

curvilinéaires influencent les résultats pour la 

reconstruction de la signature, mais ce ne sont pas les 

seules responsables des erreurs présentées sur la figure 

VIII.3. Les erreurs de reconstruction de la signature

dépendent aussi de la vitesse angulaire (figure VIII.9). 

Dans les pages .suivantes, nous présentons la vitesse 

angulaire originale (figure VIII.7) et la vitesse angulaire 

reconstruite (figure VIII.8). 
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-100
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Figure VIII.7 Vitesse angulaire originale 
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Figure VIII.a Vitesse angulaire reconstruite 

92 



ERREURS par CHAINE 

RACINE CARREE de EQM en radis 

#1 #2 #3 #4 #5 

CHAINES 

#6 #7 #8 

Figure VIII.9 Erreurs sur les vitesses 
angulaires. 
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Sur le graphique VIII. 9, on peut constater que les 

racines carrées de l'erreur quadratique moyenne, prise chaîne 

par chaîne sur les vites ses angulaires, sont pratiquement 

constantes et relativement:. faibles, si on les compare à 

celles que l'on obtient sur d'autres signatures (voir 

paragraphe suivant). Ceci doit provenir du fait que cette 

signature ne possède pas dans son tracé de fortes variations 

angulaires. Généralement, lès pics angulaires sont moins bien 

estimés, ce qui entraîne des erreurs de reconstruction plus 

grandes. 



94 

VIII.2 - Traitement de 12 signatures

Les pages suivantes montrent les résultats concernant le 

traitement de 12 signatures. Pour chacune des signatures, 

nous présentons la racine carrée de l'erreur quadratique 

moyenne la plus élevée dans l'ensemble des chaînes 

reconstruites (figure VIII.10) et la racine carrée de 

l'erreur quadratique moyenne la moins élevée de toutes les 

chaînes de la signature (figure VIII.11) commise lors de la 

reconstruction pour les 12 signatures. 

Les figures VIII .12 et VIII .13 donnent les racines 

carrées des erreurs quadratiques moyennes .les moins et les 

plus élevées commises pour la reconstruction des vitesses 

curvilinéaires. 

Les figures VIII.14 et VIII.15 donnent les erreurs 

quadratiques moyennes les moins et les plus élevées commises 

pour la reconstruction des vitesses angulaires. 
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Figure VIII.10 Erreurs maximum 
reconstruction des sign�tures 

ERREURS Minimum 

RACINE CARREE de EQM en cm 

RP E MP ND MR FL PR LF CL WG C PY 

SIGNATAIRES 

Figure VIII.11 Erreurs minimum 
reconstruction des signatures 

de 

de 
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ERREURS Maximum 

RACINE CARREE de EQM en cm/a 

RP E MP ND MR FL PR LF CL WG C PY 

SIGNATAIRES 

Figure VIII .12 Erreurs maximum sur la vitesse 
curvilinéaire 

ERREURS Minimum 

RACINE CARREE de EQM en cm/s 

RP E MP ND MA FL PR LF CL WG C PY 

SIGNATAIRES 

Figure VIII .13 Erreurs minimum sur la vitesse 
curvilinéaire 
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ERREURS Maximum 

RACINE CARREE de EQM en radis 

RP E MP ND MR FL PR LF CL WG C PY 

SIGNATAIRES 

Figure VIII.14 Erreurs maximum sur les 
vitesses angulaires, 

ERREURS Minimum 

RACINE CARREE de EQM en radis 

RP E MP ND MR FL PR LF CL WG C PY 

SIGNATAIRES 

Figure VIII.15 Erreurs minimum sur les les 
vitesses angulaires 
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A partir des graphiques VIII .10 et VIII .11, on peut 

constater, que pour certaines signatures, les erreurs prises 

chaine par chaine sont pratiquement constantes sur toute la 

signature (ex: signature de MP, il y a peu d'écart entre les 

erreurs minimum et maximum), alors que pour d'autres, il y a 

une grande variabilité dans la reconstruction des différentes 

chaines (ex: signature de MR). Si l'on regarde la signature 

de MP (voir annexe 2), on constate que cette signature est 

faite uniquement de boucles exécutées très rapidement, alors 

qUe la signature de MR ( voir annexe 2) est composée d'un 

mélange de boucle rapide et d'écriture lente, ce qui explique 

certainement l'écart dans la qualité de la reconstruction des 

différentes chaines. En règle général, on peut constater que 

les signatures écrites (constituées par l'écriture du nom de 

la personne) sont moins bien reconstruites que les signatures 

graphiques (constituées d'un ensemble de courbes, boucles et 

lignes droites ne représentant nullement le nom de la 

personne). 

sur les figures VIII.12 et VIII.13 qui illustrent les 

plus grandes et les plus petites erreur� de reconstruction 

de la vitesse curviliénaire (prises sur l'ensemble des 

chaines d'une signature et pour les 12 signatures), on 

constate que les meilleures reconstructions des vitesses 

curvilinéaires correspondent aux tracés des signatures 
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rapides constituées surtout de boucles et dont le graphique 

(à l'exeption d'une: LF) ne représente pas le nom du 

signataire (voir en annexe 2 les signatures de E, FL, LF, et 

C). De plus, on constate que la signature de MP, décrite 

précédemment, est également stable en vitesse. 

Dans les graphiques VIII.14 et VIII.15, on constate de 

grandes différences entre les racines carrées des erreurs 

quadratiques les plus fortes et les racines carrées des 

erreurs quadratiques les plus faibles. Ceci s'explique par 

les discontinuités angulaires. Pour les pics angulaires, dont 

les valeurs sont très élevées, l'estimation des gaussiennes 

est difficile. La mauvaise estimation de ces pics et leurs 

fortes valeurs entrainent des valeurs d'erreur élevées. Pour 

les chaînes ne possédant pas de discontinuités angulaires, 

les erreurs sont beaucoup plus faibles. 

Avec les résultats que nous venons de présenter sur les 

signatures et les graphiques donnés en annexe 2, nous pouvons 

déjà annoncer que nous avons atteint notre objectif pour ce 

projet de maîtrise: valider le modèle générateur de vitesse 

sur des signatures. Nous avons réussi l'implantation complète 

d'un logiciel permettant d'extraire automatiquement les 

paramètres des vitesses curvilinéaires et angulaires, et de 

reconstruire nos signatures à partir de ces paramètres et 
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des différents concepts du modèle [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10). 

Ainsi, on peut constater que l'implantation du modèle 

nous donne des ouvertures sur d'autres recherches. Par 

exemple, 

l'étude 

si 

du 

le modèle est proche du 

modèle apportera des 

système 

éléments 

bras/main, 

pour la 

compréhension du processus générateur de tracé (écriture ou 

signature). Par exemple, à partir des 9 méthodes d'extraction 

des paramètres, on pourrait éventuellement faire une étude 

statistique dans une prochaines recherches) pour connaître 

celles qui reviennent le plus fréquemment. 

Pour ma signature (figure VIII.1), nous avons pu 

constater que pour les vitesses curvilinéaires et angulaires 

confondues, les méthodes 4 et 9 sont les plus fréquemment 

utilisées. Ensuite les méthodes 3 et 6 n'apparaisent qu'une 

fois. Les autres ne sont pas utilisées. Les méthodes 4 et 9 se 

caractérisent par le fait que dans les équations nous 

supposons que la gaussienne n'atteint pas nécéssairement son 

amplitude maximun. Cela voudrait dire que le système 

générateur de tracé (écriture ou signature) n'atteint presque 

jamais son régime permanent. 

Cependant, il ne faut pas tirer de conclusions hâtives, 

il faudra attendre de prochaines recherches pour faire de 
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telles affirmations à partir du modèle. L'implantation du 

modèle générateur de vitesse est une étape dans la 

compréhention du processus de génération de tracé (écriture 

ou signature). 

Pour terminer avec les résultats, l'annexe 3 présente les 

profils de vitesse curvilinéaire originale et reconstruite 

pour la signature de WG, et les profils de vitesse angulaire 

originale et reconstruite pour la signature de PR. 

Chacune de ces signatures représente le cas où l'erreur 

( sur la vitesse curvilinéaire pour WG et sur la vitesse 

angulaire pour PR) est la moins bonne. Pour les valeurs des 

erreurs voir figure VIII.12 pour la signature de WG et la 

figure VIII.14 pour la signature de PR. 

REMARQUE: D'un aspect visuel, les courbes originales et 

reconstruites semblent indentiques. Mais ce n'est pas le cas, 

et les valeurs numériques des erreurs sont là pour en 

témoigner. Si les courbes pouvaient être superposées (nous 

n'avons pas pu le faire car les graphiques sont en noirs èt 

blancs) les différences apparaîtraient plus facilement. Ainsi 

il faut regarder très attentivement les graphiques pour 

s'apercevoir que ce ne sont pas les mêmes. Des différences 

il y en a. 
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Pour la reconstruction de la vitesse angulaire, certains 

pics peuvent disparaître (sans conséquence pour la 

reconstruction de la signature), parce que les pics 

délimitent les chaînes. La chaîne reconstruite, selon sa 

durée, peut contenir ou non la discontinuité. Les pics 

délimitent les discontinuités, mais la partie essentielle 

pour la reconstruction se situe entre les discontinuités 



CHAPITRE IX 

COMMENTAIRES SUR LE LOGICIEL 

IX.1 -Discussions

Après vous avoir présenté les résultats, il est main

tenant temps de faire la critique du logiciel, d'en retenir 

les avantages et de souligner ses problèmes. 

Tout d'abord nous allons commencer par ses aspects 

négatifs. Le, temps de traitement, par exemple, est long. 

Pour exécuter la modélisation, il faut suréchantillonner la 

signature (chapitre V). En fonction du suréchantillonnage 

demandé, le temps pour calculer les échantillons intermé

diaires peut être long. Evidemment, il dépend aussi de la 

durée de la signature à traiter. 

Une fois le suréchantillonnage réalisé, il faut 

extraire les pa:ramètres, et si nous suréchantillonnons beau

coup, les temps de calculs pour extrai�e les paramètres des 

gaussiennes seront longs. Dans cette partie du logiciel, nous 

appliquons les 9 méthodes de recherche par les moindres 

carrés décrites aux chapitres VI; ceux-ci demandent beaucoup 

de calcul et d'inversion de matrice, ce qui justifie le temps 
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de traitement important. 

L'extraction des paramètres est la partie la plus 

longue du traitement, c'est le coeur du logiciel. Après 

l'extraction, 

point. Si 

il faut reconstruire la signature point par 

le nombre de point est grand, le temps de 

reconstruction peut être également long. 

Nous ne pouvons pas chiffrer les temps de calcul, le 

logiciel créé etant un logiciel de développement. Nous 

voulions savoir s' i 1 était possible de reconstruire une 

signature à partir de l'extraction automatique des paramètres 

selon un modèle de génération de vitesse à profil gaussien .. 

Nous avons réalisé une étude de faisabilité. Le logiciel 

réalise le traitement par étapes. Il permet à l'utilisateur 

de visualiser les résultats à chaque fois qu'ils sont 

disponibles. Le traitement d'une signature s'effectue en 

plusieurs fois, passant d'un logiciel à un autre. Nous ne 

pouvons donc pas chiffrer exactement le temps de traitement 

d'une signature. Ce paramètre n'était pas primordial dans le 

développement du logiciel, mais l'exécution du programme nous 

permet d'extrapoler sur la durée du traitement. Le logiciel 

dans sa forme actuelle donne des temps de traitement 

relativement longs, ainsi une signature moyenne peut mettre 

entre 5 à 10 minutes pour être traitée, voire davantage pour 
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une longue signature. 

Le problème majeur du logiciel se situe au niveau de 

la segmentation des chaînes. Le logiciel génère plus de 

chaînes que le modèle théorique ne le supposait (la segmen

tation a été décrite au chapitre VI). Nous constatons que 

la non-sommation dans le domaine curvilinéaire n'entraîne 

pas toujours un pic dans le domaine angulaire. La méthode 

de segmentation que nous avons adoptée isole tous les pics 

de discontinuité angulaire, mais elle trouve d'autres points 

de segmentation qui correspondent à des variations angulai

res de moindres importances. Le logiciel segmente plus qu'il 

n'était prévu dans le modèle initial. 

Donc avec cette approche, lorsque nous parlerons de 

chaînes, il faudra comprendre: "chaînes fonctionnelles" 

puisque ce sont celles-ci que nous sommes capables 

d'extraire, mais la véritable notion de chaîne reste celle 

donnée au chapitre II. 

Cette segmentation engendre d'autres problèmes pour le 

logiciel. Nous devons segmenter nos courbes à partir des 

pics angulaires. Un pic angulaire correspond toujours dans 

les vitesses curvilinéaires à un point de vitesse minimal. 

Plus les pics angulaires sont importants et plus cette 
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correspondance est vérifiée. Ayant pris la vitesse 

curvilinéaire comme base de la segmentation, nous prenons, 

pour la durée d'une chaîne, le temps qui s'écoule entre 2 

minima de vitesse curvilinéaire pour lesquels il n'y a pas 

de sommation de gaussiennes. Ces deux points doivent 

correspondre dans le domaine des vitesses angulaires à 2 pics 

(c'est ce que nous avons supposé) séparés par la même durée. 

Dans le cas où ces durées sont légèrement différentes, nous 

prenons la durée de la séquence (curvilinéaire ou angulaire) 

la plus courte. 

Or, lorsque nous segmentons sur des variations angu

laires de moindres importances (problème cité plus tôt), le 

minimum de vitesse curvilinéaire ne correspond pas toujours 

exactement avec le maximum de vitesse angulaire. Il peut y 

avoir un décalage plus ou moins important entre les 2 

extrema. Prenant la durée la plus courte entre les extrema 

de vitesse curvilinéaire ou angulaire, il arrive (mais c'est 

tout de même rare) que l'on ne génère qu'une partie de la 

chaîne, lorsque nous manquons d'information sur l'une des 

deux vitesses. Par exemple, nous avons observé ce phénomène 

sur la signature de RP et l'écart entre les 2 extrema était 

de 0.05 seconde. 

L'extraction des paramètres pose également des problè-
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mes. On demande au logiciel de trouver une gaussienne sur 

des portions de courbe qui parfois ressemblent plus ou moins 

à des gaussiennes. Ce problème se trouve surtout dans les 

vitesses angulaires où nous avons la présence de pics impor

tants. La méthode des moindres carrés donne toujours une 

solution, mais celle-ci n'est pas toujours la meilleure. 

De plus, sur certaines signatures, nous pouvons con

stater la sommation de plus de deux gaussiennes. La méthode 

des moindres carrés décrite au chapitre VI ne tient compte 

que de la sommation de deux gaussiennes. Dans ce cas, il est 

compréhensible que la solution obtenue après extraction des 

paramètres ne soit pas la meilleure (voir figure IX.1). 

vitesse en cm/a 
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VITESSE RECONSTRUITE 

� 
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20 40 60 80 100 
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Figure IX.1 Problème de reconstruction 

140 
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Sur la figure précédente, nous constatons que le 

logiciel détermine une gaussienne intermédaire là où il y en 

a deux (partie à droite du graphique) ceci parce nous 

obligeons le logiciel à trouver la sommation de 2 gaussiennes 

alors que sur ce tracé il en existe certainement 3. 

Le principal aspect positif de ce logiciel résulte de 

la qualité de la reproduction des signatures, que ce soit 

d'un point de vue dynamique (reconstruction des signaux de 

vitesse) ou statique (aspect de la signature). Les erreurs 

de reconstructions sont faibles et la signature générée 

ressemble à s'y méprendre à la signature originale (voir 

graphiques présentés au chapitre VIII et en annexe 2). 

On peut remarquer que les problèmes d'extraction des 

gaussiennes n'influencent pas énormément la reconstruction 

des signatures. Ceci vient du fait que l'on minimise la somme 

des carrés des erreurs et que même dans des cas défavorables 

(voir figure IX.1: sommation de plus de deux gaussiennes), la 

solution trouvée est acceptable. 

IX.2- Modifications

La principale modification devra porter sur la qualité 
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de la segmentation. On peut toutefois la laisser telle quelle 

et considérer que l'on a effectivement plus de chaînes 

(chaînes opérationnelles) que le modèle théorique, puisque 

l'algorithme détermine qu'il n'est pas capable d'assurer la 

continuité lors de la recherche des paramètres des gaussien

nes. Dans ce cas, il ne faudra pas se fier à la correspon

dance des extrema des vitesses pour déterminer la durée des 

chaînes, car on a constaté que cela entraîne quelques cas de 

génération de chaînes trop courtes. 

Ou bien, on pourrait modifier légèrement notre segmenta

tion en privilégiant la sommation des gaussiennes lors de la 

recherche des paramètres dans le cas où les erreurs, au sens 

des moindres carrés, avec sommation ou sans sommation des 

gaussiennes sont proches. Ceci devrait permettre de limiter 

le nombre de chaînes (chaînes opérationnelles) et d'obtenir 

une segmentation plus proche de la segmentation sur les pics 

angulaires (chaînes réelles). 

Pour améliorer les temps d'exécution des différents 

logiciels, nous pourrions envisager de paralléliser certaines 

étapes des calculs ou d'utiliser certains processeurs 

spécialisés (tel que le TMS 320 spécialisé dans le traitement 

de signal), ce qui pourrait soulager le processeur principal 

de certaines tâches, pour lesquelles il est mal adapté, et 
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lui permettre de réaliser d'autres traitements. 

Pour l'extraction des paramètres, on pourrait envisa

ger de faire passer la sommation à plus de deux gaussiennes, 

de modifier le modèle et trouver une autre équation pour la 

génération des vitesses angulaires afin de mieux estimer les 

fortes variations angulaires. 

IX.3- Applications du logiciel

Si certaines suppositions continuent de se confirmer, 

comme le contrôle de la génération du tracé d'une signature 

(ou autre) par les vitesses, le modèle aiderait à mieux com

prendre le processus de génération de tracé ainsi que la 

commande du cerveau. 

De plus, avec le modèle de génération des signatures, 

on peut imaginer faire de la vérification de signature avec 

des spécimens enregistrés à partir d'une tablette à 

numériser. L'utilisation d'un modèle pour effectuer de la 

vérification de signature est une voie qui n'a pas encore été 

explorée. Pour cela, il faudrait faire une étude sur la 

variabilité des paramètres (extraits par le logiciel) de la 
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signature d'un même scripteur et déterminer s'ils sont 

suffisamment stables pour être utilisés pour de la 

vérification de signature. Ces idées feront l'objet de 

prochains travaux au laboratoire SCRIBENS. 

Une étude a été commencée sur le traitement de 10 signa

tures d'un même scipteur, mais au moment de la rédaction de 

ce mémoire nous n'avons pas encore extrait l'information 

pertinente. 

De plus, comme nous l'avons cité dans le chapitre 

précédant il serait très intéressant d'étudier la fréquence 

des différentes méthodes (1 â 9) de calcul des paramètres 

pour dégager des conclusions sur le système bras/main. 



CHAPITRE X 

CONCLUSION 

La volonté de réaliser un programme générateur de 

profil de vitesse a soulevé le problème de la segmentation 

automatique des signatures en chaînes, basée sur les 

discontinuités des vitesses angulaires. 

d'éléments sur ce sujet. Comment 

Le modèle manque 

reconnaît-on une 

discontinuité à partir des courbes de vitesse angulaire pour 

les isoler sans ambiguïté? Le, logiciel a montré qu'il était 

capable de les isoler, mais il ajoute d'autres discontinuités 

angulaires que la théorie du modèle ne prévoyait pas. 

Même si la programmation du modèle montre quelques 

imperfections, il fallait au moins la réaliser une première 

fois au complet, faire un prototype, pour déterminer les 

améliorations nécessaires. Le modèle décrit n'est pas figé, 

il est en constante évolution. Ce mémoire apporte également 

des éléments importants pour sa progression, tels que: la 

composante continue, le traitement des levées de crayon à 

l'intérieur d'une signature et une nouvelle approche pour la 

segmentation, excluant la notion des seuils sur les 

discontinuités angulaires, basée sur la sommation des 

gaussiennes. 
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Les résultats obtenus, nous permettent de conclure que 

le modèle générateur de gaussiennes peut être validé pour le 

traitement des signatures. Toutefois, pour obtenir de bons 

résultats, nous avons constaté que les tracés devaient être 

exécutés rapidement, ce qui constitue une des hypothèses de 

base pour le modèle proposé ( le mouvement est programmé 

d'avance). Le logiciel montre de la difficulté à traiter des 

signatures lentes (on obtient de moins bons résultats). 

Donc, globalement, nous sommes satisfait de voir que le 

programme est capable d'extraire les paramètres d'une signa

ture et qu'il montre une bonne reconstruction. A première 

vue, on a du mal à voir la différence entre la signature ori

ginale et la signature reconstruite. 

Les étapes suivantes, dans la réalisation de ce 

travail, seront d'améliorer le logiciel, à partir des 

imperfections décelées, et de le faire progresser en suivant 

l'évolution du modèle. 

De plus, il serait important de faire une étude sur la 

stabilité de la segmentation à partir du modèle. Quand on 

connaît les problèmes que représentent la segmentation, cette 

nouvelle approche pourrait peut-être apporter des solutions 

intéressantes. 
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On peut également s'interroger sur la possibilité de 

traiter des signatures afin de réaliser leur vérification. 

Et pour terminer, l'étude de la fréquence des méthodes 

de calcul utilisées pour extraire les paramètres apportera 

peut-être des éléments intéressants pour la compréhension du 

système BRAS/MAIN. 

Les espoirs sont importants avec le modèle générateur 

de vitesses à profil gaussiens, souhaitons qu'il tienne ses 

promesses •.. 
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ANNEXE 1 

Méthode 5 

Dans cette méthode on estime les paramètres r 1 et r 2

Equation 

Equation gén�rale d'une mesure 

avec 

( r io ) 3 

Ck = y k - A-x1 exp [ - ( tk/ T 10) 
2 

] - Amax2 exp [ - ( tk/ T 20) 
2 

] 
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Solution 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

avec 

N N 

= � ( ak) 2 B = � akbi.
i=l i=l 

N N 

= � (bit) 2 D = � akck 
i=l i=l 

E = � bi.Ck 
i=l 

Méthode 6 

Dans cette méthode on estime les paramètres r 1 , r 2 et a 

Equation 

Y = (A.,ax2 - a) exp[-(t/r20 ) 2] + a 

Equation générale d'une mesure 
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avec 

2 (A11axl 
- <l'.o) ( tk) 2 

ak
= exp [ -( tk/ r 10) 2 

] 

(ro )
3

2 ( A..ax2 - <l'.o ) ( tk) 2 

4 = exp[-(tk/r 20 ) 2
] 

( r 20) 
3 

Ck = 1 - exp [ -( tk/ r 10) 2 ] - exp [ -( tk/ r 20) 2 
] 

dk = yk 
- ( Amaxl - <l'.o) exp [ -( tk/ r 10 ) 2 

] 

- (Amax2 - <l'.o) exp[-(tk/r 20) 2
] - <l'.o

Solution 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

avec 

N 
N 

= r: ( ak ) 2 B = r: ak4 
i=l i=l 

N 
N 

= � akck 
D = r: (4) 2

i=l i=l 
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N 
N 

E = I:: bkck F = I:: ( Ck) 2 

i=l i=l 

N 

= I:: akdk H = I: bkdk

i=l i=l 

N 

= I:: ckdk 
i=l 

La résolution se fait par une méthode numérique [16). 

Méthode 7 

Dans cette méthode on estime les paramètres r 1 , r2 ,Anaxi

et A..ax2

Equation 

Y = Amaxl exp[-(t/r
i) 2] + Amax2 exp[-(t/r 2

) 2]

Equation générale d'une mesure 
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avec 

2A,.axl0 ( tk) 2

ak 
= exp[-(tk/110) 2]

( 110) 
3 

2A,.ax20 ( tk) 2

bk = exp [ -( tk / 1 20) 2 ]
( 1 lO) 

J 

Ck 
= exp [ -( tk / 1 lO ) 2 ]

dk = exp [ -( tk / 1 20 ) 2 ]

ek = yk - A,.,.xlO exp[-(tk/110) 2] + Amax20 exp [ -( tk / 1 20) 2 ]

Solution 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

avec 

A 411 + B 41 2 + C 4Amaxl + D 4Amax2 = K

C 411 + F 4 1 2 + H 4A.,axl + I 4Amax2 = M

D 411 + G 41 2 + I 4Amaxl + J 4Amax2 = N

A = 
}:: ( ak) 2 

i=l 
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N N N 

D = � akdk E = :E ( bk) 2 F = :E bkck

i=l i=l i=l 

N N N 

= � bkdk H = :E ( Ck) 2 I = :E ckdk

i=l i=l i=l 

N N N 

= � ( dk
) 2 K = :E akek L = :E bkek 

i=l i=l i=l 

N N 

= � ckek N = :E dkek 
i=l i=l 

La résolution du système se fait par une méthode numé

rique(16]. 

Méthode 8 

Dans cette méthode on estime les paramètres r 1, r 2, A,..x1 , 

A..ax2 et a• 

Equation 

Equation générale d'une mesure 
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avec 

a1c = ----------- exp[-(t/r 10) 2]

� = 

� = exp[-(t/ra) 2
]

e1c = 1 - exp[-(t/r�) 2
] - exp[-(t/rw)] 2

Solution 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

A AT l + B • r 2 + C AAmaxl + D AAmax2 + E •a = p 

B AT l + F • T 2 + G AA .... x1 + H AA .... x2 + I Aa = Q

C AT l + G • T 2 + J AAmaxl + K AA .... x2 + L •a = R

D AT l + H AT 2 + K AA..._x1 + M •Amax2 + N Aa = s

E AT l + I AT 2 + L AA.,axl + N AA.,ax2 + 0 Aa = T 
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avec 

N N N 

A = :E (ak) 2 B = :E akbit C = :E akck 
i=l i=l i=l 

N N N 

D = :E akdk E = :E akek F = :E (bit) 2 

i=l i=l i=l 

N N N 

G = :E bitCk H = :E bitdk I = :E bitek 
i=l i=l i=l 

N N N 

J = :E ( Ck) 2 K = :E ckdk L = :E ckek 
i=l i=l i=l 

N N N 

M = :E ( dk) 2 
N = :E dkek 0 = :E ( ek) 2 

i=l i=l i=l 

N N N 

p = :E akfk Q = :E bitfk R = :E Ckfk 
i=l i=l i=l 

N N 

s = :E dkfk T = :E ekfk 
i=l i=l 

Méthode 9 

Dans cette méthode on estime les paramètres r 1 , r 2 ,Ar.ax1 , 
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Equation 

Y = (A.,ax1-a) exp[-(t-tc1) 2 /r10 2 ]

+ (Amax2-a) exp[-(t-tc2) 2 /r20 2
] + a

Equation générale d'une mesure 

Solution 

Pour trouver la solution il faut résoudre le système 

d'équation suivant: 

A1..r1
+ B1..r2 + C"-A11ax1 

+ D1..A11ax2 + E1..tc1 + F1..tc2 + G1.a = t 

B1..r1 + H"-r2 + I"-Amaxl + J "-A11ax2 + K1..tc1 + L1..tc2 + M1.a = 0 

C1..r1 + I1..r 2 + N"-Amaxl + Ü"-Amax2 + P"-tc1 + Q1..tc2 + R1.a = B 

D1..r1 + J 1.r 2 + Ü"-Amaxl + S1..A.,ax2 + T1..tc1 + U1..tc2 + V "-et = r 

E1..r1 + K1. r 2 + P"-Amaxl + T"-A11ax2 + W1..tc1 + X1..tc2 + y "-Ct = r 

F1..r1 + L"-r 2 + Q"-Amaxl + U"-A11ax2 + X1..tc1 + Z1..tc2 + n1..a = 'ff 

G"-'f 1 + M1. r 2 + R"-Amaxl + V"-Amax2 + Y1..tc1 + n1..tc2 + L"-et = µ 
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avec 

N N N 

A =  � ( ak) 2 B = L akbic C = L akck

i=l i=l i=l 

N N N 

D = � akdk
E = L akek

F = L akfk 

i=l i=l i=l 

N N N 

G = � akgk
H = L (bic) 2 I = L bicck

i=l i=l i=l 

N N N 

J = � bicdk K = L bicek
L = L bicfk

i=l i=l i=l 

N N N 

M = L bicgk N = '.E (Ck) 2 0 = :E ckdk

i=l i=l i=l 

N N N 

p = L ckek Q = L ckfk R = � Ckgk 

i=l i=l i=l 

N N N 

s = L ( dk) 2 T = L dkek u = :E dkfk 

i=l i=l i=l 

N N N 

V =  L dkgk
w = L (ek) 2 X =  L ekfk 

i=l i=l i=l 

N N N 

y = L ekgk z = L ( fk) 2 n = L fkgk 

i=l i=l i=l 

N N N 

:E = L ( gk) 2 f: = :E akhk
e = :E bichk 

i=l i=l i=l 

N N N 

B = L ckhk r = L dkhk 1 = :E ekhk 

i=l i=l i=l 



La résolution du système se fait par une méthode 

numérique [16]. 
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Figure 3 Racine carrée de EQM pour la signature de RP 
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Figure 6 Racine carrée de EQM pour la signature de E 
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Figure l Signature originale de MP 
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Figure 9 Racine carrée de EQM pour la signature de MP 
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Figure H Signature reconstruite de ND 
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Figure 12 Racine carrée de EQM pour la signature de ND 
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Figure 14 Signature reconstruite de MR 
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Figure 16 Signature originale de FL 
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Figure 17 Signature reconstruite de FL 
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Figure 18 Racine carrée de EQM pour la 
signature de FL 

141 



ordonnees en cm 
20--r----------------------� 

18 

16 

14 

12 

10-t----------,---------.--------,-----� 

12 16 

abscisses en cm 

20
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Figure 21 Racine carrée de EQM pour la 
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Figure 23 Signature reconstruite de LF 
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Figure 24 Racine carrée de EQM pour la 
signature de LF 
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Figure 26 Signature reconstruite de CL 
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Figure 27 Racine carrée de EQM pour la 
signature de CL 
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Figure 29 Signature reconstruite de WG 
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Figure 30 Racine carrée de EQM pour la 
signature de WG 
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Figure 33 Racine carrée de EQM pour la 
signature de C 
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pour la signature de WG 



1200 

1000 

800 

600 

400 

200 

0 

-200 

vitesse en rad/s 

1 

1 ,JJ.J.. _.,_,_,.,.A,1'"' 1c A;v,,,.A /, , f' ,Â ,, ,J /_,'.,,_) I"'
'V ""\' 

0 2 

'V 

' 

3 4 5 

temps en s 

V 

6 

• 1J 1.. 

V° ' 

7 8 

Figure 36 Vitesse angulaire originale pour la 
signature de PR 
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Figure 37 Vitesse angulaire reconstruite pour 
la signature de PR 
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