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RESUME

Les écoulements diphasiques a bulles sont largement rencontrés dans de nombreuses appli-
cations industrielles, & I'instar du transfert de masse (turbines aérantes), du transfert de
chaleur (générateurs de vapeur), des réactions chimiques (ozonation dans le traitement des
eaux usées). La mécanique des fluides numérique est un outil essentiel pour concevoir des
systemes industriels efficaces. La compréhension de la dynamique des nuages de bulles est es-
sentielle pour développer des outils numériques précis. Cependant, en raison de la complexité
des configurations diphasiques, de nombreux phénomeénes diphasiques restent totalement ou
partiellement non résolus. En particulier, la modélisation de la physique des phénomenes
a l'origine du mélange des bulles dans une matrice liquide reste un défi majeur. L'une des
faiblesses de la plupart des modeles existants d’écoulement diphasique est due au traitement
incomplet de la dispersion des bulles. En effet, la dispersion peut découler de nombreux
phénomeénes complexes, tels que la turbulence, la distribution de pression locale et les inter-
actions entre bulles.

Cette these porte sur I’étude des effets de la masse ajoutée sur la dispersion des bulles. La
contribution de la force de masse ajoutée dans la dispersion est quantifiée par le développe-
ment de la force de Meshchersky. Cette derniere est une conséquence naturelle de la variation
de la masse ajoutée. Nous avons comparé nos calculs numériques aux données expérimentales
obtenues pour une colonne a bulles. Nous avons observé l'effet dispersif de la force de Me-
shchersky dans les deux directions horizontale et transversale. De plus, nous avons constaté
que la force de Meshchersky contribue a I'arrangement de bulles sur des plans horizontaux
paralleles. Ce comportement a été observé dans des applications industrielles et des études
expérimentales. Par contre la physique responsable de ce mécanisme n’est pas encore com-
pletement identifiée.

Nous avons constaté que pour 'approche Euler-Euler, I'effet de masse ajoutée sur la dis-
persion des bulles est encore incomplet en raison de la perte d’informations provenant du
processus du calcul de la moyenne des équations de conservation. En effet, pour bien saisir
la dispersion dans la description eulérienne, nous devons prendre en compte la distribution
locale des bulles. Cela est possible en incluant l'effet du gradient de taux de vide dans la
modélisation de la masse ajoutée. Dans ce contexte, nous proposons un modele complet de
masse ajoutée, qui inclut la distribution locale des bulles via le gradient de taux de vide.
Le gradient de taux de vide permet de prendre en compte 'asymétrie du nuage de bulles
autour d’une bulle de référence. Cependant, ce modele ne peut représenter que des nuages

de bulles réguliers. Cette méthodologie permet une prise en compte plus cohérente des effets
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de masse ajoutée ainsi que des forces de Meshchersky, qui devraient étre incluses dans les
modeles hydrodynamiques des écoulements diphasiques dispersés. L’approche proposée peut
étre mise en ceuvre dans un modele Euler-Euler destiné a prendre en compte la dispersion

des bulles induite par I'effet de la masse ajoutée.
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ABSTRACT

Bubbly two-phase flows are largely encountered in many industrial applications, amongst
others for mass transfer (aerating turbines), heat transfer (steam generators) and chemical
reaction (ozonation in wastewater treatment). Computational fluid dynamics is an essential
tool to design efficient industrial systems. The understanding of the mechanics of the bubble
cloud dynamics is essential in order to develop accurate numerical tools. However, due to the
complexity of its configurations, many complex two-phase flow phenomena have not been
explained or are partially resolved questions. In particular, modeling the physics of the
phenomena driving the mixing of bubbles in a liquid matrix is still a major challenge. One
of the weaknesses of most existing two-phase flow models are due to the incomplete handling
of bubble dispersion mechanisms. In fact, dispersion can be driven by numerous complex
phenomena, such as turbulence, local pressure conditions and bubble-bubble interactions.
This thesis is devoted to the study of the effect of added mass on the dispersion of bubbles.
In the Euler-Lagrange modeling, the contribution of the added mass force in bubbly flow
dispersion is quantified by the development of a new force. This force is a consequence of
the added mass variation. We called it the Meshchersky force. For the Euler-Euler model,
we compared our numerical calculations to experimental data from a bubble column. We
observed the dispersive effect of the Meshchersky force on both horizontal and transverse
directions. In addition, we have found that the Meshchersky force is one of the mechanisms
responsible for horizontal bubble clustering. This type of behavior has been encountered in
several industrial applications and experimental studies. Nevertheless, the physics responsible
for it is not yet fully understood.

However, the added mass effect on the void fraction spreading is still incomplete because
of the loss of information from the averaging process of conservation equations. Indeed,
in order to properly capture the dispersion in the Eulerian description, we must take into
account the distribution of the bubbles. This is possible by including the effect of the void
fraction gradient in the added mass modeling. In this context, we propose a complete added
mass model, which includes local bubble configuration via the void fraction gradient. The
void fraction gradient allows us to account for the asymmetry of the bubble cloud around a
single central bubble. However, this model can only represent regular bubble clouds. This
methodology results in a more consistent consideration of the added mass effects as well
as the Meshchersky force, that should be included in hydrodynamic two-phase flow models.
The proposed approach can be implemented in an Fuler-Euler model intended to consider

the dispersion of bubbles caused by the effect of added mass.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Mise en contexte : Turbine hydroélectrique aérée

L’énergie hydroélectrique représente une filiere de production d’énergie qui constitue la prin-
cipale source d’énergie électrique au Québec ainsi qu’au Canada. Actuellement, ’énergie
hydraulique fournit 60% de 1’énergie électrique au Canada et 16.6% de énergie électrique
mondiale [12]. La figure 1.1 montre les filieres de production d’électricité au Québec au cours
de 'année 2017 et la répartition des émissions de gaz a effet de serre pour différents secteurs
d’activité en 2016. On constate que I'hydroélectricité fournit 94% de l'approvisionnement
d’énergie électrique totale du Québec [2]. De plus, sa contribution de la production de 1’élec-
tricité aux émissions des gaz a effet de serre est tres faible (0.3%) par rapport aux autres

secteurs d’activité [3].

RENOUVELABLES : 99,78 %
NON-RENOUVELABLES : 0,22 % Déchets
6,2 %

’7 Electricité
Hydraulique : 94,47 % . 0.3 %
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Sources d'approvisionnement Répartition des émissions de
énérgétique d'Hydro-Québec GES au Québec, en 2016 par

secteurs d’activité

Figure 1.1 Sources d’approvisionnement énergétique d’électricité et répartition des émission
de gaz a effet de serre (GES) au Québec (tirée de [2,3])

L’hydroélectricité est une énergie propre et renouvelable qui contribue considérablement a
la réduction des problémes écologiques mondiaux tels que le changement climatique et les
émissions de gaz a effet de serre. Néanmoins, I’empreinte environnementale des barrages hy-
droélectriques n’est pas nulle. Elle peut impacter la faune et la flore aquatiques locales. En

effet, 'oxygénation naturelle de I'eau s’effectue au niveau de la surface en contact avec l'air



et les produits de la photosynthese du phytoplancton, des algues marines et d’autres plantes
aquatiques. Comme les réservoirs sont généralement profonds, ils se stratifient, et la concen-
tration d’oxygeéne diminue considérablement avec la profondeur. Ainsi, 'eau qui se trouve
au fond des réservoirs des barrages est souvent dépourvue d’oxygene. De plus, les conditions
météorologiques jouent un role important dans la qualité de I'eau dans les barrages. Dans
les pays chauds, la décomposition par les bactéries et les animaux qui vivent dans les sédi-
ments augmente la consommation d’oxygene dissous. Dans les pays tres froids, une couche de
glace au niveau de la surface de ’eau empéche 1’échange d’oxygene avec 'air et elle présente
un obstacle pour les rayons de soleil, freinant ainsi la photosynthese sous-marine. Citons
I'exemple de I’étude limnologique menée par Jones el al. [13] & I’ Institut national de la re-
cherche scientifique (INRS), qui ont analysé la qualité de I’eau du réservoir Manicouagan a la
Cote-Nord au Québec. Ce dernier alimente les centrales hydroélectriques Manic-5 et le bar-
rage Daniel-Johnson d’Hydro-Québec. Les mesures de concentrations de I'oxygene dissous a
la fin de la période de stratifications hivernale ont présenté un taux de saturation en oxygene
entre 35% a 60% sauf au niveau du barrage Daniel-Johnson qui a été completement dépourvu
d’oxygene dissous [13]. De ce fait, I'eau, aspirée du fond des réservoirs et turbinée dans les
rivieres, présente un tres faible taux d’oxygene dissous. La diminution soudaine et brusque
du niveau d’oxygene dans les rivieres est nocive pour I'écosysteme aquatique. Elle contribue
a la dégradation de la qualité de 'eau potable et a la disparition de certaines especes de
poissons [13].

D’apres le conseil canadien des ministres de I’Environnement, un niveau sain d’oxygene dis-
sous dans une riviere devrait étre supérieur a 5.5 mg/L [14]. L’utilisation d’une turbine aérée
est 'une des solutions pour compenser I'appauvrissement en oxygene dissous et réduire consi-
dérablement cet impact sur I'environnement. Le processus d’aération implique I'injection d’air
au niveau de la turbine. Cette pratique oxygene ’eau et présente une solution efficace pour

améliorer la stabilité de la turbine et réduire les effets nuisibles de la cavitation [15].

1.2 Problématique : Modélisation de la masse ajoutée

La conception des turbines aérées et l'optimisation du processus d’oxygénation s’appuient
en grande partie sur notre capacité de comprendre et de modéliser les mélanges eau-bulles
d’air. L’engouement d’étudier et de démystifier la physique d’un tel écoulement provient de
ses nombreuses applications industrielles telles que l'industrie chimique, navale, nucléaire,
aéronautique et pétroliere.

La présence de deux phases, telles que 'air et ’eau par exemple, dans un écoulement défi-



nit un écoulement diphasique. La configuration d’un écoulement diphasique change selon les
propriétés physiques des deux fluides, la géométrie de la conduite et les conditions d’opé-
ration. Par conséquent, le développement d’'un modele numérique précis, capable de prédire
adéquatement la dynamique d’un tel écoulement, est un processus complexe.

L’un des défis, présents dans la modélisation des écoulements diphasiques, est la compréhen-
sion des phénomenes responsables de la dispersion des petites bulles. Ce phénomene provient
de différentes sources comme la turbulence, les conditions de pressions locales et les interac-
tions bulle-bulle. L'un des mécanismes physiques, trés peu étudié, est I'effet de la fluctuation
de la masse ajoutée. En effet, nous allons montrer au chapitre suivant sur la revue de littéra-
ture que tres peu d’études ont abordé la variation de la masse ajoutée due a la présence de
bulles voisines [16-18]. Cependant, les effets de cette variation sur la dynamique des bulles
n’ont pas été antérieurement analysés.

Afin d’évaluer le role de la masse ajoutée sur la dispersion des bulles, nous devons représenter
de maniere plus appropriée la masse ajoutée d’un groupe de bulles. Dans la modélisation la-
grangienne, nous avons de I'information sur la position, la vitesse et I’accélération de chacune
des bulles de ’écoulement pour chaque pas de temps. Cette information nous permet de mo-
déliser adéquatement 1’effet des bulles voisines sur la masse ajoutée d’une bulle quelconque de
référence. Cependant, pour la modélisation eulérienne, nous considérons les propriétés moyen-
nées de ’écoulement. Cela engendre la perte d’informations utiles, telle que la distribution
locale des bulles, qui joue un réle significatif sur la dynamique du nuage et en particulier sur
la modélisation de la masse ajoutée. Afin de récupérer cette information, il faut recourir a
des relations de fermeture.

Dans plusieurs études [19-21], leffet de la présence des bulles est négligé et on considere
que la masse ajoutée d’un nuage de bulles est égale a la masse ajoutée d’'une bulle isolée
dans un milieu infini. Cette hypothese est valide pour des écoulements a tres faible taux de
vide. Cependant, elle devient inappropriée lorsque la valeur du taux de vide devient plus
importante. En effet, pour des écoulements a taux de vide élevées, l'effet des interactions
entre les bulles devient important, ce qui influence la quantité du liquide transportée par les
bulles [22]. L’effet de la présence des bulles a été introduit dans quelques modeles [18,23,24],
qui ont considéré la variation du taux de vide. Il est vrai que le taux de vide joue un role
important dans la variation de la masse ajoutée, cependant, ces modeles négligent les effets
de la configuration locale de 1'écoulement. Nous avons démontré dans Zoghlami et al. [25]
que la distribution des bulles joue un réle important sur la masse ajoutée et son effet sur la
dynamique d’un nuage de bulle. Par conséquent, il est nécessaire d’inclure la distribution des

bulles afin de modéliser convenablement la masse ajoutée.



1.3 Objectifs de ce travail de recherche

La section précédente nous a permis d’exposer deux problématiques non résolues dans la
modélisation de la masse ajoutée. Le premier point concerne le fait que 'effet de la variation
de la masse ajoutée sur la dispersion de petites bulles a été tres peu étudié. De plus, il
n’existe pas un modele physique qui quantifie I'effet de cette variation sur la dynamique du
nuage de bulles. Le second point révele 'absence des modeles de masse ajoutée en description
eulérienne, qui tiennent compte de la configuration locale de 1’écoulement.

Dans ce contexte, I'objectif général de cette these est d’établir une modélisation complete de
la masse ajoutée qui nous permettrait d’évaluer convenablement son effet sur la dispersion des
bulles. Nous devons préciser que dans ce travail, nous traitons des écoulements diphasiques
sans changement de phase. L’hypothese principale dans notre processus de modélisation est de
considérer que le modele de I’écoulement potentiel est une approche suffisante pour modéliser
la force de masse ajoutée. Une approximation couramment utilisée dans la modélisation de
la masse ajoutée [26,27] et qui a été validée expérimentalement [28].

Afin d’atteindre notre objectif, nous avons procédé en deux parties :

1. La premiere partie consiste a calculer la force induite par la variation de la masse
ajoutée, a partir de 1’équilibre des forces au niveau de la surface de la bulle. Ainsi,
nous avons démontré que pour une bulle dans un nuage, il est possible de traiter le
systéme comme un systéme a masse variable. Nous avons ainsi baptisé cette force :
la force de Meshchersky [29]. En effet, les équations de la dynamique des systémes a
masse variable ont été initialement développées par Meshchersky [29]. La force de Me-
shchersky est couramment utilisée dans ’étude de la dynamique des fusées et dans la
mécanique des objets célestes [30]. Cependant, le développement d’une telle approche
dans la modélisation des écoulements a bulles représente une innovation. Nous avons
ensuite utilisé cette force dans un modele numérique afin d’évaluer son effet sur la

dynamique d'un nuage de bulles.

2. La deuxieme partie se penche sur la modélisation de la force de masse ajoutée dans
une description eulérienne. Nous avons évoqué le fait que la masse ajoutée est sensible
a la configuration locale des bulles et qu’il n’existe pas de modele qui prend en compte
cet effet. Nous avons donc établi une méthodologie qui permet d’inclure la distribution

locale des bulles a travers la variation du taux de vide et de son gradient.



1.4 Organisation de la thése

La suite du document s’organise comme suit. Le prochain chapitre (chapitre 2) présente
une étude bibliographique qui porte sur les définitions et les notions théoriques utiles dans
la réalisation de cet étude. Nous allons commencer par la présentation des deux approches
Euler-Euler et Euler-Lagrange qui sont les deux modeles les plus utilisés dans la description
des écoulements diphasiques dispersés. Ensuite, nous énoncerons les modeles et les corréla-
tions, de la littérature, des forces qui agissent sur les bulles, dont la force de la masse ajoutée.
Enfin, nous présenterons un survol des études qui ont analysé les interactions hydrodyna-
miques entre les bulles.

Le chapitre 3 établit 'approche analytique a partir de laquelle nous dériverons le modele
de la force de Meshchersky. Ensuite, nous utiliserons cette force dans un modele numérique
lagrangien. Ce modele nous permettra d’évaluer 'effet de la force de Meshchersky pour des
paires de bulles, des configurations uniformes et des configurations aléatoires de bulles. Nous
conclurons ce chapitre par une discussion sur les résultats numériques et des observations
expérimentales trouvées dans la littérature.

Au chapitre 4, nous établirons le modele de la force de Meshchersky dans ’approche Euler-
Euler. Ensuite, nous I'implanterons dans le code de calcul Ansys-CFX afin de simuler 'ex-
périence d'une colonne & bulles [10]. L’objectif des simulations est d’évaluer l'effet de la force
de Meshchersky sur le comportement du nuage de bulles. Par conséquent, nous éliminerons
les effets de la turbulence ainsi que tous les autres phénomenes physiques qui influencent la
dispersion des nuages de bulles et susceptibles de masquer les effets dispersifs de la force de
Meshchersky.

Le chapitre 5 est consacré au développement d’une nouvelle corrélation du coefficient de
masse ajoutée en modélisation eulérienne. L’originalité de ce modele consiste a prendre en
compte l'effet de la distribution spatiale des bulles a partir du gradient de taux de vide. Ainsi,
nous commencerons par présenter la méthode de résolution de I’écoulement potentiel autour
d’un nuage de bulle. Cette méthode nous a permis de calculer les coefficients de masse ajoutée
pour des configurations différentes de nuages de bulles. Par la suite, nous allons établir la
relation entre le coefficient de masse ajoutée et le taux de vide pour des configurations symé-
triques avec un gradient de taux de vide nul. Ensuite, nous appliquerons une transformation
sur les distributions des bulles afin de créer un gradient de taux de vide unidimensionnel. A
la fin de ce chapitre, nous discuterons de la portée et des limites du modele proposé.

Enfin, le chapitre 6 résume les résultats principaux obtenus dans le cadre de cette these,
décrit les contributions originales des modeles proposés, discute de leurs limites et présente

des perspectives pour des travaux futurs.



1.5 Communications scientifiques

Cette section rassemble les communications réalisées au cours de cette these, dont deux ar-
ticles de journaux. Le premier a été soumis en octobre 2020 au journal physics of fluids.
Le deuxieme article de journal est en processus de rédaction et sera soumis en décembre
2020, dans le méme journal. De plus, trois articles de conférences ont été présentés dans des
conférences internationales avec comités de lecture. Et deux communications orales ont été

présentées sans comité de lecture.

Articles de journaux

S. Zoghlami , C. Béguin, A. Teyssedou, D. Scott, L. Bornard, and S. Etienne, “Bubble
cloud configuration effect on the added mass.”, soumis au journal physics of fluids.

Cet article propose un modele de la force de la masse ajoutée en description eulérienne. L’in-
novation de ce modele est d’inclure 'effet de I'arrangement de bulles dans un nuage en tenant
compte de 'effet du gradient du taux de vide. Ainsi, dans cet article, nous avons évalué 'effet
du gradient du taux de vide sur la variation de la masse ajoutée et nous avons proposé un
nouveau modele qui améliore la précision sur le calcul de la masse ajoutée. Les détails de notre

approche de modélisation et les résultats de cet article sont détaillés au chapitre 5 de la these.

S. Zoghlami , C. Béguin, A. Teyssedou, D. Scott, L. Bornard, and S. Etienne, “The role of
added mass in the dispersion of bubble clouds : Meshchersky force.”, serait soumis au journal
physics of fluids, (En processus de rédaction, pour décembre 2020).

Dans cet article, nous avons présenté la démonstration théorique qui nous a permis de dé-
velopper la force de Meshchersky pour une bulle dans un nuage. Ensuite, nous avons évalué
numériquement le role de cette force sur la dispersion des nuages de petites bulles. Des élé-

ments de cet article sont présentés dans les chapitres 3 et 5 de la these.

Conférences avec comité de lecture

S. Zoghlami , C. Beguin, S. Etienne, A. Teyssedou, D. Scott, and L. Bornard, “Small Bubble
cloud configuration Influence on Added Mass For the Eulerian Approach.”, in Symposium of
the 38th IAHR World Congress, Panama City, Panama(2019).

S. Zoghlami , C. Beguin, S. Etienne, D. Scott, and L. Bornard, “The role of added mass in



the dispersion of bubble clouds,” in Symposium on HydraulicMachinery and Systems, Kyoto,
Japan(2018).

S. Zoghlami , C. Beguin and S. Etienne, "Development of a Numerical Model for Quasi-
Periodic Forces of Two-Phase Cross Flow in Tube Bundles.", in Pressure Vessels and Piping
Conference. Vol. 46018. American Society of Mechanical Engineers, 2014.

Cet article décrit un modele d’écoulement diphasique que nous avons développé afin de calcu-
ler les forces qui agissent sur les faisceaux de tubes dans les générateurs de vapeur. L’objectif
de ce modele est d’identifier les mécanismes physiques responsables des comportements quasi-
périodiques des forces pariétales observés expérimentalement.

Cette étude a été réalisée dans le cadre des objectifs de recherche de la Chaire de recherche
industrielle en interaction Fluide-Structure de Polytechnique Montréal et ne sera pas présenté

dans cette these.
Communications sans comité de lecture

18th International Workshop On Trends In Numerical And Physical Modeling For Industrial
Multiphase Flows, Marrakech , Morocco, 2019

Titre : Effect of added mass on the dispersion of small bubbles (présentation).

Journée Génie par simulation
Polytechnique Montréal, Quebec, Canada 2019
Titre : Effect of added mass on the dispersion of small bubbles (Poster).



CHAPITRE 2 REVUE DE LITTERATURE

L’objectif principal de ce travail de recherche est de contribuer au développement d’un modele
numeérique précis pour la simulation des écoulements diphasique a bulles. En particulier, nous
nous sommes penchés sur 'effet de la variation de la masse ajoutée sur la dispersion des bulles.
Nous débutons la revue de littérature en définissant les variables et les parametres qui nous
seront utiles pour décrire 1’écoulement diphasique. Ensuite, nous présentons les approches les
plus utilisées dans la description des écoulements dispersés. Puis, nous présentons les forces
qui agissent a la surface des bulles. Enfin, nous présentons une revue de littérature sur les
observations expérimentales qui analysent les interactions hydrodynamiques entre une paire

et un groupe de bulles.

2.1 Les écoulements diphasiques

Une phase est définie par I’état physique de la matiére, chaque état physique ayant des pro-
priétés thermodynamiques distinctes. Ainsi, une phase peut décrire un état solide, liquide
ou gazeux. Par conséquent, un écoulement diphasique est un écoulement comprenant deux
phases. Les deux phases peuvent étre soit de la méme composition, mais d’états physiques,
différents tels que les écoulements eau-vapeur, soit de compositions différentes telles que les
écoulements air-eau et air-huile. Dans ce travail, on s’intéresse principalement aux écoule-
ments diphasiques de type liquide-gaz. Ainsi, pour ce qui suit, nous désignons par I'indice ¢
la phase liquide, qui constituera la phase continue, et l'indice g la phase gazeuse, qui sera

présente sous forme de bulles.

2.1.1 Définitions

Dans cette section, nous allons définir les parametres qui nous ont permis de caractériser

I’écoulement.

Grandeurs caractéristiques

Le taux de vide moyen ¢ est la fraction du volume de controle occupée par la phase gazeuse

& un instant donné :

Vs
V,+ Vi

(2.1)



ou Vj et V; sont les volumes occupés respectivement par le gaz et le liquide dans un volume
de controle (constant) : V, =V, + V4.
Le taux de vide local « est la fraction de temps occupé par une phase gazeuse a un point

donné & par rapport a un temps d’acquisition (tp = t, + ;) :

to(T
o= —qg( ) = (2.2)
tg(T) + to(T)
En effet, pour une durée de temps d’acquisition totale t7, t, est défini comme la somme des
intervalles de temps durant lesquels la phase gaz a occupé la position de mesure ¥ et ¢, est
défini comme la somme des intervalles de temps durant lesquels la phase liquide a occupé la

position de mesure Z.

Les vitesses superficielles des phases J, et J, sont les rapports du débit volumique par la

section de passage A :

_ @y
Jy == (2.3)
Qe

ou (), et y sont respectivement les débits vomiques de la phase gazeuse et de la phase
liquide, définis par :
Qg = Ay HUgH (2.5)
Qo= A, HUeH (2.6)
avec A, = cAet Ay = (1—¢)A les sections de passage des phases et HU;H et H@H les moyennes
de vitesses des phases sur les sections de passage.

La vitesse superficielle du mélange Jo4 est la somme des deux vitesses superficielles J, et Jp :

Jop = Jg + Jo (2.7)

Nombres adimensionnels

La structure de I’écoulement dépend principalement des grandeurs physiques suivantes : les
masses volumiques des phases p, et py, les viscosités dynamiques des phases p, et py, la
pesanteur ¢, une longueur caractéristique D, les vitesses des phases U:i et U, et la tension
de surface o. Il est nécessaire de présenter les nombres adimensionnels qu’on utilisera pour
définir les relations entre les variables caractéristiques de 1’écoulement. Afin de caractériser

la configuration d'un écoulement diphasique, huit nombres adimensionnels sont utilisés :
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Le rapport des masses volumiques :

=" 2.8

p Py ( )
Le rapport des viscosités dynamiques :

o ="9 2.9

M s (2.9)

Le nombre d’E6tvos ou le nombre de Bond qui est le rapport entre les forces gravitationnelles

et la tension de surface : ApaD?
Eé — Bo = =27

- (2.10)

avec Ap = (pr — py).
Le nombre de Morton qui est utilisé avec le nombre de Bond pour caractériser la forme des

bulles dans ’écoulement :

1A
Mo = He2P9 (2.11)

23
Pe9

Le nombre de Weber est le rapport des forces d’inertie et des forces superficielles. Il est utilisé
avec le nombre de Bond pour définir les conditions de coalescence, de rebond et d’éclatement
des bulles : )
We, = peUr D (2.12)
o
. ngE D . Weg
o P

avec U, le module de la vitesse relative entre les phases (connue aussi par la vitesse de

Weg

(2.13)

glissement) donné par :
U, = ||U, - Ui (2.14)

Le nombre de Reynolds représente le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses

définit par :
_ pZUrD

127

Re

(2.15)

Le nombre de Froude pour chaque phase est défini par le rapport des forces d’inertie et des

forces gravitationnelles :

52

-1 v
-2

Fr, = HQZH (2.17)

Le titre volumique S est la fraction du débit volumique de gaz rapportée au débit volumique
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total :
Qq

:QQ+Q£

Qg est le débit volumique de la phase gazeuse donné par @), = A, HU;H et Q; est le débit

3 (2.18)

volumique de la phase liquide donné par ), = Ay HU}H Ay =cAet Ay = (1 —¢)A sont les
sections de passage des phases et HU;H et HU}H sont les vitesses respectives de la phase gazeuse
et la phase liquide moyennées sur la surface de la section de passage. Ainsi, 5 devient :

Ay

A, + Fé

avec le rapport S est le taux de glissement défini comme suit :

g H@H _ VT (2.20)
(1o —2 '

2.2 Les écoulements a bulles

La configuration d’un écoulement décrit sa topologie ou sa structure géométrique. Pour les
écoulements diphasiques, elle dépend des lois de la mécanique des fluides, des interactions
entre les phases, de la forme de la conduite, de la direction de I’écoulement et du type
d’écoulement : liquide-gaz, liquide-liquide ou liquide-solide. Afin de concevoir et construire
des systemes diphasiques industriels efficaces et sécuritaires, il est important de caractériser
la nature de I’écoulement et sa dépendance aux parametres de fonctionnement.

Pour un méme mélange liquide-gaz, 1’écoulement peut avoir différentes configurations. La
figure 2.1 illustre un exemple de configurations d’écoulements rencontrées dans une conduite
verticale pour un écoulement diphasique ascendant. En fonction des conditions d’opération,
I'écoulement peut étre a bulles (a), a bouchons (b), agité (c), annulaire (d) ou a filament

liquide (e).
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Figure 2.1 Configurations possibles d’écoulement diphasique ascendant pour une conduite
circulaire et verticale [4].

La complexité des configurations diphasiques fait en sorte qu’il n’existe pas un modele unique
afin de décrire I’écoulement. En conséquence, pour choisir le modele approprié qui prédit nu-
mériquement le comportement du mélange air-eau en aval de la turbine, il est nécessaire
d’identifier la configuration de I’écoulement. Dans les turbines aérées, trois procédés d’injec-
tion, représentés a la figure 2.2, sont généralement utilisés : 'aération centrale au niveau de
I'arbre (en bleu), I'aération distribuée au niveau des aubes (en vert) et I'aération distribuée
en périphérique (en jaune) [5]. L’air injecté se mélange avec 'eau turbinée formant ainsi un
mélange diphasique qui sera transporté par un tuyau en forme de divergent coudé (appelé
aspirateur) vers la riviere. Afin d’optimiser 1'oxygénation de I’eau, on doit augmenter l'inter-
face d’échange de matiere entre les phases. C’est pourquoi la configuration a petites bulles
représente la configuration d’écoulement idéale pour une oxygénation efficace.

Afin de déterminer la configuration de ’écoulement & la sortie de la turbine, c’est a dire,
a l'entrée de 'aspirateur, nous avons recours a des cartes d’écoulement. Ces cartes sont un
outil permettant d’identifier la configuration du mélange diphasique selon les différentes pro-
priétés physiques de I’écoulement, la géométrie et les conditions d’opérations du systeme. La

figure 2.3 illustre un exemple de carte pour un écoulement diphasique air-liquide descendant.
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Distributed Air — -

Vacuum Breaker —w,

Peripheral
Air ‘ =

Figure 2.2 Vue en coupe de la turbine Francis de la centrale Norris montrant les méthodes

d’aération [5]. (La figure a été publiée avec la permission de I'auteur correspondant Patrick
March)

Oshinowa et Chales [6] ont choisi d’utiliser comme abscisse et ordonnée respectivement les

! Fr " 15}

rapports — et | ——
pports — 3
nombre de Froude du mélange calculé comme suit :

. Ou [ est le titre volumique défini par I'équation (2.19), Fr est le

(g + 50)°

r —
Ir gD

(2.21)
et A est un coefficient prenant en compte les propriétés physiques du liquide définit comme
tel :

A=t lp‘ ( 7 )1 (2.22)
/’Leau peau Ueau

Les propriétés ayant pour indices eau sont les valeurs des propriétés de I'eau a 20°C' et a une
pression de 1 bar. Ainsi, A € [0.65,1.5] pour des températures d’eau T' € [5°,40°].

PN

Dans les conditions de fonctionnement des turbines Francis, a l'entrée de l'aspirateur, la
vitesse de la phase liquide atteint entre 2 m/s & 6 m/s, le diamétre a l'entrée de 1’aspirateur
est de 'ordre de 1 m a 5 m [31] et le taux de vide de I'air injecté est de I'ordre de 0% a 9% [32].

Ainsi, pour ces conditions de fonctionnement, on obtient des rapports i € [0,0.32] et

1-p
Kr € [0.05,5.63] pour des températures d’eau T € [5°,40°]. Ces intervalles, que nous avons

illustrés a la figure 2.3 par le carré gris, appartiennent dans le domaine de 1’écoulement a
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bulles. Par conséquent, lorsque 1’écoulement de gaz est injecté sous forme de petites bulles a

la sortie de la turbine, I’écoulement demeure de type a bulle dans le divergent coudé en aval.

B/(1-B)

T | |
107 - 7
10 —
5
| 1. Ecoulement a bulles. =
2. Ecoulement a bouchons.
— 3. Ecoulement annulaire a film liquide.T
1 4 Ecoulemem annulaire a bulle.
5. Ecoulement agité.
o 6. Ecoulement annulaire dispersé.
1071 l | L L .
-1 2 3 4
10 1 10 10 10 10

Fr/ A

Figure 2.3 Cartes de configurations de Oshinowa et Chales [6].

Dans cette perspective, dans ce projet, nous nous sommes intéressés a I’étude des écoulements
a petites bulles. Les deux approches couramment utilisées dans la description des écoulements
a bulles sont les modeles Euler-Euler et Euler-Lagrange. Dans le modele Euler-Euler, on ré-
sout les équations de Navier Stokes moyennées en volume et en temps pour les deux phases.
Ainsi, les interactions entre les phases sont introduites a travers les forces interfaciales. Ce-
pendant, dans le modele Euler-Lagrange, on résout les équations de Navier Stokes moyennées
pour la phase continue (eau) et les équations de mouvement (deuxieme loi de Newton) pour
la phase dispersée (air). Une description détaillée, de ces deux approches, est présentée dans

les deux prochaines sections.

2.3 L’approche Euler-Euler

L’approche Euler-Euler décrit, dans un référentiel eulérien, les phases continues et disper-
sées comme des continuums interpénétrants. Sa formulation est basée sur la résolution des

équations de Navier-Stokes moyennées dans le temps et dans le volume.
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2.3.1 Les équations de conservation moyennées

Les équations de conservation locales pour un écoulement diphasique sont obtenues a partir
de Tapplication du théoreme de transport de Reynolds [33] dans un volume de contrdle
contenant deux phases séparées par une interface. Dans ce qui suit, nous allons considérer
que toutes les propriétés de I’écoulement sont moyennées dans le temps et dans I’espace. Pour
un écoulement a deux phases, I’équation moyennée de conservation de masse pour la phase

k (k =/ ou g) est donnée par :

0 .
& (Sk,Ok;) + V- <5k/0kUk> = Pk (2.23)

Ou I'y, est le taux local de production de masse de la phase k£ par unité de volume.

L’équation moyennée de conservation de la quantité de mouvement pour une phase k est

donnée par :

& (skpkﬁk) +V- (5kpk[jk ® (jk) = — Vi(exDP) + exprd (2.24)

+ V(TR + V- (a7) + M '
Les termes de droite, de I’équation (2.24) définissent respectivement les forces par unité de
volume, en raison du gradient de pression, de la gravité, du tenseur des contraintes visqueuses
(Fx), du tenseur des tensions de Reynolds (71°) et du transfert de la quantité de mouvement
entre les deux phases a travers l'interface (]\7[,2) Les deux tenseurs de contraintes 7 et ﬂRe
feront l'objet d’une discussion a la section 2.3.2.

L’équation moyennée de conservation de I’énergie totale Ej pour une phase k est donnée par :

+ V- (5k[jk ?k) + V- (é‘k[jk 'TkRe> (2.25)

avec Ey I'énergie totale par unité de masse de la phase k. Le terme €,V - (A, VT}) représente
le flux de chaleur par conduction ou A, est le coefficient de conduction thermique du fluide
k. Le terme V - (5;J]7€ -ﬂ) est le travail dii aux contraintes visqueuses. Le terme ekljki\jli
définit le travail di au transfert de quantité de mouvement au niveau de l'interface et Sg
décrit le terme source d’énergie par unité de volume, par unité de temps. Pour en apprendre
plus sur les procédures du calcul de la moyenne, ainsi que les hypotheses utilisées dans le
développement des équations de conservations moyennées, on réfere les lecteurs intéressés
aux livres de Lahey et Moody [34] et Ishii et Hibiki [35].
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2.3.2 La modélisation de la turbulence diphasique

La somme des tenseurs des contraintes 7 —i—?fe, dans I'équation (2.24) de conservation de la

quantité de mouvement est souvent exprimée comme suit :
Tr+ TR = —fless (VUk +(VU)T - 51 (V- Uk)> (2.26)

Ou presp est la viscosité effective qui permet la modélisation des fluctuations turbulentes
non résolues par le calcul. Pour la phase liquide, on considere que la viscosité effective com-
porte trois contributions; la viscosité moléculaire fi, la viscosité turbulente p17, et un terme

additionnel ppr, qui modélisent la turbulence induite par la présence des bulles [36]. Ainsi :

Weff = Me + Ure + UBIe (2.27)

Des modeles de turbulence classique sont souvent utilisés pour la modélisation de la viscosité
turbulente pi7,. L'un des modeles les plus populaires est le modele k — €. Dans ce modele x
réfere a I’énergie cinétique turbulente et € est la dissipation turbulente.

La viscosité turbulente pr, est modélisée ainsi par la corrélation suivante :

/‘i2

pre = Cupr— (2.28)

Avec C), une constante de modélisation égale a 0.09. L’énergie cinétique turbulente x et
la dissipation turbulente € sont déterminées a partir de la résolution de leurs équations de
conservation.

Un autre modele aussi couramment utilisé est le modele de simulation des grandes échelles
(LES) [36]. Ce modele applique un filtre par convolution, généralement effectuée dans I'espace
dans le but de déterminer l'effet des échelles de mouvement non résolues sur les échelles
résolues.

Pour la modélisation de la turbulence induite par la présence des bulles, aussi appelée la

pseudo-turbulence, le modele le plus simple a été proposé par Sato et Sekoguchi [37] :
psre = peClpieyds|U, — Uyl (2.29)

Avec le facteur C, gy = 0.6. Ce modele a été déduit a partir d'un développement analytique
de I'écoulement liquide autour de "bulles d’air" de surfaces rigides (indéformables). Il décrit
la turbulence induite par les bulles indépendamment de la turbulence de la phase liquide.
L’incohérence de ce modele vient du fait qu’il néglige le fait que lorsque la présence des

bulles modifie le champ de vitesse du liquide, ce dernier affecte le mouvement des bulles, et
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ainsi de suite. De plus, méme pour un écoulement laminaire ot la turbulence induite par les
contraintes visqueuses de cisaillement n’a pas eu lieu, les mesures expérimentales de Hoso-
kawa et Tomiyama [38] ont montré que le modele de Sato et Sekoguchi [37] sous-estime le
calcul des tensions de Reynolds.

Les expériences de Lance et Bataille [39] ont montré que la turbulence classique et la tur-
bulence induite par les bulles sont deux mécanismes couplés. Ainsi, I'une des approches
appliquées, afin d’inclure ce couplage dans le modele xk — €, est de tenir compte de 'effet
des forces interfaciales liées a la génération d’énergie cinétique turbulente. Ceci est effectue
par 'ajout de termes sources dans les équations de conservation de 'énergie cinétique et
de la dissipation turbulente. Ce dernier est défini a partir d’'un temps caractéristique de la
turbulence dont la définition n’est pas encore complétement établie. En fait, certains auteurs
utilisent le temps caractéristique pour la turbulence monophasique [40]. Cette approximation
néglige 'effet des bulles. D’autres études ont défini ce parametre a partir de la taille et de la
vitesse des bulles [41]. Rzehak et Krepper [42] ont proposé un modele mixte qui tient compte
de I’énergie cinétique turbulente et de la taille des bulles.

En bref, pour les écoulements diphasiques, la turbulence classique est souvent utilisée pour
la modélisation de la turbulence de la phase liquide. Cependant, Lance et Bataille [39] ont
observé expérimentalement que pour des écoulements a bulles, lorsque le taux de vide est su-
périeur a 1% [39], l'effet de la turbulence classique induite par les contraintes de cisaillement
visqueuses disparait et la turbulence résulte principalement du mouvement des bulles. Ainsi,
il est incohérent d’utiliser les modeles de turbulence classiques sans tenir compte des limites
imposées dans le changement du comportement de I’écoulement liquide autour des bulles.
La turbulence induite par la présence des bulles, s’appelle aussi la pseudo-turbulence. Elle
résulte des interactions complexes entre les deux phases. Le développement d’'un modele
physique précis décrivant ce mécanisme est important dans la description de la dispersion
diphasique. En effet, les principales forces utilisées dans la littérature pour la modélisation de
la migration transversale des bulles sont la force de portance (équation (2.37)) et la force de
dispersion turbulente (équation (2.49)) [43]. La cohérence de la modélisation de la pseudo-
turbulence affecte ainsi l'effet de ses deux forces sur le comportement des bulles. Toutefois,
la compréhension des parametres physiques qui y contribuent et la mise en équation de ces

mécanismes sont des défis qui ne sont pas encore totalement compris.

2.3.3 Les forces interfaciales

Le terme décrivant le transfert de la quantité de mouvement M,ﬁ dépend fortement de la

configuration de ’écoulement. Ainsi pour les écoulements a bulles sans changement de phase,
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la quantité de mouvement engendrée par le transfert de masse au niveau de l'interface est
négligeable. Par conséquent, le transfert de la quantité de mouvement M + se limite aux forces
d’interactions hydrodynamiques entre les phases. Pour les écoulements dispersés, ce terme
représente la somme des forces, par unité de volume, agissant par le fluide sur la particule (et
inversement). On calcule donc le transfert de quantité de mouvement ]\Z; a partir des forces

qui agissent sur chacune des bulles comme suit :

- 1 X
My = =M; = S FL (2.30)
¢ n=1
1 i
=M (Fi) (2.31)

o \ SR Qs o
avec F, la force qui agit sur la n®"¢ bulle et <ng> = N, 2—31 F,, la moyenne de la force F,

sur 'ensemble de N, bulles a l'intérieur du volume de controle V.. Le volume total occupé

par la phase gazeuse dans le volume de controle est égal a

4
Vo= Nigm (a*) =V, (2.32)
et,
M= (Fi). (2.33)
L
Avec (a3) = N n:1ai.

Les forces dominantes pour un écoulement a bulle sont la force de trainée ka, la force de
portance ka, la force de masse ajoutée fmk et la force de la dispersion turbulente f} pr [44].

Nous obtenouns :
M= —Mgi = fou+ fe+ fue + frpe (2.34)

de la somme de ces forces. Il faut noter que, comme indiqué par 1’équation (2.31), les efforts
décrites dans cette section sont des forces par unité de volume.

On remarque que la force de flottabilité n’est pas présente dans I’équation précédente. En
effet, cette force est due au champ de gravité g et a la variation de la pression hydrostatique.
Ces deux effets sont déja présents dans I’équation (2.24) de conservation de la quantité de

mouvement, dans les termes respectifs e,prg et —V (exFPy).
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La force de trainée

La force de trainée représente la résistance qu’'un fluide exerce sur un objet en mouvement.
Ainsi, elle se comporte comme une force de frottement et s’oppose aux mouvements relatifs

de la phase dispersée par rapport au mouvement du liquide. Elle est donnée par :

Fo = g Fo) = 5o |0, = B 0~ (239

3
a

ou (a) = u est le rayon de Sauter que nous allons noter par a. Ainsi,
(a?)

3

8

—

fo, =~ spec;D Hﬁg - UzH (U, — ) (2.36)
ou Cp est le coefficient de trainée. Ce dernier est souvent calculé en fonction du nombre de
Reynolds (Re). De plus, quelques modeles ont utilisé le nombre d’Eétvos (E6) afin de tenir
compte des effets de formes des bulles. Pour les écoulements diphasiques, la majorité des mo-
deles utilisent des corrélations obtenues pour une bulle isolée. Ces modeles ajoutent ensuite
une correction en fonction du taux de vide pour inclure I'effet de la présence des bulles. Un
apercu plus détaillé sur les différents modeles existants dans la littérature sur le coefficient

de trainée est présenté a la section 2.5.

La force de portance

La force de portance est la composante perpendiculaire a la force exercée par le fluide sur les
bulles. Cette force s’oppose a la vorticité de 1’écoulement de fond [45]. Elle s’exprime de la

maniere suivante :

]FLZ = _CngPZ (ﬁg — (7@) A (V A ﬁ@) (237)

ou (', est le coefficient de portance. Pour une bulle sphérique, C;, = 0.5. Pour des bulles

ellipsoidales, Tomiyama et al. [46] ont proposé le modele suivant :

B { min(0.288 tanh(0.121Re), f(E5*)) si Eo* < 4, (2.38)

T fme) si 4 < Eo* < 10.7.
ou la fonction f(Eé*) est défini comme suit :

f(Eé*) = 0.00105(Es*)* — 0.0159(E6*)* — 0.024E5* + 0.474. (2.39)
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avec E6* le nombre d’Edtvos modifié :

g(pe — pg)d3;
o

Eé* = (2.40)

La longueur caractéristique dy utilisée dans le nombre E6tvos modifié est définie par la di-
mension horizontale maximale de la bulle.

En examinant la corrélation de Tomiyama et al. [46], on constate que le coefficient de por-
tance est positif pour les petites bulles, ce qui explique, d’apres les auteurs, que les petites
bulles ont tendance a migrer vers les parois de la conduite. Cependant, pour les plus grandes
bulles, le coefficient de portance est négatif. Ainsi, la force de portance est ’effet responsable
de la migration des bulles plus larges vers le centre de la conduite. Néanmoins, les différentes
études sur la force de portance ont analysé le cas d’une bulle isolée. Par conséquent, 'effet
des bulles voisines est souvent ignoré. Un exemple sur les limites du modele de la force de
portance actuel a été rencontré dans les simulations de Zhang et al. [47]. En effet, ils ont
effectué deux simulations d'un écoulement a bulle dans une colonne rectangulaire verticale,
avec deux niveaux d’eau H différents (H = 0.45 m et H = 0.9 m). Les auteurs ont constaté
qu'un coefficient de portance C, de 0.5 permet d’obtenir des résultats satisfaisants pour la
simulation avec le niveau d’eau le plus bas. Par contre, pour le niveau d’eau le plus grand,
il a fallu prendre une valeur de 0.29 du coefficient de portance, valeur donnée par de la cor-
rélation de Tomiyama et al. [46], afin que la solution numérique corresponde aux mesures
expérimentales. Ainsi, le fait que le choix de la valeur du coefficient de portance dépend de
la hauteur du canal présente en apparence une incohérence. En effet, la différence dans les
résultats numériques pour les deux cas de simulation est due au fait que la configuration
locale de I’écoulement est différente. Ainsi, le coefficient de portance doit dépendre du taux
de vide ainsi que de son gradient. Ceci n’est pas encore pris en compte par les modeles de la
force de portance.

Dans le méme contexte, le modele de la turbulence diphasique affecte la force de portance
par son effet sur le gradient de vitesse. Comme nous ’avons relevé a la section 2.3.2, 'utilisa-
tion de la turbulence classique se limite aux écoulements a tres faible taux de vide. De plus,
la compréhension et la modélisation de la turbulence diphasique sont des sujets ouverts de
recherche auquel il n’existe pas encore des résultats concluants. Par conséquent, 'effet de la
présence des bulles sur la force de portance reste une question ouverte dans la modélisation

des écoulements diphasiques.
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La force de masse ajoutée

Le mouvement de la bulle dans le fluide entraine un déplacement de ce dernier. On modélise
la part d’inertie ajoutée par ce fluide par une masse ajoutée. Ainsi, le fluide entrainé applique
une force sur la bulle en lui communiquant une accélération. Cette force est appelée la force

de masse ajoutée et elle est généralement définie comme suit :

. D ,. -
Jon = e0eCrnp, (Uy = Ur) (2.41)

ou C,, est le coefficient de masse ajoutée. Dans la littérature, on utilise souvent un coeffi-
cient de masse ajoutée constant égal a (), = 0.5. Cette valeur définit la masse ajoutée d'une
bulle isolée obtenue a partir de I’approche des écoulements potentiels. En revanche, il existe
quelques études qui se sont intéressées a l'effet de la présence d’autres bulles sur la masse
ajoutée. Dans cette these, nous prétons une attention particuliere a cette force et a l'effet
de la variation de la masse ajoutée d’une bulle sur la dynamique du nuage. Ainsi, une étude

bibliographique sur les différentes corrélations de la littérature sera présentée a la section 2.6.

Outre la modélisation du coefficient de la masse ajoutée, la définition de I’accélération relative

A== ((79 - [7@) entre les phases est encore une question ouverte. En effet, la dérivée totale
d’une variable 1 est donnée par :

Dy 0 - =

— =4 U.-(V 2.42

e = or +0 (V) 2.42)
avec U est la vitesse d’advection. Si on considére la variable 1) comme la vitesse relative.
La définition de la vitesse d’advection au niveau de l'interface reste un sujet controversé. En
effet, cette définition doit assurer I'invariance par transformation galiléenne de la force de la
masse ajoutée.
Wallis [48] a défini la vitesse du gaz comme étant la vitesse d’advection et il a proposé le

modele suivant :

D,U, D,U,

J‘TREL Y Dt (2.43)
_ é?t (0, = 0,) + 0, - v (T, - 0) (2.44)

Ainsi, Wallis [48] a caractérisé la vitesse de l'interface par la vitesse de la phase gazeuse. Par
contre, ce modele ne respecte pas la condition d’invariance par transformation galiléenne.

En fait, si on note par (R) un référentiel supposé galiléen dans lequel les vitesses de gaz et
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du liquide sont respectivement Ug et Uy, Ainsi, 'accélération relative telle qu’elle est définie
par Wallis [48] est donnée par 1’équation (2.44). Ensuite, on définit un second référentiel
(R’) en mouvement de translation rectiligne uniforme, de vitesse U’ par rapport a (R). Dans
le référentiel (R’), les vitesses de gaz et du liquide sont respectivement U g = (79 + U et
U’y = Uy + U'. Par conséquent, 'accélération relative dans (R’) s’écrit comme suit :
Arnwe = 2 (T, = 00) + (0, + 0) -9 (0, - 0) # A4 2.4
REL—§<g_ e)+(g+ ) (g_ z)?é REL (2.45)
La définition de Wallis [48] pour I'accélération relative n’assure par l'invariance de la masse

ajoutée.
Drew et al. [49], en se basant sur une analyse objective purement mathématique, ils ont
proposé le modele suivant :

B, DU, D, - = S
REL = Ie)tg - Ig)itﬁ + (1 -XN)U, = Up)-V(U, — Uy (2.46)

A est un parametre non physique qui dépend du taux de vide et doit étre déterminé expéri-
mentalement. Pour les taux de vide élevés A — 0 et pour les faibles taux de vide A — 2.
Ce modele assure 'invariance par transformation galiléenne, mais la définition mathématique

du parametre A ne représente pas la physique de la masse ajoutée pour une bulle sphérique.

Drew et Lahey Jr [50] ont considéré qu’au niveau de I'interface, chaque phase est connectée

par sa propre vitesse. Ainsi, ils ont proposé ’expression suivante :

D,U, D,
Dt Dt

ARE’L = (247)
Ce modele de masse ajoutée est le plus utilisé dans les codes de simulation numérique tels que
Ansys-CFX et Fluent. Par contre, la force de masse ajoutée, telle qu’elle est définie par Drew
et Lahey Jr [50], ne respecte pas la condition d’invariance par transformation galiléenne. Pour
cette raison, Drew et Lahey Jr [50] ont affirmé que pour assurer I'objectivité de leur modele,

il faut ajouter une correction sous la forme d’une force de portance [50] :
Jie = —epCon(Ty — Ty) - [V, — (VT)"] (2.48)

Mathématiquement, le modele de Drew et Lahey Jr [50] respecte la condition d’invariance

par transformation galiléenne, mais il est physiquement incohérent. En effet, la force de por-
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tance, contrairement a la force de masse ajoutée, dépend fortement du nombre de Reynolds.

Ainsi, on ne peut pas utiliser le méme coefficient pour les deux forces.

La force de dispersion turbulente

La force de dispersion turbulente présente les interactions entre la turbulence et les bulles.

Cette interaction a été modélisée par Simonin et Violet [51] comme suit :

> Ve
=D | ——— 2.49
oo =0 (25 (249
ot D™ est le coefficient de diffusion turbulente calculé comme suit :
(Dprt) — Lt (2.50)
g i Sc P

ot Sc est le nombre de Schmidt qui représente le rapport entre le taux de diffusion visqueuse
et le taux de diffusion moléculaire :
v

= — 2.51
Sc D (2.51)

Ou v est la viscosité cinématique et D est le coefficient de diffusion massique.

Par conséquent, la modélisation de la force de dispersion turbulente est directement liée au
modele de viscosité turbulente. Or, comme nous I'avons mentionné a la section 2.3.2, a cause
de la complexité des interactions entre les mécanismes qui interviennent dans la turbulence
diphasique, il n’existe pas de modele qui décrit la physique de la force de dispersion turbu-

lente. Les modeles actuels se limitent aux expériences a partir desquelles ils ont été développés.

2.4 L’approche Euler-Lagrange

L’approche Euler-Lagrange utilise une approche eulérienne afin de modéliser 1’écoulement
continu, et une approche lagrangienne pour décrire la phase dispersée. Dans notre modele
la phase continue est ’eau, tandis que les bulles d’air représentent la phase dispersée. Ainsi,
I’approche lagrangienne consiste a suivre la trajectoire dans le temps, de chacune des bulles
dans le nuage.

Afin d’assurer une représentation précise de la dynamique d’un nuage, il faut considérer les
forces agissant sur chaque bulle, mais aussi tenir compte des interactions directes bulle-bulle

(exemple : collision) et des effets hydrodynamiques induits par la présence des bulles voisines.
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C’est dans ce contexte que se place I'importance de notre contribution dans I’analyse de la
physique qui régit les effets hydrodynamiques induits par la présence des bulles sur la masse

ajoutée.

2.4.1 Les équations de mouvement des bulles

Les trajectoires des bulles sont calculées par la résolution de la deuxieme loi de Newton. Par
conséquent, il est nécessaire d’identifier les forces qui agissent sur la bulle.

Pour une bulle sphérique dans I'eau, la deuxieme loi de Newton s’écrit sous la forme suivante :
my——r =3 F 2.52
=y (2:52)
avec ». F la force totale qui agit sur la bulle. D’'une maniere générale, les forces qui agissent
sur une bulle incompressible sont la flottabilité F ', la trainée F p, la portance F 7, la masse

ajoutée ﬁm, et la force de paroi ﬁw. Soit,
N F=F;+ Fp+ F + Fp + Fiy (2.53)

La relation entre les forces de cette équation et les forces interfaciales du modele Euler-Euler

(présentées a la section 2.3.3) est défini par I’équation (2.31).

Nous rappelons les lecteurs que dans le modele Euler-Euler, on traite les bulles comme une
phase continue, en moyennant leurs propriétés dans un volume de controle. Les interactions
entre les phases sont prises en compte a partir de relations de fermetures modélisant les
échanges au niveau de l'interface de séparation entre les deux phases. Ainsi, les forces dé-
crites a la section 2.3.3 définissent les efforts qu’agissent chaque phase sur I'autre au niveau
de l'interface.

Tandis que, dans le modele lagrangien, les efforts, qui agissent sur chacune des bulles dans
I’écoulement, sont appliqués sans passer par le processus de moyennage. Par conséquent,
nous avons de l'information sur la position, la vitesse et I'accélération de chacune des bulles
a chaque instant. Cela nous permet de modéliser adéquatement les interactions entre les
bulles. Si tous les mécanismes sont bien pris en compte, cette approche est tres efficace pour
décrire les écoulements dispersés. Cependant, ces informations utiles sont moyennées dans
I’approche eulérienne et il faut recourir a des relations de fermeture afin de récupérer les

structures fines des phénomenes filtrées lors du moyennage.
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Une autre remarque a ajouter est que dans le modele eulérien, les effets de la gravité et
du gradient de la pression sont inclus dans 1’équation de conservation de la quantité de
mouvement 2.24. Pour le modele lagrangien, ils sont modélisés par la force de flottabilité
qui est due au champ de gravité g et a la variation de la pression hydrostatique. Cette force

est égale a la différence entre le poids de la bulle et le poids du fluide qui occupe le méme

volume :
— 4 3 .
Fy= 3ma’(pg = pe)g (2.54)
ou
— 4 N
Fy= g7m3VP (2.55)

Lorsqu’une bulle s’approche d’un mur, un écoulement de liquide est généré et celui-ci est
chassé vers I'extérieur. La pression dans cet écoulement crée une force de réaction qui s’oppose
au mouvement d’approche de la sphere [52]. Cette force définit la force de lubrification des

parois et elle est donnée par le modele de Tomiyama et al. [53] :

— — 2
(Ub _ Ug) 7,

1 1
oo (2.56)

Ou 71, est un vecteur unitaire parallele a la direction de la gravité, 77, est un vecteur unitaire
dans la direction normale a la paroi, L est la dimension du systeme dans la direction normale

a la paroi, y est la distance entre la bulle et la paroi et Cyy est le coefficient de la paroi [53]

donné par :
exp(—0.933E6 4 0.179) , 1 <Eo6 <5
Cw = 0.007Eé + 0.04 , bh<Eo<33 (2.57)
0.179 , 33 < Eo

Cette force est négligeable pour les valeurs de Reynolds Re élevées, c’est a dire lorsque la

viscosité est négligeable par rapport a l'inertie de la bulle.

La force de portance dans le modele lagrangien est définie par [54] :

. 4dra®

Fr, =-Cy 3

Pr (ﬁg - [7@) N (V A ﬁg) (258)

Les modeles pour le coefficient de portance C, sont les mémes utilisés dans I’équation (2.37).

La force de trainée visqueuse modélise le frottement qu’exerce la viscosité de la phase continue
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sur la bulle et elle s’exprime comme suit :

— —
Uy — Uy

wa?

— — —
Fp=—pCp—- (Up — Up) (2.59)

L’effet de la viscosité est introduit a 'intermédiaire du nombre de Reynolds dans la modéli-
sation du coefficient de la trainée C'p. Les différents modeles de ce coefficient seront présentés

a la section 2.5.

La force de masse ajoutée exercée sur une bulle est donnée par :

- dma® D ;- -
Fon=—pt—5Cnpy (0, — U2) (2.60)

avec (), le coefficient de masse ajoutée égale a 0.5 pour une bulle isolée.
Batchelor [55] a proposé une définition tensorielle de la masse ajoutée de la forme suivante :
= dral—= D

Fo—_ c_ .=
Pe3 Dt

(0, — U2) (2.61)

Ou C,, est le tenseur de masse ajoutée. Pour une bulle isolée ce tenseur est égal a C, = 0.5?;
avec I le tenseur identité.

Pour un nuage de bulles en translation, le tenseur de masse ajoutée est défini par une matrice
de dimension (3 x 3). Lorsqu’on tient compte de la rotation des bulles, la vitesse s’exprime
avec 6 degrés de liberté et le tenseur de masse ajoutée dans ce cas est défini par une matrice
de dimension (6 x 6) [18]. Une revue de littérature sur la modélisation de la masse ajoutée

sera discutée a la section 2.6.

Dans ce qui suit, nous allons présenter un survol de la littérature existante sur les modeles
de force de trainée (qui sera présente dans nos simulations) et de force de masse ajoutée (qui

représente 1'objectif de cette étude).

2.5 Les corrélations des coefficients de trainée

2.5.1 Le coefficient de trainée pour une bulle isolée

Cette section présente une revue de la littérature concernant les corrélations utilisées pour
estimer la force de trainée. La figure 2.4 compare les différentes corrélations avec des données

expérimentales soigneusement choisies de la littérature (afin d’éliminer les effets de parois),
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par Brown et Lawler [56], pour des particules sphériques.

Plusieurs études se sont penchées sur la détermination analytique du coefficient de trainée
pour des particules sphériques. Pour les écoulements a faible nombre de Reynolds (écoulement
de Stokes : Re < 1), les effets visqueux dominent les effets inertiels. Pour ce type d’écoulement,
Stokes [57] a démontré que le coefficient de trainée pour une sphere rigide est inversement

proportionnel au nombre de Reynolds Re selon la relation suivante :

4

CD—Q

(2.62)

Cette corrélation a été obtenue par la résolution des équations de Stokes autour d’une sphere
rigide pour un écoulement visqueux avec une condition de non-glissement au niveau de I'in-
terface, en négligeant les termes non linéaires d’inerties. On observe sur cette figure que
I’approximation de I’écoulement de Stokes, décrit bien la variation du coefficient de trainée
pour les faibles valeurs du nombre de Reynolds. Ce résultat était attendu, car I’hypothese
de négliger les effets inertiels par rapport aux effets de la viscosité n’est plus valide pour des
nombres de Reynolds plus élevés que 1.
Afin de concevoir un modele plus général, Oseen [58] a proposé de linéariser les termes d’iner-
tie de I’équation de Navier-Stokes, par la vitesse du liquide & U'infini (loin de la particule).
Ainsi il obtient :

Cp = 24 <1 + 3Re) (2.63)

Comme le montre la figure 2.4, cette corrélation est valide pour Re < 5. Ainsi, en tenant
compte du terme d’inertie dans ’équation de Stokes, la corrélation de Oseen [58] converge vers
une constante pour les nombres de Reynolds élevés. Cependant, cette constante surestime
les valeurs réelles du coefficient de trainée. Ceci est dii a 'hypotheése de linéarisation des
termes d’inertie qui est appliquée afin de pouvoir résoudre mathématiquement les équations
de Navier-Stokes et n’a pas de signification physique rigoureuse.

Mei el al. [59] ont imposé une condition de glissement au niveau de la surface de la sphere.

Ainsi, ils ont proposé la corrélation suivante :

(2.64)

2
“Re| T I6 3315
Re = V/Re

on remarque que lorsqu’on impose une condition de glissement a la surface de la sphere, le

24
coefficient de la trainée devient une fonction du rapport Re au lieu de Re pour une condition
e e

+1
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de non-glissement. De plus, on I'observe a la figure 2.4, la corrélation de Mei el al. [59] décrit
qualitativement la variation du coefficient de trainée pour les faibles nombres de Reynolds
(Re < 1). Toutefois, les valeurs données par la corrélation de Mei el al. [59] sont inférieures a
celles prédites par la corrélation de Stokes [57]. En effet, la condition de glissement imposée
par Mei el al. [59] a la surface de la bulle n’est valide que pour des surfaces de bulles propres
(écoulement pur, sans surfactants). Cependant dans des conditions expérimentales standard,
I’'eau est souvent contaminée. La présence des impuretés dans 1’écoulement liquide joue alors
le role de surfactants et peut changer la propriété de glissement sur la surface de la bulle a
des conditions de non-glissement.

Le nombre de Reynolds et le nombre d’Edtvos sont considérés comme de bons indicateurs
sur la forme des bulles. Ainsi, Dijkhuizen [60] a généralisé la corrélation de Mei el al. [59], en

incluant l'effet de la dimension de la sphere via le nombre d’Eétvos Eo :

Cp = /Cp(Re)? + Cp(Ed)? (2.65)

ot Cp(Re) est donné par I'équation (2.64) et Cp(Ed) est la correction du coefficient de trainée

qui inclut l'effet de la dimension de la sphere :

Cp(E5) — 1304?;5 (2.66)
Le nombre d’E6tvos Eé est défini par I’équation (2.10).
On conclut de ce qui précede que, pour déterminer le coefficient de trainée a partir de la
résolution des équations de Navier-Stokes, on a recours a des hypotheses de simplifications.
Ces hypotheses consistent, a négliger les effets inertiels ou a les linéariser a partir d’une ap-
proximation, et a définir des conditions aux limites imposées au niveau de la surface de la
bulle (glissement ou non-glissement). Par conséquent, 'application des corrélations analy-
tiques se limite aux hypotheses de simplification qui ont permis la résolution mathématique

des équations de Navier-Stokes.

Pour les nombres de Reynolds importants (Re > 1000), les effets inertiels dominent les effets
visqueux. Par conséquent, on traite les bulles comme des spheres solides dont le coefficient

de trainée est une constante : Cp =~ 0.44 [35].

Pour les nombres de Reynolds, Re > 1, I'hypothese de Stokes n’est plus valide ce qui com-
plexifie la résolution des équations de Navier Stokes. Ainsi, la majorité des corrélations se

sont appuyées sur des méthodes empiriques. Comme les conditions expérimentales affectent
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la prédiction du coefficient de trainée, ceci limite les domaines d’applications de ces modeles.
En effet, le coefficient de trainée est souvent déterminé expérimentalement lorsque la bulle
atteint sa vitesse d’ascension terminale. Lorsqu’on injecte une bulle dans une colonne d’eau,
avec une vitesse initiale nulle, elle accélere grace a sa force de flottabilité. Cette accélération
est ralentie par frottements visqueux. Au moment ou les forces de trainée et de flottabilité
atteignent un équilibre dynamique, la vitesse de la bulle demeure constante. Cette derniere
définit la vitesse d’ascension terminale d’une bulle sphérique. Ainsi, a partir du moment

d’équilibre, I’équation de mouvement de la bulle (2.53) se réécrit :

SN F=F+Fp=0 (2.67)
On a alors,
wa? || -2 4

Comme la vitesse terminale est mesurable expérimentalement, le coefficient de

U terminale

trainée est calculé comme suit :

4 2a(p, —
Cp= 520, (2.69)
Pe Uterminale

Parmi les corrélations les plus populaires dans la littérature, on cite la corrélation proposée
par Schiller [61] :

4
= —e(l + 0.15Re™%%7) (2.70)

Cp
Cette corrélation a été développée initialement pour les écoulements ayant un nombre de
Reynolds inférieur a 800. Par la suite, Clift et Gauvin [62] ont démontré que le domaine
d’application s’étend jusqu’a Re < 3 x 10°. Clift et al. [1] ont comparé les prédictions de
plusieurs expressions de Cp existantes dans la littérature avec différentes données expéri-
mentales. Ils ont conclu que la validité des corrélations empiriques est limitée aux conditions
expérimentales dont elles sont déduites et ne présentent pas une bonne description de Cp
sur toutes les gammes de Re. Par conséquent, ils ont divisé toute la gamme du nombre de
Reynolds sur 10 et ils ont proposé une corrélation pour chaque intervalle. Ces corrélations
sont présentées au tableau 2.1. Afin d’obtenir ces corrélations, ils ont exclu tous les effets
extérieurs qui peuvent influencer le mouvement de la sphere tels que les effets des parois et
de la compressibilité. De plus, ils ont affirmé que leurs corrélations sont les plus cohérentes

pour décrire la courbe standard de la variation de C'p en fonction de Re.

Mikhailov et Freire. [63] ont corrélé les données expérimentales de Roos et Willmarth [64] et
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Tableau 2.1 Corrélations de C'p recommandés par Clift et al. [1] pour une sphere rigide avec
w = loggRe.

Gamme Corrélation
(A) Re < 0.01 C 5 + 2
e . 2
716 " Re
24 (0.82—0.05w)
(B) 0.01 < Re < 20 Cp = - [1+0.1315Rel05200)]
e
24 0.6305
(C) 20 < Re < 260 Cp= R—[l + 0.1935Re™ ™|
e
(D) 260 < Re < 1500 logioCp = 1.6435 — 1.1242w + 0.1558w?

(E) 1.5 x 10> < Re < 1.2 x 10* | log1oCp = —2.4571 + 2.5558w — 0.9295w? + 0.1049w?
(F) 1.2 x 10* <Re < 4.4 x 10* | log;oCp = —1.9181 + 0.6370w — 0.0636w?

(G) 4.4 x 10* < Re < 3.38 x 10° | log1oCp = —4.3390 + 1.5809w — 0.1546w?

(H) 338 x 10° <Re <4 x 10° | Cp =29.78 — 5.3w

Brown et Lawler [56]. En fonction du nombre de Reynolds, ils ont obtenu les deux corrélations

suivantes :
Pour 5.33 < Re < 10° :

660806 114976 707
77 ( + Re + ReQ)
o 8§75 1155 1380 (271)
" 6uoRe (32869 4 Ppey Re2> '
052 643 T 385718
Pour 0.1 < Re < 10 :
1617933 178861 1219
3808 ( + et Re2>
o 2030 1063 1084 (272)
" 681Re (77531 L Re2> '
122 076 71154

Cheng [65] a proposé la corrélation suivante en utilisant les données expérimentales de Brown
et Lawler [56] :

4 0.38
Cp (14 0.27Re)™* 4 0.47 [1 — g~00Re } (2.73)

" Re

La comparaison des différentes corrélations empiriques, présentée dans la figure 2.4, indique
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que la corrélation de Cheng [65] sous-estime le coefficient de trainée pour les nombres de
Reynolds élevés. Par contre, les corrélations de Schiller [61], Clift et al. [1] et Mikhailov et

Freire. [63] présentent des bonnes approximations sur toute la gamme du nombre de Reynolds.

) * Experience de Brown (2003)
10° Stokes(1851)
——~0Oseen (1910)
——Mei et al. (1994)
w0ty N | Schiller (1933)
--===Clif et al. (1978)
— —-Chang (2009)
ot N | Mikhailov (2013)
o wrernnn G =0.44
(@)
O S, .,
102§
104 : ’
104 102 10° 102 10* 108

Re

Figure 2.4 La comparaison des coefficients de trainée

2.5.2 Le coefficient de trainée pour un nuage de bulles

Comme énoncé précédemment, les études qui ont développé des modeles de coefficient de
trainée pour un nuage de bulles ont utilisé des corrélations pour une bulle isolée et ils ont
ajouté ensuite une correction sous la forme d’une fonction qui dépend du taux de vide afin
d’inclure l'effet de la présence des bulles.

Pour tenir compte de l'effet des bulles voisines, Wen [66] a modifié la corrélation de Schil-

ler [61] (2.70) afin d’inclure la dépendance au taux de vide :
Cp = (1—e) "% max (24 (1+0.15R™%7) 0 44) (2.74)
D Re' . ,U. .

avec Re’ = (1 — ¢)Re

Ishii et Zuber [21] ont pris en compte effet des bulles sur la viscosité du fluide. En introdui-

sant la notion de la viscosité du mélange, ils ont proposé 1'expression suivante :

_ 24 0.687
o = fo (1+0.15Re)™7) (2.75)
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avec : L
2apg U, — Ug
Re, = M (2.76)
[m

o5t 0.4
OU fi = g (1 —e) 2" et p* = M. Cette corrélation a été validée pour Re <

Mg + He

2 % 10° [21].

Beguin et al. [67] ont modifié la corrélation de Mei (2.64) afin de proposer un nouveau modele

qui tient compte de la dépendance au taux de vide local :

<2+3ﬂ>2

16 2420 1—e Pi(e)+ pPse)

Cp=—11+ = 2.77

P Re 14 Re. (1 — e1/3) Ps(e) + paPy(e) (2.77)
Re

avec

Re. = 33 + 50000e

Cette corrélation est valide pour les bulles sphériques et pour Re < 300, ¢ < 50% et (1, p)
entre 1073 et 103.

Rusche et Issa [68] ont analysé des données expérimentales de la littérature. Ils ont constaté
que la valeur de C'p augmente de facon significative avec le taux de vide et ils ont proposé

I’approximation suivante :

b
C(Doo

Les exposants K et Ky dépendent de la nature de la particule. Selon les données expérimen-

= effie | K2 (2.78)

tales, pour des bulles d’air, K; = 3.64 et Ky = 0.864. Cette corrélation a été utilisée dans le
modele Euler-Euler développé par Behzadi et al. [69] pour des écoulements a bulle de taux de
vide faible jusqu’a des taux de vide élevés. Leurs résultats ont montré que cette corrélation
est valide pour un écoulement dilué (faible taux de vide). Cependant, sa précision devient
faible pour des taux de vide élevés.

Un autre modele empirique a été proposé par Simonnet et al. [70]. IIs ont évalué expérimenta-
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lement I'influence du taux de vide sur la vitesse relative de la bulle. Ainsi, ils ont affirmé que
la vitesse relative diminue en fonction du taux de vide, jusqu’a atteindre une valeur critique
erit. A partir de cette valeur, la vitesse augmente. Ainsi, Simonnet et al. [70] ont proposé la

forme suivante pour Cp :

Ch
CDoo

=(1—¢) (1—5)m+(4.8 - )m}m (2.79)

1—¢

ol Cps est le coefficient de trainée pour une bulle isolée. L’exposant m dépend de la va-
leur de e..4. Ainsi, pour leurs expériences, Simonnet et al. [70] ont obtenu m = 25 pour un
eqrit = 15%. Cette approximation est valide pour des bulles de diamétres entre 5 mm et 10

mm et pour un taux de vide local inférieur a 30%.

Roghair et al. [71] ont développé un modele numérique utilisant la méthode de front-tracking
afin d’analyser les effets de la variation du nombre d’Eétvos et du nombre de Morton Mo sur
le coefficient de trainée d'une bulle dans un nuage. Ils ont déduit que dans la gamme étudiée
(4 x 10712 < Mo <2 x107?), le Cp est indépendant du nombre de Morton. Par contre, ils
ont observé une dépendance entre C'p et le nombre d’E6tvos Eo pour 1 < Ed < 5. Ainsi, la

corrélation suivante a été proposée :

(il; =(1—¢) [1 + (éi) 5} (2.80)

Afin d’obtenir cette corrélation, Roghair et al. [71] ont utilisé la corrélation Dijkhuizen [60]

pour le calcul du Cp.

2.6 Les corrélations de masse ajoutée

Cette section présente un survol de la littérature existante sur les modeles de masse ajoutée.
Les effets de la présence des bulles sur la masse ajoutée sont souvent négligés dans les calculs.
Par conséquent, la majorité des modeles numériques utilisent une valeur de coefficient de
masse ajoutée constante qui est égale a C),, = 0.5, pour une bulle sphérique. Cette valeur a été
obtenue analytiquement a partir de 'approche d’écoulement potentiel, pour une bulle isolée.
Cette valeur est en accord avec les mesures expérimentales [28]. Cependant, au chapitre 3,
nous démontrerons l'effet de la variation de la masse ajoutée sur la dynamique du nuage
et 'importance de tenir compte de l'effet de la présence des bulles. Ainsi, la validité de

I’approximation de la bulle isolée pour le calcul de la masse ajoutée se limite aux écoulements
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avec des taux de vide tres faibles, sans concentration locale de bulles.

Les études qui abordent I'effet des bulles voisines sur la masse ajoutée sont peu nombreuses.
Deux catégories de corrélations ont été rencontrées dans la littérature. Le premier type de
corrélation tient compte des distances de séparation entre les bulles. Cette information n’est
accessible que lorsqu’on applique la description lagrangienne. Etant donné que la description
eulérienne est basée sur le processus de calcul de la moyenne, le deuxieme type de corrélations

utilise le taux de vide afin d’inclure 'effet de la présence des bulles voisines.

2.6.1 Les corrélations de la masse ajoutée en description lagrangienne

Dans ce qui suit, nous allons appeler ’axe central de deux bulles, la direction qui passe par

leurs centres de masses.

Van Wijngaarden [11] a résolu analytiquement 1’écoulement potentiel autour d’une paire de
bulles ayant la méme accélération. Il propose deux corrélations, en fonction de 'orientation
de leurs accélérations par rapport a la direction de leur axe central. Ainsi, pour deux bulles
identiques d’indices k et n qui accélerent selon la direction parallele a leur axe central, le

coefficient de masse ajoutée est donné par :

1 3 6 8 9
Ot = = 1—3(a) +3(“) +9<“> —3(“) s (2.81)
// 2 Tnk T'nk Tnk Tnk
Cependant, lorsque la direction de 'accélération des bulles est perpendiculaire a leur axe

central, le coefficient de masse ajoutée devient :

1 3/ aN* 3/ a\® a\® 3/ a\’
G = e () 3 (9 () 3 (2] s
kL 2 [ 2 T'nk 4 T'nk T'nk 4 T'nk ( )
Ou a est le rayon des bulles et r,; est la distance qui sépare les deux bulles. Nous avons noté
par I'indice // lorsque le coefficient de masse ajoutée est obtenu a partir du cas de deux bulles
accélérant dans la direction parallele a leur axe central et par I'indice L lorsque le coefficient

de masse ajoutée est obtenu a partir de deux bulles accélérant dans la direction orthogonale

a leur axe central.

A partir de la méthode de calcul numérique directe, Simcik et al. [72] ont évalué la variation
de masse ajoutée. Ils ont proposé les corrélations suivantes :

Pour des bulles accélérant selon la direction parallele a leur axe central, le coefficient de masse
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ajoutée est donné par :

Coryy = 035+ 0.15—20 (2.83)
Tk 0.54
S — 0546

a
Ainsi, le coefficient de masse ajoutée est égal a 0.35 lorsque les bulles se touchent et 0.5
lorsque la distance entre les bulles devient importante.

Dans le cas des bulles qui s’accélerent dans la direction perpendiculaire a leur axe central, le

coefficient de masse ajoutée devient :

T'nk
LI
Co, = 0.61 — 011520 (2.84)
QL — 0.862
a

Ainsi, le coefficient de masse ajoutée est égal a 0.61 lorsque les bulles se touchent et 0.5
lorsque la distance qui les sépare devient grande.
Pour deux bulles positionnées selon une orientation # par rapport a la direction orthogonale

a leur accélération, le coefficient de masse ajoutée est donné par :
Chi, = Asin (2 (6 — 45%)) + B (2.85)

Avec : A = (C, Cuk,) €t B = 3(Crk,, + Cu, ).

kyp —

Béguin et al. [18] ont utilisé un modele semi-analytique afin de résoudre I’écoulement potentiel
autour de nuages N, bulles. Ainsi, ils ont proposé le modele suivant pour la force de masse

ajoutée d'une bulle de référence quelconque k, dans le nuage :

- Arad | 1 Moo -
Fok = —pe 5 5Tk + Z Jrn + frkina (2.86)
nZk
avec :
47TCL3 1 - . , P : )
e —y 5Tk est la force de masse ajoutée d’une bulle £ sans tenir compte de l'effet de la
présence des bulles voisines (équivalent a la masse ajoutée d'une bulle isolée).
dma® - . ., ) s
e —/y frn est une correction de la force de masse ajoutée, proportionnelle a I'accélération

de la bulle k, induite par la présence des bulles voisines. C’est a dire c’est I'effet de la pertur-

bation de la bulle n sur la masse ajoutée de la bulle k, si elle est présente dans 1’écoulement
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sans bouger. Et, ﬁm s’écrit comme suit :
fou= (O, = 5 ) [ [smanaTin + (Con, = 3 ) el eosannNi (2:87)

Comme illustré a la figure (2.5), le vecteur Ny définit le vecteur unitaire dans la direction de
I’axe central, T est le vecteur unitaire orthogonal au vecteur Nkn, dans le plan contenant
I’axe central et le vecteur accélération aj, = fk, et oy, est Porientation relative de 'accéléra-

tion de la bulle k£ par rapport a la direction Nkn

4rad
® P53 fnkm . est la force de masse ajoutée induite par 'accélération des bulles voisines,

avec 'indice n # k et n € [1, Ny]. Ainsi, fnkl décrit Veffet de la perturbation induite par le

mouvement de la bulle n. Elle est donnée par :

fnkind = anhnd an sin Oénank + an//ind l’nH COS Oénank (288)
ou le vecteur N, = —Ng,, ou T, est le vecteur unitaire orthogonal au vecteur N, , dans
le plan contenant ’axe central et le vecteur accélération 7, et v, = —Qpy,.

Les coefficients C,,, ,, et Ch sont respectivement les coefficients de masse ajoutée et de

masse ajoutée induite calculés a partir de la résolution de I’écoulement potentiel autour de

k/ ina

deux bulles qui accélerent selon la direction parallele a leur axe central. Ils sont définis par :
4 3 <2a>6+ 9 <2a>8+ 9 <2a>10+
64 rnk 256 rnk 512 \rp

3<2a> 3 (2a> 9 <2a>1+
8 T'nk 512 T'nk 1024 T'nk

Les coefficients C, et Cp .., sont les coefficients de masse ajoutée et la masse ajoutée

an:// =

(2.89)
Cn

N = DN —

k/ /ina

induite calculés a partir de la résolution de 1’écoulement potentiel autour de deux bulles qui

accélerent dans la direction perpendiculaire a leur axe central :
L3 3 (2a> L3 3 (2a> L2 27 <2a) 0+
256 \ 7k 256 \ 7k 4096 rnk

EA N I A N
16 \ 7. 4096 \ 1, 2048 \r

Bien que Béguin et al. [18] et Van Wijngaarden [11] ont résolu I’écoulement potentiel autour

Cnlﬁ_
(2.90)
anLind

N — DN —

d’une paire de bulles pour développer leurs modeles, on remarque que leurs corrélations sont

différentes. En fait, dans le modele Van Wijngaarden [11], le cas de deux bulles qui accé-
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lerent dans la méme direction a été traité. Par conséquent, les coefficients proposés par Van
Wijngaarden [11] inclus l'effet de la présence de la deuxiéme bulle, ainsi que la perturbation
induite par son mouvement.

Tandis que Béguin et al. [18] ont analysé le mouvement de deux bulles, dont une accélere

et la deuxieme au repos. Par conséquent, les coefficients C,, et Cy,, proposés par Béguin

ks
et al. [18] sont les masses ajoutées de la bulle lorsque la deuxiéme bulle est au repos. Ainsi,
ces coefficients présentent 'effet de la présence de la deuxieme bulle lorsqu’elle ne bouge pas.
Ensuite, C),

la deuxieme bulle. Par conséquent si on associe les deux coefficients de Béguin et al. [18], on

k) jima €6 Cnk g décrivent Ueffet de la perturbation induite par le mouvement de
obtient 'effet sur la masse ajoutée de la présence de la deuxieme bulle ainsi que la pertur-
bation induite par son mouvement. Suite a la linéarité de la fonction potentielle, I’'addition
des deux coefficients de Béguin et al. [18] (Cyr, + Chk

coefficients proposés Van Wijngaarden [11].

..q) Dermettent de décrire les mémes

La comparaison de ces corrélations, présentée a la figure 2.6, nous indique que lorsque des
bulles qui accélerent selon la direction parallele a leur axe central, se rapprochent, leurs
masses ajoutées diminuent et prennent des valeurs inférieurs a 0.5. Cependant lorsque les
bulles sont cote a cote, leurs masses ajoutées augmentent en se rapprochant et prennent des
valeurs supérieurs a 0.5. Comme les deux corrélations de Van Wijngaarden [11] et Béguin et
al. [18] sont construites a partir de la résolution de I’écoulement potentiel autour d’une paire
de bulles, leurs estimations de la masse ajoutée sont tres proches. La légere différence, entre
ces deux corrélations, observée sur la figure 2.6 est due au fait que Van Wijngaarden [11]
a présenté sa corrélation jusqu’a 'ordre 9 et 'ordre 11 a été utilisé pour les corrélations
de Béguin et al. [18]. Les corrélations Simcik et al. [72] ont été développées a partir d'une

approche différente et elles présentent aussi un bon accord avec les autres corrélations pour

Figure 2.5 Hlustrations des parametres géométriques des équations (2.87) et (2.88)
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le calcul de C,, . Cependant, les valeurs de C,,, sont inférieures a celles des deux autres

kyy
modeles.

2.6.2 Les corrélations de la masse ajoutée en description eulérienne

Pour déterminer la relation entre le coefficient de masse ajoutée et le taux de vide, Zuber [23]
et Wallis [24] ont utilisé la solution développée par Lamb [16] pour la résolution d’écoulement
potentiel pour deux spheres concentriques. Zuber [23] a résolu analytiquement le mouvement
d’une particule sphérique dans un domaine fluide sphérique stationnaire. Il a considéré une
particule sphérique mobile de rayon a a l'intérieur d’une sphere fixe de rayon R4 remplie de
fluide. Il a défini le taux de vide par le rapport entre le volume du corps sphérique et celui

du domaine. Ainsi, il a obtenu le coefficient de masse ajoutée suivant :

11+ 2e
Chn = = 291
21—¢ (2.91)
Pour les faibles taux de vide, la formule de Zuber [23] se simplifie en [73] :
1
Cin = 5 (1+32) (2.92)

La corrélation de Zuber [23] implique que la masse ajoutée accroit en fonction du taux de
vide. Cependant, Wallis [24] a considéré le méme modele en permettant le mouvement du
domaine fluide. Ses résultats indiquent que la masse ajoutée décroit en fonction du taux de

vide selon la relation suivante :
_12-2¢

Cp ==
22+4¢

(2.93)

Cai et Wallis [74] ont appliqué la méme approche afin de développer un modele plus général
en considérant une impédance A qui représente le rapport entre les impulsions ressenties par
la surface du domaine et la surface de la particule. De cette fagon, ils ont proposé le modele
suivant : 12— 2¢) + A(L+22)

"T2 24 +A1-¢) (2.54)

La corrélation de Cai et Wallis [74] permet d’obtenir la corrélation de Zuber [23] lorsque

A — 00, la corrélation de Wallis [24] lorsque A — 0 et la masse ajoutée d’une bulle isolée
(C = 0.5) lorsque A\ = 1.
Van Wijngaarden [11] résout 1’écoulement potentiel autour de paires de bulles aléatoirement

orientées. Ensuite, par un processus de moyennage sur 1’ensemble des positions relatives
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Figure 2.6 La comparaison entre les corrélations du coefficient de masse ajoutée dans la
description lagrangienne pour deux bulles (a) qui accélérent selon la direction parallele a leur
axe central, (b) qui accélérent selon la direction perpendiculaire & leur axe central
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possibles, il a proposé la corrélation suivante :

Cho = = (1+2.78¢) (2.95)

N[ —

Cette formule est tres proche de la formule simplifiée de Zuber [23] pour les faibles taux de
vide.

Beguin et al. [18] ont calculé les masses ajoutées de plusieurs nuages de bulles, de distributions
aléatoires, par la résolution de I’écoulement potentiel. Ensuite, par le calcul de la moyenne

de leurs résultats, ils ont proposé la corrélation suivante :

1
Cp = 5+ 0.34¢? (2.96)

O3 ——C, =05

/ —*—Beguin et al.(2016)
0.8 fx —&—\Van Wijingaarden (1976)
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Figure 2.7 Corrélations de la valeur du coefficient de masse ajoutée en fonction du taux de
vide, en description eulérienne

La figure 2.7 compare le comportement de la masse ajoutée en fonction du taux de vide
calculé a partir des corrélations que nous avons cité dans cette section. On constate que les
corrélations de Zuber [23] et Van Wijngaarden [11] décrivent les valeurs supérieures de la
masse ajoutée, la corrélation de Wallis [74] présente la borne inférieure et la corrélation de

Beguin et al. [18] décrit les valeurs moyennes. La corrélation de Cai et Wallis [74], selon la
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valeur de A\, permet de balayer toutes les gammes des valeurs de la masse ajoutée. Cepen-
dant, la valeur du parametre A dépend des hypotheses de modélisation ou des conditions
expérimentales et sa valeur varie de 0 a 'infini. Ainsi, A est une constante de modélisation
qui n’a pas une définition générale qui permet d’appliquer la corrélation de Cai et Wallis [74]
dans le cadre général de nuages de bulles. Par conséquent, la figure 2.7 nous indique qu’il
n’existe pas un consensus sur la nature de 'effet du taux de vide sur la variation de la masse
ajoutée. De plus, nous avons comparé dans Zoghlami et al. [75], les résultats obtenus par ces
corrélations a des valeurs de masses ajoutées de nuages de distributions aléatoires, calculées
a partir de 'approche d’écoulement potentiel. Cette comparaison sera présentée dans le cha-
pitre 5. Ainsi, nous avons conclu qu’aucune de ces corrélations ne présente une modélisation
adéquate de la variation de la masse ajoutée en description eulérienne. En effet, d’apres les
modeles de Van Wijngaarden [11], Simcik et al. [72] et Béguin et al. [18], la masse ajoutée
dépend de la distribution locale des bulles. En modélisation eulérienne, cette information est
perdue dans le processus de calcul de la moyenne. Ainsi, les modeles actuels de masse ajoutée
en fonction du taux de vide sont incomplets et nécessitent une investigation plus approfondie.
Cette problématique définit I'un des objectifs de cette these. Le développement d’un modele
plus général de la masse ajoutée qui inclut 'effet de la distribution locale des bulles sera

présenté dans le chapitre 5.

2.7 Interactions hydrodynamiques entre les bulles

Plusieurs auteurs ont évalué expérimentalement les interactions hydrodynamiques dans un
groupe de bulles, d’autres ont recours a la modélisation numérique afin d’identifier les diffé-
rents types d’interactions. Dans I'objectif de comprendre la dynamique d’un nuage de bulles,
nous avons commencé par étudier les interactions hydrodynamiques entre une paire de bulles.
L’expérience de Fortes et al. [76] est considérée comme étant la référence pour 'analyse des
interactions entre des bulles sphériques indéformables. Ils ont évalué expérimentalement les
interactions entre des spheres solides en chute libre dans une colonne d’eau stagnante. Ainsi,
ils ont observé que le mouvement des deux spheres alignées verticalement est instable. Les
deux spheres s’attirent, entrent en collision et s’organisent dans une direction transverse
au mouvement. Ensuite, elles se repoussent jusqu’a atteindre une distance de stabilité ou
les interactions hydrodynamiques n’affectent plus leurs mouvements. Ils ont appelé ce type

d’interaction par le “Drafting, kissing and tumbling rearrangement mechanisms”.

Pour un groupe de spheres, Fortes et al. [76] ont observé que les particules sphériques ont
tendance a s’organiser dans la direction horizontale sur des plans paralleles stables. Le méme

type d’interactions a été observé expérimentalement par Kok [77] et Vélez-Cordero et al. [7]
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pour une paire de bulles d’air sphériques. Kok [77] a été le premier a identifier expérimen-
talement les interactions hydrodynamiques entre deux bulles. Il a étudié les trajectoires de
deux bulles en ascension dans de 'eau filtrée. Il a injecté deux bulles d’air disposées verti-
calement dans un réservoir d’eau stagnante. Ses expériences ont montré que les interactions
hydrodynamiques entre les bulles d’air dépendent de la qualité de I’eau. En effet, dans '’eau
filtrée, les deux bulles s’attirent, pivotent dans la direction transverse, entrent en collision et
coalescent [77]. La durée avant la coalescence dépend de la taille des bulles et de la distance

initiale qui les sépare.

Lorsque Kok [77] a ajouté un surfactant dans l’eau, le comportement des bulles devient tres
semblable aux interactions entre deux spheres solides, observées par Fortes et al. [76]. En
effet, le surfactant limite la probabilité de coalescence entre les bulles, et les fait rebondir
dans la direction transverse. Les observations expérimentales de Kok [77] sont en accord avec

les résultats analytiques de Biesheuvel et Van Wijngaarden [26] et Kok [78].

Vélez-Cordero et al. [7] ont mené des expériences afin de comparer les interactions hydro-
dynamiques d'une paire de bulles dans un fluide newtonien et non-newtonien. Puisque nous
nous intéressons seulement aux écoulements air-eau a bulles, nous ne discuterons que des
interactions entre les bulles dans un écoulement newtonien. Ainsi, ils ont injecté deux bulles
d’air dans un mélange de glycérine et eau dans lequel ils ont ajouté un surfactant afin d’évi-
ter la coalescence. La figure 2.8 montre des images instantanées des trajectoires des deux
bulles dans le mélange [7]. On peut voir que les bulles se comportent de la méme fagon
que des spheres solides. En effet, Vélez-Cordero et al. [7] ont injecté deux bulles d’air ali-
gnées verticalement. Ainsi, les deux bulles se sont rapprochées, entrent en collision, se placent

horizontalement et se repoussent.

Kitagawa et al. [79] ont réalisé des expériences afin d’analyser statistiquement le compor-
tement d’'un nuage de bulles. Les bulles ont été injectées uniformément dans une colonne
d’huile de Silicone. Les analyses statistiques des positions de bulles, réalisées par Kitagawa
et al. [79], ont démontré que les bulles ont tendance a se placer sur des plans horizontaux.
De plus ils ont observé que la vitesse des bulles au niveau de l'injection est parallele a la
verticale. Par contre, loin de la zone d’injection, une composante horizontale apparait due
aux interactions hydrodynamiques entre les bulles. La valeur de cette composante de vitesses

peut atteindre jusqu’a 10% de la valeur de la vitesse verticale.
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Figure 2.8 Trajectoires de deux bulles dans un fluide newtonien. le rayon des bulles est égal
a 2.8 mm, E6 = 0.9 et Re=1.3 [7]. (la figure a été publiée avec la permission de l'auteur
correspondant Roberto Zenit)

Le méme comportement a été discuté par Biesheuvel et Van Wijngaarden [26] qui ont cal-
culé la trajectoire de deux spheres identiques a partir des solutions analytiques d’écoulement
potentiel. Ils ont observé trois types de comportements en fonction de 'orientation relative
des spheres 6. On note, respectivement, par 6§ = 0° et 6 = 90°, lorsque les bulles sont ho-
rizontalement cote a cote et lorsqu’elles sont alignées verticalement. Pour les faibles 6, les
deux bulles se repoussent. Lorsque 6 augmente (environ 30°), la position relative des deux
bulles oscille et les bulles finissent par se repousser. Pour ¢ autour de 31°, la position relative
des deux bulles oscille et les bulles finissent par s’attirer. Pour un plus grand 6, la position
relative diminue, ainsi les bulles sont attirées I'une vers I'autre. Kok [78] est arrivé a la méme
conclusion a partir de la solution analytique de ’écoulement potentiel. Il a observé les trois
types d’interaction hydrodynamique entre deux bulles de gaz en ascension dans un liquide
pur. L’angle de transition entre les trois types d’interactions dépend de la taille des bulles,
de la distance initiale qui les sépare et du nombre de Reynolds. Les résultats analytiques de

Kok [78] ont été validés par ses observations expérimentales [77]. Wenyuan et Hiaohong [80]
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ont aussi abouti a la méme constatation par I'utilisation de la méthode de volume de fluide

(volume of fluid VOF) afin d’analyser les interactions de bulles en ascension cote a cote.

2.8 Conclusion

A partir des études modélisant la masse ajoutée pour un groupe de bulles en description
lagrangienne, présentées a la section 2.6, nous avons conclu que la masse ajoutée dépend de
la distribution spatiale des bulles. D'une part, lorsque deux bulles accélérant cote a cote,
leurs masses ajoutées augmentent lorsqu’elles s’approchent 1'une de l'autre. D’autre part,
lorsqu’elles accélerent selon la direction parallele a leur axe central, leurs masses ajoutées
diminuent. Cependant, I'effet hydrodynamique de la variation de la masse ajoutée sur la dy-
namique du nuage de bulles a été tres peu étudié.

Les observations expérimentales, présentées a la section 2.7, nous indiquent que les inter-
actions hydrodynamiques entre les bulles varient entre attraction et répulsion selon leurs
arrangements. En effet, a partir d’'une analyse énergétique, Kok [77] a expliqué la répulsion
et 'attraction, observées dans ses expériences, par la dépendance des composantes du tenseur
d’inertie au mouvement relatif. Cela est particulierement vrai pour les particules légeres et
les bulles, car la majeure partie de I'inertie du systeéme réside dans le fluide porteur entrainé
par leurs mouvements.

Dans cette perspective, nous avons consacré les deux prochains chapitres a 'investigation de
l'effet de la variation de la masse ajoutée sur la dynamique d’un nuage. A ce propos, il a été
démontré que la variation de la masse d'un systeme affecte la dynamique de son mouvement.
En effet, Meshchersky [29] était le premier a analyser I'influence de la variation de la masse
sur le mouvement d’un systeme et a proposé une modification de la deuxiéme loi de Newton
afin d’inclure cet effet dans les équations du mouvements. L’application la plus populaire d’un
tel effet est connue par I’équation de Tsiolkovsky [81] qui constitue 1’équation fondamentale
de l'astronautique. Cette équation décrit la variation du mouvement d’un astronef suite a la
variation de sa masse, qui est due a la quantité de gaz expulsés lors de sa propulsion. L’effet
Meshchersky a été aussi appliqué dans 'étude des mouvements d’objets célestes ainsi que
pour les interactions entre les astres et les galaxies. Mineur [82] a développé 1’équation du
mouvement d’une masse variable dans un champ de gravitation quelconque. Il en a démontré
que la variation de la masse du Soleil induit des perturbations dans les mouvements plané-
taires. Burcev [83] a généralisé les équations de Meshchersky dans le cadre de la relativité
générale d’Einstein.

En dépit du fait que la mécanique des systémes a masses variables a été utilisée dans plu-
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sieurs applications industrielles et pour expliquer la physique de phénomeénes naturels divers,
I’analyse de son effet et sa modélisation pour la dynamique de nuages de bulles représentent
une innovation dans I’étude des écoulements diphasiques dispersés.

Ensuite, a partir des études sur la masse ajoutée d’'un nuage de bulles en description eulé-
rienne, présentées a la section 2.6.2, nous avons constaté que les modeles de la littérature
considérent seulement l'effet du taux de vide. Cette variable permet de tenir compte de 'ef-
fet de la présence des bulles. Cependant, il ne représente pas adéquatement 'effet de leurs
distributions spatiales. Par conséquent, il n’y a pas accord dans la littérature sur l'effet du
taux de vide sur la masse ajoutée.

Dans cette optique, nous avons analysé 'effet du taux de vide et de son gradient sur la masse
ajoutée pour plusieurs configurations de bulles. En effet, a notre connaissance, aucune étude
ne s’est penchée sur I'analyse de I'influence de la variation du gradient de taux de vide sur la
masse ajoutée. Ensuite, nous proposerons un nouveau modele de la masse ajoutée en descrip-
tion eulérienne. Cette corrélation permet de mieux tenir compte de I'effet de la distribution
spatiale des bulles sur la masse ajoutée et servira plus tard a une meilleure modélisation de

leffet de sa variation sur la dynamique du nuage.
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CHAPITRE 3 LES EFFETS DE LA FLUCTUATION DE MASSE
AJOUTEE SUR LA DISPERSION DE NUAGES DE BULLES

Dans le premier chapitre, nous avons évoqué la question concernant la physique de la disper-
sion diphasique qui n’est toujours pas completement développée. Plusieurs études ont analysé
la variation de la masse ajoutée d’une bulle en présence d’autres bulles [11,16-18,72]. Ils ont
affirmé que la masse ajoutée varie selon leurs distributions spatiales, ainsi que leurs accélé-
rations. Leurs constatations nous ont menés a nous questionner a propos de 'effet de cette
variation sur la dynamique des nuages de bulles, sujet qui n’a pas été évoqué auparavant.
Ainsi, nous avons relevé deux questions suivantes :
— Est-il possible de traiter la variation de la masse ajoutée d’'une bulle dans un nuage
comme étant un systeme a masse variable 7

— Quel effet pourrait avoir la variation de la masse ajoutée sur la dynamique du nuage
de bulles?

Dans cette perspective, ce chapitre présente une analyse théorique de 'effet de la variation
de la masse ajoutée sur la dynamique du nuage de petites bulles. Notre approche s’appuie sur
la théorie des écoulements potentiels, qu’on appelle aussi la théorie des fluides parfaits. Cette
approximation consiste a négliger 'effet de la viscosité du fluide. Cette approche est souvent
utilisé dans la modélisation de la masse ajoutée. En effet, Moore [84] a montré que ’écoule-
ment a la surface d’une bulle d’air sphérique est proche d'un comportement non-visqueux.
Par conséquent, il peut étre décrit par un écoulement potentiel. De plus, Biesheuvel et Van
Wijngaarden [26] et Kumaran et Koch [27] ont utilisé cette approche dans la modélisation
de la masse ajoutée et leurs résultats sont proches des mesures expérimentales. En outre,
Fackrell [28] a mesuré expérimentalement la masse ajoutée pour des spheres solides, de dif-
férentes tailles, en mouvement dans un fluide réel. Ses résultats expérimentaux ont aussi
montré que les valeurs mesurées de la masse ajoutée sont tres proches de la solution théo-

rique calculée a partir de 'approximation d’écoulement potentiel.

Dans cette section, nous développons la force qui quantifie I’effet de la variation de la masse
ajoutée sur l'interaction hydrodynamique entre les bulles. Nous I'appelons force de Mesh-
chersky, du nom du scientifique qui ’a définitivement mise en évidence [29]. Ainsi, la variation
de la masse ajoutée conduit a considérer le mouvement d’une bulle dans un nuage comme un

systeme a masse variable.
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La force de Meshchersky est souvent reliée au changement du mouvement d’un systeme suite
a la variation temporelle de sa masse propre. L’originalité de ce travail consiste, tout d’abord,
a démontrer analytiquement 'existence d’un effet Meshchersky pour une bulle dans un nuage.
Cet effet ne découle pas de la variation de la masse propre de la bulle, mais de la fluctuation
de sa masse ajoutée induite par la présence des bulles voisines et de leurs mouvements relatifs.
En vue d’évaluer le role de la force de Meshchersky sur la dynamique d’un nuage de bulles,
nous avons résolu les équations de mouvement de différents arrangements de bulle. Enfin, nous
avons conclu ce chapitre par une discussion sur les résultats obtenus ainsi qu'une comparaison

avec des observations expérimentales de la littérature.

3.1 Le développement théorique de la force de Meshchersky

Dans cette section, nous allons présenter notre démarche théorique qui nous a permis d’abou-
tir a la modélisation de la force de Meshchersky pour des nuages de petites bulles. Les hypo-

theses principales de notre développement sont les suivantes :

i) Nous avons considéré que I'approximation d’écoulement potentiel est appropriée pour
déterminer la force de Meshchersky.

ii) L’écoulement du fluide autour des bulles est incompressible.

iii) Nous avons traité les petites bulles comme des sphéres rigides en translation. Cette
approximation n’est valide que pour des bulles d’air de petite taille. En effet, la forme
d’une bulle d’air dans ’eau demeure sphérique lorsque son diameétre équivalent est

inférieur & 2 mm [85].

L’approximation d’écoulement potentiel nous permet d’aborder le fluide autour des bulles
comme non-visqueux, incompressible et irrotationnel. Par conséquent, lorsque 1’écoulement
est irrotationnel, la vitesse du liquide ﬁg autour d’un nuage de N, bulles rigides et sphériques

s’écrit a partir d'une fonction scalaire ®, qu’on appelle une fonction potentielle, comme suit :

U, =V (3.1)

Nous avons extrait la force qui agit sur une bulle quelconque k, considérée comme référence

du systeme, a partir de I'intégrale de la pression P sur sa surface :

ﬁk totale — — s Pdgk: (32)
k
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ou S est la surface de la bulle k et dgk désigne le vecteur élément de surface normal a la

surface de la sphere.

La pression P est déduite a partir de la formule de Bernoulli instationnaire :

DO - 1 -
P =—ppr + UV® = Splf = prg? (3.3)

ol py est la masse volumique de la phase liquide, g est 'accélération de la pesanteur et z est
I’altitude.

Le premier terme de I’équation (3.3) présente 'effet instationnaire de la fonction potentielle.
Le deuxiéme terme a été interprété par Kumaran et al. [27]. Il représente une compensa-
tion du mouvement du systéme de coordonnées sphériques avec la bulle. Le troisieme terme
définit la pression dynamique et le dernier terme indique l'effet de la gravité. L’hypothese
d’écoulement potentiel implique que le fluide est non-visqueux. Ainsi, nous avons négligé,

Ieffet des contraintes de cisaillement.

La masse ajoutée est un effet instationnaire de I’écoulement, ainsi, nous nous sommes inté-

ressés seulement aux développements du premier terme de I’équation (3.3). Par conséquent,

la force, qui agit sur une bulle de référence k, due au terme instationnaire de la pression, est
donnée par :

F, = —dS 3.4

k= P s. Dt k ( )

La propriété d’incompressibilité (c’est-a-dire p, = constante) de I’écoulement potentiel permet

de réecrire ’équation de conservation de la masse come suit :
V-U,=0 (3.5)

Ainsi, a partir des équations (3.1) et (3.5), on en déduit que la fonction potentielle est une

solution de I’équation de Laplace :

Ve =0 (3.6)

Par conséquent, étant donné la linéarité de cette équation, Batchelor [55] a exprimé le po-

tentiel de vitesse, autour d’une sphere rigide en translation, comme suit :
& =g U (3.7)

ot U est la vitesse de translation de la sphére et J(Z) est une fonction vectorielle indépen-
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dante de la vitesse U , qui ne dépend que de la position Z de la bulle. Le choix de la fonction
P(Z) doit respecter la condition de non-pénétration, c’est-a-dire que le fluide ne peut pas tra-

verser la paroi de la bulle. Ainsi, la composante de vitesse normale a la paroi doit étre nulle,

soit Frovie = 0, ot zy est une coordonnée dans une direction normale & la paroi de la bulle [86].
TN

L’équation (3.7) généralisée pour un nuage de N, bulles est donnée par [18] :
N, _
O = Z D+ Ty (3.8)
n=1

N N, s . . , — oy
ou Y.t désigne la sommation sur toutes les bulles dans 1’écoulement, ¥, est la position de la

bulle d’indice n, Z, = U, = ZIn est 1a vitesse de la bulle d’indice n. Dans I'équation (3.8),
la fonction @, doit respecter la condition de non-pénétration du liquide au niveau des parois
de toutes les bulles dans 1’écoulement. Ainsi, ,, est une fonction des positions ,, de toutes
les bulles, avec n € [1, N,).

Nous remplagons cette derniére expression de la fonction scalaire ® dans 1’équation (3.4) de

la force qui agit sur la bulle k. Ainsi :

N,, D gpn 7)) L

knl

Cette derniere peut étre réécrite sous la forme d’'une somme de deux termes ﬁk( n et ﬁk( I

comme suit :

D@y o\ =
(5’; xn> dS, (3.10)

szpe/knzl< ‘Dt>DSk+P6/ Z

Sk =1

ﬁk([) ﬁk([[)

Dans les deux prochaines sections, nous expliciterons les deux forces ﬁk([) et ﬁk(n) afin de

déterminer leurs significations physiques.

3.1.1 Le développement de la force de masse ajoutée

Le premier terme Fk de I’équation (3.10) est proportionnel a l'accélération de la bulle &
et celles des bulles voisines. De ce fait, cette force définie la force de la masse ajoutée due a

I’'accélération de la bulle £ ainsi que la force de la masse ajoutée induite par l'accélération
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des bulles voisines :

Nb . —
Firy = Fmy, = pe Z[S (& - &n) dSy (3.11)
n=1""k
Nous avons appliqué 'identité du produit dyadique suivante, pour trois vecteurs quelconques
u, U et w:
(U-0)wW =1u- (U ® W) (3.12)
avec ® l'opérateur de produit dyadique défini & ’annexe A. Suite aux propriétés de commu-

tativité du produit scalaire, ’équation (3.11) est réécrite sous la forme suivante :

Nb . —
Fo=p </ 3.3, ®dSk> (3.13)
n=1 Sk
Comme l'accélération de la bulle s’applique a son centre de masse et non pas sur sa surface,

I'équation (3.11) s’exprime comme suit :
— Nb . —
n=1 k
Soit C:nk le tenseur défini par :

Cok = B © dS), (3.15)

dral Js,

L’indice nk réfere au fait que C,;. est le tenseur de masse ajoutée calculé a la surface de la

bulle k&, proportionnelle a I'accélération Z, de la n®™ bulle.

Comme nous ’avons mentionné en tout début de ce chapitre, on pose 'hypothese que les
bulles dans le nuage sont indéformables et en mouvement de translation. Ainsi, la fonction
J, est définie par un vecteur a 3 dimensions qui est une fonction des positions de toutes les
bulles dans le nuage (c.-a-d. @, (%1, 2, ..., Tk, ...Tn, ...Tn,) ). Par conséquent, le tenseur de la
masse ajoutée C':nk est défini par une matrice de dimension 3 x 3 qui ne dépend que de la
distribution spatiale des bulles.

En incluant le tenseur Chy (3.15) dans équation (3.14), la force de masse ajoutée s’écrit
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comme suit :

= 47Ta3 Ny ——
Fop = —pr—2>" Crp - (3.16)
3 n=1
Arad _ - Arad _ _ drad No
= — pe gak 0.5 | - Zr —pe gak Chi — 0.51 | - T —py Ukl Z Coi - T
n;ék:
termel terme2 termed

(3.17)

ol le tenseur I est le tenseur unitaire représenté par une matrice (3 x 3) définie comme suit :

(3.18)

~ll

I
o O =
o = O
_ o O

— Le premier terme de I’équation (3.17) est équivalent & la force de la masse ajoutée
pour une bulle isolée [55].

— Le deuxieme terme de ’équation (3.17) est la composante de la force de masse ajoutée
proportionnelle a ’accélération de la bulle k, générée par la présence des bulles voisines.

— Le troisiéme terme de 1’équation (3.17) représente la composante de la force de masse

ajoutée induite par la présence des bulles voisines, proportionnelle & leurs accélérations.

Afin de mieux illustrer ces trois composantes, imaginons un cas purement hypothétique d’une
bulle isolée de référence qui accélere dans un écoulement liquide. En absence d’autres bulles,
la force de la masse ajoutée qui agit sur cette bulle est égale au premier terme de I'équa-
tion (3.17). Ensuite, cette bulle rencontre un groupe de bulles qui ne bougent pas (une
hypothese théorique considéré a titre d'un exercice de pensé) ou qui suivent un mouvement
rectiligne uniforme (leurs accélérations sont nulles). Ainsi, la présence de ces bulles perturbe
le fluide autour de la bulle de référence. Ceci induit un terme supplémentaire a la force de
masse ajoutée décrit par la deuxieme composante. C’est-a-dire, le terme 2 de I’équation (3.17)
résulte de 'accélération de la bulle de référence et de la distribution spatiale des autres bulles.
Finalement, si les bulles voisines accélerent, ceci produit une masse ajoutée additionnelle dé-
crite par le terme 3. Cette derniere dépend de la distribution spatiale des bulles et de leurs

accélérations.
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3.1.2 Le développement de la force de Meshchersky

La deuxieme composante F, k(11), de 'équation (3.10), résulte de la dépendance de la fonction

vectorielle ¢, par rapport a la distribution spatiale des bulles :

Fk(H —Pé/ Z(
Sk =1

Comme nous avons considéré des bulles de surfaces indéformables, les limites de I'intégrale sur

: fn> Sy (3.19)

la surface de la bulle sont indépendantes du temps et de I’espace. Ainsi, I'identité présentée

par 'équation (3.12) mene a exprimer la force (3.19) comme suit :

. No D, .
I = Ty, - " ®dS 3.20
k(I1) Penz::lfﬂ ( s. DI & k> ( )
On peut réécrire la force ﬁk( 1y de la facon suivante :
_ No o D - Ny D -
Fan=pY i | [ 5 (fnedS ]— *n(/ 5, dS) 3.21
k(1) pen;x [Sk D (0 ® dS) pen;x 5, P ® 15 (3.21)

Or, comme on traite des bulles indéformables, le deuxieme terme de cette équation est nul.
De plus, en appliquant la regle d’intégration de Leibniz présentée a ’annexe A, comme les
bornes d’intégration sont indépendantes du temps et de I’espace, I’équation (3.21) se réécrit

de la fagon suivante :
Ny

— . D —
Fopp = 7 [/ 3. ®dS ] 3.99
k(I1) Pénz::ll" Dt Js, (90 ® k) (3.22)
A partir de la définition du tenseur de la masse ajoutée C:nk, donné par 'équation (3.15),

cette derniere équation se réécrit comme suit :

—, 47ra3 No o Chk
Frin = —pe Z

(3.23)

Par conséquence, la force B k(11) résulte de la variation de la masse ajoutée de la bulle £ induite
par la présence d’autres bulles dans le nuage. Ainsi, cette force définit I'effet Meshchersky

F My, que subit la k¢ bulle et qui se réécrit comme suit :

— — 47Ta N DC ;,
Fyun = Fu, = £ Z T (3.24)
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A partir de 'équation (3.15) ainsi que la définition de la fonction potentiel &, le tenseur
de masse ajoutée C),; dépendant seulement des positions de toutes les bulles dans 1’écoule-
ment. Par conséquent, la régle de la dérivation en chaine nous permet d’exprimer la dérivée

temporelle du tenseur de la masse ajoutée de la maniere suivante :

Dan No 3 9C .

=22

o (3.25)

- . , .
ou -2, est une sommation sur toutes les bulles de I’écoulement et Z?Zl est la sommation des
composantes des vecteurs dans les trois directions du repere orthonormé (€, é,,€3). Ainsi,

I’équation (3.24) se réécrit comme suit :

- 47m3 No Mo 3 8an ,

Fy, = Z Z Z D “Tpi (3.26)
n=1p=1i=1 Pl

Ainsi, comme l'indique cette derniere équation, la force de Meshchersky, pour une bulle dans

un nuage, est une conséquence de la variation spatiale de la masse ajoutée, induite par la

présence des bulles voisines.

En conclusion, a partir de la théorie des écoulements potentiels, nous avons déduit la force
exercée par le fluide sur la particule générée par la partie instationnaire de la pression. Cette
approche nous a permis d’exprimer 'effet de la présence des bulles sur la masse ajoutée. Ainsi,
pour une bulle dans un nuage, deux composantes s’ajoutent sur I’expression, bien connue, de
la masse ajoutée pour une bulle isolée. La premiére composante définit I'effet, proportionnel
a l'accélération propre de la bulle, de la présence des bulles voisine sur sa masse ajoutée. La
seconde composante définit la force de la masse ajoutée induite par la présence des autres
bulles dans 1’écoulement, proportionnelle a leurs accélérations. De plus, nous avons constaté
que le tenseur de la masse ajoutée pour une bulle dans un nuage, est défini par une matrice de
dimension 3 x 3 et qui varie en fonction de la distribution spatiale des bulles. Cette fluctuation
de la masse ajoutée produit une interaction hydrodynamique de type Meshchersky [29].

En général, la force de Meshchersky [29] est souvent définie comme la rétroaction de la varia-
tion temporelle de la masse d'un systéme sur son mouvement. Elle est utilisée dans plusieurs
domaines d’étude tels que la description de la dynamique des fusées [87] et des objets cé-
lestes [81], l'analyse des interactions entre les galaxies [82], le cadre de la relativité générale
d’Einstein [83] et la description du mouvement de certaines créatures marines [88].
Cependant, dans cette étude purement analytique, nous avons démontré que pour une bulle

dans un nuage, 'effet Meshchersky est généré par la variation spatiale de la masse ajoutée
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produite par la présence des autres bulles. L’effet de la variation de la masse ajoutée sur
I'’hydrodynamique d’une paire de bulles a été évoqué par Milne et Thomson [17] et Biesheu-
vel et Van Wijngaarden [26]. Toutefois, la quantification et le développement de I’expression
explicite de D'effet Meshchersky représentent une innovation dans I’analyse de la physique
des nuages de bulles. Par conséquent, dans la modélisation des écoulements diphasiques a
petites bulles, le fait d’inclure la variation de la masse ajoutée, nous permet de traiter les
bulles comme étant un systeme a masse variable. Ainsi, prendre en compte la force de Mesh-
chersky, donnée par I’équation (3.26), dans les équations de mouvement des bulles, permet
une meilleure représentation de la physique qui régit les interactions hydrodynamiques entre

les bulles dans un nuage.

3.1.3 L’analyse théorique de ’effet de la force de Meshchersky

A partir des observations dans la littérature sur le comportement de la masse ajoutée, nous al-
lons discuter des effets possibles de la force de Meshchersky sur I'interaction hydrodynamique
pour le cas de deux bulles. Afin de différencier les deux bulles, nous avons utilisé les indices 1
et 2. Le premier cas consiste a considérer que la bulle 1 est en mouvement vers la bulle 2, qui
est au repos, sans présence de forces extérieures. Dans un tel scénario, Milne-Thomson [17]
affirme que la masse ajoutée de la bulle 1 accroit en se rapprochant de la bulle 2. A partir

de I’équation de Meshchersky, lorsque la bulle 2 est au repos, on a :

Arad DChy
3 Dt

Fur, = —py -1 (3.27)
Afin de simplifier cet analyse, nous allons considérer la forme courante de la masse ajoutée
dont le tenseur C}y est défini par par une matrice diagonale de composantes égales (Cjy =
Cy2I). Ainsi, la force de Meshchersky s’écrit, :

47 CL%:DCH

I

ﬁM1 = —pe

Ou (s est le coefficient de la masse ajoutée de la bulle 1, induit par la présence de la bulle 2.

C’12

Par conséquent, lorsque la masse ajoutée accroit, le signe du facteur est positif (> 0),
la force de Meshersky agit dans la direction inverse du mouvement de la bulle 1.

Ceci peut étre expliqué par une simple analyse énergétique. En effet, la masse ajoutée résulte
de I'énergie cinétique dans le liquide due au mouvement des bulles. Par conséquent, si une

bulle se déplace vers une autre bulle, sans I'existence de forces extérieures, ’énergie totale
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du systeme doit demeurer constante. Ainsi, lorsque la masse ajoutée de la bulle augmente,
sa vitesse doit diminuer. La force de Meshchersky agit ainsi comme une force répulsive afin
de conserver 1'énergie.

Le deuxiéme cas analysé, illustré a la figure 3.1, est basé sur les observations de Simcik et
al. [72] a partir des simulations numériques directes de I’écoulement autour de deux bulles
qui accélerent dans la direction verticale. Leurs résultats numériques ont montré que la va-
riation de la masse ajoutée ne dépend pas seulement de la distance qui sépare les bulles, mais
aussi de leur orientation par rapport a ’accélération. L’axe central, de deux bulles, est défini
par la ligne qui traverse leurs centres de masse. Ainsi, dans la figure 3.1, 'angle 0 présente
I'orientation de I'accélération par rapport a ’axe central. Selon Simcik et al. [72], pour § = 0°,
lorsque la distance entre les bulles diminue, leur masse ajoutée augmente. On s’attend ainsi a

un effet répulsif de la force de Meshchersky. Pour § = 90°, la masse ajoutée des bulles décroit
Chz

Dt

lorsque les bulles se rapprochent. Dans cette situation le signe du facteur serait négatif
et la force de Meshchersky serait attractif.

Pour un angle 6 quelconque, lorsque la distance entre les bulles décroit, la masse ajoutée varie
de la valeur limite verticale (6 = 90°) vers la valeur limite horizontale (6 = 0°) en passant
par un angle critique 8 = 30° pour lequel le coefficient de la masse ajoutée Co = 0.5. Cette
derniere valeur définit la valeur du coefficient de la masse ajoutée pour une bulle isolée. Dans
une telle situation, on s’attend ainsi a ce que lorsque 6 < 30°, l'effet répulsif de la force de
Meshchersky soit dominant et pour 6 > 30°, c¢’est I'effet attractif qui 'emporte. De plus, pour
6 = 30°, il y aura probablement des fluctuations entre les deux types d’interaction.

On conclut que la variation de la masse ajoutée est une fonction qui dépend de la distance
qui sépare les bulles ainsi que de leur orientation par rapport a leurs accélérations. Par consé-
quent, en fonction de la distribution des bulles, la force de Meshchersky peut jouer le role
soit d'une force répulsive soit d'une force attractive.

Dans la section suivante, nous avons développé un modele lagrangien qui résout les équa-
tions de mouvement d’un groupe de bulle. Ce modele permettra d’évaluer numériquement la
contribution de la force de Meshchersky dans les interactions hydrodynamiques d’une paire
de bulles, ainsi que son réle sur la dynamique d’un nuage.

Au chapitre suivant, nous allons définir la force de Meshchersky en description eulérienne et
nous allons I'intégrer dans un modele Euler-Euler afin d’évaluer son effet sur la dispersion de

I’écoulement a bulles.
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Figure 3.1 Systémes de coordonnées pour les deux bulles sphériques.

3.2 L’analyse numérique de leffet de la force de Meshchersky

Nous avons développé un modele lagrangien afin d’analyser I'effet de la force de Meshchersky
sur la dynamique d’un nuage de bulles. En effet, dans la modélisation lagrangienne, on suit
le mouvement de chacune des bulles dans 1’écoulement. Par conséquent, nous disposons de
I'information de la distribution spatiale du nuage a chaque instant. Cette information est
nécessaire afin de modéliser adéquatement les effets générés par la force de Meshchersky sur
le nuage.

Ainsi, nous avons résolu les équations de mouvement des bulles décrites dans la section 2.4.1.
Nous avons considéré que le seul couplage entre ’écoulement liquide et les bulles est a tra-
vers les forces d’interactions hydrodynamiques. En effet, d’'une maniere générale, les forces
qui agissent sur une bulle en translation dans un fluide continu sont données par 'équa-
tion (2.53). Cependant, dans notre analyse, nous avons traité des bulles dans un milieu

infini. Par conséquent, nous n’avons pas considéré 'effet de la paroi sur le mouvement.

De plus, I'objectif de cette étude est d’évaluer I'influence de la variation de la masse ajoutée
a travers la force de Meshchersky. De ce fait, nous avons ajouté la force de Meshchersky
Fyr dans I’équation de mouvement des bulles. En outre, les études numériques de Zhang et
al. [47] ont montré que le modele de turbulence et la force de portance influencent la dispersion
transversale de nuages de bulles. Comme notre objectif est d’isoler la contribution de la force
de Meshchersky sur la dispersion diphasique, nous allons considérer que I’écoulement est

laminaire et nous avons négligé 'effet de la force de portance. Par conséquent, I’équation de
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mouvement des bulles décrites par I’équation (2.52) devient :
ZﬁZﬁf—f—ﬁD—Fﬁm—FﬁM (329)

Pour le calcul de la force de masse ajoutée, nous avons considéré la forme de la force de masse
ajoutée développée dans I’équation (3.17). Les choix des modeles utilisés pour le calcul des

forces de masse ajoutée et de la trainée seront présentés, respectivement, aux sections (3.2.1)
et (3.2.3).

3.2.1 Le choix du modele de la force de la masse ajoutée

En description lagrangienne, le coefficient de la masse ajoutée est généralement considéré égal
a 0.5. Cependant, I'effet de la variation de la masse ajoutée due a la présence de bulles voi-
sines est souvent négligé. Dans Zoghlami et al. [25], nous avons évalué le role de la variation
de masse ajoutée sur ’hydrodynamique des bulles et I'importance d’inclure ce mécanisme
afin d’améliorer la physique des résultats numériques.

Les trois modeles énoncés dans la section 2.6 considerent 'effet, sur la masse ajoutée, de la
distribution spatiale des bulles dans le nuage. Il est ainsi possible de les utiliser afin d’évaluer
effet du premier terme de I’équation (3.26) de la force de Meshchersky. Le modele de Béguin
et al. [18] tient compte de 'effet induit, proportionnel a I'accélération de bulles voisines. Cet
effet n’a pas été considéré dans les corrélations de Van Wijngaarden [11] et Simcik et al. [72].
Ainsi, le modele de Béguin et al. [18], nous permet d’avoir une représentation plus complete

pour évaluer l'effet de la force de Meshchersky que nous avons développé dans la section (3.1).

3.2.2 Le développement du tenseur de la masse ajoutée

Le modele de Béguin et al. [18], décrit par I’équation (2.86), représente une approximation
de la force de masse ajoutée développée précédemment dans ’équation (3.17). En effet, pour
inclure l'effet de la présence de bulles sur la masse ajoutée, Béguin et al. [18] ont posé
I’hypothese que cet effet est égal a la somme des masses ajoutées induites par paire de bulles.
Afin de calculer la force de Meshchersky, nous devons, tous d’abord, construire le tenseur de la
masse ajoutée Cour, & partir des coefficients de la corrélation (2.86). Ainsi, nous avons élaboré

I'équation (2.86), afin de I’exprimer sous une forme équivalente a la forme de 1’équation (3.17).

En d’autres termes, nous devons déterminer les composantes des tenseurs C,; et Cp
ks Cnkying €6 Cn de la corrélation (2.86).

Pour y parvenir, nous avons noté par ¢ et j = 1,2, 3 les indices respectifs aux trois directions

ind en

fonction des coefficients C, , C, k) jina?
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du repére orthonormé (€, €s,€3). Le composante de la force de masse ajoutée, suivant la
direction €}, s’exprime ainsi comme suit :

- Aras . No 3 . Ny 3 .
(Fm )l =P 0.5 (fk)l + Zl Zl (an)ij : (fk)j + Zl Zl (anind)ij : (f”)] (3.30)
ntk? nak’

n#k

Ou (an) _est la composante du tenseur (an) (1,7 =1,2,3) et (fk) _est la composante du
ij
vecteur accélération de la bulle k£ dans la direction €j.

Dans I’équation (2.87), a partir de la définition du produit scalaire entre deux vecteurs on a :

kaH COS On Ny,

= (% - Nin) New (3.31)
et,

La définition des vecteurs N ks T, rn €t angle ay,, ont été illustrés précédemment a la figure 2.5.

De cette maniere, I’équation (2.87) se réécrit comme suit :

fin = (Onkl - %) T — (fk : Nkn) Nin| + (an// - %) [(fk : Nkn) Nkn}

= (Cor, — %) |3 — <fk . 7::”> Tin | (Cury, — 1) ka . m) ﬁm] (3.33)

Tkn Tkn

ol 7, est le vecteur position relative entre les bulles k& et n donné par 7, = T —Zn = TnNen-
Ainsi, la composante ¢ du vecteur f,, s’écrit :

Y
(Fin), = [C"'“ =3+ (G = G (?;)i] ()

L Tk i (3.34)
(Tkn); (Tkn)i | /2
+ [Zzii (an// — anJ_) Tk ;l%nrk ] (l’k)j

Nous avons suivi le méme processus afin d’exprimer la composante ¢ du terme f,;,_, donnée
par I’équation (2.88) de cette maniere :

SN2
(ﬁzk im)@, = [(an//ind — anlind) (Tok); (5 )Z

2 nj.
Tkn

I (3.35)
- [Z?#l (an//ind - Cnlumd) TTLk)g(T"k)z] (fn)]
Ve

2
Tkn
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A partir de 'équation (3.34), les composantes du tenseur [ s’expriment selon la forme

suivante :

—

(Con)ij = (Cky) — Co, )~ (3.37)
Tkn
A partir de I'équation (3.35), les composantes du tenseur C,, | s’expriment ainsi :
— (Pk);
(Onkind)ii - (Cn/uind - an//md) r2 (3'38)
kn
(Fnk> j (Fnk)z‘
(anind)ij = (Cn/ﬁmd - an//ind) ;.2 (339>
kn

Ensuite, grace a 'hypothese considérant que les tenseurs de masse ajoutée C,; et de masse

ajoutée induite Cy, , ne dépendent que de la position des bulles n et k, I'équation (3.25)

devient :
DCy S (0C. . OC. .
Dt ]z:; (311%3' S nj ’ ( )
Di ; ( 8xkj Ty + axnj Tnj ( )

Par conséquent, la force de Meshchersky donnée par 1’équation (3.26) est calculée comme

suit :

- drad Do B[ 0C, oC,
Fy, Pt DY £y S | 2
3 n;]lc j=1 9 kj 7 nj
" S 3.42
. 47Taz %b: 23: 8C’nkmd 8anmd 0 f ( )
P 3 n;}cj:1 axkj kj P i nj n

Dans I’équation précédente, ijl désigne la sommation des composantes des vecteurs, dans

les trois directions (€7, €, €3).

Afin de déterminer les limites de validité de I’hypothese de considérer I'effet de la présence

des bulles sur la masse ajoutée comme la somme des effets induits par paire de bulles, nous
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avons comparé le calcul de la masse ajoutée obtenu par 1'équation (3.30) et par un calcul
direct. Ce dernier consiste a résoudre 1’écoulement potentiel autour des bulles par la mé-
thode décrite dans la section 5.1. Les figures 3.2 et 3.3 illustrent les valeurs des coefficients de
masse ajoutée dans la direction de 'accélération de la bulle noire, en fonction de la distance
de séparation entre les bulles. Pour un petit nombre de bulles, la figure 3.3 nous indique que
les résultats obtenus par les deux méthodes sont tres proches. Par contre, en analysant un
nombre de bulles plus grand, comme le montre la figure 3.2 pour une distribution hexagonale,
la corrélation (3.30) surestime les valeurs de la masse ajoutée par rapport au calcul direct.
En effet, lorsqu’on traite les interactions des bulles par paires, cela revient a négliger les effets
des bulles intermédiaires. Or en réalité, I'existence de ces derniéres présente un obstacle et
réduit les interactions entre la paire de bulles. Par conséquent, le fait de les négliger revient

a une surestimation des interactions entre les paires de bulles.

0.8 ;
g Calcul numeérique
- @ = Béguin et al_ {2016)
0.75r @
i
3 14
0.7 ¢ ll 12 . .. .. .
i

o O
£ 065! |‘. " e .. .. ..
|

0.6¢

0.55

0.5

=7
=

Figure 3.2 La comparaison des coefficients de masse ajoutée obtenus par I’équation (3.30) et
le calcul direct par la résolution de I’écoulement potentiel autour de 27 bulles de rayon a = 1
mm, distribuées selon une configuration hexagonale.
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Figure 3.3 La comparaison des coefficients de masse ajoutée obtenus par I’équation (3.30) et
le calcul direct par la résolution de I’écoulement potentiel autour de 7 bulles de rayon a = 1
mm, placées selon (a) I'horizontal (b) la vertical.
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3.2.3 Le choix du modéle de la force de trainée

Dans la littérature, il existe des corrélations qui permettent de prendre en compte l'effet des
bulles sur le coefficient de trainée [21,66-71]. Cependant, I'objectif de cette étude est d’évaluer
I'effet de la force de Meshchersky sur la dynamique du nuage et non pas de reproduire des
données expérimentales. Ainsi, dans notre modele, les seules interactions hydrodynamiques
permises entre les bulles sont celles de la force de la masse ajoutée et la force de Meshchersky:.
Par conséquent, pour le calcul du coefficient de trainée, nous avons choisi 'utilisation d’une
corrélation développée pour une bulle isolée qui ne considere pas l'effet des bulles voisines.

Au tableau (3.1), nous avons comparé les valeurs des coefficients calculés par les différents
modeles décrits dans la section 2.5, aux données expérimentales trouvées dans la littérature
par Brown et Lawler [56]. La comparaison entre les corrélations a été établie par le calcul de

I’écart quadratique moyen défini par I'expression suivante :

1 ¥ (Chvatesion = CDs >2
ETT@UT — corrélation expérimental 343
J Npts Z1: ( Cp (3.43)

expérimental

ou Ny est le nombre total de points expérimentaux, Cp est la valeur du coefficient

corrélation

de trainée calculé a partir des corrélations et Cp est la valeur expérimentale du

expérimental

coefficient de trainée.

Tableau 3.1 Corrélations de coefficients de trainée

Corrélations Erreur (%)
Schiller [61] 14.3
Clift et al. [1] 144
Mikhailov et Freire. [63] 15.6
Brown et Lawler [56] 37.5
Cheng [65] 35.8

Les corrélations, qui n’apparaissent pas au tableau (3.1), ont générée des valeurs d’erreurs qui
dépassent les 50%. Les données du tableau (3.1) montrent que la corrélation de Schiller [61]
présente 'erreur la plus petite. De plus a la figure 2.4, on observe que pour une bulle isolée la
corrélation de Schiller [61] permet d’obtenir une bonne description des données expérimen-
tales. Nous avons ainsi choisi d’utiliser cette corrélation pour effectuer nos calculs.

Comme notre objectif est d’analyser la contribution de la force de Meshchersky sur la dis-
persion des bulles, la précision de la corrélation du coefficient de trainée influencera le calcul
de la vitesse d’ascension des bulles, mais n’aura pas d’effet important sur la dispersion des
bulles.
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3.2.4 Le modeéle d’impact entre les bulles

Pour l'interaction directe bulle-bulle, on considére que 'impact est parfaitement élastique [89].
La figure 3.4 montre les parametres du modele d’impact. On définit par z 'axe d’impact et y
I’axe orthogonal. Apres 'impact, la composante de vitesse le long de ’axe y est conservée et
la composante de vitesse le long de 'axe x est calculée a partir des équations de conservation

de la quantité de mouvement et de 1'énergie cinétique. Les vitesses des bulles apres I'impact
— —

U'y et U'y sont données par :

Uly — Uly
Uy, = Usy
/ — 2
UL = (mlm?) U, + <m2) Uss (3.44)
my+ mo mi + Mo
Uém — <m1> U, + <QOl> Usy
my + mo mi + msy

Dans ce qui suit, nous avons considéré des bulles d’air identiques. Par conséquent, les bulles

A . . / /
ont la méme masse my; = my. Ainsi, U, = Uy, et U,, = Uy,.

—_— UZy

\

Ul AY

Avant la collision Apres la collision

Figure 3.4 Impact bulle-bulle.

3.2.5 La méthode de résolution numérique

Pour résoudre les équations de mouvement des bulles (3.29), nous avons utilisé la solution
numérique ode4b de Matlab. Ce dernier est une méthode numérique a pas variable. Elle
utilise la méthode de Dormand-Prince [90] qui est basée sur une implémentation simultanée
de deux méthodes explicites Runge-Kutta de quatrieme et cinquieme ordre. La différence

entre les résultats des deux méthodes est alors considérée comme lerreur de la solution
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du quatrieme ordre. Ainsi, a chaque itération, en comparant les solutions obtenues par les
méthodes Runge-Kutta 4 et 5, on calcule le pas de temps optimal qui permet d’obtenir le taux
de convergence choisi par I'utilisateur a I’entrée du code. Le fait que la méthode Dormand-
Prince [90] ajuste le pas de temps & chaque itération selon la tolérance de controle d’erreur
souhaitée, permet de maximiser la précision et I'efficacité du calcul. De plus, l'efficacité de
cette méthode dans la résolution de plusieurs types de problemes a été vérifiée [91-93]. En
outre, cette méthode a été efficace dans la résolution de plusieurs modeles lagrangiens de
forme similaire a I’équation (3.29) de notre probleme [94-96].

L’équation (3.29) est une équation différentielle non linéaire d’ordre 2. Ainsi, nous l’avons

réécerit sous la forme vectorielle suivante :

Y'(t) = f(Y (1)) (3.45)

avec

Y'(t) = |\ (3.46)




et

—_

— (ﬁfl + ﬁDl + ﬁml + ﬁM1>1

my

—_

—_

My

mnyy

- Nb

E (ﬁfl + ﬁm + ﬁml + FM1)2

o (Fpi+ For+ Fon + Fant),

(ﬁbe + ﬁDNb + ﬁmNb + ﬁMNb)
(ﬁbe + ﬁDl + ﬁmNb + ﬁMNb>2

(ﬁbe + ﬁDNb + ﬁml + ﬁMNb)g
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(3.47)

(3.48)

1
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La notation (Y'); désigne la composante du vecteur Y selon la direction i avec ¢ = 1,2, 3 dans
la base orthonormée (€7, €, €3).
Ensuite, pour construire les méthodes Runge-Kutta, & chaque instant ¢*, on calcul les coeffi-

cients suivants [90] :

ky =hf (1, Y") (3.49)
ky =hf <tk + éh, vk 4 ;/ﬁ) (3.50)
ks =hf <t f:)h vt 4 jokl 4 490k) (3.51)
ku =hf (t 4 ;lh,Y’“ j;lkl ?gl@ 4 ?;fk:g) (3.52)
ks =hf <tk * S Yit 169536712 b 225138670 kot %g?k 3;; k“) (3.53)
ke =hf <t’“ +hYF+ 222; = ?;)5;@ + 4_:5627:)72 3+ 14796144 — 15;60536 5) (3.54)
k; =hf < +h,YE+ ?iikl + 1510103k + 1;2k4 — E;ZI 5 + ;le 6) (3.55)

(3.56)

ol h est le pas de temps et I'exposant k référe a la discrétisation temporelle. Ainsi, Y* est la
valeur du vecteur Y a l'instant ¢*.

Ainsi, & partir de ses coefficients, on construit la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 comme

suit :
35 500 125 2187 11
ykt+l _ yk ( W 1s0,  &alof i1 > ‘
+ 384k1 * 1113]‘73 + 192k4 6784k5 + 84k6 (3.57)
Et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 5 est calculée ainsi :
5179 7571 393 92097 187 1
yhH — yh ( 3 by + 202k, — ks + —' & k:) 3.58
T 57600 T 16605 T 640" ~ 3392007 T 2100 T 10 (3.58)

La méthode Ruge-Kutta 5 est utilisée pour le contréle du pas de temps h ainsi que l'erreur.
On note par Y et Yt les solutions respectives & partir des méthodes Runge-Kutta 4 et
Runge-Kutta 5.

A Dinitiation de la méthode de Dormand-Prince, nous devons préciser le pas de temps initial
et les valeurs de la tolérance de contrdle d’erreur relative Reltol et absolue Abstol. A linstant

t**+1 la condition de convergence est évaluée comme suit :
| Er| < max (RelTol x |Y**!|, AbsTol) (3.59)

ou Er est ’écart relatif entre les solutions de deux itérations successives.
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Tant qu’on n’atteint pas la condition de convergence souhaitée, le pas de temps optimal
Noptimat, POUr 'itération suivante, est calculé en multipliant le pas de temps adaptatif / par

un coefficient s définit comme suit [97] :

tol h )4
5 — (3.60)
<2IY1’§?2% — Yl

Ainsi, nous avons réalisé plusieurs simulations avec des Reltol et des Abstol différents qui
appartiennent a l'intervalle [1071,1071°] et des pas de temps h € [107!,107%]. Nous avons
choisi comme cas de référence, la simulation de deux bulles identiques de rayon ¢ = 1 mm en
ascension libre cote a cote sans vitesse initiale. Les parameétres de la simulation sont présentés
dans le tableau 3.2. Les propriétés de 1’'eau et de l'air décrites sur ce tableau sont utilisées

pour toutes les simulations présentées dans ce chapitre.

Tableau 3.2 Les propriétés physiques caractéristiques de 1’écoulement au temps initial de la
simulation de référence.

Phase | Uy (ms™) a(m) p(kem™®) p(Pas) o (Nm!)
Liquide 0 - 1.0 10° 1.0 1073 7.2 1072
Gaz 0 1.01073 1.2 185107

Nous avons constaté que le choix de pas de temps initial, n’affecte pas la précision des
résultats. Cependant, pour des valeurs de pas de temps initiaux élevés, la durée de simulation
est plus longue parce qu’elle nécessite plus d’itération afin d’aboutir au pas de temps optimal
permettant d’atteindre la condition de convergence. La figure 3.5 est un exemple de 1’évolution
de la durée de la simulation pour Reltol = 1078 et Abstol = 10~%. Ainsi, on constate que les

durées de simulations les plus courtes sont obtenues pour h € [107%,1074].
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Figure 3.5 La durée de calcul en fonction du choix de pas de temps initial pour Reltol = 1078
et Abstol = 1078

La figure 3.6 illustre la variation du temps de calcul en fonction du Abstol et Reltol pour un
pas de temps initial h = 10™* s. Sur cette figure, on observe que le temps de calcul augmente
considérablement lorsque le taux de convergence est inférieur a 1078, Nous avons ensuite
calculé les erreurs RMS entre deux simulations avec des valeurs de tolérances successives

comme suit :

T
RMS = $ 3 (Viaol) — Vi (1))° (3.61)
Pt =0
ou t est le temps, T est la durée totale de la simulation. Les variables V' pour lesquelles
nous avons analysé la précision sont les vitesses U, et les positions verticales z. Ainsi, Vjy2
est le résultat numérique pour la variable V' obtenu a partir du taux de convergence V.,
Vionn est le résultat numérique pour la variable V' obtenu a partir du taux de convergence
Vietn € [1074,107%] avec Viye = 107 'V, et Nt est la dimension du vecteur solution a la
sortie du code.
La figure 3.7 illustre la variation de I’erreur RMS en fonction du taux de convergence. Cette
figure montre que pour une tolérance égale a 1078, les RM S sont de 'ordre de 10~8. Comme
la valeur terminale de la vitesse d’ascension de bulles de rayon 1 mm est de l'ordre de 0.2 m/s,
en 1 s la bulle parcourt une distance &~ 0.2 m. On considere, ainsi, qu’'une précision égale
a 1078 est largement suffisante pour le calcul des trajectoires et des vitesses des bulles tout
en optimisant la durée de calcul. Par conséquent, nous avons utilisé la valeur h = 10™* s

comme valeur initiale de pas de temps, Reltol = 1078 et Abstol = 10~8 comme critére de



convergence dans nos prochaines simulations.
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Figure 3.6 La durée de calcul en fonction de la tolérance de controle d’erreur.

102 ; ; . . ;
—a&—RMS(Uz)
4L
10 —e—RMS(z)
senerrenn Y= X
108 ¢ 1
-8 L il
o 10
z
1070} 1
w2t 1
107} 3
1076 . . . . :
1076 10" 10712 10710 1078 10°8 1074

Figure 3.7 Les RMS en fonction de la tolérance de contrdle d’erreur.
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3.2.6 Les résultats numériques

Afin d’évaluer le role de la force de Meshchersky dans un systéeme contenant un grand nombre
de bulles, nous devons comprendre son effet sur une paire de bulles. Nous résolvons les équa-
tions du mouvement pour deux bulles rigides sphériques identiques en ascension libre dans
de I'eau stagnante. Les forces agissant sur les bulles sont la force de trainée, la force de flot-
tabilité, la force de masse ajoutée et les forces résultantes des interactions hydrodynamiques
bulle-bulle. Ces derniéres contiennent les effets de la force de masse ajoutée induite et la force
de Meshchersky.

a) Vitesse d’ascension terminale d’une bulle

Afin de valider le modele numérique pour la résolution des équations de mouvement des
bulles, nous avons comparé notre solution aux valeurs expérimentales U, ., mesurées par
Talaia [8]. En effet, Talaia [8] a injecté des bulles de différents diametres, a vitesse initiale
nulle, dans une colonne d’eau stagnante a une température égale a 20°C. La vitesse des bulles
a été mesurée par des caméras vidéo rapides. Pour des bulles de rayons égales a 1 mm, les
vitesses terminales mesurées sont situées dans l'intervalle 0.2 + 0.02 m/s.

De plus, nous avons comparé les résultats de notre modele numérique a une solution analy-
tique obtenus pour le cas d’une bulle isolée. En effet, I’équation de mouvement des bulles 3.29
est une équation différentielle non linéaire d’ordre 2. La seule solution analytique possible est
le cas d’une bulle isolée avec une masse ajoutée constante C,,, = 0.5 et une approximation du

coefficient de trainée C'p définie a partir de la corrélation de Stokes [57] comme suit :
24
Cp = ( 0.44) 3.62
D = max Re, ( )

a la figure 2.4 qui indique 1’évolution du coefficient de trainée en fonction du nombre de
Reynolds, on constate que l'approximation (3.62) revient a décrire Cp par la corrélation de
Stokes jusqu’au point d’intersection avec la droite Cp = 0.44. Ce point d’intersection défini

le Reynolds critique calculé comme suit [98] :

24
Re. = (3.63)
4 19(pe = py)

3 o

ol o est la tension superficielle de 1'eau.

L’équation de mouvement de la bulle pour un coefficient de masse ajoutée constant C,, = 0.5
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est défini comme suit :

4 daUu 1 4
gwa?’(pg + 0.5p5)E = —§ng'D7ra2U2 — gwa?)(pg — po)g (3.64)
Pour 04
Cp=— 3.65
P Res (3.65)

En remplacant le coefficient de trainée par son expression dans 1’équation (3.64), on obtient :

4 dU 4
~a*(py + 0.5p)— = —6peal — —a*(py — po)g (3.66)
3 dt 3
ainsi,
dU B
Ipse N (pg — pe)g
2a2(py +0.5p0) ~ pg +0.5p;

—dt (3.67)

L’intégrale de ’équation précédente est donnée par :

9 — 9
log He U+ (g = Pe)g = Fe (t + cste) (3.68)

20%(pg +0.5p0)  pg+05pc]  2a%(pg + 0.5p,)

ainsi, la vitesse d’ascension est calculée comme suit :

(t + cste)

e
) _ _
g 20 (pg + 0.5p0) o 202(pg +0.5p) _ Py = pr)g (3.69)

e pg +0.5p¢

ol cste est une constante déterminée a partir de la condition initiale pour ¢ = 0 s. Pour notre

cas d’étude, la vitesse initiale de la bulle est nulle. Ainsi,

(3.70)

cste =

—2a%(py + 0.5p0) | [(pg - pe)g]
e pg +0.5p¢

Par conséquent, la solution analytique pour la vitesse d’ascension d'une bulle isolée, relachée

sans vitesse initiale est définie comme suit :

9pie
9 — t
U:w e 20%(pg +0.5p0) _ (3.71)
2%

Nous avons appliqué le méme raisonnement pour Cp = 0.44 et nous avons obtenu ’expression
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suivante :

8 — 2
oo [8alee—pg | (3.72)

3pC'p 3pe(pe — pg)gCDt
1 2a(pg + 05/06)2

La figure 3.8 illustre une comparaison entre le résultat numérique et la solution analytique
pour la vitesse d’ascension d'une bulle de rayon ¢ = 1 mm, initialement au repos. Les
propriétés physiques caractéristiques de I’écoulement au temps initial de la simulation sont
présentées au tableau 3.2. On constate sur cette figure que les valeurs numériques pour la
vitesse d’ascension de la bulle appartiennent a la gamme des valeurs mesurées expérimen-
talement par Talaia [8]. De plus, la solution numérique montre un tres bon accord avec la
solution analytique. En fait, I’écart quadratique moyen (RMS) entre les deux solutions est
de I'ordre de 107° m/s. La précision est suffisante pour assurer la validation de notre modele

numeérique.
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Figure 3.8 La comparaison de la vitesse d’ascension terminale d’une bulle de rayon a = 1
mm a la solution analytique et aux mesures expérimentales de Talaia [8].
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b) Analyse d’un systéme contenant deux bulles

La figure 3.1 présente le systeme de coordonnées utilisé pour décrire les positions des bulles
et leurs orientations relatives. Ainsi, nous avons noté, respectivement, par I’axe z et I'axe x
les directions paralléle et orthogonale a la pesanteur. L’angle 6 définit ’orientation relative
des bulles par rapport a 'axe des x. Par conséquent, § = 0° lorsque les centres de masse des
deux bulles sont placés sur I'axe des z et § = 90° lorsque les centres de masse des deux bulles

sont alignés selon la direction z.

Cas de deux bulles placées cote a cote (0 =0°) :

Nous avons analysé le mouvement de deux bulles d’air, identique de rayon a, placées hori-
zontalement cote a cote dans de 'eau stagnante. Initialement, les deux bulles sont séparées
par une distance Axg = 2.5a. Dans un premier temps, nous avons imposé une vitesse initiale
égale a Uy, = 0.01 m/s qui fait rapprocher les bulles I'une vers I'autre.

Aux figures 3.9, nous avons présenté respectivement les trajectoires des bulles (a) et la va-
riation des composantes horizontales de leurs vitesses (b) avec et sans l'effet de la force de
Meshchersky. On constate a la figure 3.9 (a) que les trajectoires des bulles sans et avec
la force de Meshchersky sont différentes. En effet, en absence de I'effet de la force de Mesh-
chersky, les deux bulles se rapprochent a cause de leurs vitesses horizontales initiales. Ensuite,
la figure 3.9 (b) nous indique que cette composante de vitesse s’affaiblit a cause du frotte-
ment visqueux (la force de trainée) jusqu’a s’annuler. Les deux bulles continuent ainsi leurs
mouvements selon une trajectoire verticale.

En incluant Deffet de la force de Meshchersky, nous observons I’apparition d’un nouveau type
de comportement. En fait, comme dans la premiere situation, les deux bulles se rapprochent
initialement sous l'effet de la vitesse initiale imposée. Cependant, a partir d’une certaine
distance leurs vitesses au lieu de s’annuler, changent de direction et partent dans la direction
opposée (voir la figure 3.9 (b)). La présence de 'effet Meshchersky repousse les bulles 1'une
de l'autre et produit un retard d’environ 1.5 a 2 s dans le comportement dynamique des
bulles. Par conséquent, les deux bulles s’écartent jusqu’a atteindre une distance assez impor-
tante pour que l'effet Meshchersky s’affaiblisse et la force de trainée (le frottement visqueux)
’emporte sur leurs mouvements. A partir de cette distance, les composantes horizontales des
vitesses des bulles s’annulent et elles continuent leurs mouvements selon la direction verticale.
Par la suite, nous avons refait le méme calcul en augmentant la valeur de la vitesse initiale ho-
rizontale & Uy, = 0.02 m/s. Aux figures 3.10, nous avons illustré la distance de séparation des
bulles Az (a) et les composantes horizontales des vitesses (b). On observe qu’en augmentant

la valeur de la vitesse initiale, nous avons généré un impact pour le cas des bulles en ascension
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sans l'effet de la force de Meshchersky. Ainsi, dans cette situation, a la figure 3.10 (a), on
observe que les deux bulles se rapprochent, se touchent et s’écartent dues a 'effet de I'impact.
De plus, a la figure 3.10 (b), on remarque que le changement des directions des vitesses est
brusque apres I'impact.

Par contre, lorsqu’on tient compte de la force de Meshchersky, les deux bulles se repoussent
avant méme de se toucher. De plus, la distance d’écartement est 46% plus importante que
lorsqu’on néglige I'effet Meshchersky:.

Par conséquent, on déduit a partir de ces observations que lorsque deux bulles se rapprochent
horizontalement, la force de Meshchersky joue le role d'une force répulsive. Cette constata-
tion confirme l'observation de Milne-Thomson [17] sur le fait que lorsque deux bulles se
rapprochent horizontalement, leurs masses ajoutées augmentent, ainsi, une force répulsive
surgie afin de conserver I'énergie totale du systéme. Notre modele de force de Meshchersky
permet ainsi de quantifier la constatation de Milne-Thomson [17].

L’effet répulsif de la force de Meshchersky contribue a la dispersion horizontale du taux de
vide. De plus, il a un réle important dans la diminution de probabilité de collision entre les

petites bulles.

Cas de deux bulles avec 0 = 90° :

Nous avons analysé le mouvement de deux bulles d’air sphériques, identiques de rayon a,
placées de telle maniere a ce que leur axe central soit parallele a la direction verticale z. Ini-
tialement, les deux bulles sont au repos et séparées d’une distance Azy = 4a. Aux figures 3.11,
nous avons présenté 1’évolution dans le temps de la distance de séparation verticale des deux
bulles et la variation des composantes verticales de leurs vitesses avec et sans l'effet de la
force de Meshchersky. Ainsi, on remarque que si on ne tient pas compte des effets de la
force de Meshchersky, les deux bulles accélerent dans la direction verticale avec des vitesses
identiques, en gardant une distance de séparation constante. Cependant, on observe a la fi-
gure 3.11 (a), qu’en présence de l'effet Meshchersky, la distance de séparation verticale entre
les deux bulles décroit au cours du temps. Par conséquent, la force de Meshchersky attire
les bulles 'une vers l'autre. De plus, a la figure 3.11 (b), on constate que cet effet attractif
entraine 'accélération de la bulle inférieure et une décélération de la bulle supérieure. Ainsi,
contrairement au cas précédent des bulles en ascension cote a cote, pour des bulles placées

I'une derriere 'autre, la force de Meshchersky a un effet attractif.
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Figure 3.9 (a) Les trajectoires et (b) les composantes horizontales des vitesses de deux bulles
en ascension cote a cote (0 = 0°), de rayon a = 1 mm, séparées initialement de Az, =
2.5a, avec une vitesse initiale Uy, = 0.01 m/s, calculées avec et sans l'effet de la force de
Meshchersky.
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Figure 3.10 (a) La distance de séparation selon I’axe des z et (b) les composantes horizontales
des vitesses de deux bulles en ascension cote a cote (f = 0°), de rayon @ = 1 mm, séparées
initialement de Az, = 2.5a, avec une vitesse initiale Uy, = 0.02 m/s, calculées avec et sans
I'effet de la force de Meshchersky.



77

(a)
4 - - O O O O O O O O e e e e O e e e e e
S0l ——Avec Meshchersky
' - = =Sans Meshchersky
38 !
370 | 4z
o 36T :
<] z '
35+ |
34} “ 9
33t X
32t
3.1 : : : : : : : : : ;
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
t(s)
(b)
fo 0212
= 0.21_/
E
/' o oo ol
0.2 o206l — —
0.3 0.4 0.5
—Bulle 1(Meshchersky) t(s)

——Bulle 2(Meshchersky)
= = =Bulle 1 (Sans Meshchersky)
- = =Bulle 2 (Sans Meshchersky)

0151

U_ (m/s})

0.1

0.05
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force de Meshchersky.



78

Cas de deux bulles avec un angle (0° < 6 < 90°) :

Pour une orientation relative quelconque (0° < 6 < 90°), trois types d’interactions résultent
de la force de Meshchersky. L’angle de transition entre les différentes interactions dépend de
la taille des bulles et de la distance qui les sépare. Ainsi, selon la valeur initiale de I’orientation
relative 6 entres les bulles, trois types d’interactions induites par la force de Meshchersky ont
été observées. Ces dernieres sont réparties sur trois intervalles d’orientation relative initiale 6.
Le premier intervalle est défini par 0° < 0y < 19°, le deuxieme est défini par 19° < 0y < 27, 5°
et le dernier intervalle par 27,5% < 6y < 90°.

a) Cas de deux bulles avec un angle 6, = 10° :

Aux figures 3.12, on illustre un exemple du premier intervalle pour 6, = 10°. On constate
qu’en absence de l'effet Meshchersky, il n’y a pas d’interaction entre les deux bulles et les
composantes horizontales des vitesses demeurent nulles le long du mouvement. Cependant,
lorsqu’on inclus la force de Meshchersky, on constate a la figure 3.12 (a), qui présente les
trajectoires des bulles, qu’au début du mouvement, les deux bulles partent horizontalement
dans la méme direction. De plus, les composantes de vitesses horizontales, illustrées a la fi-
gure 3.12 (b), augmentent. Ainsi, au début du mouvement, la bulle inférieure est attirée par
I’accélération de la bulle supérieure. Par contre, la bulle supérieure est repoussée par le mou-
vement de la bulle inférieure. Durant cette interaction, I'orientation relative entre les deux
bulles diminue jusqu’a atteindre une valeur faible. Ainsi, la composante de vitesse de la bulle
inférieure change de direction. A partir de cette position, la distance horizontale qui sépare
les bulles augmente et les bulles se repoussent. La position relative selon la direction verticale
continue & diminuer jusqu’a ce que # s’annule. Ainsi, les deux bulles se placent sur ’horizon-
tale et elles se repoussent jusqu’a atteindre une distance de séparation assez importante pour
que leffet de la force de Meshchersky s’atténue. Par conséquent, dans la premiere plage de
o, initialement, on a observé que la bulle inférieure est attirée par la bulle supérieure. Mais,
en se rapprochant d’elle, la bulle supérieure est repoussée. Ensuite le mouvement de la bulle

inférieure s’inverse et les deux bulles se repoussent.

b) Cas de deux bulles avec un angle 6, = 25° :

Dans la deuxieme intervalle de 6y, nous avons illustré a la figure 3.13 les trajectoires et
I'orientation relative de deux bulles, de rayon ¢ = 1 mm, initialement au repos, orientées
selon 0y = 25° et séparées d’une distance égale a 2.75a, calculées avec et sans 'effet de la
force de Meshchersky. En absence de la force de Meshchersky, le comportement des bulles est

similaire au comportement décrit précédemment. En tenant compte de 'effet Meshchersky,
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les trajectoires des bulles nous indiquent qu’au départ, la bulle inférieure s’approche de la
bulle supérieure, en la repoussant. Lors du rapprochement de la bulle du bas, la distance de
séparation des deux bulles diminue et les bulles s’attirent. Ensuite, en s’attirant, ['orientation
relative décroit et les deux bulles finissent pas se repousser. Par conséquent, dans cet inter-
valle, on a observé une oscillation entre 'effet attractif et répulsif de la force de Meshchersky.

Ensuite, les bulles finissent par se repousser.

c) Cas de deux bulles avec un angle 6, = 60° :

Dans le dernier intervalle de 6y, nous illustrons a la figure 3.14, les trajectoires et ’orientation
relative de deux bulles orientées initialement selon 6, = 60°. Au départ, comme dans les deux
exemples précédents, on observe que la bulle inférieure est attirée par la bulle supérieure, et
que la bulle supérieure est repoussée. Cependant contrairement aux cas précédents, I’orienta-
tion relative augmente et continue a croitre le long du mouvement. Ainsi, lorsque I'orientation
relative 0 s’approche de 90°, la vitesse horizontale de la bulle inférieure s’inverse et les bulles

s’attirent jusqu’a ce qu’elles se touchent.
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Figure 3.12 (a) Les trajectoires et (b) les composantes horizontales des vitesses de deux bulles,
de rayon a = 1 mm, initialement au repos, placée avec 6y = 10° et séparées d’'une distance

égale a 2.5a, calculées avec et sans l'effet de la force de Meshchersky.
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Figure 3.13 (a) Les trajectoires (b) l'orientation relative de deux bulles, de rayon a = 1 mm,
initialement au repos, placée avec 6y = 25° et séparées d’une distance égale a 2.5a, calculées
avec et sans l'effet de la force de Meshchersky.
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Figure 3.14 (a) Les trajectoires (b) l'orientation relative de deux bulles, de rayon a = 1 mm,
initialement au repos, placée avec 6, = 60° et séparées d’une distance égale a 4a, calculées
avec et sans l'effet de la force de Meshchersky.
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c) Analyse d’un systéme contenant plusieurs bulles

Afin d’évaluer les effets de la force de Meshchersky sur la dynamique d’un nuage de bulles,
nous avons d’abord considéré des arrangements uniformes de bulles. Ensuite, nous avons gé-
néré des configurations aléatoires de nuages de bulles. Les premieres configurations sont des
arrangements horizontaux de N, bulles (N, = 2,5,9), de rayon a = 1 mm et des distances
de séparation entre les bulles de 2.25 mm et 2.5 mm. Les bulles sont en ascension libre sans
vitesse initiale dans de ’eau stagnante. L’historique du déplacement horizontal de la bulle
a 'extrémité gauche de chaque configuration est illustré a la figure 3.15. On déduit de la
figure 3.15 que le déplacement de la bulle dépend du nombre de bulles dans la configuration
et des distances de séparation entre les bulles. Ainsi, plus nous avons de bulles dans une confi-
guration, plus le déplacement latéral des bulles est important. En outre, plus les bulles sont
proches les unes des autres, plus 'effet dispersif de la force de Meshchersky est important.
D’ailleurs, on observe que la distribution spatiale des configurations de bulles s’est élargie de

plus de 25 % durant les premieres 5 s.
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Figure 3.15 Historique du déplacement horizontal de la bulle a ’extrémité pour divers arran-
gements de bulles en 2D.

Par la suite nous avons considéré des arrangements 3D de N, (3%,5%) bulles dans une configu-

ration cubique simple. Les distances entre les bulles p considérées sont respectivement égales
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a 2.5 mm, 2.25 mm et 5 mm. La figure 3.16 présente une vue de dessus des positions des
bulles pour un arrangement cubique de 125 bulles a trois instants différents (¢ = 0, 1 et
2 s). On observe que durant un intervalle de temps de 2 s, le volume occupé par le nuage de

bulles a augmenté de plus de 32 % pour le nuage de 53 bulles et d’environ 45 % pour 32 bulles.
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Figure 3.16 Vues de dessus d’une configuration tridimensionnelle d’un nuage de bulles avec
125 bullesat=0s,t=1sett=2s.

Nous avons simulé un nuage aléatoire de 20 bulles dans un milieu infini d’eau stagnante.
Les bulles sont d’abord au repos et elles s’élevent sous les effets des forces de flottabilité, de
trainée, de masse ajoutée et de Meshchersky. La figure 3.17 représente les configurations du
nuage de bullesat=0setat=30s. Ala figure 3.17, on observe qu’a cause des interactions
induites par la force de Meshchersky, I'arrangement des bulles évolue d’une configuration
aléatoire a un plan horizontal de bulles. La figure 3.18 présente I’histogramme des positions
des bulles dans la direction verticale. A7 = —= est la position verticale par rapport a la
bulle qui occupe la position la plus inférieure dacrlls le nuage. Au départ, les bulles sont unifor-
mément réparties dans la direction verticale. Puis, la distribution des bulles se concentre en
formant un maximum qui représente la position verticale du plan de bulles a cause de 'effet
de la force de Meshchersky. A la figure 3.19, qui présente une vue de dessus des positions
des bulles a t = 0 s et a t = 30 s, on observe apres que les bulles se soient arrangées sur un
plan horizontal, elles continuent a se repousser jusqu’a ce qu’elles atteignent une distance de
séparation (de 'ordre de 4a) pour laquelle l'effet de la force de Meshchersky devient insigni-

fiant par rapport a la force de trainée.
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Figure 3.17 Nuage aléatoire de 20 bulles (a) at=0s (b) at=30s
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Figure 3.18 L’histogramme des positions dans la direction verticale pour un nuage aléatoire
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Figure 3.19 Vue de dessus d’un nuage aléatoire de 20 bulles a t =0 s et t = 30 s.

A la figure 3.20, on présente I'évolution d'un nuage aléatoire de 80 bulles. Sous l'effet de la
force de Meshchersky, la configuration des bulles est passée d’une configuration aléatoire a
un arrangement de trois plans horizontaux paralleles. Ceci est également illustré par I'histo-
gramme des positions dans la direction verticale des bulles représentée a la figure 3.21. La

distribution des bulles évolue pour former trois maxima qui représentent les trois regroupe-
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ments en plans horizontaux. De plus, sur cette figure, on constate que la distance entre les

plans est de 1'ordre de 40a.
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Figure 3.20 Nuage aléatoire de 80 bulles (a) a ¢ =0s (b) at =30 s.
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Figure 3.21 L’histogramme des positions dans la direction verticale pour un nuage aléatoire
de 80 bulles.

3.2.7 La discussion des résultats

D’apres les résultats numériques, pour une paire de bulles, 'attraction et la répulsion hydro-
dynamiques induites par les effets de la force de Meshchersky dépendent de leur orientation
relative. Ainsi, lorsque les bulles sont cote a cote, elles se repoussent et quand elles accé-
lerent I'une derriere I'autre selon la direction verticale, elles s’attirent. Dans la section 2.7,
nous avons présenté des études expérimentales qui ont observé ce type d’interactions qui
sont connues sous le nom “Drafting, kissing and tumbling rearrangement mechanisms”. [76].
La figure 2.8, tirée des expériences de Vélez-Cordero et al. [7], illustre bien un exemple de
ce mécanisme pour deux bulles d’air. Dans cette expérience, le nombre de Reynolds est de
Pordre de 1.3. A cet ordre de grandeur, les sillages de la bulle en avant sont trés petits et ne
peuvent pas aspirer la bulle en arriere. Par conséquent, le phénomene d’attraction entre ces
deux bulles est seulement expliqué par 'effet Meshchercky que nous avons démontré 1'exis-
tence a partir d'une approche analytique.

Tel qu’il a été déja exposé dans la section 2.7, les trois types d’interactions, selon 'orienta-
tion relative des bulles, que nous avons observées dans cette étude, a été déja discuté par
Biesheuvel et Van Wijngaarden [26] et Kok [78]. A partir d’une approche énergétique, [78] a
expliqué la répulsion et I'attraction par la dépendance des composantes du tenseur d’inertie

au mouvement relatif. Ce qu’on appelle par tenseur d’inertie dans Kok [78] définit le tenseur
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de la masse ajoutée. Ainsi, par une approche différente, nous avons confirmé ’affirmation de
Kok [78], que ce type d’interaction entre les bulles est bel et bien une résultante de 'effet
de la variation des composantes du tenseur de la masse ajoutée en fonction du mouvement
relatif entre les bulles. De plus, notre modele de la force de Meshchersky, permet de quanti-
fier cet effet et le généraliser pour un plus grand nombre de bulles afin de I'inclure dans la
modélisation des écoulements dispersés.

Pour les nuages de bulles, les interactions hydrodynamiques induites par la force de Mesh-
chersky organisent les bulles sur des plans horizontaux paralleles. Ce phénomene de regrou-
pement des bulles sur des plans horizontaux paralleles, a été également observé expérimen-
talement [76,79]. Ceci a été expliqué par le fait que les bulles s’attirent jusqu’a ce qu’elles se
touchent et qu’elles se heurtent dans une position transversale stable. Dans les expériences de
Kitagawa et al. [79], on a constaté que, loin de la zone d’injection, une composante horizontale
de la vitesse apparait, résultante des interactions hydrodynamiques entre les bulles. La valeur
maximale de cette composante peut atteindre 10% de la composante verticale [79]. Pour les
simulations présentées précédemment, la valeur maximale de la composante horizontale de
vitesse a atteint 8% de la composante verticale, en soulignant que le nombre de bulles que
nous avons analysé est tres faible par rapport au nombre de bulles dans les expériences de
Kitagawa et al. [79].

Ainsi, nous avons conclut que les interactions hydrodynamiques induites par la force de Me-
shchersky sont en accord avec d’autres observations théoriques et expérimentales. En outre,
la force de Meshchersky contribue dans le regroupement horizontal de bulles, un phénomene

dont les mécanismes physiques ne sont pas completement identifiés.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, le role de la masse ajoutée sur la dispersion des nuages de bulles a été évalué.
Nous avons envisagé une représentation plus complete des effets de la masse ajoutée qui prend
en compte la force de Meshchersky. Cette force apparait naturellement a partir de 'analyse
de la pression en écoulement potentiel. Cette partie de la force de la masse ajoutée résulte du
fait que la masse ajoutée varie dans ’espace. Nous sommes donc confrontés a un probleme
a masse variable. Les résultats numériques ont montré que 'effet de la force de Meshchersky
dépend de la distribution des bulles. En effet, pour une paire de bulles en ascension cote
a cote, la force de Meshchersky est répulsive. Par contre, lorsque les bulles accélerent I'une
derriére 'autre verticalement, elle est attractive. De plus, la force de Meshchersky contribue

a regrouper des bulles sur des plans horizontaux paralleles.

L’effet de la variation de la masse ajoutée sur les interactions de paires de bulles a été évoqué
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par Biesheuvel et Van Wijngaarden [26]. Ce pendant, il n’existe pas de modele qui permet
d’évaluer 'effet de cette force pour un nuage de bulle. Par conséquent, notre modele de force
de Meshchersky permet de généraliser leurs constatations et de quantifier cet effet afin de
I'inclure dans les simulations des nuages de bulles.

L’analyse de 'effet de la force de Meshchersky a été établie par une modélisation lagrangienne.
Ce modele résout I’équation du mouvement de chacune des bulles dans le nuage. De plus, afin
de permettre une modélisation précise, on doit inclure les interactions de chaque bulle avec
les bulles voisines. Ainsi, lorsque toute la physique de la dynamique de nuage de bulles est
prise en compte, une modélisation lagrangienne permet d’obtenir une description précise de
I’écoulement. Cependant, pour des écoulements a taux de vide élevés, elle est tres cotiteuse du
point de vue de 'effort de calcul et du temps de simulation. Ceci présente une limite pour son
utilisation pour des applications a 1’échelle industrielle. Pour cette raison, nous allons dans le
prochain chapitre analyser 'effet de la force de Meshchersky pour I'approche Euler-Euler. Ce
modele est basé sur la résolution des équations de conservations moyennées et son utilisation

est plus pratique.
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CHAPITRE 4 LA FORCE DE MESHCHERSKY EN MODELISATION
EULER-EULER

Dans le chapitre précédent, nous avons démontré, a partir de la théorie des écoulements
potentiels, qu'un effet Meshchersky résulte de la variation de la masse ajoutée due a la
présence d’autre bulles dans 1’écoulement. Cette constatation nous permet de considérer le
mouvement des bulles dans un nuage comme étant un probléme a masse variable. Par la suite,
a partir d’'un modele lagrangien, nous avons évalué 'effet de la force de Meshchersky sur la
dynamique des nuages de bulles. Toutefois, I’approche Euler-Lagrange n’est pas développée
pour les bulles dans les codes de calcul commerciaux. Ce développement demande de pouvoir
tenir compte des forces des interactions hydrodynamiques entre les bulles. Un couplage entre
les particules (bulles) est donc requis.

Dans cette optique, nous avons consacré ce chapitre a 1’étude de la force de Meshchersky
en description eulérienne. Cette approche est par contraste assez développée dans les codes
commerciaux. De plus, 'approche Euler-Euler résout les équations de conservation moyennées
pour les deux phases, et ne nécessite pas le suivi de mouvement de chacune des bulles dans
I’écoulement. Par conséquent, elle est considérée comme la méthode la plus efficace a 1’échelle
industrielle (2.31) Ainsi, dans ce chapitre, nous avons commencé par développer la force de
Meshchersky en description eulérienne. Par la suite, nous avons utilisé des corrélations de la
masse ajoutée issues de la littérature, afin d’implanter la force de Meshchersky dans le code
de calcul numérique Ansys-CFX. Enfin, nous avons simulé une expérience d’une colonne a
bulles verticale [10] pour évaluer Deffet de la force de Meshchersky sur le comportement de

I’écoulement.

4.1 La force de Meshchersky en description eulérienne

On rappelle, tous d’abord, qu’on description eulérienne, les forces interfaciales sont calculées
a partir de la moyenne des forces qui agissent sur les bulles, dans le volume de controle
(équation (2.31)). Par conséquent, les efforts, que nous allons développer dans ce chapitre,
sont des forces par unité de volume.

La force de la masse ajoutée en description eulérienne est donnée par :

fm,g = _5p€0mgt (Ug - UZ) (41)
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Nous avons discuté, dans le chapitre 4, I'importance de la variation de la masse ajoutée
et son effet sur la dynamique du nuage de bulles. C’est pour cette raison que nous avons
considéré le deuxieme terme de masse ajoutée qui définit I'effet Meshchersky. Comme 1'effet
Meshchersky est une conséquence directe de la variation de la masse ajoutée et par analogie
avec I'équation (3.24), la force de Meshchersky en description eulérienne est définie par :

]FM,g = —&M¢ (ﬁg - [76) l)ljcz;m

(4.2)
En général, dans les modeles numériques, la variation de la masse ajoutée est souvent négligée.
Par conséquent, l'effet de la force de Meshchersky n’a jamais été analysée auparavant dans
I’étude des écoulements a bulles en modélisation Euler-Euler. Dans le but d’analyser cet effet,
nous avons utilisé des corrélations de la littérature pour le calcul de la masse ajoutée. Les
corrélations existantes prennent en compte l'effet de la présence des bulles sur la variation de
la masse ajoutée a travers le taux de vide. Ensuite, a partir de ces modeles, nous avons calculé
la force de Meshchersky. Enfin, nous avons implanté la force de masse ajoutée a coefficient
variable et la force de Meshchersky dans le code de calcul numérique Ansys-CFX afin de

simuler 1’écoulement dans une colonne a bulle.

4.1.1 Le calcul de la force de Meshchersky

Les corrélations de la masse ajoutée de la littérature, présentées a la section 2.6.2, sont une
fonction du taux de vide. Par conséquent, a partir du théoreme de dérivation des fonctions

composées, la force de Meshchersky (4.2) se rééerit comme suit :

fMy = —&py (ﬁg — ﬁe) dd(z;mgi (4.3)
o]

Dans la solution numérique, nous avons comparé l'effet de la variation de la masse ajoutée a
partir de deux corrélations différentes. La premiére corrélation est celle de Zuber (2.91) qui
décrit les valeurs supérieures de la masse ajoutée et celle de Béguin et al. (2.96) qui décrit les
valeurs moyennes de la masse ajoutée [75]. L’objectif de cet exercice est d’évaluer 'effet de la
force de Meshchersky sur le comportement de ’écoulement et la sensibilité de cette derniere

aux choix de la corrélation.



93

En utilisant la corrélation de Zuber (2.91), la force de Meshchersky s’écrit comme suit :

ity = e (0, 0) [gt V (0, 1) vg] (45)

A partir de la corrélation de Béguin et al. (2.96), la force de Meshchersky devient :

- _ 2 _ i — .
farg = =0.72¢%p, (U, - T) [ o+ (U, - ) Vs} (4.6)
Nous avons ainsi implanté les deux corrélations de la masse ajoutée (2.91) et (2.96) ainsi
que les deux forces de Meshchersky qui en résultaient (4.5) et (4.6) dans le code de calcul

numérique Ansys-CFX.

4.2 La simulation numérique d’une colonne a bulle

Afin d’analyser l'effet de la force de Meshchersky sur la dispersion des nuages de bulles, nous
avons utilisé le code commercial de calcul numérique Ansys-CFX pour simuler une colonne

a bulle tridimensionnelle utilisée dans la réalisation des expériences de Deen [10].

4.3 Le modele physique

On rappelle que dans le modele Euler-Euler, on résout les équations de conservation moyen-
nées de masse, quantité de mouvement et de I’énergie. D'une maniere générale, lorsqu’on
traite un écoulement isotherme, sans changement de phase, I’équation de la conservation de
I’énergie est omise. Par conséquent, les équations de conservations qui seront résolues sont

celles de la masse et la quantité de mouvement (k =/ ou g) :

0 -
E (gkpk) +V- (5kPkUk) =0 (47)
Et,
9 (Ekpk(fk) +V- (5kpk:[jk ® Jk) = — V(exPr) +erprd
ot ) (4.8)

+ V. (ék?k) + V- (6]@?]?6) + Mli

. ,1. . . A — =R
En ce qui concerne la modélisation des termes de contraintes de cisaillement (7 + 7, °),
comme nous ’avons exposé a la section 2.3.2, la modélisation de la turbulence diphasique

n’est pas encore développée et les approximations actuelles sont basées sur la turbulence
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monophasique. De plus, il n’existe pas des modeles qui permettent d’inclure adéquatement
I'effet de la présence des bulles sur la turbulence. Enfin, la turbulence, ainsi que les forces
de portance et de dispersion turbulente sont des mécanismes qui ont un effet dominant sur
le comportement de I’écoulement, plus précisément sur la dispersion des petites bulles. Par
conséquent, afin d’éviter que ces mécanismes masquent ’effet Meshchersky, nous avons décidé
de ne pas utiliser de modele de turbulence et de traiter 1’écoulement comme laminaire.

Dans cette hypothese, la viscosité effective décrite par ’équation (2.27) se réduit a la viscosité

moléculaire et le terme décrivant le transfert de la quantité de mouvement M ; est décrit par :
Mgi:ng‘i‘fmg"‘fMg (4.9)

Pour le coefficient de masse ajoutée, nous avons utilisé le coefficient de Zuber (2.91). Notre
choix est due au fait que, comme nous ’avons constaté sur la figure 2.7, la corrélation de
Zuber (2.91) décrit les valeurs supérieures de la masse ajoutée. Ceci nous permettra de mieux
capturer leffet de la force de Meshchersky sur la masse ajoutée. Ainsi, c’est 1'équation (4.5)
qui a été implantée dans CFX afin d’inclure ’effet Meshchesky.

Le coefficient de trainée souvent utilisé [36,47,99-101] pour la simulation de la colonne a
bulle de Deen [10] est le modele de Ishii et Zuber [21] (Eq. (2.75)). Ce modele est considéré
comme le plus général des modeles implantés dans Ansys-CFX. En fait, il permet d’inclure
effet de la forme des bulles et du taux de vide [9].

4.3.1 Les schémas de résolution numérique

Le code Ansys-CFX permet la résolution des équations de Navier-Stokes que nous avons
décrites dans la section 2.3. Il se base sur la méthode des volumes finis. Cette méthode
consiste & intégrer les équations de conservation de la masse (2.23) et de la quantité de mou-
vement (2.24) dans un volume de controle V.. Ce dernier est construit a partir du maillage.
En effet, le code CFX utilise des mailles tridimensionnelles. Cependant, a la figure 4.1, pour
des raisons de simplification, nous avons illustré un exemple sur la construction du volume de
contrdle a partir d'une maille bidimensionnelle. Ainsi, autour de chaque noeud d’une maille,
les frontieres du volume de contréle sont définies par des droites joignant les centres des arétes

et les centres des éléments entourant le nceud.
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Centre de I'élément

Elément
Volume de
Controle

Nceud

Figure 4.1 L’illustration d’un exemple de construction du Volume de Contrdle pour un
maillage 2D dans CFX (tirée et traduit de [9]).

Discrétisation temporelle

Le logiciel CFX permet I'intégration des termes transitoires par deux méthodes. La premiere
est la méthode d’Euler implicite de premier ordre qui utilise les valeurs de la fonction a
intégrer au pas de temps actuel et du pas précédent. Ainsi la dérivée temporelle d’une fonction

quelconque ¢ a l'instant ¢,,,; se calcule comme suit :

aw _ ¢n+1 - wn
<8t>n+1 - tnp1 —tn (4.1())

La méthode d’Euler implicite est inconditionnellement stable. Par contre, ¢’est une méthode
de premier ordre et peut induire des erreurs de discrétisation qui peuvent diffuser des gradients
temporels brusques qui nuisent a la convergence du systéme [9]. Par conséquent, la méthode
d’Euler implicite de second ordre est la plus recommandée [9]. Cette méthode utilise les
valeurs de la fonction a intégrer au pas de temps actuel et des deux pas de temps précédents

comme suit :

— 4.11
ot tn-i—l - tn ( )

<8¢> _ %wnle - an + %qﬂnfl
n+1

Ce schéma est robuste, conservatif en temps et inconditionnellement stable [9].
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Discrétisation spatiale

Afin d’illustrer la méthode d’intégration par volume fini, nous allons considérer 1’équation de

conservation d’une fonction scalaire ¢ quelconque définie comme suit :

opyp  OpUsp 0 o
o o~ ar T o + S, (4.12)

ou z; et U; sont respectivement les composantes de la position de la vitesse dans la direction
€j, I'cys est une fonction scalaire et Sy est un terme source.

Afin d’intégrer cette équation dans le volume de contrdle, on applique le théoreme de diver-
gence de Gauss qui permet de transformer une intégrale volumique incluant une divergence

a une intégrale surfacique. En général, ce théoreme s’énonce comme suit :
/ V- (v0)dv = / WU - dA (4.13)
v A

avec A = An et 7 le vecteur normal a la surface A. Ainsi, I'intégrale dans le volume de

controle de 1'équation (4.12) s’écrit comme suit :

d o
= V¢ /. Ui Ay = /, Loy (8%> aA;+ [ S,av (4.14)

Les intégrales de volume sont discrétisées dans chaque secteur de I’élément et cumulées dans
le volume de contréle correspondant. Les intégrales de surface sont discrétisées aux points
d’intégration ip, situés au centre de chaque segment de surface de 1’élément (voir I’exemple

illustré dans la figure 4.2).

ni

n2

Point d'intégration

Secteurs Centre de I'élément

Figure 4.2 La position des points d’intégration pour un élément de maille (tirée et traduite
de [9]).
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Pour les termes transitoires, la méthode d’intégration temporelle utilisée dans cette étude est
la méthode Euler implicite de second ordre. Par conséquent, I’équation de conservation de la

fonction v s’écrit comme suit :

3 -9 1 0 _
2Pt = 2t iVl ¥ 3P Vs S 4 = 3 (FeffAc¢> +5,V, (4.15)

tn—i—l - tn ip ip al‘] p

L’indice ip correspond a 1’évaluation de la valeur de la grandeur au point d’intégration et
> ip est la sommation sur tous les points d’intégration dans le volume de controle V.

Les solutions et les propriétés de I’écoulement sont stockées dans les nceuds de maillage. Ce-
pendant, comme l'indique 1’équation précédente, il est nécessaire d’approximer les différentes
grandeurs au point d’intégration. Ainsi, Anys-CFX utilise des fonctions de formes, connues
aussi dans la méthode d’éléments-finis par des fonctions d’interpolation de 1’élément. Ses

fonctions décrivent la variation de la fonction v dans un élément comme suit :

Nnoeuds

Y= > Ny (4.16)
=

ou N; est la fonction de forme pour le noeud ¢, la fonction v; qui est égale a la valeur de
la fonction ¥ au noeud correspondant et Zf\[;f“ds est la sommation sur tous les noeuds de

I’élément. Les fonctions de formes doivent respecter la condition suivante :

Nnocuds

> N=1 (4.17)

Les fonctions de forme utilisées dans Ansys-CFX sont linéaires en termes de coordonnées
paramétriques. Elles sont dépendantes de la géométrie de la maille et elles sont décrites dans
le guide de CFX [9] pour chaque type de maillage.
Afin d’évaluer la valeur du gradient d’une fonction ¥ & un noeud, Ansys-CEFX applique
la forme modifiée du théoreme de divergence de Gauss, aussi connu comme théoreme du
gradient, comme suit :

Vi = 2 S (i) (119

Ve %

Avec 7i;, le vecteur normal extérieur a la surface au point d’intégration ¢p et 1/;, la grandeur
calculée au point d’intégration ip a partir des fonctions de formes.

En ce qui concerne les termes de diffusion, les fonctions de formes sont aussi utilisées afin
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d’évaluer les valeurs des dérivées aux points d’intégration comme suit :

@ﬂf)@ -2 (a;in)ip ¥n (4.19)

n

ou Y, est la sommation sur toutes les fonctions de forme de 1’élément correspondant.
Le terme d’advection nécessite que les valeurs des différentes grandeurs aux points d’intégra-

tion soient approximées aux valeurs aux noeuds par la relation suivante :

ol Yy, est la valeur de la fonction ¢ au noeud en amont et 7 est le vecteur position par
rapport au noeud en amont du point d’intégration ip. Différentes valeurs de  produisent
différents schémas d’advection. Ainsi, lorsque 5 = 0, le schéma d’advection est de premier
ordre a pas spatial vers 'amont (Upwind Difference Scheme). Ce schéma est trés robuste,
mais il introduit des erreurs de discrétisation qui peuvent brouiller les gradients spatiaux
élevés [9]. Si B = 1, le schéma est d’ordre 2 a pas spatial vers 'amont. Ce schéma peut intro-
duire des erreurs de discrétisation dispersives qui ont tendance a provoquer des oscillations
non physiques dans les régions de variation rapide de la solution [9].

Le schéma utilisé dans cette étude est un schéma a haute résolution [102]. Cette approche
considere un [ variable et localement calculé pour chaque noeud afin d’approcher 1, en res-
pectant les conditions limites définies par le schéma TVD (Total Variation Diminishing),
développé par Barth et Jesperson [102]. Ces conditions sont définies par ¥, €t ¥maz, res-
pectivement les valeurs minimales et maximales de la grandeur v évaluées aux noeuds voisins.
Ainsi, on détermine les valeurs de 3 qui assurent la condition (¢¥in < ¥ < Pmaz). Par consé-
quent, les valeurs de 8 aux points d’intégration sont calculées par la résolution de la relation

suivante aux points d’intégration :

¢min < wup + 5V¢ T < wm(zm (42].)

Ensuite, pour chaque noeud, on utilise la valeur de 3 la plus petite obtenue sur tous les points
d’intégration qui I’entoure. Pour les lecteurs intéressés, une description plus détaillée de cette

méthode est présentée par Darwish et Moukalled [103].

Méthode de résolution

Ansys-CFX utilise la méthode de factorisation Multigrid (MG) accelerated Incomplete Lower

Upper (ILU) pour la résolution du systéme discret d’équations linéarisées [9]. C’est une
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méthode de résolution itérative dans lequel la solution exacte des équations est approchée
au cours de plusieurs itérations. Ainsi, apres la discrétisation des équations de conservation,

Ansys-CFX les rassemble sous la forme d'un systeme matriciel linéaire comme suit :
[A]Y =b (4.22)

avec A la matrice coefficient, Y le vecteur solution et b le terme de droite.
Cette équation est résolue d’'une maniere itérative a partir d’'une solution approximative
Y7 du vecteur solution Y. A chaque itération, cette solution est améliorée, par rapport a

I'itération précédente, par un terme de correction Y’ tel que :
Yitt =yl 4y’ (4.23)
ou Y est la solution de I’équation suivante :
[A]Y' = Res’ (4.24)
avec Res’ le résidu calculé comme suit :
Res! =b—[A]Y? (4.25)

Ainsi, ce calcul se répete jusqu’a atteindre la condition de convergence décrite dans la section

suivante.

Critére de convergence

Pour chaque variable 1 de la solution, cette condition est définie par la normalisation du

résidu comme suit :

(4.26)

ou a, est un facteur représentatif des coefficients de la matrice [A] et ¢ défini une variation
représentative de la variable dans le volume de contréle. La méthode exacte du calcul de ses
deux parametres n’est pas fournie par le guide de CFX. Cependant, on précise que Res est
indépendant de I'approximation initiale et du pas de temps. De plus, pour les écoulements
diphasiques, si les équations de conservation pour les deux phases sont couplées par les
termes de transfert au niveau des interfaces, le facteur a, est calculé a partir des propriétés

du mélange.
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Pour les simulations des colonnes a bulle, dans la littérature, on recommande comme condition
de convergence de définir une valeur de résidu Res inférieur ou égal a 107%. Ainsi, afin
d’assurer la précision de nos résultats, dans les simulations réalisées dans le cadre de cette

étude, la condition de convergence choisie est Res = 1075,

4.3.2 Montage expérimental

La colonne a bulles utilisée dans les expériences de Deen [10], illustrée dans la figure 4.3,
est une colonne 3D de section carrée de dimensions 0.15 m x 0.15 m, remplie d’eau distillée
jusqu’a une hauteur de 0.45 m. L’air a été introduit dans le domaine par une plaque perforée
qui contient 49 trous de 1 mm de diametre. La surface d’entrée est de 0.03 m x 0.03 m et la
vitesse superficielle (Eq. 2.3) d’entrée du gaz Jyg;,, de 4.9 mm/s. Selon les mesures effectuées
par Deen et al. [10], le diametre moyen des bulles a U'entrée est égal a 2a = 4 mm. Les

propriétés physiques des deux phases sont présentées dans le tableau. 4.1

v

045 m

H=

//- T _‘-\\ _______
’ & )\
W 006m  —~F= [006m
’ prA— N
’ > o
F 9 & ¥

,:_f/}:—D:\[).lSm — \(

Figure 4.3 La géométrie de la colonne a bulles de Deen [10]. (la figure a été publiée avec la
permission de I'auteur correspondant Niels Deen)
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Tableau 4.1 Propriétés physiques utilisées dans la simulation.

Phase | p (kgm™) u (Pas) o (Nm!)
Liquide 1.0 103 1.0107°% 721072
Gaz 1.2 1.7107°

4.3.3 Conditions aux frontiéres
Vitesse d’entrée

La vitesse du gaz a 'entrée de la colonne a été calculée a partir de I’expression suivante [10] :

Jgin WD
iy = Hin 4.27
/Ugv 59Ain ( )
ou J,,, = 4.9 mm/s est la vitesse superficielle a l'entrée de l'air, WD est la surface de la
section de passage de la colonne (0.15 m x 0.15 m), €, est le taux de vide qui est égal a
1 a Dentrée et A;, est la surface de la plaque perforée (0.03 m x 0.03 m). A partir de ces

parametres, la vitesse d’entrée de l'air est égale a v, ;, = 0.1225 m/s.

Condition aux parois

Une condition de non-glissement a été imposée pour les deux phases au niveau des parois afin
de modéliser les effets de friction et d’imperméabilité au niveau et a travers les parois [104].
Cette condition impose que les composantes des vitesses tangentielles et normales aux murs

soient nulles.

Condition a la sortie

Trois approches sont possibles afin de modéliser les conditions de sortie de la colonne a bulles.
La premiere approche est de définir une zone d’air libre au-dessus de la phase liquide. Dans ce
cas, il faut définir correctement les conditions initiales de la pression hydrostatique au niveau
de la région d’air dans le domaine. Cette approche permet la variation du niveau de la phase
liquide ainsi que sa recirculation a la sortie de la colonne. Cette option décrit bien la réalité.
Par contre, nous avons défini la phase d’air comme étant une phase dispersée. Or, la zone
d’air libre présente une phase continue et les termes de transfert de quantité de mouvement
au niveau de 'interface séparant les deux phases ne sont plus valides. De plus, cette approche

nécessite un domaine plus large. Ainsi, elle est plus cotiteuse du point de vue du temps de
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calcul.

La deuxieéme approche consiste a définir la surface a la sortie comme étant une surface libre
a pression constante. Cette condition permet aux deux phases de s’échapper du domaine et
au niveau d’eau de varier lors de I'injection du gaz. Cependant, lorsqu’on choisit la condition
de pression fixe, Ansys-CFX impose un mur fictif pour empécher ’écoulement dans le sens
inverse. Ainsi, ’écoulement liquide échappé du domaine ne serait pas récupéré. Ceci peut
induire des problemes de convergence au niveau des équations de conservation de la masse.
Une solution a ce probleme est de définir un taux de vide non nul, dans les conditions initiales
du canal. Cependant, la convergence du probleme devient sensible au choix du taux de vide
initiale.

Dans cette étude nous avons appliqué la troisieme option connue comme condition de déga-
zage. Cette approche est équivalente a une condition de pression fixe. Afin d’éviter la perte
de I’écoulement liquide du domaine, Ansys-CFX impose un mur fictif qui permet seulement
a la phase gazeuse de s’échapper du domaine. La phase liquide apercoit, ainsi, la surface a
la sortie comme étant un mur fictif a glissement libre et ne peut pas s’échapper du domaine.
Cette approche est I'approximation recommandée par [105] pour la simulation des colonnes
a bulle et elle est la plus utilisée dans la littérature.

A la figure 4.4, nous avons comparé la configuration de I’écoulement et la vitesse du liquide
moyennée dans le temps pour une durée de 5 s pour les trois conditions de sortie. Pour la
figure 4.4 (a), comme nous l'avons déja indiqué, il est incohérent de décrire le transfert de
la quantité de mouvement au niveau de l'interface par des modeles d’écoulement dispersé.
Pour la condition de pression constante (la figure 4.4(c)), les vecteurs vitesse au niveau de la
surface supérieure nous indiquent que le liquide est en train de s’échapper du domaine. Pour
la condition de dégazage, a la figure 4.4(b), on observe que la présence de mur, qui empéche
la phase liquide de s’échapper du domaine, induit des zones de recirculation plus intense que

celle observée dans 'approche précédente.

Maillage

Pour créer le maillage, nous avons utilisé le logiciel de maillage Ansys-Meshing [105]. Pour
la simulation des colonnes a bulles, le guide d’utilisation de CFX recommande 1'utilisation
d’un maillage hexaédrique. Selon le guide de CFX [105], ce type de maillage permet d’avoir la
meilleure qualité de maillage du point de vue de la qualité des cellules, du facteur d’asymétrie
et du coefficient d’orthogonalité. Ce type de maillage est souvent utilisé dans la littérature
pour ce méme cas d’étude [36,47,99-101].
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Figure 4.4 Configuration du champ de vitesses du liquide et du taux de vide a t = 5 s. (a)
Zone d’air libre (b) Dégazage (c¢) Condition de pression fixe.

En ce qui concerne la taille du maillage, pour la simulation des écoulements dispersés en
simulation Euler-Euler, impose que la taille des mailles doit étre suffisamment grande pour
contenir tous les détails de I'interface air-eau afin de permettre une modélisation adéquate
des termes de transfert d’énergie et de quantité de mouvement au niveau de I'interface [47].
Cette limitation a été aussi relevée par Stenmark. [106], qui a souligné le fait que pour que
le calcul de la moyenne des équations de conservation soit correct, le modele Euler-Euler,
dans Ansys-CFX, exige que la taille des mailles soit supérieure a la dimension de la bulle.
Ainsi, comme le diameétre des bulles, mesuré dans I'expérience de Deen [10], est égal a 4
mm, les études qui ont simulé cette expérience ont utilisé un maillage grossier de dimen-
sion 15 x 15 x 45 éléments, donc des arétes de dimensions (Azx = Ay = Az = 10 mm),
et 30 x 30 x 90 éléments, pour un maillage fin ce qui revient a des arétes de dimensions
(Ar = Ay = Az = 5 mm) [36,47,99-101]. Leurs simulations ont été réalisées en utilisant des

pas de temps compris entre 0.005 s et 0.01 s, en fonction de la résolution. Le pas de temps a

Az
été sélectionné en appliquant le critere du nombre de courant CFL, c¢’est-a-dire dt < —-.

\U

Dans cette étude, nous avons effectué des calculs transitoires pour plusieurs grandeurs de
maillages (Ax = Ay = Az € [4,10] mm), illustrées a la figure 4.5 et des pas de temps

constants compris entre 0.001 s et 0.01 s. Les tailles des mailles utilisées sont présentées au
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tableau 4.2.

...

0,000 0,150 0.300(rm)
L I ]

0,075 0,225

Figure 4.5 Une vue de devant du maillage de la colonne a bulle. (a) grossier (maille 1), (b)
moyen (maille 2) et (c) fin (maille 3).

Tableau 4.2 Dimensions du maillage.

type Az (mm) | Nombre de noeuds | Nombre d’éléments
Maille 1 | maillage grossier 10 11 776 10 125
Maille 2 | maillage moyen 5 87 451 81 000
Maille 3 maillage fin 4 173 394 163 172

Sur les tableaux 4.3, 4.4 et 4.5, nous avons évalué l'effet de la variation du pas de temps
pour chacune des mailles, par le calcul de I’écart absolu, entre les solutions du pas de temps

courant par rapport au pas de temps le plus petit. Ainsi :

EA = |Variable(dt i) — Variable(dt coyrant )| (4.28)

Les variables que nous avons analysées sont les moyennes temporelles de la vitesse verticale
de la phase gazeuse et du liquide. Ces deux parametres seront utilisés plus tard afin de
comparer avec les mesures expérimentales de Deen [10]. La durée totale des simulations que

nous avons réalisées est T' = 100 s. Afin de permettre a I’écoulement de se développer, nous
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avons calculé la moyenne temporelle des différentes variables durant les dernieres 50 s de la
simulation. Ainsi, la moyenne de la vitesse calculée a l'instant ¢, est calculée a partir de la

moyenne de vitesse a l'instant ¢,,_; comme suit :

_ —no—1- 1
Un:w(]ﬂ_ﬁ

Ny, — No

U, (4.29)

n—mno

avec n le pas de temps correspondant a l'instant ¢, et ng le pas de temps a partir duquel on

commence le calcul de la moyenne.

Tableau 4.3 Effet de pas du temps pour la maille 1.

Maille 1
Pas de temps (ms) | EA (Uy,) | EA (Up)
10 310~* 1.2 1074
) 2104 1.1 107%
3 210~ 0.6 10~*
1.5 - -

Tableau 4.4 Effet de pas du temps pour la maille 2.

Maille 2
Pas de temps (ms) | EA (Uy,) | EA (Uy)
10 3107 | 2107
) 51074 210~
3 21071 1107
2 21074 11074
1.5 - -

Tableau 4.5 Effet de pas du temps pour la maille 3.

Maille 3
Pas de temps (ms) | EA (Uy,) | EA (Uy)
10 1.4 1073 7107°
) 11073 11074
3 210°* 11074
2 _ _

Ainsi, on constate dans le tableau 4.3, qu’on obtient un écart absolu de 'ordre de 10~ sur les

vitesses obtenues avec les pas de temps 5 ms et 1.5 ms. Pour le maillage moyen (tableau 4.4),
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on considére que 1'écart absolu ~ 10~* obtenu entre les solutions des pas de temps 3 ms
et 1.5 ms présente une précision suffisante pour le calcul des vitesses. Pour le maillage fin
(tableau 4.5), I'écart absolu le plus faible (= 10~%) est obtenu pour les solutions des deux pas
de temps 3 ms et 2 ms.

La taille du volume de controle est imposée par la taille des mailles. Ainsi, le raffinement
du maillage est limité par la dimension des bulles afin d’assurer la cohérence du calcul de
la moyenne. La deuxiéme limite est imposée par la méthode de discrétisation des termes
transitoires. En effet, la méthode d’Euler implicite de second ordre permet une erreur d’ordre
supérieur par rapport a la méthode d’ordre 1. Elle offre une meilleure précision. Néanmoins,
nous avons remarqué qu’elle génere des instabilités pour des pas de temps tres petits. Par
conséquent, elle produit des oscillations qui peuvent nuire & la convergence [9)].

La figure 4.6 illustre l'effet de la dimension du maillage sur le calcul des vitesses moyennées
dans le temps du gaz et du liquide a une distance égale a 25 cm par rapport a 'entrée du
canal et pour une durée de simulation 7" = 100 s. Les pas de temps pour chacune des mailles
sont respectivement dt = 5 ms pour le maillage grossier, dt = 3 ms pour le maillage moyen
et dt = 2 ms pour le maillage fin. On constate sur ces figures, qu’il existe une différence entre
le résultat obtenu par le maillage grossier et le maillage moyen. En revanche, la différence
entre les solutions obtenues par le maillage moyen et fin est négligeable par rapport au
comportement global du profil des vitesses. Ainsi, nous avons considéré par la suite que le
maillage moyen et un pas de temps dt = 3 ms sont suffisants afin d’atteindre une précision
de l'ordre de 107* sur le calcul des vitesses et du taux de vide.

Sur ces figures, nous avons comparé les résultats numériques aux mesures expérimentales
de [10]. Les mesures ont été effectuées au centre du canal & une hauteur égale a 25 cm. On
constate, ainsi, a la figure 4.6, que les résultats des simulations surestiment le calcul des
vitesses du gaz et du liquide au centre du canal. Cet écart est di au fait qu’on utilise un
modele laminaire et qu’on ne tient pas compte de 'effet de la force de portance. En effet,
Deen et al. [99] ont analysé U'effet de chacune des forces interfaciales sur les profils des vitesses
du liquide et du gaz, moyennées dans le temps. Ils ont constaté que lorsqu’on tient compte
seulement des forces de trainée et de masse ajoutée, les résultats numériques surestiment la
prédiction de la vitesse du gaz au centre du canal. L’aplatissement du profil de la vitesse du
gaz a été modélisé en utilisant le modele LES pour la turbulence et en tenant compte de
la force de portance avec un coefficient C';, = 0.5. Or, comme nous 'avons expliqué dans la
section 2.3.2, la physique derriere les modeles actuels de la turbulence diphasique et de la force
de portance est un sujet de questionnement. De plus, leurs contributions dans la dispersion
des petites bulles peut masquer l'effet Meshchersky. Dans le cadre des objectifs de notre

analyse, nous avons ainsi décidé de ne pas les inclure dans notre modele. Toutefois, dans les
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applications industrielles, le taux de vide des écoulements dispersés est généralement faible.
Ainsi, il est recommandé d’utiliser un modele de turbulence afin d’approcher les solutions
numériques aux mesures expérimentales. Cependant, la validité de ces modeles est limitée

dans les régions de taux de vide local élevé.
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Figure 4.6 L’effet de la taille des mailles sur le calcul des vitesses moyennées dans le temps
dans du (a) gaz et (b) du liquide & une distance égale a 25 cm par rapport a Uentrée du canal
et pour une durée de simulation 7" = 100 s.
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4.4 L’Analyse de l’effet de la force de Meshchersky pour une colonne a bulle

En résumant ce qui précede, afin d’évaluer l'effet de la force de Meshchersky, nous avons
simulé le cas de la colonne a bulle de Deen [10]. Le code numérique utilisé dans nos simula-
tions est Ansys-CFX. Ce code résout les équations de Navier-Stokes moyennées. Il utilise la
méthode des volumes finis pour I'intégration spatiale et nous avons choisi la méthode d’Euler
implicite de second ordre pour I'intégration temporelle. La condition de convergence définie
par I'équation (4.26), a été fixé a 107°.

En ce qui concerne les conditions aux frontieres, la vitesse d’entrée du canal est égale a
0.1225 ms. Cette valeur a été calculée a partir de la vitesse superficielle du gaz et de la géo-
métrie du canal. Au niveau des parois, nous avons imposé une condition de non-glissement.
Et pour la sortie du canal, nous avons appliqué une condition de dégazage.

A partir de I'étude de sensibilité de la solution numérique aux dimensions du maillage et
du choix du pas de temps, nous avons choisi la maille 2 de type hexaédrique uniforme de
dimension (Az = Ay = Az =5 mm) ce qui revient a 87451 noeuds et 81000 éléments et un
pas de temps fixe égal a dt = 3 s.

Nous avons traité I’écoulement comme étant laminaire. Ainsi, on n’applique pas un modele
de turbulence et on néglige la force de portance et la force de dispersion turbulente.

Nous avons implanté la force de Meshchersky que nous avons calculé a partir des corrélations
de masse ajoutée de Zuber [23] (équation (4.5)) et Béguin et al. [18] (équation (4.6)), dans le
code Ansys-CFX. Par la suite, nous avons comparé les solutions obtenues par les simulations
avec une masse ajoutée constante (C,, = 0.5), donc sans force de Meshchersky, et des masses
ajoutées variables, en tenant compte de la force de Meshchersky. A la figure 4.7, nous avons
analysé l'effet de la force de Meshchersky sur le profil du taux de vide moyenné dans le temps
a une distance égale a 25 cm par rapport a I’entrée du canal et pour une durée de simulation
égale a T' = 100 s. De plus, aux figures 4.8, nous avons comparé les résultats pour le calcul
des vitesses moyennées dans le temps de la phase gazeuse (a) et la phase liquide (b) a la
méme position que pour la figure précédente.

En tenant compte de la force de Meshchersky, la figure 4.7 montre un aplatissement du profil
du taux de vide. De plus, on constate que l'effet de la force de Meshchersky sur la migra-
tion latérale des bulles est plus important lorsqu’il est calculé a partir de la corrélation de
Zuber [23]. Ainsi, l'effet dispersif de la force de Meshchersky est sensible au choix de la corré-
lation de masse ajoutée. En fait, comme nous l’avons constaté a la figure 2.7, la corrélation de
Zuber (2.91) décrit les valeurs supérieures de la masse ajoutée. Par conséquent, elle permet
de mieux capturer l'effet de la force de Meshchersky sur la dispersion des bulles.

Aux figures 4.8, on constate que la force de Meshchersky permet de mieux approcher les me-
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sures expérimentales des vitesses. Cette amélioration est plus importante au milieu du canal
pour la corrélation de Zuber (2.91). Par conséquent, notre modele de force de Meshchersky
résulte en une meilleure représentation de la migration transversale du taux de vide. De plus,
la prise en compte de cet effet permet une représentation plus proche de la physique des écou-
lements a bulles. L’effet Meshchersky a permis d’améliorer la précision du modeéle numérique

en rapprochant la solution des calculs de vitesses aux valeurs mesurées expérimentalement.
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Figure 4.7 L’effet de la force de Meshchersky sur le calcul du taux de vide moyenné dans le
temps a une distance égale a 25 cm par rapport a l'entrée du canal et pour une durée de
simulation T" = 100 s.
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Figure 4.8 L’effet de la force de Meshchersky sur le calcul des vitesses moyennées dans le
temps dans du (a) gaz et (b) du liquide & une distance égale & 25 cm par rapport a 'entrée
du canal et pour une durée de simulation 7" = 100 s.
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4.5 Conclusion

Le role de la masse ajoutée sur la dispersion des nuages de bulles a été évalué. Nous avons
envisagé une représentation plus complete des effets de la masse ajoutée qui prend en compte
la force de Meshchersky. Cette force apparait naturellement a partir de ’analyse de la pres-
sion en écoulement potentiel. Cette partie de la force de la masse ajoutée provient du fait que
la masse ajoutée varie dans I'espace. Nous sommes donc confrontés a un probleme a masse
variable. Deux types de simulations numériques ont été entrepris pour tester 'effet de cette
représentation plus complete de la masse ajoutée sur les nuages de bulles. Les approches
Euler-Euler et Euler-Lagrange ont été utilisées afin d’inclure des modeles de masse ajoutée
et de masse ajoutée induite, et de discuter de leur capacité a représenter les interactions hy-
drodynamiques entre les bulles. Dans I'approche Euler-Lagrange, on connait les positions et
les vitesses de chacune des bulles dans ’écoulement. Par conséquent, les effets locaux sur la
force de Meshchersky ont été adéquatement modélisés et son role sur la dispersion du nuage
de bulles a été observé.

Pour I'approche Euler-Euler, nous avons constaté que la force de Meshchersky contribue a la
migration latérale du taux de vide. Ainsi, la prise en compte de I'effet Meshchersky a permis
de se rapprocher des mesures expérimentales. Par conséquent, la contribution de la force de
Meshchersky sur la dispersion transverse de 1’écoulement a été mise en évidence. Ainsi, afin
de mieux représenter la physique responsable a la migration transversale du taux de vide, il
est important d’inclure I'effet Meshchersky dans les solutions numériques. Toutefois, 'effet
de la force de Meshchersky dépend du choix du modele du coefficient de masse ajoutée. En
fait, comme nous 'avons exposé dans la section 2.6.2, dans la littérature, il n’existe pas un
consensus concernant 'effet du taux de vide sur la variation de la masse ajoutée. La masse
ajoutée est tres sensible a l'arrangement local des bulles. Cependant, en modélisation eulé-
rienne, cette information est perdue par le processus de calcul de la moyenne. Par conséquent,
les modeles actuels de masse ajoutée qui tiennent compte de la présence de bulles a partir du
taux de vide ne permettent pas de capturer les effets locaux de la configuration de 1’écoule-
ment.

Une meilleure modélisation de la masse ajoutée pourrait permettre de considérer la masse
ajoutée comme un tenseur plutot qu'un scalaire. Le gradient de taux de vide pourrait étre
un moyen afin de tenir compte de I'asymétrie du nuage de bulles autour de la bulle centrale.
Par conséquent, dans le chapitre suivant, nous proposons une corrélation pour le tenseur de
la masse ajoutée qui considere 'effet du gradient de taux de vide. Cela pourrait permettre de
modéliser de maniere plus cohérente la force de la masse ajoutée et la force de Meshchersky,

ce qui menera a une représentation plus précise de la dispersion des bulles induite par la
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variation de la masse ajoutée en description Euler-Euler.

Nous tenons aussi a noter que I'implémentation des équations en formulation Euler-Euler
considére un volume de controle basé sur la taille des mailles. Or, cela n’est pas cohérent
avec le processus de moyennage qui s’appuie sur une taille de volume de contrdle imposé par
le type de dispersion a simuler et non pas la taille des mailles. Par conséquent, la taille du
maillage devient limitée par la dimension de la phase dispersée. De plus, cela implique que
deux simulations avec des tailles de mailles différentes, ne résolvent pas les mémes équations,
puisque la surface de moyennage change en fonction du maillage.

Un autre point a souligner est qu’il est préférable de choisir un maillage cartésien puisqu’il
n’est pas certain que la variation spatiale du volume de controle soit prise en compte dans le
code de calcul CFX.

Ceci dit, l'effet Meshchersky que nous tenions a mettre en évidence sur un cas test physique
couramment étudié, pour lequel on dispose de données expérimentales, est bien net. En
somme, notre analyse de convergence spatiale est difficile & montrer parce que les équations
résolues dépendent de la taille de la maille. Les autres tests tels que la convergence temporelle

sont par contre adaptés.
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CHAPITRE 5 LES EFFETS DE LA CONFIGURATION DU NUAGE DE
BULLES SUR LA MASSE AJOUTEE EN MODELISATION EULER-EULER

Nous avons évoqué, au chapitre 3, la sensibilité de la masse ajoutée a la distribution locale des
bulles dans le nuage. Lorsque le nuage de bulles évolue dans le temps, sa masse ajoutée fluc-
tue, ce qui crée un effet Meshchersky. Au chapitre 2, nous avons constaté que les corrélations
qui existent dans la littérature en modélisation eulérienne ne considerent pas la distribution
locale des bulles. Par conséquent, elles ne permettent pas une représentation adéquate de
la force de Meshchersky. En effet, en modélisation eulérienne, I'information sur les positions
relatives entre les bulles est perdue par le processus du moyennage, ce qui entraine une in-
cohérence dans I’évaluation de la masse ajoutée. Ainsi, les corrélations actuelles ne prennent
pas en compte l'effet de la variation de la distribution spatiale des bulles. Ceci entraine une
déficience dans la modélisation de la force de Meshchersky.

Comme la force de Meshchersky est une conséquence directe de la variation de la masse
ajoutée, il est nécessaire d’établir un modele plus complet pour la masse ajoutée qui per-
mette une représentation plus juste de 'effet Meshchersky. Les corrélations de masse ajoutée
actuelles utilisent le taux de vide afin d’inclure U'effet de la présence des bulles dans le nuage.
Cependant, ce parametre ne permet pas d’inclure I'effet de la distribution locale du nuage.
Par conséquent, la prise en compte de la dépendance au taux de vide est insuffisante pour
modéliser adéquatement la masse ajoutée, ainsi que la force de Meshchersky. A cet égard,
ce chapitre porte sur le développement d’une nouvelle corrélation de masse ajoutée qui tient
compte de la distribution locale des bulles via le taux de vide ainsi que son gradient. Les
coefficients de masse ajoutée des nuages de bulles, ont été calculés a partir de la résolution
de I'écoulement potentiel.

Dans I'hypothese ot le gradient du taux de vide est un parametre qui permet de tenir compte

de la distribution locale des bulles, le tenseur de la masse ajoutée s’écrit

T ==V e) (5.1)

Pour déterminer cette relation, nous avons défini une fonction de distribution du taux de vide
qui permet d’inclure l'effet de la distance entre les bulles dans la modélisation de la masse
ajoutée. Dans un premier temps, nous avons analysé des nuages de bulles de configuration
réguliere, dans le but d’éliminer I'effet du gradient du taux de vide et d’établir la dépendance
de la masse ajoutée au taux de vide. Puis, nous avons appliqué une transformation sur les

nuages réguliers, afin de créer artificiellement un gradient du taux de vide unidirectionnel.
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Cette approche permet d’évaluer 'effet du gradient du taux de vide sur la masse ajoutée du
nuage et de proposer un modele plus général de la masse ajoutée. Nous avons alors comparé
le modele proposé aux valeurs des coefficients de masse ajoutée pour des nuages aléatoires.
Enfin, nous avons conclu ce chapitre par une discussion sur la portée et les limites du modele

proposé.

5.1 La résolution de I’écoulement potentiel autour d’un nuage de bulles

Cette section présente la méthodologie que nous avons utilisée pour la résolution de 1’écou-
lement potentiel autour d’un nuage de bulles et qui nous a permis de calculer les coefficients
de masse ajoutée pour chacune des bulles dans le nuage.

La fonction potentielle est une solution de I’équation de Laplace (3.6). Par conséquent, la ré-
solution de I’écoulement autour du nuage de bulles revient a définir les fonctions harmoniques,
qui satisfont les conditions aux limites suivantes :

— A Dinfini, la vitesse converge vers zéro.

— La fonction potentielle ® respecte la condition de non-pénétration au niveau des sur-
faces des bulles, c’est-a-dire que le fluide ne peut pas traverser les parois de toutes les
bulles du nuage.

Comme les harmoniques sphériques sont des solutions de I’équation de Laplace [107] et elles
sont invariantes aux rotations, la fonction potentielle autour d’'un nuage de N, bulles, peut
s’exprimer par la somme des harmoniques sphériques régulieres R]"(7) et irrégulieres S;™(7)
comme suit [18] :

Np oo l
= ZZ Z FILRY () + g S (), (5.2)
n=11=0 m=

N N, , . . — o, . ,
ou y.,*, définit la sommation sur ’ensemble des bulles, 7}, est le vecteur position exprimé dans
le référentiel de la n®™e bulle. g/, etf/™ sont des constantes déterminées par les conditions

aux limites et les harmoniques sphériques sont définies comme suit :

RPM(7) = R (r,0,0) = (—=1) 2" r¥"(9,¢) (5.3)
S = Si(r0, Q) = (1) 2= Y (5.4

avec —l <m <.

Les f/lm représentent les harmoniques sphériques normalisées. Elles sont définies par [18] :

V() = Y, 9.¢) = m P (cos 9) €. (5.5)
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ou —l <m <l et P sont les polyndmes associés de Legendre.
D’une maniere générale, pour une variable quelconque z, les polyndémes associés de Legendre
sont donnés par [108] :

_1)m l+m

m ( 2\m/2
A =gy (=)™

(2% — 1) (5.6)

Afin que I’équation (5.2) respecte la premieére condition aux limites (qui consiste & converger
la vitesse a l'infini vers zéro), les constantes f/” doivent étre nulles. Ainsi, I’équation de

I’écoulement potentiel autour du nuage de bulles se réduit a :

Np oo l

©=> 3> > gnS(m), (5.7)
n=11=0 m=—1
Les constantes g;',, seront déterminées a partir des conditions de non-pénétration qui consistent
en I'égalité entre la composante normale de la vitesse a la surface de la né™ bulle et la com-
posante normale de la vitesse a la surface d’une bulle isolée [18]. La solution analytique du
potentiel autour d'une bulle isolée est déja connue par :

U,a? cosd

¢n = 9 2 (58)

Les constantes g;”, sont calculées a partir de la relation suivante :

w o,
dr, oo _d'rn

(r=ay) (5.9)

Pour les lecteurs qui s’intéressent a la méthode numérique de résolution de 1'équation (5.7),

nous vous invitons a consulter I'article de Béguin et al. [18].

5.2 Le calcul du coefficient de masse ajoutée dans un nuage

Pour déterminer les coefficients de masse ajoutée pour les bulles dans un nuage, nous avons
posé les hypotheses suivantes
i) L’approximation d’écoulement potentiel est suffisante pour déterminer la masse ajou-
tée [26,27,84].
ii) Les transferts de masse et de chaleur au niveau des interfaces ne sont pas considérés.

iii) Les bulles sont identiques, rigides, sphériques et accélérent uniformément.
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Cette derniere hypothese est applicable dans le cadre de la description eulérienne. En effet,
pour une méthode eulérienne, dans un volume de controle, on considere le rayon équivalent
des bulles ainsi que leurs accélérations moyennes.

L’ensemble de ces hypotheéses permettent d’utiliser I'approche de Takahira et al. [109] afin
de résoudre 1’écoulement potentiel autour de N, bulles sphériques.

Afin de déterminer les composantes de la masse ajoutée, données par 1’équation (3.15), nous
avons exprimé le vecteur élément de surface donné dans la base de coordonnées cartésiennes

comme suit :
sin? v cos ¢
ds, = a2 | sin2 9sin ¢ | dod¢ (5.10)
sin ¢ cos ¢
ou v et ( sont respectivement la colatitude et la longitude dans le systeme de coordonnée
sphérique.

Et le vecteur ¢ :

Pni
On = | Pn2 (5.11)
©n3
Ainsi, le tenseur C’:nk s’écrit :
G = —— / 5, ® dS)
nk  — 47_‘_(1% S, Pn k
8 m gm2 On151n20c0sC  Ppasin?cosC  ppzsindcosC (5.12)
" dra /19:0/:0 ©n18IN*0sing  ppasin®dsin  ppzsin®dsing | ddd¢

Yn185tndcost  ppasintcosd  pzsintcos

Par conséquent, le tenseur C,, pour un nuage de bulles en transition est donné par une
matrice (3 x 3).
Nous rappelons la relation entre le potentiel de vitesse ® et la fonction vectorielle ¢, qui est

donnée par la relation (3.8), comme suit :

Ny, 3 '
o — Z Z Ori * Tnj (5.13)

n=1j=1

ou Z?Zl indique la sommation sur les composantes des vecteurs dans la base de coordonnées
(€1, €5,¢€3) et 5™ indique la sommation sur toutes les bulles du nuage.
Ainsi, I’équation (5.13) indique que, pour une bulle de référence quelconque k, la composante

@i correspond a la valeur de la fonction @ lorsque &y; # 0, #x; = 0, (j # ©) et 4,; = 0 pour
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n # ket j =1,2,3. Par conséquent, nous avons appliqué la méthode de résolution décrite a
la section 5.1 afin de déterminer les composantes du vecteur ¢. Ensuite, les composantes de
la matrice de masse ajoutée de la bulle & sont calculées & partir de I’équation (5.12). Nous
rappelons que le vecteur potentiel ¢y est une fonction de la position de toutes les bulles dans
le nuage. Ainsi, le tenseur de masse ajoutée de la bulle k dépend de la distribution locale du
nuage.

Comme décrit dans la section 5.1, nous avons utilisé les harmoniques sphériques dans la
résolution de I’écoulement potentiel. Ces dernieres sont fonction des polyndémes associés de
Legendre. Par conséquent, en vue de nous assurer de la précision de nos calculs, nous avons
établi deux études de convergence. La premiere vise a déterminer le nombre approprié¢ de
polynomes associés de Legendre [,,,, requis pour obtenir une précision souhaitée. La deuxieme
consiste a analyser la sensibilité du calcul de la masse ajoutée au nombre total de bulles dans

le nuage.

5.3 L’étude de convergence sur le nombre de polynémes associés de Legendre

Pour déterminer le nombre approprié de polynémes associés de Legendre [,,,., nous avons
calculé le coefficient de masse ajoutée pour un nuage de bulles de distribution aléatoire pour
des lnaz = [1,12]. Le tableau (5.1), présente les valeurs du coefficient de masse ajoutée pour
une bulle de référence, ainsi que I’écart relatif Er entre les résultats obtenus pour deux valeurs

de 1,4 successives défini comme

|Cm(lmax) - Cm(lmax - 1)'
Om<lmax - 1)

Er = (5.14)

La figure 5.1 présente la variation de ’écart relatif Er en fonction de [,,,,. On observe sur
cette figure qu’a partir de l,,,4, = 5, ’écart relatif décroit d’'une maniere monotone. De plus,
I’écart relatif entre les coefficients de masse ajoutée obtenue a partir de 4, = 10 et [0, = 11
est de l'ordre de 10~7. Nous avons considéré, ainsi, que cet écart est suffisamment petit afin

d’utiliser [,,,, = 10 pour toutes les simulations de cette étude.



118

Tableau 5.1 La sensibilité de calcul du coefficient de masse ajoutée a l,,4.

l Cnm Er
0.39295095
0.39847569 | 1.4 102
0.40600248 | 1.8 102
0.40599298 | 2.3 10~°
0.40644059 | 1.1 1073
0.40656119 | 2.9 1074
0.40659817 | 9.1 10~°
0.40659361 | 1.1 10~°
0.40659569 | 5.1 1076
0.40659624 | 1.3 1076
0.40659632 | 1.9 1077
0.40659633 | 2.4 1078

3
8

— = =
DS ©ow-10 Uk Wi~

l maxr

Figure 5.1 La variation de ’écart relatif Er des coefficients de masse ajoutée en fonction du
nombre de polynomes de Legendre associés ly,qz -

5.4 La validation de la méthode numérique

Les corrélations (2.81) et (2.82) de Van Wijngaarden [11] sont des solutions analytiques de
la résolution de I’écoulement potentiel autour de deux bulles. Par conséquent, afin de valider
les résultats des calculs numériques, a la figure 5.2, nous avons comparé la solution numé-
rique avec les valeurs obtenues par les modeles de Van Wijngaarden [11], pour la variation

de la masse ajoutée en fonction de la distance de séparation pour les cas de deux bulles qui
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accélerent cote a cote, et I'une derriere 'autre.

Les figures 5.2 montrent un bon accord entre le calcul numérique et la solution analytique.

L’écart quadratique moyen entre les deux solutions a été calculé comme suit :

1

2
RMS = Neas Z <Omcalcul direct C(msolution analytique)

(5.15)

Pour le cas de bulles qui accélerent cote a cote le RMS obtenu est de l'ordre de 1073 et
pour le deuxiéme de RM S ~ 10~*. Par conséquent, les calculs numériques permettent de

reproduire les résultats analytiques avec une précision élevée.
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(a)

— Calcul nun’llériqule
i © Solution analytique (Van Wijngaarden (1976))

2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

0.5

0481

046

0.44
:j'_
0.42
0.4
038 ] |=Calcul numeérique
© Solution analytique (Van Wijngaarden (1976))
0.36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
&

Figure 5.2 La comparaison entre les résultats numériques et la solution analytique de Van
Wijngaarden [11] pour le calcul de la variation de la masse ajoutée en fonction de la distance
de séparation pour les cas deux bulles qui accélerent (a) cote a cote et (b) I'une derriere
I’autre.
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5.5 FEtude de sensibilité de la masse ajoutée au nombre total de bulles dans le

nuage

Dans cette section, nous présentons ’évaluation de ’effet du nombre total de bulles et de la
position de la bulle la plus éloignée, dans le calcul du coefficient de masse ajoutée d’une bulle
de référence qui occupe le centre du nuage. De ce fait, nous avons calculé le coefficient de
masse ajoutée pour deux nuages de distributions aléatoires, contenant chacune un nombre
initial de 500 bulles. Les bulles sont identiques de rayon a. Le premier nuage a été généré
aléatoirement, tandis que dans le deuxiéme nuage, un critere de sélection qui assure une
distribution uniforme du taux de vide dans le nuage a été employé. En d’autres termes, nous
avons défini un volume de contrdle et nous nous sommes assurés que le taux de vide dans le
volume de controle soit équivalent au taux de vide total dans le nuage. La valeur du rayon du
volume de controle a été choisie en analysant 'effet de la distance qui sépare les bulles sur la
masse ajoutée de la bulle de référence. Comme il est montré aux figures 3.3, la contribution
des bulles voisines situées dans un rayon inférieur ou égal a R. = ba, dans la variation de la
masse ajoutée de la bulle de référence est plus importante que effet des bulles plus loin. A
cet égard, a chaque simulation, nous avons calculé le coefficient de masse ajoutée en retirant
les 20 bulles les plus éloignées de la bulle de référence. Nous avons, ensuite, refait le méme
calcul jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de bulles en dehors du volume de controle.

La figure 5.3 montre la variation du coefficient de masse ajoutée de la bulle de référence en
fonction du nombre total de bulles dans le nuage. Nous avons constaté que le coefficient de
masse ajoutée est quasi-stable a partir d’'un nombre total de 360 bulles. La figure 5.4 montre

la variation de I’écart relatif entre deux simulations successives, défini comme suit :

_ [Con(Ny) = Cin(Ny = 20)]

E
" Con (N, — 20)

(5.16)



0.524

0522

052

0.518

U 0516

0514

0.512

0.51

0.526
0.524
0.522

052
0.518

o 0516
0.514
0512

0.51
0.508

0.506

50 100 150 200 260 300 350 400 450

500

500

122

Figure 5.3 La variation du coefficient de masse ajoutée en fonction du nombre total des bulles
dans le nuage (a) Nuage 1 (b) Nuage 2.
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Figure 5.4 L’écart relatif entre deux simulations successives.

La figure 5.4 montre que l'écart relatif est faible (Er < 0.2%) pour des nuages avec un
nombre de bulles supérieur a 360. Ainsi, le fait d’éliminer les 140 bulles lointaines affecte
faiblement la masse ajoutée de la bulle de référence. Tandis que, pour les nuages contenant
un nombre de bulles inférieur a 360, I'écart relatif fluctue. Par conséquent, seules les 360
bulles les plus proches de la bulle de référence affectent sa masse ajoutée. De plus, on observe
que cet effet devient de plus en plus important lorsqu’on change la distribution du nuage
tout en se rapprochant de la bulle de référence.

Nous avons constaté que, pour les nuages de 360 bulles, la position de la bulle la plus éloignée
de la bulle de référence est égale a 13.1 a pour le premier nuage et 13.02 a pour le second.
De ce fait, pour les nuages avec un nombre élevé de bulles, afin de réduire 'effort numérique
et le temps de calcul, nous avons considéré que les bulles positionnées au-dela du rayon de
13 a, n’ont pas d’effet significatif sur le calcul du coefficient de masse ajoutée de la bulle de
référence.

Le but de la section suivante est d’examiner ’exactitude des modeles de masse ajoutée actuels,
présentés a la section 2.6.2. Dans cette perspective, a partir de la théorie des écoulements
potentiels, nous avons calculé la masse ajoutée pour des nuages de bulles de distribution
aléatoire. Par la suite, nous avons comparé les résultats obtenus aux valeurs de masse ajoutée

données par les différentes corrélations.
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5.6 Masse ajoutée pour des nuages de distributions aléatoires

Nous avons utilisé I'approche présentée a la section 5.2 afin de résoudre 1’écoulement poten-
tiel autour des nuages de bulles de distribution aléatoire accélérant uniformément selon la
direction z. La figure 5.5 illustre les valeurs des composantes du tenseur de masse ajoutée
calculées. Le coefficient C,,, définit la composante de la masse ajoutée dans la direction pa-
rallele a I'accélération du nuage. Les coefficients C,,, et Cy,,, sont les composantes de la masse

ajoutée dans les directions orthogonales a 1’accélération.

Nous avons par la suite comparé les corrélations de la masse ajoutée qui considerent 'effet du
taux de vide, présentées a la section 2.6.2. Toutes ces corrélations modélisent le coefficient de
masse ajoutée C,,, dans la direction de 'accélération. Aucune de ces corrélations ne permet
de calculer les composantes C,,, et Cy,,, de la masse ajoutée. Nous observons sur la figure 5.5
que les formules de Zuber (2.91) et de Van Wijngaarden (2.95) décrivent la limite supérieure
des valeurs de coefficient de masse ajoutée. La formule de Wallis (2.93) correspond a la limite
inférieure et celle de Béguin et al. [18] (2.96) décrit les valeurs moyennes de la masse ajoutée.
Toutefois, aucune des corrélations de la littérature ne décrit convenablement la dépendance
de la masse ajoutée au taux de vide. En effet, pour un méme taux de vide, la composante
Chn. de la masse ajoutée peut avoir des valeurs tres différentes (de 0.3 & 0.8). En outre, pour
de nombreux nuages, les valeurs des composantes non diagonales du tenseur de la masse
ajoutée présentent des valeurs relativement considérables (de —0,25 a 0,25). Ces valeurs
sont non négligeables et peuvent avoir un effet significatif sur la dynamique de 1’écoulement.
Par conséquent, a notre sens, il ne suffit pas de considérer seulement 'effet du taux de vide
afin de modéliser convenablement les effets de la masse ajoutée. Nous avons déja discuté de
I'importance de la distribution locale des bulles dans le calcul de la masse ajoutée. Cette
information n’est pas fournie a travers le taux de vide.

Nous avons analysé les nuages de bulles avec des valeurs de coefficients de masse ajoutée
Chn €levées (= 0.8). Ainsi, nous avons remarqué que les bulles les plus proches de la bulle
de référence sont localisées sur le plan orthogonal a la direction de ’accélération. Pour les
nuages avec des valeurs de coefficient de masse ajoutée C,,, relativement faibles (= 0.3), les
bulles les plus proches sont localisées sur la direction parallele a 'accélération. Quant aux
coefficients C,,; et C,y, ils résultent de 'existence de bulles dans une orientation relative
différente de 0° et de 90°. Par conséquent, nous avons déduit que les variations observées
sont attribuées a 'asymétrie du nuage autour de la bulle centrale.

Dans cette perspective, nous avons établi une approche afin de développer un nouveau modele
de la masse ajoutée qui permet d’inclure l'effet de la configuration locale du nuage de bulles.

Notre démarche s’appuie sur I’hypothese que le gradient de taux de vide permet d’inclure



125

x calcul numérique

0.9 — C =05 T T T T
—¢C_=0.
—¥— Béguin et al.(2016)
—=4—Van Wijingaarden (1976)
0.8 Wallis (1969) x T
—+— Zuber (1964)
* X X X
X
07 <
X
% >><< x % X x x x x
x x x o x L X %
xx N o L ox x X x
06 ixox X" x x X x X X N
X g % x x x
2 X XX X
Q,)S Xxx x %y o X% L i
X X
X ><><>><< o x X x KX . X * X )
0.5 e - =
ol x xox X x  x* x x X
d % X x
XX e Xx X X X % * xx x x
X
x x x x
oal x x5 X x Lo 4
X x % X
x
x x x
03 b
0.2 1 L L 1 1 1 |
0 5 10 15 20 25 30 35 40

e(%)

0.3 T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 35 40

e(%)

Figure 5.5 Coefficients de masse ajoutée pour des nuages de bulles de distributions aléatoires.



126

’asymétrie du nuage autour d’une bulle de référence. A cette fin, nous avons commencé par
définir une fonction de distribution du taux de vide qui permet d’inclure la position relative

entre les bulles dans le calcul du taux de vide et de son gradient.

5.7 Le calcul du taux de vide

Les petites bulles dans un écoulement dispersé sont considérées comme des systemes discrets.
Dans l'approche lagrangienne, le mouvement de chaque bulle dans ’écoulement peut étre
décrit en utilisant la deuxieme loi de Newton. Cependant, la description eulérienne considere
que la phase gazeuse est continue. Ainsi, la moyenne des propriétés de 'écoulement est
calculée dans un volume de contrdle. Dans l'optique de relier les variables discretes aux
variables continues, nous avons défini une fonction de pondération pour calculer le taux de
vide. Cette approche a été initialement proposée par Zhu et al. [110] pour la simulation
des écoulements granulaires. En général, la fonction de pondération f(7) doit satisfaire une
condition de normalisation sur tout le volume de controle, une condition de continuité pour le
processus de dérivation et garantir que les propriétés moyennées varient de maniere monotone
sur tout le domaine. De plus, elle doit étre positive, décroitre de facon monotone a l'intérieur
du volume de controle et tendre vers zéro a extérieur [110]. Cette derniére condition assure
que la contribution des bulles dans la variation de la masse ajoutée varie en fonction de la
distance qui les séparent de la bulle de référence. Autrement dit, plus la bulle est proche,
plus son effet est pris en compte. Une fonction habituellement utilisée pour évaluer le taux

de vide dans 'approche eulérienne est

1

fo= V. (5.17)

ou V, est le volume de controle. Cette fonction ne respecte pas la condition de décroissance
monotone. Par conséquent, elle ne permet pas d’inclure 'effet de la distance entre les bulles sur
la masse ajoutée. Afin de surmonter ce probléme, nous avons proposé une forme polynomiale
d’une fonction de pondération qui respecte toutes les conditions énoncées ci-dessus. Ainsi, la

fonction de pondération est définie comme suit :

A, (TP =277 4 1) siT < 1
7) — 5.18
/) { 0,sir>1 ( )
ou 7 = . Avec r la position radiale et R, le rayon du volume de controle de la bulle. Pour

R.'
chaque facteur p, le coefficient A, est déduit de la condition de normalisation. Les valeurs de

A, sont présentées a 'annexe (B).
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Par conséquent, le taux de vide d’une bulle quelconque k, de rayon constant a entiérement

ou partiellement a l'intérieur d’'un volume de contréle de rayon constant R, est donné par :

eold,a, R,) = / F(F)dV (5.19)

WenVe

Comme illustré sur la figure 5.6, d est la distance entre le centre de la bulle k& et le centre du
volume de controle V., a est le rayon de la bulle et R, est le rayon du volume de controle.
Pour les bulles entierement a l'intérieur du volume de controle, la fonction de pondération
est intégrée sur le volume de la bulle V},. Quant aux bulles situées sur le bord du volume de
controle, comme illustré a la figure 5.6, nous n’avons considéré que la partie du volume de la

bulle située & 'intérieur du volume de controle.

2

Ve

Figure 5.6 Taux de vide d'une bulle au bord du volume de controle.

Le gradient de taux de vide d’une bulle k est donné par définition comme suit :

- Oe k= Oe k= Oe k3

=i+ —Jj+ -k 5.20
Ver= 52"y T oz (5:20)
Pour un nuage contenant N, bulles, le taux de vide et le gradient du taux de vide sont calculés

comme suit :

Np
e=) & (5.21)
k=1
— Noo
Ve=> Ve (5.22)
k=1

Sur la figure 5.7, nous avons comparé les distributions du taux de vide et du gradient du
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taux de vide d’une bulle & I'intérieur d’'un volume de controle en utilisant les fonctions fj et
f(7). On observe que lorsque p augmente, le comportement de la fonction f(7) se rapproche

du comportement de la fonction fj.

(a)
35 .
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3 _ _p=4
25 p= 8|
—p=12
2 ¢ - fO .
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Figure 5.7 (a) Taux de vide et (b) Distribution de la norme du gradient du taux de vide d’'une
bulle de rayon a = % dans un volume de controle de rayon R, en fonction de la position
radiale pour différentes fonctions de pondération.
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5.8 La modélisation de la masse ajoutée

Afin d’évaluer 'effet du taux de vide sur la masse ajoutée, nous avons commencé par exami-
ner des configurations régulieres de nuages de bulles, c’est-a-dire les configurations cubiques
simples, cubiques centrées, cubiques faces centrées et hexagonales (voir la figure 5.8). Une
approche similaire a été utilisée par Chhabra [111] pour analyser l'effet de la configuration
des bulles sur le coefficient de trainée. Par la suite, nous avons appliqué une transformation
géométrique uniforme sur toutes les configurations afin de créer artificiellement un gradient
de taux de vide. Cette méthode permet de contrdler la direction du gradient du taux de vide,

et ainsi, une meilleure compréhension de sa contribution sur la variation de la masse ajoutée.

Cubique Simple  Cubique Centrée Cubique Face Centrée Hexagonale

Figure 5.8 Configurations régulieres de nuage de bulles.

5.8.1 Le cas de nuages de bulles réguliers

Notre objectif dans cette section est d’établir une relation entre la masse ajoutée et le taux de
vide en excluant 'effet de son gradient. Par conséquent, nous avons considéré des distributions
de bulles symétriques. Ainsi, le gradient du taux de vide défini par I’équation (5.22) s’annule.
Toutes les bulles sont identiques de rayon a et accélerent dans la direction z. On note par
¢ la longueur caractéristique de la configuration telle que présentée sur la figure 5.8. En
nous basant sur les formes des corrélations trouvées dans la littérature, nous avons analysé
deux types de relations possibles entre le taux de vide et le coefficient de masse ajoutée. La

premiere corrélation est une relation linéaire donnée par :

1
Cmrl = 5 + Blg (523)

Et la deuxieme relation est une forme quadratique :

1
Conrz = 5 + Bye? (5.24)
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Les coefficients By et B, ont été déterminés en calculant 1’écart quadratique moyen, entre
les corrélations et les valeurs de la masse ajoutée obtenues par la résolution de 1’écoulement
potentiel.

En effet, le calcul du taux de vide dépend de deux parametres : 'exposant p dans la fonction
de pondération (5.18) et le rayon du volume de contréle R.. Ainsi, pour chaque coefficient
p = [1, 6] et pour les rayons de controles R, = [3a, 10a], nous avons calculé les coefficients By
et By qui donnent la valeur RM S la plus faible. Ensuite, dans nos corrélations, nous avons
choisi les coefficients calculés a partir du couple (p, R.) qui donne I’écart quadratique moyen
le plus faible pour I’ensemble des simulations, c.a.d pour les configurations symétriques et
asymétriques. Ces dernieres seront abordées dans la prochaine section.

Pour I'ensemble des simulations, le couple (p = 8, R. = 5) donne la valeur RMS la plus
faible. Pour ce couple, le coefficient B1 de la corrélation (5.23) est égal a 0.12 avec une valeur
RMS de 0.019 et le coefficient B2 de la corrélation (5.24) est égal & 0.28 avec une valeur

RMS' de 0.0095. Par conséquent les deux corrélations proposées sont :
1
Cor1 = 3 +0.12¢ (5.25)

et
1
Conrz = 5 + 0.28¢2 (5.26)

Sur la figure 5.8, nous avons comparé les résultats des coefficients de masse ajoutée obtenus
par la résolution de 1’écoulement potentiel autour des nuages symétriques et les corrélations
proposées. On constate que le coefficient de masse ajoutée de la bulle centrale croit avec 'aug-
mentation du taux de vide. Nous observons notamment que les corrélations de Zuber (2.91),
Wallis (2.93) et Van Wijngaarden (2.95) s’écartent fortement des résultats numériques. Les
deux corrélations de forme quadratique (I'équation (5.26) et la corrélation de Béguin et
al. (2.96)) décrivent qualitativement mieux la variation de la masse ajoutée en fonction du
taux de vide, que la corrélation de forme linéaire (5.25). Puisque Béguin et al. [18] ont consi-
déré des nuages aléatoires sans tenir compte de 'effet le gradient du taux de vide, leur modele
inclut la contribution de l'irrégularité de I'arrangement des bulles. Ainsi, la corrélation de
Béguin et al. [18] surestime avec une valeur RM.S de 0.013 le coefficient de masse ajoutée

pour les configurations régulieres.
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Figure 5.9 Variation des coefficients de masse ajoutée pour les nuages de configurations
symétriques.

Enfin, la corrélation (5.26) présente ’écart quadratique moyen le plus faible et donne la
meilleure estimation de la variation de la masse ajoutée en fonction du taux de vide pour
les nuages symétriques. Nous avons déterminé, ainsi, la relation entre la masse ajoutée et le
taux de vide en éliminant l'effet du gradient du taux de vide. Pour la suite de nos calculs,

nous avons noté par C,, = Cy,m2. De cette facon, I’équation (5.1) se réécrit comme suit :

= =

= O + f(V €) (5.27)

3
~

ot T est le tenseur unitaire représenté par une matrice (3 x 3) défini par I'équation (3.18).

5.8.2 Le cas de nuages de bulles irréguliers

Dans cette section, nous avons évalué l'effet du gradient du taux de vide sur la variation de
la masse ajoutée. Dans cette perspective, nous avons appliqué une expansion géométrique
contrdlée sur les nuages de bulles réguliers pour créer un gradient de taux de vide unidirec-
tionnel selon la direction z. La transformation a été soigneusement choisie afin de maintenir

une distance moyenne égale entre la bulle de référence et les bulles voisines selon les trois
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directions z, y et z. Ainsi, elle suit la loi suivante :

xreg
2ecc 1 —« €
Ty =
1+ax 11—«
Zreg (5.28)
Yt = Yregt €
xreg
2t = Zpegt €

ol « est un coefficient de transformation, (Z,eg, Yreg, 2reg) €st la position de la bulle dans
la configuration réguliere exprimée dans le référentiel de la bulle centrale et (xy,y:, 2;) est
la position de la bulle apres la transformation exprimée dans le méme référentiel (c.a.d par
rapport a la position de la bulle centrale). La figure 5.10 montre un exemple de la transfor-
mation appliquée sur une configuration cubique simple. Nous avons choisi soigneusement les
parametres ¢ et a afin de créer des nuages de bulles uniformément réparties dans les inter-
valles de taux de vide € € [3,45] % et des gradients de taux de vide || v el| € [0,3] % avec
(vl

Ve=1]0 et T = —. Cette condition permet de générer des nuages de bulles répartis

0 a

uniformément sur toutes les gammes (g, || v e]|). Par conséquent, tous les nuages, avec des
couples (e, || % e||) différents, contribuent d’une manieére équivalente au le développement des

corrélations de la masse ajoutée.

‘ - | c

a8 l(

2 2 20 207
all+a) 1 1+¢ Tra

Figure 5.10 Transformation de la configuration cubique simple.
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Nous avons ensuite calculé les coefficients de masse ajoutée pour des nuages accélérant dans la
direction parallele au gradient du taux de vide. Les figures 5.11 montrent que, pour un méme
taux de vide, le coefficient de masse ajoutée décroit lorsque la norme du gradient du taux
de vide augmente. Pour les nuages accélérant dans la direction orthogonale au gradient du
taux de vide, les figures 5.12 montrent que le coefficient de masse ajoutée augmente lorsque

la norme du gradient du taux de vide augmente.

En vue de déterminer la relation entre le coefficient de masse ajoutée et le gradient du taux
de vide, nous avons considéré trois formes de corrélations possibles. La premiere équation
suppose une variation linéaire entre le coefficient de masse ajoutée et la norme du gradient

du taux de vide :

5
Ensuite, nous avons considéré une variation quadratique comme suit :
o2
Cm = Cmr + AQ Ve (530)

La derniére forme consiste a considérer les développements en série de Taylor, d’ordre 1

jusqu’a l'ordre 4, de la masse ajoutée en fonction du taux de vide € et du module de son

gradient ‘% el|. Ainsi :
— — |2 — )
Chh = 05+Pec+P|Vel|l+Pe?2+ P ||Ve|| + Pse|V el + Pse®
o3 o2 N (5.31)
+ P Vel +Psel||lVel| + Pye? V6H+...

Pour chaque couple (p, R..), A1, As, Py, ..., Py... sont les coefficients qui permettent d’obtenir

la valeur de I’écart quadratique moyen le plus faible.

Nuages de bulles accélérant dans la direction parallele au gradient de taux de

vide

Pour les nuages accélérant dans la méme direction que le gradient de taux de vide, la forme
quadratique (5.30) nous a permis d’obtenir une valeur RM S plus faible (= 0,01) pour un

coefficient Ay = —68. Ainsi, pour ce cas, nous avons proposé la corrélation suivante :

Cn = Cu»+ C//

2 5.32
C// = —68@2 ( )

_>
V e
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L’indice // indique que cette corrélation a été obtenue a partir de nuages ayant une accélé-

ration parallele au gradient du taux de vide.
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Figure 5.11 Variation du coefficient de masse ajoutée pour les nuages de bulles accélérant
dans la direction parallele au gradient du taux de vide. (a) Cubique centrée (b) Cubique faces

centrées.
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Nuages de bulles accélérant dans la direction orthogonale au gradient du taux

de vide

Pour les nuages de bulles accélérant dans la direction orthogonale au gradient du taux de
vide, la forme quadratique (5.30) nous a permis d’obtenir le RM S le plus faible (= 0.003)

pour un coefficient A; = 24. Ainsi, pour ce cas, nous avons proposé la corrélation suivante :

Cm = Cm’r + OL

N (5.33)
CL = 24a Ve

L’indice L indique que cette corrélation a été obtenue pour des nuages avec une accélération
dans la direction orthogonale au gradient du taux de vide.

A la figure 5.13, nous avons comparé les valeurs numériques des coefficients de masse ajoutée
et les corrélations (5.32) et (5.33). Plus les points sont proches de la fonction Y = X, plus
la corrélation est précise. Les deux corrélations concordent avec les résultats numériques.
Cependant, la corrélation 5.33, développée pour des nuages accélérant dans la direction or-
thogonale au gradient du taux de vide, présente une meilleure précision.

Au tableau 5.2, nous avons calculé I'écart quadratique moyen RM S obtenu a partir des cor-
rélations proposées ainsi que les corrélations de la littérature. En comparant les valeurs des
RM S, on constate que les corrélations Zuber [23], Wallis [24] et Van Wijngaarden [11] ne pré-
sentent pas une bonne estimation des coefficients de masse ajoutée. La corrélation de Beguin
et al. [18] présente des RM S plus faibles que la corrélation classique pour une bulle isolée
(Cn = 0.5). Cependant, les corrélations développées dans le cadre de cette étude présentent
les RMS les plus faibles. En outre, la corrélation, proposée pour le cas de nuages accélé-
rant dans la direction orthogonale au gradient du taux de vide, améliore considérablement

I’estimation du coefficient de masse ajoutée.

Tableau 5.2 La comparaison des corrélations de la masse ajoutée pour des configurations de
nuages réguliers

Nuages réguliers | Nuages irréguliers | Nuages irréguliers
Corrélations (% € :6) (3 // % €) (Z{ 1 e €)

RMS RMS RMS
Nouvelles corrélations 0.0095 0.0099 0.0037
Cn =205 0.035 0.018 0.025
Zuber [23] 0.83 0.72 0.71
Wallis [24] 0.19 0.21 0.22
Van Wijngaarden [11] 0.33 0.43 0.41
Beguin et al. [18] 0.013 0.018 0.015
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Figure 5.12 Variation du coefficient de masse ajoutée pour les nuages de bulles accélérant
dans la direction orthogonale au gradient du taux de vide. (a) Cubique centrée (b) Cubique

faces centrées.
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Figure 5.13 Les coefficients de masse ajoutée numérique par rapport a la corrélation. (a)
Orthogonale au gradient du taux de vide (b) Parallele au gradient du taux de vide.
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5.8.3 Formulation générale

En vue de proposer un modele général de masse ajoutée, nous avons noté par a, l'accélération

relative entre la phase liquide et la phase gazeuse définie par :

— D 7 7
Q= o (T, - ) (5.34)
La figure 5.14 illustre les composantes du vecteur accélération a, par rapport a la direction du

gradient du taux de vide pour les nuages de bulles s’accélérant dans une direction aléatoire.

Figure 5.14 Composantes du vecteur accélération relative @,.

Par conséquent, la composante de ’accélération relative parallele au gradient du taux de vide

est donnée par :
— —
-~ Ve Ve

@y - - (5.35)
¥/ 19

rf) =

La composante de 'accélération relative orthogonale au gradient du taux de vide est définie

comme suit :
— —
., Ve Ve

y - 1 = (5.36)
el o2

Qrl = |Qp —
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La force par unité de volume de masse ajoutée totale est donc donnée par :

]Fm,g = &py [(Cmr +CL)dr. + (Cmr + C//) 51}//}
= &P (Omr + OL) Dt ((_jg - Ug)

. . (5.37)
+ €pg(0//—CJ_) ;(ﬁg—ﬁg>-zg YS
2

Comme l'expression générale de la force de masse ajoutée, par unité de volume, est donnée

par :

, _ D
fm,f = 5p€Cm : Ft (Ug - UZ) (538)

Nous avons déduit les composantes de C,, de la masse ajoutée. Ainsi, les composantes dia-

gonales sont données par :

— Vv e)?
(Cr)ii = (Crr + CL) + (C// - CJ_) (_> )2 (5.39)
e
Et les composantes non diagonales sont définies par :
— —
_ (v2),(v9),
(Cm)ij = (C// - Cl) T (5.40)
e

Cas de nuages de bulles accélérant dans la direction formant un angle ¢ = 45° par

rapport au gradient du taux de vide

Afin de vérifier I’équation (5.38), nous avons calculé les composantes de la masse ajoutée
pour des nuages qui accélerent dans une direction formant un angle § = 45° par rapport
au gradient de taux de vide. Les figures (5.15) montrent la variation des composantes de
la masse ajoutée. C,,, est la composante de la masse ajoutée dans la direction orthogonale
au gradient du taux de vide. C),, est la composante de la masse ajoutée dans la direction
parallele au gradient du taux de vide. On observe sur ces figures que la composante de la
masse ajoutée perpendiculaire au gradient du taux de vide, C,,,, augmente lorsque le gradient
du taux de vide croit et inversement pour la composante parallele C,,,. En comparant la
corrélation (5.38) au calcul direct de la masse ajoutée, nous avons obtenu un RM.S = 0.008
pour le calcul de C,,, et RMS = 0.016 pour le calcul de C,,,.
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Figure 5.15 La variation des coefficients de masse ajoutée pour les nuages de bulles qui
s’accélerent dans une direction formant un angle # = 45° par rapport au gradient du taux de

vide. (a) Cyz (b) Choz.
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Cas des nuages aléatoires

Nous avons simulé des distributions de bulles aléatoires de tailles différentes en supposant
que toutes les bulles sont identiques et qu’elles accélérent uniformément dans la direction z.
Nous avons résolu ’écoulement potentiel pour chaque distribution de bulles afin d’obtenir
les coefficients de masse ajoutée. La figure 5.5 présente les composantes des coefficients de
masse ajoutée dans les directions z, x et y.

Nous portons sur la figure 5.16, la comparaison de la masse ajoutée calculée a partir de la
corrélation (5.37) a la masse ajoutée obtenue par 'approche d’écoulement potentiel. Comme
le montre cette figure, les résultats obtenus a partir de 1’équation (5.37) ne décrivent pas
convenablement le coefficient de masse ajoutée pour des distributions de bulles aléatoires.
Cependant, les valeurs de 1’écart quadratique moyen, présentées au tableau 5.3, montrent
que la corrélation (5.37) présente la valeur de RM S la plus faible par rapport aux corréla-
tions de la littérature. En plus, c¢’est le seul modele qui permet de calculer les composantes

orthogonales de la masse ajoutée, C,, et Cp,y, avec un RMS = 0.072.

Tableau 5.3 Ecart quadratique moyen pour le cas des nuages de distribution aléatoire.

Corrélations 1;;1\3%68( gfj)toues
Nouvelles corrélations (5.37) 0.086
Cn =05 0.094
Zuber [23] 0.46
Wallis [24] 0.21
Van Wijngaarden [11] 0.29
Beguin et al. [18] 0.093

La corrélation (5.37) permet I'amélioration du calcul de masse ajoutée par rapport aux cor-
rélations existantes. En outre, ce modele est la seule corrélation en description eulérienne qui
permet de calculer les termes de la masse ajoutée orthogonaux a 'accélération. Par consé-
quent, il présente une meilleure modélisation de 'effet dispersif di a la variation de la masse
ajoutée.

La précision de notre modele est plus élevée pour les distributions de bulles régulieres que
pour les distributions aléatoires. Cette différence est due a notre approche pour le calcul de
la moyenne qui a permis la transition de la description lagrangienne a ’approche eulérienne.
A la section suivante, nous discuterons de ce processus et démontrerons les limites de notre

méthodologie.



142

08
C
0.75 mz
X=Y
0.7

04t
035+
0.3 : . . ,
0.45 0.5 0.55 0.6
mz Correlation
03r
c _.C
mx’ ~my
X=Y
0.2+
 0r "‘l
€ i o-
O s
x or "i- R 2
= . 3‘.
O Y
01r 1 h.
02F
03 . . l ‘ ‘ ‘ , .
-0.02 -0015 -001 -0.005 0 0.005 0.01 0015 0.2

C

mx Cmy Correlation

Figure 5.16 La comparaison entre les résultats numériques et la corrélation (5.37) du coeffi-
cient de masse ajoutée pour les nuages aléatoires accélérant dans la direction z.
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5.8.4 Discussion

Pour passer des propriétés d’écoulement lagrangiennes aux propriétés eulériennes, nous avons
utilisé une fonction de distribution du taux de vide présentée a la section 5.7. La figure 5.17
présente une approximation linéaire de la fonction de distribution du taux de vide. La dif-
férence entre la fonction de distribution du taux de vide et son approximation linéaire n’est

pas significative (RM.S = 0.002).

0.04

Distribution du taux de vide

0.035 (p=2)
—-—- Approximation linéaire
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0.025 -

0.02 -

0.015
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0.6 0.8 1 1.2
7
R

Figure 5.17 Une approximation linéaire de la fonction du taux de vide, donnée par 1’équa-
tion (5.19) pour n = 2

Ainsi, pour des raisons de simplification, cette approximation permet de supposer que le taux

de vide de la n®™¢ bulle suit la loi linéaire suivante :

en=cd, +b (5.41)

Notons que d,, est la distance entre la n®™¢ bulle et le centre du volume de contrdle V. A
partir d'un changement de variable qui permet d’inclure 1’équation (5.41) dans le modele de
la masse ajoutée, en description lagrangienne donnée par I’équation (2.86), les composantes
des coefficients de masse ajoutée d’une bulle de référence k, placée au centre du volume de

controéle, sont données par :
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9 M/ 2ac \30e, Oz,
Cop, = ———
F 32c27§;€<5n—b) 0z Oz
9 Mo/ 2ac \?de, Oc
- sl () S
vk 32027; e, —0b/) 0z Oy
N, 5 (5.42)
c B 1 3 Z( 2ac )
I o
9 %( 2ac )385n2
32¢2 i e, — b/ 0z

Néanmoins, la fonction de pondération, que nous avons présentée a la section 5.7, nous permet

seulement de calculer le produit suivant :

Oz, 85n
Z Z

n;ék n;ék

Comme :
N, N,
b Oey, 85n b 9e,, Y

Zaz ox Z

n#k

Z 65” (5.43)

De ce fait, les définitions du gradient du taux de vide, données par ’équation (5.22), ne
permettent pas le calcul de la somme de deux composantes multipliées du gradient de taux
de vide. Pour les nuages réguliers, nous avons utilisé une transformation géométrique qui crée
un gradient de taux de vide unidirectionnel. Par conséquent, la somme de deux composantes
multipliées du gradient du taux de vide s’annule et les résultats ont une meilleure précision

que pour le cas des nuages aléatoires.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modele pour la force de la masse ajoutée pour la
modélisation Euler-Euler. Ce nouveau modele prend en compte 'effet de la configuration
locale du nuage de bulles via le gradient de taux de vide. Les coefficients de masse ajoutée
ont été obtenus par une approche semi-analytique utilisant des harmoniques sphériques pour
résoudre I’écoulement potentiel en 3D autour des bulles. D’abord, nous avons considéré des
configurations régulieres pour établir la relation entre la masse ajoutée et le taux de vide.
Nous avons constaté que le coefficient de masse ajoutée augmente de maniere monotone
avec le taux de vide. Ensuite, nous avons appliqué une transformation géométrique uniforme

pour créer un gradient du taux de vide unidirectionnel. Pour les nuages de bulles accélérant
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orthogonalement au gradient du taux de vide, le coefficient de masse ajoutée augmente en
fonction de la valeur du gradient. Cependant, il décroit pour les nuages de bulles qui accélerent
dans la direction parallele au gradient du taux de vide. Ces observations généralisent les
observations de Lamb [16] et Milne-Thomson [17] pour deux sphéres en mouvement a un
nuage de bulles régulier.

Nous avons extrapolé les résultats obtenus a partir de nuages réguliers pour proposer un
modele de masse ajoutée générale, donné par ’équation (5.38), pour un nuage de bulles
accélérant dans une direction aléatoire. Cette corrélation donne une bonne concordance avec
les coefficients de masse ajoutée pour les nuages réguliers. Pour les nuages aléatoires, en
comparant avec les corrélations de la littérature, notre modele améliore considérablement la
précision sur la prédiction du coefficient de masse ajoutée. De plus, c¢’est le seul modele qui
permet d’inclure I'asymétrie du nuage et de calculer les composantes de la masse ajoutée
orthogonale a 'accélération. Ce qui permet d’inclure l'effet dispersif induit par la variation
de la masse ajoutée.

Nous avons démontré le role du gradient de taux de vide dans la variation de la masse ajoutée.
De plus, nous avons proposé un modele plus complet pour le calcul de la force de la masse
ajoutée. La précision de ce modele est plus élevée pour des arrangements réguliers de bulles
que pour des arrangements aléatoires. Toutefois, nous avons discuté a la section 2.7 que les
bulles s’arrangent naturellement par plans successifs et donc se rapprochent d’un arrangement
régulier. Ainsi, méme pour des configurations aléatoires, la précision de notre modele reste
élevée pour des nuages de bulles uniformément injectés ou lorsque le nuage atteint un état
stable.

Le modele proposé a été développé a partir de nuages avec des bulles sphériques identiques
accélérant uniformément. Or, puisque nous considérons le diametre équivalent des bulles ainsi
que leurs accélérations moyennes dans 'approche Euler-Euler dans un volume de controle,

notre modele reste valable méme pour les écoulements poly-dispersés.
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CHAPITRE 6 CONCLUSION

A travers ce travail de recherche, une contribution dans le développement d’un modéle dipha-
sique robuste pour les simulations des écoulements a bulles a été réalisée. Ces écoulements
sont tres présents dans les applications industrielles. Par contre, selon la géométrie des sys-
témes et les conditions de fonctionnement, ils peuvent avoir plusieurs configurations (& bulles,
a bouchons, annulaires...). Selon la configuration de 1’écoulement, les interactions entre les
phases sont complexes et ne sont pas encore complétement identifiées. Par conséquent, la
modélisation des écoulements diphasique présente encore un important défi.

L’une des pistes potentielles a étudier est 1’échange de la quantité de mouvement a travers
I'interface de séparation entre les deux phases. Ceci dépend de la géométrie de I'interface. Par
exemple, pour un écoulement a bulle, le transfert de la quantité de mouvement a 'interface
est déterminé par les forces instantanées agissant sur la phase dispersée, qui comprennent la
flottabilité, la trainée, la portance, la dispersion turbulente et les forces de masse ajoutée.
Tandis que lorsque les deux phases sont continue, comme dans le cas des écoulements stra-
tifiés, nous devons modéliser les phénomenes de cisaillement interfacial.

Le cadre industriel de la these s’inscrit dans ’analyse et ’optimisation du processus de 'aé-
ration au niveau des turbines hydroélectriques. Une aération optimale revient a maximiser
I'interface d’échange d’oxygene entre 'air et ’eau. Par conséquent, les écoulements a petites
bulles représentent la meilleure configuration qui permet une oxygénation efficace. Nous nous
sommes intéressées a la modélisation des transferts au niveau de 'interface de la quantité
de mouvement pour des écoulements a petites bulles. Plus précisément, nous nous sommes
penché sur 'analyse de l'effet de la variation la masse ajoutée sur la dynamique du nuage de
petites bulles. Un mécanisme tres peu étudié et nous avons constaté I’absence de modele qui

permet de I'inclure dans des modeles numériques.

6.1 Syntheése des travaux

A partir d’une analyse analytique, nous avons modélisé Ueffet de la variation de la masse
ajoutée sur la dynamique des nuages de bulles. En fait, il a été montré que la masse ajoutée
est sensible a la distribution locale des bulles. Sa fluctuation induite par les bulles environ-
nantes résulte en une force de type Meshchersky.

Cette force a un effet répulsif lorsque les bulles sont en ascension cote a cote. Par contre,

elle est attractive lorsque les bulles accélerent en ligne. Ces interactions hydrodynamiques
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contribuent a ’organisation des bulles dans des plans paralleles. Un comportement qui a été
observé dans de nombreuses études expérimentales et applications industrielles. Cependant,
les mécanismes qui le générent ne sont pas completement identifiés.

D’apres nos connaissances, il s’agit de la premiere fois que 'effet de Meshchersky est intro-
duit dans les calculs de la dispersion des bulles dans un nuage diphasique. Il faut, cependant,
mentionner que ce phénomene est présentement utilisé pour comprendre le comportement
dynamique des galaxies en utilisant la relativité générale d’Einstein [83].

En description lagrangienne, on suit le mouvement de chacune des bulles dans 1’écoulement
par la résolution de I’équation de son mouvement. Par conséquent, nous connaissons la po-
sition, la vitesse et ’accélération de chacune des bulles a chaque instant. Pour une bulle
quelconque de référence, toutes ces informations nous permettent d’identifier les bulles avoi-
sinantes et de prendre en compte des effets induits par leur présence. Par conséquent, 1'effet
de la force de Meshchersky a bien été identifié en description lagrangienne.

En description eulérienne, nous avons mis en évidence la contribution de la force de Mesh-
chersky sur la dispersion transversale des bulles. En fait, nous avons constaté que la prise
en compte de I'effet Meshchersky, aplatit le profil du taux de vide et réduit I’écart entre les
solutions numériques et les mesures expérimentales sur les vitesses des deux phases.

Le calcul de la force de Meshchersky est sensible au choix de 'information sur la distribution
locale des bulles qui est perdue par le calcul de la moyenne spatiale. Par conséquent, nous
avons constaté que les corrélations actuelles de masse ajoutée ne permettent pas une modéli-
sation adéquate de la force de Meshchersky. C’est ainsi que dans la deuxieme partie de cette
étude, nous avons présenté notre approche de modélisation d'une corrélation plus générale
de masse ajoutée.

Pour différentes distributions uniformes de bulles, nous avons résolu I’écoulement potentiel
autour du nuage afin d’analyser 'effet de la variation du taux de vide et de son gradient sur la
masse ajoutée. Nous avons constaté que pour des nuages symétriques dont le gradient de taux
de vide est nul, la masse ajoutée croit en fonction du taux de vide. Toutefois, pour des nuages
de distributions non uniformes, le comportement de la masse ajoutée dépend de l'orientation
relative entre ’accélération du nuage et le gradient de taux de vide. Une constatation qui n’a
pas été relevée dans la littérature auparavant. En effet, lorsque le nuage de bulles accélere
dans la méme direction que le gradient de taux de vide, la masse ajoutée décroit en fonction
de la norme de ce dernier. Cependant, lorsque I'accélération du nuage et le gradient de taux
de vide sont orthogonaux, la masse ajoutée augmente. Comme ces deux comportements ne
sont pas pris en compte dans les modeles de masse ajoutée actuels, nous avons proposé une
nouvelle approximation plus générale de la force de masse ajoutée. La principale originalité

de notre modele consiste en la prise en compte de I'effet de 'arrangement local des bulles par
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I'intermédiaire du gradient de taux de vide.

En comparant avec les modeles actuels, nous avons constaté que notre modele permet d’amé-
liorer la précision sur la prédiction de la masse ajoutée pour les configurations uniformes de
bulles. Par contre, sa validité pour les nuages de distributions aléatoires est limitée. Cepen-
dant, il a été observé expérimentalement que la distribution aléatoire des bulles est instable.
Ainsi, les bulles ont tendance a former des plans horizontaux paralleles. Par conséquent, notre
modele de masse ajoutée en modélisation eulérienne est valide lorsque le nuage de bulles at-

teint sa configuration stable qui est une configuration uniforme.

6.2 Limitations des modeéles

La premiere limitation a laquelle nous nous sommes confrontés lors du développement de
cette étude a été 'implantation des forces de masse ajoutée et de Meshchersky dans le modele
Euler-Lagrange dans le code commercial Ansys-CFX. Ce dernier représente ’outil numérique
de notre partenaire industriel. En effet, nos modeles de forces se calculent en fonction des
parametres de mouvement relatif entre les bulles. Ainsi, il est nécessaire d’identifier toutes les
bulles dans I’écoulement afin de déterminer la liste des bulles les plus proches et de pouvoir
adéquatement modéliser 'effet de leur présence. L’identifiant des bulles est un parametre
utilisé par Ansys-CFX pour marquer chacune des bulles générées, afin de pouvoir les retracer
au cours de la simulation. Cependant, ce parametre n’est pas accessible pour les utilisateurs.
Plusieurs tentatives d’identification des bulles & partir de leurs vitesses et positions aux pas
de temps antérieurs et d’autres variables itératives accessibles pour les utilisateurs par des
expressions en langage CEL de CFX [105] ont été effectuées. Par la suite, apres une discussion
avec les développeurs de Ansys, on nous a affirmé que 'implantation d’'un tel modele n’est
pas possible sur ANSYS-CFX. En revanche, il existe d’autres logiciels de simulation numé-
rique, tel que Ansys-Fluent et OpenFoam qui permettent I'acceés aux marqueurs des bulles.
Par conséquent, la validation de 'effet de la force de Meshchersky sur le nuage de bulles, en
description lagrangienne, fera ’objet d’un travail futur. Pour cela, il est nécessaire de vérifier
que le code numérique utilisé a cet effet permet l'identification des bulles et des propriétés
de leurs mouvements a chaque instant de la simulation. Ceci permettra une évaluation plus
complete de l'effet de la force de Meshchersky sur la dynamique du nuage de bulles.

La deuxieme limitation concerne le développement du modele de la masse ajoutée en des-
cription Euler-Euler. En fait, analyse et la prise en compte de l'effet du gradient du taux
de vide représentent une approche innovante dans la modélisation de la masse ajoutée. Cette

démarche a permis d’évaluer l'effet du gradient de taux de vide sur la variation de la masse
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ajoutée et de proposer un modele plus général pour 'estimer. Notre modele a permis 'amélio-
ration de la précision du calcul de la masse ajoutée pour des distributions de bulles uniformes.
Cependant, pour les distributions aléatoires, nous avons constaté que les résultats sont limités
par le choix de la fonction de pondération du taux de vide. Par conséquent, une étude plus
poussée devrait étre effectuée afin de déterminer la fonction de pondération qui permettra
une meilleure modélisation de I'effet du gradient du taux de vide sur la masse ajoutée. Dans
ce contexte, une fois que le modele de Meshchersky serait implanté et validé dans un modele
Euler-Lagrange, ce dernier permettra la détermination d’une approximation plus adéquate
de la distribution des bulles dans le nuage. Ce résultat serait utilisé afin de réévaluer 'effet
du gradient du taux de vide sur la variation de la masse ajoutée.

Enfin, les mesures expérimentales de la masse ajoutée pour une bulle dans un nuage sont
inexistantes. En fait, suite a la complexité des interactions hydrodynamique entre les bulles, il
est difficile d’isoler cet effet a partir de mesures expérimentales. Par conséquent, la validation
de notre modele se limite a la solution analytique de 1’écoulement potentiel autour de deux
bulles, a la résolution numérique de ’écoulement potentiel autour d’un plus grand nombre

de bulles et a une comparaison avec des modeles de la littérature.

6.3 Recommandations et améliorations futures

6.3.1 Pour les applications industrielles

— A travers cette recherche, nous avons mis en évidence Pexistence d'un effet Mesh-

chersky qui agit sur les bulles. Cette force résulte de la variation de la masse ajoutée
en fonction de la distribution spatiale des bulles. De plus, nous avons constaté que la
force de Meshchersky a un effet dispersif et contribue a la distribution uniforme du
nuage de bulles.
Dans les conditions de fonctionnement des turbines hydroélectrique, nous avons vé-
rifié que lorsqu’on injecte des petites bulles a la sortie de la turbine, 1’écoulement
demeure de type a bulles a I'entrée de 'aspirateur. De plus, I'eau turbinée contient
des impuretés qui jouent le role de surfactants. Par conséquent, les bulles auront un
comportement analogue a celle de particules a parois rigides. Ainsi, dans la conception
des turbines aérantes, la prise en compte de la force de Meshchersky permet d’éviter
I’'agglomération locale de bulles, par conséquent, une oxygénation uniforme et donc
plus proche de la réalité.

— En description lagrangienne, les modeles de masse ajoutée et de Meshchersky sont

appliqués par paire de bulles. Par conséquent, afin de pouvoir les utiliser dans des
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simulations numériques, il faut s’assurer que le code de calcul permet 'intégration d’un
couplage hydrodynamique entre les bulles. Ensuite, dans le but d’optimiser I'effort de
calcul, pour chacune des bulles de I’écoulement, il est recommandé d’identifier la liste
des bulles voisines afin d’éviter d’étendre les calculs inutilement sur toutes les bulles
de I'écoulement. De toute maniere, nous avons constaté que seulement les bulles les
plus proches ont un effet significatif sur la variation de la masse ajoutée d’une bulle

quelconque de référence.

Pour la communauté scientifique

Les modeles développés dans cette recherche sont proposés a partir de plusieurs distri-
butions de bulles de diameétres identiques accélérant uniformément. Cette hypothese
ne représente pas une limite en description eulérienne. En effet, en modele Euler-Euler,
nous considérons le diametre, la vitesse et 'accélération moyennés dans le temps et
dans 'espace. Cependant, en description lagrangienne, la forme générale de la force
de Meshchersky est valide pour les écoulements polydispersés. Toutefois, lorsqu’on
a évalué numériquement le role de la force de Meshchersky, le choix du modele de
masse ajoutée dans la littérature se limite a des bulles de diametres identiques. Par
conséquent, afin d’avoir une modélisation numérique plus adéquate de la force de Me-
shchersky, il est recommandé d’améliorer les modeles de masse ajoutée afin d’étendre
leurs validité pour des écoulements polydispersés.

Nous avons consacré cette recherche a I'étude de l'effet de la variation de la masse
ajoutée générée par la présence des bulles. Cependant, d’autres mécanismes physiques
peuvent induire la variation de la masse ajoutée. Nous citons a titre d’exemples, I'effet
la rotation de la bulle, sa vibration, son aplatissement et son changement de volume.
Ces mécanismes génerent un effet Meshchersky qui nécessite une analyse future plus
approfondie.

Nous avons étudié l'effet hydrodynamique de la variation de la masse ajoutée par
le développement de la force de Meshchersky pour des nuages de bulles. Bien que
nous avons analysé le role de cette force dans la dispersion des petites bulles, d’autres
mécanismes, qui y contribuent, restent des questions de recherche partiellement ou
totalement non résolues. Parmi ces mécanismes, nous citons, a titre d’exemple, la mo-
délisation de la turbulence diphasique, l'effet de la présence des bulles sur la force de
portance et la force de dispersion diphasique. Dans plusieurs études numériques, on
se contente d’appliquer des modeles développés pour des bulles isolées. Cette approxi-
mation se limite a des taux de vide tres faibles (¢ < 1%). Toutefois, ceci se traduit

par des résultats insatisfaisants dans les régions avec des taux de vide locaux élevées.
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En effet, la présence de plusieurs bulles dans le nuage induit des interactions hydrody-
namiques complexes. Les origines de ces derniers ne sont pas entierement comprises.
Par conséquent, les solutions obtenues par des modeles de bulle isolée s’averent insa-
tisfaisantes. Ainsi, des recherches additionnelles analysant ces mécanismes devraient
étre menées afin de construire un modele numérique plus cohérent pour la simulation

des écoulements a bulles.
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ANNEXE A OPERATEURS MATHEMATIQUES

A.1 Le produit dyadique

Soit les deux vecteurs :

et

aq

5@ g: C_ﬂ_)T = | aq (blbzbg)

as

Cllbl a1b2 a1b3

= [a2b1 agxby agbs

a3b1 as b2 as bg

A.2 La regle d’intégration de Leibniz

La régle de Leibniz pour une quantité scalaire ¢ (¢, x) s’écrit comme suit :

9p(t)

a(t)

/B(t)¢txdx—at/ da:—zp(,x)i— (t, )agit)
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(A1)

(A.2)
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ANNEXE B LE CALCUL DU TAUX DE VIDE

B.1 Le calcul du taux de vide

Afin de créer un gradient de taux de vide dans un volume de contréle V., nous avons défini
une fonction de pondération du taux de vide f(7). Nous avons proposé une forme polynomiale
d’une fonction de pondération qui respecte les conditions de Zhu et al. [110]. Nous rappelons

ici son expression :

A, (P =274 1),siT <1
T) = B.1
/) {O,sirzl (B-1)
ou7” = = : r est la position radiale et R, est le rayon du volume de controle de la bulle. Pour

R.
chaque facteur n, le coefficient A,, est déduit de la condition de normalisation comme suit :

/Vc F)av =1 (B.2)

Les valeurs de A, sont présentées au tableau (B.1).

Dans cette annexe, nous allons présenter, a titre d’exemple, le calcul du taux de vide et de
son gradient pour n = 2.
A Pintérieur du volume de contréle V,, la fonction de pondération illustrée & la figure B.1 est

définie comme suit :

105
1) = 32R 7

r la position radiale et R, le rayon du volume de controle.

(7 =272+ 1) (B.3)

r
R

Avec T =
Pour calculer le taux de vide d’une bulle £ de rayon a et a la position radiale d, deux cas
sont présentés. Le premier cas est celui ou la bulle est entierement a l'intérieur du volume
de contrdle, ce qui se traduit par d + a < R.. Dans ce cas, le taux de vide de la bulle k est

défini comme suit :

ex(d, a, Re) = /V f(Rav (B.4)
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12

Figure B.1 Fonction de pondération de taux de vide.

En utilisant les coordonnées cylindriques,

d+a /\/@2—(z—d)2 /27r
r=0

=d—a

er(d,a, Re) = / f(7)rsin 0dzdrdf (B.5)

6=0

Ainsi, le taux vide d’une bulle entierement a I'intérieur du volume de controle est donné par :
= _ a’ —A _4 <22 52 —2
e(d@) = o (35d" + 153" + 70d a* — 70d" — 42a” + 35) (B.6)
Le gradient du taux de vide est analytiquement calculé comme suit :
3

36;.3—,»
Ver = ; D! (B.7)

Pour des bulles rigides (a = constante) et dans un volume de controle de rayon constant, le
taux de vide € ne dépend que de la variable d, qui définit la distance de la bulle par rapport

au centre du volume de controle. Ainsi :

Oe 3553$Z‘ o —2
&C’f = R (@+d —1) (B.8)

Le deuxieme cas est celui d’une bulle partiellement dans le volume de contrdle. Ainsi, pour
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d+a > R, le taux de vide de la bulle & est calculé comme suit :

ew(d, a, Re) = / F(F)dV (B.9)

WnVe

En utilisant les coordonnées cylindriques, on obtient :

z v a2—(z—d)? r2m
en(d,a, Re) = / ’ / / F(7)r sin Odzdrdd
z=d—a Jr=0 6=0 (B.10)
R. \/RZ—22 o
+ / / F(7)rsin Odzdrdf
z=z; Jr=0 0=0
R%? — a? 4+ &2
avec 7 = ————.
: 2d
Dans ce cas, le taux de vide est donné par,
_ (@—d+ 1)4 _ o _ .
ex(d,a) = W(—&%a‘* +100@%d + 140@* — 90@* d” — 260a>d — 210a°> + 20ad
+100ad +188ad + 140a +5d +20d° +22d° —12d — 35)
(B.11)
et le gradient du taux de vide s’exprime comme suit :
Ocg, 35z, 9 S =2 _9 = =2 3
=————(a+6ad+d —1)(—-a"+2ad—-d +1 B.12
Ox; 256 Re® d’ ( ) ( ) ( )

La fonction de pondération, fréquemment utilisée, ne dépend que de la taille du volume de

controle :

1
b= (B.13)
1
3 c
Lorsque la bulle est entierement a I'intérieur du volume de contréle :
Vi
5k(a7 Rc) = Vb (B15>

ex(@) =a’ (B.16)



Lorsque la bulle est partiellement dans le volume de controle :

z v a2—(z—d)? 2w
ex(d, a, Rc) :fo/l / / rsin Odzdrdf
z=d—a Jr=0 0=0
R \/ RZ—22 rom
o / / / rsin Odzdrdf
z=z; Jr=0 6=0
ex(d,a) = = (-3@+2ad+6a+d +2d-3)
Et :
Jep _ Ogy, od
3-731'

— 0 (—54 +o@?d +2a—d +2d — 1)
16R2d°
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(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)



n A
105
2 —
32Re’m
231
4 73 3
128Re’
45
6 ——a
32Re’m
627
8 3
512 Rc°m
10 8973
800 Re’ 7
19 1353
128 Re’
1581
| s
1568 Re’
16 19953
2048 Re”
1
18 973
96 Re®
50 29673
3200 Re° 7

Tableau B.1 Coeflicients de distribution du taux de vide
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