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RÉSUMÉ

Nous assistons récemment à une montée en puissance de l’importance de l’apprentissage
automatique et particulièrement de l’apprentissage profond dans de nombreux domaines. Si
l’optimisation est indispensable à l’entraînement des réseaux de neurones profonds, des appli-
cations de l’apprentissage profond font à leur tour apparition en optimisation mathématique
afin d’en enrichir les possibilités. Cette thèse se concentre sur l’application des techniques
d’apprentissage profond pour l’amélioration d’approches classiques de recherche opération-
nelle dans différents domaines.

Le premier projet propose une méthode d’intégration de bornes d’optimisation apprises à
l’intérieur d’un solveur branch-and-bound, en utilisant une combinaison d’apprentissage par
renforcement et de diagrammes de décision. Les difficultés d’une association d’un solveur
classique et performant à des inférences de réseaux de neurones profonds sont présentés et
des solutions sont developpées et testées afin de résoudre jusqu’à 15% plus rapidement des
problèmes de stable maximum.

Le deuxième projet aborde le problème de la gestion d’une flotte de véhicules sous incertitude,
en utilisant une méthodologie basée sur de l’apprentissage supervisé qui s’adapte à l’activité
de la flotte, à la zone géographique et à la variation des demandes quotidiennes. Une méthode
simple d’apprentissage au service de répartiteurs est présentée et permet une amélioration de
plus de 10% de la réactivité de la flotte de l’entreprise partenaire. Le succès de ce projet a
donné lieu à une collaboration prolongée et à une nouvelle étude d’intégration d’apprentissage
automatique pour la prise de rendez-vous en temps réel évitant les résolutions répétées d’un
problème de tournée de véhicule complexe.

Le dernier projet propose une approche d’apprentissage profond non-supervisé pour la géné-
ration de facteurs lagrangiens utilisés dans la relaxation de Held et Karp du problème très
général de voyageur de commerce, afin de générer rapidement des bornes performantes dans
un solveur dédié. L’intérêt de l’apprentissage machine dans la résolution d’un problème de
voyageur de commerce en exploitant la structure de graphe est testée et démontrée, aboutis-
sant à des réductions du temps de résolution de l’ordre de 20%. L’approche développée est
suffisamment générale pour être transposable à d’autres relaxations lagrangiennes.

Les apports de l’apprentissage profond dans le domaine de l’optimisation explorés dans cette
thèse se manifestent principalement à travers deux types de contributions : d’une part, la pré-
diction de valeurs inconnues permet d’intégrer directement les informations tirées de données
passées dans un problème d’optimisation dont le résultat sera plus robuste et adapté ; d’autre
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part, les algorithmes d’optimisation développent des techniques avancées et sophistiquées afin
de gagner en performance dans un domaine ou les problèmes sont généralement NP-difficiles
et les gains de plus en plus marginaux, mais l’apprentissage automatique permet de décou-
vrir ou remplacer des heuristiques en s’adaptant notamment aux problèmes rencontrés. Ces
projets démontrent le potentiel de l’apprentissage profond dans des problèmes d’optimisation
mathématique complexes, et soulignent l’importance de l’incorporation des techniques d’ap-
prentissage dans le domaine de la recherche opérationnelle. Des méthodes d’apprentissage
supervisé, non-supervisé et par renforcement sont explorés et utilisés en fonction de la nature
de problèmes rencontrées, mettant en évidence la richesse des approches possibles.
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ABSTRACT

We are witnessing a recent surge in the importance of machine learning, particularly deep
learning, in various fields. While optimization is essential for training deep neural networks,
applications of deep learning are also emerging in mathematical optimization to enrich its
capabilities. This thesis focuses on the application of deep learning techniques to enhance
classical approaches in operations research across different domains.

The first project proposes a method for integrating learned optimization bounds within a
branch-and-bound solver using a combination of reinforcement learning and decision dia-
grams. The challenges of combining a traditional and efficient solver with deep neural net-
work inferences are presented, and solutions are developed and tested to solve maximum
independent set problems up to 15% more quickly.

The second project addresses the problem of managing a fleet of vehicles under uncertainty,
using a supervised learning pipeline that adapts to fleet activity, geographic zones, and daily
demand variations. A simple learning pipeline for dispatchers is presented, resulting in over
10% improvement in the fleet’s responsiveness for the partner company. The success of this
project has led to extended collaboration and a new study on integrating machine learning for
real-time appointment scheduling, avoiding repeated resolutions of complex vehicle routing
problems.

The third project proposes an unsupervised deep learning approach for generating Lagrangian
factors used in the Held-Karp relaxation of the traveling salesperson problem, enabling the
generation of high-quality bounds in a dedicated solver. The usefulness of machine learning
in solving the traveling salesperson problem by exploiting graph structure is tested and
demonstrated, with gains of up to 20% on solving time. The approach developed is general
enough to be applicable to other Lagrangian relaxations.

On one hand, predicting unknown values allows for the direct integration of information
derived from past data into an optimization problem, resulting in more robust and adapted
outcomes. On the other hand, optimization algorithms develop advanced and sophisticated
techniques to enhance performance in a domain where problems are typically NP-hard and
marginal gains are increasingly challenging. However, machine learning enables the discovery
or replacement of heuristics by adapting to the encountered problems.

These projects demonstrate the potential of deep learning in complex mathematical opti-
mization problems and underscore the importance of incorporating learning techniques in
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the field of operations research. Supervised, unsupervised, and reinforcement learning meth-
ods are explored and utilized based on the nature of the encountered problems, highlighting
the richness of possible approaches.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Motivation

De nombreux problèmes de prise de décision peuvent être représentés par un modèle mathé-
matique, et spécifiquement comme un problème d’optimisation sous contraintes. La recherche
opérationnelle est une discipline qui utilise des méthodes analytiques et mathématiques pour
modéliser, analyser et résoudre des problèmes complexes liés à la prise de décision. Elle offre
des outils et des techniques pour représenter de manière formelle les problèmes, explorer
différentes solutions et trouver les meilleures options en fonction des objectifs spécifiques.
Opérationnellement, la fonction objectif à minimiser ou maximiser représente le plus souvent
une mesure de coût ou de gain, et les contraintes représentent les restrictions imposées aux
décisions à prendre. Une modélisation en programme linéaire en nombres entiers est courante
mais en théorie difficile à résoudre car c’est un problème NP-difficile, c’est à dire qu’on ne
connaît pas de méthode générale pour le résoudre en temps polynomial. En pratique, des
solveurs performants existent et permettent de résoudre des problèmes de grande taille ; des
applications fructueuses et courantes incluent la planification de la production ou de la dis-
tribution d’énergie, la gestion de la chaîne d’approvisionnement, l’ordonnancement de tâches,
l’affectation des ressources, l’optimisation de portefeuille, etc. Ces problèmes sont très étudiés,
et leurs nombreuses applications concrètes motivent la recherche depuis des décennies.

D’un autre côté, l’apprentissage automatique est une approche prédictive, basée plus spéci-
fiquement sur l’utilisation et l’exploitation de données moins structurées, et les possibilités
ouvertes par l’apprentissage automatique se démultiplient grâce à l’apprentissage profond.
Celui-ci devient incontournable pour la reconnaissance d’images, la traduction automatique,
le traitement du langage naturel, la recommandation de produits, la détection de fraudes, la
reconnaissance vocale, etc.

Cette thèse s’intéresse à l’interaction entre ces deux disciplines. Si les solveurs d’optimisation
sont performants sur les problèmes réels pour lesquels on les utilise, c’est souvent grâce au
travail d’adaptation des méthodes de recherche aux problèmes en question grâce à l’expertise
humaine ; l’apprentissage automatique peut ainsi présenter une opportunité d’adaptation
automatique des algorithmes de recherche opérationnelle aux problèmes rencontrés, et ce de
manière autonome ou complémentaire à l’expertise humaine.
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1.2 Contexte

L’optimisation mathématique englobe différents concepts et techniques utilisés pour résoudre
des problèmes d’optimisation. L’optimisation linéaire est l’un de ces concepts clés, où l’objectif
est de maximiser ou minimiser une fonction linéaire sous des contraintes également linéaires.
Ce type de problème est couramment résolu par exemple pour la planification de production,
l’affectation de ressources et la gestion de stocks.

L’optimisation combinatoire est un autre domaine important, pour lequel la nature discrète
des variables complexifie les méthodes de résolution. Les problèmes du voyageur de commerce,
de l’affectation des tâches et de l’ordonnancement sont des exemples classiques d’optimisa-
tion combinatoire. Résoudre ces problèmes nécessite des techniques spécifiques telles que la
recherche locale, les méthodes heuristiques et les algorithmes de branchement et de coupes.

Pour résoudre efficacement ces problèmes d’optimisation, différents solveurs et outils logiciels
ont été développés. Les plus connus incluent CPLEX, Gurobi, SCIP, Gecode et GLPK, et
exploitent des techniques avancées telles que la programmation linéaire en nombres entiers, la
programmation par contraintes et la programmation non linéaire pour trouver des solutions
optimales ou proches de l’optimum.

Cependant, les méthodes traditionnelles ne permettent pas toujours de trouver des solutions
optimales pour des problèmes complexes, et des métaheuristiques sont alors souvent utilisées.
Ces techniques d’optimisation se concentrent sur la recherche heuristique et l’exploration
locale, et incluent des algorithmes évolutionnaires, des algorithmes de recherche tabou, des
algorithmes génétiques, etc. Ces méthodes peuvent fournir des solutions de qualité acceptable
dans des délais raisonnables, mais sans garantie d’optimalité.

La résolution de problèmes d’optimisation peut être complexe en termes de temps de calcul,
la taille du problème et le nombre de contraintes influençant la complexité de la résolution ; on
appelle explosion combinatoire la croissance exponentielle du nombre de solutions possibles
à mesure que la taille d’un problème augmente. Certains problèmes sont connus pour être
NP-difficiles, signifiant qu’il n’existe pas d’algorithme efficace pour les résoudre exactement
dans un temps polynomial. Dans ces cas, des compromis doivent être faits entre la qualité de
la solution et le temps de calcul. La complexité des problèmes d’optimisation et la recherche
de solutions optimales restent des défis importants dans ce domaine.

L’application de l’optimisation mathématique aux problèmes réels de recherche opérationnelle
présente plusieurs défis, notamment la gestion des informations manquantes ou imparfaites.
Il est souvent difficile d’obtenir des données complètes et précises pour modéliser le problème
de manière juste, ce qui peut affecter la qualité des solutions obtenues. De plus, la nécessité de
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prendre des décisions en temps réel va souvent à l’encontre des objectifs d’optimalité souvent
recherchés en optimisation mathématique.

1.3 Objectifs de recherche

Si l’optimisation est essentielle à l’entraînement de modèles d’apprentissage, tout particu-
lièrement les réseaux de neurones profonds entraînés par descente de gradient stochatique,
l’apprentissage machine peut également ouvrir de nouvelles possibilités en optimisation ma-
thématique. Cette thèse a pour objectif général de proposer des utilisations avantageuses de
l’apprentissage automatique pour la recherche opérationnelle, particulièrement pour la dé-
couverte d’heuristiques avec des agents génératifs ou de prise de décisions séquentielles, ou
pour la prédiction de paramètres inconnus. Si l’apprentissage automatique et la recherche
opérationnelle semblent être deux approches différentes pour la prise de décision, elles ont
chacune leurs avantages propres, leurs inconvénients, et ne sont pas nécessairement exclusives
mais peuvent au contraire s’enrichir l’une l’autre. Nous explorons au sein de différents projets
cet enrichissement mutuel, tout particulièrement les apports de l’apprentissage à l’optimisa-
tion mathématique, et en tirons des applications pratiques pour la résolution de problèmes
complexes.

Les Chapitres 4 et 7 proposent plusieurs approches pour la question de l’intégration de bornes
apprises dans un algorithme de branch-and-bound. En effet, on se demande s’il est possible
d’accélérer une résolution de problème en rajoutant des inférences de modèle d’apprentissage
profond à chaque étape de la recherche pour la construction de diagrammes de décision.
Une approche naïve au Chapitre 4 montre que le coût de l’inférence est trop important et
d’autres approches sont explorées pour effectivement accélérer la résolution de problèmes de
stable maximum (maximum independent set) grâce aux bornes apprises. Cette approche sera
complétée par l’apprentissage non-supervisé de bornes grâce à la relaxation lagrangienne de
Held et Karp au Chapitre 7, également intégrée dans un algorithme de branch-and-bound
pour le voyageur de commerce.

Les Chapitres 5 et 6 se demandent comment utiliser les données passées de problèmes concrets
de recherche opérationnelle pour améliorer les services proposés dans le futur. Ainsi, le Cha-
pitre 5 explore comment les données de transport ambulancier peuvent être utilisées pour
mieux repositionner des ambulances d’une flotte en vue d’en améliorer le temps de réponse.
Le Chapitre 6 se penche sur l’utilisation de solutions de tournées de véhicules pour des techni-
ciens ou infirmières à domicile afin de prédire quelles insertions de rendez-vous sont possibles
et pertinentes sans résolutions coûteuses immédiates de nouveaux problèmes de tournées.
Les outils développés lors de ces projets font l’objet d’un déploiement opérationnel avec des
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partenaires industriels.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITTÉRATURE

Ce chapitre présente une courte introduction aux différents domaines et champs de recherche
qui ont mené aux contributions qui suivent grâce une revue de littérature.

2.1 Recherche opérationnelle

Née pendant la seconde guerre mondiale puis formalisée comme la spécialité interdisciplinaire
moderne de la direction et gestion de systèmes complexes, la recherche opérationnelle est une
science de la décision tirant essentiellement parti de développements mathématiques en réso-
lution de problèmes complexes. La partie mathématique consiste en la modélisation mathé-
matique des problèmes afin de les résoudre grâce à un solveur. L’approche la plus simple est
celle des modèles linéaires, pour lesquels la fonction objectif et les contraintes font intervenir
les variables de décision linéairement, qui sont facilement résolus grâce à l’algorithme du sim-
plexe [1,2] ou des points intérieurs [3] et permettent de modéliser de nombreux problèmes. Un
paradigme de modélisation plus expressif est celui de la programmation linéaire en nombres
entiers, dont le domaines de définition discrets compliquent la résolution ; des algorithmes
branchant sur les valeurs fractionnaires de la relaxation linéaire (branch-and-bound [4, 5])
ou ajoutant également des coupes pour resserrer cette même relaxation (branch-and-cut [6])
sont alors par exemple utilisés. De nombreuses approches existent modéliser la diversité des
problèmes possibles, comme la programmation non-linéaire qui s’affranchit des contraintes
de linéarité, ou la programmation stochastique prenant en compte variables aléatoires ou
paramètres incertains. Si la résolution de grands problèmes est facilitée par l’explosion de
la puissance de calcul des ordinateurs, avec jusqu’à récemment une quantité de transistors
présents sur une puce de microprocesseur doublant tous les deux ans [7, 8], elle est aussi
possible grâce à de nombreuses innovations en optimisation. Les méthodes de décomposition
permettent par exemple de partager le problème en un problème maître et des sous-problèmes
qui sont résolus itérativement jusqu’à convergence avec ajout à chaque étape de lignes (ajout
de contraintes, décomposition de Benders [9]) ou colonnes (ajout de variables, décomposition
de Dantzig-Wolfe [10, 11]) au problème maître. Cette diversité mène à une pléthore de tech-
niques de résolution et de solveurs paramétrés les combinant. Une des applications les plus
célèbres de l’optimisation mathématique est celle du problème combinatoire du voyageur de
commerce [12,13] qui pose les bases de nombreux problèmes industriels faisant intervenir des
tournées de véhicules ou des plus courts chemins.



6

2.1.1 Branch-and-bound

Si des algorithmes de résolution efficaces existent pour la programmation linéaire (simplexe,
points intérieurs), la programmation linéaire en nombres entiers demande une nouvelle ap-
proche. On peut s’intéresser au problème en nombres entiers sans la contrainte d’entièreté
des variables : on appelle ce problème la relaxation linéaire du problème original, et cette
relaxation peut être résolue comme un problème linéaire classique afin d’obtenir une borne
duale sur le problème original. Si la solution obtenue est entière, le problème original est
résolu à optimalité et l’on peut s’arrêter là ; sinon, on peut choisir une variable fractionnaire
pour partager l’espace de solution en deux autour de cette variable, en imposant qu’elle soit
inférieure ou égale et supérieure ou égale aux entiers encadrant la valeur fractionnaire. Cette
idée de séparation et évaluation, communément appelée branch-and-bound, donne lieu a un
algorithme de résolution qui produit un arbre de recherche, dans lequel les noeuds sont des
sous-problèmes du problème original, grâce à la démarche décrite ci-dessus. En considérant
un problème de minimisation : (1) un noeud non exploré de l’arbre est sélectionné, (2) des
sous-problèmes sont générés en divisant le noeud actuel en plusieurs branches, (3) une borne
inférieure est générée pour chaque sous-problème, (4) la branche est élaguée si la borne infé-
rieure est supérieure à la borne supérieure actuelle, sinon l’exploration continue, et la borne
supérieure est mise à jour si une meilleure solution est trouvée. L’utilisation des bornes d’op-
timisation permet de ne pas énumérer et explorer tous l’arbre de recherche, ce qui serait
impossible pour de grands problèmes. Cet algorithme de branch-and-bound est largement
utilisé pour la résolution de problèmes linéaires en nombres entiers dans de nombreux sol-
veurs (Gurobi [14], CPLEX [15], etc.) et par son ubiquité fait l’objet de nombreuses études
et extensions [16, 17]. Notamment, de nombreux choix heuristiques sont faits pendant l’ex-
ploration branch-and-bound et constituent alors des possibilités d’améliorations immédiates,
créant ainsi toute une littérature étudiant par exemple le choix des variables de branchement
ou des noeuds à explorer [18,19].

2.1.2 Diagrammes de décision

Les diagrammes de décision sont un outil de représentation graphique compacte de l’en-
semble des solutions de problèmes d’optimisation discrète. Ce sont des multigraphes dirigés
acycliques, comportant un noeud racine et un noeud terminal, organisés en couches, et dont
les arcs représentent des assignations de variables. Sommairement, ils peuvent être vus comme
des arbres de décisions dont les noeuds représentant des états équivalents sont fusionnés. Ils
sont historiquement utilisés pour la représentation de fonction booléennes et la conception
et vérification de circuits [20, 21], et sont récemment utilisés pour de nombreuses autres ap-
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plications en optimisation [22, 23] par exemple pour des problèmes d’ordonnancement ou de
bin packing multi-dimensionnels [24,25], ou pour représenter des contraintes globales ou tra-
vailler avec des variables stochastiques [26,27]. Ils sont en pratique beaucoup utilisés pour la
génération de bornes d’optimisation [28], comme une alternative à la relaxation linéaire pour
les bornes duales, et peuvent être utilisés pour définir un algorithme de branch-and-bound
exploitant leur structure [29–32].

Pour un problème d’optimisation discrète, chaque solution est représentée dans un diagramme
de décision par un chemin du noeud racine au noeud terminal, avec chaque arc emprunté
assignant une valeur à une variable ; de la même manière, chaque chemin du noeud racine
au noeud terminal représente une solution réalisable pour le problème. Résoudre le problème
d’optimisation revient donc alors à trouver le plus court chemin dans le diagramme de déci-
sion, si l’on s’intéresse à un problème de minimisation, le plus long pour une maximisation.
En pratique, les diagrammes de décision sont trop lourds à construire, stocker et exploiter
pour de gros problèmes et l’on préfère donc construire des diagrammes restreints ou relaxés
qui vont représenter un sous-ensemble ou un sur-ensemble de l’espace des solutions. Un dia-
gramme de décision restreint limite le nombre de noeuds par couche, et retire ainsi les noeuds
excédentaires, ainsi que leurs arcs, pour mettre en oeuvre cette limitation ; Figure 2.1 illustre
une restriction de largeur 2 pour un diagramme de décision à 5 variables. Cette procédure fait
perdre de l’information, et donc de potentielles solutions, ce qui en fait une représentation
d’un sous-ensemble des solutions. La résolution de ce diagramme de décision restreint, d’une
largeur et donc d’une complexité arbitraire, permet alors la génération d’une borne primale
sur le problème, toutes les solutions comprises dans le diagramme de décision restreint étant
réalisables. De la même manière, un diagramme de décision relaxé limite le nombre de noeuds
par couche en fusionnant des noeuds, et leurs arcs, sur les couches pour lesquelles ils sont trop
nombreux. Cette procédure, illustrée Figure 2.2, garde toute l’information présente mais fait
apparaître des chemins correspondant à des solutions non-réalisables : le diagramme encode
ainsi un sur-ensemble des solutions et permet de générer une borne duale, dont la qualité
dépendra de la largeur maximale choisie.

Les diagrammes restreints et relaxés peuvent être utilisés au sein d’un algorithme de branch-
and-bound : on peut sélectionner des noeuds exacts (non restreints ou relaxés) couvrant
la largeur du diagramme et développer de nouveaux diagrammes prenant ces noeuds pour
racines qui sont à leur tour restreints/relaxés, etc. Cet algorithme permet essentiellement de
brancher sur des solutions partielles du problème. De nombreux choix heuristiques rentrent
en jeu [29,33] (choix des noeuds à retirer en restriction, à fusionner en relaxation, sur lesquels
brancher, choix de l’ordre des variables pour les couches du diagramme, etc.) et peuvent ainsi
être sources de gains potentiels.
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Figure 2.2 Relaxation d’un diagramme de décision

2.2 Apprentissage profond

L’apprentissage profond est une branche de l’apprentissage automatique utilisant spécifique-
ment des réseaux de neurones artificiels comme approximateurs de fonction universels [34].
Les perceptrons multicouches, introduits en 1962 par Frank Rosenblatt, réalisent leur po-
tentiel applicatif récemment grâce à la plus grande disponibilité de quantité massives de
données et de puissance de calcul ; on cite notamment des applications liées à la classification
d’images [35, 36], le traitement automatique du langage [37, 38] ou la conception de médi-
cament [39, 40]. Différents types d’apprentissage existent, de l’apprentissage supervisé qui
apprend à partir d’exemples étiquetés, à l’apprentissage non-supervisé utilisé pour extraire
des structures et des modèles à partir de données non étiquetées, ou encore l’apprentissage
par renforcement dans lequel un agent autonome apprend à agir avec son environnement
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et à effectuer une tâche par essais et erreurs. Nous renvoyons le lecteur intéressé vers une
introduction complète sur ce sujet [41] et développons ci-dessous les points importants qui
seront utilisés à travers cette thèse.

2.2.1 Fonction de perte et rétropropagation de gradient

La fonction de perte est une mesure de l’écart entre les prédictions faites par un modèle et
les valeurs réelles des données. Elle évalue la performance du modèle en quantifiant à quel
point les prédictions correspondent aux véritables étiquettes ou valeurs cibles. L’objectif est de
minimiser cette fonction de perte pour obtenir des prédictions précises, le plus proche possible
de la référence. Différentes tâches d’apprentissage, comme la classification ou la régression,
utilisent différentes fonctions de perte adaptées à leur nature. Par exemple, la fonction de
perte couramment utilisée dans la classification binaire est l’entropie croisée (cross-entropy,
Équation 2.1), tandis que la régression linéaire utilise souvent l’erreur quadratique moyenne
(mean squared error, Équation 2.2) ; on note y l’exemple cible et ŷ la prédiction. D’autres
fonctions de pertes peuvent être utilisées en fonction de l’application ou des performance
recherchées, comme la dice loss en imagerie médicale [42] ou la Wasserstein loss pour les
modèles génératifs [43] ; nous renvoyons le lecteur vers Wang et al. [44] pour une étude
détaillée.

CrossEntropyLoss(y, ŷ) = −
n∑

i=1
yi log(ŷi) (2.1)

MSE(y, ŷ) = 1
n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2 (2.2)

Une fois la fonction de perte définie, l’algorithme de rétropropagation de gradient est utilisé
pour ajuster les paramètres du modèle pour minimiser la perte. Cette technique d’optimisa-
tion calcule le gradient des paramètres par rapport à la fonction de perte, puis met à jour
les paramètres dans la direction opposée du gradient pour minimiser la perte. En plusieurs
étapes : (1) les données d’entrée sont propagées à travers le modèle pour obtenir des pré-
dictions ; chaque couche du modèle effectue des transformations des données en utilisant ses
paramètres, (2) les prédictions sont comparées aux valeurs réelles à l’aide de la fonction de
perte, qui mesure l’écart entre les prédictions et les cibles, (3) les gradients de la fonction de
perte par rapport aux paramètres du modèle sont calculés à l’aide de la règle de dérivation
des fonctions composées, et (4) les paramètres du modèle sont mis à jour en utilisant une
méthode d’optimisation qui ajuste les paramètres dans la direction opposée du gradient pour
minimiser la perte. Ce processus de rétropropagation est répété itérativement jusqu’à ce que
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la fonction de perte soit suffisamment réduite ou que le modèle converge vers une solution
satisfaisante. Bien que l’on puisse utiliser une simple descente de gradient stochastique, des
algorithmes d’optimisation de réseaux de neurones plus performants existent [45].

2.2.2 Apprentissage par renforcement

L’apprentissage par renforcement est fondamentalement différent de l’apprentissage super-
visé par sa nature séquentielle et l’absence de modèle à reproduire ; plutôt que de créer un
prédicteur cherchant à reproduire des données de référence, l’apprentissage par renforcement
cherche à créer des agents capables d’apprendre à prendre des décisions et à agir dans un
environnement pour maximiser une récompense (ou minimiser une pénalité). Un environ-
nement défini pour l’apprentissage par renforcement comprend à tout moment un ensemble
d’états observables S et un ensemble d’actions possibles A. À chaque étape, l’agent observe
l’état de l’environnement, choisit une action à effectuer et reçoit une récompense ou une pé-
nalité en fonction de cette action. L’objectif de l’agent est de trouver la meilleure politique,
soit la meilleure stratégie d’action ou fonction π : S → A reliant une action à un état, qui
maximise la somme des récompenses sur la durée de son interaction avec l’environnement.
Cette politique peut être dérivée de la fonction de valeur actions-états Q : S × A → R
(q-values) associant le gain espéré Q(s, a) en effectuant l’action a dans l’état s. L’algorithme
de Q-learning [46] permet par exemple d’estimer cette fonction par l’expérience grâce aux
ajustements itératifs

Q(st, at)← (1− α)Q(st, at) + α( rt + γ max
a

Q(st+1, a) ) (2.3)

où α ∈]0, 1] est un taux d’apprentissage, rt la récompense reçue entre t et t + 1, γ ∈ [0, 1]
un facteur d’amortissement. Les algorithmes d’apprentissage par renforcement doivent équi-
librer exploration, pour tester les différentes actions dans différents états afin de faire res-
sortir les paires état-action prometteuses, et exploitation, pour effectivement tirer parti des
actions prometteuses en les choisissant souvent afin de faire émerger une politiques peaufi-
née ; cet équilibre peut par exemple être contrôlé par un facteur ϵ décroissant, avec l’agent
d’apprentissage effectuant les actions avec la valeur action-état la plus élevée avec une pro-
babilité ϵ de faire une action aléatoire. La taille des ensembles d’état et d’action pouvant
être conséquentes (e.g. matrice de pixels RGB ou plateau de Go pour états, et combinaison
de commandes de mouvement de robot ou pose de pierre sur un plateau pour actions), des
réseaux de neurones profonds sont souvent utilisés comme approximateurs de fonction pour
Q (DQN [47, 48]). D’autres algorithmes d’apprentissage existent en optimisant par exemple
directement la politique (REINFORCE, PPO [49]) ou en découplant la politique et la fonc-
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tion de valeur (Actor-Critic [50]). L’apprentissage par renforcement trouve des applications
dans de nombreux domaines, tels que la robotique, les jeux, la planification de trajets, la
gestion des ressources et la publicité en ligne.

Ces différents types d’apprentissage et d’applications sont supportés par différents types de
modèles de réseaux de neurones profonds, tels que les réseaux neuronaux convolutifs [51]
(CNN), indispensables en vision par ordinateur, les réseaux neuronaux récurrents [52] (RNN
et LSTM) pour le traitement de données séquentielles, les réseaux antagonistes génératifs [53]
(GAN, soit Generative Adversarial Networks) pour la génération de données réalistes, les
réseaux neuronaux sur graphes [54, 55] (GNN), et les transformers [56] dont le mécanisme
d’attention permet de donner une importance variable à différentes parties des données,
améliorant ainsi la capacité du modèle à se concentrer sur les informations pertinentes.

2.2.3 Réseau de neurones sur graphes

L’idée fondamentale des réseaux de neurones sur graphes est de calculer une représentation
vectorielle des noeuds d’un graphe en agrégeant les informations des noeuds voisins grâce à
des opérations paramétrées, et donc propice à une tâche d’apprentissage. Soit h0

v le vecteur de
features du noeud v. Des représentations vectorielles internes successives ht

v sont calculées :

∀t ∈ [0, N − 1], ht+1
v = fmergeWt

1

(
ht

v, faggrWt
2
({ht

u|u ∈ N (v)})
)

(2.4)

avec N (v) le voisinage de v, et fmerge et faggr des fonctions de fusionnement et d’agrégation
paramétrées (par Wt

1 et Wt
2) et différentiables des vecteurs de features, par exemple conca-

ténation ou somme pondérée. La définition du GNN peut également faire rentrer en compte
des features sur les arcs. Les représentations vectorielles internes obtenues après N itérations
peuvent être utilisées en entrée d’un réseau de neurones complètement connecté classique
pour des tâches d’apprentissage au niveau des noeuds, des arcs ou du graphe entier.

Cette modélisation permet l’intégration de relations complexes au sein d’une tâche d’ap-
prentissage grâce à la structure de graphe libre et riche en possibilités. Les représentations
vectorielles sont obtenues par propagation d’information dans le graphe, ce qui permet aux
GNN de capturer les interactions locales et globales entre les noeuds du graphe, et la struc-
ture exploitant uniquement les voisinages permet le traitement de graphes peu denses de
grandes tailles. Le calcul de la représentation vectorielle des noeuds est également invariant
aux permutations, ce qui est crucial pour les applications qui considèrent des entités qui n’ont
pas d’ordre intrinsèque et permet ainsi un apprentissage plus adapté aux données non eucli-
diennes, au contraire d’images (matrices de pixels) ou de séries temporelles. Les opérations
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définies pour les GNN sont également valides peu importe la taille du graphe ce qui permet
de ne pas être restreint à toujours les mêmes structures de graphe, bien que la scalabilité
aux graphes de différentes tailles soit toujours un défi pour la tâche apprise. Ces qualités font
des réseaux de neurones sur graphes une structure adaptée pour le traitement de problèmes
combinatoires définis ou représentables par des graphes en apprentissage automatique [57,58].

2.2.4 Mécanisme d’attention

Le mécanisme d’attention est un concept récent clé dans le domaine de l’apprentissage pro-
fond qui permet aux modèles de se concentrer sur des parties spécifiques des données d’entrée
lors de la prise de décision. Inventé pour une meilleure précision dans des tâches de traduc-
tion [59], il est souvent utilisé dans les tâches de traitement du langage naturel et de la
vision par ordinateur mais permet d’enrichir les capacités de beaucoup de modèles différents.
Spécifiquement, l’architecture encodeur-décodeur avec mécanisme d’attention pour capturer
simultanément les relations plus ou moins distantes dans une séquence (transformers [56])
plutôt que des réseaux de neurones récurrents permet un gain de performances considérable
en traitement du langage naturel et la vision par ordinateur. Une adaptation des modèles
de réseaux de neurones sur graphes intégrant le mécanisme d’attention est également pos-
sible en calculant en score d’attention entre les différents vecteur de features lors de la phase
d’agrégation (GAT, Graph Attention Networks [60]) comme suit :

∀t ∈ [0, N − 1], ht+1
v = σ

( ∑
u∈N (v)

αvuWtht
u

)
(2.5)

Le score d’attention αvu est donnée par

αvu = softmaxu(evu) = exp(evu)∑
k∈N (v) exp(evk)

evu = LeakyReLU(⃗a⊺[Whv||Whu])

avec a⃗ et W des paramètres d’apprentissage.

2.3 Hybridation de l’apprentissage et de l’optimisation

Si la démocratisation de l’apprentissage profond est relativement récente, le recours à l’ap-
prentissage en recherche opérationnelle n’est pas nouveau. En effet, des réseaux de neurones
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étaient déjà utilisés à ces fins dans les années 1980 pour la génération de solutions pour le
problème de voyageur de commerce par réseaux de Hopfield [61] ou réseaux de neurones au-
toadaptatifs [62,63], ainsi que plusieurs autres applications pour la génération de solutions en
optimisation combinatoire malgré les limitations techniques [64, 65]. Si la génération directe
de solution est toujours un défi, des méthodes plus indirectes trouvent du succès, comme
la découverte d’heuristiques gloutonnes performantes [66], la paramétrage automatique de
solveur mathématique [67], ou le choix de noeud [68] ou de variables de branchement dans
un algorithme de branch-and-bound [69,70]. Le Chapitre 4 prolonge cette idée d’intégration
dans l’exploration de l’arbre de branch-and-bound grâce à la génération de bornes d’opti-
misation performantes pour élaguer et combler l’écart d’optimalité. Les avancées précédem-
ment citées tirent parti de l’apprentissage par renforcement pour la découverte automatique
d’heuristiques ou l’exploration autonome de l’espace des possibilités [71], et des réseaux de
neurones sur graphes pour traiter des problèmes paramétrés définis ou représentables par des
graphes [57]. Un autre paradigme prometteur est également la source de progrès récents :
plutôt que de prédire en imitant un expert et donc en minimisant une erreur de prédiction,
la structure d’un problème d’optimisation peut être utilisée pour concevoir de meilleurs mo-
dèles de prédiction en exploitant l’erreur de décision [72,73]. Dans cette optique, Chapitre 7
cherche à générer des valeurs en entraînant directement à maximiser la borne duale obtenue
et non pas en imitant des valeurs connues. D’un point de vue plus pragmatique, le passage
de la théorie à la pratique et l’application directe de l’apprentissage machine en industrie
n’est pas une chose aisée tant à cause de la qualité des données, la complexité des modèles
ou la robustesse des résultats liés à l’apprentissage [74], et nous étudions Chapitres 5 et 6 des
applications pratiques, le repositionnement d’ambulances et l’insertion de rendez-vous dans
des tournées de véhicules optimisées, en relation avec des utilisateurs finaux non formés à
l’apprentissage machine ni l’optimisation.
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CHAPITRE 3 DÉMARCHE ET ORGANISATION DE LA THÈSE

Cette thèse est organisée autour de 2 articles publiés et 2 chapitres, tous faisant partie
d’une démarche de recherche et réflexion commune concernant les applications de l’appren-
tissage automatique à des problèmes classiques en optimisation mathématique, théoriques
ou concrets. Les articles et projets résultent de recherche universitaire et de collaborations
industrielles lors de stages de recherche Mitacs chez ElementAI (maintenant ServiceNow) et
Fastercom à Montréal.

Le Chapitre 4 présente le premier article, intitulé Improving Branch-and-Bound using De-
cision Diagrams and Reinforcement Learning et publié dans International Conference on
the Integration of Constraint Programming, Artificial Intelligence, and Operations Research
(CPAIOR). Celui-ci est la continuation du travail de Professeur Quentin Cappart, alors post-
doctorant, et de l’article Improving optimization bounds using machine learning : Decision
diagrams meet deep reinforcement learning publié dans AAAI Conference on Artificial In-
telligence qui présente les diagrammes de décision comme méthode de génération de bornes
pour les problèmes d’optimisation discrète, plus flexible par exemple que la relaxation li-
néaire classique. Cette flexibilité et la nature séquentielle de la construction d’un diagramme
de décision sont exploités par une approche d’apprentissage par renforcement pour resserrer
les bornes générées. Ces bornes sont notamment utiles au sein d’un algorithme de branch-
and-bound qui va permettre de les exploiter pour élaguer des parties de l’arbre de recherche,
permettant ainsi une recherche plus efficace et une résolution plus rapide des problèmes
combinatoires considérés. L’article présenté est le résultat de l’intégration des bornes d’ap-
prentissage dans un algorithme de branch-and-bound basé sur les diagrammes de décisions,
mettant une évidence une réduction du nombre de noeuds explorés allant jusqu’à 66% par
rapport au cas d’utilisation d’une heuristique classique jugée performante. Cette réduction
est néanmoins contrebalancée par le temps d’exécution total très élevé, dû au coût des ap-
pels répétés à l’agent entraîné. Une application plus aboutie et techniquement performante,
ainsi que la publication d’un code open-source permettant des résolutions jusqu’à 15% plus
rapides pour le problème du stable maximum, sont présentés dans la partie Application to a
Branch-and-Bound Algorithm du papier Improving Variable Orderings of Approximate Deci-
sion Diagrams using Reinforcement Learning publié dans INFORMS Journal on Computing
et présenté Annexe A.

Le Chapitre 5 correspond au deuxième article, intitulé Repositioning Fleet Vehicles : a Lear-
ning Pipeline et publié dans International Conference on Learning and Intelligent Optimiza-
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tion. Il est le résultat d’une collaboration avec l’entreprise montréalaise Fastercom spécialisée
dans l’optimisation de tournées, les logiciels de gestion pour flottes de véhicules et la prise
de rendez-vous automatisée. La gestion de flotte sous incertitude n’est pas une tâche aisée
et repose en pratique sur les compétences et l’expérience de répartiteurs en contact direct
avec les véhicules d’une flotte. Nous développons une solution permettant d’assister ces ré-
partiteurs grâce à une approche d’apprentissage simple, aisément explicable et interprétable,
qui tire parti de données passées pour estimer le besoin en véhicules dans différentes parties
d’une zone d’opération en fonction de l’heure de la journée et de l’activité récente de la flotte.
Cette application est spécifiquement destinée à une flotte d’ambulances, et la prise en compte
de motifs médicaux est donc intégrée puisque ceux-ci ont un impact sur les requêtes futures.
Des performances de l’ordre de 10 à 20% en réactivité sont constatées, mais celle-ci sont à
contrebalancer avec la distance totale parcourue qui peut augmenter jusqu’à 10% en fonction
des objectifs des répartiteurs. Un déploiement des algorithmes développés a eu lieu avec une
entreprise privée en Belgique et d’autres déploiements sont à l’étude. Le succès de ce projet
et de la publication associée a mené au développement d’un nouveau projet avec Fastercom,
présenté Chapitre 6.

Le Chapitre 6 présente un projet visant à accélérer la suggestion de créneaux de rendez-vous
en temps réel chez des partenaires industriels. Une prise de rendez-vous, avec par exemple des
infirmières à domicile ou des techniciens en bâtiment, dépend d’un programme d’optimisation
de planification et de tournée de véhicules. Afin d’éviter des résolutions successives coûteuses
pour proposer des créneaux de rendez-vous à un client et afin de pouvoir répondre en temps
réel à partir d’une journée déjà optimisée, nous proposons d’étudier le développement d’un
prédicteur quantifiant la qualité d’une insertion de client dans un problème de tournée de
véhicule (VRP, vehicle routing problem) pour directement proposer ces prédictions ou pour
limiter l’usage de l’optimisation avant de revenir au client. Nous développons une représen-
tation d’un problème de VRP et d’une solution sous forme de graphe afin d’en avoir une
représentation riche et exploitable par un réseau de neurones sur graphes. L’utilisation de
données historiques et de résultats d’optimisation permet de mettre en place un apprentis-
sage adapté à un prestataire et un solveur de VRP. Nous montrons qu’un prédicteur entraîné
permet effectivement d’identifier les créneaux prometteurs et d’éviter systématiquement les
insertion irréalisables, permettant ainsi d’envisager un déploiement opérationnel de l’outil.

Finalement, le Chapitre 7 présente un projet d’apprentissage non-supervisé pour la généra-
tion de facteurs lagrangiens au sein de la relaxation de Held et Karp pour le voyageur de
commerce. L’utilisation d’apprentissage non-supervisé cherchant à augmenter la valeur des
bornes générées permet de guider la génération des facteurs lagrangiens sans connaître a
priori quels seraient de bons facteurs. L’intégration du générateur de borne duale entraîné au
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sein d’un algorithme de branch-and-bound permet de démontrer l’intérêt de l’apprentissage
pour la résolution de problèmes combinatoires, avec un gain temporel sur une approche de
résolution classique. Une publication est prévue durant l’été 2023.
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CHAPITRE 4 ARTICLE 1 : IMPROVING BRANCH-AND-BOUND USING
DECISION DIAGRAMS AND REINFORCEMENT LEARNING

Augustin Parjadisab, Quentin Cappartab, Louis-Martin Rousseauab, David Bergmanc

aÉcole Polytechnique de Montréal, Montreal, Canada, bCIRRELT, Interuniversity Research
Centre on Enterprise Networks, Logistics and Transportation, cUniversity of Connecticut

Cet article a été soumis à International Conference on the Integration of Constraint Pro-
gramming, Artificial Intelligence, and Operations Research le 28 janvier 2021 et a été publié
le 17 juin 2021.

ABSTRACT

Combinatorial optimization has found applications in numerous fields, from transportation
to scheduling and planning. The goal is to find an optimal solution among a finite set of pos-
sibilities. Most exact approaches use relaxations to derive bounds on the objective function,
which are embedded within a branch-and-bound algorithm. Decision diagrams provide a new
approach for obtaining bounds that, in some cases, can be significantly better than those ob-
tained with a standard linear programming relaxation. However, it is known that the quality
of the bounds achieved through this bounding method depends on the ordering of variables
considered for building the diagram. Recently, a deep reinforcement learning approach was
proposed to compute a high-quality variable ordering. The bounds obtained exhibited im-
provements, but the mechanism proposed was not embedded in a branch-and-bound solver.
This paper proposes to integrate learned optimization bounds inside a branch-and-bound
solver, through the combination of reinforcement learning and decision diagrams. The results
obtained show that the bounds can reduce the tree search size by a factor of at least three
on the maximum independent set problem.

4.1 Introduction

Historically introduced for encoding Boolean functions and used for circuit design and verifi-
cation [20, 21], Decision Diagrams (DDs) have recently been reapplied in the field of combi-
natorial optimization [23,75,76], for example to sequencing problems [24] or the multidimen-
sional bin packing problem [25]. Assuming a maximization objective, the optimal solution
can be obtained in polynomial time in respect to the size of the decision diagram by following
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the longest path from the the root to the terminal node of an exact DD. However, the size of
exact DDs grows exponentially with the number of variables, which make them unsuitable
for solving large problems. Recently, decision diagrams provided new means of obtaining
bounds for combinatorial optimization problems that can be significantly better than those
obtained via a traditional linear programming relaxation [77]. Bergman et al. [78] proposed
the use DDs to encode a parametrizable and tractable approximation of the solution set.
Such structures are referred to as approximate DDs.

The performance of this procedure highly depends on the ordering of the variables used
to create the DDs. Better ordering can lead to tighter optimization bounds, which results
in fewer nodes explored during the BnB search and an expected solution time reduction.
Nevertheless, finding an ordering that yields the best bound is NP-hard and difficult to model.
Typically heuristics have been considered for defining variable ordering [29] and only a few
limited studies have proposed exact approaches for specific problem classes (see, e.g. [33]).
Recently, Cappart et al. [28] proposed a deep reinforcement learning (DRL) [79,80] approach
for computing the variable ordering. The idea is to train an agent to build a DD, with the
incentive (i.e., the reward) to obtain bounds as tight as possible. However, this procedure
has not been integrated in a BnB algorithm.

The contribution this paper makes is to illustrate the benefits and challenges of using both
primal and dual bounds obtained with DRL-guided DDs within a BnB procedure. As a
first experiment we apply this algorithm to the maximum independent set problem (MISP).
Our preliminary results show that the proposed approach is able to prove optimality with
significantly fewer nodes explored, due to the better bounds obtained. However, it is done at
the expense of a significant increase in the execution time, as a deep neural network has to
be called multiple times at each BnB node. An improved algorithm which uses caching and
restricts the use of the DRL agent is also presented, and proves efficient on larger problems.

This paper introduces some preliminaries for DDs and reinforcement learning before pre-
senting the BnB algorithm, followed by experimental results. Finally, the limitations of the
current approach and directions for future research are discussed.

4.2 Learning Bounds Inside Branch-and-Bound

4.2.1 Decision Diagram-Based Branch-and-Bound

The DDs used in this work are Binary Decision Diagrams (BDDs), although the generali-
zation to multi-valued decision diagrams is immediate. A BDD B = (U, A, d) is a directed
acyclic multi-graph in which the node set U is partitioned into layers L1, . . . , Ln+1. The set
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of solutions for a problem can be represented by a BDD in which each path from the root
node r to the terminal node t encodes a feasible solution : each arc along the path gives
the value of the variable associated with the layer the arc starts from, and a longest path in
the diagram gives an optimal solution to the problem. Conversely, each feasible solution can
be found in the BDD. Each layer L1, . . . , Ln is associated with a unique variable xk of the
problem with k ∈ {1, . . . , n}. Each arc a ∈ A goes from one layer to the next and has label
d(a) ∈ {0, 1} that encodes the values of the layer’s associated binary variable.

For larger problems in combinatorial optimization, BnB algorithms are widely used to ge-
nerate a search tree of manageable size using optimization bounds. Such bounds can be
obtained via feasible solutions and linear relaxation, and we focus here on how approximated
DDs provide a simple alternative for computing bounds. An exact DD can be relaxed by
merging nodes of a layer to narrow the diagram without removing any solutions, but adding
unfeasible solutions [78]. A relaxed DD provides a dual bound when solved, the quality of
which depends on the amount of merging operations done. Likewise, a restricted DD can be
created by removing nodes of an exact DD ; some solutions are deleted but none are created,
yielding a subset of solutions that can provide a primal bound. A branching process can
also be conducted on DD nodes, which provides a complete BnB scheme based on DDs as
an alternative to the classic linear programming-based BnB. A DD-based BnB algorithm is
described in Algorithm 2. Detailed information is proposed by Bergman et al. [29].

4.2.2 Variable Ordering and Reinforcement Learning

Recently, a machine learning approach has been proposed to address the NP-hard problem of
variable ordering for DDs [28] using reinforcement learning (RL) [81]. The goal of a RL agent
is to maximize the expected sum of rewards obtained by learning a behavior policy. In the
case of DD construction, the agent incrementally builds an approximated DD and observes
the bound given by the partially built diagram. The rewards given as feedback are defined by
the evolution of the bound obtained (a reduction of an upper bound is encouraged, whereas
an increase is penalized and vice versa for a lower bound). The state observed by the agent
is a function of the problem instances and of the variables already added in the current DD.
An action consists in selecting a new variable to add to the next layer of the DD. Finding a
policy maximizing the action-value function for all states and actions is hard and a practical
solution is to compute an approximation of Q using a Q-learning algorithm [46] applied to a
graph neural network. The exact procedure can be found in can be found in [28].
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4.2.3 The Branch-and-Bound Algorithm with a RL Agent

This section presents the main contribution of the paper : how to implement a BnB algorithm
using DDs together with RL. The process is as follows. At each node explored during a DD-
based BnB algorithm, a relaxed and a restricted DD are built and an ordering for the variables
left at this stage of the search has to be determined for each DD. Currently, heuristics that
try to greedily limit the width of the DD are used, and perform much better than simple
lexicographic or random orderings.

We propose to work on the ordering of the approximate DDs by using a RL agent on a graph
embedding rather than handcrafted heuristics. Two steps are to be considered for building
this agent : (1) a training phase, consisting of learning a good policy for the problem at hand,
and (2) a solving phase, corresponding to the execution of the BnB algorithm.

Vectorized representation

A graph neural network (GNN) [55, 57] is used to obtain a vectorized representation of a
graph by computing node embeddings. The vectorization is built as follows : (1) the problem
instance is represented as a graph (e.g., a MISP instance), (2) each vertex/edge of the nodes
are decorated with relevant features (e.g. the weight of each vertex), (3) A GNN is used to
obtain an d-dimensional embedding for each vertex of the graph, and (4) the embedding is
given as input to a fully-connected neural network in order to obtain the final Q-values that
are used for the prediction, indicating the quality of each vertex to be inserted in the current
embedding.

Training Phase

The training is based on neural fitted Q-learning with a set of randomly generated graphs,
and returns the weigths w for the approximated action-value function Q̂. The Q-value ap-
proximation is obtained with the use of a GNN with the library structureToVec [82]. The
standard Q-learning algorithm can be enriched in several classic ways, among which are
mini-batches to guarantee a better gradient descent based on several examples instead of
one, reward scaling for a better handling of large reward quantities and an adaptive ϵ-greedy
policy to move away from a local optimum, balancing exploration and exploitation. Details
on the learning phase can be found in [28]. As the training uses the bound obtained via
the partially built DD, the RL agent is dependent on the type of bound used. Therefore we
consider two agents, one trained for relaxed DDs for which a low value upper bound is desi-
red, and the other for restricted DDs for which the highest possible lower bound is desired.
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Once the parameters w for the Q-value have been learned, a simple policy can be derived as
described below.

Solving Phase

The solver uses a trained RL agent each time a DD is developed. Algorithm 1 describes how
an ordering is obtained by calling the agent several times, and Algorithm 2 describes the
BnB algorithm using the DDs constructed with the RL agents. New variable orderings are
computed at each node of the BnB to build the restricted and relaxed DDs. The RL agent
is designed to obtain high-quality bounds, which then allows to update the lower bound or
prune the node if applicable. Let But be the DD induced by all nodes and paths going from
u to t (which gives in particular Brt = B). If But is an exact DD, B′

ut designates a restriction
and B̄ut a relaxation of But. If a restricted DD B′

ut is exact, no restriction was needed and
thus no branching is performed. The variable orderings are obtained as described below.

Algorithm 1 DD construction with RL agent
1: B = ({L1, . . . , Ln}, A, d) an empty DD, to be built with the variables V
2: for j ∈ {1, n} do
3: u = argmaxa∈V Q̂(s, a, w)
4: build layer Lj with the variable u
5: V ← V \{u}, bu = 1
6: end for
7: return B

In Algorithm 1, the state of the problem is given to the agent that responds with the Q-values
for each variable. The variable u that maximizes the Q-value learned by the GNN is chosen
and added to the partially built DD. A feature bu for each u ∈ V indicates if a variable
has already been selected for the DD construction. After the selection of the variable u, the
feature is updated. This modifies the state of the problem, so the Q-values are computed
again to select the next variable. The process continues until all the variables have been
considered and the DD is complete.

Complexity

Obtaining a variable ordering by calling a GNN is expensive because of the nature of the
steps involved. The node embeddings are created by a message passing algorithm and fed
to a fully connected neural network. This has to be done for each variable in the ordering,
resulting in a time complexity of O(|E| × n2). In the next section, Algorithm 1 for variable
ordering is compared against a classic heuristic called MinState, which has a time complexity
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Algorithm 2 DD based branch-and-bound, 2 RL agents
1: zopt = −∞, Q = {r}
2: while Q ≠ ∅ do
3: select node u ∈ Q
4: create restricted DD B′

ut with Algorithm 1
5: if v∗(B′

ut) > zopt then zopt = v∗(B′
ut) end if

6: if B′
ut non exact then

7: create relaxed DD But with Algorithm 1
8: if not pruned, select exact cutset to add to Q
9: end if

10: end while

of O(w × n) ; with w the width of the DD. The additional complexity brought by the GNN
should thus have to be justified with an efficient node reduction during the BnB.

4.3 Experimental Results

The goal of the first set of experiments is to show that a significant reduction of nodes explored
in the tree search is possible with a well trained GNN. However, it is done at the expense of
the computation time. The second experiment shows how this issue can be mitigated using a
caching mechanism, and a hybrid heuristic. Similar to previous works [28,83], the case study
considered is the maximum independent set problem (MISP). The solver is written in C++
and is implemented upon the code of Cappart et al. [28] for the RL agent part and Bergman
et al. [29] for the DD-based BnB. The learning and the solving were ran on a Dell XPS 15
9570 with a Intel i7-8750H 2.20GHz CPU. The training time was limited to eight hours. All
instances considered have been randomly generated using a Barabasi-Albert scheme with the
density parameter ν = 4 [84].

Definition (Maximum Independent Set Problem). An independent set I in a weigh-
ted graph G = (V, E) is a subset I ⊆ V in which 2 vertices cannot be adjacent. The pro-
blem consists of finding an independent set of maximum weight, i.e. maximizing the function
f(x) = ∑|V |

k=1 wkxk such that ∀(i, j) ∈ E, xi + xj ≤ 1 with xk indicating whether the vertex k

is selected or not, and wk being the weight associated to this vertex.

4.3.1 Performances of the Learned Variable Ordering

We plot in Figure 4.1 the number of nodes explored during the DD-based BnB over 100
random instances. For the variable orderings, the GNN algorithm uses a GNN trained for
relaxation over random graphs with the same distribution. Restriction is still done with
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a MinState ordering. The GNN consists of 4 iterations of belief propagation and a neural
network with 2 layers of size 64. The heuristic algorithm uses MinState for relaxation and
restriction. The results can be found in Table 4.1, with the average time in seconds. We can
see that even if the number of nodes is drastically reduced, the execution time remains an
important concern compared to MinState. Figure 4.1 shows the percentage of the graphs
solved under a given number of nodes in performance profile [85] : the higher the curve,
the better. Overall, the number of nodes needed to solve all the MISP instances is typically
reduced by a factor of three to four with the RL agent for graphs over 100 nodes, noting that
90% of the instances were solved in fewer nodes.

Tableau 4.1 Average time and nodes explored for 100 MISP instances of size n

Algorithm n = 80 n = 100 n = 120
Nodes Time Nodes Time Nodes Time

GNN 1416 16.70 4628 79.90 34434 878.10
GNN+ 2131 2.40 13152 10.00 81015 41.10
MinState 2802 0.32 22680 5.30 100822 40.40

4.3.2 Caching to save computation time

To avoid calling the agent too often and speed-up the resolution, the GNN-computed or-
derings are stored and re-used for subsequent DDs that might have a similar structure. To
re-use an ordering, the number of variables for the current DD has to be close to the number
of variables of the stored ordering and be included in it. When the number of variable differs
too much, the stored ordering can be quite poor for the current DD (similar to a random
ordering). This sacrifices some precision in favor of computational efficiency. Furthermore,
the computation time bottleneck is expressed the most when it is needed the least, which
is at the end of the BnB tree for small DDs. Bound improvements there are small and do
not have major consequences, and small DDs are very fast to build with little need for a
GNN. We experiment on the use of the RL agent before a given threshold for the number of
nodes (here, 100 BnB nodes), and the use of the MinState heuristic after this threshold to
close the search faster. Those improvements are natural given the cost of a GNN feed-forward
operation, and we observe in Table 4.1 with the algorithm GNN+ that the average number of
nodes explored during a search can in fact be effectively reduced while keeping a competitive
solving time for large problems.
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(a) n = 80 (b) n = 100

Figure 4.1 Performance profile of a GNN agent and MinState for variable ordering over
100 instances of the MISP

4.3.3 Discussion

As highlighted in the experiment, the learned bounds can be successfully leveraged in the
solver in order to reduce the number of nodes explored. However, the execution time is an
important bottleneck, which makes the hybridization challenging to design, and additional
mechanisms should be considered in order to improve the efficiency. Caching is one of them
but is still not enough. We made other attempts to get improvements, such as (1) using
the same agent for the restriction and the relaxation, (2) using a fixed ordering during the
complete BnB process instead of dynamically recomputing it, (3) calling the GNN only every
n steps or at random intervals, but without much success. We believe that finding other
ways to improve is a promising research direction. A similar question has been addressed by
Gupta et al. [86] for standard MIP solvers. They show that expressive and costly GNNs can
be combined with inexpressive but cheap fully connected neural networks in order to obtain
a better trade-off between prediction quality and computational efficiency.

4.4 Conclusion

DDs provide a new flexible and general methodology for generating tight bounds for opti-
mization problems, and DD-based BnB algorithms are often competitive with recent integer
programming solvers. This paper presents a method that takes advantages of the flexibility
of DDs for bound generation in BnB through machine learning. The reduction of the num-
ber of nodes indicates that this is a promising research direction, but subject to important
challenges (e.g. the execution time). The generic nature of DD construction and BnB sol-
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(a) n = 120, nodes (b) n = 120, time (s)

Figure 4.2 Performance profile of an improved GNN agent and MinState for variable orde-
ring over 100 instances of the MISP

ving for discrete optimization problems makes for an interesting combination, with possible
application to other problem classes like the maximum cut problem [77], the set covering
problem [78] and the traveling salesperson problem [87,88].

The next step to better bridge the gap between machine learning and optimization would
involve a general framework that takes advantage of the graph structure and recursive formu-
lation of a problem by learning to construct DDs with high quality bounds for the problem,
and solving it with an efficient BnB algorithm. Data generation for the training step would
remain a challenge.

The use of machine learning to generate both lower and upper bounds for combinatorial
optimization proved efficient and opens the door to multiple possibilities for future research
on the integration of these disciplines. Applying deep learning tools to optimization faces
practical bottlenecks that have to be overcome for practical applications and broad adoption
in exact optimization solvers.
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ABSTRACT

Managing a fleet of vehicles under uncertainty requires careful planning and adaptability. We
consider a ride-hailing problem where the operator manages vehicle repositioning to maximize
responsiveness. This paper introduces a supervised learning pipeline that uses past trip data
to reposition vehicles while adapting to fleet activity, a geographical zone, and seasonal or
daily request variation. The pipeline incorporates trip features, such as medical motives of
transportation for ambulances and the time and location of the trips. This provides a better
estimate of the probability that a given vehicle will be required in a particular sector and
provides insights into which events and trip features should be incorporated into the decision-
making process for better fleet management and improved reactivity. This tool has been
developed for, and used by, operators of an ambulance company in Belgium. Using predictors
for ambulance repositioning reduces at least 10% of the overall fleet reaction distance.

5.1 Introduction

Fleet management in a ride-hailing context is a challenging problem due to the stochastic
nature of the demand and the dynamic decisions that must be made. Medical transportation
for unplanned requests faces the same challenges and aims at providing a wide-spread and
fast coverage to ensure medical services availability ; they have been a regular focus of routing
problems in general, as cities need efficient and cost-effective medical transportation [89,90].

This work focuses on learning from limited historical data for ride-hailing in a medical trans-
portation setting and providing easy tools to set up, interpret and apply to small fleets of
ambulances. The contribution of this paper is an effective learning pipeline that can provide
an adaptable repositioning agent capable of recognizing daily and hourly patterns and adap-
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ting to evolving demand distribution. The current strategy used by the company taking care
of the repositioning yields a low total distance driven by the ambulance fleet but provides
poor reactivity to requests ; our learning pipeline improves this without a significant increase
in the total distance driven on real-world data. The paper is organized as follows. Section 5.2
reviews the relevant literature. Then, Section 5.3 introduces and formalizes the ride-hailing
problem. Section 5.4 presents the pipeline structure. Section 5.5 presents a case study where
we apply our repositioning agent to a fleet of ambulances in Belgium for unplanned medical
trips.

5.2 Literature review

Vehicle routing problems (VRPs), focusing on finding optimal routes for vehicles between
multiple locations and under various constraints, are ubiquitous in the flow of people and
goods in our increasingly interconnected cities, networks, etc. As a traveling salesman problem
at its core, these problems are hard [91,92]. They are often subject to additional constraints
when modeling real problems, often linked to time windows, traffic rules, environmental
considerations, or many other potential obstacles [93–95].

Ride-hailing problems are vehicle routing problems, more precisely dial-a-ride problems where
multiple users request trips with given time windows and are transforming logistics and
sustainability in the context of rising awareness towards efficiency and environmental issues.
This transformation of urban mobility can stimulate the adoption of new technologies and
positively impact energy consumption and quality of life [96, 97]. Nevertheless, the success
of these systems depends on their effective efficiency and ease of use, which is a challenge
given the complex nature of vehicle routing problems in dynamic environments. Extensive
literature can be found for dynamic VRPs and dial-a-ride problems in recent surveys [98,99].
The dynamic nature of ride-hailing problems, with new requests arriving at unknown times
and locations, creates different challenges and requires novel solution approaches than do not
simply assume perfect information.

The first challenge of ride-hailing problems is to assign vehicles to incoming requests. This
has been tackled by traffic flow study [100], oversupply analysis [101], and negotiation tech-
niques between vehicles [102]. Several studies approach fleet management from the opposite
direction, focusing on vehicle repositioning to anticipate future requests. Miao et al. [103] use
a receding horizon for distribution estimation, Zhang and Pavone [104] focus on a queuing-
theoretical model for supply rebalancing, while Braverman et al. [105] introduce fluid-based
optimization methods to control car flow and maximize the expected value of served requests.
Other works study assignment and repositioning for a more complete approach to the ride-



28

hailing problem with either heuristic strategies at global scales for autonomous vehicles [106]
or large-scale optimization-based methods [107–109]. Furthermore, increasing interconnecti-
vity and data availability allow enriched models and more precise control of the vehicles.
For example, real-time information such as traffic congestion or driving times opens up the
possibility of adapting programmed tasks and trip trajectories [110,111].

Recent machine learning developments allow the creation of new tools to tackle complex
problems and integrate historical data. From the plethora of regressors and classifiers, [112],
multi-layer perceptrons and deep learning emerged as powerful tools to learn from unstruc-
tured data [79] ; deep reinforcement learning (DRL) [80,81] allowed the training of agents to
interact with their environment. These approaches are incredibly prolific in image classifica-
tion [113], natural language processing [114], super-human performance in games [115], and
have also been considered by the operations research community for mathematical optimi-
zation [116]. Optimization coefficients can, for example, be learned inside a more traditional
learning algorithm [117], multi-agent DRL allows the training of a fleet of agents to maximize
shared profit [118, 119], and can integrate traditionally complex variants like electric vehicle
charging [120]. The ride-hailing problem can thus be tackled with a hybrid approach of lear-
ning, and optimization [121], or learning from optimization models [122]. Handling a whole
fleet in a dynamic environment is a complex task, often solved by reinforcement learning
in which fleets are represented by an agent [123], or multiple agents [124, 125], that explore
and refine fleet management policies. These learning approaches are efficient but require a
large amount of data and are not easy to use and interpret for dispatchers of a small fleet.
Based on this context, our contribution focuses on a smaller granularity, both time-wise and
vehicle-wise, aiming at developing a pipeline that works with a limited amount of data and
is easy to interpret for the operators.

5.3 The Ride-hailing Problem

This section presents the ride-hailing problem and the relevant notation used throughout this
work.

5.3.1 Problem Definition

Let V be a fleet of vehicles and R the set of unplanned requests arriving throughout the day.
A vehicle v ∈ V is characterized by its geographical position and its status. The possible
status are as follows : (1) driving to a client, (2) serving a client, (3) repositioning, (4) idling
at a location, and (5) waiting for repositioning instructions. A request r ∈ R is emitted at a
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time rt and is characterized by its origin and destination coordinates.

Each time a request arises, it is assigned to the closest vehicle. Vehicles idling or repositioning
immediately go serving the request they have been assigned. However, vehicles currently
serving a request might also be chosen to serve the new request after their current ones
have been fulfilled, as there is no maximum waiting time. The requests can arise and lead
anywhere, usually hospitals and patient houses ; they will all get served by the fleet.

A repositioning decision is made when a vehicle finishes serving a request and does not have
another to serve next. Let L be the set of locations containing predefined geographical points
where vehicles are sent to idle between requests. The requests can arise anywhere, whereas
vehicles must wait at the predefined locations L. The goal is to reposition vehicles to the
idling locations to minimize the average reaction distance, defined as the distance driven by
an ambulance from where it is when assigned to a request to the pick-up point of the request.
The reaction distance includes the distance driven by ambulances that have to finish current
trips before answering the request.

Visual Example

An illustration of possible decisions is proposed in Fig. 5.1 : (1) A request for a patient is first
received and assigned to a nearby vehicle chosen during the assignment process. (2) After
the ride, the vehicle is repositioned to a location chosen during the repositioning process. (3)
Let us point out that the location does not have to be the closest one, nor does it have to
be its original idling location. (4) Finally, another vehicle can be repositioned to balance the
supply.

Figure 5.1 Ride-hailing situation - example.
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5.3.2 Modelling the Repositioning Task

A decision must be carried out each time a new request is received and each time a vehicle
finishes serving a trip request. An episode refers to a full day of operations or the fleet and
contains as many decisions as requests received and trips finished. When a decision must
be made, the system is given a state. The formal definitions of a state and a decision are
proposed below.

States

A state s = (sR, sr, st, sV ) is composed of a prior requests vector (sR), a request vector
(sr), a time vector (st) and a vehicle vector (sV ). The prior requests vector is composed of
tuples indicating the location of origin, arrival, and the medical motive of the past requests
within a given horizon H : (rO

i , rA
i , rm

i )i∈H . The request vector sr provides the geographical
coordinates of the origin and destination of the request received at the start of the decision
epoch. It is empty if the epoch was triggered by a vehicle becoming idle. The time vector
st = (d, t) indicates the day of the week d and hour of the day t as one-hot encoded vectors.
The vehicle vector sV indicates the status and positions of the fleet’s vehicles.

Decisions

A repositioning decision a = (a1, a2, . . . , aV ) is composed of vehicle repositioning instructions.
For all vehicles, v ∈ V , the instruction av ∈ L ∪ {∅} indicates the location l ∈ L at which a
vehicle must reposition or an absence of instruction. Idle vehicles that finished serving a trip
request must be repositioned to idle at a valid location.

5.4 Learning Pipeline for Vehicle Repositioning

This section presents a learning pipeline used in the specific context of ambulance manage-
ment, which is general enough to be adapted to other situations. The pipeline consists of
a learning algorithm and a prediction agent. It is illustrated in Fig. 5.2 and is divided into
4 steps : (1) Past data is collected, used to build context vectors, and split to build the
training and test sets, (2) an agent is trained on this dataset and is used operationally to
predict the next location most likely to receive a request, and (3) this information is fed to
a repositioning algorithm adapted to the fleet. Each step is detailed in the next paragraphs.
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Figure 5.2 Pipeline structure.

Step 1 : Data Preparation

The data comprises the set of feature vectors X, encoding the state and context in which a
trip request arrived, and the associated set of target values vector Y , containing the locations
of the origin of the requests. Several features are used to make a prediction, such as time,
location, and motives of previous requests. Geographical distributions will, for example, be
affected by the population moving during work days or days off, resulting in hourly and weekly
variations in requests. Previous requests’ origin, destination, and motives are also likely to
provide relevant information about whether a patient will be emitting another request and
when ; we encode their frequency and recency with discounted factors in a context vector that
aggregates the information from H requests as follows. Prior requests origins (PRO), prior
requests arrivals (PRA), and medical motives are features computed from the components
of the prior requests vector. For each location l, we define the prior requests origins feature
sO

l = 1
H

∑
i∈[1,H] δ(l, ri)βi, where β ∈]0, 1] is a constant, and

δ(l, ri) =

1 if l = rO
i

0 otherwise
(5.1)

indicates which location a prior request emerged next to, with rO
i being the closest location

from ri’s origin. Here, r1 is the latest request at time t, r2 the one before it, etc., with
rH being the oldest request considered on our horizon. For the requests arrivals, (sA

l )l∈L

is computed similarly with arrival locations. For each medical motive m ∈ M , we define
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sm = 1
H

∑
i∈[1,H] µ(m, ri)βi, with

µ(m, ri) =

1 if m = rm
i

0 otherwise
(5.2)

where rm
i is the motive of request i, indicating the number of requests with motive m ∈M and

their recency. (sO
l )l∈L, (sA

l )l∈L, and (sm)m∈M thus indicates which hospitals requests emerged
from and arrived at, and which medical motives were observed. The set of medical motives M

can include simple consultations, transfers, specialized interventions, etc. Table 5.1 provides
a summary of the state features for our case study related to healthcare. All feature values
are in [0, 1]. The relevance of such features is analyzed in Appendix B.

The training set is built by taking whole days of data and extracting the arising requests as
well as the state in which they arrived to build the feature vector set X = {(sO, sA, sm, st)}
and the targets Y = {rO

i }. A request ri arises at time rit with rO
i the closest location from its

origin. We then train a classifier to try and infer the next request location, given the current
state.

Tableau 5.1 State features

Feature Number of values
Time st 24+7
PRO sO

l |L|
PRA sA

l |L|
Motives sm |M |

Step 2 : Location Classifier Training

A learning model F is defined and trained to predict which locations Y will most likely receive
the following request based on the features X describing the problem’s state and the fleet’s
previous activity during the day. We consider random forests, gradient boosting methods,
and multilayer perceptrons for our classifiers. Details about the training are provided for the
case study in Section 5.5.2. Once trained, the models give as an output a vector quantifying
the probability of each location being the next receiving a request, F (x) = ŷ. It is then used
to issue a repositioning decision to vehicles finishing a trip and idle for too long at an inactive
location.
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Step 3 : Algorithm for Vehicle Repositioning

The repositioning procedure is illustrated in Algorithm 3. It is called each time a decision
must be made, i.e. when a request is issued or when an ambulance has finished its trip. The
algorithm generates a prediction for the different locations with the trained model (line 9) and
chooses locations to reposition the vehicles that have been idle for too long and the vehicle
that finished its trip, if applicable (lines 11 to 13). The repositioning location is obtained by
chooseLocation(ŷ, v,L) procedure (line 12), which is formalized in Algorithm 4. It is done for
a vehicle v ∈ V , based on the score obtained for each position (ŷ) and on the current idling
location of each vehicle (L). The repositioning instructions are stored in L (line 12). The
idling time for each vehicle is also updated (lines 13 and 15).

Algorithm 3: Fleet Repositioning
1 ▷ Pre : x is the current state, as defined in Step 1 (data preparation).
2 F is the learned model (gives a score for each location from L).
3 V is the set of all vehicles.
4 ρ is the vehicle that has finished its trip and is to be repositioned.
5 L[v] is the idling location of vehicle v.
6 I[v] is the number of iterations during which v has been idle.
7 Θ is a threshold triggering a repositioning, if exceeded.
8

9 ŷ := F (x) // Calling the trained model
10 for each v ∈ V do
11 if v = ρ ∨ I[v] > Θ then
12 L[v] := chooseLocation(ŷ, v,L) // Procedure defined in Algorithm 4
13 I[v] := 0
14 else
15 I[v] := I[v] + 1

The goal of Algorithm 4 is to find the closest empty location likely to receive a request. First,
the number of vehicles present at each location is computed (line 11). Let ŷ = ⟨ŷl⟩l∈L be the
score vector returned by the classifier for each location. The higher ŷl, the more confident the
classifier is in having the subsequent request arising next to location l. Candidate locations
Λ for repositioning are selected by taking all probable unfilled locations with a tolerance
factor defined by γ ∈ ]0, 1[ (line 15). A location is unfilled if it contains fewer vehicles than
a given parameter τ ∈ N+. For example, setting this parameter to 1 only allows picking an
empty location until all locations have one idling vehicle. From those candidates, the vehicle
is sent to the closest one (line 17). If all candidate locations are filled, we consider decreasingly
probable locations until an unfilled one is found, which is done by ignoring the most probable
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location and setting their score to 0 for the next iterations (line 19) as it did not yield a valid
repositioning location. If all the locations are filled, the closest location is selected regardless
of the number of vehicles idling there (line 21). This algorithm allows spreading the vehicles
from the highest to lowest-valued locations, with the shortest distance being the decisive
criterion for equally probable locations. We evaluate the practical use of the pipeline in a
case study in the next section.

Algorithm 4: Selecting a Location for a Vehicle
1 ▷ Pre : ŷ = ⟨ŷ1, . . . , ŷL⟩ is the predictor output for each location.
2 v is the vehicle to reposition.
3 L is the set of all locations.
4 L[v] is the idling location of vehicle v.
5 d[v, l] is the distance function from v to the location l.
6 γ ∈ ]0, 1[ is a prediction tolerance parameter.
7 τ ∈ N+ is a filled location parameter.
8

9 chooseLocation(ŷ, v,L) :
10 for each l ∈ L do
11 C[l] :=

∣∣∣∣{v ∈ V
∣∣∣ L[v] = l

}∣∣∣∣ // Number of vehicles at each location

12 l⋆ := ⊥ // Store the best location to reposition
13 while l⋆ = ⊥ ∧max(ŷ) > 0 do
14 k⋆ := argmax(ŷ) // Taking the index of location with highest score
15 Λ :=

{
l ∈ L

∣∣∣ ŷl ≥ (1− γ)ŷk⋆ ∧ C[l] < τ
}

// Filtering the locations
16 if Λ ̸= ∅ then
17 l⋆ := argminl∈Λ

(
d[v, l]

)
18 else
19 yk⋆ := 0

20 if l⋆ = ⊥ then
21 l⋆ := argminl∈L

(
d[v, l]

)
22 return l⋆

5.5 Case Study : Ambulance Fleet in Belgium

This project is conducted in collaboration with a company to develop automated assistance
for managing a fleet of ambulances. We consider a centralized dispatcher for the fleet that
assigns identical ambulances to requests for medical transport and repositions idle ambulances
to nearby hospitals. Even though requests arise randomly, patterns can be exploited as the
requests tend to emerge more frequently in specific zones at certain times. Furthermore,
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transport between hospitals might depend on why patients are being brought to the hospitals.
Some interventions are short and patients will quickly be sent back home, some are long and
require patients to spend the night at the hospital, and others might require an inter-hospital
transfer. We use past trip data with geographical coordinates, time, and medical motives in
our pipeline to study what impact a trained predictor has on overall fleet efficiency during
real-world operating days. The pipeline is used to obtain a more reactive ambulance fleet by
idling closer to oncoming requests ; in particular, the company is interested in reducing the
average reaction time, or the average reaction distance as a proxy. A study of the retraining
of the predictor to improve over time and adapt to new data is presented in Appendix B.

5.5.1 Use of the Pipeline

We use collected data from 500 operating days to train our predictor. The data from past
requests are transformed and rescaled for anonymity and better learning. The geographical co-
ordinates of a request are mapped to the closest location (there are seven predefined hospitals
used as waiting locations for ambulances), and the transport motive is encoded as a one-hot
vector with predefined categories M = {consultation, radiotherapy, . . . }. As presented in Sec-
tion 5.4, these encoded requests are used to build a state representation x(t) = (sO, sA, sm, st)
at time t. The training set is composed of all previous requests, the state they arrived in, and
the closest location to that request {x(rit), rO

i }.

5.5.2 Training Phase

Roughly 8000 real trips are available for training. We split this dataset into a training set and
a validation set (85%-15%). We also keep 248 real trips (10 days of operations) for the test
set. Three models have been implemented for the predictor : a neural network, random forest,
and gradient boosting. The neural network is implemented with PyTorch and consists of a self-
attention layer coupled to a two hidden-layer feed-forward neural networks with 250 and 150
neurons in each hidden layer, respectively. Training is carried out with the Adam optimizer
[126], and we use an early stopping method to avoid overfitting. A binary cross-entropy loss
is used for the cost function (Fθ(x) = ŷ trained to minimize C(θ) = − 1

N

∑N
i=1 yi log(Fθ(xi)) +

(1 − yi) log(1 − Fθ(xi)) on batches of size N). Random forest and gradient boosting are
implemented with scikit-learn. Each model is trained on a personal computer (i7-8750H
2.20GHz CPU) in less than 1 minute. The best values for the context vector parameters β

and H are obtained by grid-search (β = 0.75 and H = 10). The evolution of the loss during
training is reported in Figure 5.3(b) for the neural network. As comparison baselines we also
integrate a random selection, and a constant heuristic Most Frequent always assigning the
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location closest on average to the requests most frequently observed in the historical data.
The accuracy (percentage of correctly predicted location) of the neural network is reported
in Figure 5.3(a) and includes comparisons with gradient boosting, random, and the best
constant heuristic Most Frequent.

(a) Accuracy (b) Loss (neural network)

Figure 5.3 Statistics for the training phase.

5.5.3 Results : Location Prediction

Table 5.2 summarizes the main results of the different predictors, obtained with a 5-fold
cross-validation method for predicting the next request, without any integration with the re-
positioning algorithm. The accuracy and the average distance between the predicted locations
and the requested positions are reported. We can observe that the three predictors outper-
form the heuristic, both in terms of accuracy and in terms of average distance, which is the
result intended. Among the three predictors, GradBoost provides the best performance. We
evaluate the impact of the improvement of the location prediction on the fleet performance
in the next section.

Tableau 5.2 Results of the different predictors for the next request. The percentage of
improvement compared to the most frequent heuristic is also proposed.

Predictor Accuracy Average distance to request (km)
Random 14% 13.1 ± 5.1
Most frequent 25% 8.58 ± 4.1
Random Forest 30% 8.53 ± 4.3 (-0%)
NN 35% 8.05 ± 4.3 (-6%)
GradBoost 36% 6.71 ± 4.1 (-21%)
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5.5.4 Results : Ambulances Repositioning

Thanks to an application programming interface (API) provided by the partner company,
we were able to obtain the travel time between each pair of ambulance depots and request
position. With this information, we replayed a posteriori the requests of 10 historical days
and re-positioned the ambulances with different policies : (1) positioning ambulances to the
closest hospital after a trip (Closest), (2) sending ambulances to an empty hospital that
was historically closest to the most requests (Most frequent, which is the previously seen
heuristic restricted to empty locations), (3) the relocation procedure proposed in Algorithm
4 (γ = 0.05 and τ = 1) with the three predictors (NN, Random Forest, and GradBoost).
Results are illustrated in Figure 5.4, and Table 5.3 presents the numerical results. The reaction
distance corresponds to the accumulated travel times of all the ambulances between their
current position to the location of accepted requests, and the total distance travelled is the
accumulated travel times of all the ambulances, including the repositioning operation.

Figure 5.4 Distance to drive to requests in 10 simulated days (data in Table 5.3)

The results show that the learned predictors help ensure more precise placement of vehicles
for better reactivity, improving the Most frequent strategy by 10% and the closest strategy
by 35%. By design, Most frequent ensures reactivity but results in greater overall distance
travelled by the fleet. This can be corrected by using the learned predictors, especially the
gradient boosting method that brings the total distance travelled back to Closest levels.
Closest yields a low total distance because most ambulance movements are reactive. The
ambulances reposition to the closest hospital after fulfilling a trip and then go directly to the
next arising request. This ensures that few detours are made, but the reaction distance might
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Tableau 5.3 Distance (km) to drive to requests in 10 simulated days.

Predictor Reaction distance
(locations to requests) Total distance traveled

Random 1073 1930.8
Closest 812.5 1412.1
Most frequent 587.6 1617.6
Random Forest 544.2 1593.4
NN 525.9 1552.6
GradBoost 526.3 1470.1
Reaction distance LB 453.8 1721.3
Total distance LB 669.2 1052.1

be large because of a lack of anticipation. As we replayed historical days, it is possible to
compute the optimal repositioning decisions with perfect information, minimizing either the
reaction distance or the total distance. Although not feasible in practice, it provides lower
bounds on the distance that can be achieved. The results show that the learned predictors
approach these theoretical lower bounds while keeping the total distance travelled relatively
low.

We deployed our repositioning strategy on the partner company server and ran a live expe-
riment on 20 new days. The prediction pipeline is used as described in the previous section,
and we evaluate the impact it would have had compared to the real-life instructions given by
the operators (partly Closest and partly Most Frequent strategies most of the time) by fet-
ching data in the database and providing real-time predictions for repositioning. The results
are summarized in Table 5.4 for 20 operational days and show that the reaction distance
could have been diminished, by between 15% to 21%, while the total distance would have
increased, by around 10%. Thus, the predictors succeed in improving fleet reactivity with
minimal deterioration of the total distance ; an intermediate strategy can be used if the fleet
is averse to small increases in total distance.

Tableau 5.4 Distance (km) to drive to requests, averaged over 20 days.

Predictor Reaction distance
(locations to requests) Total distance traveled

Dispatcher instructions 1002.7 1712.3
NN 787.6 (-21%) 1898.5 (+11%)
GradBoost 846.8 (-15%) 1882.0 (+10%)
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5.6 Conclusion

We developed an adaptive learning pipeline to reposition fleet vehicles in a ride-hailing pro-
blem with centralized control. Prior data on trips and requests allowed us to train classifiers to
determine the zone most likely to receive requests, and vehicles that need to be repositioned
are dispatched according to the prediction and state of the fleet. Our simulated application
to a real ambulance fleet in Belgium shows a theoretical improvement of more than 10% in
reactivity for arising requests, and this result was confirmed by the implementation of our
predictor in an industrial vehicle routing and fleet management program for ambulances.
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CHAPITRE 6 APPRENTISSAGE AUTOMATIQUE POUR
L’APPROXIMATION ET LA RÉSOLUTION DE PROBLÈMES DE

PLANIFICATION DE RENDEZ-VOUS DANS DES TOURNÉES DE
VÉHICULES EN TEMPS RÉEL

6.1 Introduction

6.1.1 Motivation

La gestion conjointe d’emplois du temps et de tournées de véhicules est complexe et demande
des algorithmes sophistiqués pour des problèmes de grande taille. Leur gestion et modification
en temps réel est de fait un défi et demande une puissance de calcul et une modélisation
compétitives. Nous nous intéressons à l’utilisation de l’apprentissage machine pour simplifier
l’insertion de rendez-vous dans un emploi du temps optimisé en faisant un recours limité
à des opérations de ré-optimisation mathématiques coûteuses et lentes durant un échange
en temps réel avec un client potentiel. Nous développons une représentation sous forme
d’hétérographes de solutions d’optimisation d’emploi du temps, ainsi qu’un modèle de réseau
de neurones sur graphes permettant de prédire les meilleures insertion de rendez-vous dans ces
graphes ; nous atteignons des précisions de l’ordre de 80% d’insertions optimales, permettant
des propositions rapides quand une optimisation serait trop lente.

6.1.2 Préliminaires

La planification de tournées de véhicules représente une part importante des chaînes d’appro-
visionnement industrielles et de leurs coûts. Résoudre ces problèmes à l’optimalité, ou proche
de l’optimalité, est donc un moyen important de réduire les coûts et gagner en efficacité
globale. Ces problèmes sont néanmoins durs à résoudre, et un gain de temps et de complexité
sur le calcul des tournées est un sujet de recherche actif depuis les débuts de la recherche
opérationnelle [127]. Le problème de tournée de véhicules est également étudié pour ses nom-
breuses applications, par exemple pour les livraisons à domicile ou le ramassage scolaire, et
ses multiples variantes, avec fenêtres de temps, capacités ou éléments dynamiques [128–130].
Néanmoins, la résolution de grand problèmes reste toujours un défi du fait de l’explosion
combinatoire coûteuse en mémoire et en temps de calcul.

Une approche complémentaire à l’amélioration des solveurs, de la modélisation ou des heu-
ristiques de résolution pour le VRP est le recours à l’apprentissage automatique. Si les pre-
mières approches essayaient essentiellement de générer directement des solutions [61–63], les
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applications récentes se concentrent également sur guider la recherche à l’aide d’agents d’ap-
prentissage [131], par exemple par l’estimation de la probabilité d’appartenance d’une arête
au tour optimal ou le retrait d’arêtes peu prometteuses [66,132], ou par choix heuristique de
la direction de recherche [68–70,133].

Certaines applications n’ont pas les mêmes objectifs, et nous nous intéressons au cas d’un
opérateur souhaitant savoir instantanément si oui et quand un nouveau client peut être ajouté
dans une journée de tournées optimisées, afin de pouvoir lui proposer des horaires de rendez-
vous au téléphone en temps réel. Afin de simplifier ces problèmes et d’éviter des optimisations
coûteuses, nous proposons l’utilisation de réseaux de neurones sur graphes afin d’apprendre
d’optimisations passées pour construire des solutions partielles. Une application industrielle
visant l’accélération de la prise de rendez-vous en temps réel est proposée.

Problème de tournée de véhicules

Nous nous intéressons pour la suite du chapitre à une formulation classique du problème de
tournée de véhicules avec capacités et fenêtres de temps.

Paramètres :

C = {1, 2, . . . , n} : Ensemble des clients
N = {0, 1, . . . , n + 1} : Ensemble des clients et des dépôts de début et fin
K : Ensemble des véhicules
tij : Temps de trajet de i à j

Qk : Capacité de k

qi : Demande du client i

li : Durée de service de i

[τ−
i , τ+

i ] : Fenêtre de temps de i

Variables :

xijk ∈ {0, 1} : Variable binaire indiquant si le véhicule k va de i à j

sik ∈ R : Début du service de i par k

y ∈ N : Nombre de clients servis

Fonction objectif :

Maximisation du nombre de clients servis, et minimisation du retour le plus tard :

Maximisex,y,s My −max
k∈K

s(n+1)k (6.1)

Contraintes :
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y clients sont servis : ∑
i∈N

∑
j∈C

∑
k∈K

xijk = y

Chaque véhicule part et arrive aux dépôts respectifs :

∀k ∈ K,
∑
j∈N

x0jk = 1,
∑
i∈N

xi(n+1)k = 1

Respect des capacités :
∀k ∈ K,

∑
i∈C

∑
j∈N

qixijk ≤ Qk

Un véhicule arrivant chez un client doit repartir :

∀h, k ∈ C ×K,
∑
i∈n

xihk =
∑
j∈N

xhjk

Respect des contraintes temporelles :

∀i, j, k ∈ N2 ×K, sik + tij + li −M(1− xijk) ≤ sjk

∀i, k ∈ C ×K, τ−
i ≤ sik ≤ τ+

i , s0k = 0

Par soucis de simplicité tous les véhicules partent et reviennent au même dépôt, mais ils
peuvent en pratique être différents pour chaque véhicule.

6.1.3 Approche

Nous nous intéressons à des résolutions successives du VRP avec ajout d’un client. Section 6.2
présente la représentation graphique du problème et de ses solutions, afin de définir une tâche
d’apprentissage calculant la représentation cachée des noeuds du graphe pour en déduire les
probabilités d’insertions fructueuses Section 6.3. Section 6.4 met en application l’approche
chez une entreprise partenaire pour la prise de rendez-vous en temps réel.

6.2 Représentation d’une solution au VRP

Nous représentons le problème et une solution optimisée dans un graphe orienté contenant
toutes les informations encodées dans la structure du graphe et ses paramètres sur les noeuds
ou les arêtes. Nous détaillons ci-dessous la structure du graphe représentant le problème, ainsi
qui les vecteurs paramètre encodant des données du problème ainsi que la solution optimisée.
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6.2.1 Structure du graphe

Soit GI = (V, E) le graphe représentant le problème I. Soit A l’ensemble des rendez-vous à ho-
norer sur une journée (appointments) et R l’ensemble des ressources (chauffeurs, techniciens,
infirmières se déplaçant pour les rendez-vous). Les noeuds V = ((va)a∈A, (vr)r∈R, (vt)t∈T )
représentent les rendez-vous, les ressources et une discrétisation du temps. Les arêtes para-
métrées E = (EA−A, EA−R, EA−T , ER−T , ET −T ) représentent les relations entre ces différents
éléments. EA−A indique les temps de trajet entre chaque lieu de rendez-vous, EA−R quels
rendez-vous peuvent être pris en charge par quelles ressources, EA−T sur quels créneaux
horaires un rendez-vous peut se dérouler, ER−T sur quels créneaux horaires les différentes
ressources travaillent, et ET −T quels créneaux horaires sont consécutifs ; voir par exemple
Figure 6.1. Ainsi, ∀a, r ∈ A×R, ear n’existe que si r est compatible avec a, ∀a, r ∈ A×T, eat

n’existe que si t est inclus dans la fenêtre de temps de a, et ∀r, t ∈ R× T, ert n’existe que si
r est disponible durant t. Les vecteurs paramètre, ou features, encodant plus d’information
sur les noeuds et arêtes et constituant les vecteurs d’état initiaux pour l’inférence des GNN
sont détaillés Section 6.2.2.

Figure 6.1 Exemple de graphe, illustrant des arêtes EA−R, EA−T , ER−T , et ET −T .

6.2.2 Vecteurs paramètre

Soit hv ∈ Rd, v ∈ V et he ∈ Rd, e ∈ E les paramètres associés aux noeuds et arêtes du
graphe. Les noeuds sont ainsi enrichis de features indiquant :



44

v ∈ . . . hv inclut
A demande (qi), durées de service (li)
R capacité (Qk)
T progression de la journée, dans [0,1]

Idem pour les arêtes :

e ∈ . . . he inclut
EA−A temps (tij)
EA−R temps (tij), booléen indiquant si a est servi par r

EA−T booléen indiquant si a est prévu pendant t

ER−T booléen indiquant si r travaille pendant t

On donne Figure 6.2 un exemple de distances entre différents clients et dépôts initiaux. Les
temps tij, durées de service li, capacités Qk et demandes qi sont en pratique normalisés entre
[0, 1]. Les vecteurs paramètre h constituent les vecteurs d’état initiaux pour l’inférence GNN.

Figure 6.2 Exemple de graphe, illustrant des distances sur arêtes EA−R, et EA−A.

6.3 Apprentissage sur des solutions de VRP

Nous nous intéressons à l’insertion d’un rendez-vous dans un emploi du temps optimisé, et
de façon équivalente à l’insertion d’un noeud α dans un graphe solution. Un GNN entraîné
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sur des exemples d’insertion de rendez-vous effectués par résolutions de programmes de VRP
peut estimer la probabilité d’une bonne insertion ; nous considérons pour cela une tâche de
régression d’un score d’insertion sur les arêtes (eα−t)t∈T qui représentent une attribution du
rendez-vous α à un créneau horaire. Les exemples d’insertion de rendez-vous sont obtenus
grâce à des données réelles et des résolutions du programme de VRP décrit Section 6.1.2.

6.3.1 Score d’insertion

Afin de guider l’estimation de bonnes insertions de rendez-vous, nous définissons un score
quantifiant la qualité d’une insertion. Soit a un rendez-vous à insérer dans une journée d sur un
créneau horaire τ ∈ T compris dans [τ−

a , τ+
a ], et f ∗(Id, a, τ) la valeur de la fonction objectif 6.1

pour cette insertion. En notant s+ = maxτ (f ∗(Id, a, τ)) et s− = minτ (f ∗(Id, a, τ)) les valeurs
minimum et maximum des insertions réalisables, on définit le score d’insertion normalisé sa,τ

de a au créneau τ :

sa,τ = f ∗(Id, a, τ)− s−

s+ − s−

On fixe sa,τ = −1 si l’insertion est irréalisable.

6.3.2 Ensemble d’entraînement

L’ensemble d’entraînement est constitué de journées d’opérations auxquelles nous retirons des
rendez-vous, et apprenons à les réinsérer durant le meilleur créneau ; l’algorithme de création
des exemples d’entraînement est détaillé Algorithme 5. Pour chaque jour présent dans les
données, nous retirons une proportion de rendez-vous à réinsérer plus tard (Ad, Ligne 4), puis
pour chaque réinsertion a ∈ Ad nous retirons également une autre proportion de rendez-vous
pour diversifier les situations rencontrées (R, Ligne 7). Un graphe représentant la solution
du VRP sur les rendez-vous restants est construit (Ga

d, Ligne 9), puis pour tous les créneaux
horaires couvrant la fenêtre de temps de a le score de l’insertion est calculé (s[Ga

d, τa], Ligne
11). Les graphes solution associés aux scores d’insertion des différentes demandes de Ad sont
stockés pour entraînement ou test (Ligne 12).

Ceci permet de reproduire ce qu’il se passerait en pratique : un emploi du temps courant a
été optimisé Ga

d, et il est réoptimisé avec l’arrivée d’un nouveau rendez-vous ; le score permet
de quantifier quelle insertion horaire est la meilleure, et donc celle par laquelle il aurait été
bon de commencer.
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Algorithm 5 Création ensemble d’entraînement
1: Collection de I = {Id}, instances journalières de VRP
2: for d ∈ D do
3: Sd ← ∅
4: Ad ← 5 rendez-vous de Id sélectionnés aléatoirement
5: Id ← Id\Ad

6: for a ∈ Ad do
7: R← 10% de rendez-vous de Id sélectionnés aléatoirement
8: Id ← Id\R
9: Ga

d ← graphe solution de la résolution de Id\(R
⋃

Ad)
10: for τa ∈ T

⋃ [τ−
a , τ+

a ] do
11: s[Ga

d, τa]← score de la résolution de Id\(R
⋃(Ad\{a}))

12: Sd ← Sd
⋃{Ga

d, τa, s[Ga
d, τa]}

13: end for
14: end for
15: Strain ← Sd ou Stest ← Sd

16: end for

6.3.3 Apprentissage

F1 est un réseau de neurones profond sur graphes à Λ couches calculant une représentation
contextualisée de chaque noeud (F1(G) = H ∈ R|V |×d, H = (hΛ

v )v∈V ) avec mécanisme d’at-
tention et features sur les arêtes (EGAT, Edge-Featured Graph Attention Network), et F2 un
perceptron multicouche entièrement connecté (fully-connected MLP) défini pour une tâche
de régression sur les représentations internes des noeuds de rendez-vous et de créneau horaire
(F2(hΛ

a , hΛ
t ) = s ∈ R).

Essentiellement, F1 agrège les vecteurs paramètres voisins pondérés par un score αij d’atten-
tion :

∀l ∈ [0, Λ− 1],∀i ∈ V, h
(l+1)
i = σ

( ∑
j∈N (i)

αijW
(l)
1 h

(l)
j

)

αij = LeakyReLU([hi||hij||hj])∑
k∈N (i) LeakyReLU(W ′

1[hi||hik||hk])

avec W1 = (W ′
1, (W (l)

1 )l∈[0,Λ−1]) poids du réseau à apprendre, afin de créer une représentation
cachée des noeuds à chaque couche de convolution EGAT.

F2(hΛ
a , hΛ

t ) = MLPW2([hΛ
a ||hΛ

t ])
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On note W = (W1, W2) les poids ajustés par rétropropagation de gradient durant l’entraîne-
ment. Algorithme 6 détaille un passage d’entraînement sur les exemples générés Algorithme 5.

Algorithm 6 Epoch d’entraînement
1: for G, a, τ, sa,τ ∈ Strain do
2: H = F1(G)
3: s = F2(ha, hτ )
4: loss = (s− sa,τ )2

5: W←W− dloss
dW

6: end for

6.4 Application aux tournées de techniciens

Cette approche est mise en pratique avec les données anonymisées d’un partenaire indus-
triel gérant des techniciens inspecteurs en bâtiment. Sur trois années de données, 600 jours
sont utilisés pour produire 3000 exemples d’entraînement répartis 80%-20% entre ensembles
d’entraînement et de test. Les instances de VRP sont résolues avec un temps limite de dix
secondes avec le solveur routing de OR-Tools [134]. L’entraînement sur calculateur scienti-
fique (AMD Rome 7532 @ 2.40 GHz 256M cache L3) demande 4 heures et 1Go de mémoire
pour la génération de l’ensemble d’entraînement (graphes, résolutions de VRP successives et
scores) et 1 heure d’entraînement du modèle pour 10 epochs.

Figure 6.3 Courbes d’erreur quadratique moyenne (s−sa,τ )2 sur l’ensemble d’entraînement
et de validation.
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Le Tableau 6.1 présente les résultats de précision, soit la proportion de choix optimaux,
et de score moyen des insertions proposées sur l’ensemble de test ; l’amélioration apportée
par GNN est à chaque fois comparée à la ligne du dessus. Aléatoire choisit un créneau au
hasard dans la fenêtre de temps, tandis que GNN choisit τGNN = argmaxτ (F2(ha, hτ )). Si
l’on souhaite étudier plusieurs possibilités d’insertions par optimisation, on peut également
choisir plusieurs candidats : aléatoire top 3 est le meilleure insertion sur 3 choix aléatoires
différents, et GNN top 3 est la meilleure insertion sur les 3 plus hauts scores proposés par
GNN.

Tableau 6.1 Précision de l’insertion.

Méthode Précision Score moyen Irréalisable
Aléatoire 35% 0.63 4%
GNN 81% 0.93 (+44%) 0%
Aléatoire top 3 72% 0.88 0%
GNN top 3 93% 0.98 (+12%) 0%

L’agent entraîné permet ainsi de souvent détecter l’insertion optimale avant optimisation, et
la solution proposée n’est jamais irréalisable à défaut d’être optimale. Ces résultats confortent
la possibilité d’une mise en service opérationnelle du prédicteur pour la prise de rendez-vous,
et celui-ci permet de diviser par un facteur de 2 à 4 le temps de proposition d’horaires en
fonction de la précision souhaitée.

6.5 Conclusion

Nous présentons une approche permettant d’estimer rapidement quelles sont les possibili-
tés d’insertion d’un rendez-vous sur une journée déjà optimisée avec une précision satisfai-
sante, 80 à 90% d’insertions optimales sans propositions irréalisables, pour une mise en place
opérationnelle chez notre partenaire industriel. Une adaptation à des données de tournées
d’infirmières à domicile est également prévue. Plusieurs développements utilisant cette re-
présentation graphique de VRP sont envisageables, comme l’adaptation à de plus grandes
fenêtres de temps, l’association d’un rendez-vous à un technicien en plus du créneau horaire,
ou l’utilisation d’un GNN pour prévoir différentes valeurs associées aux variables mathéma-
tiques du problème avant optimisation.
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CHAPITRE 7 RELAXATION DE HELD ET KARP ET VOYAGEUR DE
COMMERCE : GÉNÉRATION DE BORNE DUALE PAR APPRENTISSAGE

PROFOND NON-SUPERVISÉ

7.1 Introduction

7.1.1 Motivation

Le problème du voyageur de commerce est connu tant pour la simplicité de son énonciation
et son ubiquité dans les problèmes concrets et industriels que pour la difficulté de la réso-
lution d’instances même de tailles modestes. Des approches naïves en terme d’énumération
de solutions ou de programmation mathématique directe étant trop limitées, des techniques
de séparation et évaluation (branch-and-bound) sont les plus souvent utilisées en branchant
par exemple sur les variables fractionnaires d’une relaxation linéaires de la formulation en
nombres entiers du problème. L’arbre de recherche ainsi créé croît exponentiellement avec la
taille du problème mais peut être élagué au moyen de bornes d’optimisation. Nous exploi-
tons la relaxation de Held et Karp pour générer des bornes duales fortes et entraînons un
agent de génération de facteurs lagrangiens par apprentissage non-supervisé afin d’accélérer
la génération de ces bornes et donc la résolution de problèmes de voyageur de commerce par
branch-and-bound.

7.1.2 Revue de littérature

Le problème du voyageur de commerce, simple en apparence, est à l’origine de nombreux
travaux de recherche. En raison de sa nature NP-difficile, de nombreuses approches ont
été proposées pour le résoudre efficacement, allant des méthodes exactes aux techniques
heuristiques. Held et Karp [135] proposent une relaxation offrant des bornes en pratique très
fortes, qui sont par exemple utilisées de nos jours dans le performant solveur Concorde [13].
Un algorithme de branch-and-bound utilisant cette relaxation est également proposé [136],
permettant notamment de fermer de nouvelles instances à l’époque de sa publication. Cette
procédure faisant appel a des choix et heuristiques améliorables, nous proposons d’étudier
comment améliorer son application en prédisant les facteurs lagrangiens de la relaxation au
moyen d’un modèle prédictif, plutôt que de les calculer itérativement.

L’utilisation d’apprentissage conjointement aux techniques d’optimisation classiques est un
sujet de recherche actif, par exemple dans la sélection de variable [69, 70] ou de noeud [68]
dans un algorithme de branch-and-bound ; nous tournons le lecteur intéressé vers la revue de
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littérature de Bengio et al. [137] décrivant comment les problèmes d’optimisation génériques
peuvent être vus comme des points de données pour l’apprentissage d’une tâche donnée,
posant la question des distributions pertinentes de problème à utiliser. Les réseaux de neu-
rones sur graphes sont également une composante importante du succès de l’application de
l’apprentissage profond à l’optimisation combinatoire [57]. Ils permettent d’extraire des re-
présentations cachées riches par agrégations successives des poids de noeuds voisins dans un
graphe, sur lesquels de nombreux problèmes combinatoires sont définis. Les réseaux de neu-
rones sur graphes fournissent donc une représentation interne sur laquelle il est possible de
raisonner, au niveau du graphe ou des noeuds, pour de la prise de décision. Nous étudions
ainsi comment utiliser ces modèles pour apprendre à générer des facteurs lagrangiens adaptés
pour chaque noeud du graphe afin d’appliquer la relaxation de Held et Karp, ainsi qu’une
application au sein d’un algorithme de branch-and-bound pour la résolution complète du
problème de voyageur de commerce.

7.1.3 Approche

Nous proposons dans la suite de ce chapitre l’utilisation d’un modèle d’apprentissage profond
génératif pour amorcer plus rapidement un processus de génération de borne au sein d’un
algorithme de branch-and-bound. Section 7.2 rappelle le principe de la relaxation de Held et
Karp pour le voyageur de commerce. Sur cette base, Section 7.3 décrit l’approche d’appren-
tissage proposée pour la génération de bornes par apprentissage non-supervisé sur les facteurs
langrangiens de la relaxation de Held et Karp, et finalement Section 7.4 décrit l’entraînement
et l’intégration de la génération de bornes duales dans un algorithme de branch-and-bound
pour évaluer leur impact sur la résolution d’instances du voyageur de commerce.

7.2 Relaxation lagrangienne de Held et Karp

Le problème du voyageur de commerce est difficile à résoudre et la résolution de grandes
instances demande des approches sophistiquées face à l’explosion combinatoire de l’espace
des solutions. Dans les méthodes de branch-and-bound, les bornes d’optimisation permettent
d’élaguer l’arbre de recherche afin de finir la recherche et prouver l’optimalité sans avoir à
l’explorer entièrement, ce qui serait en pratique impossible. La relaxation de Held et Karp
[135] permet de générer une borne duale forte pouvant ainsi bénéficier à un solveur exploitant
les bornes d’optimisation. Soit G = (V, E) un graphe complet, on définit un 1-arbre minimum
comme un arbre couvrant minimum sur G\{1} auquel on ajoute {1} et deux arêtes les moins
coûteuses reliant {1} à l’arbre. Ce 1-arbre peut être obtenu par la résolution d’un programme
en nombres entiers Lignes 7.1 à 7.5 mais est en pratique facile à obtenir en appliquant
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l’algorithme de Kruskal pour l’arbre couvrant minimum. δ(v) désigne l’ensemble des arêtes
contenant v. On note ce le coût des arêtes, xe est la variable de décision indiquant si e est
inclus dans le 1-arbre ou non.

min
∑
e∈E

cexe (7.1)

s.t.
∑

e∈δ(1)
xe = 2 (7.2)

∑
e∈E

xe = |V | (7.3)
∑

i,j∈S,i<j

x(i,j) ≤ |S| − 1, ∀S ⊂ V \{1}, |S| ≥ 3 (7.4)

xe ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E (7.5)

On remarque qu’un tour dans G est un 1-arbre, la construction d’un 1-arbre fournit donc une
borne inférieure sur la valeur du tour optimal. En particulier, si le 1-arbre minimum est un
tour, il est un tour minimum. En général le 1-arbre minimum ne sera pas un tour et fournira
une borne éloignée. Pour obtenir un tour, on peut ajouter la contrainte

∀v ∈ V,
∑

e∈δ(v)
xe = 2 (7.6)

mais le problème revient alors à trouver le cycle hamiltonien de coût minimum. On peut
alors plutôt rapprocher le 1-arbre d’un tour en considérant la relaxation lagrangienne de
cette contrainte, qui avec les facteurs lagrangiens θv, aussi appelés pénalités, pour chaque
noeud du graphe fournit le nouvel objectif pénalisant les degrés différents de 2 :

min
∑
e∈E

cexe −
∑
v∈V

θv(2−
∑

e∈δ(v)
xe) (7.7)

qu’on peut aussi écrire
min

∑
e∈E

(ce + θe1 + θe2)xe − 2
∑
v∈V

θv (7.8)

avec e1 et e2 les noeuds de l’arête e.

Comme la transformation c′
ij = cij + θi + θj modifie le 1-arbre minimum mais pas le cycle

hamiltonien minimum, on peut générer des bornes inférieures sur le problème grâce à l’Équa-
tion 7.8, et l’enjeu repose en trouver de bons facteurs lagrangiens pour obtenir une bonne
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relaxation. On cherche à se rapprocher de la meilleure borne

max
θ

[
min

x

∑
e∈E

cexe −
∑
v∈V

θv(2−
∑

e∈δ(v)
xe)

]

La Figure 7.1 présente la relaxation de Held et Karp pour un graphe dont la valeur du tour
optimal est 62. Le 1-arbre avec pénalités (graphe (2), facteurs lagrangiens en gras) a une
valeur de 82, mais a décalé la valeur optimale de deux fois la somme des facteurs lagrangiens,
soit 24 ; on obtient donc une borne plus proche que sans pénalités.
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Figure 7.1 Relaxation de Held et Karp sans (1) et avec (2) pénalités.

Un processus itératif [136] permet d’ajuster les facteurs lagrangiens θ pour rapprocher le
1-arbre d’un tour en pénalisant les noeuds dont le degré n’est pas 2, et ainsi rapprocher
la borne inférieure obtenue de l’optimal. Cette approche est généralement incluse dans un
algorithme de branch-and-bound pour lequel l’arbre de recherche généré sera réduit grâce aux
fortes bornes duales obtenues. Si calculer un 1-arbre est peu coûteux en pratique, l’ajustement
itératif de θ peut l’être et nous proposons ainsi d’estimer directement θ à partir de la structure
du graphe par apprentissage automatique afin d’accélérer l’obtention d’une borne inférieure
forte.
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7.3 Apprentissage non-supervisé pour Held et Karp

Soit G = (V, E) un graphe connecté avec coûts cij pour (i, j) ∈ E et N = |V | noeuds. La
génération de θ par un modèle d’apprentissage profond permet de calculer un 1-arbre sur G

et d’utiliser le degré des noeuds dans le 1-arbre comme gradient pour la rétropropagation afin
d’apprendre à générer des facteurs lagrangiens rapprochant le 1-arbre résultant d’un tour.

7.3.1 Génération des facteurs lagrangiens

Soit hv ∈ Rd, v ∈ V et he ∈ Rd′ , e ∈ E les features associées aux noeuds et arêtes du graphe.
Les noeuds sont enrichis de paramètres indiquant (1) la distance moyenne de tous les autres
noeuds du graphe, (2) la distance au noeud du graphe le plus proche, (3) leur degré dans le
1-arbre minimum sans facteurs lagrangiens, (4) un booléen indiquant le noeud {1}. Les arêtes
contiennent des paramètres indiquant (1) le coût cij, ou distance, associé à cette arête, (2)
un booléen indiquant si l’arête est interdite dans le tour, (3) un booléen indiquant si l’arête
est obligatoire dans le tour.

Grâce à un modèle d’apprentissage profond sur graphes augmenté d’un mécanisme d’attention
fW : RN×d → RN , on associe à chaque noeud v un facteur θv pour la relaxation de Held
et Karp. Équation 7.10 présente l’étape d’agrégation et fusionnement des features voisines
pour le calcul de représentations cachées successives, jusqu’à génération de la représentation
finale h(Λ)

v utilisée en entrée d’un réseau de neurones entièrement connecté pour la génération
du facteur lagrangien (Équation 7.9). Le réseau de neurones est enrichi d’un mécanisme
d’attention pour une plus grande expressivité (Équation 7.10 et 7.11).

∀v ∈ V, θv = MLPW3(h(Λ)
v ) (7.9)

∀l ∈ [0, Λ− 1],∀v ∈ V, h
(l+1)
i = σ

( ∑
u∈N (v)

αuvW
(l)
1 h(l)

u

)
(7.10)

αvu = LeakyReLU(W2[hv||h(v,u)||hu])∑
k∈N (v) LeakyReLU(W2[hv||h(v,k)||hk]) (7.11)

7.3.2 Dérivation pour la rétropropagation de gradient

Le programme linéaire en nombres entiers ci-dessus, avec la fonction objectif 7.1 remplacée
par celle avec coûts modifiés 7.8, permet de calculer le 1-arbre minimum X(θ) = X(fW (G)).

La borne inférieure est donnée par
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g(X(θ)) = (C + Θ)⊺X(θ)− 2
n∑

i=1
θi

avec Θe = θe1 + θe2 . La dérivée locale de cette borne nous donne donc

dg(X)
dθi

=
∑

e∈δ(i)
xe − 2

et permet d’entraîner un prédicteur sur graphes comme suit pour maximiser la borne générée
à partir de θ = fW (G). La génération de facteurs lagrangiens est donc vue comme une tâche
d’apprentissage non-supervisé cherchant à maximiser directement la borne correspondante
aux facteurs. Le gradient ci-dessus correspond à l’intuition de vouloir corriger les facteurs
correspondant aux noeuds de degré différent de 2 dans le 1-arbre résultant.

Algorithm 7 Epoch d’entraînement non-supervisé pour la génération de θ
1: Données d’entraînement : G
2: for g ∈ G do
3: θg = fW (g)
4: Calcul du 1-arbre X(θg)
5: W ← W + ∑

v∈Vg

dθi

dW
× dg(X)

dθi

6: end for
7: return GNN entraîné fW

7.3.3 Génération des données

L’Algorithme 7 permet d’entraîner un agent pour la génération de facteurs lagrangiens pour
la relaxation de Held et Karp sur des graphes de la distribution de G. Nous construisons dif-
férents types de graphes d’entraînement en fonction de l’utilisation qu’il sera faite du GNN.
En effet s’il est utilisé à chaque noeud d’un algorithme de branch-and-bound branchant sur
les arêtes du graphe, où certaines arêtes seront donc obligatoires ou exclues pour le tour re-
cherché, l’entraînement doit présenter des graphes résultant d’un processus de branchement
similaire. Nous limitons la profondeur jusqu’à laquelle le GNN est utilisé car s’il permet de
générer de bonnes bornes, l’inférence GNN peut être coûteuse et moins utile dans un stade
déjà avancé de l’arbre de recherche. Soit Qg l’ensemble des noeuds de branch-and-bound ex-
plorés pour la résolution du voyageur de commerce sur le graphe g, et gq le graphe considéré
au noeud q ∈ Qg. gq est le graphe du problème enrichi de features représentant les informa-
tions récoltées et décisions prises durant le branch-and-bound comme décrit Section 7.3.1,
notamment les arêtes forcées ou retirées du graphe. Soit k la profondeur maximale à laquelle
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nous souhaitons utiliser un GNN entraîné ; nous construisons Gk un ensemble d’entraînement
représentatif des graphes rencontrés par GNNk grâce à l’Algorithme 8.

Algorithm 8 Génération de l’ensemble d’entraînement pour GNNk

1: Gk = ∅
2: Ensemble de graphes complets aléatoires : G
3: for g ∈ G do
4: for q ∈ Qg do
5: if profondeur(q) ≤ k then
6: Gk ← Gk ∪ {gq}
7: end if
8: end for
9: end for

10: return Gk

7.4 Application

Nous entraînons des générateurs de facteurs lagrangiens pour la relaxation de Held et Karp
et testons les gains obtenus dans un algorithme de branch-and-bound classique.

7.4.1 Entraînement

Nous générons 100 graphes aléatoires géométriques, dont les coordonnées des noeuds sont
tirées uniformément dans [0, 1], de taille n = {50, 80, 100} et produisons avec l’Algorithme 5
les ensembles d’entraînement Gn

k avec k = 10, valeur déterminée empiriquement. Soit fW un
réseau de neurones profond sur graphes avec mécanisme d’attention (EGAT, Edge-Featured
Graph Attention Network) calculant une représentation vectorielle cachée de chaque noeud
par aggrégations puis concaténations successives des noeuds voisins. L’Algorithme 7 utilisé
avec mini-lots (mini-batches) permet d’entraîner en quelques heures sur un processeur i7-
8750H 2.20GHz les GNN associés aux ensembles d’entraînement générés. Les graphes et le
calcul des arbres couvrants minimum passent par le module NetworkX et le modèle d’ap-
prentissage EGAT est défini avec Deep Graph Library [138]. On retrouve les bornes générées
sur les ensembles d’entraînement et de validation durant l’entraînement Figure 7.2.

UB est la valeur du tour optimal, que l’on souhaite approcher avec les autres courbes. Un-
supervised learning est l’approche présentée ci-dessus. On remarque qu’elle performe mieux
qu’une approche plus classique Supervised learning qui essaye d’imiter de bons facteurs gé-
nérés par itérations successives avec l’approche classique de Held et Karp [135] ; ceux-ci sont
également utilisés pour générer la borne HK thetas qui est meilleure que Unsupervised lear-
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Figure 7.2 Entraînement pour la génération de facteurs lagrangiens sur des graphes G50
1 .

ning mais plus longue à obtenir. Une comparaison entre les bornes Unsupervised learning et
HK thetas dans un algorithme de branch-and-bound est proposée Section 7.4.2. Finalement,
Random qui utilise des facteurs lagrangiens aléatoires permet de vérifier que les facteurs
générés par apprentissage sont effectivement performants.

7.4.2 Intégration branch-and-bound

Nous considérons un algorithme de branch-and-bound utilisant le relaxation de Held et Karp
à chaque noeud pour filtrer les arêtes en fonction d’un calcul de coût de remplacement ou
d’insertion ; une borne duale forte permet un meilleur élagage des noeuds de branch-and-
bound et un meilleur filtrage des arêtes, résultant en une résolution plus rapide.

Pour la relaxation de Held et Karp à chaque noeud de l’exploration branch-and-bound, HK
désigne ici la pratique habituelle de fixer à 0 les facteurs lagrangiens avant de les adapter
itérativement en fonction du 1-arbre généré, et GNN le départ avec facteurs générés par le
modèle profond sur graphes puis adaptés itérativement de la même manière que HK. GNNk

utilise GNN jusqu’à profondeur k, puis HK pour la suite des noeuds du branch-and-bound.
Le temps de calcul, le nombre de noeuds explorés, et l’intégrale primale-duale sont reportés
dans les Tableaux 7.1 à 7.3 pour des résolutions de 50 graphes aléatoires pour le TSP. Les
Figures 7.3 à 7.6 illustrent ces résultats, avec les points au-dessus de la courbes résolus plus
efficacement par GNN10.

Bien que quelques graphes difficiles semblent bénéficier de l’utilisation de GNN10 (Figure 7.3),
il n’y a pas d’approche vraiment dominante pour les graphes faciles et le coût initial de
chargement du GNN est donc pénalisant pour la majorité des graphes. GNN∞ n’est pas
reporté par la suite du fait du temps de calcul prohibitif : la génération de facteurs lagrangiens
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Tableau 7.1 Différentes générations de facteurs lagrangiens pour la relaxation de Held et
Karp au sein d’un algorithme de branch-and-bound (n = 50).

Temps (s) Noeuds de branch-and-bound Intégrale primale-duale
HK 18 22.2k 68.8k

Entraînement G50
10

GNN1 17 (-6%) 19.7k (-11%) 62.2k (-9%)
GNN10 14 (-22%) 14.5k (-35%) 44.0k (-36%)
GNN∞ 64 (+253%) 25.2k (+13%) 86.7k (+25%)

Figure 7.3 Comparaison du nombre de noeuds et du temps de résolution du TSP sur des
graphes de taille 50 entre les relaxations HK et GNN10.

Figure 7.4 Comparaison du nombre de noeuds et du temps de résolution du TSP sur des
graphes de taille 50 entre les relaxations HK et GNN10 (points extrêmes retirés).

pour des graphes différents de la distribution vue pendant l’entraînement est peu performante
et trop pénalisante.

Bien que GNN10 demande un coût temporel initial dans le chargement du GNN entraîné et
la construction du graphe d’entrée pour le GNN, la réduction du nombre de noeuds explorés
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Tableau 7.2 Différentes générations de facteurs lagrangiens pour la relaxation de Held et
Karp au sein d’un algorithme de branch-and-bound (n = 80).

Temps (s) Noeuds de branch-and-bound Intégrale primale-duale
HK 185 190.1k 505k

Entraînement G80
10

GNN1 182 (-2%) 174k (-8%) 470k (-6%)
GNN10 154 (-17%) 137.9k (-27%) 361k (-28%)

Figure 7.5 Comparaison du nombre de noeuds et du temps de résolution du TSP sur des
graphes de taille 80 entre les relaxations HK et GNN10.

Tableau 7.3 Différentes générations de facteurs lagrangiens pour la relaxation de Held et
Karp au sein d’un algorithme de branch-and-bound (n = 100).

Temps (s) Noeuds de branch-and-bound Intégrale primale-duale
HK 366 430.9k 1577k

Entraînement G100
10

GNN1 347 (-5%) 391.4k (-9%) 1417k (-10%)
GNN10 299 (-18%) 336.6k (-22%) 1228k (-22%)

grâce aux meilleures bornes permet de compenser ce coût et d’améliorer le temps de résolution
total d’environ 20% pour les instances de tailles 50 à 100. S’il n’y a pas d’approche dominante
pour tous les graphes, GNN10 permet tout de même une amélioration en moyenne.

7.5 Conclusion

La génération par apprentissage profond de solution à un problème d’optimisation pose des
problèmes de faisabilité ou de garanties de qualité, résultant en une approche difficilement uti-
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Figure 7.6 Comparaison du nombre de noeuds et du temps de résolution du TSP sur des
graphes de taille 100 entre les relaxations HK et GNN10.

lisable en pratique. Néanmoins, la résolution de problèmes guidée par apprentissage présente
des performances bénéfiques sans renoncer aux garanties de l’optimisation. Nous démontrons
dans ce projet l’intérêt de l’apprentissage non-supervisé pour la génération de facteurs lagran-
giens pour accélérer et renforcer l’obtention de bornes duales pour le voyageur de commerce.
L’insertion d’un modèle d’apprentissage générateur de facteurs lagrangiens pour la relaxa-
tion de Held et Karp dans un branch-and-bound classique permet ainsi une réduction de 22
à 35% du nombre de noeuds explorés. Les gains en temps de résolution sont plus délicats
à obtenir du fait du coût des passes d’inférence GNN, mais des réductions de 18 à 22% du
temps de calcul sont observées sur les différentes instances testées. Le problème du voyageur
de commerce est un paradigme fondateur pour beaucoup d’applications, mais cette approche
pourrait être également plus généralement employée dans diverses utilisations de relaxation
lagrangienne.
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CHAPITRE 8 DISCUSSION GÉNÉRALE

Cette thèse propose plusieurs applications de l’apprentissage automatique pour des problèmes
de recherche opérationnelle, dont plusieurs enseignements peuvent être tirés. Nous dévelop-
pons ici les défis rencontrés, les approches retenues ainsi que les connexions entre ces différents
projets.

8.1 Apprentissage automatique et faisabilité

Une solution proposée par optimisation mathématique à un problème bien défini a pour
avantage d’être directement réalisable. En effet, les contraintes associées au problème, qui
restreignent les variables et donc la recherche, représentent des limitations réelles ou dési-
rées sur la solution qui doit être mise en pratique. Au contraire, la sortie d’un réseau de
neurones entièrement connecté classique ne répond généralement à aucune contrainte autre
que la forme qui lui est donnée par l’architecture du modèle. Si elle est entraînée sur des
exemples, il n’y a pas de garanties sur la sortie produite, que l’on soit hors de la distribution
des exemples rencontrés ou non. Cette liberté qui existe par définition et qui peut être un
avantage pour l’apprentissage profond demande un effort de définition et d’interfaçage lorsque
ces modèles sont utilisés dans un contexte pour lequel faisabilité et optimalité sont attendues.
Une solution entièrement générée par un modèle d’apprentissage demandera par exemple gé-
néralement un effort de correction ou reconstruction de la solution pour la rendre réalisable.
Ce problème est évitable par exemple en utilisant des modèles d’apprentissage uniquement
comme une partie de l’approche de résolution, sans que leur impact puisse être bloquant en
cas de génération de sortie inattendue ou indésirable. Ainsi, le projet de repositionnement
d’ambulances utilise un modèle prédictif servant à donner du relief à la distribution géogra-
phique des requêtes futures afin d’être intégré dans une approche plus classique de prise de
décision pour le repositionnement. Le projet d’insertion de rendez-vous dans un VRP utilise
un modèle prédictif directement pour l’insertion ; si celle-ci pourrait être irréalisable, ce n’est
pas le cas en pratique et les prédictions sont utilisées en entrée d’un solveur mathématique
pour vérification et production de nouveaux emplois du temps a posteriori. L’intégration de
modèles d’apprentissage comme heuristiques au sein d’un algorithme de branch-and-bound,
Chapitres 4 et 7, tire quant à elle parti de l’impossibilité d’un choix irréalisable par l’heuris-
tique car le choix d’ordre des couches du d’un diagramme de décision est toujours possible
pour la construction du diagramme, et le choix de valeur de facteurs lagrangiens n’est pas
contraint pour la relaxation du problème de voyageur de commerce.
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8.2 Modélisation pour l’apprentissage et l’optimisation

Une autre considération dans l’utilisation jointe de l’apprentissage profond et de l’optimi-
sation est la modélisation du problème ou de l’état du problème. En effet, si l’optimisation
travaille avec une structure de définition rigide basée sur une fonction objectif, des variables
de décision, des contraintes et des domaines de définition, l’apprentissage profond s’intéresse
généralement à des données moins structurées. Nous avons fait le choix dans la majorité des
projets présentés de recourir aux réseaux de neurones sur graphes qui, contrairement aux
réseaux de neurones classiques intervenant sur des vecteurs ou matrices statiques, définissent
des schémas d’agrégation et de concaténation permettant de traiter des graphes de tailles et
formes arbitraires. La représentation sous forme de graphe permet de considérer des entités
paramétrées et leurs relations, sans avoir à les ordonner arbitrairement. Ces qualités sont
particulièrement adaptées à la représentation de nombreux problèmes mathématiques, au
contraire par exemple d’une image ou d’un enregistrement audio pour lesquels la cohérence
spatiale ou temporelle est indispensable à la reconnaissance de motifs. Ainsi, le problème de
stable maximum traité Chapitre 4 n’a pas besoin de traduction intermédiaire mais est immé-
diatement transmissible à un GNN puisque le problème est entièrement défini par son graphe
d’origine. De même, le problème du voyageur de commerce Chapitre 7 est directement repré-
sentable par un graphe, qui est amené a évoluer durant la recherche par branch-and-bound en
fonction des décisions prises. Le Chapitre 6 est lui le fruit d’un travail de représentation d’un
problème de VRP et de ses solutions par un graphe riche en informations afin d’entraîner un
réseau de neurones sur graphes à en extraire les données contextualisées utiles pour prédire
le succès et la qualité d’une insertion dans des tournées optimisées.

8.3 Traitement des données

Si l’optimisation nécessite un travail en amont qu’est la conception d’un programme ma-
thématique compatible avec les données fournies et exploitable par un solveur, le succès de
l’application de l’apprentissage automatique dépend crucialement des données disponibles et
de leur qualité en apprentissage supervisé, ainsi que de la conception de l’exploration des
possibilités en apprentissage non-supervisé ou par renforcement. Chapitre 5 décrit l’usage
de données historiques de requêtes de transport médical. Si le choix de l’apprentissage par
renforcement multi-agent était initialement envisagé, celui-ci s’est révélé peu stable et très
dépendant de la qualité et la performance du simulateur utilisé pour l’entraînement. L’ap-
prentissage supervisé pour la prévision par zone des futures requêtes s’est révélée plus efficace
et sujette à moins de choix de conception ou d’augmentation de données, bien que proposant



62

une approche plus limitée. La stabilité et simplicité de cette approche fut un point positif
dans la collaboration avec les répartiteurs à qui l’outil était destiné. Dans le cas de l’insertion
de rendez-vous dans des tournées, les données disponibles sous forme d’emplois du temps
journaliers étaient produites par des solveurs mathématiques dont les résultats furent mo-
difiés à la main par un répartiteur humain. L’intervention humaine sur les données étant
problématique dans une étude visant à anticiper les résultats d’une optimisation mathéma-
tique, les emplois du temps furent tous recréés par un nouveau solveur permettant de créer
des résolutions cohérentes, et donc un ensemble d’entraînement cohérent. Cette approche fut
longue en temps de calcul et en échange avec les décideurs concernés par ces emplois du
temps, comme il convient de s’assurer de leur pertinence, mais permit de poser un cadre
précis à l’utilisation des données par le prédicteur. Dans le cadre de problèmes combinatoires
définis sur des graphes, comme pour le stable maximum ou le voyageur de commerce des Cha-
pitres 4 et 7, les performances dépendent de la distance du graphe considéré à la distribution
vue durant l’entraînement ; il convient donc d’entraîner ses agents sur des distributions de
graphe adéquates et représentatives de problèmes rencontrés. L’apprentissage non-supervisé
et par renforcement ne dépendent pas de réponses de référence fournies avec les exemples
d’entraînement, mais d’un score, une valeur quantifiant la qualité des décisions prises ou des
valeurs générés. La conception de ce score, ou fonction de récompense, est alors cruciale à
l’apprentissage puisqu’elle en sera le guide.
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CHAPITRE 9 CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS

Les projets présentés dans cette thèse démontrent le potentiel de l’application de techniques
d’apprentissage automatique, et particulièrement d’apprentissage profond, en recherche opé-
rationnelle. Dans ce chapitre nous revenons sur les contributions présentées et discutons leurs
limitations.

9.1 Synthèse des travaux

L’approche la plus simple et la plus classique en apprentissage profond, l’apprentissage su-
pervisé, permet d’apprendre rapidement et avec relativement peu de données une estimation
des requêtes futures pour le repositionnement d’ambulances, Chapitre 5. Cette approche, dite
« estimation puis optimisation » permet d’estimer des paramètres inconnus à la lumière de
données historiques afin de prendre des décisions plus éclairées ; dans le cas des ambulances,
on estime ainsi quelles sont les zones les plus susceptibles de nécessiter une ambulance en
fonction de l’activité passée. Chapitre 6 présente une autre application de l’apprentissage
supervisé, cette fois-ci associé à une représentation graphique du problème : un problème
d’optimisation et une solution sont représentés par un graphe riche en informations mettant
en relation les divers acteurs du problème afin d’en extraire une représentation riche grâce à
un réseau de neurone sur graphes.

Le Chapitre 4 quant à lui présente une approche plus sophistiquée avec l’utilisation d’ap-
prentissage par renforcement pour d’explorer les possibilités offerte par l’ordonnancement
des couches de diagrammes de décision et leur impact sur les bornes d’optimisation au sein
d’un algorithme de branch-and-bound. L’apprentissage par renforcement permet ainsi la dé-
couverte d’heuristiques, complexes et peu interprétables, mais adaptées aux problèmes traités
et sans intervention humaine. L’exploration autonome des états possibles par actions succes-
sives en quantifiant la qualité des diagrammes de décision construits permet de ne pas limiter
l’agent d’apprentissage par des heuristiques ou solutions de référence limitées puisque l’or-
donnancement optimal des couches n’est pas connu. L’impact de l’agent sur la recherche par
branch-and-bound est certain, notamment sur la réduction de la taille de l’arbre de recherche,
mais une diminution du temps de résolution est plus ardue car il faut que le gain en réduction
de l’arbre de recherche compense le coût d’appels successifs à l’agent. L’approche proposée
permet finalement d’obtenir des gains de 20% sur le nombre de noeuds explorés et de 15%
sur le temps de résolution en limitant le nombre d’appels à l’agent durant la résolution.
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Finalement, une approche d’apprentissage non-supervisé, présentée Chapitre 7, permet de
générer des facteurs lagrangiens pour la relaxation de Held et Karp du voyageur de commerce.
La qualité de ces facteurs est évaluée par la borne qu’ils permettent de produire. Ce processus
de génération de borne est inversé pour ajuster la génération des facteurs lagrangiens pour la
maximisation de cette borne. Ainsi l’entraînement permet la génération de facteurs de plus
en plus performants, sans connaître ni avoir besoin de connaître des facteurs de référence,
et une application à un algorithme de branch-and-bound pour la résolution du voyageur de
commerce résulte en des résolutions 20% plus rapides sur les instances testées.

9.2 Limitations et améliorations futures

Dans le premier article, présenté Chapitre 4, une heuristique de construction automatique
découverte par apprentissage par renforcement est intégrée à un algorithme de branch-and-
bound ; la qualité de cette heuristique est directement dépendante du succès et de la stabilité
de l’entraînement de l’agent et pourrait être améliorée en dérivant des règles mathématiques
qui en décrivent totalement la logique. Ce travail est un champ de recherche développement
et n’est pas garanti de fournir un ensemble concis et satisfaisant de règles menant à des
performances similaires à celles d’un agent entraîné, mais pourrait grandement améliorer
l’interprétabilité des décisions prises, pourrait fournir des idées précieuses pour l’améliora-
tion des phases d’exploration des solveurs pour le problème en question ou dans un contexte
plus général, et permettrait potentiellement la simplification de la mise en place de l’heuris-
tique en s’affranchissant des inférences de réseaux de neurones. Dans une moindre mesure,
des techniques de distillation de connaissance (knowledge distillation) pourraient permettre
d’approximer l’heuristique sur de plus petits modèles. Un autre axe d’étude à considérer
pour les applications pratiques concerne la scalabilité des différents modèles développés à des
tailles de problèmes différentes. Si l’utilisation de réseaux de neurones sur graphes présente
pour avantage de ne pas limiter la taille du graphe en entrée du modèle, un entraînement
adapté aux tailles de problèmes rencontrées est tout de même nécessaire pour obtenir les
meilleures performances. Le transfert d’apprentissage pourrait ainsi permettre d’effectuer de
courts entraînements d’un modèle pré-entraîné sur une nouvelle distribution, afin d’en adap-
ter le comportement sans reprendre de zéro un entraînement coûteux. Cette approche est un
champ de recherche actif qui permettrait l’adaptation rapide des modèles développés à de
nouvelles tailles de problèmes, de nouvelles instances, voire de nouvelles tâches en fonction
des performances qu’il serait possible d’obtenir.

Les projets présentés Chapitres 5 et 6 sont destinés à des applications concrètes présentant
des limitations et exigences plus pratiques. La génération de données pour l’insertion de
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rendez-vous nécessite la résolution de nombreux programmes de VRP afin d’en fournir les
solutions à un prédicteur essayant de les approximer. Ce genre d’approche illustre les limites
de l’apprentissage par renforcement dans les cas où la génération ou l’obtention de références
pour l’apprentissage est coûteuse. Dans le cas général, cela fait de l’apprentissage supervisé
une méthode coûteuse si elle a pour objectif d’imiter le résultat, ou une partie de résultat,
d’un programme d’optimisation. Les outils produits lors de ces projets étant destinés à être
utilisés par des répartiteurs, une source d’amélioration de l’expérience utilisateur serait la
prise en compte de leurs préférences dans les comportements des prédicteurs. Si celles-ci sont
partiellement incorporées lors de la phase de conception menée conjointement avec des ré-
partiteurs, toutes les possibilités ne peuvent pas être communiquées ou envisagées. Une prise
en compte des retours utilisateurs a posteriori, par exemple par un ré-entraînement sur les
exemples incorporant le retour utilisateur, pourrait apporter une plus-value non négligeable,
au coût du développement d’un système de collecte de ces avis et d’une stratégie d’incorpo-
ration. Un point de critique intéressant concernant ces approches dites d’« estimation puis
optimisation » concerne le fait qu’une petite imprécision sur une prédiction peut mener à
une grande erreur sur le résultat d’une optimisation. Des approches plus sophistiquées in-
tégrant directement la décision finale dans le processus d’apprentissage sont alors d’intérêt
et présentent une direction de recherche prometteuse pour l’intégration de l’apprentissage
et de la recherche opérationnelle. L’apprentissage tirant largement parti de la dérivabilité
des différentes étapes en jeux, l’intégration d’une étape de prise de décision, par exemple
par la résolution d’une programme linéaire en nombres entiers, est un sujet de recherche
actif et mène au développement de nouvelles approches intégrées, dites d’ « estimation et
optimisation ».

En conclusion, de nombreuses directions de recherche restent à explorer dans l’intégration
de l’apprentissage automatique et de la recherche opérationnelle, du fait des avancées in-
dépendantes de ces deux domaines aux interconnexions nombreuses. Des développements
technologiques plus poussés et des efforts de réflexion plus unifiés sont les fers de lance de
la recherche actuelle, et ils se basent sur des avancées théoriques et techniques rapides et
récentes à l’échelle des sciences.
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ABSTRACT

Prescriptive analytics provides organizations with scalable solutions for large-scale, automa-
ted decision-making. At the core of prescriptive analytics methodology is optimization, a field
devoted to the study of algorithms that solve complex decision-making problems. Optimiza-
tion algorithms rely heavily on generic methods for identifying tight bounds, which provide
both solutions to problems and optimality guarantees. In the last decade, decision diagrams
(DDs) have demonstrated significant advantages in obtaining bounds compared with the
standard linear relaxation commonly used by commercial solvers. However, it is well-known
that the quality of the bounds achieved by DDs is reliant on the ordering of variables chosen
for the construction. Finding an ordering that optimizes standard metrics is an NP-hard
problem. This paper studies how machine learning, specifically deep reinforcement learning
(DRL), can be used to improve bounds provided by DDs, in particular through learning a
good variable ordering. The introduced DRL models improve primal and dual bounds, even
over standard linear programming relaxations, and are integrated in a full-fledged branch-
and-bound algorithm. This paper therefore provides a novel mechanism for utilizing machine
learning to tighten bounds, adding to recent research on using machine learning to obtain
high-quality heuristic solutions and, for the first time, using machine learning to improve
relaxation bounds through a generic bounding method. We apply the methods on a classic
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optimization problem, the maximum independent set, and demonstrate through computatio-
nal testing that optimization bounds can be significantly improved through DRL. We provide
the code to replicate the results obtained on the maximum independent set.

5.3.6. Application to a Branch-and-Bound Algorithm

Following [139], we integrate the learned bounds in a DD-based branch-and-bound algo-
rithm [29] in order to assess the practical use of the framework. Compared to the work
in [139], we conduct experiments on graphs with up to 300 nodes (instead of 120), and the
caching mechanism has been dropped in favor of other improvements in the efficient RL
agent integration. This algorithm works by building relaxed and restricted decision diagrams
at each node of the branch-and-bound search in order to obtain both primal and dual bounds,
and uses relaxed DDs for branching decisions. We propose two ways to integrate our frame-
work within this process. In the first method, the trained models are called at each node to
build the decision diagrams (DD-RL). Alternatively, we provide a more efficient integration
designed to obtain a trade-off between the quality of the bounds and the execution time
(DD-RL+). The rational behind this second integration is that calling a neural network many
times at each node comes with significant overhead, and this provides a mechanism by which
this overhead can be mitigated. The improvements of DD-RL+ include the following : (1) only
the relaxed DD is built using the trained model, (2) the model is called only for the first 50
search nodes, then the MIN heuristic is used, and (3) at each prediction, the next m variables
are selected instead of only the single next variable. This is done by taking m variables with
the highest Q-values. These three improvements were designed empirically. We observed that
the primal bound has a negligible impact on the tree-search size compared to the dual bound,
and that the bounds found at the beginning of the search are the most important. The last
modification enables the selection of several variables with a single call to the model. It incurs
a slight loss in the bound quality in exchange for a reduction in execution time by a factor
m. We set m to 5 in the reported results. Both methods are first compared to a DD-based
branch-and-bound algorithm resorting to the MIN heuristic for the variable ordering. Results
are presented in Figure A.1(a) for the number of nodes explored before proving optimality,
and in Figure A.1(b) for the related execution time. Interestingly, we observe that even if a
major reduction in the number of nodes can be obtained by DD-RL versus MIN, the execution
time is dramatically worse with the learned bounds. This is due to the expensive call of the
neural networks required to compute the bounds. The improvements of DD-RL+ show both a
reduction in search nodes and execution time.
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Figure A.1 Branch-and-bound results for 100 MISP instances (Barabasi-Albert graphs of
140 nodes, with ν = 4). The y-axis represents the percentage of instances that are able to
solve the problem at optimality, within a given number of nodes explored (x-axis). These
results show that the our learned solver without improvement (DD-RL) is able to reduce the
number of nodes explored compared to the commonly used heuristic (MIN), but at the expense
of a significantly longer execution time. The improved version of the solver (DD-RL+) is able
to compensate for this limitation.

5.3.7. Comparisons against CPLEX

This final experiment aims to validate our approach against an industrial and efficient MIP
solver (CPLEX), based on the linear relaxation and improved by other mechanisms such as
cutting planes and pre-computation of cliques [140]. The tested instances were generated
randomly following a Erdos-Renyi model for graphs of n ∈ {200, 250, 300} nodes and density
d = 0.3. We made this choice as the Barabasi-Albert graphs considered so far are sparse and
thus are solved efficiently with a branch-and-bound algorithm. We also increased the size
of the graphs. Results are reported in Table A.1 and show the number of nodes explored,
the optimality gap, and the execution time. A timeout (t.o.) of 1800 seconds is used. DD-RL
uses the learned bounds until the DDs reach a depth of 50 layers, and DD-RL+ uses RL agent
orderings for the first 100 search nodes. The model was trained on graphs of size 250 nodes.
We consistently observe the superiority of DD-RL+ in terms of execution time and optimality
gap.
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Tableau A.1 Average number of nodes, optimality gap, and execution time for solving 100
MISP instances of size n. Results show the superiority of DD-RL+ compared to CPLEX and
other DD methods for the three configurations.

Algorithms n = 200 n = 250 n = 300
Nodes Opt. Gap. Time Nodes Opt. Gap Time Nodes Opt. Gap Time

(×1000) (%) (sec) (×1000) (%) (sec) (×1000) (%) (sec)
CPLEX 8771 0 432 27059 15 t.o. - 40 t.o.
DD-MIN 998 0 66 4947 0 416 - 7.2 t.o.
DD-RL 800 0 180 3263 0 1140 - 65 t.o.
DD-RL+ 879 0 61 4018 0 362 - 4.7 t.o.
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ANNEXE B ANNEXES - REPOSITIONING FLEET VEHICLES : A
LEARNING PIPELINE

B.1 Analysis : Features Importance

In addition to the learning-based repositioning strategy, the company is also interested to
know which features (time, location, motives, etc.) are the most important to explain a
specific decision. To do so, we use permutation feature importance which measures the drop
in performance when the dataset is corrupted by randomly shuffling a feature [141]. Figure
B.1 shows the relative importance of different features for the neural network and the gradient
boosting method. The higher the number the more important ; the features are grouped by
time, PRO, PRA, and prior requests motives. We observe that arrivals (PRA) provide the
most information for predictors, as they provide information about the locations of users that
might require an additional trip in the future. We confirm these results by training with only
parts of the features as shown in Table B.1. As suggested by the previous analysis, motives
have a small impact on performance, raising the accuracy only by one percent or two, whereas
prior requests information is essential to training accurate predictors.

(a) Gradient boosting. (b) Neural network.

Figure B.1 Features importance.

B.2 Analysis : Online Learning

The environment in which our predictor works might vary through changes in request distri-
bution or the way hospitals operates, so it is desirable to be able to adapt the predictor and
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Tableau B.1 Accuracy of the different predictors for the next request.

State features NN accuracy GradBoost accuracy
Time 28% 31%
Prior requests 32% 34%
Motives 29% 27%
Time, prior requests 33% 35%
Time, motives 30% 32%
Prior requests, motives 34% 35%
Time, prior requests, motives 35% 36%

retrain it on newer and more relevant data. This is commonly referred to as online learning.
This can be carried out in several ways, for example, by expanding the training set with new
data and retraining the model, or by freezing layers of the model and fitting on the new data.
We test the efficiency of retraining approaches.

Our procedure is as follows. The dataset is split into quintiles (groups of 20% of the dataset),
and at iteration i ∈ {1, . . . , 5}, the i first quintiles are used to train and the quintile i + 1
serves as the test set. This simulates new days of operation as tests, then used to retrain the
predictors. This is important for further refining the accuracy of the model, and allows it to
adapt to progressive environment changes ; Figure B.2 shows how accuracy evolves in time by
retraining on all the data available and testing on the subsequent days of operation, averaged
over 100 iterations. The quintiles are generated either by shuffling the dataset, or by keeping
the data sorted time-wise to replicate retraining in practice. The temporal coherence in small
data samples allows the model to capture recent temporal variations in requests but hinders
access to a wider selection of examples. Overall, this appears to have a small beneficial impact
on the neural network but a negative one for gradient boosting. It is clear that retraining
is important for this application when there is relatively little trip data available for initial
training.
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(a) Gradient boosting (b) Neural network

Figure B.2 Retraining accuracy
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ANNEXE C SUPPLÉMENTS DU CHAPITRE 5

C.1 Ride-hailing pour une flotte de taxis

Une application naturelle du problème de ride-hailing est la gestion des taxis, pour laquelle
une gestion efficace de la flotte est cruciale pour les profits totaux. Nous appliquons notre
pipeline à un simulateur de taxis de la ville de New York (pyhailing 1) développé pour la
section ride-hailing du 12ème DIMACS Implementation Challenge dédié aux tournées de
véhicules.

C.1.1 Objectif et utilisation de la pipeline d’apprentissage

Les flottes de taxis rencontrent des défis similaires à ceux des ambulances : des demandes de
courses imprévisibles doivent être prises en charge et les véhicules de la flotte doivent anticiper
la répartition des demandes pour un repositionnement efficace. De plus, les taxis peuvent ici
rejeter des demandes et l’objectif global est le bénéfice total, calculé comme la différence entre
les gains liés aux demandes moins les coûts de fonctionnement. Le simulateur est basé sur des
données des jours ouvrables de 2018 et permet de travailler sur des problèmes allant jusqu’à
500 véhicules et 50 000 demandes quotidiennes, avec 300 emplacements d’attente différents.

De manière similaire aux ambulances dans la partie 5.5.1, les données sont collectées et
une représentation de l’état du problème s = (sR, st) avec un horizon H est construite.
Le problème des taxis est plus difficile en raison du plus grand nombre d’emplacements,
mais de nombreuses données peuvent être obtenues pour l’entraînement. Il n’y a pas de
composante de motifs de course dans l’état. L’objectif est de maximiser le bénéfice, il est
donc nécessaire d’associer une bonne prédiction avec de faibles distances de déplacement
pour le repositionnement (équation C).

C.1.2 Apprentissage multi-label

En raison de la grande part d’imprévisibilité dans la tâche de prédiction du prochain emplace-
ment pour recevoir une demande, nous élargissons le problème d’apprentissage afin d’essayer
de prédire les n emplacements les plus probables pour la future demande. Cela se traduit par

1. https ://github.com/nkullman/ridehailing_package
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un problème d’apprentissage multi-label dans lequel les n vrais labels (yk)k∈[1,n] correspondent
aux n emplacements auxquels des demandes sont apparues après l’état s.

C.1.3 Heuristique et comparaisons

Nous comparons plusieurs stratégies simples de repositionnement : aléatoire envoie les véhi-
cules vers n’importe quel emplacement aléatoire, plus proche permet aux véhicules de rester
à l’emplacement le plus proche de leur arrivée de course, et plus fréquent envoie les véhicules
vers l’emplacement le plus demandé pendant la journée non occupé par un autre véhicule.

Comme stratégie plus forte, nous présentons une heuristique de repositionnement développée
par Parjadis et al. pour la piste de commande de courses du défi d’implémentation DIMACS
des problèmes de routage de véhicules. Soit R l’ensemble des demandes précédemment reçues
et Vavail l’ensemble des véhicules disponibles. Pour tout r ∈ R et x ∈ L ∪ V , nous notons
dist[r, x] la distance entre la position de l’origine de la demande r et la position de l’empla-
cement ou du véhicule x. À chaque étape, s’il y a un véhicule v à repositionner, v est envoyé
à l’emplacement l qui satisfait la condition suivante :

min
l∈L

tot_dist(l) =
∑
d∈D

min
x∈Vavail∪{l}

dist[d, x] (C.1)

avec R ⊂ R échantillonné aléatoirement avec un biais en faveur des demandes les plus
récentes. Cela garantit que le véhicule sera envoyé à un endroit où il couvre des zones précé-
demment actives qui ne sont pas bien couvertes par les véhicules inactifs.

C.1.4 Entraînement et résultats de simulation

L’entraînement a eu lieu sur 861 000 données de trajets réparties dans un ensemble d’entraî-
nement et un ensemble de validation (80-20%). Nous utilisons PyTorch pour entraîner une
couche d’auto-attention couplée à un réseau de neurones à deux couches cachées de taille
(300,150), et la bibliothèque scikit-learn pour entraîner des modèles de forêts aléatoires et de
gradient boosting. Les paramètres ont été déterminés par recherche automatique et l’entraî-
nement prend une heure sur un cluster d’ordinateurs universitaires équipés de processeurs
Intel Gold 6148 Skylake @ 2.4 GHz.

Les prédicteurs entraînés ont une meilleure précision et variance que les autres méthodes,
notamment une amélioration de 23% en termes de distance moyenne avec une variance infé-
rieure par rapport à l’emplacement plus fréquent. Nous évaluons ce gain en pratique dans le
tableau C.2. L’heuristique n’est pas destinée à prédire la prochaine demande, mais à déter-
miner où placer un véhicule afin de répartir la flotte en fonction des demandes historiques,
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Tableau C.1 Précision des différents prédicteurs

Prédicteur Précision Distance moyenne à la requête observée (km)
Aléatoire 2.2% 4.63 ± 2.98
Plus près 1.9% 4.75 ± 3.16
Plus fréquent 2.2% 4.57 ± 2.43
Forêts aléatoires 2.6% 4.45 ± 2.97
NN 3.7% 3.52 ± 2.35
GradBoost 3.9% 3.55 ± 2.36

ce qui explique les performances médiocres dans le tableau C.1. L’emplacement utilisé pour
calculer son score est l’emplacement de repositionnement du véhicule, et le faible score de
distance moyenne indiqué s’explique par le fait que l’emplacement calculé de manière heuris-
tique évite les emplacements où il y a déjà des véhicules, même s’il est le plus probable pour
recevoir une demande. C’est un comportement souhaitable pour le score global et l’efficacité
de la flotte, comme on peut le voir dans le tableau C.2.

Les prédicteurs renvoient un vecteur X qui quantifie l’importance des emplacements par
rapport à la prochaine demande. Ainsi, le prochain véhicule est envoyé à l’emplacement qui
minimise la distance totale entre les emplacements des véhicules inactifs, pondérée par le
poids de l’emplacement dans X. Soit F (X, λ) la fonction qui calcule cette distance totale
avec un véhicule ajouté à l’emplacement λ, ce qui peut être écrit :

F (X, λ) =
∑
l∈L

[
Xl min

x∈VL∪{λ}
dist[l, x]

]
(C.2)

Cette fonction fournit un score de repositionnement guidé par la distribution X pour les
emplacements, et permet de choisir un emplacement pour le repositionnement du véhicule
en définissant

choose_location(X, ν, VL) = argminl∈L

[
F (X, l) + dist[l, ν]

]
(C.3)

pour l’algorithme 3.

Les prédicteurs entraînés permettent de réduire considérablement la distance de réaction par
rapport aux stratégies plus simples. L’heuristique fournit une meilleure distance de réaction
mais n’atteint pas un meilleur score : cela s’explique par le fait que l’heuristique réagit uni-
quement aux demandes précédentes, tandis que les prédicteurs entraînés intègrent également
une vision de la future distribution des demandes et sont donc plus prévoyants et capables de
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Tableau C.2 Distances parcourues sur dix journées simulées

Prédicteur Distance de réaction (de repos à requête) Score
Plus près 6.54 ± 4.5 11590 ± 1389
Plus fréquent 5.25 ± 3.4 12685 ± 494
Aléatoire 5.39 ± 3.8 13532 ± 656
Heuristique 1.93 ± 1.6 16949 ± 304
Forêts aléatoires 1.92 ± 1.6 17180 ± 386
NN 1.94 ± 1.7 17624 ± 442
GradBoost 1.94 ± 1.7 17374 ± 324

répondre à un plus grand nombre de demandes au total. La distance de dispatching dans ces
résultats est inférieure à la distance moyenne de la prédiction aux demandes, car la distance
de dispatching peut être le résultat d’une attribution de véhicule autre que celui repositionné
par le prédicteur.

C.1.5 Apprentissage par renforcement pour l’attribution

Jusqu’à présent, une stratégie d’attribution raisonnable consistait à envoyer le véhicule le
plus proche. Cependant, plusieurs véhicules peuvent se trouver pratiquement à la même
distance de l’origine de la demande, ou choisir le deuxième ou le troisième véhicule le plus
proche peut être bénéfique pour la disposition globale de la flotte avec un coût minimal en
temps pour le client. Nous montrons comment l’apprentissage par renforcement (RL) peut
être utilisé pour améliorer la stratégie d’attribution la plus proche. Nous définissons un MDP
différent avec st = (sr, st, sv) où sr est le vecteur de demande entrante contenant l’heure
d’émission et les coordonnées de l’origine et de la destination, st est le vecteur de temps
défini comme précédemment, et sv est le vecteur de véhicules contenant des informations sur
les dix véhicules les plus proches de la demande : des booléens indiquant si le véhicule peut
interrompre ses tâches pour répondre à la demande, les coordonnées absolues du véhicule,
les coordonnées relatives à l’origine des demandes et sa distance par rapport à l’origine de
la demande. Toutes les caractéristiques des coordonnées géographiques sont normalisées en
prenant la hauteur de la carte égale à 1. Dans un souci de scalabilité, seuls les dix véhicules
les plus proches disponibles sont inclus dans sv.

L’action consiste à sélectionner l’un des 10 véhicules les plus proches disponibles ou à refuser
la demande, en fonction du nœud de sortie correspondant ayant la valeur la plus élevée. Un
algorithme d’apprentissage par renforcement double Q-learning est utilisé, avec une explora-
tion ϵ-greedy. Plusieurs améliorations sont appliquées pour exploiter pleinement les données
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collectées pour l’apprentissage, telles que le remplacement d’expériences priorisées [142], les
mini-lots [143] et l’apprentissage en n étapes [81, 144] avec n = 5.

L’entraînement présenté dans la figure C.1 permet d’obtenir une stratégie d’attribution lé-
gèrement meilleure avec le réseau de neurones à couches d’attention multi-têtes (MH) par
rapport à la stratégie gloutonne. Cette approche, associée à la stratégie de repositionnement
étudiée précédemment, permet d’obtenir les résultats présentés dans le tableau C.3, avec les
entrées en gras utilisant l’agent RL pour l’attribution ; une partition en 50 zones des 300
emplacements possibles permet de sensiblement simplifier la tâche d’apprentissage pour de
meilleures performances.

Figure C.1 Score d’entraînement pour un agent d’apprentissage par renforcement pour
l’attribution

Tableau C.3 Score de simulation par rapport aux participants du concours DIMACS

Repositionnement Score (milliers)
Aléatoire 13.2
Moyenne compétition DIMACS 15.3
NN/Boost 300 emplacements 17.3
Heuristique 17.6
NN/Boost 50 zones 18.4
1ère place DIMACS 19.1
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C.1.6 Discussion

Une autre méthode intéressante plus unifiée peut faire intervenir l’apprentissage par renfor-
cement à la fois pour l’attribution et le repositionnement. Cependant, cela peut être difficile
car le problème est très vaste et dynamique, mais cela a été démontré comme conduisant à
de bons résultats [120]. Cette approche n’était pas adaptée pour le projet de repositionne-
ment des ambulances décrit dans la section 5.5 en raison de la faible quantité de données
disponibles. De plus, nous avons montré que des résultats satisfaisants peuvent également
être obtenus pour le problème de la mise à disposition des taxis avec un pipeline d’apprentis-
sage plus simple et plus rapide basé sur l’apprentissage supervisé, qui a été déployé et utilisé
rapidement avec des partenaires industriels.

C.2 Ambulances : une approche plus précise

Le choix d’emplacement retenu pour le projet est fait par l’Algorithme 4, mais celui-ci consi-
dère uniquement les emplacements un par un jusqu’à trouver le plus prometteur. L’Équa-
tion C.3 sélectionne l’emplacement qui permet à la flotte de tendre le plus à imiter la dis-
tribution en sortie de prédicteur par sélection d’un seul emplacement, avec une pénalité de
distance par rapport à l’ambulance à repositionner. Nous fournissons Table C.4 les résultats
numériques de l’utilisation de l’Équation C.3 et l’Algorithme 4 comparés à Most frequent
sur les données de la Section 5.5.4 ; si la différence est modeste pour la distance de réaction,
l’Équation C.3 pour le repositionnement permet d’obtenir une distance totale plus faible au
prix d’un calcul moins accessible entre terme d’interprétabilité. BI désigne les bornes infé-
rieures qui pourraient être atteintes si toutes les requêtes pour une journée étaient connues
à l’avance.
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Tableau C.4 Distances (km) parcourues sur 10 jours simulés.

Prédicteur Distance de réaction
(de repos à requête) Distance totale parcourue

Aléatoire 1073 1930.8
Plus prés 812.5 1412.1
Plus fréquent 587.6 1617.6
Algorithme 4

NN 525.9 (-10%) 1552.6 (-4%)
GradBoost 526.3 (-10%) 1470.1 (-9%)
Équation C.3

NN 519.7 (-11%) 1472.2 (-9%)
GradBoost 517.4 (-12%) 1457.5 (-10%)
BI - Distance de réaction 453.8 1721.3
BI - Distance totale 669.2 1052.1
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