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RÉSUMÉ

Nous présentons dans ce mémoire une nouvelle architecture de robot mobile intégrant des
manipulateurs parallèles. L’architecture est construite autour d’une boucle cinématique re-
liant les roues et est dépourvue de base centrale. Nous développons une modélisation du
système incluant la dynamique mobile par rapport à un repère fixe et l’effet de la boucle
cinématique. Nous expliquons comment, en générant des contraintes internes bien choisies
dans la boucle cinématique, nous pouvons minimiser le couple de commande et ainsi gagner
en autonomie énergétique. Par rapport à un contrôle ne générant pas de contraintes internes,
nous réduisons le couple de commande de 55% à 75% sur les tâches effectuées en simulation.

Nous concevons ensuite un contrôleur global permettant au système de réaliser des tâches
de référence de la robotique mobile. Nous implémentons un contrôleur par couple pré-calculé
dans l’espace des articulations et dans l’espace opérationnel. Nous nous intéressons également
aux déplacements sur un sol inégal. Grâce à la stabilité mécanique naturelle du système,
nous montrons qu’une méthode bas niveau est suffisante pour permettre le déplacement sur
un sol inégal. Nous implémentons une méthode classique d’adaptation cinématique et nous
présentons une nouvelle méthode basée sur le contrôle hybride en force et position. Nous
montrons que cette nouvelle méthode permet de se passer des capteurs d’efforts verticaux
utilisés classiquement sur les rovers articulés.

Afin de compenser les perturbations non modélisées, nous introduisons un observateur de
perturbation basé sur la quantité de mouvement. Nous démontrons la stabilité du système
complet équipé de l’observateur et de chacun des contrôleurs conçus.

Nous concluons ce travail par une analyse des performances du robot qui découlent de son
architecture et une validation par simulation. Nous demandons au système de réaliser une
tâche de manipulation dans l’espace et de traverser un terrain inégal.
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ABSTRACT

This thesis presents the development of a new mobile robot with fully integrated parallel
manipulators. The architecture of this new system has no central base and is built around a
kinematic loop connecting the wheels. A model of the system including the mobile dynamics
with respect to a fixed reference frame and the internal constraints due to the kinematic loop
is first established. These constraints are then exploited to minimize the control torque in
order to gain energy autonomy. When compared to a control without this exploitation of
internal constraint, the euclidean norm of the control torque is reduced by 55% to 75% over
the course of the tasks implemented in numerical simulation.

A global controller is then designed, which allows the system to perform basic mobile robotic
tasks. A pre-calculated torque controller is implemented in both joint space and operational
space. The movement of the robot on uneven ground is also adressed. Due to the inherent
stability of the robot, it can be shown that a low-level control scheme is sufficient to guarantee
the stability. A classical method of kinematic adaptation is first implemented, and a new
scheme based on hybrid force and position control is presented. It is shown that this new
method makes it possible to operate the system without the vertical force sensors classically
used in articulated rovers.

In order to compensate unmodelled disturbances, a momentum-based disturbance observer
is introduced. Closed-loop stability of the complete system equipped with the observer and
the designed controllers is assessed by the Lyapunov method.

Finally, the performance of the developed robotic system with the proposed control strategies
is validated by numerical simulations while performing a manipulation task and crossing an
uneven terrain.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Nous nous intéressons dans ce travail aux défis de la robotique mobile. Nous rassemblons en
trois critères, les caractéristiques majeures qu’un robot mobile doit posséder pour effectuer
une mission classique :

Mobilité : L’aptitude à évoluer dans un environnement complexe.

Manipulabilité : L’aptitude à interagir avec l’environnement.

Autonomie énergétique : La durée pendant laquelle le robot peut réaliser les deux
tâches précédentes.

Les performances d’un robot mobile mesurées selon ces trois caractéristiques sont définies
par son architecture et l’algorithmique embarquée. Ces deux composantes sont liées, mais
les capacités d’un robot sont ultimement définies et limitées par l’architecture. L’algorith-
mique permet d’exploiter le potentiel d’une architecture mais ne peut pas l’étendre. Aucun
algorithme ne permettra à une voiture de nager.

Historiquement, les avancées en déploiement de robot mobile sont associées à l’augmentation
de la puissance embarquée et à l’amélioration des batteries plutôt qu’aux progrès sur les
architectures. En effet, les robots classiques avec de nombreux degrés de liberté sont théori-
quement capables d’une grande mobilité et manipulabilité et ceci depuis plusieurs décennies.
Par exemple, les premiers bipèdes et quadrupèdes furent capables de monter des escaliers il
y a des décennies mais avec des mouvements très conservateurs. Nous donnons l’exemple du
robot WL-10 RD datant de 1985 [1]. Leur complexité architecturale rend difficile le dévelop-
pement d’algorithmes pour les contrôler. La dynamique de leur centre de gravité doit être
prise en compte pour éviter les renversements et les mouvements de tous les membres doivent
être coordonnés pour ne pas déséquilibrer le robot. Si les systèmes modernes sont maintenant
capables de monter des escaliers avec des trajectoires calculées dynamiquement tout en étant
robustes aux chocs c’est grâce aux techniques de contrôle modernes et à la puissance de cal-
cul disponible. Nous réitérons notre première observation : L’architecture mécanique défini
et limite les capacités d’un robot tandis que l’algorithmique embarquée permet d’exploiter
ces capacités du mieux possible, sans les étendre. Ce constat nous pousse à nous questionner
sur la possibilité de créer une nouvelle architecture dont les capacités seraient supérieures
à celles existantes. Notre démarche créative est avant tout centrée sur l’architecture et non
l’algorithmique.



2

1.1 Motivation et origine de la problématique

Nous présentons dans cette section la motivation qui a mené au travail présenté dans ce
mémoire. Les considérations qui suivent, sur les architectures classiques, furent essentielles à
la création de notre architecture. Nous nous intéressons donc aux architectures robotiques à
haute mobilité et capables de manipulation :

Bipèdes Par mimétisme de l’architecture humaine, ils sont naturellement adaptés aux
environnements humains. Les bras servent de manipulateurs. Un historique des robots
bipèdes peut être trouvé dans l’article [2]. Nous montrons sur la figure 1.1 les robots
WL-10 RD [1], ASIMO [3] et ATLAS [4]. La forme de ces architectures a peu évolué et
le travail se focalise sur l’algorithmique de contrôle. À cause de leur centre de gravité
élevé et de leur faible marge de stabilité, ces architectures sont les plus difficiles à
déployer sur le terrain.

Robots multi-jambes L’exemple notable des robots multi-jambes est le quadrupède.
Ces robots possèdent une plus grand liberté de placement de jambes que les bipèdes. Il
est possible d’utiliser les jambes comme manipulateur, ou d’installer un manipulateur
dédié sur le châssis. Un historique des robots multi-jambes peut être trouvé dans
l’article [2]. Parmi les quadrupèdes existants nous montrons sur la figure 1.2 les séries
Cheetah du MIT [5], ANYmal de l’ETH Zurich [6] et Spot Mini de Boston Dynamics
[7].

Rovers articulés Les rovers articulés représentent une classe hybride de robots multi-
jambes bénéficiant des avantages de jambes articulées permettant un positionnement
précis des points d’appui et de la faible demande énergétique des roues. Nous pouvons
utiliser les jambes comme manipulateur, où en installer un sur le châssis. Plusieurs
rovers à suspensions passives ont été déployés lors de missions spatiales, par exemple
les rovers de la NASA [8]. La recherche actuelle s’intéresse aux suspensions actives,
comme les séries HYLOS [9] ATHLETE [10] et plus récemment SHERPA [11]. La
figure 1.3 montre ces systèmes.

Quels que soient l’époque et le type, ces architectures partagent une caractéristique : elles
sont toutes construites autour d’une base centrale à laquelle sont fixés les membres. Le travail
présenté dans ce mémoire a été motivé par un questionnement sur l’utilité de la base centrale.
Les paragraphes suivants rassemblent nos constats et réflexions.

Origine biomimétique de la base centrale Pour un être humain la base centrale semble
naturelle. La majorité des êtres vivants est équipée d’un torse auquel sont rattachés les
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Figure 1.1 Exemples de robots bipèdes. De gauche à droite : WL-10 RD, ASIMO et ATLAS.

Figure 1.2 Exemples de robots multi-jambes. De gauche à droite : Cheetah, ANYmal et Spot
Mini.

membres. L’intégration d’une base centrale sur un système robotique peut se justifier par
un argument de biomimétique. Cette approche est peu risquée, des millions d’années d’évo-
lution ont validé cette forme. De plus, nous disposons de références dans le monde animale
qui simplifient la génération de trajectoire et le positionnement des actionneurs. Les quadru-
pèdes s’inspirent des musculatures et démarches des canidés et félins. De façon similaire, il
semble logique de placer les organes vitaux dans cette base. En robotique, la base accueille
naturellement les capteurs, la batterie et le microcontrôleur du robot.

Figure 1.3 Exemples de rovers articulés. De gauche à droite : HYLOS, ATHLETE et
SHERPA.
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Un objet inerte qui impacte la mobilité Nous faisons le constat suivant, autant pour
les êtres vivants que pour les robots : la base centrale est un objet inerte. Elle rassemble
des fonctions vitales au fonctionnement mais ne permet pas le mouvement. Par exemple, un
humain a besoin de son système cardiovasculaire pour marcher mais utilise ses jambes et ses
bras pour le faire. Un robot a besoin de sa batterie pour se déplacer mais génère le mouvement
avec ses membres. En pratique, la base crée des limitations sur les terrains traversables.
Comme la base est inerte, une trajectoire n’est possible que si la base centrale peut éviter les
obstacles. Par exemple, seul un véhicule au châssis élevé peut traverser une plaine rocailleuse.
Mais une base centrale élevée réduit la stabilité car elle concentre la majorité de la masse et
élève le centre de gravité.

Effort algorithmique nécessaire au mouvement Un être vivant réalise un travail sen-
soriel et neurologique pour conserver sa stabilité. Une chute est contre-productive voire même
dangereuse. Lorsque nous sommes immobiles, nous conservons notre torse au dessus de nos
pieds pour ne pas basculer. Et en mouvement, nous déplaçons nos pieds de façon à générer
une accélération vers l’avant, tout autre mouvement est corrigé. Un travail similaire est né-
cessaire pour les robots mobiles possédant un grand nombre de degrés de libertés. L’objectif
est identique, nous cherchons à éviter le renversement. La méthode classique est basée sur
l’utilisation du Zero-Moment-Point (ZMP) [12]. Le ZMP est le point dans le plan du sol où
les moments des forces de contact sont nulles. A travers le mouvement des membres et la
position des contacts au sol, nous cherchons à positionner le ZMP dans une zone de stabilité
pré-définie. On choisi typiquement le polygone dessiné par les points de contact du robot. Ceci
nous garantit que le robot ne basculera pas. La position élevée du centre de gravité, à cause
de la base centrale, limite l’ensemble de mouvements garantissant la stabilité. Lorsqu’il faut
générer la trajectoire de quatre jambes, à haute fréquence et sur microcontrôleur embarqué,
la tâche devient complexe. Par exemple, l’équipe de l’ETH Zurich embarque sur leur quadru-
pède ANYmal un générateur de mouvement utilisant l’optimisation quadratique [6, 13–15].
Ce genre d’implémentation n’a été rendu possible que récemment car elle nécessite une grande
puissance de calcul et consomme beaucoup d’énergie.

Changement de paradigme Bien que le paradigme classique d’une architecture construite
autour d’une base centrale semble naturel, il pose quelques limitations en terme de mobilité.
La conception de notre nouvelle architecture fut motivée par la réflexion suivante : Pouvons-
nous supprimer la base centrale et créer une architecture composée uniquement
de membres ? Nous espérons par ce changement de paradigme augmenter la mobilité de
notre architecture. Tout d’abord en supprimant cet objet inerte face aux obstacles du terrain
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et en simplifiant le travail algorithmique nécessaire pour générer des mouvements garantissant
la stabilité du système. Nous notons que l’absence de base centrale crée une série de problé-
matiques nouvelles. Il sera nécessaire de placer les batteries, les capteurs et le microcontrôleur
dans les membres.

1.2 Problématique et objectifs de recherche

L’objectif de ce travail de maîtrise est, premièrement, le design et la description d’une nouvelle
architecture de robot mobile, et deuxièmement, le développement d’une suite d’algorithmes
de contrôle permettant de valider en simulation les performances du système. Nous séparons
le travail selon une liste de sous-objectifs :

1. Conceptualisation et description d’une nouvelle architecture de robot mobile ;

2. Modélisation de l’architecture en intégrant la dynamique mobile, et les contraintes
internes dues à la boucle cinématique ;

3. Développement d’un contrôleur en position pour le système nominal (parfaitement
modélisé) ;

4. Développement d’une technique bas niveau d’adapation à un sol inégal ;

5. Intégration d’un élément de robustesse pour compenser les erreurs de modélisation et
les perturbations extérieures ;

6. Validation du système et des algorithmes de contrôle sur des tâches de référence de la
robotique mobile.

Pour chaque étape, nous cherchons à capitaliser sur les propriétés architecturales du robot
pour simplifier le travail et améliorer les performances.

1.3 Plan du mémoire et contributions

Nous établissons au chapitre 2 les concepts de base nécessaires à la compréhension du travail
réalisé. Nous présentons un historique des concepts de base de la robotique. Puis, nous consi-
dérons le contrôle en position, l’intégration du contact au sol dans les schémas de contrôle et
la gestion des perturbations subies lors du fonctionnement.

Nous établissons dans le chapitre 3 une description d’une nouvelle architecture de robot
mobile en utilisant le formalisme présenté au chapitre 2. Cette nouvelle architecture est
dépourvue de base centrale et organisée autour d’une boucle cinématique principale. Elle
intègre naturellement des manipulateurs parallèles. Un modèle du système est établi sous la
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forme des équations du mouvement. Une attention particulière est portée au formalisme pour
unifier les différents aspects de ce robot complexe (robot mobile et architecture parallèle).
Nous expliquons comment utiliser les contraintes internes créées par la boucle cinématique de
notre architecture pour minimiser la norme du couple de commande et gagner en autonomie
énergétique.

Le chapitre 4 présente les algorithmes de contrôle. Nous implémentons un contrôle en position
par couple pré-calculé, d’abord dans l’espace des articulations puis dans l’espace opérationnel.
Nous présentons ensuite deux méthodes bas niveau d’adaptation sur sol inégal : la méthode
de référence d’adaptation cinématique [16] et une nouvelle méthode basée sur le contrôle
hybride en force et en position. Nous montrons que cette méthode permet de traverser un
terrain inégal sans capteurs d’efforts. Pour compenser les perturbations, nous ajoutons un ob-
servateur de perturbation basé sur la quantité de mouvement. Nous démontrons finalement la
stabilité du système en boucle fermée lorsque les contrôleurs et l’observateur de perturbation
sont utilisés pour le contrôler.

Nous concluons notre travail au chapitre 5 avec une analyse des performances de la nouvelle
architecture et une validation des contrôleurs développés.
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CHAPITRE 2 CONCEPTS DE BASE DE LA ROBOTIQUE

2.1 Description d’un système multi-corps

Pour faciliter la compréhension de l’architecture de notre système, nous définissons un modèle
permettant de décrire un système multi-corps de façon unique et complète. Les notations
utilisées ici sont basées sur le Handbook of Robotics de Siciliano et Khatib [17]. Le lecteur
est référé aux chapitres 1 et 2. Nous considèrons ici un robot comme un système multi-corps
composé de corps et de joints. Il faut alors définir les corps, les joints et la topologie du
système complet.

2.1.1 Topologie d’un assemblage de corps rigides

Connectivité

Pour représenter la topologie d’un système multi-corps nous utilisons un arbre de connectivité
comportant tous les corps et tous les joints :

— un nœud représente la base fixe ;
— les autres nœuds représentent les corps ;
— les arcs représentent les joints.

Un exemple est donné figure 2.1.

Système mobile et boucle cinématique

Pour un système mobile, par exemple un rover, nous distinguons deux bases : une base fixe
et la base flottante du système. La base flottante possède six degrés de liberté par rapport à
la base fixe dans le repère galiléen. Nous ajoutons alors un corps (la base fixe) et un joint à
six degrés de liberté distingués par des pointillés dans l’arbre de connectivité (figure 2.2).

Si le système comporte des boucles cinématiques, nous extrayons un sous-arbre de connecti-
vité en ouvrant les boucles. Nous distinguons les joints ouverts par une coupure dans l’arbre
de connectivité (figure 2.3). Ces liens sont nommés joints de fermeture de boucle.

Numérotation

Pour identifier les liens et les joints, nous appliquons à l’arbre de connectivité le schéma de
numérotation régulière. Les corps (nœuds) seront numérotées de 0 à NB et les joints (arcs)
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de 1 à NJ . Les boucles cinématiques indépendantes sont numérotées de 1 à NL = NJ −NB.

Tableau 2.1 Numérotation associée à la topologie d’un système

Paramètre Définition
NB Nombre de corps mobiles (donc excluant la base fixe).
NJ Nombre de joints.

NL = NJ −NB Nombre de boucles cinématiques indépendantes.
n = 6 +NB Dimension du système mobile

Nous définissons les règles suivantes applicables à tout arbre de connectivité :
— le nœud représentant la base fixe est numéroté 0 ;
— les autres nœuds sont consécutivement numérotés de 1 à NB dans un ordre quelconque

tel que le nœud i à un numéro plus élevé que son parent ;
— les arcs sont numérotés de 1 à NB, l’arc i connecte le nœud i à son parent ;
— les arcs restants sont numérotés de NB + 1 à NJ . Il s’agit des joints de fermeture de

boucle.

Base fixe 0

Corps 1Corps 2

Corps 3

Figure 2.1 Topologie d’un
manipulateur.

Base fixe 0

Base flotante 1

Corps 2Corps 3

Corps 4

Figure 2.2 Topologie d’un
manipulateur à base mo-
bile.

Base fixe 0

Base flotante 1

Corps 2Corps 3

Corps 4

\

Figure 2.3 Topologie d’un
manipulateur mobile avec
une boucle cinématique.

Polarité des connections

L’arbre de connectivité n’est pas orienté mais nous définissons une polarité : chaque joint
connecte deux corps, un prédécesseur et un successeur. Nous définissons l’ensemble :

{p(i), i ∈ [1, NB]} , (2.1)
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tel que le joint i connecte le corps prédécesseur p(i) au corps successeur i. Le corps p(i) est le
parent du corps i.

Description du joint de fermeture d’une boucle cinématique

Pour paramétrer un système comportant une boucle cinématique, nous décrivons d’abord le
système équivalent en ouvrant la boucle au niveau du joint de fermeture.

Nous posons k ∈ [NB + 1, NJ ] l’indice identifiant le joint de fermeture. Ce joint relie un
corps prédécesseur p(k) et un corps successeur. Pour une architecture série, le joint i relie le
prédécesseur p(i) au successeur i. Pour un joint de fermeture, le corps successeur n’est pas
identifié par k. On crée un nouvel ensemble qui identifie les corps successeurs des joints de
fermeture :

{s(k), k ∈ [NB + 1, NJ ]} . (2.2)

A chacun de ces corps, nous associons deux repères de chaque coté de l’ouverture de boucle.
Lorsque le joint de fermeture est fermé, ces deux repères se superposent exactement.

2.1.2 Géométrie des connections entre les corps

Une description complète de la connection de deux corps par un joint nécessite une description
du joint et de la position du joint sur chaque corps.

Définitions de la dynamique des joints

Un joint impose une contrainte de mouvement entre les corps qu’il lie. Nous considérons ici
uniquement les liaisons pivots. Un joint pivot permet une rotation selon son axe ~z et impose
des vitesses nulles selon les cinq autres directions. Nous définissons vJ la vitesse du successeur
relative au prédécesseur, exprimée dans le repère du joint. Nous posons alors q̇ le vecteur
des variables de vitesses du joint. Pour notre joint pivot, il s’agit de la vitesse angulaire θ̇z
autour de l’axe ~z. Nous pouvons alors définir la matrice Sv,pivot qui défini le sous-espace de
transmission des mouvements du joint pivot :

vJ = Sv,pivot q̇ =



0
0
1
0
0
0


θ̇z. (2.3)
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De façon similaire, nous définissons la force spatiale fJ transmise du prédécesseur au succes-
seur. La force actant sur le successeur est fJ et celle sur le prédécesseur est −fJ . Nous posons
λ le vecteur des variables de force du joint. Pour notre joint pivot, il s’agit des moments Mx,
My et des forces Fx, Fy et Fz. Nous pouvons alors définir la matrice Sf,pivot qui défini le
sous-espace de transmission des forces du joint pivot :

fJ = Sf,pivot λ =



1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1





Mx

My

Fx

Fy

Fz


. (2.4)

Paramètres de Denavit-Hartenberg

Nous présentons les paramètres de Denavit-Hartenberg modifiés par Khalil et Kleinfinger [18].
Cette version introduite en 1986 est plus adaptée aux robots en arbre et comportant des
boucles cinématiques. Ils permettent de décrire la position des corps par rapport à leurs
parents et expriment ainsi la topologie du système. Il est nécessaire de suivre les règles
suivantes, réduites au cas d’un système comportant uniquement des joints pivots :

1. L’axe zi est aligné avec l’axe de rotation du joint i.

2. L’axe xi est la perpendiculaire commune à zp(i) et zi, orienté de zp(i) vers zi.

Nous définissons alors le repère Ri associé au corps i, défini par les axes zi, xi et yi qui est
défini de façon à former un repère direct. Nous nommons paramètres de Denavit-Hartenberg
les paramètres suivants qui permettent de construire le repère Ri en partant du repère Rp(i) :

αi : l’angle entre zp(i) et zi autour de xi ;

di : la distance entre xp(i) et xi selon zi ;

ai : la distance entre zp(i) et zi selon xp(i) ;

θi : l’angle entre xp(i) et xi autour de zi.

Si un corps p(i) est parent de plus d’un corps, nous définissons l’axe x′i avec γi l’angle entre xi

et x′i et εi la distance selon zi entre xi et x′i. Le reste de la paramétrisation se fait en utilisant
x′i à la place de xi

Nous donnons avec le tableau 2.2 et la figure 2.4, un cas d’application.
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Tableau 2.2 Convention de Denavit-Hartenberg modifiée - Exemple

Parent p(i) Corps i Nom du corps Repère αi di ai θi γi εi
Base 0 1 Corps 1 R1 α1 = 0 d1 a1 = 0 θ1 0 0

1 2 Corps 2 R2 α2 d2 a2 θ2 0 0

x0
y0

z1 = z0

d1 x1

a2

θ1

z2

d2

z1

α2

x2

x1

θ2

Figure 2.4 Convention de Denavit-Hartenberg modifiée - Exemple

2.1.3 Positionnement d’un corps dans l’espace

La convention de Denavit-Hartenberg modifiée introduite ci dessus permet de positionner
relativement les repères associés à deux corps, liés par une liaison pivot, à l’aide d’un nombre
minimal de quatre paramètres. Nous présentons maintenant les paramètres plus généraux
permettant de positionner un repère dans l’espace par rapport à un autre. Il nous faut alors
six paramètres. Pour exprimer les translations linéaires séparant un repère Ri d’un repère
Rp(i), nous utilisons le vecteur p(i)pi regroupant les coordonnées cartésiennes du repère Ri

exprimées dans le repère Rp(i) :
p(i)pi =

[
x y z

]>
. (2.5)
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Pour exprimer la rotation entre ces repères, nous utilisons le vecteur d’orientation p(i)oi qui
utilise les angles fixes ψ, θ et φ :

p(i)oi =
[
ψ θ φ

]>
. (2.6)

Les angles ψ, θ et φ représentent les rotations successives autour des axes ~x, ~y et ~z du repère
Rp(i), pour passer du repère Rp(i) à Ri.

Nous définissons également, pour un vecteur 3D, la forme de produit vectoriel défini par
l’opérateur ×. Par exemple :

p(i)pi× =


0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 . (2.7)

2.1.4 Algèbre et formalisme spatial

Nous présentons maintenant le formalisme du vecteur spatial définit par Rodriguez et al. [19].
Un vecteur spatial combine en six dimensions les aspects linéaires et angulaires des mouve-
ments et des forces. Par exemple, ce formalisme regroupe efficacement les six paramètres
nécessaires pour décrire la position d’un repère dans l’espace. Nous exprimons la position
spatiale p(i)xi du repère Ri par rapport au repère Rp(i) en utilisant les vecteurs 3D d’orienta-
tion et de position :

p(i)xi =
p(i)oi
p(i)pi

 . (2.8)

De façon similaire à la position, nous définissons la vitesse spatiale vi du repère Ri, exprimée
dans le repère Rp(i), en utilisant p(i)ωi et p(i)vi les vitesses angulaires et linéaires du repère
Ri :

p(i)vi =
p(i)ωi
p(i)vi

 =
p(i)ȯi
p(i)ṗi

 . (2.9)

Pour finir, nous définissons l’accélération spatiale du repère Ri. Nous commençons par rappe-
ler la représentation classique de l’accélération qui consiste à différentier deux fois l’orientation
et la position du repère Ri dans le repère Rp(i) :

p(i)ai =
p(i)öi
p(i)p̈i

 . (2.10)
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Cette représentation classique de l’accélération d’un corps n’est pas la véritable dérivée de sa
vitesse spatiale. En effet, lors de la différentiation de p(i)vi un terme supplémentaire apparaît
dû à la vitesse de rotation p(i)ωi du repère Ri par rapport à Rp(i). L’accélération spatiale,
véritable dérivée de la vitesse spatiale, est donc :

v̇i =
p(i)ω̇i
p(i)v̇i

 =
 p(i)öi
p(i)p̈i − p(i)ȯi × p(i)ṗi

 . (2.11)

2.1.5 Utilisation des transformées de Plücker

Nous présentons maintenant la transformée de Plücker iXp(i) qui permet de transformer un
vecteur spatial exprimé dans le repère Rp(i), en son homologue exprimé dans le repère Ri.
Nous présentons d’abord les fonctions de construction des transformées dans le tableau 2.3.

Tableau 2.3 Fonctions de construction des transformées de Plücker

rx(θ) =

1 0 0
0 c −s
0 s c

 ry(θ) =

 c 0 s
0 1 0
−s 0 c

 rz(θ) =

c −s 0
s c 0
0 0 1


Avec : c = cos(θ), s = sin(θ)

rot(E) =
[
E 0
0 E

]
xlt(p) =

[
1 0
−p× 1

] rotx(θ) = rot(rx(θ))
roty(θ) = rot(ry(θ))
rotz(θ) = rot(rz(θ))

Grâce aux fonctions de construction du tableau 2.3 nous pouvons représenter l’orientation du
repère Ri par rapport à Rp(i) à l’aide de la matrice de rotation iRp(i), construite à partir du
vecteur d’orientation p(i)oi défini dans l’équation 2.6. Ces deux notations sont équivalentes et
reliées par l’équation :

iRp(i) = rz(φ) ry(θ) rx(ψ). (2.12)

Nous expliquons d’abord comment construire la transformée de Plücker iXp(i) en utilisant
p(i)pi la position de Ri exprimée dans le repère Rp(i) et iRp(i) la matrice rotation de p(i) vers
i :

iXp(i) =
 iRp(i) 0
−iRp(i)

p(i)pi× iRp(i)

 . (2.13)

Il est également possible de construire la transformée iXp(i) en utilisant les paramètres de
Denavit-Hartenberg. On se place alors dans le cas où deux corps sont reliés par une liaison
pivot. Nous construisons d’abord la transformée constante iXT p(i) qui dépend uniquement de
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la géométrie des corps, puis iXJ p(i) la transformée qui dépend de la variable de joint θi. En
utilisant les paramètres présentés dans la section 2.1.2 nous obtenons l’équation :

iXp(i) = iXJ p(i)
iXT p(i) avec


iXT p(i) = xlt

[
ai 0 di

]>
rotx(αi),

iXJ p(i) = rotz(θi).
(2.14)

2.1.6 Propriétés inertielles d’un corps

Nous exprimons finalement les informations inertielles du corps i. Nous construisons la ma-
trice d’inertie généralisée Ii du corps i exprimé au repère Ri. Sachant que m est la masse du
corps, ĪCOG la matrice d’inertie classique du corps exprimée au centre de gravité et c est la
position du centre de gravité dans le repère Ri :

Ii =
ĪCOG +mc× c×> mc×

mc×> m13

 , (2.15)

où 13 est la matrice identité de taille 3 × 3. Cette information est stockée en parallèle des
paramètres de Denavit-Hartenberg pour décrire une architecture. Elle sera récupérée par les
algorithmes qui construisent le modèle dynamique.

2.2 Considérations historiques sur les concepts fondamentaux de la robotique

Nous considérons un système robotique décrit par le formalisme établi à la section précédente.
Nous abordons maintenant les concepts de base de la robotique.

2.2.1 Historique du contrôle en position

La première étape du déploiement d’un robot (manipulateur ou mobile) est l’intégration d’un
contrôle en position. Lorsque le robot possède un grand nombre de degrés de liberté, nous
atteignons les limites d’un simple contrôle au niveau cinématique. Notamment, la prise en
compte des effets inertiels sur le mouvement de la base est nécessaire. La majorité des bipèdes,
quadrupèdes et rovers articulés modernes sont contrôlés sur la base du modèle dynamique.
Pour un robot dont le modèle dynamique est connu, la résolution du problème de dynamique
inverse permet l’application de la linéarisation par rétroaction pour réduire le problème de
commande en position au cas bien connu des systèmes linéaires [20, 21].

La modélisation dynamique d’un robot à nombreux degrés de liberté est coûteuse numérique-
ment. Les algorithmes les plus performants se basent sur la formulation de Newton-Euler des
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équations de mouvement. Il s’agit d’une généralisation aux assemblages de corps rigides des
principes de la dynamique de Newton. Luh, Walker et Paul décrivent l’algorithme fondateur
Recursive Newton-Euler Algorithm (RNEA) basé sur la propagation récursive des forces et
des vitesses à travers le système pour résoudre le problème de dynamique inverse dans l’espace
des articulations [22]. Différentes variations ont été développées avec le temps [23,24].

Il est logique de représenter la dynamique d’un système dans l’espace opérationnel car les
tâches qu’il réalise sont définies dans cet espace. Nous pouvons alors réaliser un suivi de
trajectoire directement dans l’espace opérationnel. Nous supprimons ainsi la nécessité du
modèle géométrique inverse qui transforme la trajectoire de référence exprimée dans l’espace
opérationnel en une trajectoire dans l’espace articulaire. Le formalisme des équations de
mouvement dans l’espace opérationnel est décrit par Khatib [25] puis étendu aux systèmes
à plusieurs branches [26] et aux systèmes subissant des contraintes holonomes comme les
boucles cinématiques [27]. Sentis et Khatib ont également étendu le contrôle dans l’espace
opérationnel à un robot en vol [28]. Nous notons que les algorithmes récursifs pour résoudre
la dynamique inverse ont été adaptés aux problèmes dans l’espace opérationnel [29,30].

2.2.2 Intégration du contact au sol

Lors de la conception d’un contrôleur pour robot mobile il faut considérer le contact au
terrain. Le contrôle de la position et des efforts sur les points de contacts influe sur la position
du centre de gravité et la posture de la base. Park et Khatib ont itéré sur le contrôle de
robot subissant des contraintes holonomes [27] pour permettre le contrôle d’humanoïdes [31].
Wensing utilise la redondance des contacts pour optimiser les forces sur les supports [32] puis
généralise ce travail aux quadrupèdes [33].

Des études similaires sont dirigées vers les rovers articulés. L’utilisation de leurs jambes ar-
ticulées permet une suspension active sur le terrain. Reid informe le contrôle en position en
construisant une carte du terrain [34]. Cordes développe une technique d’adaptation cinéma-
tique où l’altitude désirée des points de contact est actualisée en fonction de la posture de la
base et des forces sur chaque contact [16]. Wheeler, Sentis et le rover ATHLETE utilisent un
modèle de contrôle par compliance des points de contact [10,35,36]. Hutter et Hyon utilisent
le contrôle en force pour répartir les efforts et atteindre la posture désirée en générant des
couples de corrections en fonction de l’erreur angulaire [37–39]. La méthode que nous pré-
sentons dans ce mémoire est basée sur le contrôle hybride en force et position [40] et permet
le maintien de la posture sur un terrain inégal et inconnu, sans capteurs d’efforts.
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2.2.3 Rejet des perturbations extérieures et gestion des erreurs de modélisations

La robustesse est importante pour les robots mobiles. Ils subissent des changements de masse
et d’inertie lorsqu’ils portent une charge utile. Des contacts non modélisés peuvent survenir
et les capteurs d’efforts sont peu performants. Le contrôle en position et en force par inversion
dynamique peut être rendu plus résistant aux perturbations avec des méthodes de contrôle
adaptatif [41,42], ou encore le contrôle robuste basé sur la passivité [43]. Nous nous intéressons
dans ce mémoire à la méthode plus moderne des observateurs de perturbations [44–47].
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CHAPITRE 3 ARCHITECTURE ET MODELISATION

3.1 Présentation du système développé

La nouvelle architecture remplit les fonctions d’un robot mobile manipulateur de type rover
articulé. Contrairement au châssis central d’un rover, le système est composé de multiples
bases chacune connectées à ses deux voisines immédiates. Nous réfèrerons aux bases par le
nom torses par la suite. L’architecture robotique du système est ainsi organisée en une boucle
cinématique dépourvue de base centralisée. Chaque torse permet l’installation d’instruments
nécessaires à la mission. Par exemple, ils peuvent être équipés d’une roue, d’un gripper pour
manipuler ou un conteneur pour porter davantage de charge utile. Les bras reliant les torses
permettent de modifier la position relative des torses. L’architecture intègre simultanément
des roues à suspension active et des manipulateurs parallèles sans complexité ajoutée. Des
vues d’artiste réalisés par Chris Martins sont données figures 3.1 et 3.2.

Figure 3.1 Vue d’artiste du système équipé de quatres roues.
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Figure 3.2 Vue d’artiste du système équipé d’un gripper et d’un conteneur.

Quadrant constitutif

La liaison entre deux torses voisins est faite par un bras articulé. Nous nommons quadrant
l’ensemble {torse, bras}. Nous enchaînons les quadrants pour créer la boucle cinématique qui
constitue le système complet. Pour une configuration comportant Q quadrants, le quadrant
Q est relié au quadrant Q−1 et au quadrant 1. Nous donnons une description d’un quadrant
en utilisant les paramètres de Denavit-Hartenberg dans le tableau 3.1.

Tableau 3.1 Description de Denavit-Hartenberg du premier quadrant

Parent p(i) Corps i Nom Repère αi di ai θi γi εi
Base 0 1 Torse 1 Q1, R0 n/a n/a n/a n/a n/a n/a

1 2 Épaule 1 Q1, R1 0 Ltorse 0 θ1 0 0
2 3 Biceps 1 Q1, R2 90 Lépaule 0 θ2 0 0
3 4 Avant-Bras 1 Q1, R3 0 Lbras 0 θ3 0 0
4 5 Poignet 1 Q1, R4 0 Lbras 0 θ4 0 0
5 6 Torse 2 Q1, R5 −90 Lépaule 0 θ5 0 0
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Module - Roue

La roue est le module le plus communément fixé aux torses. Nous donnons une description
d’une roue en utilisant les paramètres de Denavit-Hartenberg dans le tableau 3.2.

Tableau 3.2 Description de Denavit-Hartenberg d’une roue

Parent p(i) Corps i Nom Repère αi di ai θi γi εi
1 21 Bassin 1 Q1, R6 0 Ltorse

2 0 θ21 0 −Labs
21 22 Roue 1 Q1, R7 90 0 0 θ22 0 0

Lorsque le torse du quadrant est équipé d’une roue, l’ensemble {quadrant, roue} est visualisé
par le schéma cinématique figure 3.3.
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Figure 3.3 Schéma cinématique d’un quadrant équipé d’une roue.

De simples pieds peuvent être installés si nous désirons une architecture plus compacte et
plus adaptée à un environnement plus délicat. Le système se comporte alors comme un robot
multi-jambes.
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Module - Gripper

Pour les fonctions nécessitant une action sur l’environnement, un module gripper peut être
installé sur un torse. Nous pouvons par exemple adapter un système commercial.

Module - Conteneur

Un conteneur peut être installé sur un torse en complément d’une roue pour augmenter
la quantité de charge utile transportable. Des emplacements de stockages plus réduits sont
disponibles sur les bras.

Architecture à quatre quadrants

Un nombre minimal de trois quadrants est nécessaire pour garantir la stabilité statique sur
le terrain. Un système à trois quadrants est isostatique sur tout terrain. Il est possible d’aug-
menter le nombre de quadrants en fonction de l’application. Un système à quatre quadrants
permet l’utilisation d’un des torses comme manipulateur alors que les trois autres garan-
tissent un contact isostatique avec le sol.
La version considérée pour l’illustration de ce travail comporte quatre quadrants équipés
de quatre roues. Le système est entièrement caractérisé par la description paramétrique de
Denavit-Hartenberg dans le tableau 3.3. Le tableau 3.4 décrit les deux repères 30 et 31 de
fermetures de boucle, associés aux corps prédécesseur 11 et successeur 21. Ces concepts sont
expliqués section 2.1.1. Nous rappelons que lorsque la boucle est fermée, les deux repères 30
et 31 se superposent parfaitement.
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Tableau 3.3 Architecture à quatre quadrants - Paramètres de Denavit-Hartenberg

Parent p(i) Corps i Nom Repère αi di ai θi γi εi
W 1 Torse 1 Q1, R0 n/a n/a n/a n/a n/a n/a

1 2 Épaule 1 Q1, R1 0 Ltorse 0 θ1 0 0
2 3 Biceps 1 Q1, R2 90 Lépaule 0 θ2 0 0
3 4 Avant-Bras 1 Q1, R3 0 Lbras 0 θ3 0 0
4 5 Poignet 1 Q1, R4 0 Lbras 0 θ4 0 0
5 6 Torse 2 Q1, R5 −90 Lépaule 0 θ5 0 0
6 7 Épaule 2 Q2, R1 0 Ltorse 0 θ6 0 0
7 8 Biceps 2 Q2, R2 90 Lépaule 0 θ7 0 0
8 9 Avant-Bras 2 Q2, R3 0 Lbras 0 θ8 0 0
9 10 Poignet 2 Q2, R4 0 Lbras 0 θ9 0 0
10 11 Torse 3 Q2, R5 −90 Lépaule 0 θ10 0 0
1 12 Poignet 4 Q4, R5 0 0 0 θ11 180 0
12 13 Avant-Bras 4 Q4, R4 90 Lépaule 0 θ12 0 0
13 14 Biceps 4 Q4, R3 0 Lbras 0 θ13 0 0
14 15 Épaule 4 Q4, R2 0 Lbras 0 θ14 0 0
15 16 Torse 4 Q4, R1 −90 Lépaule 0 θ15 0 0
16 17 Poignet 3 Q3, R5 0 Ltorse 0 θ16 0 0
17 18 Avant-Bras 3 Q3, R4 90 Lépaule 0 θ17 0 0
18 19 Biceps 3 Q3, R3 0 Lbras 0 θ18 0 0
19 20 Épaule 3 Q3, R2 0 Lbras 0 θ19 0 0
20 21 Torse 3 * Q3, R1 −90 Lépaule 0 θ20 0 0
0 22 Abs 1 Q1, R6 0 Ltorse

2 0 θ21 0 −Labs
22 23 Wheel 1 Q1, R7 90 0 0 θ22 0 0
5 24 Abs 2 Q2, R6 0 Ltorse

2 0 θ23 0 −Labs
24 25 Wheel 2 Q2, R7 90 0 0 θ24 0 0
10 26 Abs 3 Q3, R6 0 Ltorse

2 0 θ25 0 −Labs
26 27 Wheel 3 Q3, R7 90 0 0 θ26 0 0
15 28 Abs 4 Q4, R6 0 Ltorse

2 0 θ27 0 −Labs
28 29 Wheel 4 Q4, R7 90 0 0 θ28 0 0

Tableau 3.4 Architecture à quatre quadrants - Repères pour la fermeture de boucle

Corps a(i) Repère i Nom αi di ai θi γi εi
11 30 T3 Boucle 0 Ltorse 0 0 180 0
21 31 T3* Boucle 0 0 0 0 0 0
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3.2 Modélisation du système

Nous basons l’établissement d’un modèle sur les paramètres de Denavit-Hartenberg des ta-
bleaux 3.3 et 3.4. Nous posons NB = 28, NJ = 29 et NL = 1. La dimension du système
mobile est donc n = 6 +NB = 34.

Nous dénombrons cinq torses {T1, T2, T3, T4, T5} correspondant aux corps {1, 6, 11, 16, 21}.
Le torse T5 est un torse virtuel identique au torse T3 utilisé pour paramétriser la fermeture de
boucle. La boucle cinématique introduit des contraintes internes dans le système, qu’il faut
inclure dans la modélisation.

Nous posons m = 5× 6 + 8 = 38 le nombre de paramètres nécessaires pour représenter dans
l’espace opérationnel la position des 5 torses et les 8 degrés de liberté des roues.

3.2.1 Représentation d’état dans l’espace articulaire

Nous représentons l’état du système dans l’espace articulaire à l’aide du vecteur q ∈ Rn=34

(tableau (3.5)).

Tableau 3.5 Représentation par vecteur d’état dans l’espace articulaire

q =


wxT1

θ1
...
θ28

 ∈ Rn q̇ =


wvT1

θ̇1
...

θ̇28

 ∈ Rn q̈ =


wv̇T1

θ̈1
...

θ̈28

 ∈ Rn

Avec wxT1 = 0x1 les coordonnées cartésiennes de la base flottante (Torse 1) par rapport au
repère galiléen w. Les vecteurs wvT1 et wv̇T1 sont la vitesse et accélération spatiales de la base
flottante par rapport à w.

3.2.2 Représentation d’état dans l’espace opérationnel

Nous représentons l’état du système dans l’espace cartésien à l’aide du vecteur de coordonnées
spatiales x ∈ Rm=38 (tableau (3.6)). Le vecteur p(Ti)xTi ∈ R6 décrit la position cartésienne
d’un torse Ti par rapport à son torse parent p(Ti). Nous conservons les coordonnées θ20, ..., θ28

pour décrire l’état des roues. Les vecteurs v et v̇ sont la vitesse et accélération spatiales du
système (tableau (3.6)).

Remarque. La dimension m du vecteur x est supérieure à n celle du vecteur q. Nous utili-
serons des pseudo-inverses dans les relations entre x et q.
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Tableau 3.6 Représentation par vecteur d’état dans l’espace opérationnel

x =



wxT1
T1xT2
T2xT3
T1xT4
T4xT5

θ20
...
θ28


∈ Rm v =



wvT1
T1vT2
T2vT3
T1vT4
T4vT5

θ̇20
...

θ̇28


∈ Rm v̇ =



wv̇T1
T1v̇T2
T2v̇T3
T1v̇T4
T4v̇T5

θ̈20
...

θ̈28


∈ Rm

Astuce pour la gestion de l’architecture parallèle Nous insistons sur la forme du
vecteur d’état dans l’espace opérationnel. Chaque torse est considéré relativement à son
prédécesseur. Cette astuce nous permet d’éviter les problèmes des architectures parallèles.
En effet, nous commandons indépendamment les torses qui sont liés entre eux par des bras
séries. La gestion de la dynamique de la boucle cinématique se fait dans un second temps par
l’introduction des contraintes internes qu’elle génère (section 3.2.8).

3.2.3 Description du modèle géométrique

Le modèle géométrique relie l’état articulaire d’un robot à l’état opérationnel.

Modèle géométrique direct

Déterminer le modèle géométrique direct revient à déterminer la fonction Geo :

x = Geo(q). (3.1)

Même si l’architecture globale est parallèle, nous évitons les difficultés associées grâce à
la forme du vecteur d’état x. En effet, x contient les positions des torses relativement à
leur prédécesseur. Par exemple, considérons la géométrique directe du premier quadrant.
L’élément T1xT2 est fonction des joints θ1, θ2, θ3, θ4 et θ5 qui forment un bras série :

T1xT2 = Geo
([
θ1 θ2 θ3 θ4 θ5

]>)
. (3.2)

Plus précisément, pour obtenir le sous-vecteur d’état T1xT2 nous utilisons la transformée de
Plücker T2XT1 exprimant le passage de la base T1 dans la base T2. La transformée T2XT1 est
calculée à partir des variables de joints θ1, θ2, θ3, θ4 et θ5 en utilisant l’équation (2.14).
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Les équations complètes sont disponibles en annexe A.

Modèle géométrique inverse

Le modèle géométrique inverse est nécessaire pour transformer une position dans l’espace
opérationnel vers l’espace des articulations :

q = Geo−1(x). (3.3)

La solution n’est pas toujours unique, et il n’existe pas de méthode systématique pour l’éta-
blir. Par un travail sur les transformées homogènes d’un quadrants nous pouvons obtenir la
relation suivante : [

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5

]>
= Geo−1(T1xT2). (3.4)

Les équations complètes peuvent être trouvées en annexe A. Pour obtenir le modèle inverse
global (équation (3.3)) il suffit d’appliquer ces formules à chaque quadrant.

3.2.4 Description du modèle cinématique

Le modèle cinématique relie la dérivé q̇ de l’état articulaire d’un robot à la vitesse spatiale
v dans l’espace opérationnel.

Modèle cinématique directe

Par différentiation par rapport au temps du modèle géométrique nous obtenons la relation
suivante :

v = Jq̇, (3.5)

où J ∈ Rm×n est la jacobienne analytique du système. Il est possible d’établir la jacobienne
par un algorithme récursif utilisant les transformées de Plücker de l’ensemble {iXp(i) tel que i ∈
[1, n]} (section 1.8 de Siciliano et Khatib [17]).

Modèle cinématique inverse

L’établissement du modèle cinématique inverse est nécessaire pour transformer une vitesse
dans l’espace cartésien en une vitesse dans l’espace des articulations. Cela nécessite l’inversion
de la jacobienne. Nous utiliserons la matrice pseudo-inverse J̄ ∈ Rn×m, défini par Khatib [25],
pour obtenir la cinématique inverse :

q̇ = J̄v. (3.6)
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La relation pour le calcul de J̄ est donnée en section 3.2.6.

3.2.5 Description du modèle de contact

Tout corps du système est susceptible de subir des efforts extérieurs mais nous modélisons
uniquement les contacts sur les modules attachés aux torses. Qu’il s’agisse de roue, de pied
ou de gripper nous leur attribuons un point de contact où les efforts sont mesurés.

Nous définissons l’ensemble {contact} = {..., Ti, ...} regroupant les torses Ti dont les modules
sont en contact avec le sol. Nous définissons αc le nombre de torses dans {contact}. Nous
notons que dans notre cas, le torse T5 est un torse virtuel au comportement identique au
torse T3. À ce titre nous définissons {contact} = {contact}\{T5} et ᾱc le nombre de torses
qu’il contient.

Nous utilisons la jacobienne de contact Jc ∈ R6ᾱc×n qui projette les forces exprimées aux
ᾱc points de contacts en un couple exprimé dans l’espace articulaire. C’est le couple crée
par les forces de contact et ressenti sur les joints du système. Avec une architecture à quatre
quadrants, nous avons ᾱc ∈ [1, 4]. Le vecteur de forces spatiales f e ∈ R6ᾱc est la concaténation
des forces spatiales appliquées sur les points de contact ; l’effort dans l’espace des articulations
dû aux forces de contact τ e est lié à f e par la jacobienne de contact :

τ e = J>c f
e. (3.7)

Nous pouvons aussi exprimer les efforts extérieurs dans l’espace opérationnel par le vecteur
de forces spatiales he ∈ Rm qui est lié à τ e par la jacobienne géométrique :

τ e = J>he. (3.8)

Nous notons que he = J̄J>c f
e.

3.2.6 Description du modèle dynamique

Modèle dynamique - Espace des articulations

Nous pouvons condenser la dynamique du système sous la forme des équations du mouvement
dans l’espace des articulations :

H(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + g(q) = J>he + τ + τ c + τ d, (3.9)
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où

H(q) ∈ Rn×n est une matrice symétrique définie positive matrice appelée
matrice d’inertie généralisée du système ;

C(q, q̇) ∈ Rn×n est une matrice telle que le vecteurC(q, q̇)q̇ exprime le couple
dû aux effets de Coriolis et des forces centrifuges ;

g(q) ∈ Rn est le couple dû aux effets de la gravité ;
he ∈ Rn est le couple dû aux forces agissant sur les points de contact ;
τ ∈ Rn est le couple de régulation produit par les moteurs aux joints ;
τ c ∈ Rn est le vecteur des contraintes internes dues à la boucle ciné-

matique ;
τ d ∈ Rn est un vecteur représentant tous les autres effets non modéli-

sés.

Nous posons les postulats 1 et 2 ainsi que les hypothèses 1 et 2 portant sur les éléments des
équations du mouvement.

Postulat 1. Les matrices H(q) et C(q, q̇) ainsi que les vecteurs g(q) et he sont incertains
mais bornés :

H(q) vérifie : m−1n ≤H(q) ≤ m+1n ;

C(q, q̇) vérifie : ‖C(q, q̇)‖ ≤ C+ ;

g(q) vérifie : ‖g(q)‖ ≤ g+.

he vérifie : ‖he‖ ≤ he,+.

Postulat 2. La matrice C(q, q̇) n’est pas unique. Nous choisissons la forme suivante pour
faciliter nos calculs [48] :

Ḣ(q) = C(q, q̇) +C>(q, q̇), ∀(q, q̇) ∈ R2n. (3.10)

Hypothèse 1. Nous supposons que les vecteurs q et q̇ sont parfaitement connus.

Hypothèse 2. Nous considérons que la trajectoire désirée qdes(t) (respectivement xdes dans
l’espace opérationnel) et le couple de perturbation τ d(t) sont suffisamment lisses et unifor-
mément bornés :

— soit qdes(t) =
[
qdes(t); ... ; q(3)

des(t)
]
, alors ∃ q+

des > 0 tel que ‖qdes(t)‖ ≤ q+
des, ∀t ;

— soit td(t) =
[
τ d(t); τ̇ d

]
, alors ∃ td+

> 0 tel que
∥∥∥td(t)∥∥∥ ≤ td+

, ∀t.

Le calcul du modèle dynamique est basé sur les dimensions et les paramètres inertiels intro-
duits dans la section 2. Malgré les techniques modernes d’usinage, des erreurs sont toujours
introduites lors de la mesure de ces dimensions et lors du pesage des pièces. Nous ne pouvons
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alors obtenir que des estimés H̄ , C̄, ḡ des éléments de l’équation (3.9) dits éléments nomi-
naux ou connus. En effet, même si q est parfaitement connu, la connaissance parfaite de g(q)
nécessite la connaissance parfaite des masses du système. Les capteurs d’efforts modernes
introduisant également des erreurs dans le calcul de he, nous posons son homologue connu
h̄e. Nous estimons que ces éléments vérifient les mêmes propriétés que leurs homologues in-
connus. Nous mettons en évidence dans le modèle dynamique les éléments connus et donc
accessibles pour le contrôle :

H̄q̈ + C̄q̇ + ρ̄︸ ︷︷ ︸
Connus

= τ︸︷︷︸
Régulation

+
Contraintes internes︷︸︸︷

τ c + d︸︷︷︸
Inconnus

, (3.11)

où nous posons ρ et son homologue ρ̄ pour simplifier les équations :

ρ(q,he) = g(q)− J>he, (3.12)

et le vecteur d. Ce vecteur regroupe les sources de perturbations dues aux éléments extérieurs
non modélisés τ d et celles dues aux erreurs de modélisation du système H̃(q) = H(q)−H̄(q),
C̃(q, q̇) = C(q, q̇)− C̄(q, q̇), g̃(q) = g(q)− ḡ(q) et h̃e = he − h̄e :

d = τ d − H̃(q)q̈ − C̃(q, q̇)q̇ − ρ̃(q,he). (3.13)

Modèle dynamique - Espace opérationnel

Nous utilisons la jacobienne J pour projeter la dynamique du système dans l’espace opéra-
tionnel :

Λ(q)v̇ + µ(q, q̇) = he + f + J̄>τ c + J̄>τd,

τ = J>f ;
(3.14)

où


Λ−1 =

(
JH−1J>

)
;

J̄> = ΛJH−1;

µ = J̄> (Cq̇ + g + d)−ΛJ̇ q̇.

(3.15)

La matrice J̄ ∈ Rn×m est connue comme l’inverse généralisé dynamiquement consistant de
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la jacobienne J [25].

Inversion de Λ−1 Comme m = n + 4, la matrice de masse Λ−1 est symétrique positive
avec quatre valeurs singulières nulles, associées aux quatre degrés de liberté dans l’espace
opérationnel que nous ne pouvons pas commander. D’autres valeurs singulières nulles peuvent
apparaitre aux singularités géométriques. Pour inverser Λ−1 il est donc nécessaire de traiter
ces valeurs singulières nulles. Pour cela, nous utilisons la décomposition en valeurs singulières.
Nous posons :

Λ−1 = USV >, (3.16)

alors
Λ = V S#U>, (3.17)

où S# est le pseudo-inverse de la matrice diagonale S. Il est calculé de la manière suivante :
tout coefficient de S au dessus du seuil de tolérance numérique est remplacé par son inverse.
Les autres coefficients sont mis à zéro.

Nous concluons en écrivant la dynamique du système sous une forme séparant les données
connues et inconnues :

Λ̄v̇ + µ̄− h̄e = f + J̄>τ c + J̄>d,

τ = J>f .
(3.18)

Le modèle dans l’espace des articulations est plus rapide à calculer à l’aide des algorithmes
récursifs. Le modèle dans l’espace opérationnel fait intervenir v̇ au lieu de q̈, supprime l’étape
de cinématique inverse et permet ainsi de traverser les singularités géométriques. En contre-
partie, le calculer numériquement est plus compliqué. Il est judicieux d’utiliser les deux
modèles de façon complémentaire. Nous notons que v̇ = Jq̈ + J̇ q̇.

3.2.7 Particularité de la dynamique d’un robot mobile

Nous soulignons que notre système est un robot mobile. Sa base (corps 1 dans le tableau 3.3)
est relié à la base fixe dans le repère galiléen w (corps 0) par un joint virtuel à six degrés
de liberté. Dans le modèle global (3.9), nous pouvons distinguer le sous-manipulateur (indice
�m pour manipulator) composé du système complet comme si la base flottante était fixe (de
dimension NB). Et nous pouvons distinguer la dynamique du joint 1 (indice �fb pour floating
base) liant la base flottante à la base fixe (de dimension 6) [24] :
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Icfb F

F> Hm


︸ ︷︷ ︸

H

·

wv̇T1

q̈m


︸ ︷︷ ︸
q̈

+
 Cfb

wvT1 + gfb
Cmq̇m + gm + dm


︸ ︷︷ ︸

Cq̇ + g + d

=
J>fbhefb
J>mh

e
m


︸ ︷︷ ︸
he

+
 0
τm


︸ ︷︷ ︸
τ

+
 0
τ cm


︸ ︷︷ ︸
τ c

+
τ dfb
τ dm


︸ ︷︷ ︸
τ d

. (3.19)

où

Icfb ∈ R6×6 est la matrice d’inertie généralisée du corps composite regrou-
pant le système complet ;

F ∈ R6×NB est une matrice dont les colonnes sont les forces spatiales à ap-
pliquer sur la base flottante pour résulter en une accélération
unitaire à chaque joints ;

τ dfb ∈ R6 est le vecteur des effets non modélisés appliqué à la base flot-
tante en considérant le système comme un seul corps compo-
site.

Nous notons que les six premières composantes de τ sont nulles car le joint 1 est virtuel et ne
peut transmettre de couple de régulation. Les six premières composantes de τ c sont également
nulles car les contraintes internes ne se répercutent pas en dehors de la boucle cinématique.
Mettons le système (3.19) sous une forme séparant les données connues et inconnues :

 Īcfb F̄

F̄> H̄m


︸ ︷︷ ︸

H̄

·

wv̇T1

q̈m


︸ ︷︷ ︸
q̈

+
C̄fb

wvT1 + ρ̄fb
C̄mq̇m + ρ̄m


︸ ︷︷ ︸

C̄q̇ + ρ̄

=
 0
τm


︸ ︷︷ ︸
τ

+
 0
τ cm


︸ ︷︷ ︸
τ c

+
dfb
dm


︸ ︷︷ ︸
d

. (3.20)

À partir de la forme des systèmes (3.19) et (3.20), nous pouvons obtenir une relation directe
entre q̈m et τm en soustrayant à la seconde ligne F>(Icfb)−1 multipliée par la première ligne :

H̄act︷ ︸︸ ︷(
H̄m − F>(Icfb)−1F

)
·q̈m +

{C̄q̇}act︷ ︸︸ ︷(
C̄mq̇m − F>(Icfb)−1C̄fb

wvT1

)

+

ρ̄act︷ ︸︸ ︷(
ρ̄m − F>(Icfb)−1ρ̄fb

)
= τm + τ cm +

(
dm − F>(Icfb)−1dfb

)
︸ ︷︷ ︸

dact

.

(3.21)

L’équation (3.21) exprime la dynamique du système au même titre que les équations (3.9)
et (3.11) mais en une relation direct entre q̈m = q̈m et τm indépendante de wv̇T1 . Comme
uniquement la partie τm non nulle de τ intervient, nous pouvons dire que cette relation
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projette la dynamique du système dans son espace actionnable (�act).

Notamment, un vecteur u =
[
u>fb u>m

]>
(ufb ∈ R6 et um ∈ RNB) agissant sur la dynamique

complète du système peut être projeté sur la dynamique du sous-manipulateur :

uact = um − F>(Icfb)−1ufb (3.22)

Le terme uact ∈ RNB est la projection de u dans l’espace actionnable car il est projeté dans
l’espace où nous pouvons spécifier des composantes de τ non nulles.

Dans la suite du développement nous utilisons les éléments {H̄ , C̄q̇, ρ̄} dans les équations de
design des contrôleurs et de l’observateur de perturbation. Nous projetons alors tout élément
obtenu (couple de régulation τ r ou estimé des perturbation d̂) dans l’espace actionnable en
utilisant l’équation (3.22).

3.2.8 Effet de la boucle cinématique

Lemme 1 (Solution de norme minimale de Penrose [49]). Soit la matrice A ∈ Rm×n et r
son rang. Soit l’équation Ax = b tel que b est dans l’image de A. Ce qui revient à dire que
l’équation Ax = b admet une solution. Nous posons A† la matrice pseudo-inverse de Moore
de A.

Alors nécessairement, pour tout r, A†b est la solution de norme euclidienne minimale.

Nous modélisons l’effet de la boucle cinématique dans le modèle (3.9) à l’aide du couple τ c

représentant l’effet du joint de fermeture de boucle sur le reste de l’arbre cinématique [24].

Nous posons τ c = τ géo+τ act où τ géo exprime les contraintes internes provenant des contraintes
géométriques imposées par le joint de fermeture et τ act exprime le couple produit par l’ac-
tionneur du joint de fermeture. Le joint de fermeture choisi arbitrairement est une liaison
complète placée entre le torse T3 et le torse virtuel T5. Nous avons donc τ act = 0 et τ c = τ géo

est généré par des contraintes d’encastrement dans les six direction spatiales. Nous posons
nc = 6 la dimension de l’espace des contraintes de boucles.

Nous pouvons exprimer les contraintes géométriques sous la forme d’une équation matricielle
(3.23) avec K ∈ Rnc×n et k ∈ Rnc . Nous définissons rang(K) = rK :

Kq̈ = k. (3.23)
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Définition de K et k

Le joint de fermeture de boucle est le joint k = 29. Il forme la liaison entre le corps prédéces-
seur p(k) = 11 (Torse 3) et le corps successeur s(k) = 21 (Torse 3 virtuel). Nous définissons
JK = Js(k) − Jp(k) la jacobienne du joint de fermeture. Elle exprime la relation entre q̇ et la
vitesse à travers le joint. Nous définissons aussi Sf k le sous-espace de transmission de force au
joint k. Ce joint étant une liaison complète Sf k = 16 mais il est conservé dans les équations
pour généraliser. Nous pouvons alors définir K comme le sous-espace de transmission des
efforts à travers le joint de fermeture :

K = Sf>k JK = Sf>k
(
Js(k) − Jp(k)

)
. (3.24)

Nous exprimons k en fonction des vitesses spatiales des corps s(k) et p(k) et des accélérations
avp :

k = −Sf>k
(
avps(k) − a

vp
p(k) + vs(k) × vp(k)

)
. (3.25)

Le terme d’accélération avpi n’est pas l’accélération totale du corps i mais celle que ce corps
aurait si q̈ = 0. Il s’agit des effets de Coriolis et des forces centrifuges.

Forces de contraintes

Le joint k exerce une force f c sur le corps s(k) et une force −f c sur le corps sp(k). La force
f c peut être projetée dans l’espace des articulations en utilisant la jacobienne du joint de
fermeture :

τ c = J>Kf
c. (3.26)

Nous pouvons exprimer la force f c à l’aide d’un vecteur de contraintes λ (multiplicateurs de
Lagrange) de dimension nc :

f c = Sf kλ. (3.27)

Dans notre cas nc = 6 et Sf k = I6 donc f c = λ. En utilisant les relations (3.24), (3.26) et
(3.27) nous pouvons obtenir une relation entre τ c et λ :

τ c = K>λ. (3.28)
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La dynamique du système peut alors s’exprimer en fonction de λ dans l’espace des articula-
tions et dans l’espace opérationnel :

E. articulations→
{
H̄q̈ + C̄q̇ + ρ̄ = τ +K>λ+ d,

E. opérationnel→

Λ̄v̇ + µ̄− h̄e = f + J̄>K>λ+ J̄>d,

τ = J>f .

(3.29)

La matrice K est fonction de q. D’après le postulat 1, K est connue parfaitement.

3.2.9 Optimisation par contraintes internes

En utilisant la boucle cinématique du robot, il est possible d’optimiser le couple τ demandé
aux actionneurs. Nous posons K† la matrice pseudo-inverse de Moore [49] de K. On pose
également la matrice G :

G = 1−K>K>†

= 1−K†K

= G>.

(3.30)

La matriceG ∈ Rn×n est hermitienne, de rang (n− rK) et vérifie l’équationGK> = 0. Nous
pouvons alors éliminer λ de la dynamique du système (3.29) pour obtenir l’équation (3.31).
Nous projetons la dynamique du système dans un espace des tâches orthogonal à celui des
contraintes [27] :

Gτ = G

H̄q̈ + C̄q̇ + ρ̄− d︸ ︷︷ ︸
τ̄

 . (3.31)

G étant de rang (n− rK) nous pouvons voir cette relation comme les (n− rK) contraintes
imposées sur le couple par les contraintes géométriques. Nous disposons alors de rK degrés
de liberté sur le choix de τ , le couple final de régulation demandé aux moteurs.

Nous posonsG† la matrice pseudo-inverse de Moore [49] deG. D’après le lemme 1, la solution
de norme minimale à l’équation (3.31) est déterminée par l’équation (3.32) :

τ = G†Gτ̄ . (3.32)

Nous pouvons utiliser les propriétés des pseudo-inverses de Moore [49] pour simplifier cette
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équation :

G†G = G>
(
GG>

)†
G

= G

1− 2K†K +K†KK†K︸ ︷︷ ︸
= K


†

G

= GG†G

= G.

(3.33)

Nous pouvons donc calculer le couple de norme minimale τ à partir de τ̄ en utilisant
l’équation (3.34) basée sur la matrice des contraintes K et sa pseudo-inverse de Moore K† :

τ = Gτ̄ =
(
1−K†K

)
τ̄ . (3.34)

Remarque. Les résultats établis dans cette section sont valables dans l’espace actionnable.
Nous décomposons K =

[
0 Km

]
avec Km ∈ Rnc×NB , et l’équation de minimisation du

couple par contraintes internes devient τm = Gmτ̄m =
(
1−K†mKm

)
τ̄m ∈ RNB .

3.2.10 Forme finale de la modélisation dynamique

Nous concluons cette section en présentant les formes finales de la dynamique modélisée du
système. L’équation (3.31) met en évidence la dynamique du système sans contraintes de
boucle. Dans les sections 4.3 et 4.4 nous basons notre travail sur ce système équivalent pour
déterminer le couple de commande τ̄ en considérant que tous les joints sont actionnés. Nous
projetons τ̄ =

[
τ̄>fb τ̄>m

]>
dans l’espace actionnable pour obtenir τ̄act (équation (3.22)) et

nous déterminons τact le couple de commande optimisé par contraintes internes :

E. articulations→


H̄q̈ + C̄q̇ + ρ̄ = τ̄ + d

τ̄act = τ̄m − F>(Icfb)−1τ̄fb

τact = Gmτ̄act

E. opérationnel→


Λ̄v̇ + µ̄− h̄e = f̄ + J̄>d, et τ̄ = J>f̄

τ̄act = τ̄m − F>(Icfb)−1τ̄fb

τact = Gmτ̄act

(3.35)
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CHAPITRE 4 COMPOSANTS DU CONTRÔLEUR

4.1 Aperçu de la structure de contrôle

Nous basons la conception du contrôleur sur le modèle ouvert nominal, le système (3.35) en
prenant d = 0. L’observateur de perturbation a pour rôle de compenser les perturbations
pour que le système se comporte comme l’équivalent nominal. La structure du système en
boucle fermée est donnée à la figure 4.1.

Générateur
de trajectoire

(x, ẋ, ẍ)des +
Contrôleur

e τ r + Projection et
Optimisation

τ̄
Système

τ d,fe

τact

Estimateur de
perturbation

(q, q̇, q̈)

d̂

−

Cinématique
directe(x, ẋ, ẍ)

−

Figure 4.1 Structure générale des algorithmes de commande.

4.2 Générateur de trajectoire

Lors du déplacement, l’absence de base centrale modifie fondamentalement le travail du
générateur de trajectoire. Pour les robots hautement articulés, la position de la base centrale
évolue dynamiquement pour garantir la stabilité. Notre système ne possède pas ce degré de
liberté supplémentaire ce qui réduit le travail demandé au générateur de trajectoire. Une
trajectoire générée possède deux composantes. La première est la position dans l’espace de
la base du robot wxT1des. Celle-ci est spécifiée par la mission et l’endroit à atteindre. La
deuxième est la position relative des trois autres torses. Nous nous contentons de préciser leur
position dans le plan (~x, ~y), leur altitude évolue dynamiquement avec la forme du terrain.
Un algorithme de vision est nécessaire pour les environnements complexes par exemple le
passage dans un tunnel ; il faut alors ajuster l’écartement des torses en fonction du tunnel.
Afin d’adapter dynamiquement l’altitude des torses en fonction du terrain, nous présentons
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section 4.4 deux méthodes d’adaptation au sol dont l’un des objectifs est le suivi des deux
premières composantes de wxT1des : les orientations

[
θR θP

]
autour des axes ~x et ~y. Nous

déterminons ainsi
[
T1xT2des

T2xT3des
T1xT4des

T4xT5des

]
.

Pour suivre les quatres dernières composantes de wxT1des : les trois composantes de position
et l’orientation autour de l’axe ~z, nous appliquons un schéma de contrôle de robot mobile
classique que nous ne présentons pas ici en détail [50]. Nous calculons ainsi l’état désiré des
roues, les variables articulaires désirées

[
θ20 ... θ28

]
.

Nous notons que la position du centre de masse du système n’est pas aussi fondamentale que
pour les architectures classiques ; nous nous en préoccupons uniquement lorsqu’un torse est
élevé du terrain pour manipuler.

4.3 Systèmes de contrôle en position

Nous implémentons un contrôleur par couple pré-calculé dans l’espace des articulations et
dans l’espace opérationnel [20,21,51].

4.3.1 Couple pré-calculé dans l’espace des articulations

Structure

Nous considérons le couple de commande τ r (4.1). Il est construit à partir d’une boucle
interne linéarisant la dynamique nominale du système (3.35) autour de la commande q̈r
construite dans une boucle externe de régulation :

τ r = H̄q̈r + C̄q̇ + ρ̄. (4.1)

Les éléments de la dynamique {H̄ , C̄q̇, ρ̄} sont calculés par l’algorithme récursif de Newton-
Euler [24]. Cette classe d’algorithme récursif est de complexité O(NB). En injectant le couple
de commande τ̄ = τ r dans le modèle dynamique nominal (3.35) nous obtenons une linéari-
sation parfaite :

q̈ = q̈r. (4.2)

La boucle interne convertit notre problème de contrôle non linéaire en n problèmes linéaires
découplées. Nous construisons la consigne q̈r (équation (4.3)) avec l’accélération désirée et une
compensation proportionnel-dérivateur-intégrateur pour garantir les performances en suivi et
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en régulation :
q̈r = q̈des +KP,qq̃ +KD,q

˙̃q +KI,q

∫
q̃ dt, (4.3)

où nous définissons q̃ l’erreur articulaire :

q̃ = qdes − q. (4.4)

Dynamique de l’erreur et stabilité du système nominal

La dynamique d’erreur articulaires q̃ résultante (4.5) lorsque le système est parfaitement
modélisé, nous permet de conclure sur la stabilité en utilisant les théories d’analyse des
systèmes linéaires :

¨̃q +KP,qq̃ +KD,q
˙̃q +KI,q

∫
q̃dt = 0. (4.5)

La dynamique des erreurs est stable si les n polynômes composant (4.5) sont Hurwitziens [17].
Nous choisissons des matrices de gain de la forme (4.6) pour garantir la stabilité :

K = diag(k1, ..., kn) avec : ki > 0,∀i ∈ [1, n]. (4.6)

4.3.2 Couple pré-calculé dans l’espace opérationnel

Nous pouvons également utiliser le modèle dynamique dans l’espace opérationnel (3.35) qui
permet de s’affranchir du modèle géométrique inverse et du modèle cinématique inverse.

Structure

Nous utilisons une structure similaire à l’inversion dynamique dans l’espace articulaire (sec-
tion 4.3.1). Le couple de commande est calculé dans la boucle interne :

f r = Λ̄v̇r + µ̄− h̄e

τ r = J>f r
(4.7)

La boucle interne linéarise la dynamique du système autour de la commande v̇r :

v̇ = v̇r. (4.8)

Nous choisissons la commande v̇r dans une boucle externe intégrant l’accélération désirée et
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une compensation proportionnel-dérivateur-intégrateur :

v̇r = v̇des +KP,xx̃ +KD,xṽ +KI,x

∫
x̃dt, (4.9)

où nous définissons x̃ et ṽ les erreurs opérationnelles :

x̃ = xdes − x,

ṽ = vdes − v.
(4.10)

Une implémentation algorithmique récursive peut être trouvée dans l’article [33].

Dynamique de l’erreur et stabilité du système nominal

La dynamique d’erreur opérationnelle x̃ résultante lorsque le système est parfaitement modé-
lisé est identique à celle de l’approche dans l’espace articulaire (4.5). La condition de stabilité
est identique.

4.4 Déplacement sur un sol inégal

Nous cherchons à implémenter une méthode bas niveau permettant le déplacement sur un
sol inégal en respectant les objectifs suivants :

Force Leveling Control (FLC) : Pour un nombre de contacts supérieur à 3, le contact
au sol est hyperstatique. Il est alors nécessaire d’ajuster l’altitude de chaque roue pour
garantir le contact au sol de chacune. Nous désirons respecter une répartition des forces
de contact colinéaires à la gravité sur chaque roue.

Roll Pitch Angle (RPA) : Pour un robot mobile, la posture relative à un repère ga-
liléen est fonction des contacts au sol. En ajustant les altitudes de chaque point de
contact nous agissons directement sur la posture angulaire de la base du robot.

Grâce à son architecture, le centre de gravité du système est proche du plan des roues.
Pour garantir la stabilité du système sur un terrain inégal, il n’est pas nécessaire
d’appliquer une technique tel que le Zero-Moment-Point.

4.4.1 Spécification des tâches

Pour ce travail, il est naturel d’utiliser la modélisation du robot dans l’espace opérationnel
(section 3.2.2). Nous présentons ici des notions de contrôle hybride en force et en position. Les
deux solutions présentées utiliseront ce formalisme par simplicité. Nous utilisons les notations



38

du modèle de contact section 3.2.5. Le lecteur est référé à l’article de Villani [40] pour une
présentation plus complète du principe de la commande hybride.

Espaces réciproques des positions et des forces

Nous commençons par définir le repère Rgi qui partage la même origine que RTi (repère fixé
sur le torse Ti) mais dont le vecteur ~z est colinéaire avec ~zg, la direction du vecteur gravité.
Nous définissons également la transformée composite Ω ∈ Rm×m qui transforme un vecteur
d’état exprimé dans les bases locales Rgi vers les bases locales Ti.

Nous présentons maintenant notre solution pour le déplacement sur un sol inégal. Nous nous
appuyons sur les concepts présentés dans la section 2.1.2, spécifiquement la définition de la
dynamique des joints.

Afin de réagir à une variation de terrain il est nécessaire de modifier la position des torses
tout en avançant. Notre solution est de simuler avec un torse se déplaçant dans l’espace, une
liaison qui permet le mouvement dans toutes les directions sauf l’axe ~zg. Dans la direction
~zg, cette liaison virtuelle transmet une force. De façon similaire aux matrices Svpivot et Sf pivot
définies pour la liaison pivot section 2.1.2, nous définissons les matrices de transmission des
mouvements Σv ∈ Rm×(m−αc) et des forces Σf ∈ Rm×αc :

Σv =
[
... Σv ,i ...

]
,

Σf =
[
... Σf ,i ...

]
,∀i tel que Ti ∈ {contact},

(4.11)

où les sous-matrices colonnes Σv i et Σf i sont données par :

Σv ,i =


06(i−1)×5

15×5

01×5

06(4−i)×5

 , Σf ,i =


06(i−1)×1

05×1

1
06(4−i)×1

 si Ti ∈ {contact},

sinon Σv ,i =


06(i−1)×6

16×6

06(4−i)×6

 , Σf ,i est non-définie.

(4.12)

Nous définissons finalement Sv et Sf les matrices généralisées de transmission des mouvements
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et des forces en incluant la transformée composite Ω ∈ Rm×m :

Sv = ΩΣv,

Sf = ΩΣf .
(4.13)

Nous notons que par définition : S>f Sv = 0.

Projection des accélérations et des forces sur les espaces réciproques

Le contrôle hybride classique considère que les forces et les vitesses existent dans des espaces
parfaitement réciproques. La notion de réciprocité est ici similaire à la notion d’espaces
orthogonaux mais s’applique ici à deux espaces qui ne partagent pas les mêmes dimensions.
L’un est un espace où les données sont homogènes à des forces, l’autre est un espace où
les données sont homogènes à des vitesses. Pour améliorer le comportement dynamique de
notre système mobile nous nous abstenons de faire cette hypothèse très conservatrice. Nous
décomposons l’accélération du système v̇ sur les deux sous-espaces des mouvements et des
forces :

v̇ = SvS>v v̇ + SfS>f v̇

= Svν̇ + SfS>f v̇.
(4.14)

Avec un schéma classique de contrôle hybride, le deuxième terme de l’équation (4.14) est pris
nul.

Le vecteur ν̇ = S>v v̇ ∈ Rm−αc représente le vecteur des accélérations dans l’espace des
positions. Au même titre nous posons x = S>v x ∈ Rm−αc .

Nous projetons le couple nominal (connu) h̄e dû aux forces de contact sur les deux sous-
espaces des mouvements et des forces :

h̄e = SfS>f h̄e + SvS>v h̄e

= Sfλe + SvS>v h̄e.
(4.15)

Le vecteur λe = S>f h̄e ∈ Rαc représente le sous-vecteur des forces dans l’espace des forces.

Posture et contacts désirés

Nous nous intéressons à la génération de la posture et des forces de contacts désirées.

Posture de la base La posture est donnée par les deux premières composantes (Roll/Roulis
et Pitch/Tangage)

[
θR θP

]>
de 0xT1 , la position de la base flottante (Torse 1) par rapport
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au repère fixe 0. Nous précisons que le vecteur ~z du repère fixe est colinéaire avec ~zg. Les
angles

[
θR,des θP,des

]>
en sont les homologues désirés.

Répartition des efforts Nous effectuons le développement qui suit en omettant le torse
virtuel T5. À ce titre nous utilisons {contact} = {contact}\{T5} et ᾱc.

Nous posons donc le vecteur λ̄e ∈ Rᾱc qui représente les forces appliquées par le sol aux ᾱc
torses (excepté T5) le long du vecteur ~zg. λ̄e,des est son homologue désiré. La composante i
de λ̄e est la force h̄e~zg ,Ti appliquée par le sol sur le torse Ti le long du vecteur ~zg.

Nous choisissons λ̄e,des en fonction de la répartition optimale des efforts donnés par la position
OG du centre de gravité dans le plan (x, y) du repère Rg et M la masse totale du système.
L’équation d’équilibre statique nous donne :

Aλ̄e,des =
OG

1

M · g
avec A =

[
... ATi ...

]
,∀Ti ∈ {contact} avec : ATi =

Rg1p̄
Ti

1

 ,
(4.16)

où Rg1p̄
Ti

=
[

Rgp
T1 ,x

Rgp
T1 ,z

]>
est la position dans le plan {~x, ~y} du torse Ti par rapport au

repère Rg1. Nous notons que AT0 =
[
0 0 1

]>
.

La matrice A est de taille (3× ᾱc). Elle est de rang min(3, αc) car les points de contact ne
peuvent pas se chevaucher. Si ᾱc < 3 le problème est indeterminé, l’équilibre statique est
impossible. Si ᾱc = 3 l’équilibre est isostatique et nous pouvons résoudre l’équation (4.16)
en inversant A. Si ᾱc > 3 l’équilibre est hyperstatique, il existe une infinité de répartitions
possibles.

Nous considérons ᾱc ≥ 3 et nous définissons A† la pseudo-inverse à droite de A pondérée
par la matrice de répartition des efforts Wc ∈ Rᾱc×ᾱc :

A# = W−1
c A>(AW−1

c A>)−1. (4.17)

D’après le lemme 1, la répartition de masse qui minimise la pondération donnée par Wc est
donnée par l’équation :

λ̄e,des = A#

OG
1

M · g ∈ Rᾱc . (4.18)
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Nous clôturons le calcul en ajoutant la présence du torse T5 si le torse T3 est en contact. Il
ne subi aucune force mais doit être commandé en force pour ne pas gêner le mouvement de
T3 :

λe,des =
λ̄e,des

0

 ∈ Rαc . (4.19)

Remarque. Si les masses de chaque composant sont mal connues, nous pouvons estimer la
position du centre de gravité en utilisant le vecteur λ̄e,static mesuré au repos. Nous pouvons
même estimer ce vecteur avec l’observateur présenté en section 4.5 si nous désirons nous
passer de capteurs :

OG =
OGx

OGy

 =

4∑
i=1

Rgp̄
Ti
· λ̄e,statici∥∥∥λ̄e,static∥∥∥

1

et M · g =
∥∥∥λ̄e,static∥∥∥

1
. (4.20)

Nous déterminons λ̄e,static une seule fois après chaque changement de masse du robot alors
que OG et Rgp̄

Ti
sont mis à jour en temps réel.

4.4.2 Méthode 1 : Adaptation cinématique

Nous implémentons cette méthode pour référence, en utilisant le formalisme du contrôle hy-
bride. Avec une modification, le torse T5 est commandé indépendamment ici et nous prenons
λe,des5 = λe,des3 . Il suivra naturellement la même trajectoire que T3. L’adaptation cinématique
consiste à modifier le vecteur d’état désiré xdes dynamiquement en fonction des erreurs de
suivi de la posture et de la répartition des efforts. Nous nous inspirons de la méthode dévelop-
pée par Cordes [16]. Le choix du contrôleur est indépendant de cette méthode, nous
pouvons utiliser un des deux contrôleurs de position présentés à la section 4.3.
Nous mettons à jour la trajectoire désirée xdes en remplaçant les termes sélectionnés par la
matrice Sf :

xdes = xdes + SfS>f (x− xdes) + Sf
(
KFLC o

FLC +KRPA o
RPA

)
, (4.21)

avec oFLC ,oRPA ∈ Rαc les offsets selon l’axe ~zg générés par les modules FLC et RPA. oFLC =[
..., oFLCi , ...

]>
∀i tel que Ti ∈ {contact} et nous noterons oFLCTi = oFLCi pour clarifier les

explications. KFLC est une matrice de gain diagonale transformant une erreur en force en un
offset en position. Ces éléments sont homogènes à des m · N−1. Et KRPA est une matrice de
gains diagonale adimensionnelle (au sens des unités).

Nous notons que l’hypothèse 2 impose que notre trajectoire désirée sois continument dérivable
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trois fois. Cette hypothèse sera utilisée dans la section 4.6 lors de la preuve de stabilité du
système en boucle fermée. Pour garantir la stabilité du système en pratique, nous sommes
amenés à lisser les offsets en utilisant un filtre.

Module FLC

Nous calculons l’offset (exprimé dans Rg) dû à l’erreur sur la répartition des efforts pour le
torse Ti porté par le torse p(Ti) avec l’équation :

∀i tel que Ti ∈ {contact}, oFLCTi =


(
λei − λ

e,des
i

)
− oFLCp(Ti) si p(Ti) ∈ {contact},(

λei − λ
e,des
i

)
sinon.

(4.22)

Comme chaque torse est attaché directement au précédent il est nécessaire de retrancher
l’offset appliqué au torse parent oFLCp(Ti) .

Module RPA

Nous représentons l’erreur d’orientation
[
θR θP

]>
−
[
θR,des θP,des

]>
sous la forme angle -

axe {e, θe}. Nous notons que e ∈ R2 est unitaire et appartient toujours au plan (x, y) du
repère Rg.

L’offset (exprimé dans Rg) à appliquer pour corriger l’erreur angulaire est fonction de la
distance di du point de contact avec l’axe de rotation e alors que le signe est fonction de la
position dans le plan (x, y) du repère fixe coupé par l’axe e (droite ou gauche) :

di =
∥∥∥e× Rgp̄

Ti

∥∥∥ ,
n = e× ~zg.

(4.23)

Alors ∀i tel que Ti ∈ {contact} :

oRPATi,z =

 sign(Rgp̄
Ti
· n) di tan θe − oRPAp(Ti),z si p(Ti) ∈ {contact},

sign(Rgp̄
Ti
· n) di tan θe sinon.

(4.24)

4.4.3 Méthode 2 : Contrôle hybride

Nous présentons ici un contrôleur venant s’ajouter à ceux de la section 4.3. Nous
appliquons un contrôle hybride au système dans le but de respecter les objectifs d’adaptation
au sol présentés en début de section 4.4. À notre connaissance, cette méthode n’a jamais été
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appliquée à un robot mobile.

Commande par contrôle hybride

Nous utilisons le modèle dynamique nominal dans l’espace opérationnel (3.35) suivant le
schéma de contrôle (4.25). Avec ν̇r ∈ Rm−αc la commande en position et λh ∈ Rαc la com-
mande en force est :

f r = Λ̄Svν̇r + µ̄− Sfλh − SvS>v h̄e,

τ r = J>f r.
(4.25)

La commande ν̇r est définie dans une boucle externe similaire à celle utilisée pour l’inversion
dynamique (4.26) mais dans l’espace des mouvements :

ν̇r = ν̇des +KP,hx̃+KD,hν̃ +KI,h

∫
x̃dt, (4.26)

où nous posons les erreurs en position x̃ = xdes − x et ν̃ = νdes − ν. La commande en force
λh est définie par la boucle externe (4.27). Une simple compensation intégrale est suffisante
dans le cas d’un terrain rigide :

λh = λh,des +KI,λ

∫
λ̃dt. (4.27)

Si le terrain est modélisé comme un ressort, il faut modifier cette boucle externe. Nous posons
l’erreur en force λ̃ = λh,des − λe avec Kλ une matrice de gains diagonale. Nous déterminons
λh,des = λFLC + λRPA dans les modules FLC et RPA.

Module FLC

Nous prenons tout simplement λFLC = λe,des.

Module RPA

Pour corriger l’erreur angulaire, nous voulons générer le moment stabilisant TRPA :

TRPA =
TRPA,x
TRPA,y

 =
−Kθ,P 1(θR − θR,des)−Kθ,D1(θ̇R − θ̇R,des)
−Kθ,P 2(θP − θP,des)−Kθ,D2(θ̇P − θ̇P,des)

 . (4.28)

Nous utilisons l’équation des moments pour déterminer λ̄RPA, les forces appliquées aux points
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de contact résultant au moment TRPA :

Aλ̄RPA = TRPA

donc λ̄RPA = A†TRPA,
(4.29)

avec :

A =
[
... Ai ...

]
,∀i ∈ {contact} avec : Ai =

 Rgp
Ti ,y

−Rgp
Ti ,x

 . (4.30)

De façon similaire à λe,des nous obtenons λRPA en ajoutant une force nulle pour T5 :

λRPA =
λ̄RPA

0

 ∈ Rαc . (4.31)

Dynamique de l’erreur et stabilité

Nous injectons le couple de commande f̄ = f r (4.25) dans la dynamique nominale du sys-
tème (3.35) :

Λ̄v̇ + µ̄− h̄e = Λ̄Svν̇r + µ̄− Sfλh − SvS>v h̄e,

Λ̄Svν̇ + Λ̄SfS>f v̇− Sfλe − SvS>v h̄e = Λ̄Svν̇r − Sfλh − SvS>v h̄e,

Sf
(
λh − λe

)
+ Λ̄SfS>f v̇ = Λ̄Sv (ν̇r − ν̇) ,

(4.32)

où nous utilisons les projections dans les espaces réciproques de commande en position et en
force (section 4.4.1). Nous obtenons les dynamiques d’erreurs :

Λ̄v (ν̇r − ν̇) = 0,

Λ̄−1
f

(
λh − λe

)
+ S>f v̇ = 0,

(4.33)

en posant Λ̄f =
(
S>f Λ̄−1Sf

)−1
et Λ̄v = S>v Λ̄Sv.

Terrain à pente fixe Nous examinons d’abord le cas général d’un terrain à pente fixe. Dans
ce cas S>f v̇ = 0 car chaque torse suit la pente du terrain. Nous obtenons une compensation
parfaite de la dynamique du système :

λ
e = λh

ν̇ = ν̇r
(4.34)

et les deux objectifs d’adaptation au sol 4.4 sont remplis.
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Terrain à pente variante Nous traitons maintenant le cas de la dynamique transitoire
lors de la variation de la pente du terrain. Nous commençons par réécrire la dynamique des
erreurs en force. (

λh − λe
)

= −Λ̄fS>f v̇,

(1 +Kλ)
(
λh,des − λe

)
= − Λ̄fS>f︸ ︷︷ ︸

≥ 0

v̇. (4.35)

Nous nous intéressons au torse Ti. La ligne i de l’équation (4.35) nous donne donc :

(1 +Kλ,i)
(
λh,desi − λei

)
= −Λ̄f,~zg ,i v̇~zg ,i, (4.36)

où v̇~zg ,i est l’accélération du torse Ti selon l’axe ~zg par rapport à son torse parent p(Ti). Et
Λ̄f,~zg ,i la composante selon l’axe ~zg de l’inertie généralisé du torse Ti, elle est homogène à une
masse.

Un torse subissant une variation de terrain accélère donc de façon à suivre le terrain. Si
un torse rencontre un terrain montant, la force de contact qu’il subit va croître et donc(
λh,desi − λei

)
≤ 0. D’après l’équation (4.36) v̇~zg ,i ≥ 0, le torse monte et épouse la forme du

terrain. La dynamique transitoire est donc stable.

Remarque. Le cas du torse T5 est particulier. Il n’est pas en contact avec le sol mais nous
pouvons le considérer en contact avec le torse T3. Dans l’équation (4.36), nous prenons Kλ,5 =
0 et nous avons λh,des5 = 0. De plus, λe5 est en fait l’action du torse T3 sur T5. La conclusion
faite ci-dessus s’applique ici aussi, le torse T5 se déplace selon l’axe ~zg sans opposer de
résistance aux mouvements de T3. Au lieu d’épouser la forme du sol, il épouse les mouvements
de T3 qui lui épouse la forme du sol.

Décollage d’un torse Même si la dynamique transitoire est stable, une réponse propor-
tionnel à la pente du terrain n’est pas garantie, un torse peut perdre le contact. Durant le
décollage du torse Ti, λei = 0. De plus, nous verrons dans la section 5.3 (résultat) que les
éléments du gain KI,λ sont négligeables devant 1. La dynamique du torse Ti selon l’axe ~zg
devient :

λh,desi = −Λ̄f,~zg ,iv̇~zg ,i. (4.37)

Nous considérons maintenant uniquement l’apport du module FLC : nous prenons λh,desi =
λFLCi = λe,desi . Dans le cas où le centre de gravité est positionné selon la répartition nominale
de masse décrite à la section 4.4.1, λe,desi = λ̄e,statici . La dynamique devient donc :

− Λ̄f,~zg ,i v̇~zg ,i = λ̄e,statici . (4.38)
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Or λ̄e,statici est la force appliquée selon ~zg par le sol au torse Ti à l’équilibre. Nous pouvons donc
l’exprimer en fonction de la gravité et de l’inertie composite du torse Ti : λ̄e,statici = −Λ̄f,~zg ,ig.
Nous obtenons finalement :

v̇~zg ,i = g. (4.39)

Dans ce cas idéal, la dynamique générée par le module FLC d’un torse qui décolle est une
chute libre. La commande FLC n’influence pas les torses voisins et la posture du système.
De plus, aucun effort de commande n’est fourni pour le ramener en contact avec le sol. En
pratique, la commande du module RPA nous éloigne de ce cas idéal pour corriger la posture
mais nous concluons que dans le cas d’un décollage le module FLC ne perturbe pas la posture.

4.4.4 Intégration dans la boucle de contrôle

Nous rappelons que la méthode 2 (section 4.4.3) est un contrôleur à part entière. La méthode
1 modifie la trajectoire désirée dynamiquement et s’utilise donc avec un des contrôleurs
en position (sections 4.3.1 et 4.3.2). Nous rappelons également qu’un torse dans l’ensemble
{contact} participe à l’adaptation au sol. Sinon, il est contrôlé purement en position.

4.5 Observateur de perturbation basé sur la quantité de mouvement

Nos contrôleurs sont basés sur la dynamique nominale du système. Le rôle de l’observateur
de perturbation est de compenser les perturbations d afin que le système réel se comporte
comme le système nominal.

Nous présentons ici un observateur de perturbation basé sur la quantité de mouvement. La
structure utilisée est inspirée de l’article de J. Back et W. Ha [46].

Nous cherchons à estimer le vecteur de perturbation composite d (3.13). Pour cela, nous
construisons un observateur de perturbation basé sur la quantité de mouvement. Nous définis-
sons la quantité de mouvement généralisée p (4.40) en utilisant la matrice d’inertie nominale
H̄ :

p = H̄(q)q̇. (4.40)

Nous développons la dérivée temporelle de p en utilisant la relation entre Ḣ et C (postulat 2)
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et le modèle dynamique ouvert (3.35) :

ṗ = ˙̄Hq̇ + H̄q̈

=
(
C̄ + C̄>

)
q̇ +

(
τ̄ + d− C̄q̇ − ρ̄+

)
= C̄pp− ρ̄+ τ̄ + d,

(4.41)

en définissant C̄p = C̄>(q, H̄−1p)H̄−1. Nous en déduisons une expression des perturbations
d que nous cherchons à estimer :

d = ṗ− C̄pp+ ρ̄− τ̄ . (4.42)

Nous choisissons d’estimer ṗ en construisant un filtre de premier ordre et nous posons χ
géneré en filtrant le couple de commande envoyé au système :

ζ̇ = −α
µ

(ζ − p), ζ(0) = p(0),

χ̇ = −α
µ

(χ− τ̄ ) ,χ(0) = τ̄ (0),
(4.43)

avec α > 0 et µ > 0 des constantes. Si µ est suffisamment petit alors ζ̇ ≈ ṗ et χ ≈ τ̄ . Nous
présentons un estimé d̂ des perturbations d :

d̂ = ζ̇ − C̄pp+ ρ̄− χ. (4.44)

Remarque. Le paramètre µ est inversement proportionnel à la bande passante de certains
éléments du système. Un µ trop petit peut rendre la boucle interne de l’estimateur sensible
aux dynamiques très rapides. Nous devons nous assurer que les données prises en compte
évoluent selon des dynamiques plus lentes que celle du système. C’est pour cette raison que
τ̄ , généré par le contrôleur, est filtré en χ. Au même titre, il est nécessaire de filtrer les
données des capteurs d’efforts nous donnant f̄ e.

4.5.1 Intégration avec le contrôleur en amont

Cette structure permet une séparation de design entre l’observateur fournissant d̂ et le contrô-
leur générant le couple de régulation τ r.
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4.5.2 Couple de régulation compensé

Le couple τ̄ est construit par le contrôleur et l’estimateur de perturbation :

τ̄ = τ r − d̂

= τ r − ζ̇ + C̄pp− ρ̄+ χ.
(4.45)

Nous rappelons que le couple optimisé qui est demandé aux actionneurs est τ = Gτ̄ . Nous
définissons ξ pour simplifier les équations :

ξ = − 1
α
ζ̇ = 1

µ
(ζ − p), ξ(0) = 0. (4.46)

Nous exprimons alors la nouvelle dynamique simplifiée de l’observateur :

d̂ = −αξ − C̄pp+ ρ̄− χ,

τ̄ = τ r + αξ + C̄pp− ρ̄+ χ.
(4.47)

4.5.3 Dynamique du système en boucle fermée

Nous cherchons à exprimer la dynamique des erreurs du système complet composé du contrô-
leur basé sur la dynamique du système nominal et de l’estimateur de perturbation. Nous
construisons le système (4.48) qui exprime la dynamique du système complet en utilisant les
coordonnées (q,p, ξ,χ) :

(q,p, ξ,χ)→



q̇ = H̄−1p

ṗ =
(
C̄ + C̄>

)
q̇ + H̄H−1

(
τ̄ + τ d −Cq̇ − ρ

)
µξ̇ = −αξ − ṗ

µχ̇ = −α (χ− τ̄ )

(4.48)

Théorie des perturbation singulières

Le système (4.48) est sous forme du modèle standard de perturbation singulière [52] avec µ
le paramètre de perturbation. En posant µ = 0 dans (4.48), nous déterminons (ξ∗, χ∗) les
valeurs en régime quasi-statique de (ξ, χ).
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Valeur quasi-statique de ξ∗

La quatrième équation du système (4.48) et l’équation du couple (4.47) nous donne :

χ∗ = τ r + αξ∗ + C̄pp− ρ̄+ χ∗

donc ξ∗ = − 1
α

(
τ r + C̄pp− ρ̄

)
.

(4.49)

Valeur quasi-statique de χ∗

La troisième équation du système (4.48) nous donne :

ṗ = −αξ∗

H̄H−1
(
τ̄ + τ d −Cq̇ − ρ

)
= τ r − C̄q̇ − ρ̄

H̄H−1χ∗ = τ r − C̄q̇ − ρ̄− H̄H−1
(
τ d −Cq̇ − ρ

)
donc χ∗ = HH̄−1

(
τ r − C̄q̇ − ρ̄

)
−
(
τ d −Cq̇ − ρ

)
.

(4.50)

Nous posons maintenant les erreurs d’estimation :
 ξ̃ = ξ − ξ∗, avec ξ̃(0) = −ξ∗(0),
χ̃ = χ− χ∗, avec χ̃(0) = τ̄ (0)− χ∗(0).

(4.51)

Nous cherchons alors à exprimer la dynamique du système complet en utilisant les coordon-
nées (q,p, ξ̃, χ̃).

Dynamique de ṗ en fonction de (q,p, ξ̃, χ̃)

ṗ =
(
C̄ + C̄>

)
q̇ + H̄H−1

(
τ̄ + τ d −Cq̇ − ρ

)
=
(
C̄ + C̄>

)
q̇ + H̄H−1

(
τ d −Cq̇ − ρ

)
+ H̄H−1

(
αξ̃ +Gχ

)
= −αξ∗ + H̄H−1

(
αξ̃ + χ̃

)
= τ r + C̄pp− ρ̄+ H̄H−1

(
αξ̃ + χ̃

)
.

(4.52)

Dynamique de ˙̃ξ en fonction de (q,p, ξ̃, χ̃)

µ ˙̃ξ = µξ̇ − µ ˙(ξ∗)

= −αξ − ṗ− µ ˙(ξ∗)

= −αξ̃ − H̄H−1
(
αξ̃ + χ̃

)
− µ ˙(ξ∗).

(4.53)



50

Dynamique de ˙̃χ en fonction de (q,p, ξ̃, χ̃)

µ ˙̃χ = µχ̇− µ ˙(χ∗)

= −αχ+ ατ̄ − µ ˙(χ∗)

= −αχ+ α
(
τ r + αξ + C̄pp− ρ̄+ χ

)
− µ ˙(χ∗)

= α2ξ̃ − µ ˙(χ∗).

(4.54)

Nous exprimons alors la dynamique du système avec les coordonnées (q,p, ξ̃, χ̃) :

(q,p, ξ̃, χ̃)→



q̇ = H̄−1p

ṗ = τ r + C̄pp− ρ̄+ H̄H−1
(
αξ̃ + χ̃

)
µ ˙̃ξ = −αξ̃ − H̄H−1(αξ̃ + χ̃)− µ(ξ̇∗)

µ ˙̃χ = α2ξ̃ − µ ˙(χ∗)

(4.55)

Pour simplifier les équations nous posons les coordonnées ψ, son analogue ψ̃ ainsi que la
matrice Aψ :

ψ =
 ξ

αξ + χ

 , ψ̃ =
 ξ̃

αξ̃ + χ̃

 ,ψ∗ =
 ξ∗

αξ∗ + χ∗

 et Aψ =
−αIn −H̄H−1

0 −αH̄H−1

 . (4.56)

Nous pouvons calculer la valeur quasi-statique ψ∗ de ψ à l’aide de ξ∗ et χ∗. Le système (4.57)
exprime la dynamique du système complet en utilisant les coordonnées (q,p, ψ̃) :

(q,p, ψ̃)→


q̇ = H̄−1p,

ṗ = τ r + C̄pp− ρ̄+ H̄H−1
(
αξ̃ + χ̃

)
,

µ ˙̃ψ = Aψ̃ψ̃ − µ ˙(ψ∗).

(4.57)

4.6 Preuve de stabilité du système complet

Nous considérons que le problème de suivi de trajectoire robuste est résolu par le contrôleur
si pour une trajectoire désirée qdes(t) et un ε donné, tous les signaux dans le système en
boucle fermée sont bornés et que l’erreur de trajectoire est bornée par ε :

lim sup
t→∞

‖qdes(t)− q(t)‖ ≤ ε. (4.58)

Nous cherchons donc à démontrer le théorème 1.
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Théorème 1.
Soit (rer , rχ) > 0 et l > 0 tels que B(rer)×B(rχ) ⊂ Ωl.
Nous définissons que :

(er(0), χ(0)) ∈ B(rer)×B(rχ),

alors ∀ε > 0, ∃µ∗ > 0 tel que pour tout 0 < µ < µ∗ le contrôleur et l’observateur garantissent :

(
er(t); ψ̃(t)

)
∈ Ωl, ∀t ≥ 0,

lim sup
t→∞

‖er(t)‖ ≤ ε.

Lemme 2. Pour toute matrice A définie positive bornée et vecteur x borné :

λmin(A) ‖x‖2 ≤ x>Ax ≤ λmax(A) ‖x‖2 ,

où la fonction λmax(.) (resp. λmin(.)) donne la valeur propre maximale (resp. minimale) de
la matrice A.

4.6.1 Injection de la dynamique du contrôleur

Nous cherchons désormais à intégrer la dynamique du contrôleur en exprimant la quantité
τ r. Nous utilisons la dynamique de la quantité de mouvement (4.41) dans le but d’exprimer
la dynamique des erreurs de régulation :


ṗ = H̄q̈ + ˙̄Hq̇ = H̄q̈ + (C̄ + C̄>)q̇,

ṗ =
(
τ r + C̄pp− ρ̄

)
+ H̄H−1ψ̃2.

(4.59)

Nous obtenons donc : 
τ r =

(
H̄q̈ + C̄q̇ + ρ̄

)
− H̄H−1ψ̃2,

f r = Λ̄v̇ + µ̄− Jcf̄ e − J̄TH̄H−1ψ̃2.
(4.60)

Contrôle par couple pré-calculé dans l’espace des articulations

Nous rappelons le couple de régulation τ r donné par le contrôleur présenté section 4.3.1. Et
nous rappelons que qdes respecte les contraintes de boucle donc Kq̈des = k :

τ r = H̄q̈r + C̄q̇ + ρ̄

donc q̈r − q̈ = −H−1ψ̃2.
(4.61)
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Nous posons le vecteur eq ∈ R3n la concaténation des erreurs de suivie et les matrices Aq et
Bq :

eq =


∫
q̃ dt
q̃

˙̃q

 ,Aq =


0 1n 0
0 0 1n

−KI,q −KP,q −KD,q

 ,Bq =


0 0
0 0
0 −H−1

 . (4.62)

Nous en déduisons la dynamique des erreurs de régulation oùAq est une matrice de Hurwitz :

ėq = Aqeq +Bqψ̃. (4.63)

Contrôle par couple pré-calculé dans l’espace opérationnel

Nous rappelons le couple de régulation τ r donné par le contrôleur présenté section 4.3.2 :

f r = Λ̄v̇r + µ̄− Jcf̄ e,

Λ̄ (v̇r − v̇) = −J̄TH̄H−1ψ̃2,

v̇r − v̇ = −Λ̄−1J̄TH̄H−1ψ̃2,

donc v̇r − v̇ = −JH−1ψ̃2.

(4.64)

Nous posons le vecteur ex ∈ R3n la concaténation des erreurs (4.65) et les matrice Ax et
Bx :

ex =


∫
x̃ dt
x̃
ṽ

 ,Ax =


0 1n 0
0 0 1n

−KI,x −KP,x −KD,x

 ,Bx =


0 0
0 0
0 −JH−1

 . (4.65)

Nous en déduisons la dynamique des erreurs de régulation oùAx est une matrice de Hurwitz :

ėx = Axex +Bxψ̃. (4.66)

Contrôle hybride en position et force

Nous rappelons la force de régulation f r donné par le contrôleur présenté section 4.4.3. Nous
nous plaçons dans le cas où la pente du terrain est constante et S>f v̇ = 0 :

f r = Λ̄Svν̇r + µ̄− Sfλh − SvS>v h̄e,

donc Sf
(
λh − λe

)
− J̄TH̄H−1ψ̃2 = Λ̄Sv (ν̇r − ν̇) .

(4.67)
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Nous en déduisons la dynamique d’erreur en position :

S>v Λ̄Sv (ν̇r − ν̇) = −S>v J̄TH̄H−1ψ̃2,

(ν̇r − ν̇) = −S>v JH−1ψ̃2.
(4.68)

Et la dynamique d’erreur en force :

S>f Λ̄−1Sf
(
λh − λe

)
= S>f Λ̄−1J̄TH̄H−1ψ̃2,(

λh − λe
)

= S>f J̄TH̄H−1ψ̃2.
(4.69)

Nous posons le vecteur eh ∈ R3n la concaténation des erreurs en position et en force (4.70)
et les matrice associées Ah et Bh :

eh =



∫
x̃ dt
x̃

ν̃∫
λ̃dt

 ,Ah =


0 1n−αc 0 0
0 0 1n−αc 0

−KI,h −KP,h −KD,h 0
0 0 0 −KI,λ

 ,Bh =


0 0
0 0
0 −S>v JH−1

0 S>f J̄TH̄H−1

 .
(4.70)

Nous en déduisons la dynamique des erreurs de régulation oùAh est une matrice de Hurwitz :

ėh = Aheh +Bhψ̃. (4.71)

4.6.2 Preuve de stabilité

Nous pouvons unifier la preuve pour les trois contrôleurs car ils donnent une dynamique
d’erreur linéaire pour le système nominal (équations 4.63, 4.66 et 4.71). Nous utilisons la
forme générale (4.72) avec les coordonnées générales (er, ψ̃), la matrice de Hurwitz Ar et la
matrice Br :

(er, ψ̃)→


ėr = Arer +Brψ̃,

µ ˙̃ψ = Aψ̃ψ̃ − µ ˙(ψ∗).
(4.72)

Les coordonnées (er, ψ̃) représentent les erreurs de régulation et d’estimation. Nous allons
donc étudier la stabilité à l’origine du système (4.72).

Nous définissons Pr > 0 solution de l’équation de Lyapunov :

PrAr +A>r Pr = −1, (4.73)
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et la matrice Pγ :
Pγ = diag(In, γIn, In), (4.74)

où γ est choisi en fonction des incertitudes de modélisation (postulat 1) :

γ = κ2
max

4α2κmin
avec


κmax ≥ max

q
λmax(H̄H−1),

κmin ≤ min
q
λmin(H̄H−1).

(4.75)

Nous définissons la fonction V
(
er, ψ̃

)
de classe C1 et définie positive, candidat de Lyapunov :

V
(
er, ψ̃

)
= e>r Prer + 1

2ψ̃
>Pγψ̃. (4.76)

Nous définissons l’ensemble compact Ωl :

Ωl = {(er, ψ̃) tel que V(er, ψ̃) ≤ l} avec l > 0. (4.77)

Preuve.
Nous posons donc les conditions initiales :

(er(0), χ(0)) ∈ B(rer)×B(rχ). (4.78)

De par la continuité du système (4.72) et par la continue dérivabilité (hypothèse (2)) de qdes
et τ d nous concluons qu’il existe rψ̃ > 0 tel que :

ψ̃(0) ∈ B(rψ̃). (4.79)

Nous dérivons maintenant le candidat de Lyapunov V (4.76) par rapport au temps :

V̇ = e>r (PrAr +A>r Pr)er + 2e>r PrBrψ̃ + ψ̃>Pγ ˙̃ψ

= −‖er‖2 + 2e>r PrBrψ̃︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ψ̃>Pγ ˙̃ψ︸ ︷︷ ︸
(2)

. (4.80)

Nous majorons le terme (1) en posant κ1 = max
q∈Rn
‖2PrBr‖ :

2e>r PrBrψ̃ ≤ κ1 ‖er‖
∥∥∥ψ̃∥∥∥ . (4.81)

Nous travaillons sur le terme (2) de (4.80). Nous utilisons la dynamique de ψ̃ décrite dans le
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système complet (4.48) ainsi que les définitions de Aψ (4.56) et Pγ (4.74) :

(2) = ψ̃>Pγ
˙̃ψ = 1

µ
ψ̃>PγAψψ̃ − ψ̃>Pγ ˙(ψ∗)

= 1
µ

(
−α

∥∥∥ψ̃1

∥∥∥− ψ̃>1 H̄H−1ψ̃2 − αγψ̃>2 H̄H−1ψ̃2 − α
∥∥∥ψ̃3

∥∥∥2
)
− ψ̃>Pγ ˙(ψ∗)

≤ 1
µ

(
−α

∥∥∥ψ̃1

∥∥∥2
+ κmax

∥∥∥ψ̃1

∥∥∥ ∥∥∥ψ̃2

∥∥∥− αγκmin

∥∥∥ψ̃2

∥∥∥2
− α

∥∥∥ψ̃3

∥∥∥2
)

+ κ3

∥∥∥ψ̃∥∥∥
≤ −α

µ

(∥∥∥ψ̃1

∥∥∥2
− 2κmax

2α
∥∥∥ψ̃1

∥∥∥ ∥∥∥ψ̃2

∥∥∥+ κ2
max

4α2

∥∥∥ψ̃2

∥∥∥2
)

︸ ︷︷ ︸
identité polynomial > 0

−α
µ

∥∥∥ψ̃3

∥∥∥2
+ κ3

∥∥∥ψ̃∥∥∥

≤ −κ2

µ

∥∥∥ψ̃∥∥∥2
+ κ3

∥∥∥ψ̃∥∥∥ ,
(4.82)

où nous avons posé κ2 ≥ 0 et κ3 défini dans l’équation :

κ3 = max
(er; ψ̃)∈Ωl

∥∥∥Pγ ˙(ψ∗)
∥∥∥ . (4.83)

En effet, nous pouvons montrer que Pγ ˙(ψ∗) est borné en utilisant les définitions de Pγ (4.76)
et ψ∗ (4.56) ainsi que le postulat 1 (Bornes de la dynamique du système C, g, etc.), et le
hypothèse 2 (‖qdes(t)‖ ≤ q+

des et
∥∥∥td(t)∥∥∥ ≤ td+).

Nous combinons ces résultats pour obtenir :

V̇ ≤ −1
2 ‖er‖

2−1
2 ‖er‖

2 + κ1 ‖er‖
∥∥∥ψ̃∥∥∥− κ2

2µ
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
(3)

+κ3

∥∥∥ψ̃∥∥∥− κ2

2µ
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
(4)

.
(4.84)

Nous travaillons temporairement sur (3) en utilisant la forme canonique du polynôme en ‖er‖
de degré deux :

(3) = −1
2 ‖er‖

2 + κ1 ‖er‖
∥∥∥ψ̃∥∥∥− κ2

2µ
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

= −1
2
(
‖er‖ − κ1

∥∥∥ψ̃∥∥∥)2

︸ ︷︷ ︸
< 0

+
(
κ2

1
2 −

κ2

2µ

)∥∥∥ψ̃∥∥∥2
.

(4.85)
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Nous travaillons également sur (4) :

κ3

∥∥∥ψ̃∥∥∥− κ2

2µ
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

= −κ2

2µ

(∥∥∥ψ̃∥∥∥− κ3µ

κ2

)2

︸ ︷︷ ︸
< 0

+ κ2
3

2κ2
µ. (4.86)

Nous remplaçons dans (4.84) :

V̇ ≤ −1
2 ‖er‖

2 +
(
κ2

1
2 −

κ2

2µ

)∥∥∥ψ̃∥∥∥2
+ κ2

3
2κ2

µ. (4.87)

Nous choisissons µ∗1 tel que ∀µ < µ∗1 :
(
κ2

1
2 −

κ2

2µ

)
≤ −max{1, γ}

4λmax(Pr)
. (4.88)

Donc :
V̇ ≤ −1

2 ‖er‖
2 − max{1, γ}

4λmax(Pr)
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

+ κ2
3

2κ2
µ. (4.89)

Nous rappelons l’expression de la fonction V :

V = e>r Prer + 1
2ψ̃
>Pγψ̃

V ≤ λmax(Pr) ‖er‖2 + 1
2 max{1, γ}

∥∥∥ψ̃∥∥∥2
.

(4.90)

D’après les deux inégalités (4.90) et (4.89), et en posant β = 1
2λmax(Pr) , pour tout µ ≤ µ∗1 :

V̇ ≤ −βV + κ2
3

2κ2
µ. (4.91)

Nous posons maintenant µ∗2 = β 2κ2
κ2

3
l.

Alors ∀µ < min{µ∗1, µ∗2}, V̇ ≤ −β (V− l) ≤ 0 sur la bordure de Ωl. Nous concluons que Ωl est
positivement invariant. Nous avons montré que

(
er(0); ψ̃(0)

)
∈ Ωl ((4.78) et (4.79)) donc

de par l’invariance de Ωl,
(
er(t); ψ̃(t)

)
∈ Ωl, ∀t ≥ 0.

Nous pouvons également conclure sur la majoration des erreurs de suivi dans l’ensemble Ωl.
Nous appliquons le lemme de comparaison 3.4 du livre de H. Khalil [52] :

V ≤ V(0)e−βt + κ2
3

2βκ2
µ, (4.92)
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donc :
lim sup
t→∞

‖V‖ ≤ κ2
3

2βκ2
µ

et lim sup
t→∞

‖er(t)‖ ≤

√√√√ κ2
3

2βκ2λmax(Pr)
µ.

(4.93)

Nous posons µ∗3 = 2κ2
κ2

3
βλmax(Pr)ε2 et donc ∀µ < min{µ∗1, µ∗2, µ∗3} les erreurs de régulation

restent bornées et satisfont :

lim sup
t→∞

‖er(t)‖ ≤ ε. (4.94)

Ce qui complète la preuve.

Nous démontrons en annexe B la stabilité du système lorsqu’un contrôleur de position basé
sur la passivité est utilisé.
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CHAPITRE 5 PERFORMANCES, SIMULATION ET RESULTATS

5.1 Performances architecturales du système

Nous présentons dans cette section une analyse qualitative des performances architecturales
du système. Nous démontrerons au mieux ces performances dans la section suivante en envi-
ronnement de simulation.

5.1.1 Intégration de manipulateurs parallèles

Commençons par considérer un quadrupède classique. Il possède quatre jambes et les pieds
qui y sont attachés se comportent comme des manipulateurs séries. Nous souhaitons trans-
former l’un de ces pieds en un manipulateur parallèle. Pour illustrer, nous pouvons considérer
cette transformation comme l’ajout d’une cinquième jambe série reliée au pied d’une jambe
existante. Le quadrupède comporte donc cinq jambes séries pour trois pieds agissant comme
des manipulateurs séries et un seul agissant comme un manipulateur parallèle.

Considérons maintenant notre architecture. Elle possède quatre quadrants, les bras séries
reliant les torses. Elle possède alors 4 effecteurs parallèles, les torses, et ceci grâce à 4 bras
séries. En effet, les torses se comportent comme des manipulateurs parallèles car ils sont
soutenus par deux quadrants. Le robot hérite donc des avantages des architectures parallèles
sans en gagner la complexité.

5.1.2 Reconfiguration du système et espace de travail

L’espace accessible des torses est limité par plusieurs facteurs architecturaux ; premièrement
le caractère parallèle. L’espace accessible d’un torse par rapport à ses deux voisins est réduit
car il est composé de l’intersection de l’espace accessible en considérant le torse attaché à un
seul voisin à la fois.

Deuxièmement, les bases soutenant un torse étant les torses voisins, elles sont situées au
niveau du sol. La hauteur maximale atteignable par un torse est réduite par rapport à un
robot ayant son manipulateur fixé plus haut ; par exemple sur le dos d’un quadrupède ou le
torse d’un bipède.

Nous notons néanmoins que nous pouvons changer la position relative des deux torses sou-
tenant le torse manipulateur et ainsi agir sur l’espace accessible (figure 5.1).

Nous notons également qu’en choisissant habilement les dimensions et positions des joints
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x

y
T1

T2

T3

T4

x

y

T1

T2

T3

T4

Espace accessible :
T3 soutenu par T2.

Espace accessible :
T3 soutenu par T4.

Espace accessible :
T3 soutenu par T2 et T4.

Figure 5.1 Illustration de l’espace accessible du T3.

(tableau 3.3), un torse peut atteindre la majorité du reste du système, ce qui permet l’auto-
entretien, la manipulation de charge à travers le système, etc.

5.1.3 Reconfiguration et suspensions actives

La reconfiguration de la position des torses permet une suspension active sur terrain inégal.
Nous pouvons également franchir des obstacles discontinus comme des escaliers (figure 5.2).

x

y

z

x

y

z

Figure 5.2 Illustration de la reconfiguration de la posture du système pour s’adapter au
terrain.

5.1.4 Architecture décentralisée

L’absence d’un châssis central confère quelques propriétés mécaniques au système.

Mobilité et stabilité : Le centre de gravité est naturellement bas. Même dans des ter-
rains complexes, lorsque toutes les roues sont en contact, le centre de gravité est situé
dans le polygone de contact quelles que soient la distribution de masse et la position
relative des roues (figure 5.3). Le schéma de droite sur la figure 5.3 illustre l’avantage
d’un centre de gravité bas sur un terrain fortement incliné.
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Mobilité et garde au sol : Le système est dépourvu de châssis central, la garde au sol
est effectivement infinie et la configuration du système peut être adaptée au terrain
(figure 5.2). Même les zones étroites sont accessibles.

Transport de charge utile : L’architecture est moins adaptée au transport de charge
que les autres rovers articulés dotés d’un châssis central. Le port de charge utile néces-
site un module dédié (section 3.1). Néanmoins, il est facile d’utiliser la reconfiguration
du robot pour optimiser la position du centre de masse au-dessus du polygone de
contact (figure 5.4).
Nous notons qu’avec le module conteneur, le poids de la charge est directement porté
par la roue. Par rapport à une charge posée sur un châssis porté par des jambes,
l’influence de la charge sur la dépense énergétique est diminuée.

x

y
G

x

y

G

y

z
G

Figure 5.3 Évolution du centre de masse G et du polygône de contact en fonction de la
posture, avec une distribution uniforme de la masse.

x

y

T1

G

x

y T1

G

Figure 5.4 Évolution du centre de masse G et du polygône de contact en fonction de la
posture, lorsqu’une forte charge est portée par T1. La posture de droite recentre G.
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5.1.5 Résistance au renversement

Nous soulignons ici un avantage majeur de l’architecture. Le renversement d’un robot est
une situation critique qui peut signifier la fin de la mission. Nous abordons ici la situation
qui pose le plus de chance de renversement et nous montrons qu’un renversement n’est pas
critique pour le système.
L’absence de châssis central pose problème lorsqu’un torse est levé du sol pour manipuler.
Le torse élevé et sa masse se trouvent loin du polygone de contact. Il faut travailler sur la
posture et éventuellement la distribution de masse pour garantir la stabilité (figure 5.5).

y

z

G
T3

Figure 5.5 Évolution du centre de masse G et du polygône de contact en fonction de la
posture lorsque le torse T3 est en mode manipulateur.

Considérons le cas où le torse (T3) cause le renversement du système (figure 5.6). Le seul
problème résultant est l’impact entre le torse et le sol. S’il manipule une charge délicate la
situation est problématique mais pas autant que la chute d’un quadrupède ou un bipède.

y

z

G
T3

y

z

G
T3

Figure 5.6 Illustration d’un renversement et de la conséquence
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5.2 Modélisation et implémentation numérique

Nous utilisons Matlab pour créer un environnement de simulation. Nous utilisons Simscape
comme moteur physique. D’un coté, Simscape simule le robot et son environnement en utili-
sant les dimensions et les informations inertielles définies dans un fichier Excel. Notamment,
le contact avec le sol est modélisé et inclus de l’élasticité et du glissement. De l’autre, le
contrôleur est implementé dans un schéma bloc Simulink à l’aide de fonctions Matlab. Nous
notons que les composants du robot sont modélisés par CAO pour améliorer l’aspect visuel
des simulations. La figure 5.7 présente l’organigramme de l’environnement de simulation et la
figure 5.8 montre le schéma bloc Simulink et la structure du contrôle. La masse totale du ro-
bot est 9.2 kg. La distance torse à torse maximale d’un quadrant est de 0.7 m. Les dimensions
complètes peuvent être trouvées en annexe A.

Dimensionnement
Excel

Corps
CAO - Inventor

Joints

Représentation physique

Fonctions
Matlab

Structure
Simulink

Contrôleur

Moteur physique
Simscape

Figure 5.7 Structure de l’environnement de simulation

Nous utilisons le solver à temps fixe ode3 (Bogacki-Shampine) avec un pas de temps de
simulation de 10−4 s. Nous appliquons un filtre du premier ordre de paramètre 10−3 s au
couple de commande afin de lisser la commande. Nous espérons nous approcher ainsi de
l’implémentation réelle où la boucle de contrôle tourne à fréquence réduite.
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Figure 5.8 Schéma Simulink de l’environnement de simulation

5.2.1 Résumé des configurations de contrôleurs possibles

Nous rappelons les quatre configurations possibles de contrôleur, présentées dans ce mémoire :

Contrôleur 1 (C.1) : Couple pré-calculé dans l’espace des articulations (section 4.3.1) ;

Contrôleur 2 (C.2) : Couple pré-calculé dans l’espace opérationnel (section 4.3.2) ;

Contrôleur 3 (C.3) : Couple pré-calculé dans l’espace opérationnel et adaptation ciné-
matique (section 4.4.2) ;

Contrôleur 4 (C.4) : Contrôle hybride en position et force (section 4.4.3).

Nous activerons au cas par cas l’observateur de perturbation (Obs. P.) décrit à la section 4.5
et l’optimisation par contraintes internes (Opti.) décrite section 3.2.9.

Nous rappelons que la position d’un torse est exprimée relativement à son torse parent. Seul
le torse T1 est positionné dans l’espace. Pour connaître la position dans l’espace d’un autre
torse il faut considérer sa position par rapport à T1 et la position de T1 dans l’espace. Comme
le travail sur le contrôle des roues n’est pas une priorité dans ce mémoire, nous considérerons
uniquement les orientations

[
θR θP

]
autour des axes ~x et ~y du torse T1.

Nous notons qu’une analyse de la marge de stabilité n’est pas pertinente pour cette architec-
ture car elle est dépourvue de base centrale. La position du centre de gravité est entièrement
déterminée par la position des torses ; nous ne pouvons pas l’ajuster en déplaçant une base
centrale.
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5.2.2 Réglages des gains

Le tableau 5.1 présente les gains utilisés dans les diverses composantes du contrôleur. Ces
gains furent obtenus par des itérations successives sur des simulations.

Tableau 5.1 Gains des composants du contrôleur.

Contrôleur 1


KP,q = 6000 · 1n
KD,q = 400 · 1n
KI,q = 40 · 1n

Contrôleur 2


KP,x = 6000 · 1m
KD,x = 400 · 1m
KI,x = 40 · 1m

Contrôleur 3
{
KFLC = 0.01 · 1αc

KRPA = 6 · 1αc

Contrôleur 4



KP,h = 6000 · 1m−αc

KD,h = 400 · 1m−αc

KI,h = 40 · 1m−αc

KI,λ = 0.1 · 1αc

Kθ,P = 400 · 12

Kθ,D = 200 · 12

Observateur de perturbation :
{
α = 1
µ = 10−3

5.3 Résultats expérimentaux sur des tâches de références

Nous cherchons à valider les performances des contrôleurs, de l’observateur de perturbation
et de l’optimisation par contraintes internes. Nous soumettons au système une tâche de
manipulation et une tâche de déplacement sur un sol inégal. Nous désignons deux bornes
d’erreurs : nous désirons conserver une erreur angulaire de posture inférieur à ±5◦, et nous
désirons conserver une erreur en position dans le repère fixe de ±1cm. Ces bornes sont
illustrées par des courbes en pointillés bleue autour de la trajectoire de référence.

5.3.1 Fonctionnement en conditions optimales

Suivi d’une trajectoire dans l’espace

Nous analysons les performances des contrôleurs sur une tâche de suivi de manipulation : le
torse T2 doit suivre une trajectoire carrée de coté 20 cm tandis que les autres doivent rester
immobiles. La figure 5.9 montre l’environnement de simulation et la trajectoire à suivre. Le
long du carré, le torse T2 se déplace à 20 cm.s−1.



65

Figure 5.9 Suivi de trajectoire en pointillés oranges par le torse T2.

Nous effectuons cette tâche avec les quatre configurations de contrôleurs. Nous donnons à la
figure 5.10 la trajectoire du torse T2 par rapport à son torse parent T1. Au vu des performances
des contrôleurs 1 et 2, nous pouvons valider l’implémentation du couple pré-calculé sur une
tâche de manipulation. Comme pour cette situation le système est parfaitement modélisé,
ces résultats sont attendus et n’apportent qu’une validation de l’implémentation.

Lorsque l’adapation au sol est utilisée (contrôleurs 3 et 4), le torse T2 est contrôlé en position
pour t ≥ 1s et les autres selon la méthode d’adaptation au sol : {contact} = {T1, T3, T4}. Nous
généralisons ainsi la simulation à une tâche de manipulation sur sol inégal. Nous constatons
sans surprise sur la figure 5.10 que les performances de suivi en position par le torse T2 restent
identiques à celle du contrôleur 2. Nous montrons sur la figure 5.11 le respect des objectifs
d’adaptation au sol par les contrôleurs 3 et 4. Nous remarquons la transition du torse T2 en
contrôle en position pur à 1 s. Le poids est alors réparti sur les trois autres torses.

Nous activons l’optimisation par contraintes internes du couple de commande avec le contrô-
leur 4. Nous constatons sur la figure 5.12 que l’optimisation par contraintes internes n’a
aucun effet sur le mouvement et qu’elle permet sur cette tâche une réduction de la norme
euclidienne du couple de commande de 70%.
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Figure 5.10 Suivi d’une trajectoire dans l’espace par le torse T2 avec les quatre configurations
possibles de contrôleurs. Contrôleurs 1 et 2 à gauche et contrôleurs 3 et 4 à droite.
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Figure 5.11 Respect des objectifs d’adaptation au sol lors du suivi d’une trajectoire dans
l’espace par le torse T2 avec les contrôleurs 3 et 4.
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Figure 5.12 Suivi d’une trajectoire dans l’espace par le torse T2 par le contrôleur 4, avec et
sans optimisation du couple de commande.

Évolution sur un sol inégal

Nous simulons une variation du sol avec une rampe sur laquelle passe le torse T2. Une capture
de la simulation est fournie à la figure 5.13. La rampe est inclinée de 30◦ et de hauteur
maximale 25 cm. Nous analysons les performances des deux méthodes d’adaptation au sol par
rapport aux objectifs d’adaptation au sol (section 4.4) : la tâche est d’avancer en conservant
une posture horizontale et en répartissant les efforts sur les quatre torses. Notre analyse est
similaire à celle réalisée par Cordes [16] et par Hyon [39].

Nous comparons figure 5.14 les performances des deux méthodes par rapport aux objectifs.
Le robot avance à 1 m.s−1 et rencontre la rampe à 1.5 s.

Les gains associés à la méthode 1 (adaptation cinématique) sont difficiles à régler pour at-
teindre de bonnes performances. Il faut adapter les gains en fonction du poids du système et
des gains du contrôleur en position. La méthode 2 de contrôle hybride est bien plus systé-
matique. Le contrôle en force étant indépendant du contrôle en position, le réglage des gains
est indépendant.

Pour avancer une comparaison rigoureuse entre ces deux méthodes, une expérimentation
sur un prototype physique s’imposerait. Nous concluons donc simplement que la nouvelle
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Figure 5.13 Passage d’une rampe simulant un sol inégal.
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Figure 5.14 Respect des objectifs d’adaptation au sol lors du passage sur une rampe avec les
contrôleurs 3 et 4.



69

méthode 2 basée sur la contrôle hybride est efficace et simple à implémenter.

Pour cette tâche aussi, nous constatons à la figure 5.15 que l’optimisation par contraintes
internes permet sur cette tâche une réduction de la norme euclidienne du couple de commande
de 65%.
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Figure 5.15 Évolution de la norme du couple de commande sur une tâche de déplacement en
terrain inégal, avec et sans optimisation par contraintes internes.

5.3.2 Ajouts d’éléments non-modélisés

Nous ajoutons maintenant au système des éléments non modélisés. Nous ajoutons des masses
simulant des charges utiles, ainsi qu’un frottement visqueux fv aux liaisons. Chaque charge
utile possède les propriétés inertielles d’un cube de 5 cm de coté. Nous présentons dans le
tableau 5.2 deux niveaux de perturbations différents : Erreur 1 et Erreur 2. Dans le cas de
Erreur 2, nous ajoutons 7 kg de masse non modélisée au système, soit 76% de la masse initiale
du système.

Tableau 5.2 Description des deux niveaus d’erreurs introduits pour simuler des perturbations.

masse sur T2 (kg) masse sur T3 (kg) masse sur T4 (kg) fv
(

N.m
rad.s−1

)
Erreur 1 0.1 0.2 0.4 0.01
Erreur 2 1 2 4 0.1

Nous nous limitons à notre contrôleur principal, le contrôle hybride (4). Comme décrit sec-
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tion 4.4.3, nous considérons que la répartition réelle des efforts statiques sur les torses λ̄e,static

est connue. Elle peut être estimée par l’observateur de perturbation après le chargement des
charges utiles.

Suivi d’une trajectoire dans l’espace

Nous montrons à la figure 5.16 l’effet de l’erreur 1 sans et avec observateur de perturbation.
Nous notons que le système est instable avec l’erreur 2 sans observateur. Nous constatons
que l’élément de robustesse ajouté compense totalement les perturbations dans ce cas de
simulation. Nous obtenons sur cette tâche une réduction de la norme euclidienne du couple
de commande de 50% grâce à l’optimisation par contraintes internes, dans le cas de l’erreur
1.
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Figure 5.16 Gauche : Suivi d’une trajectoire dans l’espace par le torse T2 avec le contrôleur 4
après introduction d’erreurs de modélisation. Droite : Effet de l’optimisation par contraintes
internes sur le cas de l’erreur 1.

Nous notons sur la figure 5.17 que la connaissance de la répartition réelle des efforts statiques
sur les torses λ̄e,static réduit la sensibilité du contrôle en force aux perturbations. L’observateur
corrige les performances déjà bonnes.
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Figure 5.17 Respect des objectifs d’adaptation au sol lors du suivi d’une trajectoire dans
l’espace par le torse T2 avec le contrôleur 4 après introduction d’erreurs de modélisation.

Évolution sur un sol inégal

Le constat est le même pour la tâche de passage d’une rampe. Nous constatons à la figure 5.18
que la posture et la répartition des efforts sur les torses est peu sensible aux perturbations.
L’observateur a peu d’influence sur les performances déjà bonnes. Nous réalisons sur cette
tâche une réduction de la norme euclidienne du couple de commande de 70%, similaire à la
situation nominale (figure 5.19).
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Figure 5.18 Respect des objectifs d’adaptation au sol lors du passage sur une rampe avec le
contrôleur 4 après introduction des erreurs 1 et 2.
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Figure 5.19 Évolution de la norme du couple de commande sur une tâche de déplacement en
terrain inégale, avec et sans optimisation par contraintes internes, avec l’erreur 1.

5.3.3 Simulation d’une tâche de manipulation lors du déplacement sur un sol
inégal

Nous combinons une tâche de manipulation et une tâche de déplacement. Le torse T4 doit
réaliser une trajectoire dans l’espace tandis que le robot avance et rencontre la rampe simulant
un sol inégal. La figure 5.20 illustre la situation. La tâche est complexe car le robot doit
conserver sa posture alors que trois torses uniquement servent à l’adaptation au sol et le
torse T2 décolle en sortie de rampe. Nous rappelons encore que le torse T4 régule sa position
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par rapport au torse T1 qui le soutient. Si la posture du robot ne respecte pas celle désirée,
la position de T4 par rapport au repère fixe est fausse même si la position de T4 par rapport
à T1 est suivie parfaitement. Une des pistes d’amélioration future est la prise en compte de
cette erreur pour que le quadrant soutenant T4 la corrige dynamiquement.

Figure 5.20 Illustration de la tâche combinant manipulation et déplacement sur sol inégal.

Nous réalisons la simulation avec deux configurations. La première utilise le contrôleur 4
avec l’observateur de perturbation et l’optimisation par contraintes internes. Nous ajoutons
l’erreur 2 pour simuler des perturbations. La deuxième simulation est identique mais nous
prenonsKI,λ = 0.Nous supprimons le retour en force et donc la nécessité d’utiliser
un capteur d’effort dans la direction ~zg. Les autres efforts sont toujours intégrés dans
le modèle mais pour le contrôle en position. Nous soulignons que ceci est impossible avec
la méthode 1 d’adaptation cinématique. Nous illustrons les performances du robot sur cette
tâche sur la figure 5.21. Malgré la complexité de la tâche, le suivi en posture est correct avec
une erreur maximale ne dépassant pas 5◦ et le suivi en position ne dépassant pas 1 cm. Au-
trement dit, le robot maintient son équilibre face à cette situation complexe. Nous constatons
également que la suppression du retour de force détériore très peu les performances.

Nous ajoutons la figure 5.22 qui montre la position du repère T4 par rapport au torse T1 et
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Figure 5.21 Respect des objectifs d’adaptation au sol lors d’une tâche de manipulation en
terrain inégal avec le contrôleur 4 après introduction de l’erreur 2.

Figure 5.22 Suivi en position du torse T4. À gauche : par rapport au torse T1. Àdroite : par
rapport au repère fixe.

par rapport au repère fixe. Nous concluons à partir des figures 5.21 et 5.22 que l’erreur en
positionnement absolue est causée par une combinaison d’erreur de positionnement relatif et
de suivi de posture.
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Le suivi en posture et en position respecte les critères que nous nous sommes fixés. Nous
pouvons conclure que le contrôle hybride sans retour en force est utilisable même dans des
situations complexes de manipulation en terrain inégal.

Commentaire sur le chattering dû au contact au sol

Nous ne réalisons pas dans ce travail une étude du phénomène de chattering rencontré en
robotique lors du contact avec une surface. Néanmoins nous soulignons que notre méthode
d’adaptation au sol par contrôle hybride permet de supprimer les capteurs d’efforts selon
l’axe ~zg typiquement employés sur les rovers articulés. Ces capteurs sont une source majeure
de chattering. Avec notre implémentation, un torse qui atterrit est soumis à l’élasticité du
sol et rebondit naturellement.
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CHAPITRE 6 CONCLUSION

6.1 Synthèse des travaux

L’apport majeur de ce travail est la conception et la modélisation d’une nouvelle architecture.
La construction d’une architecture de robot mobile dépourvue de base centrale et construite
autour d’une boucle cinématique est nouvelle. Nous avons montré en quoi cette particularité
est avantageuse par rapport aux architectures classiques. Nous pouvons utiliser la boucle
cinématique pour gagner en autonomie. Les effecteurs finaux agissent comme des manipula-
teurs parallèles avec une topologie simple. L’absence de base centrale améliore la stabilité et
permet l’utilisation de méthodes bas-niveau pour le déplacement sur terrain inégal.

Le travail de modélisation réalisé traite d’un cas complexe et peu commun : un robot mobile,
avec une architecture parallèle. Une attention particulière a été portée au formalisme pour
unifier ces aspects. Un schéma par couple pré-calculé a été implémenté pour le contrôle en
position. Et deux méthodes bas niveau ont été implémentées pour l’adaptation au sol. Il
semblerait que l’application du contrôle hybride pour stabiliser un rover articulé sur un sol
inégal n’ait pas été utilisée avant. Nous avons montré dans ce travail que cette méthode est
valide et simple à implémenter. Nous pouvons même nous passer de retour de force et de
l’utilisation de capteurs d’effort. Cette caractéristique permet de limiter le chattering et les
difficultés d’implémentation dues aux capteurs d’efforts.

Nous avons également étendu le champs d’application de l’observateur de perturbation en
prouvant sa stabilité lorsqu’il est utilisé avec un contrôle hybride en force et position. Les
études en simulation ont confirmé ses performances.

6.2 Limitations de la solution proposée

La modélisation utilisée omet la dynamique des actionneurs et des capteurs. Sur un système
réel, les actionneurs créent des saturations qui dégradent les performances. Et les capteurs
d’efforts sont difficiles à utiliser. La mesure qu’ils fournissent est souvent bruitée et ils sont
sensibles à l’usure. Finalement, même si les capteurs angulaires modernes sont très perfor-
mants, il faut prendre en compte leur fréquence de rafraîchissement lors du réglage des gains.

Comme expliqué plusieurs fois dans ce mémoire, les tâches de manipulations par les torses T2

et T4 (section 5.3) sont réalisées relativement au torse T1. Dans la réalité, une tâche comme
celle-ci est réalisée dans un repère fixe absolue ou relativement à un objet extérieur.
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Finalement, nous soulignons que ce travail ne suffit pas à établir une comparaison rigoureuse
des performances de la nouvelle architecture par rapport aux architectures classiques. Les
conclusions sont issues de simulations ou basées sur des considérations sur l’architecture.
Il faudrait calculer des indices de performances tel que le coût de transport ou l’indice de
dextérité, ou encore comparer deux systèmes réels sur des tâches données.

6.3 Améliorations futures

Nous avons abordé plusieurs fois dans ce travail la différence entre le suivi de la position
relative d’un torse par rapport à son torse parent et le suivi absolu nécessaire pour une tâche
de manipulation réelle. Le suivi relatif ne compense pas une erreur introduite par une erreur
de posture de la base T1. Afin d’améliorer ce comportement, nous pouvons réaliser un suivi
de la position absolue d’un torse. C’est principalement un problème de positionnement dans
l’espace.

Nous avons montré que grâce au contrôle hybride, nous pouvons nous passer de mesurer
les efforts selon l’axe ~zg. Nous pouvons envisager de supprimer totalement ces capteurs.
Il faut d’abord déterminer la limite de performance de l’observateur de perturbation qui
peut certainement compenser une partie des efforts extérieurs. Une estimation des efforts de
contact basée sur une modélisation du sol peut être envisagée.

Nous pouvons également envisager une étude plus approfondie sur la boucle cinématique et
l’optimisation par contraintes internes. Quelle est la contrainte interne créée durant l’optimi-
sation du couple de commande ? Comment varie-t-elle avec le mouvement du système ? Quel
est l’effet sur l’optimisation de l’ajout ou du retrait de degrés de liberté au système ?

La prochaine étape majeure de développement passe par une augmentation de la complexité
de la modélisation, par exemple en utilisant un moteur physique plus poussé et en modélisant
le micro-contrôleur et les capteurs embarqués. Le travail portera alors sur la discrétisation
du contrôleur ou encore la gestion des saturations et de la dynamique des actionneurs, la
finalité étant la réalisation d’un prototype réel.
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ANNEXE A ÉQUATIONS DE LA CINÉMATIQUE INVERSE

Nous donnons dans le tableau A.1, les valeurs numériques des dimensions utilisées dans le
tableau 3.3 pour décrire l’architecture du robot. Nous ajoutons Lroue le rayon des roues.

Tableau A.1 Valeur des dimensions du système utilisés (cf. tableau 3.3)

Nom Valeur (m)
Ltorse 0.12
Lépaule 0.04
Lbras 0.3
Labs 0
Lroue 0.05

Cinématique directe

Nous détaillons les équations de la cinématique directe d’un quadrant :

T1xT2 = Geo
([
θ1 θ2 θ3 θ4 θ5

]>)
. (A.1)

Nous cherchons T1xT2 =
[
ox oy oz x y z

]>
. La méthode consiste à d’abord construire la

transformée de Plücker :

T2XT1 = T2X4(θ5) 4X3(θ4) 3X2(θ3) 2X1(θ2) 1XT1(θ1). (A.2)

Puis nous obtenons par décomposition sur T2XT1 :

x = 1
25
(
2.5 cos(θ1) + 2.5(3 cos(θ1) cos(θ2))− 2.5(3 cos(θ1) sin(θ2) sin(θ3))

+ 2.5(3 cos(θ1) cos(θ2) cos(θ3)) + (cos(θ1) cos(θ2) cos(θ3) cos(θ4))

− (cos(θ1) cos(θ2) sin(θ3) sin(θ4))− (cos(θ1) cos(θ3) sin(θ2) sin(θ4))

− (cos(θ1) cos(θ4) sin(θ2) sin(θ3)) + 3
)
; (A.3)

y = 1
50
(
sin(θ1)(2 cos(θ2 + θ3 + θ4) + 15 cos(θ2 + θ3) + 15 cos(θ2) + 2)

)
; (A.4)
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z = 1
25
(
sin(θ2 + θ3 + θ4) + 2.5(3 sin(θ2 + θ3)) + 2.5(3 sin(θ2))

)
; (A.5)

ox = atan2
(
−r31,

√
r2

11 + r2
21

)
; (A.6)

oy = atan2
( r21

cos ox
,
r11

cos ox

)
; (A.7)

oz = atan2
( r32

cos ox
,
r33

cos ox

)
; (A.8)

avec :

r11 = cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) cos(θ5)− sin(θ1) sin(θ5); (A.9)

r21 = − cos(θ5) sin(θ1)− cos(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1) sin(θ5); (A.10)

r31 = − sin(θ2 + θ3 + θ4) cos(θ1); (A.11)

r32 = − sin(θ2 + θ3 + θ4) sin(θ1); (A.12)

r33 = cos(θ2 + θ3 + θ4). (A.13)

Cinématique inverse

Nous détaillons maintenant les équations de la cinématique inverse d’un quadrant. Par des
manipulations sur la solution de la cinématique directe présentée si dessus nous obtenons la
solution de l’équation :

[
θ1 θ2 θ3 θ4 θ5

]>
= Geo−1(T1xT2),

avec T1xT2 =
[
ox oy oz x y z

]>
.

(A.14)

Nous donnons la solution associée à la position haute du quadrant, avec les dimensions du
tableau A.1 :

θ1 = atan2
(
y, x− 3

25

)
. (A.15)
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θ5 = atan2
(

cos (θ1) cos (ox) sin(oz)−cos (oy) cos (oz) sin (θ1)+cos (θ1) cos (oz) sin(ox) sin(oy),

cos (oy) sin (θ1) sin(oz) + cos (θ1) cos (ox) cos (oz)− cos (θ1) sin(ox) sin(oy) sin(oz)
)
. (A.16)

θ234 = −2π + atan2
(

cos (oy) sin (θ1) sin(ox)− cos (θ1) sin(oy), cos (ox) cos (oy)
)
. (A.17)

θ3 = −2π + atan2
(

1−
(

2
225

(
25z − cos(θ5) sin(ox) sin(oz) + cos(oz) sin(θ5) sin(ox)

+ cos(θ5) cos(ox) cos(oz) sin(oy) + cos(ox) sin(θ5) sin(oy) sin(oz)
)2

+ 2
225

(
3 cos(θ1)− 25x cos(θ1)− 25y sin(θ1) + cos(θ1) cos(θ5) cos(oy) cos(oz)

+ cos(θ5) cos(ox) sin(θ1) sin(oz)− cos(ox) cos(oz) sin(θ1) sin(θ5)

+ cos(θ1) cos(oy) sin(θ5) sin(oz) + cos(θ5) cos(oz) sin(θ1) sin(ox) sin(oy)

+ sin(θ1) sin(θ5) sin(ox) sin(oy) sin(oz) + 1
)2
− 1)2

) 1
2

,

2
225

(
25z − cos(θ5) sin(wx) sin(wz) + cos(wz) sin(θ5) sin(wx)

+ cos(θ5) cos(wx) cos(wz) sin(wy) + cos(wx) sin(θ5) sin(wy) sin(wz)
)2

+ 2
225

(
3 cos(θ1)− 25x cos(θ1)− 25y sin(θ1) + cos(θ1) cos(θ5) cos(wy) cos(wz)

+ cos(θ5) cos(wx) sin(θ1) sin(wz)− cos(wx) cos(wz) sin(θ1) sin(θ5)

+ cos(θ1) cos(wy) sin(θ5) sin(wz) + cos(θ5) cos(wz) sin(θ1) sin(wx) sin(wy)

+ sin(θ1) sin(θ5) sin(wx) sin(wy) sin(wz) + 1
)2
− 1

)
. (A.18)
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θ2 = −π2 − atan2
(

sin (θ3), cos (θ3) + 1
)

+ atan2
(

1
15
(
50x cos(θ1)− 6 cos(θ1) + 50y sin(θ1)

− 2 cos(θ1) cos(θ5) cos(oy) cos(oz)− 2 cos(θ5) cos(ox) sin(θ1) sin(oz)

+ 2 cos(ox) cos(oz) sin(θ1) sin(θ5)− 2 cos(θ1) cos(oy) sin(θ5) sin(oz)

− 2 cos(θ5) cos(oz) sin(θ1) sin(ox) sin(oy)− 2 sin(θ1) sin(θ5) sin(ox) sin(oy) sin(oz)− 2
)
,

1
15
(
50z − 2 cos(θ5) sin(ox) sin(oz) + 2 cos(oz) sin(θ5) sin(ox)

+ 2 cos(θ5) cos(ox) cos(oz) sin(oy) + 2 cos(ox) sin(θ5) sin(oy) sin(oz)
))
. (A.19)

θ4 = θ234 − θ3 − θ2. (A.20)
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ANNEXE B PREUVE DE STABILITÉ DU SYSTÈME COMPLET AVEC
UN CONTRÔLEUR EN POSITION BASÉ SUR LA PASSIVITÉ

Nous n’implémentons pas ce contrôleur en position sur le système. En effet il s’agit d’un
contrôleur en position dans l’espace des articulations qui s’agence mal avec les méthodes
d’adaptation au sol développées section 4.4. Nous démontrons tout de même qu’il est possible
de l’utiliser.

Contrôleur en position basé sur la passivité

Nous concevons un contrôleur en position basé sur la passivité [41] dans l’espace des articu-
lations. Le couple de commande est calculé par une boucle interne :

τ r = H̄q̈r + C̄q̇r + ρ̄+LP q̃ +LDVq. (B.1)

Les matrices de gain LP , LD et Γ sont diagonales définies positives, de la forme (4.6). Nous
définissons les variables auxiliaires qui sont calculées dans une boucle externe en amont :

q̃ = qdes − q, q̇r = q̇des + Γq̃,

Vq = ˙̃q + Γq̃, q̈r = q̈des + Γ ˙̃q.
(B.2)

Nous posons la fonction associée Vpass :

Vpass(q̃,Vq) = 1
2 q̃
>LP q̃ + 1

2V
>
q H̄Vq. (B.3)

Nous pouvons montrer qu’il s’agit d’une fonction de Lyapunov en utilisant le lemme 2 et la
défini positivité de LP et H̄ .

Injection de la dynamique de l’erreur avec un contrôleur basée sur la passivité

Nous rappelons l’équation du couple de commande τ r généré par le contrôleur basé sur la
passivité :

τ r = H̄q̈r + C̄q̇r + ρ̄+LP q̃ +LDVq,

donc H̄(q̈ − q̈r) + C̄(q̇ − q̇r)−LP q̃ −LDVq = H̄H−1ψ̃2
(B.4)
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Nous pouvons alors réécrire la dynamique des erreurs de régulation en utilisant les coordon-
nées (q̃,Vq) :

−H̄V̇q − C̄Vq −LP q̃ −LDVq = H̄H−1ψ̃2. (B.5)

Preuve de stabilité

Le système (B.6) exprime la dynamique des erreurs du système complet équipé du contrôleur
basée sur la passivité en utilisant les coordonnées (q̃,Vq, ψ̃) :

(q̃,Vq, ψ̃)→


˙̃q = Vq − Γq̃,

H̄V̇q = −C̄Vq −LP q̃ −LDVq − H̄H−1ψ̃2,

µ ˙̃ψ = Aψ̃ψ̃ − µ ˙(ψ∗).

(B.6)

Nous modifions le premier terme du candidat de Lyapunov (4.76) :

V
(
q̃,Vq, ψ̃

)
= 1

2 q̃
>LP q̃ + 1

2V
>
q H̄Vq︸ ︷︷ ︸

Vpass

+1
2ψ̃
>Pγψ̃. (B.7)

Nous démontrons le théorème 1 à l’aide d’une preuve similaire à 4.6.2.

Preuve. Nous dérivons Vpass par rapport au temps :

V̇pass = q̃>LP ˙̃q + V >q H̄V̇q + 1
2V

>
q

˙̄HVq

= q̃LP ˙̃q + V >q H̄V̇q + 1
2V

>
q

˙̄HVq

= q̃>LP (Vq − Λq̃) + V >q
(
−C̄Vq −LP q̃ −LDVq − H̄H−1ψ̃2

)
+ 1

2V
>
q

(
C̄ + C̄>

)
Vq

= −q̃>LPΛq̃ − V >q LDVq − V >q H̄H−1ψ̃2

≤ −q̃>LPΛq̃ − V >q LDVq + κmax ‖Vq‖
∥∥∥ψ̃2

∥∥∥
≤ −q̃>LPΛq̃ − 1

2V
>
q LDVq +−1

2V
>
q LDVq + κmax ‖Vq‖

∥∥∥ψ̃2

∥∥∥︸ ︷︷ ︸
(5)

.

(B.8)

Nous travaillons temporairement sur (5). Nous isolons ‖Vq‖ en utilisant la forme canonique
du polynôme en ‖Vq‖ de degrés deux.
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(5) = −1
2V

>
q LDVq + κmax ‖Vq‖

∥∥∥ψ̃2

∥∥∥
≤ −1

2λmin(LD) ‖Vq‖2 + κmax ‖Vq‖
∥∥∥ψ̃2

∥∥∥
≤ −1

2λmin(LD)
(
‖Vq‖ −

κmax

λmin(LD)
∥∥∥ψ̃2

∥∥∥)2

︸ ︷︷ ︸
< 0

+
κ2

max

∥∥∥ψ̃2

∥∥∥2

2λmin(LD) .

(B.9)

Nous utilisons la majoration de V̇pass et le résultat (4.82) pour majorer V̇ :

V̇ ≤ −1
2λmin(LD) ‖Vq‖2 − Λλmin(LP ) ‖q̃‖2 +

(
κ2

max
2λmin(LD) −

κ1

µ

)∥∥∥ψ̃∥∥∥2
+ κ2

3
κ2
µ. (B.10)

Nous choisissons µ∗1 tel que :
(

κ2
max

2λmin(LD) −
κ1

µ

)
≤ −1

2 max{1, γ}, (B.11)

donc :

V̇ ≤ −1
2λmin(LD) ‖Vq‖2 − Λλmin(LP ) ‖q̃‖2 − 1

2 max{1, γ}
∥∥∥ψ̃∥∥∥2

+ κ2
3

2κ2
µ. (B.12)

Nous rappelons :

V ≤ 1
2λmax(H̄) ‖Vq‖2 + 1

2λmax(LP ) ‖q̃‖2 + 1
2 max(1, γ)

∥∥∥ψ̃∥∥∥2
. (B.13)

D’après les deux inégalités (B.13) et (B.12), pour tout µ ≤ µ∗(ε̄), il existe un λ > 0 tel que :

V̇ ≤ −λV + κ2
3

2κ2
µ. (B.14)

Nous concluons de la même manière que pour la preuve 4.6.2.
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