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RESUME

Les travaux de recherche de cette these portent sur la résolution de différents problemes
de commande optimale stochastique pour un processus de diffusion unidimensionnel qui est
commandé jusqu’a atteindre I'une ou l'autre des extrémités d'un intervalle. L’objectif est
de minimiser I'espérance mathématique de la fonction de cott total qui inclut les cotits
quadratiques par rapport a la variable de commande cumulés dans l'intervalle et le cofit a
I’état final. Le temps final auquel le processus quitte cet intervalle est appelé I'instant de
premier passage, qui est aléatoire. Whittle [1] a étudié ce type de probleme et il I’a appelé
LQG homing.

Pour un tel probleme, nous avons obtenu différentes commandes optimales approximatives
dans le cas ou le processus de diffusion est le processus de Wiener avec des parametres
infinitésimaux aléatoires en traitant le probleme de premier passage. Nous avons également
traité le probleme dans le cas du processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O-U) et nous avons pu
trouver une forme générale de la commande optimale exacte en fonction des parametres du
probléme LQG homing. A la fin, nous traitons le probleme de commande optimale
stochastique dans le cas des processus de diffusion avec sauts et nous déterminons une

solution exacte lorsque 'amplitude des sauts est déterministe.
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ABSTRACT

This thesis deals with solving different stochastic optimal control problems for a
one-dimensional diffusion process which, in the applications considered, is controlled until it
reaches either of the limits of an interval. The aim is to minimize the expected value of a
cost criterion with quadratic control costs on the way and a final cost. The final time when
leaving this interval is called the random first passage time. Whittle [1] considered this type
of problem, which he called LQG homing.

For such a problem, having an exact solution even for a particular case is usually very
difficult. In our work, we have obtained different approximate optimal controls when the
diffusion process is a Wiener process with random infinitesimal parameters. We also treated
the same problem in the case of the Ornstein-Uhlenbeck process, and we were able to find the
general form of the exact optimal control depending on the parameters of the LQG homing
problem. We treat in the last chapter the case of jump-diffusion processes optimal control

problem for which we determine the exact solution when the jump amplitude is deterministic.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Le sujet de la commande optimale stochastique est classique en mathématiques appliquées
et il a connu des développements importants au cours des dernieres années. Dans cette
these, nous allons étudier et résoudre des problemes de commande optimale stochastique
LQG homing qui ont des champs d’application dans différents domaines de génie. Nous
citons comme exemple des problemes traités en mathématiques financieres, en biologie
mathématique, en épidémiologie et en médecine, etc. Avant de définir les éléments de la
problématique en explicitant les objectifs spécifiques a atteindre, nous allons présenter
d’abord le formalisme de ces problemes LG homing que nous allons traiter en montrant la
motivation du choix de cette classe de problemes de commande optimale stochastique, et le
contexte d’utilisation en présentant quelques exemples. A la fin, nous allons présenter les

accomplissements réalisés dans le cadre de ce travail de recherche.

1.1 Définition du probleme :

Avant de présenter la formulation générale du probleme, nous avons besoin de quelques

définitions des processus stochastiques que nous allons étudier.

Processus de Wiener (mouvement brownien)

Un processus stochastique {X(t),¢ >0} est appelé processus de Wiener si
(i) X(0)=0;
(ii) {X(t),t >0} est un processus gaussien ;
(ili) E[X(¢)]=0;
)

(iv) Cov[X(s),X(t)] =02 min{s,t}, ou o > 0 est une constante

ou, si d’'une maniere équivalente, si les propriétés suivantes sont satisfaites :

Le mouvement brownien standard associé est défini par W (t) = @ Vt.



Processus de diffusion

C’est un processus pour lequel ¢t — X (t) est continue avec une probabilité de 1, ¢’est-a-dire
que .

lim = P[X (¢ +¢) - X(8)] > 6| X(£) = 2| = 0

el0 €

Vo >0 et Vo e (a,b), et dont les parametres infinitésimaux pu(x;t) et v(x;t) = o2(x;t) définis
par .
puast) = 1%1-1@[)(@ +e) = X(1)| X () = 2
€l0 €

et

1 2

v(z;t) = 11{8—E[(X(t +e) =X (1) | X(t) = 2]
€l0 €

sont des fonctions continues de x et de t. Nous représentons au tableau suivant quelques

exemples de processus de diffusion :

Nom du processus w(z;t) | v(x;t)
Mouvement brownien 0 o?
Mouvement brownien avec dérive 1 o?
Ornstein-Uhlenbeck —ax o?

ou u,0 #0 et a>0 sont des constantes.

1.1.1 Formulation du probleme

Nous présentons maintenant le type de probleme de commande optimale stochastique LQG
homing que nous avons résolu dans le cadre de notre recherche. C’est un probléeme pour lequel
'espace des états { X (t),t > 0} est un processus de diffusion unidimensionnel commandé défini

par I’équation différentielle stochastique
dX (1) =b(X(t),u(t))dt+o(X(t))dW (t) +£(t)dN(t), (1.1)

ou

b(X(t),u(t))
J(X(t))

p[X ()] +bou[ X (2)]
U(X(t))



et by # 0 est une constante, p(.) et v(-) >0 sont les parametres infinitésimaux du processus
{X(t),t > 0}, et {W(t),t > 0} est un mouvement brownien standard. Cette équation

représente le systéme dynamique du probléme.

De plus, 'objectif dans ce probleme est de minimiser I’espérance mathématique de la fonction

de cofit
J(x,t0)=ft0 (x){%qou2[X(t)]+/\} di + K[X(T(x))] pourty >0, (1.2)

ol qo (> 0) et A sont des constantes, K est une fonction générale de cofit a I’état final X[7T'(x)]

et T'(x) est une variable aléatoire définie par
T(z)=inf{t>0: X(t)=aoub| X(0) ==z e€[a,b]}, (1.3)

appelée instant de premier passage.

Notons que si le parametre A\ est positif (respectivement négatif), alors le programme
d’optimisation cherche a quitter l'intervalle [a, b] le plus (respectivement moins) rapidement
possible, tout en tenant compte des cotits de commande quadratiques. Le parameétre A

représente une pénalité s’il est positif, alors qu’il est une récompense lorsqu’il est négatif.

1.1.2 Motivation du choix du modéle de probleme LQG

Dans notre recherche, 'acronyme LQG utilisé, en anglais Linear Quadratic Gaussian, signifie
que I'équation du systéme dynamique est stochastique (présence du terme de bruit blanc),
linéaire par rapport a la variable de commande u (variable de contréle du systéme) et la
fonction de coiit est quadratique par rapport a cette variable de commande. Pour le choix de
ce type de modele LQG, nous nous référons a l'article [2], ou 'auteur a justifié ce choix en se
basant sur le fait que la plupart des problemes de systémes dynamiques non linéaires peuvent
étre commandés (ou controlés) a I’aide des commandes optimales LQG. La bonne nouvelle sur
les modeles LQG est que la stabilité des systemes a boucle fermée (closed-loop) est garantie
avec les commandes associées, appelées commandes feedback, mais le seul probleme qui reste
concerne la sensibilité de celles-ci aux erreurs qui sont liées a la modélisation de conception
du systeme [3]. Une commande du systeme est dite robuste si elle est moins sensible & ces
erreurs. Donc, la robustesse d'un systéme en boucle fermée doit étre vérifiée séparément apres
la conception de la commande LQG ; et pour la promouvoir, certains parametres du systeme

peuvent étre supposés stochastiques au lieu d’étre déterministes [4].

Dans la suite, nous présenterons quelques exemples d’application pour ce type de probleme.



1.1.3 Exemples d’application
e Parameétres aléatoires :

Nous citons ici un probléme connu en finance et qui a été résolu par Makasu [5], dans lequel
I'investisseur cherche a trouver un portefeuille, représenté par un processus 7*, qui minimise
le temps prévu pour atteindre un seuil de richesse b > 0 et un déficit attendu de la valeur
finale de stock.

Un deuxieme probléme concerne les marchés bull and bear, ou la moyenne infinitésimale
p(z;t) du processus des prix des actifs pourrait étre aléatoire et dépendre d’une chaine de
Markov. Plus précisément, I’équation stochastique pour ces prix a 'instant ¢ est définie ici
par

dS(t) = u(ag)dt + o dW (t), S(0) =z,

ou p(i) = p;, i = 1,2, est le taux moyen de revient, o > 0 est la volatilité, {W(¢),t > 0} est
un mouvement brownien standard, et a; est une chaine de Markov ayant comme espace des
états M = {1,2}. Le processus o, représente le régime du marché a chaque instant ¢ : lorsque
oy = 1, alors le marché est haussier « bull market », c’est-a-dire un marché dans lequel les
cours des actions augmentent, ce qui encourage les achats, tandis que «; = 2 indique que le

marché est baissier et encourage plutot les ventes, appelé aussi « bear market ».

Nous présentons un autre exemple en finance connu sous le nom de « Merton portfolio

selection in finite horizon » et défini comme suit :

Un agent investit & tout moment ¢ une proportion u(t) de sa richesse X pour une action de

prix S et 1 —wu(t) pour une obligation de prix S° avec un taux d’intérét r.

L’investisseur est confronté a la contrainte de portefeuille voulant qu’a tout moment ¢, u(t)

soit évalué dans un sous-ensemble convexe fermé A c R.

En supposant un modele Black-Scholes pour S (avec un taux de rendement constant p et

une volatilité o > 0), la dynamique du processus de commande de la richesse X (¢) est

X (1) %dsuwﬂwg(x ®) 4500 (1.4)
= X(0) (r 4 u(t) (- ) dt + X (2) u(t)o dW(2). (1.5)

Dans cet exemple, le processus { X (t),¢ > 0} est en fait un processus mouvement géométrique,

c’est-a-dire qu’on peut I'écrire sous forme de e¥ (), ou {Y(¢),t > 0} est le processus brownien



avec dérive commandé a ’aide de I'équation de la dynamique suivante :

AY (t) = (r+ (p-r)u(t))dt +u(t)o dW (t).

Nous remarquons aussi que le coefficient de diffusion U(Y(t)) = ou(t) dépend de la variable
de commande u, et ce, parce qu'on a deux actifs différents pour lesquels ’agent investit. Un
actif avec risque qui est l'action et un actif sans risque qui représente I'obligation, et donc,

les coefficients de dérive et de diffusion dépendent conjointement de la commande wu.

Encore en finance, la variance des retours sur les actions joue un role important dans la
tarification des options. On utilise plus le terme financier volatilité qui représente ’écart-type
o (racine carrée de cette variance). Empiriquement, cette volatilité n’est plus constante, mais
plutot variable par rapport au temps de sorte qu’on peut la considérer comme une variable
déterministe ou aléatoire. Des modeles pour la tarification des options et qui incorporent la

variation aléatoire de la volatilité sont congus.

Comme exemple, soit le processus de diffusion commandé suivant :
dX(t) = X(t)u(t)dW(t), to<t<T,

ou le processus commande u est a valeur dans [a,b] c R*. Etant donné une fonction continue

K sur R*, nous considérons le probleme d’optimisation :

F(t,z) = mst[K(X(T(x)))] (t,2) € [0,T] x (0, 00),

Interprétation financiéere

u représente le processus de volatilité du prix de l'action X et le terme K(X(T'(z))) est
le cofit a I’état final X (T(x)) représentant le gain d’une option européenne de maturité 7.
La fonction de valeur F' est le cotit de sur-réplication de cette option, c’est-a-dire le capital
minimal requis pour couvrir, a travers des stratégies de négociation sur les actions, le gain

d’option a I’échéance T' quelle que soit la réalisation de la volatilité incertaine, voir [6].

Ci-dessous, nous citons des exemples des problemes de commande optimale stochastique avec

des sauts, qu’on rencontre dans différentes applications.



e Saut du processus :

Un probléme connu en biologie sous le nom de « Optimal Harvesting of Logistically Growing
Population Undergoing Random Jumps » est étudié dans [7], et dont ’équation de commande
de son modele est

Tp

dX (1) = X(1)(r(1 = X(1)/K) = qut) ) dt + X ()Y widP(t) 120,
=1

ou nous avons n,, processus de Poisson des sauts, X (0) = o > 0 est la masse de la population
initiale, r > 0 est le taux de croissance intrinseque constant et la constante K > 0 désigne la
capacité qui reflete la taille de la population que I’environnement peut supporter en ’absence

de récolte et en raison d’autres facteurs. La fonction de croissance naturelle

f(z) =raz(1-2/K)

est appelée la fonction logistique et le taux de récolte est

H(t) = h(X(t),u(t)) = qu(t) X (1),

ot u(t) est la commande optimale représentant I'effort de récolte et ¢ > 0 est le coefficient de

capture mesurant ’efficience de la récolte.

La masse de la population, appelée aussi biomasse, souffre des sauts de tailles aléatoires rares
provenant de diverses sources, que ce soit de la surpéche, des changements climatiques, etc.
Ces sauts se produisent selon des processus de Poisson avec des taux différents. Les valeurs
négatives des tailles de sauts —1 < v; <0 pour 7 = 1 : n, désignent des effets désastreux, mais
ayant une limite inférieure de telle sorte que la population ne sera pas éteinte par un seul

sinistre, tandis que les valeurs positives de v; désignent les bonanzas ou des effets bénéfiques.

Dans cet exemple, ’équation de la dynamique du probleme en question est considérée
déterministe puisque le terme de diffusion est nul, alors que dans le probleme de récolte
optimale qu’on trouve dans [8], on tient compte des fluctuations des biomasses récoltées et
des prix dans un environnement de saut aléatoire. En anglais, ce probleme est connu sous le
nom de « Optimal Harvesting with Both Price and Population Random Dynamics », et les

équations stochastiques de son systéme dynamique sont



Xl(t)((rl(l - X1 (8)/KC) = quu(t))dt + oy dWi (t) + Zyudpl,i(t)), (1.6)
=1

dX:(1)

dX5(t)

Xo(t)((radt + 02dWa(t) + f:yg,idpw(t)). (1.7)
i=1

D’apres [8], le processus économique des prix p(t) dépend du taux de récolte des biomasses
H(t) = h(X:1(t), u1(t)) = qrua (t) X1 (t)

et d’autres processus stochastiques selon la formule suivante :

p(t) = (;(Ot) +p1)X2(t), (1.8)

ol py est le coefficient constant de l'offre et de la demande tel que p(¢)H () est le rendement
brut de la récolte, p; est le coefficient constant du prix par unité de la biomasse récoltée et
X, (t) est un facteur d’inflation fluctuant qui satisfait a I’équation différentielle stochastique
(1.7).

Les processus de Poisson P;;, P»; de taux respectifs vy ;,15; et les processus de Wiener
W1, Wy sont supposés deux a deux indépendants. X; = e¥* et X, = e¥2(H) sont mouvements
browniens géométriques puisque le processus Yi(t) est un processus de diffusion de dérive
r1(1-X1(t)/K1) et de coefficient de diffusion o, alors que le processus Ya(t) est de coefficient

de dérive ro et de coeflicient de diffusion os.

La fonction de cotit représentant la valeur économique de la récolte, commencant a l'instant

ty avec la biomasse z; et se terminant a I'instant final ¢, est donnée par
_ t
J[X, u](x,ty) = E[ f ! e“ssH(s)R(X(s), u(s))ds | X(to) = x,u(ty) = u],
to

ou ¢ est le taux d’escompte, non corrigé par I'inflation tant que celle-ci est incluse dans X(t),

avec un escompte commencant a tg.

L’état du vecteur aléatoire est X (t) = [Xl(to) Xg(t())] et x = [xl xg] est un état du vecteur

échantillonné, tel que

R(z,u) = m((pg +p1h(x1,u))x2 - C(u))



est le taux des revenus instantanés nets de la récolte par unité de biomasse.

Le prix unitaire de la biomasse récoltée est p défini dans (1.8) et
C(u) =cru+cyu?

est le colit total de l'effort de récolte.

L’objectif est de résoudre le probleme d’optimisation
F(X7 tO) = max[j[X, U](l’7 tO)]a
et la commande optimale feedback ou rétroaction de I'effort est

u(x,tg) = argmax[j[X,u](x,to)] pour 0 <ty <ty

Nous présentons maintenant un exemple aussi connu en mathématique financiere, plus
précisément dans la tarification des options. Parmi les modeles mathématiques pour cette
tarification, nous citons les modeles de diffusion avec des sauts, ou modeles JLQG (Jump
Linear Quadratic Gaussian models). 1’équation stochastique de ce modele est composée de
deux parties. Une partie de diffusion déterminée a 1’aide du mouvement brownien standard
et une partie qui est liée aux sauts du processus. La partie des sauts nous permet de
modéliser les sauts inattendus et soudains du prix de 'actif sous-jacent. Par la suite, nous

donnerons la formulation générale du modele
dS(t) =puS(t)dt+oS(t)dW (t) +nS(t) dN(t),

ou S(t) désigne le prix de 'actif & l'instant ¢,
W (t) est le mouvement brownien standard,
N(t) est un processus de Poisson d’intensité A,

et i désigne 'amplitude de saut, qui permet de faire un saut de S a S(1+7).
Des modeles particuliers issus de ce modele existent [9]. Voici quelques exemples :
e Modele de Merton (voir [10]) :
n(z) = N(u, o)

e Modele de Kou avec une distribution en double exponentielle (voir [11]) :

n(x) =pm e m® Lo+ qnee ™ 1.



1.2 Objectifs spécifiques et méthodologie de résolution

Comme nous pouvons le constater, 'objectif principal dans les probléemes associés aux
applications que nous avons présentées ci-dessus est de trouver une commande optimale
notée w, minimisant (ou maximisant) une certaine fonction de coftit, qui permet de trouver
I'état d’un systéme représenté par un processus stochastique commandé X (¢) a un certain

instant ¢, pour lequel I’équation stochastique est de la forme
dX (t) =b(X(t),u(t))dt+o(X(t))dW(t) + (L) dN(2)

ou de la forme
dX (1) =b(X(t),u(t))dt +o(X(t))dW(t)

en prenant en compte parfois le probleme de 'instant de premier passage.

Maintenant, nous énumérons les éléments de la problématique de notre projet de recherche,
qui concerne des variantes du probleme de commande optimale stochastique [1.1—1.3], qu’on
a défini a la sous-section 1.1.1, et pour chaque probleme, nous proposerons la méthode de

résolution.
1. Commande optimale du processus de diffusion avec des parametres aléatoires :

Pour atteindre les objectifs spécifiques suivants, nous considérons que les parametres
infinitésimaux p et v du processus de diffusion commandé {X(t),¢ > 0} varient selon

des valeurs prises par une chaine de Markov a temps continu :

— Nous allons résoudre le probleme pour le mouvement brownien (processus de
Wiener) avec dérive, mais dans le cas ou seule la moyenne infinitésimale est
aléatoire dans le cas de deux barrieres selon des valeurs prises par la chaine de
Markov.

— Nous résolvons ensuite le probleme pour le méme type de processus, mais en
considérant cette fois-ci que seule la variance infinitésimale est aléatoire, et nous

étudierons aussi le cas d’une seule barriére.

— Nous allons enfin résoudre le probléeme lorsque la moyenne infinitésimale et la
variance infinitésimale sont toutes les deux aléatoires, mais en supposant que le

processus est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

Dans tous ces cas, nous allons utiliser le principe d’optimalité de Bellman pour
construire ’équation de programmation dynamique (HJB) a partir de laquelle nous

obtenons une équation ou un systeme d’équations.
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Nous résolvons ces équations analytiquement ou numériquement pour déterminer a la

fin la commande optimale.

2. Commande optimale du processus de diffusion avec sauts (jump-diffusion process) :

Pour ce deuxieme objectif, nous allons :

— Construire I'équation différentielle et aux différences associée et déterminer la
commande optimale pour un probleme particulier, que nous allons résoudre pour

un cas spécial, donnant lieu a une solution exacte.

— Nous déterminerons ensuite une solution approximative du probleme original. Ala
fin, et pour vérifier la qualité de la solution, nous comparerons les deux solutions
pour un cas particulier du probleme. Apres, nous énoncerons un probléme de sauts
dans lequel I'amplitude des sauts £ pourra dépendre d’une variable aléatoire ayant

la distribution de la loi normale ou uniforme par exemple.

Notons bien que dans le cadre de cette recherche, quatre articles ont été publiés dont les
trois articles [12], [13] et [14] concernent les différents cas sur les parametres infinitésimaux

aléatoires, alors que le quatrieme article [15] concerne le probléme avec sauts.
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CHAPITRE 2 REVUE DE LITTERATURE

Les problemes de commande optimale stochastique LQG homing ont été définis premierement
par Whittle dans son livre « Optimization over time », ou il les a étudiés en n dimensions [1].
Le livre sur les problemes de commande optimale déterministe et stochastique « Deterministic
and stochastic optimal control » des auteurs W.H. Fleming et R.W. Rishel [16] représente
une référence importante de ce présent document. Dans les travaux de B. Zou [17] sur les
commandes stochastiques des assurances et des investissements optimaux avec changement de
régime « Stochastic Control in Optimal Insurance and Investment with Regime Switching », les
parametres infinitésimaux dépendent d’une chaine de Markov a n états discrets représentant
les régimes du marché financier. Dans le cas o il y a seulement deux régimes de marché (n=2),
a savoir le marché haussier « bull market » et le marché baissier « bear market », le systeme
dynamique du probleme de la commande stochastique considéré est linéaire par rapport a
la commande, et integre le terme des sauts concernant les pertes assurables « insured loss ».
L’auteur a proposé des solutions explicites pour 1’équation de la programmation dynamique
HJB associée, en maximisant I’espérance mathématique de 1'utilité totale de la consommation
sur un horizon temporel infini, mais la fonction d’utilité non quadratique considérée est de
type HARA « Hyperolic Absolute Risk-Aversion », et dépend du régime de marché. Il faut
signaler aussi que l'investisseur continue a consommer tant que sa fortune est strictement
positive, avant I'instant de premier passage qui correspond a l'instant de sa faillite. Dans un
autre travail sur le changement du régime de marché haussier en marché baissier « Regime
switching from bull market to bear market » [18], la moyenne infinitésimale dépend du régime
de marché et le travail consiste a trouver les instants de passage a un marché haussier puis a un
marché baissier. Pour ce faire, les auteurs transforment d’abord le probleme en un probleme
probabilistique, pour éviter la résolution des équations aux dérivées partielles difficiles qu’on
trouve dans [19]; et ils ont proposé un algorithme pour déterminer approximativement des
parametres appelés niveau d’achat (buy level) et niveau de vente (sell level) a partir desquels
c’est plus avantageux d’acheter ou de vendre des actions pour maximiser le gain moyen en
pourcentage. Pour les problemes de la commande stochastique ou la variance ou la volatilité
sont des variables aléatoires, nous nous référons au document [20], o les auteurs ont justifié
cet aspect aléatoire de la volatilité. Dans [21], le probléeme de commande LQG homing était
étudié en supposant que les coefficients de ce probleme de commande sont aléatoires, que
ce soit, les coefficients de la fonction de cofit ou les coefficients du systéeme dynamique, dont
certains de ceux-ci, peuvent jouer le réle des parametres infinitésimaux du processus sous-

jacent. Dans les applications, on trouve différents modeles utilisés. Nous avons déja cité
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quelques exemples de modele dans la sous-section 1.1.3. Les problémes de commande optimale
stochastiques dans le cas des processus de sauts sont aussi plus présents en mathématiques
financieres, tant dans la tarification des options que dans la tarification des actions. Liubao
Deng et Yuanguo Zhu dans [22] ont traité un probléeme de commande optimale stochastique
avec des sauts de processus, et 'ont appliqué pour le probleme de commande des fonds
de retraite (pension). Ils ont utilisé également un modele LQG, mais pas un modele LQG
homing, auquel ils ont appliqué le principe de la programmation dynamique basée sur un
résultat du principe d’optimalité de Bellman et qui a donné lieu au théoreme qu’on peut
trouver dans [23]. Toujours au sujet des sauts, Floyd B. Hanson dans son document [7] a
mené une étude détaillée donnant le cadre théorique des processus de diffusion avec sauts, et
a traité différents types de problemes, que ce soit de modele LQG homing ou non. Il a aussi
introduit les champs d’applications de ces types de problemes, a savoir les applications en
mathématiques financieres, en biologie et en médecine. Dans le cadre de sa généralisation du
probléme, il a traité le cas de sauts aléatoires du processus de diffusion; ce qui a rendu le
probleme aussi plus compliqué de telle sorte qu’une solution analytique s’avere difficile a la
trouver. Cependant, Floyd B. Hanson a présenté des outils en faisant appel a des méthodes
numériques qui nous servent a résoudre le probleme numériquement en supposant que les
tailles (amplitudes) des sauts dépendent d’une variable aléatoire appelée marque qui pourra
avoir la distribution de la loi normale ou la loi uniforme. Merton [10] a été le pionnier de
I’analyse de la tarification des options pour les rendements des actions régies par un modele
de diffusion avec sauts. Il a choisi la distribution normale pour I'amplitude des sauts pour les
logarithmes du revient (log-return) des prix d’option ou d’action, qui sont sous contraintes
des changements extrémes sur une tres courte période en raison de changements importants
survenus sur le marché ou dans ’entreprise. On peut trouver plus de détails sur ce sujet
dans [24] et [25]. Ainsi que I’équation du modeéle du processus de diffusion avec sauts, associé

au processus des prix d’action en bourse S(t) a I'instant ¢ est

dIn(S(t)) = pdt + cdW(t) + J(Q)dN(t)),S(0) = So > 0, (2.1)

2 sont les parametres infinitésimaux du logarithme du mouvement brownien

tel que p et o
géométrique{S (t),t > O}. Il y a aussi le terme relié au saut d’amplitude J(Q). Merton a

choisi ’expression suivante pour cette amplitude :

J(Q) = eQ - 17
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ou la distribution de la marque @ est celle de la loi normale. La notation symbolique du
terme de saut J(Q)dN(t) est exprimée comme suit :

AN(t)

J(Q)AN(t) := ’; J(Qr)-

En faisant appel a la regle de dérivation en chaine, I’équation stochastique (2.1) devient

o2 dN(t)
dIn(S(1)) = (,u—?)dt+<7dW(t)+ kzl O, (2.2)

ou NN est le processus de Poisson de taux A, et (), est donc la nouvelle amplitude des sauts.
Sous I’hypothese que les coefficients p et 02 sont constants, la solution de I’équation (2.1) est
donnée par

o2 N()
S(t) =Sy eXp{ (u— ?)dt +oW(t)+ > Qk}

k=1
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CHAPITRE 3 LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE ET LES
PROBLEMES DE COMMANDE OPTIMALE « LQG HOMING »

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnerons le cadre théorique des approches de résolution de certains

problemes de la commande optimale stochastique. Nous y présenterons les éléments suivants :

e Nous étudions I’équation stochastique pour le processus stochastique non commandé,

et celle du processus de diffusion commandé.

e Nous définissons et donnons les éléments de structure d’un probleme de commande
optimale stochastique d’instant de premier passage aléatoire pour les processus de

diffusion continus. Nous reformulons le probléeme pour les modeles LQG homing.

e Enfin, on présentera le méme probléme, mais avec des sauts de processus de diffusion, ou

nous allons donner le formalisme général et ’appliquer pour les problemes de commande
LQG homing.

3.2 Equations différentielles stochastiques

3.2.1 Processus de diffusion non commandé

Plusieurs phénomenes naturels peuvent étre modélisés par des équations différentielles
ordinaires en X (état du systéme), en intégrant un terme v qui représente les effets de

perturbations selon 1’équation :

dX

s p(t, X (1)) +v(t), (3.1)

ou {X(t),t >0} est un processus de diffusion et u(t,X(t)) un vecteur dans R™.

Lorsque les perturbations citées ci-dessus sont irrégulieres ou qu’on ne peut pas prédire, on
représente souvent le terme v comme un processus stochastique (appelé en littérature « bruit
aléatoire »). On s’arrange pour que E(v(t)) = 0, en faisant absorber le terme E(v(t)) dans p.
Etant donné que le processus de diffusion {X(¢), t > 0} n’est nulle part dérivable, I’équation

(3.1) peut étre réécrite en terme de différentielle comme

dX = p(t, X (t))dt +v(t)dt. (3.2)
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On considere le terme v comme un bruit blanc multiplié par un coefficient o qui peut dépendre
de t ou de I'état X (t). Ainsi on a
aw

v(t)=olt,X(t))—,
(1 =o(t, X(0)%
ou {W(t),t > 0} désigne le mouvement brownien standard de dimension d défini sur
I'espace de probabilité (2, F, (F;)e0,P), ou (F;)so est la filtration! brownienne standard
représentant le flux d’informations disponibles a I'instant ¢. En remplacant cette expression
de v dans l'équation (3.2), nous obtenons 1’équation différentielle stochastique que nous

allons considérer :

dX = p(t, X (t))dt +o(t, X (t))dW. (3.3)

On peut exprimer cette équation en termes de composantes

d
dXZ = ,ul(t,X(t)) dt + Zaij(t, X(t)) de, 1= ]_, .o n. (34)

j=1
Selon [16], un processus stochastique {X (¢),¢ > 0} satisfaisant a I’équation stochastique (3.3)
avec un état initial X (tg) € R™ est dite solution forte s’il est adapté a la filtration (F;)sso,
avec des trajectoires associées qui sont continues presque stirement, et il satisfait a I’équation

intégrale stochastique suivante :
¢ ¢
W =€)+ [ n(s.€))ds+ [ o(s,6())dW (s), to <t < Ty,
0 0
Pour que la solution de ’équation (3.3) soit valable, il faut que ftf) o(s,&(s))dW (s) soit bien

définie. Pour cette raison, nous ajoutons les conditions de régularité suivantes, que doivent

satisfaire p et o :

1@{ ft: | u(s.£(5)) | ds < oo} _ 1@{ ftot (5, £(s))ds < oo} _1 (3.5)

Nous définissons 'ensemble E = [0,7}] x Sx, ot Sy ¢ R" et nous supposons que p; et o;;

sont définies et Borel-mesurables sur la fermeture FE.

Les conditions suivantes sont applelés les conditions d’It0 :

(c.1) il existe une constante positive ¢ telle que, pour tout (¢,z) € E,

u(t, 2)] < e (1+]x]),
lo(t,2) < e (1+]x]).

1. Une filtration satisfait aux conditions de continuité a droite et contient les ensembles P-nuls.
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(c.2) pour tout ensemble B c R™ et pour T € (ty,Ty), il existe une constante k (peut-étre
dépendante de B et T) telle que ¥(z,y) e Bet 0<t<T

lu(t, ) — p(t,y)| <klz-yl,
|O'(t,l') _O(t7y)| < k‘|[E _y|

Si p et o satisfont aux conditions (c.1) et (c.2) avec une constante k£ qui ne dépend pas de
B ou de T, alors on dit que les conditions d’Itd sont vérifiées. Pour que ces conditions soient
satisfaites, il suffit que u; et o;; soient de classe C'' sur E et que leurs dérivées partielles
premiéres par rapport a la variable z = (x1,...,x,) soient bornées, c’est-a-dire qu'il existe
M >0 telle que |o,| < M et || < M.

Le théoreme suivant, tiré de [16], donne un résultat fort sur l'existence et 'unicité de la

solution de I"équation (3.4).

Théoréme 1 Soient u et o satisfaisant aux conditions (c.1) et (c.2) o k ne dépend pas du
mouwvement brownien W, avec E|{(s)| < oo, tg < s < t. Alors une solution £ de (3.4) existe.
Elle est unique dans le sens suivant : si & est une autre solution de (3.4) avec £(s) = £(s),

alors les trajectoires de € et de € sont les mémes avec une probabilité de 1.

e Quelques exemples de solutions

1. Si p et o sont des constantes alors la solution de (3.3) est X (t) = put + oW (t); c’est le

mouvement, brownien avec dérive p et de coefficient de diffusion o.

2. Si pu(t,x) = bx et o(t,z) = 5z ot b € R et & > 0, alors la solution est le mouvement
brownien géométrique X (t) = xexp{(b-2/2)t + W (t)}.

3. Si u(t,z) = —yx et o(t,x) = & pour v > 0,6 > 0, alors X(t) = e(z + W(t)) est la
solution de '’équation stochastique, ou £ = 52(e27* — 1)/2v. Ce processus porte le nom
d’Ornstein-Uhlenbeck.

Par la suite, on associe au processus de diffusion {X(¢),t > 0} un opérateur A(t) ayant
la forme d’opérateur de dérivée partielle d’ordre deux, dans le sens ou le domaine de A(t)

contient toute fonction ® de classe C? et

2
0*P 8<I>’ (3.6)
X

1 n n

AP == ) a;i(t,x + J(t,
(t) 22 i(42) go ;m )5
ou la matrice a = oo’ est symétrique. L’'opérateur A(t) est appelé générateur infinitésimal

de la diffusion et il permet de résoudre le probleme de commande optimale stochastique.
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L’expression de cet opérateur en dimension 1 est
1
VreR (A®)(z) = 502(x) " () + pu(x) ()

pour toute fonction ® € C2(R), bornée et dont les dérivées premiere et seconde sont bornées.

3.2.2 Processus de diffusion commandé

Nous considérons toujours l'espace de probabilité filtré (Q, F,{F;}s0,P) satisfaisant aux
conditions usuelles que nous avons citées plus haut, ou on définit le mouvement brownien
standard W de dimension d. Un processus de diffusion {X(¢), ¢t > 0} de dimension n est dit

commandé s’il est solution de I’équation différentielle stochastique suivante :

dX (1) = b(t, X (t),u(t))dt+o(t, X (t),u(t))dW(t), Tp>t>ty>0, (3.7)

ot les fonctions b: Ex U —> R et 0 : E x U — R™4 sont respectivement la dérive et la
diffusion, avec U c R™. {u(t), t > to} désigne le processus de commande représentant I’action
ou la politique (policy en anglais) de décision des contrdleurs. A chaque instant, le controleur
a acces a l'information du sigma-algebre {F;} qui décrit ce qui se passe jusqu’a 'instant ¢, et
il ne peut pas exercer sa décision u(t) avant I'instant ¢. Nous utilisons le terme mathématique
« u(t) est {F;}—adapté » [1].

Selon la disponibilité des informations de {F;}, nous distinguons les deux catégories de

processus de commande suivantes :

(i) Commande a boucle ouverte (open-loop) : le contrdleur a l'instant ¢ n’a aucune
information sur I'état X (¢) du systéme. Dans ce cas, partant d'un état initial X (¢)

connu, la variable de commande est de la forme
u(t) = u(t, X(to)) (3.8)

(ii) Commande de feedback ou a boucle fermée (closed-loop) : le contrdleur a chaque instant ¢
a completement ou partiellement 'information sur I’état du systeme, et nous I'appelons,
respectivement, commande a observations completes ou a observations partielles. Nous
exprimons la variable de commande dans ce cas comme une fonction de X (t) et de ¢

selon

u(t) =u(t, X(t)), (3.9)
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ot u: E — U c R™ quon appelle commande feedback est une fonction du processus

stochastique {X (t), t> to}, et donc est aussi un processus stochastique.

L’équation différentielle stochastique (3.7) est bien définie si nous imposons certaines
hypothéses sur les fonctions b : t — b(t, X(t),u(t)) et o : t - o(t,X(t),u(t)). Plus
précisément, les fonctions b et ¢ doivent étre de classe C'(E x U) et pour une certaine

constante ¢, nous avons V((¢,z),u(t)) e ExU

b(t,0,0)| < t,0,0)] <
{|(7 9 )| ¢, |J(’ ’ )| ¢ (310)

bz +|bu| < ¢, oz +]|ou] < c.

Pour tout le reste de cette theése, nous supposons que les observations des états X (¢) sont
complétes. En particulier, étant donné l'instant initial ¢o, 1’état initial X (#y) est supposé

connu. Ainsi, nous considérons le probleme (3.7) avec la condition initiale

X(to):LCESXCRn.

La variable de commande u dans ce cas est sous sa forme de boucle fermée (3.9), qu’on peut

reformuler comme suit :
u(t;w) = u(t, X(t;w)) pour tout (t,w) € [0,TF] x €,

ou €2 désigne I'espace de probabilité sous-jacent.

Pour la commande u définie ci-dessus, 'opérateur A défini en (3.6) devient

2 n

1 ¢ %) 9]
Au(to) = 5 Zaij(to,x,u) Gy + Zbi(to,l‘,u) agL’" (311)
UL i

i,5=1 i=1

ou a = oo’. Cette notation est valable tant que la commande u est admissible, c’est-a-dire

qu’elle est une fonction Borel-mesurable de E dans U telle que

h1) V(to, ) € E, il existe un mouvement brownien W tel que (3.7), avec la condition initiale

X(to) = x, ait une solution X unique en probabilité,

h2) Vp>0, Ey . |X(¢)]" est bornée pour tout ¢ty <t < T}, et

T
Ei, « [/ |u(t)|pdt] <oo pour T <Ty.
to
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Nous définissons deux fonctions C' et K continues qui satisfont aux conditions de croissance

polynomiale [16] suivantes :

C(t,x,u) < c(l + |x| + |u|)p7 (3.12)
K(t,x) < c(1+|x|)p '
pour des constantes convenables ¢ et p.
Avec ces conditions, le probleme de minimisation suivant est bien défini :
T
inf E [ [ e X, u)a+ K(T,X(T))] , (3.13)
ueld [to,T) to

ou U désigne I'ensemble de processus de commande admissibles. L’horizon de temps T est
supposé fini. Dans la section suivante, nous allons le définir comme temps de premier passage

aléatoire pour sortir d'une certaine région.

3.3 Probléeme de commande optimale « LQG homing » unidimensionnel

Nous considérons que les processus X, W et u sont tous de dimension 1 et sont définis comme

suit :

X :[0,Tf] — R,
W:[0,Tf] — R
uw:[0,Tf] xSx — U,

ou UcR et Sy est 'ensemble incluant I'espace d’état de X.

3.3.1 Eléments de structure du probléme
1. Systeme dynamique dans un environnement incertain avec ou sans discontinuité :
dX () =b(t, X (t),u(t))dt +o(t, X (t),u(t)) dW(t) +dl(t), X(to)== (3.14)
- W est le mouvement brownien standard défini sur I'espace de probabilité filtré
(Q,F,F=(F),P).

- Variable d’état : X = {X(¢),t >0} est représentée par un processus de diffusion.

Les fonctions b et o sont des fonctions de classe C* (E x U, R) , et qui vérifient les
conditions dans (3.10), ou E =[0,7}] x Sx.
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2. Commande stochastique : un processus u = {u(t),t > 0} sous sa forme feedback

u(t) := u(t, X(1)).

3. Critere de performance (fonction de cofit) :

Soit pour un état initial x et un processus de commande u € U la fonction suivante :

J(to,z,u) =E MOT(I) C(t, X (), u(t))dt + K(T(w),X(T(z)))], (3.15)

ou les fonctions continues C' € C° (E X U,R) et K eCO (E ,R) satisfont aux conditions

de croissance polynomiale (3.12).

4. Instant de premier passage aléatoire :
T,=T(z) =inf{t >t: (t,X(t)) € OE|(to,r) € E}. (3.16)

5. Terme associé aux sauts du processus de diffusion (discontinuité) :

{dII(t),t > to} désigne le différentiel d’un processus de Poisson, appelé processus de

Poisson de sauts avec taux de sauts A > 0.

Généralement, le taux A peut dépendre du temps ¢ et on le note par A(t; z,u,t), ot x = X (1)
et u=u(t).

Dans les applications, le processus {II(t),t > to} prend la forme de processus de Poisson

composé suivante :
N(t)

I1(¢t) = Z & (3.17)
k=1
ou sous sa forme différentielle
AN (t)
dii(t) = ), &, (3.18)
k=1

ou {N(t), t >tg} est le processus de Poisson, counting process en anglais, de taux A > 0 et &
désigne I'amplitude du k¢ saut du processus X, qu’on considere comme une variable aléatoire
qui suit une certaine loi de probabilité. Les valeurs prises par le processus dN(t) peuvent

étre 0 ou 1. Nous obtenons donc le terme du saut

dTI(2) = Exey AN (1), (3.19)

Une forme plus générale du processus de saut dI1(t) peut étre exprimée a l’aide de I'intégrale

dH(t;x,u)z/C;)f(t,x,u,q)./\f(dt,dq;:v,u,t). (3.20)
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ou N dénote la mesure aléatoire de Poisson qu’on peut exprimer en fonction du processus de

Poisson N comme suit :
[, V@t da, X(2).u(t).£)  aN(:Q. X (1), u(t). 1) (3.21)

() est une variable aléatoire appelée la marque de I'amplitude du saut, et elle représente la
partie espace du processus de Poisson de saut II(t), avec Sg = Q qui représente son espace

des états.

Ci-apres, nous concluons la forme finale de 1’équation stochastique que nous allons

investiguer :

dX(t) "' b(t, X (1),u(t))dt +o(t, X (t),u(t)) dW ()
+ &(t, X (1), u(t),Q)dN(t:Q, X (t),u(t),t)
b, X (1), u(t))dt +o(t, X (), u(t)) dW (t)

" fg £(t, X (1), u(t), ) N(dt, da; X (£), u(t), 1), (3.22)

ou dt et dq désignent respectivement les intervalles [¢,¢ + dt) et [q,q + dq).

Notations

e Le symbole « L signifie que 1'égalité est considérée en négligeant les termes d’ordre

supérieur de dt. On 'appelle aussi 1’égalité avec une précision dt.

sym

e « £y dénote que I'égalité est symbolique.

e [’argument ¢ en double dans I’expression de dN n’est pas considéré comme redondant pour
les applications, car le premier instant ¢ ou dt est la dépendance temporelle implicite du
processus de saut de Poisson habituel, alors que le second a droite du point-virgule décrit la

dépendance de temps explicite ou paramétrique associée a la dépendance explicite de 1’état.

e Pour alléger ’écriture, nous considérons les notations suivantes :

Il
L

AN (t;Q, X (t),u(t),t)
&(t, X (1), u(t),Q)
A(t, X (1),u(t),Q)

N(t),
(t).
t).

Il Il
= I
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3.3.2 Probleme d’optimisation stochastique :

Le probleme consiste a trouver la commande optimale stochastique u* qui est 'infimum du
programme d’optimisation
inzf Ewn [J(to, )], (3.23)

te[tg,Tx)

sous contrainte du systéeme dynamique

dX () " b(t, X (1), u(t)) dt + o(t, X (t),u(t)) dW (t) + £(t) dN (), (3.24)
X(to) =X. '
La fonction a minimiser est exprimée a 1’aide de ’espérance conditionnelle
Ewn [J(to,z)] = EW[J[Tx,X,u] (tg,x)|{X,u}(to)] (3.25)
- EwﬁNlJ [T, X, u] (to,2)|X = ,u = u(to)],
ou
J(t07 [IZ’) = J [Txa X> U] (t(]v :Ij)
Tz
- f C(t, X (1), u(t))dt + K (T, X (T2,)), (3.26)
to

et T, est défini en (3.16). Les opérateurs d’espérance E sont en fait notés Ey y et sont

appliquées aux deux processus de diffusion W et de Poisson N selon I'approximation suivante

de I’équation stochastique (3.24) :

ti+At;
Xi+1 ~ Xz + f dX(S) ~ Xz + sztz + O'ZAVVZ + SZANZ
t;

pour At; assez petite, ou f; = b(X;, ui,t;), 07 = o( Xy, ui, t;) et & = (X5, ui, ti,q;). Donc la
transition de l'état X; a X,.; est due a la commande u; et aux fluctuations aléatoires

(AW;, AN;) déterminées a partir d'une étape antérieure i < n.

La valeur optimale de la fonction objective de ce probleme d’optimisation dépend de I'instant

I'initial £y et de I’état initial x comme suit :
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Flty,x) = inf Ewn[J[T X, u](to,2)|{X, u}(t0)]
te[tg,Tx)
T
= te[é?ér)EW’N [L C(t7Xt,Ut)dt+K(Tx,X(Tx))HX,u}(tO)]_

(3.27)

Le modele LQG du probléeme

Pour définir la classe des problemes LQG que nous allons étudier, nous reprenons le probleme
de commande optimale stochastique [3.23 - 3.26], mais cette fois-ci, nous considérons que, par
rapport a la variable u(t), le systéme dynamique (3.24) est linéaire et la fonction du cotit J
définie en (3.25) est quadratique, c’est-a-dire que la fonction b est linéaire et que la fonction
C est quadratique par rapport a la variable de commande u seulement. Nous supposons aussi
que la fonction de volatilité o et la fonction de cotit a ’état final K sont indépendantes de la
variable de commande u, et donc les formes linéaire et quadratique du modele proviennent

des expressions des fonctions b et C' respectivement.

En vue d’appliquer par la suite le principe d’optimalité de Bellman et construire 1’équation
de la programmation dynamique (HJB), nous rappelons que les fonctions b, o, C' et K doivent

vérifier les conditions suivantes :

b(£,0,0)| < ¢, [o(t,0,0)] < ¢, (3.28)
bl + bl < o]+l < ¢ |
et
C(t,x,u) < e(1+]a|+ul)’, (3.29)
K(ta) < (1+]al) |

pour des constantes convenables ¢ et p.

Aussi, pour que les commandes u soient admissibles, les conditions suivantes doivent aussi

étre satisfaites :

h1) V(to,z) € E, il existe un mouvement brownien W tel que le systéme (3.14), avec la

condition initiale X (Zy) = x, ait une solution X unique en probabilité,

h2) Vp>0, E |X(t)|p est bornée pour tout ¢y <t <7y, et

T
E [[ |u(t)|pdt] <oo pour T'<T,.
to
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Maintenant, nous exprimons les fonctions b, et C' pour rendre notre probleme LQG :

b(t, X (t),u(t)) =bou(t) + p(t, X(t)),
o(t, X (t),u(t)) = al(t, X (1)), (3.30)
C(t, X(t),u(t)) = 5(:2(zs, X () u(t) +er(t, X () ult) + co(t, X (2)).

Remarques. a) Pour les problemes que nous allons résoudre dans les chapitres 3 et 4, nous
supposerons que le processus de diffusion X est homogene par rapport au temps de sorte que

les parametres infinitésimaux u et o2 sont tels que :

u(t, X (1)) = p(X (1)),
o(t, X(t)) = a(X(t)) =/ v(X(2)).

Si de plus nous avons les cofits instantanés quadratiques et le cotit a I’état final ne dépendent

pas du temps, alors le processus de commande {u(t), t >0} est autonome, c’est-a-dire
u(t, X (1)) =u(X (1)) :=u(t).

b) Par la suite, nous appliquerons la programmation dynamique dans le cas ou les parametres
i et o2 et la commande peuvent dépendre du temps explicitement. Ainsi, nous supposerons

que les expressions des fonctions b, o, C' et K sont

b(t, X (t),u(t)) = bou(t) +pu(t. X (1)),

a(t, X (1), u(t)) = o(t, X (1)) = \/v(t, X(t)),

= C(t, X (), u(t)),
K := K(t,X(t))

(3.31)

et le modele du probleme LQG homing devient

inf Ew,n[J(to, 7)] = inf EW’N[ftTwC(t,X(t),u(t))dt+K(Tz,X(Tm))|{X,u}(to)],

0

te[tg,Tx) tetg,Ta)
(3.32)
avec le systeme dynamique
dX (t) = [p(t, X (1)) +bou(t)]dt +\/v(t, X (t)) dW (t) + £(t) AN (), (3.33)

Xt() =,
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et 'instant de premier passage
T, =inf{t>to: X(t) =a ou X(t) =b| X (t;) =2 €Sx}, (3.34)

ou Sx est un intervalle ouvert (a,b) et I'instant initial ¢y est arbitraire.

La fonction de valeur optimale F' peut dépendre de l'instant ¢y et de 1’état initial x selon
F(to,z) = Ewn[J(to, )] ("), (3.35)
ou u* est la commande optimale stochastique.

3.4 La programmation dynamique pour la solution des problémes de commande

optimale stochastique - application au modele « LQG homing »

Comme méthode de résolution du probleme, il est possible de choisir celle basée sur le
principe du minimum (ou maximum) de Pontryagin pour les problemes de commande
optimale stochastique. Cela nécessitera de respecter les régles de dérivation stochastique
pour arriver a la bonne formulation. Par contre, nous ne nous intéressons pas a cette
démarche, car résoudre un probléme aux valeurs limites dans le cas stochastique n’est pas

pratique en général.

3.4.1 Principe de la programmation dynamique - théoréme de vérification

La programmation dynamique, qui est fondée sur le principe d’optimalité de Bellman, est
donc la technique alternative pour résoudre les problemes ol les équations du systeme sont

stochastiques. Par la suite, nous allons présenter ’énoncé de ce principe qui était défini par

Bellman au (Ch. II1.3, [26]) :

« Une politique ou commande optimale est telle que, quels que soient I’état initial et la décision
initiale, les décisions restantes doivent constituer une politique optimale vis-a-vis de [’état

résultant de la premiere décision. »

Nous donnerons ensuite la formulation mathématique et les éléments de preuve de ce principe

et construirons I’équation de la programmation dynamique(HJB) sous-jacente.
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Formulation du principe d’optimalité de Bellman

Pour le probleme défini & 1'aide des équations (3.24) et (3.25), I’équation de programmation

dynamique résultant du principe d’optimalité de Bellman est

f to+At
F = i E X
(to,7) in LW)UOM”[ ft C(t, X (t), u(t))dt

u[to,toJrAt)

+ Pty + At X (1o + A [{X, u}(to)]], (3.36)

ou X (to + At) peut étre déterminée a partir de I’équation différentielle stochastique (3.24),

et ou ty et = X (o) sont considérés arbitraires.

3.4.1.1 Fondement théorique du principe

L’équation (3.36) est en fait la version originale de 1’équation de la programmation
dynamique. L’hypothese de base est que, dans cette équation, l'optimisation et les
espérances peuvent étre décomposées en incréments de temps. Le principe d’optimalité de
Bellman peut étre systématiquement déduit de 'optimisation par pas de temps allant de
I'incrément final a I'incrément initial. De plus, dans le cas des processus de Markov, ce qui
est le cas dans notre probléme, les propriétés d’accroissements indépendantes des processus
de Wiener (mouvement brownien) et de Poisson permettent la décomposition de I’espérance
dans le temps. Cette décomposition complete bien la décomposition de l'optimisation dans
le temps pour le cas déterministe.

L’intervalle de temps semi-ouvert [to, 7, ) dans la formulation optimale du cotit (3.32), étant
donné 1'état X (ty) = x a l'instant ¢y, peut étre décomposé en incréments disjoints associés
aux sous-intervalles [tg, o + dtg) et [to + dtg, ;) pour oty fixé. Symboliquement, les régles de
décomposition de l'intégration, de l'espérance et de l'optimisation dans le temps sont

écrites, selon [16], comme suit :

e Décomposition du domaine en sous-intervalles :
[to,Tx) = [to,to + (Sto) + [to + 5t0,TI),

doit étre encore décomposé pour les approximations discretes en incréments suffisamment
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petits At; pour i=1,...,n+1, tels que
tivn =t + ) Aty
j=1
t1 = to, t; = to + Oty pour un entier [ € [1,n+ 1], t,.1 =T, et dt, = max At; > 0 quand n — oco.

e Regle de décomposition additive d’intégration :

Te to+dto Te
/to C(t,X(t),u(t))dt:L C(t,X(t),u(t))dmft ) C(t, X(t),u(t))dt.  (3.37)

0+0%0

e Regle de décomposition des opérateurs d’espérance :

L’application des opérateurs d’espérance a la décomposition additive d’intégration définie en
(3.37), et que nous allons développer dans I'expression (3.26) de la fonction J, est effectuée
en discrétisant cette derniere expression sur des incréments assez petits At; pour ¢ =1,...n

comme suit :

é

M+

J[Te, X u](to, x) = f (£, X(t),u(t)) dt + K(T, X (T, )) ~

<.
Il
—_

ot C; = C(ti, X, ui)Ati et Ci1 = K(tpi1, Xns1) = K(tml,X(n + 1)), en utilisant les notations
suivantes :
X=X () et u;==u(t;).

Maintenant, cette regle consiste a appliquer ’espérance sur I'intégrale de cotit selon

By [ J(t,2) ] Bwn | Ewn (J[T2 X, ul(to, )| (X, ub(to + Ato))‘{X,u}(to)]

(tQ,Tz] [to,t(ﬁ-Ato) _[t0+At0,Tz)

[ to+Atg
Ew / C(t, X (t), u(t))dt
to

[to,to +At0) |

+ Ewy [ftolto O, X (), u(t))dt

[t0+At0,Tx)

+ K (T X (T))|{X, ub(to + Ato)

{X,u}(to)]]. (3.38)
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n+1

Notons J = z; H;; ]Ej[é'i], ou l'opérateur de multiplication H;é E; désigne I'application
1=

des i opérateurs d’espérance conditionnelle sur la variable C; = C (ti, X;, u;) At; suivantes :
E;[Ci] = Beaw, any [ i [{X, ub (1) ],
pour j =0,...,7—1. On peut montrer que la convergence suivante

J — Ew. v [ftwmo C(t, X (t),u(t))dt+ Ewn [fthAt C(t, X(t),u(t))dt

n—oo [to,to+Ato) [t0+Ato7Tx)

+ K (To, X () [{X, ud (to + Ato) [{ X, u}(to)”, (3.39)

est une convergence en moyenne des carrés. Celle-ci permet donc de construire la

décomposition des espérances que nous avons définie en (3.38).

e Regle de décomposition de l'opérateur de minimisation :

Cette regle consiste, dans le cas discret de notre probleme, a avoir ’expression de la valeur

optimale suivante :

J* = inf [J]= inf [ inf [j]],
ueld ueld ueld
[to,Tz] [to,to+Atg) [to+Atg,Ta)

de sorte que la regle de décomposition est analogue a celle de la programmation dynamique
déterministe. Cette décomposition est basée sur I'idée heuristique suivante : Etant donné un
minimum de la fonction .J sur le dernier intervalle [ty + Atgy,T}), le minimum & nouveau de
J sur le petit intervalle [to,to + Aty) donnera le minimum sur tout lintervalle (¢y,7,]. En

termes de construction par petits incréments (At;), nous écrivons

_ n+1 n+1

7ey mf [TIGEC]) = 3 [Tl ElC)]

=1 (1,71 =

n+1

= 3T nf B0 Xow) Al (X wye)]]

pour 7 =0,...,2-1.
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Puisque les incréments At,, sont choisis tels que At,, — 0, alors
n—o00

_ to+Atg
T~ inf lEW’le C(tX(1),u(t))dt+  inf [EW,N[

nﬁoo[to’z)izit()) o [to+Atg,Tx)
lTAt C(t,X(t),U(t))dt+K(Tx,X(Tm))|{X,u}(to+At0)}]]‘{X,u}(to)”,

(3.40)

La décomposition optimale semble fonctionner pour de nombreux exemples, surtout pour
des modeles LQG. Cependant, des contre-exemples empiriques, voir [27], concernent d’autres

types de modele.

Par conséquent, I'expression du cotit moyen optimal (3.36) peut étre obtenue comme suit :

to+AtL
F(ty,x) =  inf ]EW,N[fO OC(t,X(t),u(t))dt+ inf [EWvN[
[t to+Ato) to [to+Atg, Tz)

ftoito C(t, X (t),u(t))dt + K(Ts, X(Tx))’{X, ul(ty + Ato)} ]]‘{X, U}(to)”

inf [ftotomo C(t, X (t),u(t))dt

N)[to,to+A
[to,to+Atg) (W.N)[to,to+Ato)

+ F(t0+At07X(t0+At0))‘{X, u}(to)”. (3.41)

3.4.1.2 L’équation de la programmation dynamique HJB (Hamilton-Jacobi-
Bellman)

e Cas d’absence de sauts

En utilisant l'expression de l'opérateur d’évolution a rebours (backwards evolution
operator) A%(ty) de l'équation (3.11), nous définissons maintenant 1'équation de
programmation dynamique HJB qui est une version infinitésimale de ’équation de la
programmation dynamique originale (3.36). C’est 'équation aux dérivées partielles en F
suivante :

_OF (to, ) o

1an{ [A"(to)F + C(to, x,u)] Y(to,x) € E, (3.42)

0
8150 ue



30

avec la condition limite

F(Ts,y) = K(y). (Tu,y) € OF. (3.43)

L’équation décrit le comportement local de la fonction de valeur F' lorsqu’on fait tendre le
temps d’arrét T, vers 'instant initial ¢y dans ’équation (3.19). Par la suite, nous donnons les

étapes de construction de 1’équation de la programmation dynamique.

Ci-apres, nous donnons une condition suffisante pour qu’une solution W de 1’équation (3.41)
soit effectivement une solution optimale du probléme de commande stochastique dans le cas

continu, c’est-a-dire dans le cas ou il n’y a pas de sauts de processus :

Théoréme 2 Condition suffisante de vérification [16]
Soit W € 05’2 une solution de ’équation de programmation dynamique (3.19), c’est-a-dire
une fonction continue dont ses dérivées premicre et seconde sont continues et qui satisfait

auz conditions de la croissance polynomiale (3.12). Alors :

(a) W(ty,z) < J(to, z,u) pour toute commande feedback admissible u et pour toute donnée
initiale (tg,x) € E.

(b) Siu* est une commande feedback admissible telle que ¥ (to,x) € E on a
AY (to)W + C(tg, z,u*) = inf [A“(to)W + C(to, z,u)], (3.44)
ueld
alors W (to,z) = J(to,z,u*), et donc u* est optimale.

Maintenant, nous présentons la procédure de construction de I’équation de la programmation

dynamique (HJB) avec sa forme générale.

e Cas des processus de sauts

Nous partons de I’équation (3.41) basée sur le principe de Bellman pour construire 1’équation
HJB dans le cas général ou il y a des sauts du processus. Supposons qu’il existe une solution

F de cette équation ; alors en considérant les approximations suivantes, pour At assez petite :

Ato ~ dto,
X (to +dto) @ X (to) + dX (to),

I'équation (3.41) peut étre réécrite comme suit :
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dto . to+dto
F(tg,z) = inf E f C(S,X(s),u(s))ds
™ %Efito) (W,N)[to,to+dto)| Jto

Pt + dto, X (1) + 4 (1)

X (to) =z,u(ty) = u” (3.45)
D’autre part, nous avons

dF(to, X (to)) "= F(to+dto, X(to) +dX(to)) - F(to, X(to))
= d(cont)F(t0>X(t0)) +d(saut)F(t07X(t0))’ (346)

ou d(contyl’ désigne la partie continue de la différentielle dF' qu'on peut exprimer
approximativement, en appliquant la regle de dérivation en chaine a la fonction
F(t,X(COm)(t)), comme suit :

deeonty F(to, X (t0)) = Fy,(to, X (t) )dto + Fx(to, X (to))d(cont) X (f0)
1
+§Fﬂm(t0>X(to))(d(cont)X(tO))2’

telle que
d(cont)X(tO) = b(to, X(to), U(to))dto + O'(t(), X(to), U(to)) dW(to),

et dsqut)l” désigne la partie discontinue de la différentielle dF" définie par
Aaany F (t0, X (t0)) = (F(to, X (t0) + £(t0)) = F(to, X (t)) }AN (o),
en utilisant le saut d(squX (to) = [X](to) = £(to)dN (to).
D’abord, de I’équation (3.46), nous obtenons
F(to+dto, X (to) + dX (to)) = F(to, X (t0)) + diconty F (to, X (to)) + d(saury F (to. X (t0) ),

et 'équation (3.45) est transformée en

[to,t:mto) (W,N)[to,to+dto)

F(to,r) @  inf [ E [ftot0+dtoO(s,X(s),u(s))ds+F(to,X(to))

+ dconty F'(to, X (t0)) + d(saut)F(t(]?X(tO))‘X(tO) =z,u(to) = U”
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ou encore
Z (toax) d_to i[lf E C(thX(tO))u(tO))dtO'i' 1 ( O,X(to))
[tOszOEJruAtO) (W’N)[tO:toerto) t

+ d(eonty F'(to, X (t0) ) + disauny F' (Lo, X (t0) )| X (to) = 2, u(to) = u”

(3.47)

et ce, en utilisant 'approximation
to+dto dto
[ C (5, X(s),u(s))ds @ C(to, X (to), u(to) ) dto.
to

En utilisant maintenant les expressions de d(cont) (tO,X (tg)) et de d(squ) I (to, X (to)) dans

'équation (3.46) on trouve que

dto . 8F(t0, Zlf)
F(tg,z) = [ igofil )[(Wim[to’wdto)lC(to,X(to),u(to))dto + F(tg,x) + o dto
tg,to+dtg
6F(t0,x) 162F(t07$) 2
——=d X (¢ ———(d X(t
+ ax (cont) ( 0) + 9 3:1:2 ( (cont) ( 0))

+ (F(to, X (t0) +&(t0)) = F(t0, X () )dN (o)

X(to) =z, u(ty) = u”

(3.48)
Nous avons aussi
d(cont)X(tO) = b(to, X(to),U(to))dtO + O'(to, X(t()), U(to)) dW(to)

et

(5t X (t0). u(to) )dto + o(to, X (t0). u(te)) dW (1))

b2(to, X (to), u(te)) dto? + o2 (to, X (o), u(to)) (dW (to))*
+2b(to, X (to), u(to)) o(to, X (to), u(to)) dto dW (to).

(Aeony X (t0))’

Il s’ensuit que

(dieomny X (10))" 2 02(t0, X (t0), u(to)) (dW (t))". (3.49)
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En remplacant les termes dqoni) X (to) €t (d(wnt)X (to))2 dans (3.48), I’équation devient

8F(t0, ZL‘)

dt
ot 0

u | (W,N)[to,to+dlo)

F(to,l’) déo inf l E [C(to,ﬂ?,U)dto+F(t0,l’)+
+ W(b(to, x, u)dto + a(to, x, u) dW(t0)>
T

1 0?F (to,x) 2
+ 5 0% to, ) (AW (1))

+ (Pt + (o)) - F(to,x)))dN(to)”. (3.50)
En se basant sur la formule suivante :

g(to,I,U,Q) dN(tO;an7u7t0) = L §(t0,x,u,q)f\/(dt0,dq;x,u,to),

ou dtg et dq désignent respectivement les intervalles [to, to + dto) et [¢,q + dq) , nous pouvons

écrire que

dto OF (to, ) .
Eltg) = Elgt) + —5—dto +inf l(w)[tmtwdto)[C(to,:c,U)dto
+ W(b(to, x,u)dt + o(tg, x,u) dW(tO))
x
10%F(to,x)
§T02(t07$,U)E{(dW)2(to)}

+ /Q(F(to,x+§(to,x,u,q))—F(to,x))/\f(dt,dq;x,u,to)”. (3.51)

Finalement, nous appliquons les espérances mathématiques a dW et a N et I’équation (3.51)
devient
F(t 10?F(t
0 % Wdto +inf [C(to,x, w)dto + 5%02(150,%11)1[@,{(0[14/)2(150)}
0 w T

v %(b(to,x,u)dt+U(t07$vu)E{dW}(tO))

+ L (F(to, x +&(to, x, u, q)) - F(to, :v)) E{N(dt, dq; x,u,to)}]. (3.52)
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C’est-a-dire que

0 dé() Wdto + lnf [C(t07 z, U)dt(]
0 u

+ 8F(t0,x)( 182F(t0,x) 2

b(to, z, u)dty +0) + 5 g2 (to,x,u)dty

ox
+ A(tp) fg (F(to, x +&(to, T, u, q)) - F(to,z)) Qo (dg; z,u,ty) dtO]

dto Wdto + inf [C(to,I,U)dto
0 u

+ GF(to,ac)( 182F(t0,l’) 2

b(to, z, u)dty +0) + 5z (to, x,u)dtg

ox
+ A(to)fg(F(to,x+§(t0,x,u,q))—F(to,x))ng(q;x,u,to)dthO], (3.53)

ou ¢¢ désigne la densité de probabilité associée a la variable aléatoire () et les espérances

mathématiques ci-dessus sont calculées a I’aide de

E [N (dto,dq;z,u,t0)] = A(to) dto Pq(dg; z,u, to) = A(to) po(q; 7, u, o) dg dto,
E{(dW)?(to)} = dto,
E{dW (t)} = 0.

En divisant par dt; les termes de droite et de gauche de ’équation (3.53), nous arrivons a la

forme explicite de I’équation de programmation dynamique HJB suivante :

_ aF(tU,SE) . 8F(t0,x) 1 82F(t0,$) 2
0 = D + nif [C(tg,a:,u) t b(to, z,u) + 5 gz (to, z,u)
+ A(tO)L (F(to,x+§(to,x,u,q))—F(to,x))(I)Q(dq;x,u,to)]. (3.54)

Ainsi, nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de la programmation dynamique

stochastique dans le cas des processus de sauts :

Théoréme 3 Equation de la programmation dynamique stochastique HJIB [7]

Si F(t,x) est deux fois dérivable par rapport a x et une fois dérivable par rapport d t, alors

a partir de l’équation (3.41), nous avons

_ aF(to,l’) +
Ot

aF(to, SL’)

0
dty

Z’rlltf [H(to, T,u)] = +H*(to, x), (3.55)
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ou H désigne [’hamiltonien ayant l’expression

8F(t0,1‘) + 182F(t0,
ox 2 Ox?

+ A(to) L (F(t,x +&(t,x,u, q)) - F(t, :E))ng(q; z,u,t)dg.  (3.56)

H(t,z,u) = C(t,x,u)+b(t,z,u) x)az(t,x,u)

La commande optimale, si elle existe, est donnée par

u*(to,x) == u*(tg) = arguinf [H(t, x,u)]

dH
La commande u* doit vérifier d—(to,x,u*) =0 et donc
u

8F(t0,x) + 182F(t0,
ox 2 Ox?

+ A(tp) fg (F(to,x +§(t0,x,u*,q)) - F(to,x))¢Q(q;x,u*,t0)dq.
(3.57)

x) 02(t07$, U*)

H*(to,x) = C(to,z,u*)+b(to, z,u*)

Si 'on remplace 'expression (3.57) de H*(to,z) dans I’équation (3.55), nous obtenons dans

ce cas de saut aléatoire ’équation aux dérivées partielles suivante :

0 = P gy, )
0
_ a}71(150737) * * a}71(16071') 182F(t0,l’) 2 *
- ato +C(t0,x,u )+b(t0,a:,u ) or + 2 axQ g (t()"ruu )
+ A(tO)L (F(tg,x+§(t0,x,u*,q))—F(to,x))ngQ(q;x,u*,to)dq. (3.58)

A la sous-section suivante, nous exprimons cette équation dans le cas du probleme LQG

homing et nous discutons les méthodes de sa résolution.

3.4.2 L’équation de la programmation dynamique HJB pour un modele « LQG

homing »

Nous considérons les fonctions b,C' et o de ce modele, celles que nous avons déja définies

dans (3.31), c’est-a-dire les fonctions ayant les expressions
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b(t, X (t),u(t)) = u(t, X (t)) +bou(t),
o(t, X(t),u(t)) =/ v(t, X (1)) = (. X (1)), (3.59)
C(t, X(t),u(t)) = %CQ(t, X () u(t) +er(t, X (1)) ult) + co(t, X (t)),

ou les parametres infinitésimaux u et o2, 'amplitude des sauts £, le taux de sauts A et la

fonction de densité ¢¢ sont supposés indépendants de la commande u. Ainsi, nous écrivons

(bQ(q;x,U,tO) = (bQ(q?xatO)a
A(to;x7u7t0) = A(to,l’,to) = A(t0)7
et f(to,x,u, q) = g(t()wra(I)'

D’apres le résultat du théoreme 3, I'équation de la programmation dynamique stochastique

dans ce cas s’écrit comme suit :

0 = W + inf[’H(to, z,u)]
to

_ 8F(t0,x) 2
T Oty luf[§cz(to7 ) u?(to) + 1 (to, @) u(to) + co(to, )

a}71(16073:‘) 'U(to’.r) aQF(t(]?:C)

+ (M(toﬂﬁ) +bo U(fo)) or T 9 9p2
+A tO)/ t07$+§ lo, 2, Q)) F(to,l’))ng(q,to,ﬁ)dQ]
OF (tg, . .
= # 502(t07 )U, Q(to) +cl(t0,x)u (to) +Co(t0,{L‘)
. OF (to,z) v(to,r) O*F(to,x)
+ (/’L(t07$) + bou (tO)) ax + 2 81’2
+A t(])/ t07x+£ t(]?J: Q)) F(to,ﬂf))@b@(q,to,x)dq‘l, (360)
ou l'infimum «* de 'hamiltonien H vérifie
ﬁ(to,zrj u) =0,

et donc apres le calcul de la dérivée, nous obtenons

aF(to, l’)

Cg(to,x)u*(to)+Cl(t0,flf)+b0 O

=0.
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Ainsi la commande optimale u* est donnée sous la forme

U/*(tg,ﬂ?): Cl(t07x)+b0

M]. (3.61)

co(to, x) ox
Dans ce cas général, nous constatons bien que la commande u* dépend du temps ty. Cette
dépendance du temps provient de celle de la fonction de cofits instantanés C, et de la fonction
de colit a I’état final, car la dépendance de la commande du temps est équivalente a la

dépendance de F et de ses dérivées partielles du temps aussi.

Si I'on utilise 'expression (3.61) de u* dans 'équation (3.60), celle-ci devient

OF (to, x) 1 ) L (OF (to, )\ OF (ty, x)
0 8t0 + 202(t07 [Ij) [Cl(to, l‘) + bO O + 2b0 Cl(to, l’) o
2
_ci(to,x) o ailto,x) OF (fo, @) OF (to, )
_ b() 8F(t07l') 6F(t0,m) U(to,l’) 82F(t0,x)
ca(to, ) (Cl(to’ z) +bo oz ) or 2 2
+ A(tO) L (F(th T+ £(t07 L, q)) - F(t07aj))¢Q(q’ t07$)dq (362>

D’ou, apres un calcul élémentaire, nous obtenons dans ce cas général I’équation de la

programmation dynamique stochastique suivante :

0 =

8F(t0,l‘) _ Cl(t()wr) a}71(16073:‘) ,U(tOVI) aQF(t(]?:C)
oty i (u(to,x) bo co(to, ) ox i 2 0x?

B b% 8F(t0,$) 2_ C%(to,.’ﬂ)
2¢9(to, x) oz 2¢9(to, x)

+ A(to) L (F(to, x +&(tg, , q)) - F(to,x))¢Q(q;t0,x)dq. (3.63)

+ co(to, )

Ci-dessous, nous citons certaines propriétés de cette équation :

e [’équation est une équation intégro-différentielle dii a la présence du terme d’intégrale de

Poisson. Dans le cas d’absence de sauts, I’équation est réduite a

0 =

OF (tg,x) _alto,x) YOF (to, )  v(te,x) 9*F (Lo, x)
Oty ’ (u(to,:ﬁ) bo ca(to, x) or 2 Ox?

b OF (g, x) ? _ ci(to, )
2¢5(to, x) ox 2¢5(to, x)

+co(to, ). (3.64)
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e [’équation est a valeurs scalaires et sa solution F' avec la commande u* exprimée en
(3.61) sont étroitement couplées en dépendance fonctionnelle. Elles sont duales, et pour les
déterminer il faut un certain nombre d’itérations pour obtenir numériquement une

approximation raisonnable.

e Une autre complication est que I’équation (3.63) a une dépendance globale de 1'état due
au terme d’intégrale des sauts de Poisson, plus précisément du coefficient x +£(to, x, q), alors
que l'équation HJB pour les processus purement gaussiens ou de Wiener est essentiellement
une équation de diffusion qui dépend uniquement de 1’état local, car il ne dépend que des

valeurs F(z,t), de u(z,t) et des dérivées premiere et seconde de F'.

Approches de résolution :

Avoir une solution analytique, ou une solution explicite approximative de ce genre
d’équation s’avere étre tres difficile. Dans les applications, on a souvent recours aux
méthodes numériques en discrétisant I’équation (3.63). En 'occurrence, dans [7] on présente
des méthodes numériques comme celle de Crank-Nicolson qui est basée sur 'algorithme des
différences finies utilisant la technique d’extrapolation, de prédiction et de correction. Dans
ces méthodes, la distribution de probabilité de la variable aléatoire @) est soit celle de la loi

normale ou de la loi uniforme.

Dans cette these, notre objectif est de fournir une solution explicite du probléme, qui soit
dotée d’une précision acceptable. Mais a priori, nous planifions de résoudre 1’équation (3.61)
en supposant que 'amplitude (ou taille) des sauts £(ty) est déterministe pour ¢y fixé, c’est-
a-dire ne dépend d’aucune variable aléatoire de marque (). Nous supposons aussi qu’elle ne
dépend ni de la commande u*(ty) ni de Pétat X (¢,). A la fin de cette recherche, nous allons
proposer une approche pour traiter le probleme dans le cas ou 'amplitude des sauts & est

aléatoire. Lorsque le saut est déterministe, le terme d’intégrale de I’équation (3.63) devient
L (F(tOJ xr+ g(to,l', Q)) - F(tOJ x)>¢Q(Q7 th fL’)dq = F(t()a T+ g) - F(t()a I’),

L’équation (3.63) que nous allons résoudre devient

0 =

OF (tg,x) _alto, ) YOF (to, )  v(te,x) 9*F (Lo, x)
oty " (u(to,m) bo ca(to, ) ox i 2 02

B (9F(t,2)) &t
2¢5(to, ) Ox 2¢5(to, )

+colty, ) + A(to) (F(to, +€) = F(to,7)).
(3.65)
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Comme les parametres du processus et les fonctions de cofits dans notre probléme sont
supposés indépendants du temps explicitement, la commande optimale u* est exprimée

comme suit :
-1

co ()

w*(z) = (3.66)

dF(x

lcl(m)+b0 ( )]
dx

Dans les chapitres 4 et 5 suivants, nous traiterons le probleme LQG homing en considérant

que les coefficients c¢1, ¢y et c3 de la fonction de cott C' et le taux de sauts A sont des

constantes, sauf pour le cas d’amplitude des sauts aléatoire, ou nous allons considérer que ces

coefficients dépendent du temps. Plus précisément, nous considérons les coefficients suivants :

co = A : récompense ou pénalité,
cy =0,

! (3.67)
C2 =(qo > 07

A(to) = A : taux de processus constant.

L’équation différentielle et aux différences (3.65) est finalement réduite a

A+ p(x) = by v(x)+A(F(x+§)—F(x)) = 0.

dF(z) B [dF(z) 1d°F(z)
__[ dx ]+§ da?

dx 2(_[0

Pour le chapitre 4, nous allons considérer les parametres p et o aléatoires, mais I'amplitude
des sauts & = 0, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de sauts, alors que dans le chapitre 5, p et o seront
supposées constantes, mais nous allons prendre en considération les sauts du processus de
taille €.
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CHAPITRE 4 COMMANDE STOCHASTIQUE « LQG HOMING » DANS
LE CAS DE PARAMETRES INFINITESIMAUX ALEATOIRES

4.1 Introduction

Nous allons présenter des solutions semi-exactes et exactes des problémes de commande
optimale de type LQG homing que nous avons présentés précédemment. Nous donnerons les
résultats pour deux processus de diffusion parmi les processus les plus importants pour les
applications. A savoir le processus de Wiener (mouvement brownien) et le processus
d’Ornstein-Uhlenbeck (O-U). Avant de proposer la démarche de résolution de ces problemes,
nous définirons d’abord le modele du probleme a résoudre en tenant compte que les
parametres infinitésimaux sont aléatoires. Nous réservons pour chaque cas de processus une
section ou nous proposons les solutions et les conditions d’existence, et nous finirons par

comparer ces solutions avec des solutions numériques précises pour analyser leurs qualités.

4.2 L’équation de programmation dynamique dans le cas de parametres

infinitésimaux aléatoires

Nous considérons un processus de diffusion & une dimension {X(¢),t > 0} pour lequel les
parametres infinitésimaux, moyenne et variance infinitésimales, sont aléatoires. On suppose
que ces parametres dépendent d’une chaine de Markov a temps continu et a état discret noté

{Y'(t),t >0} dont I'espace des états est 'ensemble {1,... &k}, ou k est un entier naturel.

On considére maintenant le processus commandé {(X (¢),Y (t)),t >0} défini par

dX () = F[X (1), Y (£)]dt + bou[ X (1), Y ()] dt + /o[ X (1), Y (£)]dW (), (4.1)

ou f et v représentent les parametres dépendant explicitement de X (¢) et de Y (¢).

Partant d’un état initial (x,7), le processus de diffusion est commandé jusqu’a ce qu’il atteigne

pour la premiere fois un état final au temps aléatoire appelé I'instant de premier passage
T(z,i)=inf{t>0: X(t) =aoub|X(0)=x¢€[a,b],Y(0)=4}, pouri=1,....k  (4.2)

Les extrémités de I'intervalle sont appelées aussi frontieres ou barrieres.

L’objectif est de trouver la commande optimale u*[X(%),i] qui minimise l’espérance

mathématique d’une fonction de cotit J que nous avons définie ci-dessus, en tenant compte
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des cotits de commande quadratiques :
T(zyi) (1
J(x,i) = f {§q0u2[x(t),¢] +)\Z} dt+ Ki( X (T(x,7)))- (4.3)
to

La fonction Ki<X(T(x,i))) dépend de I’état a l'instant de premier passage T'(x,7) et elle

prend des valeurs constantes k; pour chaque ¢ comme suit :

Ki(X(T(2,1))) = ki e R pour i=1,2. (4.4)

Soit la fonction valeur de ce probleme d’optimisation définie par

F(z,i):= inf E[J(z,i)]. 4.5
(e.i)=  inf E[J(a.)] (4.5

to<t<T(x,i)
Comme signalé précédemment au chapitre 3, nous considérons un probleme de commande
optimale homogene par rapport au temps et la commande ne dépend pas de I'instant initial
to. Le processus peut donc démarrer a to = 0, et 'utilisation du principe d’optimalité de

Bellman nous conduit a 1’équation

: . at(lr o, . :
F(x,i) = u[)l(r(ltme[/; {iqou [X(t),i] +)\i} dt+F(X(At),z)]
O<t<At

At (1
_ -fIE:f {— X (1), Ai}dt
u[)l(r(lt),i] [ 0 2q0u[ ()Z]Jr

0<t<At

+ F(m + fz,8) At + bou(w, i) At +\/v(x, i) (W(AL) - W(0)), Z) + O(At)]
. Iy, .
= ul(g’fi)Ekqou (z,0) At + \; At
+F(x + [ (,7) + bou(z, i) At +\/v(a, i) W(AL),§) (1 - v At)
+ ZF(m +[f(x,5) +bou(x,j)] At + v(x,j)W(At),j)yiAtpij + o(At)].

J#L

(4.6)

Ensuite, avec W (0) = 0, on peut écrire que

E[W(AH)]=0 et E[W2(At)] = V[W(AL)] = At.
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De 1a, en supposant que F' est deux fois dérivable par rapport a z, on déduit de la formule

de Taylor que

F(x+ [f(a:,i)+b0u(x,z')]At+\/v(a:,i)W(At),i)
= F(x,i)+ {( f(,i) + bou(z,i)) At +\/v(z, i) W(AL) } ch(li )

{(f(x i)+ bou(x, 1)) At +/v(z, 1) W(At)} M o(At) (4.7)

pour i = 1,....k. En développant 'équation (4.7) et en y appliquant l’espérance

mathématique nous obtenons
E[F(z+ [f(x,i) + bou(z, i) ] At +\/v(z,i) W(AL),i)]

= F(a,0) + {(f(2,3) + bou(z, 7)) At +\/o(e, ) E(W (A1)}

. % {00  E(W2(A0)) + 2(f(x,1) + bou(, 1)) Aty/o(w, ) E(W (D))

+o(At)
d*F(x, z)
A2
(4.8)

dF(z,7)
dx

On déduit que pour i€ {1,...,k}

E[F(a: +[f(x,1) + bou(z,i)] At + \/v(:c,z’)W(At),z')]

= F(x,i)+ (f(x,z') N bOU(x,z’))At dFC(iz,i) d*F(x,1)

dx?

. %v(:fﬂ,z)A +o(At). (4.9)

11 découle de I'équation (4.6) que

F(x,i) 1nf {;qOUQ(x,i) At + N At
+ F(z,1) + At ([ f(z,1) + bou(w,i) ] F' (2,4) + %U((L’,i)F"(ZL’,i))
- Vi(F(IL’,i)At + At? ([f(w, i) +bou(x, )] F'(x,7) + %v(a:, z')F"(x,z')))

v 3 (F o) At + A ([f (2, 5) + boule, )] F'(2,)) ) pi

VE

+ ViA22 Y v(x, j)pij + O(At)} (4.10)

]¢7,
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ou encore apres simplification

0 = lnf){%qOUQ(I,Z)At-F/\lAt

u(z,

+At([f(:c,i) +bou(x, )| F'(x,i) + %v(:c,z’) F'"(z, z))

+At Y [F(x,j) - F(x,1)] Vipij-FO(At)}. (4.11)

J#i

Finalement, en divisant les deux cotés de ’équation précédente par At, et en laissant At

décroitre vers 0, on obtient I’équation de programmation dynamique suivante :

0 = inf {%qOUQ(x,i)+)\i+[f(x,z')+bou(:c,z')]F'(a:,i)

u(z,i)

+%v(m, DF"(i) + Y vipy [F(2.]) - F(z,1)] } (4.12)

J#i

Maintenant, en dérivant par rapport a u(x,) 'expression entre accolades, on déduit que la

commande optimale u*(x,7) satisfait a
qou(z,i) + by F'(x,i) =0
et donc est donnée par
b
w*(x,i) = —— F'(2,1). (4.13)
q0

En remplacant cette expression dans I’équation de programmation dynamique (4.12), on
trouve que nous devons résoudre le systeme d’équations différentielles non linéaires du

deuxiéme ordre

0 - Aﬁf(x,z’)F’(x,i)—%Z—i [F’(a:,z')]2+%v(w,i)F”(az,i)

+ 2 Vi [F(2.5) = F(x,1)] (4.14)

j#i
pourz=1,... k.
4.3 Commande optimale du processus de Wiener (mouvement brownien)

Nous utilisons le résultat de la section 4.2, a savoir le systeme d’équations différentielles non

linéaires (4.14), pour résoudre le probleme de commande optimale dans le cas du processus
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de Wiener. Pour ce faire, nous allons considérer un cas particulier de chaine de Markov et

nous allons effectuer les transformations nécessaires pour résoudre le probleme.

e (Cas de chaine de Markov a deux états :

L’espace des états de la chaine de Markov que nous allons considérer est ’ensemble {1,2},

et donc le systeme (4.14) est réduit a

0 = M+ fla ) F'(z,1) - %Z—i (F'(z, )]+ %v(x, 1) F"(2,1)

oo [F(2,2) - F(a )], (4.15)
0 - )\2+f(x,2)F’(ac,2)—%%

+uvy [F(z,1) - F(x,2)]. (4.16)

(F'(,2)]* + %v(x, 2) F"(x,2)

Par la suite, nous allons traiter d’'une part le cas ou la moyenne infinitésimale f est le seul
parametre qui est aléatoire et d’autre part le cas ou le seul parameétre qui est aléatoire est la

variance infinitésimale v = 2.

4.3.1 Moyenne infinitésimale aléatoire

La résolution du systeme d’équations (4.15) et (4.16) nous permet de déterminer la fonction
I comme solution de notre probleme de commande optimale stochastique de départ. Pour
trouver cette fonction, au tableau suivant, nous allons définir et assigner des valeurs aux

différents parametres de notre probleme :

Tableau 4.1 Les valeurs des parametres du probleme.

Parametre Valeur
Moyenne infinitésimale flx,1)=Tet f(x,2)=-1
Variance infinitésimale v(x,i)=1, i=1,2
Taux du processus de Markov vi=1, 1=1,2
Récompense ou pénalité Ai=1, 1=1,2
Cofit a I'état final K[ X(T(x,i))]=0, i=1,2
Etat final (barriére) X(T(w, 1)) =1et X(T(x,Q)) =-1.

Supposer que K; [X(T(ac, z))] =0, pour i = 1,2, signifie qu’il n’y a pas de cotit a 1’état final.
Enfin, nous prenons les valeurs a = -1 et b = 1 dans la définition de I'instant de premier
passage T'(z,i). Et donc, le processus est commandé jusqu’a ce qu’il quitte Uintervalle [-1, 1]

pour atteindre I'une des deux barrieres —1 ou 1.
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Notons que dans ce cas particulier, les conditions limites sont en fait
F(-1,i)=F(1,i) =0 pour i=1,2. (4.17)
Nous pouvons utiliser la symétrie du probléme pour écrire que
F(z,2) = F(-z,1). (4.18)

Cette symétrie provient du fait qu’a partir de z, le temps minimal pour atteindre I'une des
frontieres —1 ou 1 avec une moyenne infinitésimale p est le méme lorsqu’on part de —z pour

atteindre l'autre frontiere avec une moyenne infinitésimale —p.

Posons
b2
2 0
2qo

le systeme que nous devons résoudre devient donc

(4.19)

e}
I

Lo P/ 1) = 2 [F' (2, D] + %F(m 1
+ [F(JZ,Z)—F(Q],l)], (420)
0 = 1-F'(2,2)- [F’(:c,2)]2+%F”(x,2)
F[Fo1) - F(z,2)]. (4.21)

Avec (4.18), le systeme ci-dessus peut étre réécrit comme suit :

0 = 1+F(x1)-c [F’(x,l)]2+%F”(x,1)

e [Fez,1) - F(z,1)], (4.22)
0 = 1-F'(-z,1)-¢? [F’(—x,l)]2+%F”(—x,1)

+ [F(a,1) = F(=z,1)]. (4.23)

Puisque les deux équations ci-dessus sont équivalentes, il suffit de résoudre I’équation

différentielle et aux différences suivante :

0=1+F'(z,1) - [F'(z,1)] + %F"(m, 1)+ [F(-z,1) - F(x,1)]. (4.24)

Trois méthodes seront utilisées pour résoudre cette équation :
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1. Premierement, nous essaierons de trouver des solutions approximatives de 1’équation
en utilisant la formule de Taylor pour simplifier le terme F(-z,1) - F(x,1). Un cas

particulier sera considéré.
2. Nous ferons également appel a la méthode des solutions sous forme de séries entieres.

3. Enfin, une méthode numérique sera utilisée pour résoudre un probleme particulier.
Nous utiliserons la solution numérique pour vérifier si les solutions approximatives sont

satisfaisantes.

4.3.1.1 Solution basée sur la formule de Taylor
Nous déduisons de la formule de Taylor :
1
F(-z,1) = F(z,1) + F'(z,1)(-2x) + §F”(x, 1) (422) + o(2?) (4.25)

que 'équation (4.24) peut étre transformée en

)
Il

L+ Fl(a1) - & [F/(2,1)] + %F(w 1)
CF(a, 1) + (2, 1) (<22) + %F(x 1) (422) + o(2?)
= 1+F'(z,1)-A[F'(z, )]+ %F”(aj, 1)
CF(a1) + F(2,1)(<22) + %F(m 1) (422) + o(2?)
= 1+ % (42?+1) F"(2,1) - F*(z,1) - (22 - 1) F'(2,1) + o(z?). (4.26)
Si l'on néglige les termes de puissances supérieures a 2 de z, I’équation (4