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RESUME

Résumé

Les structures minces auxquelles I’industrie fait de nos jours appel, sont sujettes a des
sollicitations conduisant aux grands déplacements. Ces grandes amplitudes se manifestent
par des non linéarités de type géométriques. Le développement des méthodes analytiques
et numériques optant pour le contrdle et I’atténuation des vibrations de telles structures a
fait ’objet de plusieurs travaux de recherche et a suscité l'intérét de la communauté
scientifique dans la derniére décennie au niveau international.

S’inscrivant dans le méme contexte, le présent travail exhibite une nouvelle formulation
combinant la théorie non linéaire de Novozhilov avec la méthode des éléments finis
classique et visant I’évaluation des caractéristiques vibratoires des structures cylindriques
minces, fermées et isotropes. La théorie, développée dans ce manuscrit, tient en compte de
I’effet de courbure au niveau du champ de déplacement circonférentiel et considere
I’impact des imperfections géométriques initiales sur la réponse dynamique du systéme.
La formulation prend d’abord une forme générale en considérant le champ de déplacement
comme une alliance entre une fonction temporelle et une autre spatiale. Les relations
cinématiques non linéaires sont induites de la théorie de Novozhilov. L’équation de
mouvement ainsi que les matrices de masse et de rigidité linéaire et non linéaire qui en
découlent, sont déterminées en employant les équations de Lagrange et en tenant compte
de la phénomologie de couplage entre les différents modes. Une application de ce modele
a été illustrée dans un second temps en adoptant le champ de déplacement représentant la
solution exacte des équations d’équilibres de Sanders issues de 1’analyse linéaire. La
résolution de I’équation de mouvement se base principalement sur le principe de
linéarisation en procédant d’abord a une transformation du systeme dans sa base modale.
Les résultats ressortis de cette théorie montrent une excellente concordance avec ceux
trouvés dans la littérature. L’effet des ratios (longueur/rayon) et (épaisseur/rayon) ainsi que
la fluctuation des conditions aux limites sont explorés dans cette analyse.
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Introduction

Pour des raisons d'économie et de sécurité¢ de plus en plus séveres, les ingénieurs se sont
focalisés sur les problémes de vibration et de la dynamique des structures afin de les
maitriser. Une des difficultés principales auxquelles ils se sont confrontés est le caractere
non linéaire des vibrations. Plusieurs recherches en la matiere ont été révélées afin de
pouvoir fournir des prédictions correctes, tant qualitativement que quantitativement.

Les moyens de calcul de 1’époque limitaient les applications a des approches analytiques
et a des modeles a faible nombre de degrés de liberté.

Au cours des dernieres décennies, les techniques dédiées pour la résolution des problemes
liés aux structures ont connu un essor considérable, suscité par les besoins industriels et
appuy¢ par les progres effectués dans le domaine informatique. En effet, de nos jours la
méthode des éléments finis est couramment utilisée pour l'analyse du comportement des
structures se trouvant dans plusieurs secteurs de I’industrie tel que le nucléaire,
I’aérospatial, la construction navale, le génie civil, la mécanique, etc.

Le caractere non linéaire lié aux grands déplacements donne naissance a des effets
géométriques qui se manifestent par une non linéarité au niveau des relations cinématiques
(Déformation-Déplacement). La prise en compte de ce type de non linéarité lors de 1’étude
des vibrations des structures minces, est actuellement un domaine de recherche trés actif et
la connaissance de ce type de comportement fait appel a la théorie de la mécanique des
milieux continus qui permet de décrire le comportement du systéme physique a 1’aide des
équations aux dérivées partielles. Celles-ci requierent en cas de grands déplacements une
description de mouvement qui soit eulérienne, convient surtout aux problémes de
mécanique de fluide, soit lagrangienne qui s’adapte a 1’analyse des solides.

C’est dans cette perspective que se situe ce manuscrit optant pour la mise en place d’une
théorie permettant de modéliser et prédire le comportement dynamique d’une structure
cylindrique mince isotrope et géométriquement non linéaire. L’idée de base de ce travail
s’inspire de 1’approche hybride fondée par Lakis [46], elle repose sur la combinaison entre
la théorie non linéaire des coques de Novozhilov avec la méthode des éléments finis
classique.

La présente formulation est structurée dans un premier temps sous une forme générale pour
laquelle le champ de déplacement est exprimé sous une forme ralliant des fonctions
temporelles avec celles spatiales tout en tenant compte de 1’effet de courbure dans la
direction circonférentielle et des imperfections géométriques initiales présentées sous la
forme d’un déplacement radiale. Le champ de déformation prend a son tour une forme
générale déduite a partir de la projection du champ de déplacement dans les relations
cinématiques de Novozhilov. L’équation de mouvement ainsi que les matrices de masse
et de rigidité linéaire et non linéaire sont déduites a partir des équations de Lagrange
reposant sur une approche énergétique.

Une deuxieéme partie de ce manuscrit consiste a attribuer au champ de déplacement,
I’expression de la solution exacte des équations de Sanders [46] issue de I’analyse lin€aire.
L’équation de mouvement est transformée dans la base modale puis résolue par le biais de
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la méthode de linéarisation. Le couplage non linéaire entre les différents modes est pris en
considération dans cette étude. Les résultats validés par rapport a celles se trouvant dans la
littérature, ont montré une excellente concordance. L’effet des nombres d’ondes
circonférentiels et axiales, I’influence de quelques paramétres géométriques tel que les
ratios longueur-rayon et rayon-épaisseur ainsi que 1’impact de la fluctuation des différents
conditions aux limites sont examinés dans cette analyse.
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1. Revue littéraire

Les coques cylindriques minces sont des structures de grande envergure. Elles sont tres
répondues dans les domaines stratégiques et économiquement importants tel que les
industries aérospatiale et sous-marine, dans le domaine énergétique et en génie civil. Ces
structures sont souvent sujettes a des sollicitations créant de grands déplacements, de
I’ordre de leurs épaisseurs, ce qui donne naissance a des non linéarités de type
géométriques. Ceci se traduit analytiquement par un changement dans la nature des
relations cinématiques (déformation-déplacement) qui devient non linéaire malgré que le
matériau demeure élastique linéaire. Ce phénomene est considérée comme un sujet
d’actualité qui a suscité les chercheurs dans les derni¢res décennies et qui a fait d’ailleurs
I’objet de nombreuses recherches dans le domaine afin de dégoter des modeles traduisant
le plus le comportement réel et combinant a la fois la simplicité et I’économie en termes
de cott et de temps de calcul.

Le pionnier qui a étudié le comportement dynamique non linéaire des coques cylindriques
circulaires fit Reissner [1]. Il a dressé son étude sur un lobe en lui considérant comme un
panneau circulaire simplement supportée, et il a recours a la théorie non linéaire des coques
surbaissées de Donnell afin de développer son modé¢le. Reissner a trouvé que la non-
linéarité peut étre de type assouplissante ou raidissante dépendamment de la géométrie de
la structure.

Grigolyuk [2] a étudié les vibrations libres non linéaires d’un panneau cylindrique
circulaire simplement supporté des quatre cotés en utilisant la méme théorie de coque
employée par Reissner [1]. Ses résultats ont révélés un comportement non linéaire
raidissant.

Chu [3] a poursuivi le travail de Reissner en examinant cette fois ici I’influence des grandes
amplitudes sur la vibration flexionnelle d’une coque cylindrique circulaire mince et fermée.
Il a constaté que la non-linéarité dans ce cas conduit a des caractéristiques raidissantes
pouvant devenir dans certains cas assez fortes.

Cummings [4] a confirmé 1’analyse de Reissner portant sur les panneaux cylindriques
circulaires simplement supportées des quatre cotés ; il a €également examiné le flambement
dynamique ainsi que la réponse transitoire aux charges impulsives et échelonnées.

Nowenski [5] a confirmé les résultats obtenus par Chu et ce a travers 1’analyse des
vibrations non linéaires transverses des coques cylindriques orthotropes. Il a signalé qu'une
forte diminution de la période de vibrations est associée a une croissance de I’amplitude de
déplacement

Evensen [6] a signalé dans une étude expérimentale qu’il a réalisée sur des coques
cylindriques fermées vibrant a des amplitudes atteignant 3 fois voire 4 fois I’épaisseur des
coques, que les non linéarités trouvées ont un caractere assouplissant. Afin de réconcilier
entre les études théoriques développées et son ¢tude expérimentale, Evensen [7] a introduit
une nouvelle expression du champ de déplacement radial induit de la théorie non linéaire
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des coques surbaissées de Donnell [7]. Il a fortifié 1’expression de la fonction du
déplacement en lui ajoutant une expression du mode compagnon associée a un terme de
contraction axisymétrique. La continuité de la fonction de déplacement circonférentielle
est assurée dans cette analyse. Evensen [8] a examiné dans un autre article I’influence de
la pression et de la charge axiale sur les vibrations non linéaires en assumant la méme
approche citée dans son article précédent et en négligeant cette fois ci le mode compagnon.

Matzusaki et Kobayashi [10] ont étudié théoriquement les vibrations non linéaires des
coques cylindriques circulaires simplement supportés en se basant sur la théorie non
linéaire des coques surbaissées de Donnell. Les auteurs ont inspirés leurs travaux de
I’analyse proposée par Evemsen [7] tout en accordant un signe oppos€¢ au terme
axisymétrique. L’effet de I’amortissement structural a ét¢ également évoqué dans leur
analyse. Dans une seconde étude, Matzusaki et Kobayashi [10] ont examiné théoriquement
et expérimentalement les vibrations non linéaires des coques cylindriques encastrées. Les
solutions homogenes et particulieres de la fonction des contraintes sont prises en
considération dans cette analyse. Le comportement non linéaire trouvé dans cette étude est
de type assouplissant.

Dowell et Ventres [11] ont étudié les vibrations flexionnelles non linéaires des coques
cylindriques minces en proposant une nouvelle approche optant pour la satisfaction exacte
des conditions aux limites hors du plan. A¢/uri [12] a utilisé¢ la méme approche développée
par ces auteurs et a signalé qu’il manquait quelques termes dans 1’'une de leurs équations.
Dowell et Ventres [13] ont récemment corrigé cette omission, et ont trouveé avec Atluri que
la non linéarité est caractérisée par une tendance raidissante.

Varadan et al [14] ont souligné que le caractere raidissant des vibrations non linéaires
révélé par Dowell et Ventres et Atluri est dii au choix du terme axisymétrique présenté
dans leurs études. Prathap [15] a souligné ’existence de quelques incohérences trouvées
dans I'analyse mathématique effectuée par Evensen.

El-Zaouk et Dym [16] ont analysé 1’effet de courbure, de I’orthotropie et de la pression
interne sur les vibrations non linéaires des coques circulaires possédant une courbure des
génératrices et ce par 1’application de la théorie non lin€aire des coques surbaissées de
Donnell. Les résultats numériques issus de cette analyse ont montré un comportement
assouplissant qui devient raidissant relativement aux grandes amplitudes de déplacement
pouvant atteindre jusqu’a 30 fois I’épaisseur de la coque.

Ginsberg [17,18] a employé plusieurs approches pour résoudre le probléme des vibrations
asymétriques et axisymétriques des coques cylindriques circulaires. Les équations
cinématiques sont décelées a partir de la théorie non linéaire de Fliigge-Lur’e-Byrne [17]
et I’équation de mouvement est révélée en adoptant une approche énergétique conduisant
ainsi a la détermination des équations de Lagrange. Cette dernicre a été par la suite résolue
en se basant sur la méthode de balance harmonique. Le comportement non linéaire soulevé
dans cette €étude peut étre raidissant ou assouplissant dépendamment de quelques
parametres du systeme.
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Radwan et Genin [19] ont développé des €quations non lin€aires modales pour des coques
¢lastiques minces de géométrie arbitraire et d’€paisseur variable (restant toujours dans la
limite de la théorie des coques minces) tout en tenant compte des imperfections
géométriques initiales et en se basant sur les relations cinématiques induites de la théorie
non linéaire de Sanders-Koiter [20,21]. Leur équation de mouvement découle des
¢quations de mouvement de Lagrange. Les auteurs ont adopté par la suite leur théorie au
cas d’un cylindre fermé et simplement supporté en négligeant le couplage non linéaire entre
les différents modes.

Radwan et Genin [22] ont ultérieurement étendu leur étude pour intégrer le couplage non
linéaire avec des modes axisymétriques.

Raju et Rao [23] ont analysé les vibrations non linéaires asymétriques des coques de
révolution en utilisant la méthode des ¢éléments finis et en se basant sur les relations
cinématiques de Sander-Koiter pour déceler les matrices de masse et de rigidité. L’effet de
I’inertie membranaire est pris en considération dans cette étude et le comportement non
linéaire trouvé est de type raidissant.

Chiba [24] a dressé une étude expérimentale portant sur deux coques cylindriques en porte
a faux fabriquées en feuilles de polyester. L’auteur a signalé que toutes les réponses
trouvées ont montré un comportement assouplissant du systeme. De plus il a constaté que
le caractére assouplissant des vibrations non linéaires s’aveére plus accentué au fur et a
mesure que les structures soient moins élancées.

Ganapathi et Varadan [25] ont étudié les vibrations non linéaires libres des coques
cylindriques circulaires en utilisant les équations cinématiques de Novozhilov associées a
la méthode des ¢léments finis. L’¢lément utilis¢ est un quad-4 (4 nceuds) de type coque a
double courbures, possédant Sdegrés de liberté pour chaque nceud, et avec épaisseur
modérée. La formulation tient en compte de 1’effet de 1’anisotropie, de la déformation de
cisaillement transverse et des effets d’inerties membranaires et rotatifs. L’équation de
mouvement est décelée a partir des équations de Lagrange et résolue en utilisant la méthode
d’intégration numérique Wilson-0 avec 6=1.4

Selmane et Lakis [26] ont présenté une nouvelle approche pour prédire I’influence des non
linéarité géométriques sur les vibrations libres des coques cylindriques minces, ouvertes,
orthotropes et simplement supportées. La méthode hybride utilisée est une alliance entre la
méthode des éléments finis classique avec la théorie des coques minces. La solution globale
du probleme est divisée en deux parties, la premiére étape consiste a déterminer les
matrices de masse et de rigidité linéaire a partir de la théorie linéaire des coques minces de
Sanders. La deuxiéme partie repose sur la détermination des matrices de rigidité non
linéaires d’ordre 2 et d’ordre 3 et ce en se référant a la théorie non linéaire des coques
minces de Sanders-Koiter intégrant les fonctions de déplacements linéaires issus de la
premicre partie . Les matrices globales de masse et de rigidité sont ensuite décelées en
appliquant la procédure des éléments finis. L’équation de mouvement est résolue en
employant la méthode numérique Runge-Kutta d’ordre 4. Lakis et al [27] ont présenté entre
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autres une analyse similaire dédiée pour I’analyse des coques cylindriques orthotropes
fermées. Le comportement non linéaire trouvé est de type raidissant.

Amabili et al [28] ont examiné les vibrations non linéaires, libres et forcées des coques
cylindriques vides et remplies de fluide. Leur formulation emploie trois degrés de liberté :
deux modes asymétriques et un terme axisymétrique incluant le premier et le troisieme
mode. Les résultats obtenus dans cette analyse ont montré un comportement non linéaire
de type assouplissant ce qui est en concordance avec les résultats trouvés par Olson [29].

Kubenko et Koval’chuk [30] ont utilisé la théorie non linéaire des coques surbaissées de
Donnell avec la méthode de Galerkin pour étudier les vibrations non linéaires des coques
cylindriques simplement supportées. Les auteurs ont négligé le terme axisymétrique de leur
fonction de déplacement et ont considéré I’interaction entre deux modes pour différents
valeurs du nombre d’ondes circonférentielles.

L’étude du comportement non linéaire des coques cylindriques minces simplement
supportées a été¢ examinée par Mao et Williams [31,32] en se penchant a une théorie des
coques similaire a celle de Sanders tout en négligeant 1’effet de I’inertie axial et sans
prendre en considération les termes de contraction axisymétriques.

Amabili [33] a examiné P’effet de la non linéarité géométrique sur le comportement
dynamique des coques cylindriques simplement supportées et soumises a des excitations
harmoniques s’exerg¢ant au voisinage de la fréquence fondamentale. Cette analyse a
employé cinq théories non linéaires des coques qui sont: i) la théorie des coques
surbaissées de Donnell, ii) la théorie de Donnell en considérant I’effet des inerties
membranaires, iii) la théorie de Sanders-Koiter, iv) la théorie de Fliigge Lur’e-Byrne v) et
celle de Novozhilov. Les équations de mouvements issus de toutes ces théories excepté la
premiere, sont décelées a partir des équations de Lagrange en tenant compte de
I’amortissement visqueux. La formulation est aussi validée pour le cas des plaques
stratifiées pourvues de la symétrie miroir, ainsi que pour le cas des coques soumises a un
¢coulement potentiel. Elle a aussi pris en considération I’effet de la pression radiale aussi
bien que de la charge axiale. Quant aux coques remplies d’eau, il a été constaté que
I’existence des forces de compression axiale et de la pression radiale externe a fait
accentuer le caractere assouplissant du comportement non linéaire.

Rougui et al [34] ont développé une approche semi analytique pour étudier les vibrations
libres et forcées des coques cylindriques simplement supportées et ce a travers 1’application
des équations de Lagrange. Le probléme variationnel, non linéaire est résolu par la suite
grace a la méthode de balance harmonique.

Avramov [35] a étudié les vibrations libres non lin€aires des coques cylindriques en se
basant sur la théorie de Donnell. L’auteur s’est servie de la méthode de Galerkin pour
discrétiser le systeme des équations différentielles et a employé la méthode de balance
harmonique pour trouver les modes de vibration non linéaires. L’analyse de stabilité a aussi
¢té prise en considération.
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Liu et Chiu [36] ont examiné les vibrations non linéaires des coques cylindriques minces
en tirant profit de la théorie des coques minces de Love. Les équations de mouvement
rotatif des coques cylindriques encastrées-libres sont décelées a partir du principe
variationnel d’Hamilton. Le systeme est discrétisé en utilisant la méthode de Galerkin.

Les auteurs ont scruté ’effet des parameétres géométriques, de la température, des nombres
d’ondes circonférentiel et axial et de la vitesse de rotation des coques, sur les fréquences
naturelles. La réponse du systeme est analysée dans le domaine temporel et fréquentiel.
L’effet de la non linéarité, de I’amortissement ainsi que la variation de I’excitation sur la
réponse du systéme sont pris en considération dans cette étude.

Awrejcewicz et al [37] ont développé une formulation optant pour 1’analyse des vibrations
libres non linéaires des coques surbaissées et orthotropes de forme complexe et ayant des
¢paisseurs variables. Cette approche fondée sur la théorie non linéaire des coques
surbaissées de Donnell, tient aussi en considération la variation des conditions aux limites.

Ramzi et Lakis [38] ont analysé les vibrations libres non linéaires des coques cylindriques
minces et isotropes en employant une approche hybride basée sur une combinaison entre
la théorie non linéaire de Sanders-Koiter avec la méthode des ¢léments finis classique. La
fonction de déplacement est issue de la solution exacte des €quations linéaires de Sanders.
L’équation de mouvement est décelée a partir des équations de Lagrange et résolue en
utilisant la méthode numérique Runge-Kutta.

Sofiyev [39] a examiné les vibrations libres non linéaires des coques cylindriques
orthotropes (FG) en tenant en compte des contraintes de cisaillement transverses. Sa
formulation est fondée sur la théorie de cisaillement transverse (SDT) et sur les relations
cinématiques de Von-karman. Les propriétés matérielles de la coque varient
exponentiellement a travers I’épaisseur de la coque. Les équations de mouvement sont
décelées a partir de la théorie non linéaire de Donnell puis discrétisées a travers la méthode
de Galerkin. Les équations de mouvement sont résolues a 1’aide de la méthode de
perturbation d’homotopie (HPM).

Sofiyev et al [40] ont évalué les vibrations non linéaires des coques cylindriques orthotropes
fabriquées en composite. L’effet des grandes déformations est pris en compte par le biais
des relations cinématiques de Von-Karman. Les équations de mouvement sont développées
en se référant a la théorie de cisaillement transverse de premier ordre. La discrétisation du
systeme est établie en adoptant la méthode de Galerkin. La relation entre les fréquences et
I’amplitude de vibration est avérée sous la forme de la fonction elliptique de Jacobi.

Dey et al [41] ont investigué¢ le comportement dynamique non lin€aire des coques
cylindriques simplement supportées soumises a une charge ponctuelle radiale et a une
charge axiale partiellement répartie. Cette derniere appliquée a bord est représentée sous la
forme d’une série de Fourrier. Les relations cinématiques non linéaires sont induites a partir
de celles de Donnell en prenant en considération I’effet de cisaillement transverse et des
imperfections géométriques initiales. Les inerties membranaire et rotative sont également
prises en considération dans cette analyse et les équations de mouvement sont développées

7|Page



a partir du principe variationnel d’Hamilton. Les auteurs ont recours a la méthode de
Galerkin pour discrétiser le systetme et a la méthode de balance harmonique afin de
résoudre les équations de mouvement.

Sheng et Wang [42] ont étudié les vibrations non linéaires des coques cylindriques en
rotation en tenant compte de 1’effet de la variation linéaire de la température étant propagée
dans le sens de 1’épaisseur. Les équations de mouvement sont fondées sur le principe
variationnel d’Hamilton, sur la théorie non linéaire de Von-Karman et sur la théorie de
déformation de cisaillement de premier ordre. L’effet des forces centrifuges et de Coriolis
dus a la rotation des coques ainsi que 1’effet des inerties membranaires et rotatifs sont pris
en considération dans cette formulation. Les auteurs ont trouvé qu’en augmentant la vitesse
de rotation de la coque cylindrique, leur mouvement passe de chaotique a quasi-périodique
et périodique et finalement a périodique.

Hasrati et al [43] ont adopté la technique de variation quadratique différentielle (VDQ)
pour analyser numériquement les vibrations a grande amplitudes des structures. La
formulation présentée est un modele a six paramétres développé pour un cas général puis
appliqué pour des coques de type cylindriques et coniques. L.’équation de mouvement est
révélée en se basant sur le principe variationnel d’Hamilton puis discrétisée en utilisant la
méthode (VDQ). L’effet des ratios (longueur sur rayon) et (épaisseur sur rayon) est discuté

dans cette analyse.

Yadav et al [44] ont analysé la réponse vibratoire non linéaire des coques cylindriques
simplement supportées et soumises a des charges thermo-mécaniques non uniformément
répartie le long des bords et a une force harmonique radiale. Les relations cinématiques
sont décelées en se rapportant a la théorie non linéaire de Von-Kérman et celle de
déformation de cisaillement de premier ordre. Les équations de mouvement couplées sont
déterminées a partir du principe variationnel d’Hamilton puis résolues pour les cas libre et
forcé en se basant sur la méthode de balance harmonique ralliée a la méthode de
continuation en pseudo longueur d’arc.

Li et al [45] ont dressé une étude expérimentale approfondie portant sur la vibration non
linéaire d’une coque cylindrique mince supportée par des points. La coque cylindrique sujet
de I’analyse est maintenue par des boulons. L’effet du nombre de points de support sur la
réponse non linéaire de la coque est évoqué dans ce manuscrit. Les auteurs ont noté que
I’augmentation du nombre de support engendre une diminution de I’amplitude de vibration.

2. Généralité sur la non linéarité en mécanique des solides

L’avenement technologique dans les dernieres décennies, a conduit a I’utilisation des
structures souples, flexibles et de forme de plus en plus complexe. Ce qui a incité les
chercheurs et les ingénieurs a farfouiller de nouvelles solutions capables de modéliser
convenablement tous les problemes pratiques, quelle que soit leur complexité réelle. Il
semble alors nécessaire de contourner toutes les simplifications draconiennes fondées sur
les hypotheses trés étroites de 1’élasticité linéaire puisqu’ils conduisent a des résultats
erronés dans ce cas de figure et d’introduire en conséquence un comportement qui se
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rapproche le plus de la réalité. Pour y parvenir, les scientifiques ont recours a une analyse
non linéaire afin de traduire fidélement le comportement géométrique ou matériel des
structures citées ci-dessus et d’assurer en conséquence, la sécurité et le bon fonctionnement
des constructions.

On procede ainsi a une classification succincte de la non linéarité a travers une répartition
en trois grandes familles baptisées : non linéarité géométrique, non linéarité matérielle et
non linéarité de contact.

2.1. Non linéarité géométrique (Cinématique)

Elle provienne lorsqu’une structure mécanique mince est sujette a des sollicitations créant
de grands déplacements, de I’ordre de son épaisseur et éventuellement de grandes rotations
pouvant étre a 1’origine des phénomenes d’instabilité par flambement surtout lorsque les
picces sont ¢lancées. Dans ce cas-ci les relations cinématiques (déformation-déplacement)
deviennent non linéaires, bien que le matériau reste élastique linéaire et I’hypothese des
petites perturbations considérée lors des problemes mécaniques linéaires n’est plus valable.
Celle-ci stipule tout de méme, que géométrie déformée et initiale doivent rester
relativement proches. L’équilibre du systéme dans ce cas de figure ne peut plus étre traité
dans la configuration initiale mais doit étre exprimé dans la configuration déformée.

2.2. Non linéarité matérielle (Rhéologique)

Ce type de non linéarité est li¢ a la nature de comportement intrinséque du matériau. Celui-
ci ne peut plus étre considéré comme élastique linéaire et il s'exprime le plus souvent sous
la forme d'équations différentielles non-linéaires du premier ordre. D’une maniere
générale, la non-linéarité matérielle peut &tre décomposée en deux catégories principales :

2.2.1. Elasticité non linéaire

Elle se manifeste par une non proportionnalité d’accroissement entre les contraintes et les
déformations qui en découlent, tout en assurant la réversibilité du processus une fois la
structure est déchargée. Ce type de non linéarité touche souvent les matériaux élastiques
"Green" ou hyperélastique pour lesquels 1’énergie de déformation é€lastique n’est plus une
fonction quadratique des composantes du tenseur de déformation infinitésimal. Il
s’exprime en fonction des invariants des tenseurs de déformations tel que ceux de Green-
Lagrange, de Cauchy-Green droit, de Cauchy-Green gauche,...

2.2.2. Plasticité

Elle est caractérisée par une décroissance irréversible de 1’énergie au cours de la
déformation. L’énergie mécanique est transformée en énergie thermique et la structure ne
peut plus restituer sa position d’équilibre stable une fois déchargée. Ce mécanisme place
des restrictions sur la direction du processus ainsi que sur les lois constitutives de 1’élément
étant donné qu’il dépend étroitement du trajet de chargement et donc des effets d’histoire.
La plasticité traduit également la ductilité du matériau qui permet aux métaux de subir des
allongements significatifs avant de rompre.
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2.3. Non linéarité de contact

Ce type de non linéarité est li¢ a 1’évolution des conditions aux limites et apparait en
particulier a la jonction entre solides. Il se manifeste dans les problémes de contact, de
frottement et de jeu au niveau de liaison entre solides. Ces phénomenes sont décrits
généralement, par des inéquations.

3. Tenseur de déformation Green-Lagrange

Les non linéarités cités dessus sont souvent intrinsequement liées entre elles et agissent
généralement simultanément. La théorie non linéaire s’avere ainsi nécessaire pour en tenir
compte et nécessite du fait des grands déplacements, d’employer une description de
mouvement qui peut étre soit :

% Lagrangienne (matérielle ou référentielle) si les variables indépendantes régissant le
mouvement du corps sont les positions x d’une particule X dans une configuration de
référence arbitraire et le temps 7. cette description peut étre appelée relative si les
variables indépendantes sont les positions x d’une particule X dans une configuration

de référence qui varie avec le temps ¢ (t = 0). cette description est un cas particulier

de la description lagrangienne et elle est appelée « description actualisée » [47]

¢ FEulérienne (spatiale) si les variables indépendantes régissant le mouvement du corps
sont la position courante x d’une particule X et le temps ¢. Ainsi, la référence dans ce
cas est la région de I’espace ou passe le corps. Cette description est généralement
utilisée pour I’étude des fluides. [47]

Des deux descriptions présentées, la description lagrangienne est celle qui semble la mieux
adaptée aux problemes non linéaires des structures. En effet, elle étudie le passage du corps
comme étant une certaine quantité¢ de matiere se déplacant dans I’espace, a partir d’une
certaine référence connue.

Jusqu'ici nous avons supposé¢ que la fluctuation de I’intensité de la cause (contraintes
internes) produit une variation de 1’effet (déformation qui en découle) dans les mémes
proportions. Par surcroit, on supposera dans tout ce qui suit que le comportement non
linéaire est incité seulement par des effets géométriques. Quant a I’aspect cinématique de
I’étude, on présume dresser une analyse qui tient compte des grands déplacements tout en
considérant que les déformations demeurent petites. Par ailleurs, nous pouvons admettre
que le matériau reste ¢lastique, linéaire et isotrope. La notion de déformation en elle-méme
se profile comme une notion qui n’est pas immuable. Pourquoi ? En admettant ’hypothese
des petites perturbations (hpp), les tenseurs Lagrangiens et Eulériens s’averent
pratiquement assimilables, toutefois lorsqu’on entame le domaine non linéaire, Ces
grandeurs se différent et d’autres déformations se révelent tel que celles de Green et
d'Almansi (également appelée déformation Lagrangienne et eulérienne).

La déformation de Green fournira, dans les directions cartésiennes, une perspicacité dans
I'expression de grande déformation. La figure (1) montre un élément matériel dX de
longueur dL, dans la configuration initiale se transforme en un ¢élément dx de longueur

dL dans la configuration déformée. u étant le vecteur de déplacement d’un point P de 1’état
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initial vers son homologue p dans I’état final. On définit ainsi le tenseur Green-Lagrange

sous cette forme :

Undeformed
configurafion

Ko( B)

o X+dX) = n( X Hdo

/__

Deformed
configuration

Kel {B}

Ila"YJ

Figure 1 Topologie de déformation d’un élément matériel dans les configurations initiales

(X, P, Q) et déformées(x, p, q)

e=%(C—1)= %[H+HT+HTH]

Soit en écriture indicielle :

€ Z%(Cij _5:7) =%[H,.j +H, +HmiHmj]

Avec

e: Tenseur Green-Lagrange

C :Tenseur Cauchy-Green droit, tel que C=F" Fsoit C, = F,F,

mi m]
F :Tenseur du gradient Lagrangien de déformation tel que F'=1/+H
Soit F, =8, +H, = (;9;

J
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. : . Ou,
H :Tenseur du gradient Lagrangien de déplacement soit H, = 6%

J

I : Tenseur d’Identité soit o, le symbole de Kronecker

Soit un point matériel P d’une coque cylindrique fermée de coordonnées (x,6, p) situé a

une distance z du plan moyen tel que p = R+ z et pourvu des fonctions (1, ,uz,u3) définies
respectivement comme le déplacement axial, circonférentiel et radial (Voir figure 2). Les
fonctions (u,v, w) désignent les déplacements des points situés dans le plan moyen (z = O)
ou zest la coordonnée dans la direction radiale. Comme le montre la figure (2), les
déplacements u; etwsont considérés positives vers I’extérieur en tenant compte de la

convention de la surface moyenne.
Les coordonnées du tenseur Green Lagrange sont définies dans le systéme de coordonnées
cylindriques comme suit :

g 0w 1 (%j{%%(%] (2.)
a2 lex ox ox
2 2 2
ezzzggeZL(%-l-%)‘i‘% (%j +(%_u2] +(%+u3j (2'b)
o\ 66 207\ o6 ) a6 06

Ou, Ou, | 1 [aul Gul) ou, (&tz j
= +—2 |+ —|| L= |+ Ry |+
pod ox ) p|\ox 00) ox\ 00

Figure 2 Champ de déplacement axial, circonférentiel et radial d’un point quelconque d’une
coque cylindrique situé¢ a une distance z du plan moyen
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4. Différentes théories modélisant la non linéarité
géométrique

Les coques sont en réalit¢ des corps tridimensionnels et 1’é¢tude des contraintes et des
déformations dans une coque mince se situe aussi donc dans le probleme général de
I’¢lasticité tridimensionnelle. Mais vu la complexité de I’analyse, Plusieurs chercheurs se

sont penchés vers la simplification de ces problémes en considérant 1’épaisseur (h) faible

par rapport au rayon de courbure (R)en un point (R/h>10). L’approximation révélée

dans cette approche consiste a confondre alors la coque avec sa surface de référence. Cette
stratégie est trés utilisée en analyse linéaire, non lin€aire, et en dynamique, vu son efficacité
d'une part, et sa simplicité de mise en ceuvre, d'autre part. Toutefois, Cette simplification
apportée doit trouver un cadre de justification et ne devant pas se faire au détriment de deux
propriétés fondamentales, I’une est reliée au principe fondamental de la dynamique mettant
en relief la conservation des efforts d’équilibre et I’autre concerne la conservation des
énergies par unit¢ de matiere mises en jeu. Sur le plan analytique, 1’analyse du
comportement non linéaire des coques dites minces (d’apres I’approximation citée dessus),
a fait appel aux lois de la mécanique continue qui permet la description du phénomene
physique par le biais des équations aux dérivées partielles. Divers modeles ont été cités
dans la littérature parmi lesquelles on peut citer celles de Donnell [7], Fliigge-Lur’e Byrne
[17], Sander- Koiter [50,51] ou encore celle de Novozhilov [49]. Toutes ces théories sont
fondées sur des hypotheses variées et ont misé sur la diversification du degré de complexité
au niveau de leurs relations cinématiques.

Toutes ces théories cherchent essentiellement a exprimer le champ de déplacement d’un
point quelconque de la coque situé a une distance z de la surface moyenne, en fonction du
déplacement de son homologue situ¢ sur la surface de référence tout en retenant comme
hypothése de base les rotations modérées de Kirchhoff-Love gouvernant le déplacement
des normales.

Pour illustrer la différence entre ces diverses théories non linéaires, Considérons une coque
cylindrique mince de longueur/, de rayon R, et d’épaisseur /. Les modeles cités dessus,
sont établis sous les hypotheses suivantes :

(H1) la coque est mince 4/ R <1 (en pratique on admet que 4/ R<1/20).
(H2) Le déplacement transverse w est de 1'ordre de 1'épaisseur 7/ .
(H3) Les rotations sont faibles.

(H4) Toutes les déformations sont petites de tel sorte que le comportement du matériau
reste élastique linéaire.

(H5) Les hypotheses cinématiques de Kirchhoff-Love sont respectées : tout segment
normal et droit avant déformation reste normal et droit aprés déformation. Les contraintes
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normales transverses ainsi que le cisaillement transverse sont négligés et les déformations
varient linéairement tout au long de 1’épaisseur de la coque.

(H6) La théorie de Domnnell suppose que les déplacements tangentiels wu etvsont
considérés comme infinitésimales et néglige en conséquence les non linéarités
membranaires. Les relations cinématiques (Déformation-Déplacement) tiennent ainsi
compte des non linéarités liées au déplacement radial. Les inerties membranaires sont a
leur tour ignorées.

(H7) les termes de I’inertie de rotation sont négligés

Rappelez-vous que notre étude porte sur les vibrations libres, des coques cylindriques
minces géométriquement non linéaires et que les théories citées préalablement, se fondent
tous sur les hypothéses mentionnées ci-dessus sauf pour la (H6) qui constitue une
controverse entre les différents modeles.

Examinant de pres I’aspect mathématique de chaque approche a travers la mise en équation
du champ de déplacement découlant de chaque théorie. On se contente par 1’application de
ces modeles sur les coques cylindriques axisymétriques.

Considérons la coque cylindrique de la figure (2), et commencons par la théorie de Donnell
[48] quant au développement de ses relations cinématiques. Cette derniére repose sur la
théorie des plaques minces. Elle néglige I’effet de courbure au niveau du champ de
déplacement circonférentiel et simplifie la courbe en l'idéalisant a une ligne droite. Le

champ de déplacement axial, circonférentiel et radial (u,,u,,u;), d’un point générique
situé a une distance z du plan moyen tel que (—h/ 2<z<h/ 2) est exprimé en fonction

des déplacements de son homologue du plan de référence (u,v,w) sous cette forme [47] :

u, :u(x,H)—zZ—: (3.a)
u, =v(x,9)—z% (3.0)
u, = w(x,0) (3)

En assumant que z est négligé ce qui donne cette relation R+z=R.

Les relations cinématiques de Donnell (déformation-déplacement) sont décelées en
injectant les relations (3.a — 3.c) dans les composantes du tenseur Green-Lagrange (2.a -
2.c). Les déformations auront la forme de :

gxx = gx,O + ka (4a)
Egp =Epo T2k,

Yo =Yoo TZkey (4.C
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Tels que (ex’o, gg,o,yxao) et (k,,k,.k,) représentent respectivement les déformations

membranaires ainsi que celles flexionnelles et celles en torsion du plan moyen.

L’hypothese (H6) est révoquée pour les théories de Novozhilov, Sanders-Koiter, et celle
de Fliigge-Lur’e-Byrne, ce qui prend particulierement du sens lorsque 1’on estime que les
déplacements tangentiels sont pris en considération ou que la courbure des coques devient
trop grande ou encore que 1’épaisseur ne soit plus enticrement négligeable. L’inertie de
membrane peut ainsi étre préservée dans les équations du mouvement. Les simplifications
opérées dans la formulation de Donnell ont été rectifiés par ces auteurs en introduisant des
cinématiques plus complexes dans leurs mod¢les.

La cinématique dans la théorie de Fliigge-Lur’e-Byrne [17] est complexifiée par la prise
en compte d’une corrélation linéaire en fonction de la coordonnée transverse z contribuée
par le déplacement circonférentiel des points situés dans le plan moyen et qui se manifeste
par le terme (vxz/R).

I1 convient également, pour mieux approximer le champ de déplacement de Fliigge-Lur’e-
Byrne, de prendre en considération I’effet des imperfections géométriques initiales induites
sans contraintes initiales et qui se manifestent sous la forme d’un déplacement radial wy, :

Ainsi le champ de déplacement de Fliigge-Lur’e-Byrne [17] se traduit par les relations
suivantes :

8(wa;wo) (S.a)

U, = v(x,H)—%(M—vj (5.b)

U; = w+w, (5.0)

u, =u(x,0)—z

La théorie non linéaire de Sanders-koiter est exprimée dans une forme tensorielle. Elle a
été développée par Sanders [50], subséquemment, les mémes résultats ont été trouvés par
Koiter [51]. Cette théorie, convenant avec des petites déformations et des rotations
modérées, consiste a développer une formulation mathématique qui respecte les exigences
mécaniques.

Le modele de Novozhilov [49], utilise les mémes hypotheses que celles de Fliigge-Lur’e-
Byrne avec I’emploi d’une expression plus complexe du champ de déplacement. Cette
théorie stipule qu’une fibre droite et normale a la surface moyenne avant déformation
demeure droite et normale apres déformation sans qu’elle soit ¢longée. Cette hypothese
remplace la derniére partie de I’hypothése (HS) dans la théorie de Domnnell (les
déformations varient linéairement tout au long de 1’épaisseur de la coque). Ainsi le champ
de déplacement de Novozhilov s’écrit de sous la forme suivante :
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u=u+z.p (6.a)

U, =v+z.y

Uy, =w+w, +z.x 6.c

Tel que

IB=_M(1+8_”+KJ+ 8(W+w0)_1 Ou _@ﬁ (6d)
Ox ox R ROO R )ROO ox R

o[ 20m) v (ﬁg}M@ (6.)
Ro6O R Ox ox  Ox

l;a_h ov +w+w0+8_u( ov +W+W0j_ ou ov (6.f)

ox RoO R ox \ ROO R R0OO ox

Dans une étude qui a ét¢ menée par Amabili, abordant une comparaison entre les cinq
principales théories traitant les problemes géométriquement non linéaire des coques minces
et employant trois composantes dans leurs champ de déplacement [33] (voir description du
I’article dans la section Revue littéraire), L’auteur a révélé que les théories de Fliigge-
Lur’e-Byrne et celle de Novozhilov s’averent les plus précises parmi les cinq théories.
C’est dans cette vision, que la théorie de Novozhilov, adoptant un champ de déplacement
plus complexe, a été choisie dans ce manuscrit et ce dans le but de développer une
formulation capable de prédire avec précision le comportement dynamique des coques
cylindriques minces, isotropes et géométriquement non lin€aire et d’effectuer en
conséquence un dimensionnement plus rigoureux des structures.

5. Fondement théorique

Une bonne analyse exige une approche raisonnable du probléme et meéne a une
approximation fiable du comportement non linéaire afin d’acquérir une évaluation réaliste
de la structure.

La formulation développée dans ce rapport se base principalement sur la description
Lagrangienne. Elle concerne 1’étude des vibrations non lin€aires géométriques (grande
amplitude) des milieux continues minces, en particulier les coques cylindriques. Elle est
basée sur une approche hybride s’inspirant de celle développée par Lakis et al [46] et
présume entre autres une alliance entre la théorie non linéaire de Novozhilov et la méthode
des éléments finis classique.

L’idée consiste a injecter le champ de déplacement de Novozhilov (6.a - 6.f) dans le champ
de déformation de Green-Lagrange qui prend la forme des équations (2.a — 2.c) et de
déceler en conséquence I’expression des relations cinématiques.

Le champ de déplacement introduit dans cette formulation prend une forme générale au
début comme étant une combinaison d’une fonction temporelle et d’une autre spatiale. Ce
champ de déplacement est inséré par la suite dans les équations déformation-déplacement
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de Novozhilov pour acquérir des relations cinématiques de forme générale relatives aux
structures cylindriques.

La détermination des expressions de 1’énergie cinétique et celle de déformation élastique
présente la prochaine étape a affranchir. Ceci conduit a la détermination de I’équation de
mouvement par le biais des équations de Lagrange et d’en déduire en conséquence les
matrices de masse et de rigidité linéaire et non linéaire qui en découlent.

On procéde dans un second temps, de substituer I’expression générale du champ de
déplacement figurant dans les formules des matrices de masse et de rigidité par I’expression
du champ de déplacement issue de I’analyse linéaire et présentant la solution exacte des
équations de Sanders.

L’équation de mouvement est, par la suite, résolue en se basant sur la méthode de
linéarisation incitée par I’utilisation des modes non lin€aires ce qui permet de pronostiquer
la tendance vibratoire de systétme et de caractériser en conséquence la nature du
comportement de la coque qui peut étre soit de type raidissant, soit assouplissant.

5.1. Relations cinématiques non linéaires de Novozhilov

Rappelons que les relations cinématiques de Novozhilov sont décelées a partir de I’insertion
du champ de déplacement dans les composantes du tenseur Green-Lagrange tout en tenant
compte des imperfections géométriques initiales (on néglige ici tous les termes dépendant

seulement de w, une fois que 1’équation (6.c) est projetée dans les équations (2.a — 2.c) et

on ignore également les imperfections membranaires) et en tirant profit des approximations
suivantes (avec p=R+2z):

Ri;%[l—;w%ﬂ 72)
@ R12 { (ﬁe) } (7.6)

Les relations cinématiques de Novozhilov sont ainsi définies comme suit :

ou 1l(ouY (ovY (owY | owow,
Eo=—+=||— | +| = | + =—| |[+—=2 (8.q)
Tooox 20\ ox Oox ox ox Ox
oV w 1 ((’h{ jz (8\1 jz (8w T
Epo =+ —+—— +| —4+w| +| ——v
“ RO6 R 2R 00 o0 00
+i2 %(a_w_vj+wo(w+ﬂJ (8.6)
R°| 00 \ 00 00
ov oOu 1| O0udu av ov ow ow, [ ow 8W ow, Gv
Vipo = —+ +— — W || — 2 —v W, |(8)
T ox RoOO R 8x 86’ 8x 06 ox Ox 89 Gx 8(9 8x
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0% w av( u v 82(W+w0)]+8(W+w0)82u 0’u (_v 6(W+w0)]

=— + - +—- + —+
Y ax® Rox| RoO ox ox 06 ox  ox° Roxofd\ R RO
Plvw) v, v ) Sww, )
Roxo0 RoO ox R R0OO ox) ox° R
o’w ou ov (W+ WO) o’w Ov ou w( 0w,
ky=—— 7+ t oA A0 prian 2 5| pran?
R°00° Rox R°06 R R°00° R°060 Rox) R\ R06O
ou [ ou ov O(w+w,) ov [ ov ou 0 (w+w)
-— +—+ +— 33—
R°00\ ROO 0x 0x 00 R°00\ ROO  ox ROO
v [o(w+w,) o(w+wy)( v aw | O (w+w,)éu
+ 3 2 -V +2— -5 o 2 2 A
R06 06 R°060 R RO6 R°060~ ox
0 : ol
+ ?W My, (wew) ot & (vt wy) (8.e)
R*00 ROO Ox  Rox00 oOx Roxd0

o’w ou ov  Ou ou 0 (w+w) ov | 0 (w+w,)ov
k,= ———+ t——| - = + T
Rox08 R°00 Rox R 06\ ox ROO ROO ox ox

v [ o’u N o’v +5(W+W0)j+a(w+wo)[ o’u  ow 82\/) ow ow,

T2 2 2 7Tt T3
R\ R0O* ox00  ox R00 \ R8O ox ox00) R00 ox
ov [w+w0+2 ov O (wrw) a_uJ+a(w+w0)( o’u 62vj

+ —+2 +—
Rox\ R ROO ROO ox ox Rox060 oOx
0’ 2
) (w+w0) w. ov +6_u 5 26w w, (8.f)
Roxo68 (R RoO ox R°ox06

Les relations (8.a — 8.f) sont déterminées en négligeant les termes d’ordre supérieurs de z
et ce afin de s’aligner aux relations (4.a — 4.c). On spécule de méme que les déformations
membranaires de la théorie de Fliigge-Lur’e-Byrne et celles de Novozhilov s’aveérent les
mémes en revanche les déformations flexionnelles et celles de torsion se différent.

5.2. Formulation

Avant d’embarquer dans le cheminement mathématique, on compte révéler le caractére
archétype de cette formulation. La théorie développée dans ce manuscrit est fondée sur une
approche qui consiste a décomposer le mouvement d’un point matériel en un mouvement
relatif induisant les déformations modérées et en un mouvement de corps rigide de grande
amplitude. Ceci nous laisse considérer les grands déplacements (les rotations ici sont
supposées modérées), alors que la loi de comportement repose sur I’hypothése des petites
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perturbations (loi de Hooke). La formulation s’appuie d’une part sur la théorie de
Novozhilov qui a présenté une cinématique plus complexe et plus générale et emploi
d’autre part, le champ de déplacement qui découle de la solution exacte de I’analyse
linéaire au lieu d’utiliser des approximations polynomiales. L’effet de courbure du champ
de déplacement dans la direction circonférentielle et 1’effet des imperfections géométriques
initiales sont aussi examiné dans ce manuscrit, finalement les phénomenes de couplage
entre modes sont en outre pris a 1’égard.

Soit une coque cylindrique mince de longueur /, de rayon R et d’épaisseur £ (voir figure2).
xetdétant les coordonnées de la coque relativement a sa surface moyenne et qui

coincident avec les lignes de courbures principales. u,v,etwétant les composantes du
vecteur déplacement d’un point arbitraire P de la surface moyenne de coordonnées (x,6).
La coque est considérée comme ¢€lastique, homogene et isotrope.

On néglige les contraintes et les déformations normales transverses ainsi que celles de
cisaillement transverses.

Le champ de déplacement s’écrit ainsi sous sa forme générale [19]
u=Y4,().f,(x.0) (9.0)

Vv= qu g, X, 9 (9.b)

w= Z,-:qi (¢)-1(x,0) (9.c)

f;»g; et h; étant les composantes spatiales du champ de déplacement de la surface moyenne
qui doivent satisfaire les conditions aux limites de la coque, g, (t)représente les fonctions

temporelles.

En introduisant le champ de déplacement (9.a — 9.c) dans les équations (8.a - 8.1), et en
attribuant aux imperfections géométriques cette forme w, :Z@hi (x,¢9) (0 étant une

fonction temporelle), les relations cinématiques sont alors décrites par les équations :

B 2 2 2
1
& OZZQiﬁ,1+§ [Z‘L‘fi,lj +£Z‘][&,1J +(Zq,'hi,1j +Zqihi,lz5jhj,l (IO.a)

Développant d’avantage I’expression (10.a)

& Ozzqiﬁ,1+ ZZf,lfjqu +ZZg,1g]1qq +Zzhllhjqu :|+Z l(zé‘hﬂj IOb)

Simplifiant plus ’expression (10.b) on aura
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1
&0 :Z{le +h, (Zé‘jhj,l ]} q; +ZZE[]FI1J€1 +8.8;, +h, h] 1}51 4, (IO-C)
i J 1 J

L’expression (10.c) prend alors la forme de

NZWHZZM, (10.d)
Avec
a; = fi,1 + hi,l (Zé}hj,lj (10.6)
J
1
A; = E[ftlfjl + 8.8, +hi,1hj,l] (lO.f)

2 2 2
1 1 1
So0 = Ezqz'gi,z +EZQihi + R {[Z%fu} +(Zqigi,2 + Zqihi] +£Zqihi72 _qu'gij :|
1
+F |:Z§ihi,2 (ZQihi,Z - Zqigi j + Zé‘,hl (quhl - Zqigiﬂz jj| (1 la)
i i i Jj i i

Le développement de I’équation (11.a) se traduit par

| 1
%ﬁ=52h£m+52hﬁ+
1
2R? {szzz 294 +ZZ(hi +gi,2)(hj +gj,2)qz'qj +ZZ(hi,2 _gi)(hj,z _gj)Qiqj:|
i J i J 1 J
{Zh,z(zcs,,2]%—zgi[za,-h,-,z}wza[z b o S S Hnw
i J i Jj

Ce qui donne

=2 e (1) S0 o) 0 o

i

ZZZR [ 2f]2+(h +8; 2)(h +g]2) (hi,Z_gi)(hj,Z_gj)]qiq]‘ (11-0)

L’expression (11.c) s’écrit alors sous la forme
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€90 = b+ B4, (11.d)
i i J

Tel que

1 1
b= E(gil +h)+ F((hi,z —& )(;5/11,2 ] i+ )(Zj‘ﬁzth (1le)
1
Bij = W[fzz j2 +(hi +gi,2)(hj +gj,2>+(hi,2 _gi)(hj,z -8 )j| (1 lf)

1 1 1
€00 = E{Z q9,8:,t Ezqz’ft,z + E{Z qifi,l Zqifi,z + Zqigi,l [Zqigi,Z + ZqihiJ
+Zqihi,l (Zqihi,z - Zqigij + Zé;hi,l (Zqihil - Zqigij + Zqihi,l Zé;hi,z
+ Zqigi,l zé‘thz:|} (l2_a)

Ou encore

1 1 1
00 = E{Z q:8i, +Ezqz'fi,2 +E|:ZZ][11 7244 +zzgi,1gj,zqz'qj +zzgi,1hk,‘ql‘q/‘
i i P T T
+Zzhi,lhj,2qiqj - Zzhi,lgqu'%‘ + Zhi,z ( 5/’;‘,1]% - Zgi (Zé‘jhj,qui + Zhi,l ( 5jhj,2qu
[ i i J i J i

J

()]

Arrangeant encore I’équation (12.b)

1 1 1 1 1
€00 = E{Z|:gi,l +Efi,2 +E(hi,2 _gi)[zé‘jhj,lj_'-}gi,l [Zé‘jth-i_Ehi,l [Z@%,z}] q;
J J J

i

+ZZ%|:fi,1fj,2 88,0+ 8y T hhy,—hg, |4 ,} (12.c)
un lch;ngement de variable nous donne

Eup =260+ 2D Cdd,; (12.d)
Avee -

21| Page



1 1 1 1 1
G = Eligi,l + Ef;,Z + E(hi,Z —& )(Zﬁjhﬁl j TR 8 (;5/’1] + Ehi,l (;5/1,-,2 j:l (12¢)

CyzzR[fllf/z+gllg/2+gllh +hyyh, —hg, ] (12.1)
k, Z—Zl_:q,-h,-,n + %Zi:q,-g,-,l (—%Zqiﬁ,z + Zl_:q,-g,-,l - Zi:q,-h,-,lz - Z@hi,lz j +

(Z[:qihf,l + Z@hi,l)zi:qiﬁ,ll +%Zi:q,~ﬁ,lz (—%Zq,-gi +%Zq,-h,»,z + %Zj:@hﬁz)
(ot B St B | o B+ o

1
_E Zqihi,llzé‘ihi (13.a)

En développant 1’équation (13.a) on obtient

1 1 1
=_Zqihi,ll _Fzzgi,l 7244, +Ezzgi,lgj,lqiqj _Ezzgi,lhj,uqiqj
i i [ L
1 1
(5 ,ujqﬁzzhﬂ 9,43 (z ]qi—ﬁzzn,l2g,.qiq,
+_ i,12 ]2q1q] i,12 hle ]2qij Z/;Z z 7,12 qi
ZZ/ Zf 2.5, ZZ
_E Zzhi,llhjqiq‘j _Ezzhi,llgj,ZQiqj _Ezhi (Zé‘jhj,nj% _Zzhi’” 144 ;
i i i
1
‘—Z&-,z Z&fh/ﬂll %-qu Z i1 Zh,n Z q; (13.b)
i Jj 1 J

En arrangeant la derniere équation, on trouve

1 1 1 1
- Ehi +Egi,2 + /i Z5jhj,11 _Ehi,ll Z5jhj +ZZ gzl Esz +8 _hj,IZ
J J

1 1 1 1 1
+hi,l 7l _Fﬁ,ugj + Fﬁ,thj,Z +Fhi,12 j2 _hi,ll (Ehj + Egj,Z + j,l):|qiqj (13-6)

L’équation (13.c) aura en conséquence la forme
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k. qulJrZZqu (13.d)

En notant que

1 1 1
hz 11 +( R gi,l +Ffi,2j(zajhjolzj+ ill (Zgjhj’lj-i_ﬁfi’]z (Zé‘jhj,zj
J J J

1 1 1
_(Ehi+Egi’2+ i’lJ(gajhj’lll_Ehi’ll(;é‘jh’) (13.e)
1 1 1 1
P,j = Eg,,l _Efj,z +gj,1 _h_;',lz +hi,1 JAL _Fﬁ,lzg/‘ +Ff;,l2h_/ 2 Rz zlzf/ 2
h ! h !
LA E j+Egj,2+f;',l (13'f)

ky = —%Zqih,-,zz +%Zq,f,-,l +%Z[:q,-g,»,2 —%(Zj:q,»hi + Zdhij(%zi:qihi,zz —%Zq,g,«,z —%Zqiﬁ,lj

o S Y Y [%Zq,-f,,z DYTEO YIS Za:h,-,lzJ

+% Zq,-gl—,z [% Zq,-g,-,z + 3Zq,f,-,1 —%[Zq,-hi,zz + Zd—h,-,zz D + % Zq,-g,-,zz (Zqih,-,z +20ha - Zi:q,-gl-)

+%[Zjlqihi,z+2@hi,zj( Zq,g,+ 24 lzj e (qu it 20 lzzJZi‘,qifi,l+%Zqihi,zzi:5ihi,z
[zqm j Y zq,g,l(zq,h”ﬁ j (14.)

Le développement de I’équation (14.a) aboutit a
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1 1 1 1
qu 1,22 Ezqiﬂ,l +quigi,2 _Fzzhihj,zz%qj' +Fzzhigj,2qz'qj +
i i T T
2 1 1 2
F Zzhifj,lqz'qf _thi,ﬂ {Zgjhj]qi + Fzgi,z [Zéjthqi + Ezfll [Zé‘jthqi
i i J i J ! J
1 1 1
Zh [Z i, 22J FZZfzz 7244, _FZZfi,Zgj,lqiqj _PZ i,zhj,lzqiqj
T T T,
1 3 1
i2 (Zajhj,l2jqi + Fzzgi,Zgj,ZQin + Fzzgzz 1449 _FZ Zgl-,zh_,-,zzq,»qj
J i i i
1 1
_FZgi,z [Zé‘jhﬂzJ zzgz »Mi29:4; + Zgz 2 (Z jqi _Fzzgi,zzgj%qj
i J Lo
1 1
_Fzzhilgjqiqj Zzht 27044~ Zg (Z qu + Ezhi,z (Zé‘jhjﬁjqi -
i J J
1 1
7 ZZ i) 4l — Zfz 1 (25 h/ 22} thi,z [Zé‘jhj,Z]qi + Ezzhi,lgj,uqiqj
; 7 T

+%Zg’*”(;5fhﬂj Zzg,l,lzq,q] Zgn[z juJ (14.5)

Améliorant d’avantage I’ equatlon (14.b)
1 1 1 2
kHZZI:_Fhmz"'R R? > 8i» (Z j( 3 122 Egi,2+Ffz",l]
1 1 1 1 1
+(;5jhj,22J(_Fh[ _ng,z _Ff,-,lj‘i'(;é‘jhj’lz)(—pf[’z +Egi’1j
1 1
+ Zgjhj,Z ng,zz '8 —&t— 7 h , Z gin

1 2 1 1 1 1
+ZZI: —h j »t h 8iat hfjl -—Jia i2 __zfi,zgj,l __2fi,2hj,12 +Egi,2gj,2

R’ R’ R R
4—%&’2]3’1 - %gi’zhj’22 + %gi,zzhj’2 - %gi,zzgj - %hi’zgj + %hﬂhj’2 —% hi’zzfj’1 +%hi,1gj,12
+%g,-,1h_,,4q,~q J (14.c)
L’équation (14.c) s’écrit alors sous la forme
ko =25,4;+ 2.2 55914, (14d)
i i
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Tel que

1 1 1 2
Si:_Fhi’zz-i_R 2g12 (Z J( R3 122 R3 g[Z sz;lj
1 1
( ; jzzJ R hz_R3 8ix~ Rz zlj (z 112]( 2+Egi,lj
1
R3 122 R3 g +— 3 12 Z i,12 (146)
1 1 2 1 1 1
S, =h [_th,zz T i +F~f]‘,l:|_fi,2 {Esz TR 8 +th,12}
1 3 1 1 1 1 1
+8:, {R3 8> +Ffj,1 _th,22:|+gi,22 {th,z _ng:|+hi,2 {_ng +th,z}

1
8; 1h, 12 (14~f)

f;l"’ hugjlz"'R

2 122
R

-2 1 1 1 1 1 1
k= ?Zqihi,lz - ?Zq,'fi,z + Equ‘gi,l + ?Zqz‘ft,z [_Z%ﬂ,l + Ezq,‘hi,zz + Ezé;hi,zz - EZQfgi,zj
1 1
+[Zqihi,ll + Zé‘ihi,llquigi,l - F Zqigi (E Zqiff,zz + Zq[gi,u + Zqihi,l + Zé;hi,l j +
1 1 1
F (Zqz'hi,z + Zé;hi,Z ] (E Z‘]ifi,zz + Zqihi,l + qu‘gi,IZ j + F Zqihi,2 Zé;hi,l
+qugA qu.h. +lz5h< +£Zq.g —qu,hA —lZﬁh, + 2Zq.f
Ritl,lRithilzRitt,Z Ri11,22 Ritl,22 itt,l
1 2 2 1 1
+[Z%hz‘,1 + Zé;hi,l j(E Zqz‘fi,lz + Z%&,u J + (_E Zqihi,lZ - E Zé;hi,IZ j (E Zqihi + E Zqigi,Z + Zqiﬁ,l]
2
_Ezi:qz‘hmz Zi:é;hi (15.61)

Apres quelques manipulations sur 1I’équation (15.a) on aura la possibilité de I’exprimer
sous la forme
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-2 1 1 1 1
k= }Zi:qihi,lz _inlqiﬁﬂ + Ezi:qigi,l —FZZJE 71494, +Fzzj:ﬁ,2h/ﬁ22qiq1
1 1
+szi,2 (Z@%,zz]% _FZZ/;,Zgj,Zqiq/‘ + Zzhi,llgj,lqiqj + Zgu (Zé‘jhj,lqui
S e S0, e S 10, T [za,h,l}ql
+Fzzhi,2 j,22qiqj+?Zzhi,2hj,IQiqj+ Zz 2812449 T —35 R i22 [Z J
T T
1 1
+thi,l[z(sjhj,2jqi72&12 (zajhj,z}qi72@,{2%]%TZZg,.,lh,q,qj
i Jj i i i
1
T T o et 10, T, e Do T o
i j
2
t o 22 804, ZZ% ,wmﬁZZh, &5ndid; Zf,lz [Z Jq,-
i
+Z«gzll£25/ le Rz zzhi,lzhj%q]'_Fzzhi,lzgj,z%%_Ezzhi,lz 144
i i i
2 2
SO prT TS R )y TR o DL
i J i I i I
2
_thiﬂ (Z&'jhj)qi (15.b)
i J
-2 1 1 1 1
k,= {—hi, -—fat—g +—fl.’( Oh; J+gi’( Oh; ]——gi[ 5,h,’]+
9ZR12R22R1R3 221122 12,,11 R ;]}1
1 1 1 1 1
Ffi,ﬂ (Zajhj,2]+Fhi,1 (Zajhj,2]+ng,12 [Z@%,z} +?hi,2 [Zéjhj,lJ +?gi,l (Z@%J
j j J J
1 2 2
R2 gzl(z ]22] R i,12[Zéjhj,1]+gi,n(251'}’;,1}_?}%(Zé‘jhj,lz]_ﬁgi,z(Zé‘jh/ﬂ]
j j j j

2 1 1
_Ef;,l (Z&/hj,lzJ ey h 12 [25,h, J} q;, + ZZ[ R3 fi,Zh_j,ZZ _Fﬁjg_[ﬂ + hi,ngj,l
J i

1 1 1 1 1 1 1 2
_ngf;',22 _?gigj,lz - nghj,l + F hi,zfj,zz + Fhi,zhj,l + thﬂgj,lz + ng,lhj + ng,lgj,z

1 2 1 2 2 2
_ng,lhj,n + Egmfm + Ehm st hi,lgj,ll _Fhi,uhj _Fhngj,z _Ehmz j,iql‘q/‘ (15-C)

26 |Page



Comme forme finale on aura

th +ZZ 194, (lS.a’)

Avec

-2 1 1
l‘i=?hi,12_R_ 12+ 81 [z Jzzj( R2 glljJrgll(z jHJ
1 1 1 1 1
+(;5jhj’lji_ﬁgi +Fhi’2 +E bl2 +gi’”j (251 j 2)( Jfimt R? —h,+ R? —2 8i 12)

1 2 2
5}[ J(R2 gll R2 lle (Z leJ( R2 ,_RZ g,2 Eﬁ’IJ (15.6)
J

1 1 1 1 1 1
T;’j = fi,z (_F.fj,l +th,22 _ng,Zj—l_hi,llgj,l -8 [Ffj,zz +ng,12 +th,1j
1 1 1 1 2 1 2 1
+hi,2 (Efj,zz +?h]1 R - &; 12) 81 (Fh, +ng,z _?hj,ﬁ +E j,lj_'_hi,l (Efj,lz +gj,llj
2 2 2
_hi’lz(ﬁhj—'_?gj’z—'_i j’lj (ISf)

Généralement le champ de déformation de Novozhilov d’un point arbitraire appartenant a
la surface moyenne, peut étre définit sous cette forme :

Eo =& = ;a_,q S+ ;;A,kq 4 (16.a
Ego =Ep = ijq ; +ZZB_}.kqjqk (
0=En= Zc q, +ZZ 4,4, (16.c
koo =k, qu +ZZ 4,4 (
ko =k =Zs,q_, +ZZS_,kqjqk (16.c
Zt 4q, +ZZ 44, (16.f

Moyennant les hypothéses évoquées préalablement, et afin de décrire le comportement
dynamique non lin€aire associ¢ aux modeles de coques cylindriques minces, I’équation de
mouvement est régie par les équations de Lagrange qui découlent du principe variationnel
d’Hamilton. Ces équations prennent ainsi la forme de :

—
%
S
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d[@T]_a_T+6V_O (17)

dar\og, ) oq, oq
Tel que

T : Energie cinétique Totale

V : Energie élastique de déformation

g : Vecteur de déplacement

La dynamique est donc décrite par :

Zm,-j %+Zka %+ZZkzyk 4q; 9k +Zzzkz‘jks 4; 9 4, =0 (18-")
j j ik i ks
Soit en écriture matricielle

Méj+[K+KNL2(q)+KNL3(q,q)]q:0 (18.19)

On désigne par M la matrice de masse, K étant la matrice de rigidité linéaire, K*?

représente la matrice de rigidité quadratique non linéaire et K> exprime la matrice de
rigidité cubique non linéaire.

5.2.1. Evaluation de I'énergie cinétique 7

D’une fagon générale 1’énergie cinétique d’ une coque a double courbures s’écrit sous cette
forme :

11 I,

T=% ” (& +V7 +W) 4, 4, dx, dx, (19)
00
Tel que

m : Densité surfacique de masse

A, et A4, représentent les coefficients de Lamé. Ils sont déterminés a partir de la premicre

loi fondamentale de la théorie de surface, définie par la relation [22] :
ds> = A’ dx + A; dx; (20)
dx, et dx, désignent les lignes de courbures tel que x, =0,/ ;x, =0,/,

Pour le cas des coques cylindriques axisymétriques, les coefficients de Lamé ainsi que les
coordonnées généralisées prennent la forme de

A =1, A4, =R, dx,=dx, dx,=d0,1 = et ], =2r.

Evaluant le deuxiéme terme des équations de Lagrange :
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oT

0 (21)
aq,
Pour évaluer I’expression du premier terme des équations de Lagrange, il suffit d’écrire

or 1’}’2 _(.aa LoV ow
—==\||12m|u—+vV—+Ww—
g, 279 dq, 0q, 04

Introduisant les équations (9.a — 9.c) dans I’équation (22) on obtient

or %t _ _ . .
Al (ﬁy"f+gf2gqu+hf§hi%jAlAzdxldxz (23)
i 00 i i i

oq

JAI A, dx, dx, (22)

Apres une petite transformation de I’équation (23), on obtient

oT ..
" *
On en déduit que
L
my = [[m (£ f,+g g, +hh)A4 4, dx, d, (25)
00
Ce qui implique

i[a_TJ:th] q] ,i:1,2,...,l" (26)

dt\ 0q, >
r étant le nombre de degré de liberté

On note que lorsque les fonctions spatiales f;, g; et &, se reportent aux modes propres du
systeéme lin€aire et en se basant sur I’hypothese de I’orthogonalité de ces modes on peut
deéduire que m; =0 lorsque i # ;.

5.2.2. Evaluation de I'énergie de déformation élastique ¥

En élasticité lin€aire, I’énergie de déformation é€lastique est considérée comme étant une
fonction quadratique des composantes du tenseur de déformation. Cette €nergie surgie sous
cette la forme suivante pour un matériau isotrope :

hl

Vz% ”C[g]z1 +e,+2ve, £y +2(1—V)5122]A1 4, dx, dx,
00

hh

+%HD[k121+k222+2vk“k22+2(1—v)k122}A1A2dx1dx2 (27)
00
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Avec

Eh ER’ . ,
C=—>s, D=—F7—— , E ¢dtant le module d’Young de la structure et vson
1-v 12(1-v%)
coefficient de Poisson.
A partir de I’expression de 1’énergie ¢élastique de déformation (27), on procede a évaluer le
troisiéme terme des équations de Lagrange (17).

Wi,
= ”C ag“ +e 8822 +ve, Ot +VE,, %, +2(1-v) &, %8, A, A, dx, dx,
861 * o, aq; 0q; * o,

A
+[[ D] &, ak“ +kyy Oy +vk,, Oy, +vk22%+2(1—v) ku%
27 aq, g, q; aq;

1 1 1

}Al A, dx, dx, (28)

0,
%124 g 29.
oq, “r Z’ 74 (2240
% =h+2Y.B,q, (29.0)
q; j

0¢,,
—L_c4+2>C.qg. 29.
aqi o ; v ( C)
ak“

s 29.d

oq, n Z (24
a 22
22 —¢ 42 S.qg. 29.
8% ur ; v 4 ( e)
%=ti+ 237 g, (29.1)
aq[ J

Décortiquant 1’expression (28) en évaluant chaque terme de 1’équation a part

0
I 8“ = ZajCIﬁZZAjk%%H%+22Aﬂch} (304)
i J J ok k

Développant 1’équation (30.a)

0
" 8(21 =2.4,a,q,+2 > 2a,4,4,¢,+> >, A, 4,4+ > > 24, 4,4,4,9,(30D)
P 7ox —4 Ll

On arrange maintenant 1’équation (30.b) et on obtient
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”(2(21:Za 4, +zz[l b, Ay +a, U]qqk+zzzz/1,k aq0q. (300
i J

Ce qui conduit a exprimer 1’équation (30.c) par

_Zau q; +ZZ ik 4 qk*ZZZAm q;4: 4 (3O'd)

En prenant

a,=a;a, (30.e)
Ay alA]k+ajAki+akAv. (30.f)
Ay =24, 4, (30.g)

8822 = Zb q,+ZZB,k 4 qk}{b +2Z qu} (31.a)

On procede au developpement de I’équation (31.a)

0
&2 8”—2 b,q, +ZZZ 1 Bud; 4t 200 Bd, qk+ZZZ2 By d;q,4. (310)
J

On arrange maintenant 1 équation (31.b) et on obtient

G
822%=Zbiquj+zz[bi . +b, B, +kaU]qjqk+ZZZ2 2By d,9:9,  (31c)
i J ok

Ou encore

n 5@«‘;22 - ‘1/+ZZ ik 4 9k +ZZZ ks 4 Di s (31.d)

i

Tel que

b, =b,b, (3l.e)
B, =b B, +b, B, +b B, (31.1)
Bi]ks ZB]k Bl\ (3l.g)

Zc q; +ZZ w4 q,ﬂc +2Z qu} (32.a)

Le developpement de 1 €quation (32.a) conduit a

—chqq +ZZ2 Cyd, qﬁzzc, C,q, qk+ZZZ2 C.dq,4,q, (32b)

L’ equatlon (32.b) serait maintenant exprimée comme
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- ZCI ¢4, +ZZ|:61 & TE Cy te /z]q dk +ZZZZ Jk q;9: 4 (32-0)

Ainsi 1 equatlon (32.¢) dev1ent

o 22,,2 } ;C"f T Z;C,-jk 94T Z;Zcm 9; 9 4s (32d)
Avec

C,=cc, (32)
Cy=¢,C,+c,Cptec, C, (32.1)
Cos =2C G (32.2)

ak
—= Zp qﬁZZ k4 qk:||:pi+2 kquk:| (33'a)

En developpant I’ Equatlon (33.a) on obtient

o
—u Zp P4, +222pj 4, qﬁzzpll’,kq qk+ZZZ2 > Pod;q,q, (33D)

La s1mp11ﬁcat10n del’ equatlon (33.b) condult a

ak
—n pr,q,JrZZ[p, DB+, ,,]Q,qﬁZZZP P,q,q.9, (33<)

Ou encore

8k“ Zpy q;+ szlk q; 9+ ZZZR,;@ 9,44, (33.d)
Tel que
P; =D, Py (33.e)
Py =p Py+p,Pi+p, P, (33.1)
B =2F B, (33.2)

= ZS 9; +ZZSM qk}[s +22 qu} (34.4)

Apres avoir developpe I’équation (34.a), on aura

8k
== ZS 5;4;+ ZZ%/ Sid; 9+ ZZS S 4, 9 +ZZZ2 S d; 494, (340)

En regroupant les termes de méme ordre de sommation on obtlent
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ok
. &;ZZZS 9 +ZZ[’ Sp+3, S+, Ja, quZZz Sy Sud, 4 q.  (34c)
i J

Ainsi I’équation (34.c) est réduite a

8k
2= ZSU q; +ZZ ik 4 i +ZZZ iks 47 i 4s (34'd)

En con51derant que

S Sl Sj (34.6)
S =58, +5, Sy +5,. S, (34.f)
S]ks 2S]k Sts (34'g)

Zf 9, +ZZ 4, qk}{t +2ZTk qk} (35.a)

Une f01s developpee l équation (35.a) méne a

aklZ —

ki, Zt, £, +222t, W qﬁzzt, T, q, qﬁZZZZ vTud, a0, (350)

S1mp11ﬁant plus I’ equatlon (35.b) on aura

8k
- _Z JqJ+ZZ|:tlT/k+t/ lk+tkTﬂ]qjqk+zzzz is jkqjqkqs (35'6)

Ainsi 1 equatlon (35.c) est réduite a

0
12 822 = Zf,-j q;+ ZZYLk 49 9x +ZZZszks 9,44, (354d)
P P T or s

Notant que

t,=t1, (35.e)
T,=tT,+t,T,+t, T, (35.1)
Ty =21, Ty (35.8)

Za q; +ZZ s qk}{b +2Z qu} (36.a)

Partant du méme principe, on développe 1’équation (36.a)

0
&y 66;2 — ajbiQ.i+ZZ2ajBikqjqk+zz A]kqjqk+zzz2/1]k i 47 9k 9 (36[))
P T ~4

Nous pouvons simplifier I’équation (36.b) d’avantage
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0
86;]22 - Zbi a,q;+ ZZ[bi A.ik +a; B, +a, Bij:lq.i 9+ ZZZZ Aﬂf B, 99k 9s (36'6)
; J Jok Sk

gll

Soit encore

os
o aq22 =24y 4+ 2.2 Pty 44+ 222 P 4,414, (36.d)
i J i j ks
Notant que
“G=by (36e)
Di/k - bi Aik +aj Bki +a; B[j (36f)
Dy, =24, B, (36.g)

0
, & _ ij q; +ZZBjk q, qk}{ai +22A7k qk} (37.a)
J J ok k

oq,

En développant I’équation (37.a) on aura
0s,,

oq :Zaiquj+Zzzbj‘/4fkqjqk+zzaiBjkquk—'_Zzzz‘AisBjkqjqkqs (37'b)
j j ok J k j ks

Manipulant plus 1’équation (37.b), on obtient

0
6211=Zaiquj+ZZ[aiBjk+bjAki+bkAy]qjqk+ZZZZAisBjkqjqkqs (37.)
i J ik ks

Cette dernicre équation peut étre présentée sous cette forme

&y

i

&y

agll —

Ep 6‘q = : eij qj +ZZE,-J-k qj q; +Z;ZEU/€S C[j q. 49, (37d)
J i J s

1

Tel que

e, =ab, (37.e)
E,=a,B, +b, A, +b, A, (37.1)
E, =24 B, (37.2)

kll

ok
822 - ij qj+zzpjk q; Qki||:si+ZZSik (’ij| (38.61)
4 j J K %

Le développement de I’équation (38.a) amene a
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ok
ki, aqzz =P84, +Zz2p, 4, qk+ZZS .4, qk+ZZZZ > S, 4,94, (38)

i J
D’ou
ok,,

k,, 2 =ZP 61,+ZZ[S, Po+p; S, +p; j,]qjqﬁzzzp > Sed,q,9, (38¢)

i

L’équatlon (38.c) aboutit a

ak” = Zu,, q,+ ZZU,,k 4,9, + ZZZ s 4 9 4, (384)
Avec
u,=ps, (38.)
Uy=5P,+p;S; +p. S, (38.1)
Uips =28 S; (38.2)

ak“ B ZS g, +ZZSqu qk}{p +2ZP’qu:| (39.a)

Le developpement de 1 €quation (39.a) aboutira a

ak
— Zp qj+Z;2Sijqjqk+Z;piSjkqjqk+Z;22]33SjkqukQS (39'b)
J J j s

L equatlon (39.b) peut prendre aussi la forme de

6k
— Zp q‘j+sz:|:pi‘sjk+sjBk+Skf;'z:|qjqk+El Ek E 2BSSjk6]j6[qu (39.6’)
J J s

Ce qui peut ¢galement étre exprimé par

Ok,

2y 2Dt ZZVW q;q:+ ZZZV,,,(S 9,4, 4, (394)

i

En cons1derant que

Vi T PiS; (39.€)
I/zjk:SjBk+SkPji+piSjk (39'f)
Vl_‘]k? 23: S]k (39.g)

Revenons a I’équation (28) et substituons tous ces composants par leurs expressions
préalablement trouvées (30.a — 39.g)
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__.[lz.[ll |:Zal]q +ZZA,,k61 qk+zzz iksd 19k +Zbuq "'ZZ i 49k
+ZZZ 944 +VZ dyq, +VZZDykq_,-61k +VZZZDW%-% +VZ%-,-%-
+VZZ ik 9 +VZZZ /ksqjqkqs+2 1 v chq1+2 1 v ZZ ik 9k

+2(1-v ZZZ R }AA dxdv, + [ [ D {Zp,/qﬁzz MﬂﬁZZZ 1089,
+Zsuq/+ZzSukq/qk+zzzSukvqjqkqv+vzuuq/+VZZ Mﬂk*‘/zzz ukvqjqkqs
+VZVU%+VZZVM%+VZZZ sd,4:9, +2(1-v Zéﬂj” 1-v ZZTM%

J Jj ok

+2(1—V)ZZZTM jqkqs}AlAzdxldxz (40)
Jj ks

Une expression plus simplifiée de 1’équation (40) nous donne

@, +b, +v(d; +e;)+2(1-v)C, |+
D[ py 5,4 (u+v, )+ 201-v)1, ]} A, g,
+sz:[[j;j;{c[4 +B, +v(Dy +Ej ) +2(1-v)Cy |
| D[ Pt S, +v (U 473 )+2(-9)Ty || A, |aa,
+§]:zklz|“;j;{ [ Ay + By +v(Dyy +Ey ) +2(1-v)Cy, |
[

+D[ P, +5,, + (Uyks+VU,Q)+2(1—V)Tl.jks}}AlAzdxldxzquqkqs (41)

L’équation (41) se réduit a
8V

aq qj +ZZKtjkqjqk +ZZZKngqJ 9.9 (42)

En considérant que

i J
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K, =I;2 J.;I{C[ay. +b, +v<dij +ei/)+2(l—v)(Cij]

+ D[pij s, +v (uy +v, ) +2(1- v)ti/}} A Aydx,dx, (42.a)

Ky = [ [ {C[ Ay + By +v(Dy + By ) +2(1-v) G,

+D[ By +S, +v (U, +, ]}AlAzdxldxz (42.)

ijk ik ik TV ik

)+2(1-v)T,

ik

K, = '[;2 _[;1 {C[Ay.,m + By, +v(Dy, +E,

ijks ijks

)+2(1—V)CWJ
+D[P. +S. +V(U. +Vijks)+2(1—1/)7;/.,J}Al/élzdxldx2 (42.0)

ijks ijks ijks

Avec i, j,k et s=1,..,r (r étant le nombre de ddl)

En tenant compte de tous les termes de couplage non linéaire entre modes propres,
I’équation de mouvement se révele sous la forme indicielle soit en équation (18.a) ou
encore sous la forme matricielle présentée dans 1’équation (18.b).

6. Etude de cas

Nous exhibons dans cette section une étude de cas mettant en exergue I’emploi du champ
de déplacement issu de 1’analyse linéaire et représentant la solution exacte des équations
de Sanders tel qu’il a été développé par Lakis dans son article. [46]

Les fonctions spatiales sont ainsi définies comme suit :

fi=1,=4¢""cos(n0) (43.a)
g, =V, =B """ sin(n 0) (43.0)
h =W =C, e"'" cos(n0) (43.¢)

Les vecteurs A4, B, et C, sont linéairement dépendants tel que 4, =a, C, et B, = . C,

Les constantes A,,a, et B, (i =1,..,8) sont déterminées a partir des équations d’équilibre de

Sanders issues de I’analyse linéaire. [46]
6.1. Matrice de masse

On procede ici a chercher la matrice de masse m;;. Pour se faire on substitut les fonctions

spatiales de 1’équation (25) par les expressions (43.a —43.c), ce qui donne
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m, = I[ J.OM m [Al.Aje(ﬂ"Jr/l")xmcos2 (n6)+ Bl.Bje(/l’ PR i (n6)

+ Ci(fje(l‘ﬂ’)X/Rcos2 (n@)} Rdxd6 (44)

En développant 1’équation (44) on obtient

" =I1I2ﬂn7|:AA e(ﬂl_MI_)x/R[l+cos(2nl9) +BE e(li+ﬂj)x/R(1—cos(2n¢9)]
ij 0Jdo iy ) [y 2

2

Iorel il (HL(ZHG)] Rdxd® (45)
i

Ou encore

ol (Aea)uR , (27 1+cos(2n9) 1—cos(2nl9)
my =i e d| {(AiAﬁcicj)(f +BB,| —— = | |RdO  (46)

En développement les intégrales, 1’équation (46) donne

e(,l,.mf )R _1

m; =m 7R’ [WJ(AIA/ +BB; + CiCj) (47)
L’arrangement de 1’équation (47) entraine

- szz. (e(/m,mj)l/ze —1)(A.Aj +BB, +ch) (48)

1 J
Finalement on a
i e(ﬂ,+ij)l/R _1
m, = R ﬁQCJ{W}(I+aiaj+,@ﬂj) (49)

6.2. Matrice de rigidité

Avant d’accoster le calcul des matrices de rigidité, on procéde a développer les termes
constituant le champ de déformation de Novozhilov tout en considérant que la coque est
parfaitement cylindrique pour négliger 1’effet des imperfections géométriques initiales.

Ainsi les équations (10.e), (11.e), (12.e), (13.e), (14.e) et (15.e) donnent respectivement

ou,
aizfz“,lzﬁ (50)
1 1(ov, .
bizﬁ(gi,z"'hi)zﬁ(%‘FWJ (51)
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1 1 1(ov. 1 ou
¢ :E[gi,l +_fi,2j:5(_l+__lj (52)

R ox R o6
phi“’ (53
ot bk S L o9
U =

En se basant sur la méme approche et en se référant respectivement aux équations (10.f),
(11.9), (12.1), (13.1), (14.1) et (15.1) on trouve

A__:l 6_[’1%_,_@6_‘;1_,_%% (56)
v Ox Ox Ox Ox Ox Ox
6 D. ov. m ow,

5= e e wa— byt [+ S0 )| 52— (57)
Y 2R 86’ 00 00 700 00 o8
a 8x 89 8x 60 8x 7 ox 00 ox

_1aw _laﬁ,Jra_&j_azw, Lo, o, 1 8%, L o, oW,
Y Rox| ROO ox oxdl ox Ox’ R2 8x89 Y R? 6x60 5‘0

1 o™, od, 82&{% la_ﬁuraif} (59)

+— >l =W+
R 8x60 00 ox° | R R 06 ox

. 1 o*w L ov, 200, | oa| 10 1 c?v 1 MW,
S; =Wl =~ 2 3 —t— 2 3 —t+— 2 2
R’ 00 R 00 R *ox | 00| R 90 R® ox R 6x80

ij
L% 108 300 1o, | o1 ow 1, Lo 1o 1 oW,
o A0 T o2 3 z + 2| p3 Vi |t Vit
849R66? R* ox R89 00°| R° 060 R 60 R R’ 00
2y o, R O*W, ov.
O O L S (60)
R 00" 0x R Ox ox0@ R ox00 ox
ou. 160, 1w 1 éﬁj azw o, 1 0%, 1 0%, 1 ow,
=, Vil 55 a2 T o7 to7
R 00° R ox00 R° oOx

i20| R oxr R 00 R 00| o ox
aw 1 0%, 10w, 1 9%, av 1A 2 o, 16%, 20,
L+ — WoA——t—
ae R 000 R ox R2 ox00 ax TR 00 R 00 R o
82 0V, W ov. ou .
L1 + Vz’ _ow %w+%l+3i (61)
8x R 8x86’ ox ox00\ R> ' R 00 R ox
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On substitut maintenant les fonctions de déplacement par leurs expressions préalablement
définies (équations (43.a —43.c))

a =4 " % cos(n0) = a, C, &"'* % cos(n6) (62)
b = %[Bie}“fmn cos(n0)+Ce*"*cos (n@)] = % Ce™"*cos(n0)[1+ pn] (63)
c; = %[Bi %e“m sin(n 9)—%/11. e n sin(n 9)} = iCI " sin(n0)[ B, 4 —a;n] (64)
En suivant le méme développement on détermine
ﬂ, 2

p,=—C, (El) e cos(n6) (65)
sl.:%C e“/Rcos(né‘)[ 2+al.ll.+ﬂin] (66)
ti=%C e sin(n6)[24,n+a,n+p 4] (67)

Apres avoir introduire les équations (43.a — 43.¢) dans les équations (56-61) et procéder a
quelques manipulations de dérivation, on obtient

(A+4; )x/R

A,=Caje” """ C, (68.a)
Tel que

, 1 .
a; = e [a( ) cos (n 0)+ai(jz) sin® (n 0)] (68.b)
algl) (1+a o, )/Il A, (68.c)
a' =B84 4 (68.)
De plus
B,=Cb e (69.0)
Avec

r_ 1 ( 2
bij =R [b cos (n 6’)+b sin (n 49)] (69.b)
B =1+(B+ B )n+ B B’ (69.c)
B =(1+a,a,)n’ +(B+ B )n+ B B, (69.d)
Pareillement
C,ij _ q c[; e(/l,+/1j)x/R Cj (70(1)
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Laou

c,;. =— 2;22 [clg.l) + clg.z)] cos(n 49) sin(n 49)
o) =(1+a,a,- B B,) An

o =(8,-8) 4

De méme
P =Cp "
i = i Py j

Avec

;= % [pfjl) cos’ (n@)+ psz) sin® (n 6‘)]

P =220 =2 = B, A=, A 4,

py :(“i+0‘j)ﬁi ”2+(ﬁi a.i+'3i&i+aiﬁi)ﬂ7n+ﬂiﬂ.iﬂ“iﬂ“j

Egalement

(A2 )x/R

_ !
Sl.j—Cl.sl.je

En supposant que

C.

J

sl = i [sfjl) cos’ (n 49) + si(jz) sin® (n 49)]

y R3

sV =B +(1+B B, +a, A) 0 +(B,+3B o, A+ B, A A ) n+2a,
s =B +(1+B B —a o, —a, ) n* +(a, B 4, + B, =B A A) n

Et finalement

_ o (A+ay xR
I,=Cte C.

J
Notons que

t = ! 1151) cos(n&) sin(nﬂ)

iy R3

1) =(a,+a, )0’ +(a, B+ Ba,— B, A+ B A+2B,4)

LAV

(71.5)
(71.c)
(71.d)
(72.a)
(72.b)
(72.c)
(72.d)

(73.a)

(73.)

(o, A =B By A=A +2 B B A —a, A A+ 20, +2a, A, ) n+ BACA,

~BA B AL A A+ B A A

(73.0)
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6.2.1. Matrice de rigidité non linéaire d’ordre 2 [K (N“)]

Afin de déterminer I’expression de la matrice de rigidité non linéaire d’ordre 2, il est
impératif de déceler tous les éléments qui la composent tel que: A4.,B.,C.

ijk > =ijk > > ijk
D. . E P.S ,T. U.etl

ik > ijkeo> Lijies i Lijkeo> ik ijk *

Pour y parvenir, on commence par le développement de I’élément A4, dont I’expression
(équation (30.f)) depend étroitement des ¢lements a; et A, (équations (62) et (68.a)). La

combinaison des équations (62) et (68.a) nous donne :

ﬂﬂ A+ X
a, 4, =C,C,;C, E’ o, dy PO cos(n0) (74.a)
Une permutation des indices de 1’équation (74.a) nous permet d’écrire
/1,< 1 (ArA A )x/R
a, 4,=C,C,C, E a a;e’ cos(n@) (74.b)
A, o (At Ay iR
a, 4,=C,C, CkE a,a;e cos(n8) (74.c)

Finalement 1’équation (30.f) se réduit a

(Aj+2;+4 )/ R

Ajk=%CiCjCke cos(n6) [ﬂiaia;kﬁtljaja,'{ﬁrlkaka;] (74.d)

En utilisant la méme démarche illustrée précédemment on procede a déterminer B, . La

combinaison des équations (63) et (69.a) nous donne

1 (442,42 )/ R

b B, =7 C.C.C.(1+ B n)b}e cos(n6) (75.a)

De méme on établit

(A+4;+4 )X/ R

b.Bkj=%CiCjCk(l+,8jn) b e cos(n6) (75.)

J

1 (442,42 )/ R

b, B, =% C.C,C.(1+p.n)be cos(n6) (75.)

Donc au final I’équation (31.f) devient

1 (A+2,+2 )3/ R c

By=-CC Ce 0s(n0) [ (1+ B n) by +(1+ B, n)b, +(1+ B, n)by | (75.d)

La combinaison des équations (64) et (70.a) conduit aux équations suivantes
1

¢ Cy =2RCi C.C.cly (B A—an) ¢

Jy+ A+ dy JxI R

Sin(n 0) (76.a)
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De méme on trouve

¢, C, =LC C,C,cy (ﬁj A—a, n) QA Ar R IR sin(n@)

! 2R
&G = i C.C Ccy (B —ayn) lH i sin(no)

En se réferent a I’équation (32.f) on obtient

1 (442, +24 )/ R
G = 2R C,Cee

+c (B A -y n)]

sin(n@) [c;k(ﬂlxll —a[n)+ci'k (ﬂ/ A-a; n)

En ralliant les équations (65) et (71.a), il vient

(A+2;+4 )/ R

AN
p,P,=-CC,C, (Elj Py e cos(n@)

En permutant les indices on obtient

(AA+ 2 )x/R

AV
p; B =-CCC [Ejj pi€ cos(n0)

(A+A+2 )x/R

2
A
pP,=-CC,C [E"j pie cos(n0)
Ce faisant, I’équation (33.f) se manifeste comme

1 At )xIR ' ' '
By :_F CC G e( ) cos(né’) [/1,2 P +ﬂ“,2 pit A pji]

En multipliant I’équation (66) par celle (72.a) on obtient

s.S. = % CC, Cks}k (n2 +a, A+ p n) eMMjM&)M cos(n 0)

i~ jk

De méme on trouve

A+ A+ 2y )xI R

cos(n 6’)

J

1
5,80 =25 C.C, Cs,(n+a, 2+ B n)é

A+ A+ )X/ R
LY

ﬁ=%CiCjCkS;.i(anrak/ikJrﬁkn) el cos(n0)

On en déduit que I’équation (34.f) prend la forme de

(76.0)

(76.c)

(76.d)

(77.a)

(77.)

(77.c)

(77.d)

(78.a)

(78.)

(78.0)
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s, :% ccc St i IR cos(n0) |:S;'k (nZ +a, A+ p n)+sl.’k (n2 +a; A+ p n)
+5 (n2 +a, A4+, n)} (78.d)

Les équations (67) et (73.a) révelent

1 ' i+ A+ A )x .
LTy =27 G C Ct, [24n+a,n+p 4] LA AR sin(n@) (79.a)
De la méme maniére on trouve que
T, :% C,C,Coti[22,n+an+p 2, ] A sin(no) (79.5)
4T, :% C C,Ct, [2/1k n+a,n+p, ﬂk]e(i’%"w)X/R sin(n 9) (79.0)

En amassant tous les termes qui découlent des équations (79.a — 79.c), on présente
I’équation (35.f) qui surgit sous cette forme

T, = %Cl. C,C, P sin(nd) [t;.k (24 n+a,n+f 4)+t, (2/1j n+ta;n+p, lj)
+1', (24, n+a, n+f, Zk)] (79.d)

La multiplication de 1’équation (62) avec (69.a) et celle (63) avec (68.a) induit les relations
suivantes

b A, :%Cl. C,C.d, (1+ Bn) LAk cos(n6) (80.a)
a; B, =% CC,Coa;ib, QLA AR cos(n6) (80.0)
a, B; =% CC,Coo A b QLA kiR cos(n6) (80.c)

Une fois que les relations (80.a — 80.c) sont associées, 1’expression de I’équation (36.1)
émerge de la forme suivante

Jy+ A+ Ay JxIR

Dy.k:%CiCjCke( cos(n6) [ajxljb,;Jrakﬂ b’4+a;k(l+,8in)] (80.d)

k ~ij

Afin d’examiner ’expression de 1’équation (37.f), on procede, comme cit€ au cas
précedent, a multiplier I’équation (62) avec (69.a) et celle (63) avec (68.a)
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aB., = 1 C C,;C, b;k a A e(l"M"M")X/R cos(n 9) (81.a)

C C,Ca, (1+,B n) (4o cos(n8) (81.)

Jy+ A+ )X/ R

b A= C.C,Coa (1+ B, n) &

k=

cos(n@) (81.0)

Une f01s regroupées, les équations (81.a— 81.c) sont introduites par la suite dans I’équation
(37.9) qui se s’expose sous cette forme

(A+2;+A4 )/ R

CC C.e os(n0) [a,ﬁi(1+ﬂjn)+a;(1+ﬂkn)+ b;kaiﬂi} (81.d)

Ijk

En reprenant la méme démarche, on développe d’avantage 1’expression de 1’équation (38.f)
en se basant sur 1’équation (65) ralliée a (72.a) et celle (66) ralliée a 1’équation (71.a)

s, Py = % C,C,C py (n2 +p n+a, /11) Aol cos(n0) (82.a)
/I 2

p,S,=-CC,C, (?J st &5 o5 (n ) (82.0)
A ’ b (A e iR

S =-CC,C 2 s, € cos(né’) (82.0)

L’équation (38.1) est ainsi déduite

Uy = Lz C,C,C, QAR os(n6) [p;k (n2 +p n+a; A ) sp A =5, /12] (82.d)

Développons maintenant 1’expression de [’équation (39.a) en suivant le méme
cheminement menant a 1’équation (82.d)

PSSy = Rl CC CsAe (e ol cos(n0) (83.q)
1 ' ;+ j+ % )X

s; By =7 C C,C, py (n2 +B,n+a, /Ij) AR cos(n8) (83.)

s, P, = % CC,C.p (n2 +p.n+a, Zk) LA AR cos(n6) (83.)

On en déduit

1 (442,42 )x/R
Vy=2r GO Cre )

ik

0s(n0) [pl.’k (n2+ﬂjn+aj/1j)+p;i(n2+ﬁkn+ak lk)

sy A | (83.d)
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Apres avoir décelé tous les éléments constituants I’expression de 1’énergie de déformation
¢lastique d’ordre 2, on penche vers la reformulation de I’expression de 1’équation (42.b).
Ce faisant, cette équation se réduit a

K, = J.;_[OMH C {% C C,C, QU+ h /R cos(n8) (/Il a,a+ 1, a,a +/1kakal;)

1

" % C,C, Co ™ o5 (n) ((1+ B,n) bl +(1+ B, n) by, +(1+ B, n)b))

+v [% G C, G e(lﬁ%w)xmcos(”‘g) (O‘J A, b+ oy 2 b+ a (14, n))

n % C.C,C, SVt AR cos(n8) (a,'ﬂ. (l+ﬁ’j n)+al.'j (1+ B, n)+ b, /11)}

+2(1-v) i C,C,C " sin(n0) [, (B, A~ n)+c, (B, 4, ~a,n)

+ (B A —an) ||+ D {‘% €, C, " cos(n) (A pjy+ Al + 4 )

+%CI. C, C, e(li+i‘f+ﬂk)X/Rcos(n 6’)(s}k (n2 +a, A+ p, n)+sl.'k ( n’ ta; A, +p; n)+s;.l. (n2 +a, 4+ 5 n))

+v{% C.C,C, AR cos(n0) (p;k (n2 +Bn+a, ll.)—si'k/”tf —s;ilkz)

+%Cl. C.C, At AR cos(n0) (pl.'k (n2 +pB.n+a, /Ij)+ P (n2 +B.n+a, ﬂk)—s}kﬂf )}

+2(1—V)%Ci C; C, plArAre AR sin(nd) [t;.k (24 n+an+p 1)+t (2),j n+ta;n+p, /”Lj)

+ t;,.(zzknmknwkzk)]}]]Rdxde (34)

En développant d’avantage 1’équation (84) on obtient
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(At 2+ )/ R

| p27
K, = IO IO [[CCi C, CkeT{cos(nH)[}ti a,dy+ 2,0, a4, + A o a +(1+ B n)b,
+(1+ﬂjn)b,;. +(1+ B, n)b, +v(aj A by +a A b +a;k(1+ﬁ’in)+a,§i(1+ﬂj n)
+a; (1+ B, n)+b), a, ﬂ.i)}+sin(nt9)(l—v)[c;k (B A —a,n)+c), (ﬂ/ A -a, n)

e(li+/1,+/1k)x/R
+, (B A= n) |} +DC,C,C, T{cos(ne)[_(gizp;k + A D+ 4Py
+s;.k (n2+al. /”Ll.+ﬁ'l.n)+si'k (nz +a, /1j +ﬂj n)+s;l.(n2 +a, A4+ n)
+V(p}k (nz +B n+a, li)—sl.'k A7 =55 AL+ P (n2 +B,n+a,; ij)

+p (n2 +p.n+a, /Ik)—s‘;k Al )}+2(1—V)Sin(n9)[t}k (24 n+a,n+pB 1)

st (22, nva,n B2+, (20 n+ @y n+ B 4,) f | Raxdo (85)
Simplifiant de plus la derniere équation

(A+2;+ 4 )</ R

k=] ["ccc eT[[cos(nH) (Clhaay+aa d,+ 1 e a)+(1+fn) b,
+(1+ B, n)by, +(1+ By n)b) +v(a; 4, by, + o, 4, b+, (1+ B.n) +ay, (1+ B, n)

+a) (14 B, n)+b), a, ;Ll.)}% [—(Af P+ A2+ 22 Pl )4t (n e 2+ Bon)

t5i (0 4@,y B+l (1 + o A+ Bom)+v (Dl (0 + Bnv e 4) = s A =5,

ol (2 + B nva, A)) 4 pl (P + B e, 4) =), ,11.2)}}

+5in(n0){C(1=v)[ ¢\ (B A—a,n)+c, (B, 4, —a,n)+c, (B A —an)]
+@[r}k(uf nta,n+fA)+t, (24, n+a;n+ B, 1))

w1, (24 n+a n+ B, zk)]}]]Rdxde (86)

En introduisant les équations (68.b), (69.b), (70.b), (71.b), (72.b) et (73.b) dans 1’équation
(86) on obtient
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[aﬁ?cosz (n6)+ aﬁz)sin2 (nH)]

L

Lo e(zﬁzﬁ@)xm 1
K. :IO . CCCkT{COS(nQ){Cﬂ i i2R2

! [a,(;)cos2 (nH) + a,(dz)sin2 (n@)} + A0, ﬁ [alg.l)cosz (n@) + ai(jz)sin2 (n@)}

+(1 + [S’ln) 2;2 [bﬁ.,lf)cos2 (nH) + bﬁ.,f)sin2 (n@)] + (1 + ,Bjn) 2;2 [b,g)cos2 (n@) + b,El.z)sin2 (n@)}

+(1+ ﬂkn)ﬁ [b;l)cos2 (n6)+ béz)sin2 (n@)] +v (/1].05]. ﬁ[bg)cosz (n6)+ b,gz)sin2 (n@)}

+A4,a, ﬁ[b;)cosz (n6)+ bl.(jz)sin2 (n@)] l 1122 [bﬁ.,]()cos2 (n6)+ bﬁ.,f)sinz (n@)}

! 1
+(1+ Bn) R [a.(/}{)cosz (n6)+ a Vsin (n@)} + (1 + ﬂ/n) e
+(1+ ﬂ’kn)z—llez[algl)cos2 (n0) +asin® (na)m +%[[—/1f %[p(]_?cosz (n6) + psin’ (ne)]

—/12 ! [pl(k)cos (n (9)+pfk2)sin2 (nﬁ)} A — 1 [pgl)cos (n9)+p(ﬂ)sm (n@)]

[ag)cos (n9)+a,({ sin (n@)]

+%(n2 +a, A+ ﬁ’in)[s.(/.?cosz (n0)+s\sin’ (né’)] +%(n2 +a,A, +ﬂ_jn)[sfkl)cos2 (n0)+s{sin’ (n&)]
+ 13 (n* + @Ay + Bn)| s\cos® (n0) + s Dsin’ (n6)
( n*+aj,+ )| plleos’ (n0)+ psin® (n0) |
+R (" + a4+ Bn)| plcos® (n0)+ pPsin® (n0) |
+%(n2+akﬂk+ﬂkn)[p$)cos (n0)+ pPsin (n@)]
z;%[s;)cosz(ne)Hgf)sinZ(ne)]

bttt oo

1 : 1 .
e (0{ n—-p4, )( it +cl(k))cos(n@)szn(n0)+ﬁ(akn—ﬂkxlk)(cg)+c§f))c0s(n9)sm(n6’)ﬂ

—/12 ! [l(k)cos (n9)+s( )sin® (n@)}—

~(an— ,Bﬂ.)( Ci +c( ))cos(né?)sin(né?)

+2D(;_V)|]1;3 Ek)(2/1n+an+ﬂ/1 )cos(n@)sm(n@) Rl (2/1 ntan+fa, )cos(n@)sm(n@)

+%t§;) (2/1kn +a,n +,Bk/1k)cos(n6’)sin(n0)]ﬂ } Rdxdo (87)

En arrangeant d’avantage 1’équation (87) on obtient
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[aﬁ?coﬁ (n¢9) + ag.,f)cos (né’) sin® (n@)]

Lo e(,i,.mjw )x/R 1
Kijk - IO jo CiCiCk T{Cﬂaiﬂi 2R2

11{2 [a,(al.)cos3 (n8)+ a,(dz)cos (n6)sin® (né’)} +a, A, L[afjl)cos3 (n6)+ asz)cos (n6)sin’ (n&)}

2R?

+(1+ Bn) 2;2 [bj(k cos (n9)+b cos(né?)sin2 (n@)}+<l+ﬂjn) 2;2 [b,fl cos (n6)+b cos(n@)sin2 (né?)]

+(1+ ,Bkn)ﬁ[b;)cof (n6)+ bl;.z)cos (n6)sin® (n@)} + V(ljaj 2;2 [b,g)cos3 (n6)+ b,El.z)cos (n6)sin® (nﬁ)]

+/1kak21?[b( cos (n0)+b cos(né?)sin2 (n@)} , ;2 [bjkcos (n0)+b cos(n&)sin2 (né?)]

1 [aﬁ?coﬁ (n6)+ aﬁi)cos (n8) sin® (n@)] + (1 + ﬂjn> Rz [a,(;)cof (n6)+ a,(dz)cos (n6)sin® (né?)]

+(1+ Bn) 2;2 [ai(jl)cos3 (n6)+ al_.(/z)cos(116?)31'142 (n@)DN > H A= [ /k)cos (n6)+ pf,?cos(n@)sin2 (n@)}
—A? Rl[p[(,l)cof (716’)+pi(,f)cos(né?)ks*in2 (n@)] A — [pﬁl)cos (n0)+p5l )cos(né?)sm (n@)}

+ %(n2 +ad + ,Bn) [s&?cof (n6)+ sﬁ)cos (n6)sin® (n@)]

+%(n2 +a A +ﬂ]n)[sl(k)cos (n9)+sl.(:)cos(n6?)sin2 (n@)}

+v(%(n2 ral+ ﬁn)[ pcos’ (n0)+ ptcos (n6) sin® (n6)

n>+a,d,+ Bn)| pllcos’ (n0)+ picos (nd)sin® (n0) |

t— (1’ + a2y + Bin)| plcos’ (n0)+ pFeos (n0) sin’ (n6) |

-2 %[sf,?cof (1n6)+ 5 cos (n0) sin® (nd) | - 4} %[s_ﬁ.}.)cof (1) + s cos (n0) sin’ (n6) |
52 L[ eos’ (40) - cos (n0) i (na)m L1 V)HZ;Z

113 (a n—pA, )( +c( ))cos(nﬁ)sin2 (n0)+ﬁ(akn—ﬂk/lk)<cg) +c§f))cos(m9)sin2 (n@)u

(al.n - B4 )(CS{) + cﬁz) )cos(n@)sin2 (m9)

+WH;3 5,{) (2/1n+an+,3/'t )cos(né’)sin (n@) rY )(2/1 n+an+ A, )cos(n@)sm (nH)
+%t§,) (24n+an+ B2, )cos(nB)sin’® (n@)H}R dxdo (88)
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Or étant donné que

sin(2 nn)(2 +cos’ (27rn))

I :J'Ozzzcos3 (n0)d6 = 3 =0 (89.q)
n
2 w sin(27rn)
HZ:IO cos(n8)sin (nt9)dt9=3—:0 (89.6)
n

Le comment de cette derniére €quation sera résolu en y projetant les équations (89.a) et
(89.b). Ceci dit I’équation (88) prend alors la forme de

|: (A+2+2 IR }
e 1
1
Ky=CCC 7 {cﬂm {1,443, |+ e, ‘—R[a,{,ﬂ +a'L, |
i j k
1 1 1
+aklkﬁ[afjl)]ll +a'T, |+ (1+ ﬂin)ﬁ[bj,‘jﬂﬁbﬁ,f)ﬂ J+(1+ 8,m 2—[ V1400, |
+(1+Bin) [ BT, + 57T }+V(ai/1i§[b§.}{)]ll+b }+a/1]§[ BT+ b0, |

+ak/1k§[bfjl)]ll +07L, |+ (1+ [@n)ﬁ[aﬁ})]ll +dJT, | +(1+ Bn) [a,a I+af, |

(14 fim) [ U1, + a1 B]l [[ 2L [pﬁ,j]l + L |- 27 |:plk]l + |

22— |:pﬂ)]l + P |+ (0 + e d, + ﬂ,.n)%[sgjjﬂl+s§§)]12}+(n2+ajﬁ,j+ ﬂjn)%[sl(,:)]ll+s§,f)]lz:|
+(n? +ad, + ﬁkn)%[sg)ﬂl+s_£f)ﬂz}+v((n tal+ ﬁn) AL+ PP, |

+(n*+al, +ﬂn)]: [ P{1, + pT, [+ (n2+aklk+ﬂkn)%[p§:)ﬂl+p§f)ﬂz]

/12]; [T+ T }—/151; [ SWL +50T, |- /121: [V 45T Bu
+C(1—v)ﬂ§(ain—ﬂi&)(c ), +§(0{n B ) (el +e ),

+21R( n-pB.4)(c) +c())H2H+2D(1—v)ﬂ(2ﬂin+ain+ﬁi,1,.)%t§2112

3

(2/1n+an+ﬁ/1) VL, +(24n+an+ B, )1; z@ﬂzﬂ}:o (90)

La nulleté de 1’équation (90) nous incite a €liminer les termes quadratiques de 1’équation
de mouvement (18.a).
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6.2.2. Matrice de rigidité non linéaire d’ordre 3 [K (N“)}

Afin de racoler les termes cubiques €émanés de 1’équation de mouvement (18.a), on
b
procede a révéler I’expression de la matrice de rigidité non linéaire d’ordre 3. Pour se faire,

on développe d’avantage les coefficients A, By, Ciuor Djios Ejpes Biges Syins s Ljngs U €t Vi
En introduisant I’équation (68.a) dans 1’équation (30.g) on obtient

, A+ A+ 4+ A )x/R
4, =2C,C,C,C,d, ) ¢ ) (91)

s “is ]k
En suivant la méme procédure, on introduit I’équation (69.a) dans (31.g)

(1 + A+ A+ A )X/ R

B, =2CC,C.C b b, e” 7 ™" (92)
(70.a) dans (32.g) donne

Cijks 2C C C C c c (ﬂq+if+ﬂk+/lv)x/R (93)

is ]k

(71.a) dans (33.g) induit

%kg —2¢, Cj c.C p;s p}k e(/l,+/lf+/1k+/l\,)x/R (94)
(72.a) dans (34.g) conduit a

, A+ A+ A+ )x
S, =2C.C,C,C,5, s, px (95)

is ]k

(73.a) dans (35.g) entraine

A+ A+ A+ )x/R
T, =2CC,C,Ctt,e ) (96)

s Vis ]k
En ralliant les équations (68.a) et (69.a) puis en les introduisant dans (36.g), conduit a

(ﬂ, + A+ 2+ A )/ R

D, =2CC,C.Ca b e” ™" (97)

Le méme procédé de I’équation (97) se répete en ce qui concerne les équations (68.a) et
(69.a) avec un changement d’indices, mais cette fois ci en les introduisant dans (37.g)

' A+ A+ A+ )X/ R
E, =2C,C,C,C,d, bl ) (98)
La combinaison des équations (71.a) et (72.a) puis leur injection dans I’équation (38.g)
nous donne

U

ijks

_2CC C C pjk ” (/11+/1 +ﬂA+l)Y/R (99)

Les mémes équations sont par la suite introduites dans (39.g) avec un changement d’indices

Vijks = 2 C’l Cj Ck Cs pl’S S;k e(/l'+/lf+/1k +/‘t‘")x/R (100)
Revenons a 1’équation (42.c) et substituons ses ¢éléments par leurs expressions

préalablement décelées (91 — 100)
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A+ A+ A+ 2, )xI R A+ A+ A+ A )X/ R

+2C,C,C, C, b, b, ¢

1 P27 , , (
Kijks=joj0 C|:2CiCjCkC,a. dae bb,

s Wk Yis
i+ A+ A+ )x/R A+ A+ A+ )x/R
J J

+v(2Ci C,C,C,d\ble

s ik is

+2C,C,C, C,al by e

s is 7 jk

+2(1 —V) 2¢,C,C,C, o C;-k e(ﬂi+ﬂj+lk+ﬂs)x/Rj|+D|:2 C.C.C.C. o p}k e(li+ll-+ik+lj)x/R
(A, + 25+, )x/ R

$2C,C,C, C, 5, 5, A +v(2c,. C,C.C, plys,e

s Yis © jk

+2C,C,C,C, pl, s e("'”'”*”s)*”?)+2(1—v)2q C,CCLt, e(l"+l’+ﬂk+ﬂj)X/R]}R dxdo(101)

s Vis " jk

En arrangeant d’avantage 1’équation (101) on obtient

Kijks _ ZJ-;I:;: C Cj C.C e(ﬁ,-+ﬂ,-+zk+/k)x/R {C(a’ a +bj’.k b +V(a;k b +a b]'.k)+2(1—l/)ci's C}k)

Jjk is

+D(p, Py + s+ v (s + plsi )+ 2(1-v) )| Rdvao (102)

En introduisant les équations (68.b), (69.b), (70.b), (71.b), (72.b) et (73.b) dans 1’équation
(102) on obtient
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2
K 2J. J. CC,CCe (tyhysd iR {CL(;?j [aﬁ,?cosz (n9)+a§,z)sin2 (n@)]x

1
2R?

jz [b( cos’ (nf)+ b sin (n@)][b cos (n9)+b§,f)sin2 (n@)]

[af;)cosz(n9)+a sin (né?)] (

2
+v[(2;2j [aﬁ-}c)cos2(n9)+a sin (ne)}[b cos (”3)+b,£2)sin2(n9)}

(ZRZJ [ cos’ (n0) +a sin (nﬁ)][b Ueos? (n9)+b§.,f)sin2 (n@)]}

(1 g [+ o s o)
(( ] [ plcos* (1) + plsin? (10) [ pYcos’ (n6) + psin® (n6)]
+(R3j [s0cos? (n6) + s sin (1) |[ scos* (n0) +5sin? (n6)]
+v((;3 T | picos® (n0)+ p'sin® (n0) || stcos® (n0)+ s Vsin’ (n6)
+(%J2|:pg)cos (n0)+ psin® (n0) ][ scos? (n0) + 5.} sin (ne)ﬂ

2
+2(1—v)(%j tl(q)tsk)cos (n8)sin® (n@)]}RdxdG (103)

Le développement de I’équation (103) entraine
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2
Ky =2[ [TCe 0t {c([zjqzj [alcos* (10)+aasin (n0)

Jk H‘ Jk lY jk Zis

2
+aaPcos? (n&)sin (n9)+a 2aWcos? (n@)sinz(nﬁ)]+(ﬁj [b(l)b( cos (”9)

+ bj(.,f)bi(f)si# (n@) + bﬁ,lf)bi(sz)cos2 (n@) sin® (n@) + bﬁ,f)bi(sl)cos2 (n@) sin’® (n&’)}

2
TV ( 2;22 j [a( b cos? (n6)+ aﬁ.;()bl.(sz)coks*2 (n8)sin’ (n6)+ aﬁ.,f)bl.(;)cosz (n8)sin* (n0)

Jk s

+a§i)blg2)sin4 (n@) + afsl)b(,lc)cos (né?) +aVpPcos? ( H)Sin (n@) +aPpVcos? (7149)sin2 (n@)

J is 7 jk is T jk

2
+al(s )bjk)sm (nﬁ)] +2(1- V)( 2;2 j [cg) + cl.(sz) ] [cﬁ) + cﬁi) } cos® (n0)sin® (nﬁ)]

2
+D([%j [pg)pg.}()ws“ (n6)+ p,.(;)pﬁi)cosz (n8)sin® (n@)+ p[(f)pﬁ)cosz (n8)sin’ (n)
+pm ij sin (n@ +Sm chos (n9)+s() 2 )cosz (119)sin2 (n0)+si(b,2)sﬂ)cos2 (}16’)Sin2 (n@)

+5sPssin )]+(R3] [p,k) Ueos® (”‘9)+p§}{)sgf)00s2 (n0)sin’ (n0)

(2)cos? (;1(9)sin2 (n@)

+ka m Ueos *(n6)sin is Sk

) nl9)+pjk) 1(3 )sin® (n0)+pi(;)s‘(i2cos (n9)+p
) )o(2)

g
+p? chos *(n0)sin® (m9)+pls S5 sin (n@)}

2
+2(1 —v)(%} tl(sl)tﬁk)cos (n6)sin’ (nﬁ)]}Rdde (104)
L’arrangement de 1’équation (104) révele
2
K 2J. J. CC,CCe SR {(21?) C|[( aa; 4 b b [aﬁ)bi(;) + afsl)bj(.,l{)})cos4 (n8)

+( (2)52) 1 p2)p2) [a(z)b( ) +a? )b(zq)sin (nt9) ( ( )+a( !

jk 15 is 7 jk Jjk “is is “jk Jk lS

DB 1 pplY

is 7 jk

+v( p(2 )+a§k)b(v) +a"p) 4 4P)pl! ))+2(1 v)[ ()+cfsz)}[c§.? +c§?])cosz (11«9)31'112 (n@)u

]k is is 7 jk is “jk

1 2
+D(Ej |[(P,-(SI)P§-?+S,(S])S£-Q+V(p(l) ()+Pl(s) 5/)))005 (né’)
+(p£?)pﬁ-z) +s( g2 )+V(p( )2 )+p( g2 )))sin4 (n0)+(pg)pﬁ) +pfs?)p§ic) "‘SI(SI)SE-Z) "‘SI(SZ)SS?

+v(p§k) l(s)+p§k) l(é)+pl(s) ﬁk)+P,(3) 5k))+2(1 v) ()t())cos2 (11(9)31'112 (nH)]l}Rdde (105)

54 |Page



Or étant donné que

27 R4
I, =IO cos* (n&)d0=7 (106.a)
2z 372'
I, =" sin*(n6)d6 = e (106.)
I,= Jjﬁ cos’ (n 0) sin’ (n (9)d(9 :% (106.0)

En intégrant I’équation (105) le long de la coque et se servant des équations (106.a—106.c),
on obtient

(At + 2y +4 ) IR

’ - Ly Wam , a0 \]37%
A+A+A4+A (2R2j C|[[ +b” bfk (afkbis +a, by )} 4
i J s

kY4
J{ a?a® +pPp? (a_g,f)b,f)+a(2>b_§,f>ﬂ7+[a<‘> a? +a®a) + pPpY) + pUp

K, =2R’CC.C,C,

is Jk s

@)%

4P+t M
1Y V4
+D(R j ﬂ[pfs)pﬁk)+sfs) ﬁk)+v( +plS j) :|T

T
+|:pl(S2)p5]2€)+s() ()+V(p5k) I(S)+plS jk ):| 4 +|:pz p]k +plS pjk)+sl(s) Ek)—I—S() (1)

+V(p$c) l($)+p§k) l(S‘)+pl(S‘) Ek)+pts ) (1 4 tls jk:| H} (107)

Simplifiant plus I’équation (107)
[e(z,u,wu\,) IR 1}

o (a2 + B + a2 + a8 2(

1 M), 200 Wp0 L Op0))]37
l]ks CC C Cs ﬂi +ﬂj +j«k +/15 {2R2 C|“:ajkais +bis bjk +V(ajkbis +ais bjk ):|T
RY/1
+[ g 4 pp) (a_g.,z)bff)+al.(f)b§.,f))}7+[a§2 a? +aa) +bPpY) + pp)

Jk s is 7 jk is is

+v(a§2b( a1+ a2 4 0 )b(.;{))+2(1—v)<c.(,l) +c(,2))(c§.;{) +c§,§)ﬂg]‘

2D RY/4 kY4
+?ﬂ[ P pﬁ? +S§)S§§3 +V( pﬁ?sif) N PS)SS«) )JT +[ P pﬁi) +sff)s§i) +V( pg)si(sz) n Pff)sﬁ))}j

[0+ 08 s s v (D 4 IS+ )

21 _v)zg»g,?}%“} (108)
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Ainsi I’expression de la matrice de rigidité non linéaire d’ordre 3 s’écrit sous cette forme
matricielle

[k )= T (& ][] (109)

Tel que

. A+ A+ A+ ) LR .
* ;;/1+/1 ) G(z,k)[e( ) —1} Si A, +4,+ 4, +4, %0
Ko (i.k) = (110)
ZZ Si A +A,+A A =0

s=1 j=1

Sachant que 7,; représente le terme de la matrice £ définie par, [E ] = [A"IJ[A"IJT et a

son tour, le terme G (i, k) est définit comme suit

Glirk)= c[[s[ )+ 50080 + ) + 7 +v (6l + ) 46D + o)

l A s

is ~jk

+aPal) +aal?) + 5L + 5B 1y (b Dal) +b1al?) + ') +aPpl) )
4D
+2(1- V)(Cfﬁ) + Cff) )+ )]] |3 [P0 s+ P p) s

+V(Sl(s)p§k) +pz(s) §k) +SI(S )p]k +plS i )) +pl(S)p5k) +pl(S )pﬁk) +S() (i) +Si(32)S$c)

(2) (2 ) (2

Jk

v (s +s0pD + pUsE + pPs) )2 (1-v) ) | (111)
7. Résultats et discussion

Dans ce chapitre, nous présentons une panoplie de résultats fondée sur cette théorie ralliée
a la méthode des éléments finis afin d’évaluer les matrices globales de masse et de rigidité
linéaires et non linéaires.

7.1. Test de convergence

Avant d’embarquer dans 1’analyse des résultats, on procede a un test de convergence et a
une ¢étude de validation révélant la précision et la vigueur de cette méthode.

A cet effet, on considére une coque cylindrique encastrée-libre de longueur /= 0.231m,
de rayon R= 7.725 cmet d’épaisseur A=1.5 mmet possédant un module d’Young
E = 206 GPa, un coefficient de poisson v =0.3 et une masse volumique p = 7800 kg/m’
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La coque étant vide et les vibrations sont considérées comme libres sans tenir compte de
I’effet de 1I’amortissement. La figure (3) représente la fluctuation de 1’erreur relative
correspondant a un maillage de (30 éléments) pris comme référence en fonction du nombre
d’¢éléments utilisé et ce pour des modes axiaux m=1,..,4 et pour des nombres d’ondes

circonférentielles n=2et3 tel que (@ — @yop; )/ @y x100 . Les figures montrent que

pour les modes axiaux, un nombre réduit d’¢léments fini de type cylindrique s’avére
suffisant pour acquérir la convergence en revanche pour les hautes fréquences le nombre
nécessaire requis est relativement plus haut. On en conclut que seulement 20 éléments sont
jugés suffisants pour que I’erreur encourue soit nulle et d’assurer en conséquence la

2 5 8 11 14 17 20 23 26 29 32

Nombre d'élements finis

2

5

8

11 14 17 20 23 26
Nombre d'élements finis

convergence.
—o—m=1 m=2 m=3 —¥—m=4 16 ——m=1 m=2 m=3 —¥—m=4
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16 14
° 14 < 12
T 12 £ 10
v o
2 10 = g
ﬁ 2
L 3 o
3 6 3
Gy s 4
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0 oo W= 0 oo 15

29

32
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(b)

Figure 3 Variation de I’erreur relative des fréquences propres en fonction du nombre d’éléments
finis. Pour (3.a) n =2, (3.b) n=3 tel que Erreur(%) = (a)NFE — Wy )/a)NFE x100

7.2. Validation du Modéle linéaire

Le deuxieme exemple étudié est un cylindre encastré des deux cotés circonférentiels dont
les propriétés géométriques et mécaniques sont respectivement les suivantes : Longueur

axial / =0.664m, rayon R=0.175m épaisseur 2 =1mm, module d’Young E =206GPa

coefficient de poisson v =0.3 et de masse volumique p = 7680 kg/ m’ .

La validation du mode¢le linéaire est achevée en comparant les fréquences naturelles
découlant de la méthode des éléments finis hybride employant uniquement 20 élements
avec celles issues du logiciel ANSYS. Le tableau récapitulatif (Tab.1) montre une

excellente concordance entre les deux approches.
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Tableau 1 Fréquences Naturelles (Hz) d’une coque cylindrique encastrée des deux cotés

Numéro de ANSYS (Shell 63) Lakis et al [46]
la Fréquence Maillage (30>< 24) 20 éléments
1 318 319
2 340 341
3 380 381
4 417 418
5 528 529

7.3. Validation du Modéle non linéaire

La validation du mod¢le non linéaire nous conduit intuitivement a se pencher vers la
résolution de I’équation de mouvement non linéaire permettant d’une part de caractériser
les phénomenes non linéaires mis en jeu et d’autre part d’augurer I’évolution vibratoire du
systeme.

Lorsque les structures sont sujettes a des grands déplacements, les fréquences des
vibrations libres deviennent dépendantes de I’amplitude d’oscillation ce qui fait surgir des
phénomeénes typiquement non linéaire tel que le couplage entre les différents modes.
L’intégration directe de ce type d’équation est souvent trop compliquée voire impossible
et les techniques linéaires classiquement utilisées s’avérent insuffisantes. De ce fait,
diverses méthodes d’intégration numériques et stratégies ont été adoptées en la maticre afin
de traiter le probleme d’une maniere simplifiée. Parmi ces méthodes, la méthode de
linéarisation qui consiste a transformer le systeme non linéaire en un systéme lin€aire en
allégeant I’expression de 1’équation.

Dans le cas des structures axisymétriques (2 mécanique symétrique suivant la direction
transverse), le systéme s’avere démuni des termes quadratiques, et 1’équation de
mouvement (18.a) se réduit en conséquence a

Dy by Dk + 220D Ko 4 i 4, =0 (112)
J J Jj ks

En procédant a la linéarisation de 1’équation (112), cette derniere prend la forme de
2., ‘-1'./+Z(ki/+k;m)q/ =0 (113)
J J

L’équation (113) prend ainsi la forme de

Zmquj+ZKU qj:0 (114.a)
j j
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Tel que
3
K, =k; +k;" (114.0)

Avec

k" = ZklZ’% 9 9s (114c)

Soit encore sous la forme matricielle
MG+ K+K" (q.q)|q=0 (114.d)

En effet, ce concept de linéarisation repose sur 1’idée de Poincaré qui consistait a dire
« qu’un systeme non linéaire aussi compliqué soit-il, peut en fait cacher une dynamique
extrémement simple si bien que, par un changement de variables non linéaire, on devrait
étre en mesure d’éliminer tous les termes non linéaires qui obscurcissent la vue que l’on

s’en fait ». [52]

L’emploi des équations (113-114.d) nécessite quelques amendements techniques stipulant
un passage au calcul modal imposé par un changement de variable linéaire classique afin
de découpler la partie linéaire de 1’équation de mouvement.

Le point de départ réside donc dans 1’équation (112) en I’écrivant sous la forme matricielle

[M){G)+[K]{a}+ K™ |{a}®{q}®{q} = {0} (115)
{q}(lxN) ® {q}(mv) = {qlql 99,929 929>+ A9 N }T (1 16)
Soit

{g}=[®]{s} (117)
[@] étant la matrice modale

{6} étant le vecteur de coordonnées généralisées

Insérant I’équation (117) dans (115) et multipliant par [CD]T , on obtient
®3

[@] [M][@]{S}+[@] [K][@]{s}+[@] | £ |([@]{s})" = o} (118)

Ainsi la partie linéaire est découplée et la dynamique peut ainsi €tre décrite par
(M {8} + (KT o) +[o] [K |([@]{s}) ™ = {0} (119)

[M] P et [K] ? étant les matrices de masse et de rigidité diagonalisées

L’équation (119) peut alors s’écrire sous la forme

m; G, +k; qi+zzzkijks q;4; 4 =0 (120)
Jj ks

NL3 [ 3

Tel que k, représente le (i, /) terme du tenseur [d)]T [K] [@]
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En considérant maintenant que

Ay :Zklzkzﬂm qr 4, (121)

L’insertion de (121) dans (120) donne
i éji+l€ii qi+ZAi/' q, =0 (122)
J

Afin d’alléger I’équation on considére seulement les termes diagonaux du tenseur A,
I’équation (122) revient alors a écrire

m, G, +(k, + A, )q, =0 (123)
Finalement, on proceéde a une procédure itérative du calcul des fréquences et modes non
linéaires.

L’analyse des modes non linéaires permet alors de pronostiquer la dépendance des
fréquences et déformés modales en terme d’intensit¢é du signal d’entré décrit par
I’amplitude du mouvement dans ce cas-ci.

3.5
3.0
2.5
2.0
<
<
1.5
—o&— Nowenski [5]
1.0 —e—Raju & al [23]
—#— Selmane & al [27]
05 —¥*— Present method
0.0
0.95 1.05 1.15 1.25 1.35
CUNL/a)L

Figure 4 Evolution de la fréquence non linéaire en fonction de I’amplitude de vibration en
comparant le présent modéle a ceux de Nowenski [5], Raju & al [23] et a celui de Selmane [27]
avec m=1letn=4

La validation du mode¢le non linéaire illustré dans ce manuscrit s’est fondée sur une étude
comparative mettant en exergue la nature du caractere non linéaire d’une coque cylindrique
axisymétrique en vibration libre. L’étude a été remportée par trois différentes théories, celle
de Nowenski [5], de Raju & Rao [23] et la théorie de Selmane & al [27]. La coque étant
simplement supportée u=v=w=0 et la rotation ow/dxest considérée comme libre. La
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structure cylindrique étudiée possede des dimensions géométriques tels que la longueur
[=0.0399m, le rayon R=254E—-02m et d’¢épaisseur ~2=0.254FE-03m et ayant

comme propriétés mécaniques : le module d’Young £ = 204.0848 GPa, de coefficient de
poisson v =0.3 et de masse volumique p = 7833.57 kg/m’. Le nombre d’ondes axiales et
circonférentielles dans ce cas-ci sont respectivement m=1et n=4. La fréquence

fondamentale linéaire qui découle de cette présente théorie est équivaut a 8517.0157Hz
versus 8553.5972 Hz, la fréquence trouvée par Raju & Rao [23] ce qui révele une erreur
de0.42% .

Deés la premiere vue, de la figure (4) on peut discerner cette dépendance, dont on a déja
parlé, entre les fréquences non linéaires et I’amplitude d’oscillations. Cette dépendance
s’est caractérisée par une tendance raidissante du comportement non linéaire traduisant
ainsi une augmentation des fréquences en fonction de celle de I’amplitude.

La figure montre que la courbe obtenue par le présent modele est située entre celles issues
du modele de Raju & al [23] et celui de Selmane & al [27]. Elle épouse la courbe de
Selmane [27] jusqu’a un ratio A/h=2.0 puis elle s’éloigne un petit peu tout en restant

toujours plus proche a cette derniere si on la compare a la courbe de Nowenski [5] ou a
celle de Raju & al [23].

La figure indique aussi que les quatre courbes restent contigués pour des ratios de A/h

inférieurs a 1.0, ce qui attribue a un comportement a tendance linéaire indiquant ainsi que
les différents modeles employés dans cette analyse convergent dans le domaine des petites
perturbations. En revanche, I’écart entre les différents ratios w,, /@, pour les différentes

théories citées s’accentue au fur et a mesure que 1’amplitude d’oscillations augmente. Cet
écart qui est beaucoup plus prononcé dans le domaine non linéaire, peut s’expliquer par
I’emploi de différentes théories et hypotheses sur lesquels ces modeles se sont fondés. En
effet, Nowenski [5] a développé son modele en se basant sur la théorie de Donnell [48], il
anégligé les déplacements tangentiels et n’a considéré en conséquence que le déplacement
transverse, comme il a ignoré aussi les non linéarités et les inerties membranaires. Quant a
Raju et Rao [23], ils ont employ¢é la méthode des ¢léments finis en considérant un élément
a double courbures avec 12 degrés de liberté. Leur formulation est basée sur la théorie de
Sanders-Koiter [50,51] tout en tenant compte de 1’effet de 1’inertie membranaire.

Selmane et Lakis [27] ont fondé leur formulation sur la méthode hybride employant la
théorie de Sanders-Koiter [50.,51] ralliée a la méthode des éléments finis classique. Elle
semble a celle de Raju et al [23] sauf que 1’¢lément fini qu’ils ont considére est cylindrique
a deux nceuds et 8 degré de liberté et le champ de déplacement appliqué, découle de la
solution exacte des équations linéaires de Sanders [46].

La formulation développée dans ce manuscrit est similaire a celle révélée par Selmane et
al [27] dans son approche en matiere d’emploi de la méthode hybride toutefois la présente
théorie se singularise par son adoption de la théorie non linéaire de Novozhilov [49] pour
établir son modele. En outre, le modele de Selmane et al [27] utilise la fonction elliptique
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de Jacobi pour résoudre son équation de mouvement tandis que la présente formulation
bénéficie de la méthode de linéarisation. C’est pour cette raison qu’on trouve la courbe
révélée de cette théorie avoisine celle de Selmane et al [27] en la comparant par rapport
aux autres courbes.

Notons que tous les modeles cités préalablement ont négligé le couplage non linéaire entre
les différents modes.

2.5 2.5
2 A 2
) S)
& /
/
/
1.5 1.5 />(
< < &
~ ~
<< <<
1 1
- =0 = Atluri [12]
——©— Evensen [53]
0.5 ——&—— Chu3] - =0= = Chu[2]
. 0.5 Atluri [12]
——8—— Ganapathi & al [25]
—&—— Evensen [53]
——O—— Selmane & al [27]
— #— — Present method
36— Present method
0 0 X
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
a)NL/a)L 0.4 0.9 a)NL/a)L 1.4

1.9

dimensions &=

(a) (b)
Figure 5 Tendance non linéaire pour le cas d’une coque cylindrique simplement-librement

25 \2
supportée (v:w:O) tel que ¥ = % :1'0, v=03 (5.a) 52 ﬁl?/n
m

=2.0,(5b)

7R/n

0.5
I/m

&=

Un autre exemple de validation est pris en considération concernant le cas de deux coques
cylindriques simplement-librement supportée (v=w=0,u # 0 et ow/dx = 0) en vibration

2 2

libre et tel quey = % =1.0et v=0.3. La figure (5.a) employant la coque de

7R/n
I/m

=2.0, met en exergue une tendance de non linéarité a caractére

raidissant et ce pour les différents modeles employés dans ce cas de figure a savoir celui
d’Atluri [12] , d’Evensen [53], de Chu [3], de Ganapathi et al [25] et celui de Selmane et
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al [27]. La figure exhibe une excellente concordance entre la courbe qui découle de cette
présente théorie en la comparant avec les autres courbes. Elle est située entre la courbe de
Selmane et al et celle de Ganapathi et al. L’écart entre les différents graphiques peut
s’expliquer par le fait qu’ Atluri a formulé son modé¢le en se basant sur la théorie de Donnell,
il s’est servi de la technique de Galerkin pour réduire le probléme a un systéme d’équations
non linéaire couplées. Evensen a dressé¢ une analyse des vibrations flexionnelles non
linéaires des coques cylindriques minces fondée sur la théorie des coques surbaissées de
Donnell en assumant deux modes de vibration et en employant la procédure de Galerkin
pour la discrétisation de son équation de mouvement. Ganapathi et al ont utilisé la méthode
des ¢léments finis employant la théorie de Novozhilov pour examiner les vibrations
flexionnelles non linéaires. L’élément fini utilisé est a un élément quad (4 nceuds) a 5ddl
pour chaque nceud flexible et a épaisseur modéré. Le modele tient aussi compte de ’effet
de I’inertie membranaire et flexionnel ainsi que des déformations de cisaillement. Chu a
analysé les vibrations flexionelles non-linéaires des coques cylindriques en se basant sur la
théorie des coques surbaissées de Donnell, en employant une solution a un seul mode de
vibration. Sa théorie n’a pas satisfait la condition de continuité de la fonction de
déplacement circonférentielle.

Les figures (5.a) et (5.b) ont montré que la tendance non linéaire révélée dans la
formulation d’Atluri, peut étre de type raidissant comme le montre la figure (5.a) ou de
type assouplissant comme il est exposé dans la figure (5.b) et ceci dépendamment des ratios
£= Longueur d'ondes circonférentielles

w=10et&=2.0, les termes non linéaires de troisieme et de cinquieéme ordre qui

- ou celui de y . Effet, dans la figure (5.a) ou
Longueur d'ondes axiales

découlent de I’équation de mouvement d’Evensen obtenue apres application de la
procédure de Galerkin, font émerger I’effet raidissant de la non linéarité en revanche, et
lorsque y =1.0 et £=0.5 (figure 5.b), les termes d’inertie non linéaires ralliés aux termes
d’élasticité non linéaire d’ordre trois induisent le caractére assouplissant qualifiant le
comportement non linéaire de la structure.

7.4. Effet du couplage non linéaire

L’¢étude du comportement dynamique des structures géométriquement non linéaires met en
exergue I’omniprésence des phénomenes typiquement non linéaires a savoir le phénomene
de couplage entre modes. L’exemple considéré dans cette section est celui cité dans la
figure(4) employant la méme coque cylindrique avec les mémes conditions aux limites.
L’¢étude est dressée en considérant une fois le couplage entre les différents modes et une
fois en le négligeant. La figure (6) montre que les deux courbes s’incurvent vers la droite
ce qui traduit une tendance raidissante du comportement non linéaire. En outre, on peut
constater que la courbe présentant le couplage est plus prononcée que celle dépourvue du
couplage ce qui montre que le couplage accentue le caractere raidissant des vibrations non
linéaires. Ceci se voit en concordance avec l’é¢tude analytique qui révele 1’ajout des
produits des termes croisés au niveau des éléments de la matrice de rigidité non linéaire.
Le couplage se manifeste, d’ailleurs, par un transfert d’énergie entre les différents modes.
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Figure 6 Comportement non linéaire raidissant d’une coque cylindrique simplement supportée
pour les cas sans couplage et avec couplage

La figure illustre entre autres que 1’effet de couplage surgit a partir du ratio 4/A=2.0et il
s’amplifie au fiir et & mesure que la fréquence non linéaire dépasse 15% celle linéaire.

7.5. Effet du nombre d’ondes axiales m
On se propose dans cette section d’examiner 1’effet du mode axiale sur les vibrations non
linéaires d’une structure cylindrique de caractéristiques géométriques et mécaniques citées
7R/n

m

2 2
préalablement et correspondant a y = (%} =1.0,v=03et&=

=0.5. La figure (7)

montre que toutes les courbes s’incurvent vers la droite indiquant ainsi que la fréquence
non linéaire augmente au fur et a mesure que I’amplitude d’oscillations croit. D’autant plus,
la figure indique que les courbes relatives a m =1 et m =2 sont presque confondues et
s’écartent par rapport aux autres courbes. L’écart révélé entre les différentes courbes
augmente au fur et a mesure qu’on accoste les hautes fréquences ( m ascendant). En outre,
les courbes s’averent plus prononcées pour les modes axiaux exaltées. On peut souligner
¢galement que I’écart entre les différentes courbes augmente entre chaque pair en allant
dans le sens croissant du mode axial.

64| Page



2.5

2.0

0.5

0.0
0.5 1 1.5 2 2.5 3

wy /o

Figure 7 Variation du rapport de fréquences w,, /@, en fonction du ratio A/h pour différentes
valeurs du mode axiale m en considérant quen =10

7.6. Effet du nombre d’ondes circonférentielles n

L’étude de la variation des fréquences en fonction du nombre d’ondes circonférentielles
est une notion fondamentale dans 1’é¢tude dynamique des structures permettant de déceler
la fréquence et le mode fondamentaux qui représentent des grandeurs intrinseques
caractérisant la structure et servent subséquemment dans 1’étude de sa dynamique forcée
afin d’esquiver les phénomenes drastiques tel que la résonnance. Mais la question clé qui
se pose demeure toujours comme : “ Quelle est I’influence de la non linéarité géométrique
sur la valeur minimale de la fréquence et le mode fondamental qui en découle” Cette
section permet de dévoiler la répercussion des grands déplacements sur la fréquence
minimale et sur le mode correspondant. Pour ce faire, on considere la structure simplement-
librement supportée citée dans la section précédente tout en faisant varier les valeurs de n.
La figure (8.a) met I’accent sur la variation de la fréquence non linéaire par rapport a celle
linéaire ; ce qui montre qu’elle augmente au fur et a mesure que n croit. Cet écart
s’amplifie lorsque 7n est supérieur a 8. Par ailleurs, la courbe correspondant a n =9 s’avere
la plus prononcée. La figure (8.b) montre que les fréquences décroient jusqu’a une certaine
valeur puis augmentent d’avantage (on peut voir que pour 4/h =0, le mode fondamentale

correspond a n=28). En tragant les verticales qui conviennent aux droites a ratios 4/A

constants, on remarque que les courbes des différentes n se chevauchent en fonction de
I’accroissement de 1’amplitude, traduisant ainsi un comportement phénoménologique qui
stipule que la fréquence fondamentale dépend étroitement de I’amplitude de vibration une
fois qu’on quitte le domaine des petites perturbations. On voit bien d’apres la figure (8.b)
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que la valeur minimale de la fréquence correspond a n =38 et ce pour les toutes les valeurs
des ratios d’amplitude 4/h €[0,2[. Lorsque A/h atteint la valeur 2.0, la valeur minimale

de la fréquence est attribuée au mode n=7 ( f=1204.459Hz pour n="7vs
1207.016 Hzpour n =8)

On en déduit que I’analyse non linéaire des structures minces s’avere une étape cruciale
afin de mieux caractériser le systeme avec plus de précision.

25 1800
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10 1200
5
1100
0.5
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Figure 8 Variation du rapport de fréquences w,, /@, (8.a) et de la fréquence non linéaire (8.b)

en fonction du ratio 4/h pour différentes valeurs du nombre d’ondes circonférentielles 7

7.7. Effet des caractéristiques géométriques

On se propose dans cette section d’examiner I’effet de la variation des caractéristiques
géométriques sur le comportement dynamique des coques cylindriques géométriquement
non linéaire. L’étude commence dans un premier temps par une scrutation de 1’effet de
variation du ratio //Ren fonction de la fréquence non linéaire tout en faisant varier
I’amplitude d’oscillation. On examine dans un second temps 1’évolution de la fréquence
non linéaire en fonction de la fluctuation de 1’épaisseur de la structure dépendamment de
I’amplitude de vibration.
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7.7.1. Effet du ratio //R

On considére la méme coque évoquée dans la section précédente, avec les mémes

conditions aux limites.
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Figure 9 Variation du rapport de fréquences w,, /@, (9.a) et de la fréquence non linéaire (9.b)
en fonction du ratio //R pour différentes valeurs de 1’amplitude adimensionnelle A/

En faisant varier le ratio //R (/ variable et R maintenu fixe) pour les différentes valeurs :
0.5, 1.0, 1.57, 2.0, 2.5 et 3.0, on suit dans un premier temps 1’évolution du ratio a)NL/a)L

pour les différentes amplitudes adimensionnelles variant de 0.5 jusqu’au 3.0 par pas de 0.5
(voir figure (9.a)). Dans un second temps, on examine la fluctuation de la fréquence non
linéaire pour la méme plage de variation du ratiol//R (figure (9.b)). Cette derniére figure
exhibe une décroissance en exponentielle de la fréquence non linéaire au fur et a mesure
que la structure soit élancée (//R croissant). La méme allure se reproduit pour les autres

courbes relatives aux différents valeurs de A/A4 . La diminution s’aveére drastique au début,

correspondant aux structures courtes puis elle devient onctueuse (pente de la tangente a la
courbe est faible) au fur et a mesure que les structures soient élancées. On peut noter
également que pour les faibles valeurs du ratio I/R, les courbes sont serrées tandis que

I’effet de I’amplitude prend d’ampleur lorsque les coques sont de plus en plus €lancées.

La figure (9.a) met en exergue la variation du rapport de fréquence non linéaire par rapport
a celle linéaire en fonction de 1’évolution du ratio //R. La figure montre que toutes les

courbes présentent une allure croissante traduisant ainsi une diminution draconienne de la
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fréquence linéaire par rapport a celle non linéaire en augmentant progressivement la
longueur de la coque. La figure expose également un accroissement progressif de I’écart
résidant entre les différentes courbes (I’écart entre les différents courbes correspondants
aux rapports m,, /o, pour un méme ratio //R considéré comme fixe) en fonction de
I’augmentation du ratio //R ce qui fortifie l'idée stipulant I’ampleur de D’effet de
I’amplitude d’oscillation lorsque les structures sont de plus en plus élancées.

7.7.2. Effet duratio /R

2.7
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Figure 10 Variation du rapport de fréquences w,, /@, en fonction du ratio #/R pour différentes
valeurs de I’amplitude adimensionnelle A/

On se propose dans cette section, d’investiguer 1’effet de I’épaisseur de la coque sur la
I’évolution des fréquences non linéaires en tenant compte de la fluctuation de I’amplitude
de vibration. On considere toujours la méme coque en faisant varier cette fois ci le rapport
h/R (I’épaisseur / est variable alors que le rayon R est maintenu constant). La figure(10)

est tracée en prenant les points singuliers du ratio R/ A, suivants : 200, 100, 80, 50 et 40.

La figure montre que le rapport entre les fréquences non linéaires et celles linéaires croit
lorsque 1’épaisseur de la coque augmente et ce pour les différentes courbes présentes dans
le graphe. D’autant plus, et en suivant I’évolution de 1’écart entre les différentes courbes
en matiere du ratio w,; /@, en considérant le ratio 4/R fixe, on remarque qu’il augmente
avec l’accroissement de 1’épaisseur de la structure révélant ainsi 1’effet éminent de
I’amplitude de vibration qui s’avére notable pour les coques a grandes épaisseurs. Afin
d’illustrer cette notion, on calcul 1’écart entre les rapports w,, /e, relatifs aux amplitudes
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adimensionnelles A/h=1.0 et A4/h=3.0. L écart entre ces rapports de fréquences s’éleve
de 18.33% relativement a #/R=0.01 pour atteindre 50.82%conformément au
h/R=0.025.

7.8. Effet des conditions aux limites

On se propose, dans cette section de révéler 1’effet des conditions aux limites sur le
comportement dynamique non linéaire de la méme coque cylindrique évoquée dans la
figure(4). On examine I’influence des cas simplement supportées et ceux encastrées définis
d’aprées la convention de Tong comme suit [54,55] voir (Tab.2):

Tableau 2 Différents types des conditions aux rives d’apres la convention de Tong [54

Natre de la u V w Ow/ Ox
1aison
F Libre Libre Libre Libre

SSO 0 Libre Libre Libre
SS1 Libre Libre 0 Libre
SS2 0 Libre 0 Libre
SS3 Libre 0 0 Libre
SS4 0 0 0 Libre
CCl1 Libre Libre 0 0
cC2 0 Libre 0 0
CC3 Libre 0 0 0
CC4 0 0 0 0

La figure (10) montre clairement que ce modele présente 1’avantage de supporter une
panoplie de conditions aux limites. La figure (10.a) révele une tendance raidissante du
comportement non linéaire et ce pour toutes les conditions aux rives sujet d’étude. On peut
constater également d’apres la courbe que plus il y a des contraintes aux rives plus le
comportement non lin€aire est moins raidissant, ceci est bien visible pour le cas simplement
supporté ainsi que pour celui encastré (le rapport des fréquences augmente pour la méme
amplitude adimensionnelle au flir et a mesure que les rives sont moins contraignantes et ce
pour chacune des cas simplement supportée et encastrée). En conséquence, la courbe
encastrée (C2-C2) s’avere plus raidissante (d’ailleurs c’est la plus prononcée de toutes les
courbes présentes) que celle (C4-C4) et le méme aspect se reproduit pour le cas simplement
supportée (S1-S1 vs S3-S3). La figure (10.b) met en exergue la fluctuation des fréquences
linéaires et non linéaires, en fonction de la variation des conditions aux limites et montre
en conséquence, la répercussion de ce fait sur 1’évolution du rapport des fréquences en
fonction des amplitudes adimensionnelles (figure 10.a).
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Figure 11 Variation du rapport de fréquences w,, /@, (11.a) et de la fréquence non linéaire
(11.b) en fonction du ratio /R pour différentes valeurs de I’amplitude adimensionnelle 4/

Afin d’illustrer cette finalité, on prend comme exemple les courbes relatives aux conditions
d’encastrement (C2-C2 et C4-C4) élucidées dans la figure (11.b). Il est bien clair d’apres
la courbe que la fréquence lin€aire ainsi que celles non linéaires, fonction d’amplitude
d’oscillations, augmentent au fur et a mesure que les conditions aux rives sont
contraignantes. Cet écart s’avere plus accentué pour la fréquence linéaire (4/4=0.0) et

se resserre progressivement en allant vers les valeurs d’amplitudes adimensionnelles les
plus grandes (en prenant a chaque fois les écarts entre les fréquences non linéaires relatifs
aux ratios A/h constants (les droites horizontales)). On en déduit de ce fait, que
I’augmentation des fréquences linéaires et non linéaires n’est pas proportionnelle, ce qui
donne un rapport de fréquence inférieur a 1.0 (étant donné que 1I’augmentation de la
fréquence linéaire est plus importante que celle non linéaire) et ce pour chaque amplitude
adimensionnelle. On en conclut que les rapports de fréquences correspondants a chaque
ratio A/h diminue entre la courbe C4-C4 et celle C2-C2 ce qui se manifeste d’une fagon
limpide dans la figure (11.a) montrant ainsi une allure plus prononcée de la courbe C2-C2
par rapport a celle C4-C4. La méme approche peut étre appliquée pour les autres cas.
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Conclusion Générale

Nous avons présenté dans ce manuscrit une nouvelle formulation capable de spéculer avec
précision la tendance de non linéarit¢ du comportement dynamique des structures
cylindriques minces, et ce dans le but de répondre aux exigences accrues pour leur
exploitation. La théorie se base principalement sur les relations cinématiques de
Novozhilov qui emploie une cinématique complexe en la comparant aux autres théories.
Elle tient en compte de I’effet de courbure du champ de déplacement dans la direction
circonférentielle et met en considération I’impact des imperfections géométriques initiales
sur la dynamique du systéme. Le cheminement mathématique employ¢ ici a mis en
exergue 1’effet du couplage non linéaire entre les différents modes et a démontré que Le
systeme est dépourvu des termes quadratiques compte tenu de la symétrie mécanique de la
structure. La formulation a débuté par une forme générale marquant ainsi I’'une de ces
points forts montrant son aptitude a supporter diverses formes du champ de déplacement
et une multitude de maniere de discrétisation. La deuxieme partie de ce manuscrit révele
aussi un autre aspect d’originalité qui réside dans I’emploi du champ de déplacement,
découlant de I’analyse linéaire et représentant la solution exacte des équations d’équilibre
de Sanders. La coque est supposée parfaitement cylindrique et les matrices de masse et de
rigidité globales sont décelées a partir de la méthode des éléments finis classique. Tout le
formalisme adopté ici s’inspire de la méthode des éléments finis hybride. La résolution de
I’équation de mouvement s’est fondée sur la méthode de linéarisation afin d’aboutir a une
expression simplifiée du systéeme dynamique tout en passant par 1’analyse modale. Les
couplages non linéaires entres modes propres se sont manifestés par des transferts
d’énergie. Les résultats obtenus de cette théorie ont été validé en les comparants avec les
solutions numériques se trouvant dans la littérature. Une trés bonne concordance a été
révélée. La formulation développée ici a montré que le couplage a un effet éminent
produisant ainsi un caractére non linéaire plus raidissant. Elle a apportée quelques
amendements en matiere de caractérisation des fréquences et modes fondamentaux. Cette
méthode a montré aussi que les rapports des fréquences augmentent aussi bien pour les
structures progressivement élancées ainsi que pour celles épaisses. Ce modele offre aussi
I’avantage d’avoir supporté plusieurs conditions aux limites et a démontré que la tendance
non linéaire s’avere plus raidissante au fur et & mesure que les rives sont moins
contraignantes. Finalement, Ce mode¢le nous offre 1’occasion pour étendre cette approche
en employant d’autre forme du champ de déplacement ou encore d’étudier des structures
de géométrie plus complexe en appliquant cette théorie a un €lément a double courbure
employant des coordonnées généralisées.
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Appendices

Appendice A
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Figure.A. 1 Variation du rapport de fréquences @,, /@, en fonction du ratio A/h pour différentes

valeurs du mode axiale m en considérantn =4
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On se propose d’examiner 1’effet du mode axiale sur les vibrations non linéaires d’une
structure cylindrique de caractéristiques géométriques et mécaniques citées préalablement
dans la figure (4), en faisant varier les valeurs de m. La figure montre que toutes les
courbes s’incurvent vers la droite indiquant ainsi que la fréquence non linéaire augmente
au fur et a mesure que I’amplitude d’oscillations croit. D’autant plus, la figure montre que
les courbes relatives & m=1 et m =35 ainsi que celles correspondants 8 m=2 et m=3

sont presque confondues et avoisinant la courbe relative a m =3 . L’écart révélé entre ces
courbes se reproduit presque de la méme fagcon pour les courbes correspondants a
m=6,..,9 et celles pourm =10,..,12 . Il est clair d’apres la figure (7.a— 7.c) que les courbes
s’avérent moins prononcées au fur et a mesure qu’on atteint les hautes fréquences
m=10,..,12. La courbe relative & m =2 étant la courbe la plus prononcée.

Appendice B
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Figure.B. 1 Variation du rapport de fréquences w,, /@, (B.1.a) et de la fréquence non linéaire
(B.1.b) en fonction du ratio A/ pour différentes conditions aux limites de type simplement
supportée (convention de Tong [54])

Pour le cas des coques simplement supportée, la figure (B.1.a) montre que la courbe
relative au cas (S2-S2) s’avere la plus prononcée et elle révele donc le cas le plus raidissant.
En suivant le méme raisonnement employ¢ pour la figure (11), I’évolution de la fréquence
linéaire et celles non linéaires en fonction de la variation des conditions aux limites
(Fig.B.1.b) conduit a la caractérisation du comportement non linéaire révélée dans la
(Fig.B.1.a).
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Figure.B. 2 Variation du rapport de fréquences w,, /@, (B.2.a) et de la fréquence non linéaire

(B.2.b) en fonction du ratio 4/ pour différentes conditions aux limites de type encastrée
(convention de Tong [54])

A propos des conditions aux rives de type encastré, la courbe C2-C2 indique un caractere
plus raidissant en la comparant aux autres courbes tandis que la courbe relative au cas
encastré-libre s’avere la moins prononcée.
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