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RESUME

Cette these s’inscrit dans le domaine de la recherche daestassistée par I'ordinateur.
Ce domaine est en pleine expansion depuis quelques années gud récents
développements des systemes informatiques. En théorigrdpbes plusieurs sys-
temes ont été développés afin de générer de nouvelles aoeeantre les différents
invariants d’un graphe. Nous citons par exemple les systekneoGraphiX, Graffiti et
GraPHedron.

Apres un premier chapitre consacré a l'introduction, nousppsons dans le
deuxiéeme chapitre une revue de littérature sur les thémé&mnanus ainsi que les

conjectures qui bornent inférieurement ou supérieuregeninvariants de graphe.

Notre intérét porte essentiellement sur la cardinalitésdes-graphes induits par un
bistable, une forét, une forét linéaire et un arbre. Rappetpre ces problemes sont

NP-complets.

Fajtlowicz a posé, respectivement pendant les années 198®2, les conjectures
suivantes (générees par Graffiti et listées, parmi plusjedains le documentritten
on the Wal): u(G) < a(G) (WoW 2) etu(G) < as(G)/2 (WoW 747). Ouu(G)
dénote la distance moyenne d’un graphe conne¥&) le nombre de stabilité et,(G)

la cardinalité du plus grand sous-graphe biparti induit.

Il est clair que la deuxiéme conjecture est plus forte queréampere, qui a été
prouvée par Chung. Une autre preuve de la premiere conjeatété proposée par
Dankelmann, qui a aussi donné une description du graghgqui maximise la

distance moyenne pour un ordre donné et une valeur ¢ donnée.

Dans le troisieme chapitre de cette thése nous prouvonssuftaeplus fort que la
deuxiéme conjecture, c’est a dire qu~) est au plug’(G)/2, ou F(G) dénotd’ordre

maximum d’une forét induitade G (rappelons qu’une forét est un graphe sans cycle).



Vi

C’est I'apport important de cette thése.

Le quatrieme chapitre est consacré a faire une étude damtaren utilisant
le systéme AutoGraphiX. Nous allons déterminer de nousditernes supérieures sur
des difféerences d’invariants. Les relations que nous slfmésenter ont la forme suiv-
ante:

INVI(G) — INV4(G) < f(n),

on note pad N'V;(G) un invariant du graphé&' et f(n) une fonction de I'ordrex.

Nous proposons dans le dernier chapitre trois algorithraestouctifs qui tentent de
déterminer la plus grande forét, la plus grande forét lieéei le plus grand arbre d’'un

graphe.
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ABSTRACT

There are many discovery systems in graph theory that haae designed to generate
new conjectures and explore graphs. For instance the sygtataGraphiX, Graffiti and
GraPHedron.

After the introduction, we present in the second chapterraeyuon theorems and
conjectures that give bounds on some graph invariants. ¥earcerned by the order
of a largest induced subgraph (bipartite, forest, lineegdt tree). We recall that these

problems are NP-hard.

With the help of the Graffiti system, Fajtlowicz conjecturaeund 1992 [36] that
the average distance between two vertices of a connecteth gras at most half the
maximum order of an induced bipartite subgraphthfdenotedn,(G). We prove in
the third chapter a strengthening of this conjecture by shgthat the average distance
between two vertices of a connected grapls at most half the maximum order of an
induced forest, denotell(G). It is the main result of this thesis. Finally, we conjecture
that the average distance between two vertices of a corthga@h is at most half the
maximum order of an induced linear forest (where a lineaggbrs a union of paths).
Moreover, we characterize the graphs maximizing the agetleésgance among all graphs

G having a fixed number of vertices and a fixed valué'¢) or a(G).

We present in the next chapter new upper bounds on diffefestveeen some graph

invariants. The form of these relations is

INVA(G) — INVA(G) < f(n),

where/ NV;(G) is an invariant of a grap&y and f () a function of the orden. We used

the AutoGraphiX system to generate extremal graphs and éndconjectures.
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The last chapter is reserved to an algorithm that tries totfiedmaximum order of

an induced forest, an induced linear forest and an indueed tr
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

«Devant un grand nombre de situations, le mathématicienpedailleurs le socio-
logue, I'économiste, le planificateur ou le chimiste a étéeména tracer sur le
papier des points (représentant des individus, des nopdesdocalités, des opérations,
des molécules chimiques, etc.) et des lignes continuestalertains d’entre eux. Pour
raisonner sur de tels schémas indépendamment de leur cagioifi, le mathématicien
a convenu d’appeler ces points des sommets et ces ligneséles & (Claude Berge
[64]).

La théorie des graphes est peut-étre apparue au dix-heiséule, grace au travail
d’Euler, avec le célébre probleme des sept ponts de Komgshke effet les habitants de
cette ville se demandaient s’ils pouvaient traverser teapbnts sans passer deux fois

par le méme pont et revenir par la suite a leur point de départ.

Un des probléemes les plus connus en théorie des graphes &st ce
du commis-voyageur. Ce probléme consiste a trouver la plustedournée pour
parcourir un ensemble de villes, en ne passant qu’une sasl@dr chaque ville. Les
applications récentes en théorie des graphes touchemtyisiglomaines, par exemple
les transports, les réseaux de communication, la gestida geoduction, la chimie,

I’économie, etc.

Les graphes constituent donc un moyen simple et intuitif poadéliser une grande
variété de problemes. Ce domaine s’est développé avec hmuxrale plusieurs
chercheurs et mathématiciens, par exemple Konig [13], Meng], Cayley [13],
Berge[12], Lovasz [57] et Efb [34].



Aujourd’hui la théorie des graphes trouve plusieurs apgibms dans le domaine de
I'informatique. Rappelons qu’en 1976, la preuve du théoréle® quatre couleurs a
demandé pour la premiére fois dans I'histoire I'aide d’'udimateur pour étudier les
1936 cas critiques. En effet grace a I'émergence de pussgstémes informatiques,

la découverte scientifique assistée par I'ordinateur awolemombreux succes.

D’autre part, la génération des conjectures en théorie dgshgs peut étre assistée
par I'ordinateur. Les systemes Graffiti [30], AutoGraphi&[[L8][19], INGRID [16],
GRAPH [23] et GraPHedron [60], entre autres, ont été mis ant@din de générer des

conjectures de maniére automatisée.

D’aprés P. Hansemet al. [48], les principes sur lesquels se basent ces systemes
informatiques sont les suivants: I'énumération d’'un ertdende graphes ayant
certaines propriétés et la manipulation des invariant&fi chaque systeme contient
une liste d’invariants, ce qui permet un calcul rapide l@$ekploration interactive des

caractéristiques des graphes.

Ces systémes sont aussi susceptibles de générer des éwgaliiples entre les
invariants. Par exemple, soit les invariaijtsix, i,,, i,,; les relations générées peuvent

avoir les formes suivantes:
1 < gy U S g+ by QUGG+ 1 < gy + Gy

Les systémes peuvent aussi ramener un probléme de thégriagtes a un probléme

d’optimisation combinatoire.

Le systéme Graffiti a été développé en 1986 par Siemion Rajttode I'Université
de Houston. Il utilise une base de données de graphes caneiegénere des inégalités
entre les différents invariants d’'un graphe tels que l'eyth distance moyenne, le rayon,

le diametre, le nombre de stabilité, etc.



Au total Graffiti a engendré plus de 900 conjectures. Desreesemples ont été
trouvés pour certaines de ces conjectures et d’autres érprétivées. Les conjec-
tures de Graffiti sont a l'origine de plus de quatre-vingtckss ou théses de doc-
torat. L'ensemble de ces conjectures a été répertorié paajowicz dans le recuell
«Written on the Wall». Ce recueil est régulierement mis a jauk est disponible sur

Internet [30].

Le systeme AutoGraphiX a été développé en 1997 par Gilles iGapioet Pierre
Hansen (GERAD et Ecole des Hautes Etudes Commerciales deddbnt€e systéme
utilise des outils d’optimisation combinatoire, partiésément la méta-heuristique de

recherche a voisinage variable.

Le systeme AutoGraphiX est capable de trouver des graphiesres, des graphes
satisfaisant un certain nombre de contraintes et des cerém@ples a des conjectures.
Il peut aussi suggérer de nouvelles conjectures. D’aslé@utoGraphiX a trouvé des

contre-exemples a certaines des conjectures de Graffiteefarceé d’autres conjectures

[4][6].

A l'aide du systéme Graffiti, Fajtlowicz a posé la conjectauvante, qui porte le
numéro2 dans le documenwritten on the Wall«Dans tout graphe connexe, la distance

moyenne est inférieure ou égale au nombre de stabilité.»

Une conjecture plus faible a d’abord été prouvée par S.dvajtk et W. Waller [35]:
«Dans tout graphe connexe, la distance moyenne est inférieuégale au nombre de

stabilité plus un.»

Par la suite Fan Chung [22] a réussi a prouver la conjecturé@ruget plus tard Peter
Dankelmann [24] a aussi prouvé la conjecture 2 avec une aperdifférente de celle
de Fan Chung. En effet Dankelmann donne la description dihg@mui maximise la

distance moyenne pour un ordre donné et une valeur du noraelstabilité donnée.



En 1992, une autre conjecture plus forte que le théorémem€Rang a été générée
par Graffiti. Cette conjecture porte le numéro 747 dans legiede S. Fajtlowicz [30]
«Written on the Wall»: «Soib I'ordre du plus grand sous-graphe induit biparti d’'un
graphe connexé&'. Alors la distance moyenne entre les sommeté&/dest inférieure ou

égale &/2.»

La premiére motivation du présent travail a été d’étudi¢teceonjecture qui n’avait
jamais été prouvée. De plus comme nous savons que le plus gpas-graphe biparti
induit a une cardinalité supérieure ou égale a la plus grémd induite (rappelons
gu’'une forét est un graphe sans cycle), nous avons essayélieer la borne sur la
distance moyenne et nous avons posé la conjecture suiventeSoit F' I'ordre de la
plus grande forét induite d’un graphe connéxeAlors la distance moyenne entre les

sommets dé&; est inférieure ou égale &/2.»

Ce travail est organisé de la maniére suivante. Le deuxiergitoh est consacré a
la revue de littérature, le troisieme chapitre est résetaééeuve d’un résultat plus fort
gue la conjecture 747. En effet nous allons prouver que mairgraphe connexé' la
distance moyenne entre les sommets-dest inférieure ou égale /2. Dans le qua-
trieme chapitre nous présentons des bornes supérieurdssdifférences d’invariants
ainsi que des graphes extrémes générés par le systeme AptorNous présentons
dans le cinquieme chapitre des algorithmes constructifeeqtent de déterminer la plus
grande forét induite d'un graphe donné ainsi que la plusdgdorét linéaire induite et

le plus grand arbre induit.

L'intérét que suscite I'étude des conjectures obtenueaslassistance de I'ordinateur
se résume bien par I'observation suivante: «Les théorégiebres ont d’abord été des

conjectures, ne fat-ce que dans I'esprit de ceux qui les loienwis» [7].



Nous rappelons dans ce qui suit quelques notions et défigitio
Définitions et notations

SoitG = (V, E) un graphe simple non orienté détest I'ensemble des sommets et
FE I'ensemble des arétes. L'ordre deest la cardinalité d&. Deux sommets etv sont

adjacents si{u,v} (Ouuv) appartient &.

Un chemin de longueuf entreu et v est une suitéuy = w,uq,...,u, = v) de

sommets distincts tels queu;,; € F pour touti € {0,1,...,¢ — 1}.

Un cycleC de longueur est une suitéug, ui, ..., u,—1) de sommets distincts telle
quew;u; 1 € E pourtouti € {0,1,...,¢ — 1} (ou l'addition est moduld). C' est un

cycle pair (resp. cycle impair ) giest pair (resp. impair).

La distance entre etv dansG, qu’'on dénotel(u, v), est la longueur d’'un des plus
courts chemins entre etv. Un graphe’ est connexe si pour toute paire de sommets

etv ded, il existe un chemin entre etv.

Définition 1.0.1. Un sous-graphe induit d& est un graph&’ = (V’, £) tel queV”’ est
un sous-ensemble de sommetd/det £’ est I'ensemble de toutes les arétes qui relient

les sommets dg&’ dansG.

Définition 1.0.2. On notea(G) la taille maximale d'un stable dé&r, c’est-a-dire le

nombre maximum de sommets(dgui sont deux a deux non adjacents.

Définition 1.0.3. Un graphe bipartiG est un graphe dans lequel les sommets peu-
vent étre répartis en deux groupgSet Y et toute aréte dér relie un sommet d&
a un sommet d&. On noteas(G) I'ordre du plus grand sous-graphe biparti induit,

appelé aussi bistable.



Propriété 1.0.4. Pour tout graphe~, on a

OéQ(G)
2

< a(G).
Définition 1.0.5. Un arbre induit est un sous-graphe induit connexe ne comteaacun
cycle. On note paf?’(G) I'ordre du plus grand arbre induit dé-.

Définition 1.0.6. Une forét induite est un sous-graphe induit ne contenantiawycle.

On noteF’(G) 'ordre de la plus grande forét induite.

Définition 1.0.7. Une forét linéaire est une forét dont tous les sommets ontegméd

inférieur ou égal &. On noteL F(G) I'ordre de la plus grande forét linéaire.

Définition 1.0.8. Soitd(u,v) la distance entre les sommaiset v dansG; alors le

diameétre du graphe est défini commb¢G) = max, ,evde(u, v).

Définition 1.0.9. L'excentricité d’'un sommet de G est définie par:
ecqv)= max{dg(u,v) | u € V}.

Définition 1.0.10. Le rayon deG est le minimum des excentricités, c’est-a-dire
r(G)=min {ecc(v) v € V}.

Définition 1.0.11. On notew(G) la distance moyenne du graphg c’est-a-dire que

WG = —= | Y delwv)
uweV(G),uztv
Définition 1.0.12. On noteo(u) la transmission d‘'un sommetde G, c’est-a-dire que

o(u) = Z dg(u,v)

veV(G),u#v



Propriété 1.0.13. Pour tout graphe connexg, on a

Preuve. Soit B un bistable maximum dé& de tailleas(G), tel queB = A; U As.
Sans perte de généralités on peut supposefgiye> |A,|, alors le stable maximum de
G est au moins égal @, |, d'ot a(G) > % Comme nous l'avons défini précédem-
ment une forét induite est un sous-graphe induit ne contenamun cycle, donc elle est

colorable en deux couleurs, d'oy(G) > F(G).

Propriété 1.0.14. Pour tout graphe connexg, on a

F(G) > T(G) et F(G) > LF(G).



CHAPITRE 2

REVUE DE LA LITTERATURE

Depuis une vingtaine d’années, plusieurs logiciels ont@geau point afin de générer
des conjectures sur les graphes. La construction des torgsese fait automatiquement
ou interactivement. Un des programmes importants est temsgsGraffiti; ce dernier a

donné lieu a plus de 900 conjectures.

Les résultats de Graffiti ont suscité I'intérét de grandsrateurs en théorie des
graphes, parmi lesquels nous citons B. Bollobas [14], F. Chagy L. Lovasz [55],
P. Hansen [6][46] et O. Favaron [37][38].

Un grand nombre de conjectures peuvent donc étre propodaemmmunauté des
chercheurs. Dés lors la question qui se pose est la suivaotement peut-on définir

une bonne conjecture?

P. Hanseret al. [7] se sont déja posés cette question. Ills ont proposé geelqu
criteres qui peuvent définir une conjecture intéressarde, egemple la simplicité;
en effet les théoremes célebres en algebre et en géométriesplus simples. De plus
un résultat attrayant doit forcément contenir des condemtertants de la théorie des
graphes tels que la connexité, la coloration, la stabité, Selon Conway [30] une
bonne conjecture doit étre surprenante, par exemple usigorekentre des invariants qui
intuitivement ne sont pas reliés. Un autre critére d’'unenigoconjecture est que cette

derniere soit la réponse a un probleme difficile.

Dans ce qui suit, nous allons passer en revue des théorémasscainsi que des con-

jectures qui bornent inférieurement ou supérieurememn kles cing invariants,



a savoir la distance moyenne, le stable maximum, le bistabléamum, la forét induite

maximale et I'arbre induit maximum.

Dans un deuxiéme temps, nous allons présenter une syntheses salgorithmes
qui ont été proposés pour résoudre le probléme du complamewle la forét induite
maximum. Ce probléme revient a déterminer le nombre minimesodnmets a enlever

pour supprimer tous les cycles d’'un graphe.

Rappelons que dans la plupart des cas, les problemes deateelties sous-graphes
induits appartiennent a la classe des problemes NP-dfickn effet il semble qu’il

n'existe pas d’algorithmes efficaces pour les résoudre.

2.1 Ladistance moyenne

La distance moyenne a été tout d’abord introduite par Hahdkher en 1947 [69].
Cet invariant a été alors utilisé dans des applications eniehiEn effet Harold Wiener

a considéré l'invariantV (G) = 1 " dg(u,v) représentant la somme de toutes les dis-

2
tances entre deux atomes de carbone dans une molécule ¢i@ppellation d’indice
de Wiener). La distance moyenne d'un graphe a été préseotgdgppremiere fois par

Hosoya en 1971 [51].

En étudiant la conjecture 747 générée par Graffiti, noug/easale trouver une nou-
velle borne sur la distance moyenne entre les sommets daphgmon orienté. Beau-
coup d'auteurs ont essayé de borner la distance moyennenscipar exemple
J. Plesnik [65], qui a trouvé une borne supérieure pour lai® moyenne d’un graphe

G en fonction de I'ordre du graphe:
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On a I'égalité si et seulement si le graplieest un chemin d’ordre.

P. Dankelmann [25] a trouvé une borne plus serrée que cellgée par J. Plesnik,
en fonction de I'ordre du graph@ et du nombre de dominationG). Ce nombre est
la cardinalité minimale d’'un sous-ensemlilede V' (G) tel que chaque sommet de

appartient & ou est adjacent a au moins un sommefde

L'inégalité de Dankelmann est

n+1 (n—=37(G)) (n—3~(G)+2) (2n+3~v(G)=T7) ; ;

W) < e - ey sin — v(G) est pair
I n—37(G))(n—3y(G n+37(G)—7)—9(v(G)— : - -
E;rl _ (n=37(G))(n=3~( )""61)((3_'1")37( )—71)—-9(v(G)-1) Sin — V(G) est |mpa|r

DelLaViiaet al. [27] ont aussi prouvé une relation entre la distance moyenhe

nombre de domination d’'un graphe. En effet pour tout graghen a

v(G) > gu(G) -5

Récement P. Dankelmann [26] a trouvé une nouvelle borne palistance moyenne

en fonction de I'ordre du graphe le nombre d’arétes: et le degré minimund(G):

e (0= @m —8@m) (n+2/@m—5(n))

- (0(G) + 1)n?

+0(1).

P. Hansen et M. Aouchiche [8] ont effectué une étude systquoeta I'aide du
logiciel AutoGraphiX pour générer des conjectures quierglila distance moyenne a

plusieurs invariants d‘un graphe connexe.
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Ces relations ont la forme suivante:
b, <p®i< by,

qui est la Forme 1 d’AutoGraphiX, ou linvariartest le degré minimum, le degré
moyen, le degré maximum, le diamétre, le rayon, la distarmgenme entre sommets, la
moyenne des excentricités, le nombre chromatique et le reonle couplage.

Le symboled représente I'une des opérations+, /, x.

Pour chaque relation, les auteurs donnent au moins unddateilgraphes extrémes
pour lesquels la borne supérieure (resp inférieure) esingdt Les auteurs ont prouvé

beaucoup de nouvelles relations, par exemple les propositi-dessous.

Proposition 2.1.1. SoitG un graphe connexe d’ordre supérieur ou égal a 3. Alors nous

avons

D(G) - @) < T2

La borne est atteinte si et seulement si le graphe est un chemi

Proposition 2.1.2. SoitG un graphe connexe d’ordre supérieur ou €gal a 3r 8st le

rayon du graphe, alors nous avons

wG)

r(G) =2-

S

La borne est atteinte si et seulement si le graphe est unle étoi

Proposition 2.1.3. SoitG un graphe connexe d’ordre supérieur ou égal a 3ASist le

degré maximum du graphe, alors nous avons

A(G)+u(G)§n+1—%.

La borne est atteinte si et seulement si le graphe est unle étoi
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2.2 Le nombre de stabilité

L'étude du nombre de stabilité d’'un graphe remonte a plusidizaines d’années.
D’ailleurs Claude Berge Iui consacre un chapitre dans son e livr
«Graphes et hypergraphes » [12]. Dans ce chapitre Bergenpeégeelques bornes
pour le nombre de stabilité en fonction de I'ordre du graph@uenombre d’arétes. |l
prouve, par exemple, que &i est un graphe simple avecsommets etn arétes, alors
nous avons

2

n
> .
(@) = 2m+n

On a I'égalité si et seulement si toutes les composantesegesrdes sont des cliques

de méme cardinalité.

Berge introduit aussi la notion de graphesritiques.

Définition 2.2.1. Un grapheG(V, E) esta-critique si quelle que soit I'aréte € £,

a(G—e)=a(G) + 1.

L'exemple le plus simple d’'un graphecritique est la clique puisque son nombre de
stabilité est égal a un, et quelle que soit I'aréte qu'on\anlee nombre devient deux.
D’aprés Berge cette notion fournit des résultats sur le nenderstabilité d’un graphe
guelconque. Plusieurs résultats et propriétés sont pe&spaur cette famille de graphes.

Nous citons par exemple les théoremes suivants:

1. «Dans un graphe-critique, par deux arétes adjacentes il passe toujourgela ¢

élémentaire impair sans cordes»
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et
2. «Un graphex-critique connexe n’a pas de point d’articulation.»

Dans le chapitre 3 nous allons généraliser cette notionajghgsy-critiques a la forét
induite maximum. En effet, nous allons introduire la familles graphes forét-critiques

et cela va nous aider énormément dans la preuve de la cojectvante:

F(G)
u(G) < =7
P. Dankelmann [24] a aussi étudié le nombre de stabilitépribave une borne inférieure

pour la distance moyenne, en fonction de I'ordre du graptet du nombre de stabilité
a(G):

a(G)(a(G) — 1)
w(G) > 1+ w1

Le systeme Graffiti a généré une borne inférieure pour le merde stabilité en

fonction du rayon d’un graphe En effet pour tout graphe conne&g on a

a(G) > r(G).

Ce théoréme a été prouvé par Fajtlonatal. [35].

Une autre borne inférieure pour le nombre de stabilité atéigenerée par Graffiti

et prouvée par Fan Chung [22] et plus tard par Dankelmann [24],

w(G) < a(@G).

Ce théoreme célebre est aussi connu sous le nom de théorerar @ailng.
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Dans l'article de Aouchiche, Brinkmann et Hansen [5], uneiesée bornes
inférieures et supérieures pour le nombre de stahilig un autre invariant usuel de

G sont obtenues par AGX2 et prouvées soit automatiquemetra somain.

Ces relations ont la Forme 1 d’AutoGraphiX que nous avonsitégurecédemment.
Pour chaque relation, les auteurs donnent au moins unddataigraphes extrémes pour

laguelle la borne supérieure (resp inférieure) est adeint

De nombreux résultats obtenus grace a AutoGraphiX sont njggirasur le site
http://www.gerad.cat agx. Citons par exemple le théoreme et les propositions suiv-

ants.
Théoreme 2.2.2.Pour tout graphe connex@ d’ordren > 3, on a

a(G)+u(G)§n+1—%.

La borne est atteinte si le graphe est une étoile.

Proposition 2.2.3. Pour tout graphe connex@ d’ordre n > 3 et de degré moye#((),

ona
5n—2
a(G)+d@) <

Sn—2 1 i H i
4 + in Sin est impailr.

sin est pair

Proposition 2.2.4. Pour tout graphe connex€ d’ordre n > 3 et de diameétrd), on a

Sin est pair
a(G)* D(G) <

n—1  sin estimpair.

Proposition 2.2.5. Pour tout graphe connex€ d’ordre n > 3 et de diametréD(G), on

a
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2.3 La cardinalité de la plus grande forét induite

L'étude de la forét induite a suscité l'intérét de plusieanercheurs. De ce fait,
plusieurs articles ont été publiés sur ce sujet. Des résydtaur la borne inférieure de la
forét induite ont été prouvés, notamment pour des classéisylgres de graphes tels

gue les graphes cubiques et les graphes qui ne contienredé ppaangles.

Pour plusieurs chercheurs, I'intérét d’étudier la plusngeaforét induite est relié a
I'intérét d’étudier le complémentaire de la forét, c’estiee un ensemble de sommets

gu’on enléve pour obtenir un graphe sans cycle (aussi appelgversal de cycles).

Le théoréme suivant donne une borne inférieure pour la fodéite en fonction de
I'ordre n, du degré maximun\(G) et du nombre de stabilité(G). Il a été prouvé par

Alon, Mubayi et Thomas [3]:

Théoreme 2.3.1.SoitG un graphe connexe. Alors on a

Les auteurs [3] prouvent aussi le résultat suivant:

Corollaire 2.3.2. SiG est un graphe ne contenant pas de triangle et tel yu€) = 3,

alors
om
F(G) > —.
8
Pour les graphes cubiques, une borne inférieure pour la ifutéite a été prouvée

par Zheng et Lu [72].

Théoreme 2.3.3.Soit G un graphe connexe cubique qui ne contient pas de cycle de
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longueur trois. Sk est au moins égal &, alors

Les conjectures suivantes ont été générées par GraffiR@|@{ii est une autre ver-

sion de Graffiti et elles ont été prouvés par DelLaVifia et W§H8].

Proposition 2.3.4. (Graffiti.PC 47) SoitG un graphe connexe. Alors on a

F(G) = D(G) + [(G) =1,

ou f;(G) est le nombre de sommets de degdansG.

Proposition 2.3.5. (Graffiti.PC 48) Soit7 un graphe connexe. Alors on a

F(G) 2 9(G) + [1(G) — 1,

ou g(G) est la longueur du plus petit cycle dafis

Proposition 2.3.6. SoitG un graphe connexe. Alors

F(G) =z ¢(G) + 1(G) -1,

ou c¢(G) est la longueur du plus grand cycle dafis

2.4 La cardinalité du plus grand sous-graphe biparti induit

Plusieurs articles étudient le sous-graphe biparti ingluiterme d’arétes; citons par
exemple N. Alon [2]. Néanmoins trés peu d’articles étudiemtre du plus grand sous-

graphe biparti induit. Lun des rares résultats dans ce dwmna été prouve
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par S. Fajtlowicz [36]:

Théoreme 2.4.1.Pour tout graphe connexg, on a:

our(G) dénote le rayon dé&'.

La conjecture suivante, qui a aussi été générée par Graffitipujours ouverte,

Conjecture 2.4.2. Pour tout graphe=

ax(G) > r(G) + a(G) — 1.

Nous constatons que cet invariant, c’est-a-dir@~), n'a pas été beaucoup étudié par

les chercheurs en théorie des graphes. C’est peut-étre @ibeiraison que la conjecture

747, la plus célébre de Graffiti d’aprés DelLaVifia, était atevdepuis plus de 15 ans.

2.5 La cardinalité du plus grand arbre induit

Beaucoup de résultats classiques sur les arbres induitséomtativés en 1986 par P.

Erdbset al. [33], dont les résultats suivants.

Théoreme 2.5.1.Pour tout graphe=, on a

oum est le nombre d’arétes.

Proposition 2.5.2. Soit G un graphe connexe. On &(G) < 3 si et seulement si
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le complémentaire dé' est une union disjointe de graphes bipartis complets et de

sommets isolés.

Dans le théoreme suivant, les auteurs donnent une bornele@@lus grand arbre

induit en fonction du nombre de stabilité.

Théoreme 2.5.3.Pour tout graphe connex@ d’ordre n et pour tout entiem tel que

1<m< 21 ona:
1. sia(G) > @ + 1,alorsT(G) > 2m + 1, et

2. sia(G) > (m_Tl)” + 1, alorsT(G) > 2m + 2.

DelLaVifia et Waller [28] ont prouvé le résultat suivant.
Proposition 2.5.4. Pour tout graphe connexe, on a

a(G) +1

7(6) >

ou~(G) estle nombre de domination du graphe, c’est-a-dire la gzatiié du plus petit
sous-ensemble de sommdtsel que chaque sommet deest soit inclus dansl, soit

adjacent a un sommet dé

Le systeme Graffiti.PC [29] a généré de nouvelles conjestsue I'arbre induit, par

exemple la conjecture suivante.

Conjecture 2.5.5. Pour tout graphe connex@, on a

oud(G) est le degré minimum.
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Récemment, Fogt al. [41] ont prouveé les théorémes suivants:

Théoreme 2.5.6.Soit G un graphe connexe d’ordre ne contenant pas de triangles.

Alors on a

T(G) = vn.

Théoreme 2.5.7.Soit G un graphe connexe d’ordre ne contenant pas de cliques

d’ordre k pourk > 4. Alors on a

logn
T > .
(@) = 4logk

Nous présentons ici un tableau récapitulatif qui donne palraque
invariant la borne supérieubg, la borne inférieure,, et la famille des graphes extrémes

pour chacune des bornes. On naigle graphe complet d’ordre.

G pourd, | b, Inv. by, G pourb,,
K, 1 o n—1 une étoile ...
K, 2 Qs n une étoile, un chemin, un cycle pair
K, 2 a n une étoile, un chemin
K, 2 T n une étoile, un chemin
K, 2 LF n un chemin

Tableau 2.1 . Bornes et graphes extrémes

2.6 Algorithmes de résolution du probleme du tranversal de ycles

Les sous-graphes induits jouent un réle important en ogétiin combinatoire a
cause des résultats théoriques intéressants et de phisipplications qui leur sont
reliées. Il existe un grand nombre d’articles dans la Hifidére qui proposent des

algorithmes pour résoudre ces problémes.
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Etant donné que la recherche des plus grands sous-grapiheiss imppartient
en général a la classe des problemes NP-complets, plusretiteodes de résolution

ont été développées pour des classes particulieres deegraph

Le probleme du stable maximum, par exemple, est NP-dur m&ueles graphes
ne contenant pas de triangles [66]. Cependant, il existe I|destames polynomiaux
pour certaines classes de graphes, par exemple, les gitaphngsilés [42], les graphes
ne contenant pas dé&., H, (k > 0) ou deA, X et H, [31][50] (Moir figure 2.1) ainsi que
les graphes ne contenant pasiig; [62]. Le probleme du stable maximum peut alors

étre considéré comme une généralisation du probleme duagmup

0 .o 2k+1
0 o o 2k+1

Figure 2.1 . lllustration des graphés X2, H, et A,
Nous présentons ici une synthése des algorithmes qui opt@iésés pour résoudre
le probleme complémentaire de la plus grande forét, saialestersal de cycles.
Le probléme du transversal de cycles

Résoudre le probléme du transversal de cycles revient andétar le plus petit
ensembleS de sommets d& tel que(V — S) soit un sous-graphe sans cycle. Iy a

plusieurs versions de ce probleme, selon que le graphe edép® orienté ou non.

Plusieurs méthodes de résolution ont été proposées, pampéxe

des métaheuristiques qui sont des méthodes approchéasabfgd a un grand nombre
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de probléemes. Ces méthodes incluent les algorithmes éigoles algorithmes hybrides
et les méthodes de voisinage. Des algorithmes d’approkimant aussi été proposés
pour déterminer un transversal de cycles ainsi que des nedlexactes pour des classes

particulieres de graphes.

L'étude du probleme du tranversal de cycles a peut-étre @moén dans les
années soixante-dix avec les travaux de Yannakakis [70]a gionné une preuve de
la NP-complétude de ce probléme. Karp [53] a aussi prouvéRacdimplétude du
probleme pour les graphes orientés non pondérés. Il y a beputapplications de cet
invariant dans les domaines de la satisfaction des cotggide l'intelligence artificielle
[40][52] ainsi que la conception des circuits combinatiren effet, les cycles dans un
circuit électrique peuvent causer un probleme car les reopedvent recevoir du courant
avant la stabilisation du circuit. D’ou la nécessité de pasesommet enregistreur sur
chaque cycle. Toutefois, la vitesse du circuit est propodile aux nombres de ces

sommets enregistreurs, I'objectif est alors de les mirem{i40].
Formulation mathématique

Soit G un graphe non pondéré. Le probléme du transversal de cyelesépre
ramené a un probleme de couverture. 30it 'ensemble de tous les cycles dé
Alors déterminer un transversal de cycles revient a résoledprobleme en nombres

entiers suivant:
(L.1)Min} "  x; s.c.
(l.Z)ZiGCJ z; > 1,C; € Cq

(1.3)z; € {0,1}, i € {1,..n}
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1 sile sommet € au transversal de cycles
xTr; =

0 sinon.

Si nous considérons un grapliepondéré, alors I'objectif est de couvrir tous les

cycles avec un colt minimum, et le probleme peut étre forrdeld maniére suivante:
(1.1) Min>_ v (g w(v)z, sous contraintes,
(1.2) > ev(c,) @0 = 1 pour toutC; € Cg
(1.3)z, € {0,1} pour toutv € V(G).

Dans cette formulatiom(v) est le poids du sommetet C; est I'ensemble de tous

les cycles du graphe.
Algorithmes polynomiaux

Pour des classes particulieres de graphes, on peut réseyuobleme du transversal

de cycles en un temps polynomial.

Les premiers travaux dans ce domaine sont dis a Shamir [68} gionné un
algorithme polynomial pour les graphes de flot réductildésst-a-dire les graphes dont
il est possible de partitionner les arcs en deux ensembgsirds, 'un contenant des
arcs en avant, l'autre contenant des arcs en arriere. Legaravant forment un graphe

acycligue dans lequel chaque noeud peut étre atteint & gantioeud initial du graphe.

Brandstadt et Kratsch [17] étaient les premiers a proposafgarithme polynomial
d’ordre O(|V'|®) pour déterminer le transversal de cycles de colt minimum dhaphe
de permutation; plus tard ce résultat a été amélioré pagL{a®] qui a décrit un algo-
rithme d’ordreO(|V'||E|).
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Dans ce méme cadre, Lurg al. [58] ont présenté un algorithme polynomial pour
trouver un transversal de cycles de poids minimum dans kgshgs d’intervalles. Les
sommetsi de ces graphes sont représentés par des intervalids| existe une aréte
entrei et j si et seulement sl; N I; # (. Les auteurs prouvent que I'ordre de leur
algorithme esO(|V| + | E]).

Yannakakiset al[71] a proposé un algorithme polynomial pour les graphemiri
gulés. Maratheet al. [59] ont proposé un algorithme polynomial pour les graphes
d’intervalles. En effet, résoudre un probleme de transtats cycles dans ces classes

de graphes revient a résoudre un probleme de couverturgdesl

Chang et Liang [20] proposent un algorithme pour calculerdagdversal de cycles
de colt minimum dans les graphes de cocomparabilité. RappeoeG = (V, E)
est un graphe de comparabilité s'’il existe une relationsitae et antisymétrique en-
tre ses sommets. Un graphe de cocomparabilité est le coraptéire d’'un graphe de

comparabilité.

Les auteurs utilisent la programmation dynamique et se nbaser les deux

propriétés suivantes. Sdait un graphe de cocomparabilité.
1. SiG contient un cycle, alor&' contient un cycle de longuedrou 4.

2. Il existe une numérotation des sommets ayant la propiét@nte: si < k < j
et(i,j) € E, alors(i, k) € Eou(k,j) € E.

lls prouvent que I'ordre de leur algorithme &3t|V|?|E|).

Changet al. [20] ont aussi donné un algorithme polynomial pour déteemimn
transversal de cycles dans des graphes convexes bipaoitsG'S= (A, B, E), G est
convexe par rapport a I'ensemhle si les sommets del reliés a un méme sommet

b € B forme un intervalle ded. L'ordre de I'algorithme esO(|A|® + |A|?|E|).
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Pour résoudre le probléme du transversal de cycles, Levpwe [54] ont proposé
des opérations de contraction applicables a certains gsapbes opérations réduisent
la taille du graphe tout en gardant la valeur du transversaiydles. Plus tard Joet
al. [52] ont aussi proposé des opérations de contraction dengsapour résoudre ce

probleme.

L'inconvénient de cet algorithme est gu'’il n'est pas optippaur tous les graphes,
mais plusieurs heuristiques et algorithmes d’approxiomatint utilisé ce méme schéma

de réduction.

Pardaloset al. [63] proposent un algorithme GRASP pour déterminer le trarsal
de cycles d'un graphe orienté. Selon Galirgeal. [43], GRASP, pour Greedy Random-
ized Adaptive Search Procedure, est une méthode hybridellearherche a combiner
les avantages des heuristiques gloutonnes, de la rechaézteire et des méthodes de

voisinages.

GRASP est un algorithme prometteur qui a été employé ave@symur de nom-
breux problemes d’optimisation tels que des problemedéedgmunication, d’affectation

de taches, d’'ordonnancement et de planification.

Cette méthode est composée de deux phases, une phase tivesetuane phase
d’amélioration. Dans I'étape de la construction, a chadéeaiion, un élément
est ajouté a la solution courante. Le choix de I'élément t@jae fait au hasard
selon une liste de meilleurs candidats obtenue avec unéidargloutonne. Cette liste
de candidats est notée RCL (Restricted Candidate List) et aliigecd les R meilleurs

éléments selon un critére fixé.

La deuxieme phase de I'algorithme consiste a amélioremlesians obtenues grace

a une méthode de descente, de recuit simulé ou de rechebche ta
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Limplémentation de GRASP se résume dans les trois étapesses:

1. Générer une solution réalisable avec un algorithme giout
2. Appliquer un algorithme de recherche locale.

3. Mettre a jour la meilleure solution.

Dans l'article de Pardalos [63] trois algorithmes gloutéhs G et G sont mis en
oeuvre pour générer une solution initiale. Saiti) 'ensemble des arcs entrant £at
out(i) 'ensemble des arcs sortant ¢leon choisit le sommet qui maximise 'un des

trois critéres suivants.
1. La somme des arcs entrants et sorta@ig;) = |in(i)| + |out(i)].
2. Le produit des arcs entrants et sorta6tg(i) = |in(i)| * |out(i)].
3. Le maximumG¢ (i) = max(|in(i)], |out(i)|).

Une recherche locale est appliquée par la suite. Lautésgnite les résultats obtenus

sur des graphes aléatoiresiiea 1000 sommets.
Algorithmes d’approximation

Des algorithmes d’approximation ont été développés paoudre le probleme du
transversal de cycles. La plupart des algorithmes trditardis des graphes non orientés.
Il semble qu’il soit beaucoup plus difficile de détermineralgorithme d’approximation

pour les graphes orientés.
Graphes non pondérés

Considérons un probleme de minimisatiBnet I un exemplaire du probleme. Soit

A(I) la valeur obtenue par l'algorithmé et OPT'(I) la valeur optimale. A est une
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a-approximation de la valeur optimale si pour tout exempléion a

_AD
opPT() =

oua > 1.

Erdbs et Posa [32] ont proposé un algorithme de ratigg » pour les graphes non
orientés. Ce résultat a été amélioré plus tard par Moeiexh. [61] qui ont présenté un
algorithme de ratig/log n.

Mieux encore, Bar-Yehudet al. [10] ont présenté un algorithme d’approximation de

ratio4 — 2. IIs utilisent le schéma de contraction proposé par Levyoetd [54].
Graphes pondérés

Pour un graphe non orienté pondéfé;, w), soit A un algorithme qui retourne le
transversal de cyclé; le poids des sommets d&, est notéw(F,). Le ratio de per-
formance ded est défini commeR 4 (G, w) = % ouOPT(G,w) est le poids du
transversal de cycles le moins lourd.

Bar-Yehudaet al. [10] ont développé un algorithme de ration{2A?, 4log, n} pour
les graphes pondérés, duest le degré maximum. Bafna [9] propose un algorithme de

ratio 2 pour les graphes non orientés.

Selon Pardalos [63], bien que les algorithmes d’approxonagarantissent une
solution de bonne qualité, en pratique les méthodes heurest donnent de meilleurs

résultats.
Algorithmes exacts

Tres peu d’articles proposent des algorithmes exacts gotrahsversal de cycles.
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Parmi ces articles nous citons un algorithme proposé par gcheml. [21]; c’est

un algorithme d’énumération qui utilise le schéma de rédnate graphe.

Nous concluons que, malgré un nombre considérable de wasifectués sur le
transversal de cycles, il y a peu de progres notés. D’aprets €eal [40], ceci est di
au fait que déceler les cycles est une opération colteuss,caie la recherche locale.

Alors pour remédier a ce probleme, ils faut appliquer desh#iristiques efficaces.
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CHAPITRE 3

DISTANCE MOYENNE ET FORET INDUITE MAXIMUM

A I'aide du systéme Graffiti , Fajtlowicz a posé, respectieatrpendant les années 1986
et 1992, les conjectures suivantes (listées, parmi plisidans le documeritten on
the Wall[30]): u(G) < a(G) (WoW 2) etu(G) < as(G)/2 (WoW 747). Il est clair
gue la deuxiéme conjecture est plus forte que la premieieg gt prouvée par Chung
[22]. Une autre preuve de la premiére conjecture a été pégppar Dankelmann [24],
gui a aussi donné une description du grapheui maximise la distance moyenne pour

un ordre donné et une valeur déG) donneée.

Dans ce chapitre nous prouvons un résultat plus fort que Uaiélme conjecture,
c’estadire, que(G) estau plug’(G)/2, ou F(G) dénotd’ordre maximum d’une forét
induite de . Lidée générale de la preuve est la suivante. &oitn graphe arbitraire.
Ce graphe peut étre transformé de différentes facons denealéere que le paramétre
F(G) reste fixé mais que la distance moyenne ne diminue pas. Apoggesté toutes
les transformations possibles, on peut montrer que le greggultant est ldouble cerf-
volant au moins dans le cas di(G) est supérieur 8 (le cas ouF'(G) est au plus3
est facile a traiter). Un double cerf-volant, tel qu’il vaigtléfini au début de la section
suivante, est un type de graphe extréme qui figure dans lagd=uDankelmann. Nous

utilisons la méme notation que Dankelmann [24].

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans laoBe&tl nous com-
mencgons par donner des définitions et nous prouvons les Isnatitisés dans le reste
du chapitre. Dans la Section 3.2 nous énongons et prouvetsrianes concernant les

transformations utilisées dans le théoreme. Nous proupanda suite ce théoreme
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dans la Section 3.3 et finalement nous présentons des tésuitanexes et d’autres

conjectures dans la Section 3.4.

Dans les diverses étapes de la preuve, le systeme Auto&r@paporosset al. [18])

a été utilisé afin de trouver des contre-exemples ou poseragsctures.

3.1 Double cerf-volant et graphe forét-critique

Dans cette section, nous allons définir le double cerf-wodamsi que les graphes
forét-critiques et quasi-forét-critiques . Nous allonsder par la suite plusieurs lemmes

et propriétés de ces graphes et de la distance moyenne ddoshie cerf-volant.

Définition 3.1.1. Pour & > 4 etny,ny > 2, soitG,, »,r l€ graphe obtenu a partir
d’'un cheminP,_, d’ordre &k — 2 et de deux cliques disjoint€s, et G, d’ordresn; et
ney, respectivement, en identifiant une extrémité’le, avec un sommet; de G, (noté
la basede (G;) et l'autre extrémité deP,_, avec un sommet, de GG, (noté la base
dey). V(Gy, n,k) €St donc une union disjointe de trois ensemblgé:, ), V(G-) et
V(Pe—2)\{v1,v2}, €t (G, n, ) €st I'union disjointe des ensemble’G, ), E£(G,) et
E(Py_,). Dans le cas particulier otn; = |*=2*1| etn, = [2=5*] pourn > &,
Gy ok €St NOEG,, .. Pourny,ny > 2, G, n, 3 dénote le graphe obtenu a partir de
deux cliquesr; etG, d’ordresn; etny, respectivement, en identifiant un sommetge

avec un sommet d&,.

Soit G un graphe d’ordre. = 12. G, ,., ¢ €St le graphe obtenu a partir d’'un chemin

P,_5 d’ordre 4 et de deux cliques disjointes

Figure 3.1 .P,_, aveck =6



Figure 3.2 . Illlustration d’un double cerf-volant non éduié notéG ¢ .

A.u@

Figure 3.3 . lllustration d’un double cerf-volant non éduié notéGs 7 6.

Figure 3.4 . lllustration d’un double cerf-volant équimotéGs ¢.

30
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Remarquons que notre définition est différente de celle d&&sanann [3]; en effet
si k est pair, notre graph@,, . est le graphé&,, ., d’aprés la définition de Dankelmann.
Notons aussi que le graplig ,,, » est formé d’'une clique d’ordre, et d’'un chemin de
k — 1 sommets et qui ont exactement un sommet en commun. Ce grapdpget un
cerf-volant et sonextrémité est le sommet le plus éloigné de la clique; I'extrémité est
définie uniguement si, est supérieur . En général, pout > 4, undouble cerf-volant
est un graphe de la form&,, ,,, , et undouble cerf-volant équilibréest un graphe de
la formeG,, x; ainsi pourk > 4 un cerf-volantG, ,,, , st un cas particulier du double

cerf-volant. Nous introduisons maintenant une notion guasres utile dans la preuve.

Définition 3.1.2. SoitG un graphe connexe.

. Une arétery de G estforét-critiquesi F(G — zy) = F(G) + 1.
. G estforét-critiquesi chaque aréte dé&' est forét-critique.

. G estquasi-forét-critiquéqfc pour abréger) si chaque aréte deest soit un pont

soit forét-critique.

Lemme 3.1.3.SoitG un graphe connexe.

. SiG est forét-critique et est un sommet d@, alors F'(G — x) est égal aF'(G)
et il existe un sous-ensemiifede sommets d& — = tel que|U| = F(G) — 1 et

U U {z} induit une forét dans.

. SiG est quasi-forét-critique et est un sommet d& qui n’est pas I'extrémité d’'un
pont, alorsF (G — x) est égal aF'(G) et il existe un sous ensemble de somriets

deG — z tel que|U| = F(G) — 1 etU U {z} induit une forét de7.

Preuve. La preuve de la deuxiéme proposition est identique a cella geemiére; nous

allons seulement prouver la premiére. S@itn graphe forét-critiquery une aréte de



32

G etS un sous-ensemble maximum de sommets induisant une foét-dey. Comme
F(G — zy) est égal &' (G) + 1, S contientz ety. Alors S\z est un sous-ensemble
de sommets dé& — = qui a la cardinalité dé’'(G) et induit une forét d&7 — x. Ceci
prouve quel (G — x) est égal &'(G). D’ou le sous-ensemblg = S\{z,y} vérifie la

conclusion du théoreme. O

Lemme 3.1.4.SoitG un graphe quasi-forét-critique etun sommet dé' qui n’est pas

I'extrémité d’un pont. Alorgs — = est connexe.

Preuve. Supposons qué' — x n'est pas connexe. Alofg\{x} peut étre partitionné en
deux sous-ensembles non vidgset V5 tel qu’il n’existe pas d’aréte reliant un sommet
de V; & un sommet dé&,. Soit H; (resp. H,) le sous-graphe induit par;, (resp. V3)

et G, (resp. Gy) le sous-graphe induit par, U {z} (resp. V»> U {x}). Par le lemme
3.1.3, parmi les sous-ensembles induisant des forétsrd’ondximal, il existe un sous-

ensemble contenantet un autre ne contenant pasAlors nous avons
F(G) = F(G1)+ F(Gs) — 1,F(G) = F(Hy) + F(H,),

ce qui implique que soit' (G,) = F(H,) + 1 et F(Gy) = F(H,), sSOitF(Gy) = F(H,)
etF'(Gy) = F(H)+1. Sans perte de généralité nous supposongqur) = F'(H,)+
1 et F(G2) = F(H,) et soitzy une aréte dé’(G,). Il est clair queF' (G — zy) est au
plus F(H,) + F(Gy) = F(H,) + F(Hs) = F(G), ce qui contredit 'hypothese queé

est quasi-forét-critique commey est forét-critique. O

Il s’en suit par le lemme 3.1.4 que tout graphe forét-critigg2-connexe. Le résultat

suivant est bien connu (voir Plesnik [6]).
Lemme 3.1.5.0(P,) est donné par la formule

(n—1)n(n+1)
3 :
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Lemme 3.1.6.0(G,y, n,.x) €St donné par la formule

(n—3k+6)(n—k+3)+

(k—=3)(k—2)(k—1)
3

+2nn9(k—2)+(n—k+2)k(k—3).

Preuve. Soit G; et GG, définis selon la définition 3.1.1. D’apres le lemme 3.1.5 et

I'égalité n; + ny = n — k + 4, il est facile de vérifier les égalités suivantes.

U(Gnl,m,k)

= O'(Gl) + O'(Pkfz) + O'(GQ)

+2) {d(u,v) |u € V(G —v1),v € V(Gy — 1)}
+2 Z{d(u,v) |u e V(Gy —v1),v € V(Pyo—uv1)}
+2 Z{d(u,v) |u e V(Gy—vs),v €V (Pyg—uv2)}

ni(ny — 1) + 0(Pr_2) + na(ng — 1) +2(ny — 1)(ny — 1)(k — 1)

k—2 k—2
+2(ng — 1)) i+ 2ny— 1) i
=2 1=2

ni(ny +ng — 1) + 0(Pr—2) + na(na +mny — 1)
+2(ny — 1)(ng — 1)(k — 1) — 2nyng + (ny — 1)(k* — 3k)

+(ny — 1)(k* — 3k)
(k—3)(k—2)(k—1)
3
2k —=1)(n—k+3)+ (n—k+2)(k* - 3k)
—3)(k—2)(k—1)
3

(n—k+4)(n—k+3)+ + 2nyno(k — 2)

(n—3k’+6)(n—k:+3)+(k

+ 2n1n2(k — 2)
(n—k + 2)k(k — 3)
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Définition 3.1.7. Pour tout grapheG, 7(G) dénote la transmission maximum d’un

sommet dé’.

Lemme 3.1.8.SoitG un graphe connexe d’ordre tel queF’(G) = k. Alors

k

7(G) < 7(Gompsar) = (k— 1) (n - 5) .

Pour tousn, n, etn, tels que2 < n; < ny etny + no, = n — k + 4, nous avons

(Gas) = (0= 105 + (12 =) (5 =1) = 00~ D,

Preuve.Nous commencons par calculer la transmission maximum éajaphe,,, ., «,
ou2 < n; <nyetn; +ny =n—k-+ 4. La transmission maximum est la transmission

d’un sommet d&7; — v;. Alors nous avons

T(Grymog) = (n1—1)+ ZZ + (ng —1)(k—1)

= (n1—1)+(k_2)2<k_1)—1+(n2—1)(l<:—1)
_ (kJ—Q)Q(k:—l)_1+(n1—0—n2—2)§—|—(n2—n1)(g—l)
— —(k_23)k+(n—k+2)§+(n2—n1)<§—1>

= - Dh+m-m (5-1).

La derniére inégalité de I'énoncé est vraie gat> n;.

Soit G un graphe connexe d’ordre tel que F(G) = k. Soitx un sommet de~

de transmission maximum et s@it = z,z1,22,...,2,-1) l€ plus court chemin de
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longueur maximum. Il est clair que le sous-graphe induitlparsommets du chemin

est une forét, et dong est au plusc. Comme la distance entre et un sommet,
p—1
n’appartenant pas au chemin est au plus1, o¢(z) estau plusy i + (n —p)(p — 1)
i=1
k—1
qui est inférieur ou égal & i + (n — k)(k — 1). Ainsi nous obtenons
i=1

HG) <Y it (n—k)(k—1) = iz 4=k D)k —1) = 7(Gomrszn).

i=1

Rempla(;on§jf;1l i park(k — 1)/2, finalement nous obtenons

t(n—k)k—1)=(k—1) (n—g)

Lemme 3.1.9.Larelation (G, ) < u(Gni1) €St vraie pour tout: > 4.

Preuve.D’apres le lemme 3.1.6 nous savons que

0(Gnr) = 0(Prea)+(n—3k+6)(n—k+3)+ (n—k+2)k(k—3)

o {n—;{:—l—llJ ’771—/2{?4-4-‘ (k—9)

0(Pi—o)+ (n—3k+6)(n—k+3)+ (n—k+2)k(k—3)
(n—k+4)?
+ 2

IN

(k — 2).

De plus,G,.+1 . est le graphe obtenu en ajoutant le sommatla plus petite clique

dansG,, . Commeo (G, 11) est égal ar (G, 1) + 20¢, ., , (2), Nous obtenons

o(Gnian) = o(Gup)

+2(V—§+4_1J +(k—2)2(k—1)+[n—/2€+4_1" (k_1)>
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2 2
= 0(Gurp)+(n—k+4)k—2k+ (k—2)(k—1)

> 0(Gn) +2 ((”_—’”4 _ 1) gy =2k~ 1))

= 0(Gpr) +nk —k+2.

Il sS’ensuit que

(n — 1)U(Gn+1,k) - (n + 1>U(Gn,k)
(n+1)n(n —1)
—20(Gpi) + (n—1)(nk — k +2)

- (n+1)n(n —1)

M(GnJrl,k) - M(Gn,k) =

Il reste a prouver que le numérateur est strictement positif

—20(Gng) + (n—1)(nk — k +2)
> —20(Ph_s) —2(n — 3k +6)(n — k+3) —2(n — k + 2)k(k — 3)
—(n—k+4)2*Fk—-2)+ (n—1)(nk—k+2)
= —20(Pyo) +k* —6k* + 11k — 6 = —20(Py_2) + (k —3)(k — 2)(k — 1)

= O'(Pk_g) > 0.

g

Lemme 3.1.10.Pour tousk, n, ny etny tels quek > 4,2 < ny < ny etn; +ny =
n—k+4,0na

M(Gm,m,k) <

N |

Preuve. D’aprés le lemme 3.1.6 il est clair que(G,, »,x) €st maximum quand

|ns — ny| estau plud, c’est-a-dire quand est isomorphe &,, ;. Sin; = n, , alors

Gin < ———2 =
l’[’( 1, 27k)— n_l 2
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ou I'égalité est une conséquence du lemme 3.1.8, Si n;+1, alors d’apres le lemme

3.1.9 on obtient

Do |

Gy k) < (Grgina k) <
ce qui complete la preuve. O

Lemme 3.1.11.Soit G un graphe connexe ety un pont deG. SoitG, (resp. Gs) la
composante connexe dé — zy contenantz (resp. y), et soitn; I'ordre de G; pour

i=1,2. Alorsona

0(G) =0(Gy) + 0(Gs) + 2n106,(y) + 2n20¢, (z) + 2nins.

Preuve.
o(G) = DD duv)+ YD duw)+2) ) du,v)
ueG1 veGy u€G2 vEGs u€G1 veGy
= 0(G) +0(Ga)+2) Y (d(u,z) +d(z,y) + d(y,v))
u€G1 vEG?
= 0(Gy) +0(Gy)+2 (Z d(u,x)) (Z 1) + 2d(x,y) (Z 1> (Z 1)
ueGy vEG2 ueGy vEG2
2 <Z d(y,v)) (Z 1)
vEG2 ueGy
= O'(Gl) + O'(Gz) + 20'@1 (QZ)HQ + 2n1n2 + 20’@2 (y)m
]

Corollaire 3.1.12. SoitG, zy, G; etn; définis de la méme maniére que dans le lemme

3.1.11. Nous supposons gu'il existe un somrhde G, tel queog, (z') > o¢, (x). Soit
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G’ le graphe obtenu a partir d& en remplacanty par x’y. Alors nous avons

F(G) = F(Q) eto(G) > o(Q).

De plus, siG est gfc, alorgy’ est aussi gfc.

Preuve. La définition d’un graphe quasi-forét-critique impliqueequl’ est gfc siG est

gfc. De plus, nous avons

F(G') = F(G1) + F(G2) = F(G)

et

o(G) = o(Gy)+0(Gy) + 2n106,(y) + 2ns0a, () + 2n1ny

< U(Gl) + O'(GQ) + 2n10G2 (y) -+ 27120'@1 (SL’/> + 2ning = O'(G/).

3.2 Transformations

Les définitions et les résultats de la section précédentgesegt que dans certains
cas, un graph&; peut étre transformé de maniére a ce gueeste connexefF'(G)
ne change pas et(G) ne diminue pas. En l'occurrence, si on enlevedlene aréte
qui n’est ni forét-critique ni un pont, alor& reste connexe, la valeur dé(G) ne
change pas et(G) ne diminue pas. Cette transformation est la transformatori rdu
Théoréme 3.3.2. De méme le corollaire 3.1.12 propose une taanhsformation qui a ces
propriétés (appelée transformation no 3 dans le théoré®n2) 3Dans cette section nous

allons présenter trois autres transformations.
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Le lemme 3.2.2 montre que sous certaines conditions, onrpayilacer un sous-
graphe induit par un cerf-volant. Ce changement est appet@hsformation no 2
dans le théoreme 3.3.2. Le lemme 3.2.3 montre que sousrastadnditions, on peut
déplacer un sommet d’un sous-graphe induit a un autre. Catigformation est appelée
la transformation no. 4 dans le théoréme 3.3.2. Les lemn2e4 8t 3.2.5 montrent que
sous certaines conditions, on peut enlever un sommet dahgt> sans déconnecter
G et sans modifie’(G) ou faire diminuen(G). Cette opération est appelée la trans-
formation no. 5 dans le théoreme 3.3.2. Le lemme suivanttéisiulans la preuve du

lemme 3.2.2.

Lemme 3.2.1.Soitz, a, b trois sommets d’'un graphe connaxe Alors

(@) d(a,b) <2F(G) —d(z,a) — d(z,b) — 1, et

(b) si le sommet: est adjacent & un sommet avecd(x,a’) = d(z,a) + 1, alors
d(a,b) < 2F(G) —d(z,a) — d(z,b) — 2.

Preuve. Soit T I'arbre construit par une fouille en largeur a partir du sosbm Le
chemin partant de a un autre sommet d& est un plus court cheminF, dénote le
chemin entre: etb dans7'. Dans ce qui suit, un chemin et 'ensemble de ses sommets
vont étre notés par le méme symbole a8t un ancétre de F, est le plus court chemin
entrea etb etd(z,b) = d(x,a) + d(a,b), alorsF(G) est au moins égal &(x,b) + 1.

Nous obtenons

2F(G) —d(z,a) —d(z,b) —2 > 2(d(z,b) + 1) —d(z,a) — d(xz,b) — 2
= d(z,b) —d(z,a)
= d(a,b)

si a est un ancétre dé, ou par symétrie, sb est un ancétre de. La relation

2F(G) — d(x,a) — d(x,b) — 2 > d(a,b) est correcte si est égal &. A partir de
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maintenant, nous supposons qgue’est pas un ancétre deb n’est pas un ancétre de

et les sommets, a etb sont distincts.

Le cheminP, passe par I'ancétre commun le plus prochexds b, qu’on dénote
z. Dans le sous-graphe deg induit par P, nous considérons un plus court chemin
dea a b, dénotéP. Notons que siP est différent deF,, le cheminP contient une
seule aréte n'appartenant pag'asoit I'arétecc’; dans ce cas, on peut supposer que
¢ appartient au chemin de a a dans7’, et ¢ au chemin entre et b dans7. Sans
perte de généralité, nous supposons due c) n'est pas supérieur &z, ). Par la
construction de&l” et la définition dec et ¢, d(z, ¢') est égale al(x,c) oud(z,c) + 1,
et sid(z,d) = d(z,c) + 1 est vraie,c appartient au plus court chemin qui reliea b.
Si P estidentique &, (et doncz appartient &), ¢ dénote le méme sommet gueDans

tous les cas, soif’ le chemin der ac dansT'.

D’abord nous supposons queappartient aP, ou quez n'appartient pas & et

d(z,c) est égale @(x, c) + 1. Alors nous avons

d(a,b) < d(a,c)+d(c,b)

= d(z,a) +d(z,b) — 2d(z,c). (3.1)

D’autre part,P U P’ est une forét ayant(c,a) + d(c,b) + d(z,c) + 1 sommets et

nous avons

F(G) > d(c,a)+d(c,b) +d(z,c)+1
= (d(z,a) —d(z,c)) + (d(z,b) —d(x,c)) +d(z,c) + 1
= d(z,a) —d(z,c) + d(x,b) + 1. (3.2)
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Donc, par (3.1) et (3.2), nous obtenons

d(a,b) < d(z,a)+d(z,b) +2(F(G) —d(z,a) — d(x,b) — 1)
= 2F(G) —d(z,a) —d(x,b) — 2.

Les énonceés (a) et (b) sont donc prouvés si P oud(z,c) = d(x,c) + 1. Nous

supposons maintenant quet P etd(z, ') = d(x, c). Alors nous avons

d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) (3.3)
= (d(x,a) —d(x,c)) + (d(z,b) — d(z,d) + 1)
= d(z,a) +d(x,b) — 2d(z,c) + 1. (3.4)

CommeP U P' — {c’'} est une forét ayani(x, a) + d(c¢/, b) + 1 sommets, nous avons

F(G) > d(z,a)+d(d,b)+1 (3.5)
= d(z,a) + (d(x,b) —d(z,d)) + 1
= d(z,a) +d(z,b) — d(z,c) + 1. (3.6)

De (3.4) et (3.6), nous obtenons

d(a,b) < d(z,a)+d(z,b) +2(F(G) —d(z,a) —d(x,b) — 1) + 1
= 2F(G) —d(z,a) —d(xz,b) — 1.

Pour prouver (b), il suffit de prouver que (3.3) ou (3.5) es inegalité stricte s'’il existe

un sommet:’ adjacent a tel qued(x, a’) = d(z,a)+ 1. Alors nous supposons qu’un tel
sommet existe et que (3.3) est satisfaite a égalité. Cecigmphued(a,b) = |P| — 1.
Soit B la forét P U P’ — {¢'}, composée de deux chemins disjoints. D’abord observons

gue sia’ appartenait &, alors il ferait partie du chemin dé ab dansT, et alorsP ne
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serait pas un plus court chemind@b dansG. Donc|B U {d’}| est plus grand quie3|.

Nous affirmons qué3 U {«'} induit une forét. Sile sous-graphe induit parJ {a'}
contient un cycle, ce cycle est formé deet de tous les sommets du chemin entret
" (incluantc” et”), ouc” etd” sont deux sommets différents desur le chemin de’
ab. Sans perte de généralité, nous supposong’fj@st plus proche dequec”’. Alors
le chemin(a,a’, ") est plus petit que la portion de chemin Beentrea et ”, ce qui
contredit le fait quel(a, b) est égale &P| — 1. Alors B U {d’} induit une forét et (3.5)
est stricte. Ceci compléte la preuve de (b) dans le cas®w etd(x, ) = d(z,c) est

vraie. O

Dans le reste de cette section nous considérons un gragioatenant un ponty.
Dans chacun des lemmes suivaiitsetn; sont définis de la méme maniére que dans le

lemme 3.1.11.

Lemme 3.2.2.Soit G le graphe contenant un ponty. Nous supposons qug < n,
et G; n’est ni une clique ni un cerf-volant d’extrémité SoitG’ le graphe obtenu en
remplacantG, par le cerf-volantG’, = G, —rci)+2,F(c), |€ SOMmMey etant relie

a I'extrémitéz’ de G dansG’. Alors

F(G") = F(G) eto(G) < o(G").

De plus, siG est gfc, alors’ est aussi gfc.

Preuve. Notons queF'(G4) (et doncn,) sont au moins égaux&acar G; n'est pas une

cligue. Comme un cerf-volant est gfc, al@rsest gfc siGG est gfc. Nous avons aussi

F(G) = F(Gh1) + F(Gs) = F(GY) + F(Ga) = F(G).

Nous dénotons paf(u,v) la distance entre et v s'ils appartiennent au graple, et
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d'(u,v) s'ils appartiennent au grapli&. Nous remarquons qu&u,v) = d'(u, v) pour
chaque pairdu, v} de sommets danS,. Nous devons montrer queG’) — o(G) > 0.
Considérons un sous-ensemble= {y1, s, ..., y,, } den; sommets dan&,. Par le
lemme 3.1.8 nous avons;, (r) < o¢ (7). D’oU, pour chaque sommetde G5, nous

avons

oq(v) = 0g,(v) +nd(v,z) + og, (x)

< O’GQ(U) + nld’(v, l’) -+ Uc;/l(l’/) = UG/(U).

Alors il nous reste a prouver que

> (oa(v) —oa) + > o) = Y oalv) > 0.

veVy veG] veGh

Les sommets del; sont dénotész),z),... 2%, , de telle maniere que
/ / . . .
d(2', z}) = i—1, etles autres sommets @¢, ceux qui forment une clique avet. ) .
) ni

sont notésry, i,y - - - » Ty, . Soit le sous-ensemble de sommétde GG, vérifiant les pro-

priétés suivantes

. Sid(a,b) < 2F(Gy) — d(z,a) — d(z,b) — 2 pour toute paire de sommeiset b
dansG1, alors soitA un sous ensemble d&(G;) — 1 sommets dané’; tel que

d(z,a) < d(z,v) pour touta € A etv ¢ A (notez quer € A).

. s'il existe deux sommets ¢« et b dans G; tels que
d(a,b) = 2F(G;y) — d(x,a) — d(z,b) — 1, nous définisson® et P’ comme dans
la preuve du lemme 3.2.1 (b), dtcomme(P U P’) — {a,b}. Nous avons mon-
tré que|A| = F(Gy) — 1 etd(u,v) < 2F(G,) — d(z,u) — d(x,v) — 2 pour
toutu € A ettoutv € G (car chaque sommet dansA a un voisinu’ tel que
d(z,u) =d(x,u) +1).
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Dans les deux cas, notons les sommetside,, z, ..., zpG,)-1 de maniere a ce
quei < j lorsqued(z, z;) < d(x,z;). Nous remarquons qué;[A] est connexe (mais
pas nécessairement un arbrejetest le sommet. Les sommets d& (G;) \ A sont
TRy, --->Tn,- Linégalité que nous voulons prouver est stricte, maissdaneste de
la preuve nous considérons I'inégalité relaxée.

ni

0 < Z(Ucf(yi)—Uc(yi)+00'(ﬂf§)—00($i))

ni ni

= 2| 2 A= > dlo) |+ | D dav) = ) dli)
i=1 \veG) vEGL i=1 \veG] veGL
ni
+Z (Z d'(z},v) — Z d(xi,v)> .
i=1 \veGs vEG2
Considérons les trois termes tour a tour. Le premier termegisaiécrit de la maniéere
Suivante.
ni ni
DA D dwnv) =D dlyuv) | =D D dwv) = Y dlz,v) | =mlog(@)—0c, (x).
i=1 veG] veG1 =1 veG] veG1

Pour le deuxieme terme, nous utilisons le fait que le cheRyinle n sommets a la
distance moyenne maximale parmi tous les graphes connéxesed:.. Nous savons
par le Lemme 3.2.1 et le choix déqued(z;, z;) < 2F(G4) — d(z,z;) — d(z,x;) — 2
pour tout: tel quel < i < F(G,) et toutj tel queF (Gy) < j < ny et qued(z;, z;) <
2F(Gy) — d(z,z;) — d(z, ;) — 1 pour tousi et j tels queF (Gy) > i etj < n;. Ainsi

nous avons les relations suivantes.
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ni
Z Z d(x},v) Z d(z,v
1=1 veG] veGT
ny F(G1 ni
> ) — i x)) + Y (d (e a)) - d(ws, ;)
=1 J=F(G1)
(1)—1F(G1 F(G1)-1 m
<d’<xi>wz> dlwiz) + Y Y (d(aha) —d(w, ;)
==l =1 j=F(G)
ny  F(G1)-1 ny ni
+ (d(2f, 7)) — d(wi,z)) + Y > (d(a),2)) — d(x;, 7))
=F(G1)  J=1 i=F(G1) j=F(G1)

i=1  j=F(G1)
ny  F(G1)-1
+ Z Z F(G1) —j) — 2F(Gy) — d(z, ;) — d(z, x;) — 2))

1= F(Gl) ] 1

ni n1

+ >0 > (1= (2F(GY) —d(z,x;) — d(x,z;) — 1))
i=F(G1) j=F(G1)

F(Gl)fl Gl) 1 ni

Z (m — F(G1) +1)(2 - F(Gy) — 1) Z Z (2, 2;) +d(z,z;))
i=1 j= F(Gl)
F(G1)-1 ny G1)-1
B R N N s S e + o)
J=1 i=F(G1) J=1

+(ny — F(Gy) + 1)%(2 — 2F(Gy)) +Z Z d(z, z;) + d(z, z;))

i=F(G1) j=F(G1)
26 = F(Go) + 1) (PG - 12 - (G - LG = 1))

ny ni F(G1 lF(Gl) 1

+ZZ (x,2;) + d(z, z;)) Z Z d(z,z;) +d(z, z;))

=1 j5=1
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+(n — F(G1) +1)*(2 = 2F(G))
= (m— F(G1) + 1)(F(G1) = 1)(4 = 2F(Gy) — F(Gh))
—2(ny — F(G1) + D*(F(Gy) — 1) + 2ny0¢,(x) — 2(F(G,) — Dog,a(x)
(ng — F(G1) + 1)(F(Gy) — 1)(4 = 3F(G1) — 2ny + 2F(Gy) — 2)

F(G1)—2

+2n106, (x) = 2(F(Gy) —1) Y i

=1

v

+2ny0¢g, () — 2(F(Gy1) — 1) <(F(G1) - 1)2(F(G1) _ 2)>

= 2nj0¢,(7) + (F(Gy) — 1)(=2n] + n F(Gy) + F(G1)? — 3F(G1) + 2)
—(F(Gh) = )(F(Gy) — D(F(G1) —2)

= 2mo0g,(z) + (F(Gy) — 1)(—2n] + n1 F(GY))

= 2ny0q, () — 20 F(G1) + ni F(G1)* + 2nf — n F(Gh)

= 2mog,(v) — 2ni0¢ (7)

Le troisieme terme peut étre écrit de la maniére suivante.

Z (Z d(x),v) — Z d(z,v ) ZnQ (d'(z}, x})) — d(z;, x))

i=1 vEG2 vEG2

= no(F(Gy) —1) (m — F(;JQ) — n20¢, (2)

] I R

= mog, () —niog, (7).

Nous déduisons des valeurs des trois termesGé) — o (G) est positive. SG[A]

n‘est pas un chemin dé(G,) — 1 sommets, alors (Pr(q,)-1) > o(G4[A]) est vraie et
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I'inégalité suivant (*) est stricte. Sk, [A] est un tel chemin, alors il existe un sommet
v € Atelqued(z,v) < F(G1)—2 etv a au moins trois sommets voisins dans(sinon
(G, est un cerf-volant). Soit’ ¢ A un voisin dev. Alors d(v,v") = 1 etd(z,v") <

F(G,) — 2, et nous avons

2F(Gy) — d(z,v) — d(z,v") — 2
> 2F(Gy) — (F(Gy) —3) — (F(Gy) —2) —2=3>d(v,0)
Linégalité (*) est alors stricte, ce qui prouve que I'énémd¢G) < o(G’) estvrai. [

Lemme 3.2.3.Soit G un graphe gfc contenant un pony tel quey a au moins trois

voisins. Nous supposons qug, (v) est égal anax,cq, 0, (v). Alors

() v a un voisinz qui n’est pas I'extrémité d’un pont,

(b) Si G, est une clique d’ordre au moirsou le grapheGs ,,, —k+2, PoUr un entier
k > 3, et siG’ est défini comme le graphe obtenu a partir@en enlevant de

(G, et en ajoutant un nouveau sommet ngta la clique deG;, nous avons alors
F(G') = F(G)ando(G") — o(G) > 2k(ny — ny + k — 3),
ou k dénoteF'(Gy).
Preuve. Pour prouver (a), hous supposons que chaque voisin et I'extrémité du
pont. Soity, ..., y, les voisins dey dansG,. Si chaque arétgy; pouri € {1,2,...,r}

est un pont, alors soit; le nombre de sommets de la composante connexe-déyy; }

contenant;. Nous avons

06, (y) = 06, (i) + (nf — 1) = Y "0y < o, (yi) +nf —nly — 1
J#i
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pour toutes les paire, j}. Commeog, (y) = max,cq, 0a,(v), NOUS avons;; > n’; +1
pour toutes les paire§, j}, ce qui est impossible. Alors au moins deux voising/de
par exempley; ety,, sont tels quey; etyy, ne sont pas des ponts. Commepour
i = 1,2) est I'extrémité d’un pont, il a un voisig tel queG, — {y;z;} est non connexe.
Dénotons pa6+| (resp.G}) la composante connexe @& — {y; 21} (resp.Gs — {y222})
contenant; (resp. z;). Soitn} (resp.n;) 'ordre deG (resp. G,). Nous supposons
sans perte de généralité que< n). Considérons un sommetde GG tel qued(z;, w)

est maximum. Nous montrons que, (w) — og,(y) > 0, ce qui contredit I'égalité

0G, (y) = IMaXyeGy 0G, (U>

Il est clair qued(w, v) > d(y,,v) + 1 > d(y,v) pour toutv # y dansG, — G} — G5,

et qued(w, y) > 2. Nous avons

UG2<w> - UGz(y) = Z(d( + Z Y ))
+ Y (dw,v) - d(y,v))
vEG—G—GY
> > (d(w,v) —d(y,v) + Y (d(w,v) —d(y,v)) +2.

Commed(w,v) est au moinsl pour toutv # w dansG’, d(y,v) est au plus
d(w, z1) +2 pour chaque € G, etd(y,v) estau plusi(y,,v) = d(w,v) —d(w, z;) — 1

pour chaque dansGy,, nous avons

06 (w) = 0,(y) = Y (1—(d(w,z1) +2)) ~ 1

veG]

+Z v) +d(w,z) +1—d(y,v)) +2

veG),

= nj(—d(w,z) = 1)+ nh(d(w,z) +1) + 1

= (ny—n))(d(w,z)+1)+1
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Pour prouver (b), nous supposons dugest une clique d’ordre au moirsou le

grapheGs ,, —k+2, pour unk > 3. CommeG est gfc etz n'est pas I'extrémité d’'un

pont, nous avong' (G, — z) = F'(G,) par le lemme 3.1.3. D’'ou

F(G') = F(Gy + 2) + F(Gy — 2) = F(G1) + F(Gy) = F(G).

Pour tous les sommetsw # z/, nous avons

dgr (U7 ’LU) = dG’f{z’}O}a ’LU) = de{z} (U, w) > dG(Uv ’LU)

Nous obtenons les résultats suivants, qui sont valideg-gs®it une clique ou un cerf-

volant.

o(G') = a(G)

1 !/

5 ( Z dG’ (v,w) + 20'Gf/(Z ) — Z dg(v,w) — 20'(;(2))
v#£z! wH#z! vEZWFEZ

oq () —og(z)

k—1
(m—k+2)+ Y i+ (na— Dk +06,—(:3(y)
=2

_ (UGQ(Z) —I—Zi+ (ng —k+1)(k+ 1))

1=2

k(k—1
nl—k+2+%—1+n2k—k+002_{z}(y)
k(k+1
—0(;2(2)—%+1—n1k—n1+k2—1

(no —n1)k +k* =3k + 1+ 06,1 (y) — 06, (2)
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Par le choix dgy, nous avons¢,_.}(y) > o¢,(y) — 1 > 0¢,(2) — 1. D’'ou

0(G') —o(G)

= (ng—n1+k—3)/{.

g

Lemme 3.2.4.SoitG un graphe gfc des sommets dans lequel chaque pepta une
extrémitéx de degré 1 et l'autre extrémitgtelle quecs_.(y) = maxyeg—z 0g—o(v).

SiG n'est pas un chemin, alors

(a) G contient un seul ponty (vérifiant ces conditions), et

(b) il existe au moins un sommetdansG qui n'est pas I'extrémité d’'un pont et tel
a(G)

n "

queog(z) <

Preuve. Pour prouver (a), nous supposons gieontient deux pontsy etz’y’ avecr et

2’ de degré 1. Sy = 3/, alorsn > 3 (commeG n’est pas un chemin), et nous obtenons

oG-(y) = ocly) —1=o0¢(x) = (n—1) = (06-(2) +2) = (n—1)

= og-o(x) —n+3 < og_w(x),

ce qui contredit I'hypotheses ./ (y) = max,cq_o 0G_o (V).

Siy # 4/, alors nous supposons (sans perte de généraliteygue > oc(vy').
D’autre part la relationi(z, 2') < n — 2 est vraie (sinorz serait un chemin), et nous

obtenons

UG—z’(y,) = UG(?/) —1<og(y) <oaly) +(n—2)— d(x,x/)

= og(z) —d(x,2") = og_w(2).
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Ceci contredit I'hypothése._.(v') = max,cg_w 0G_u (V).

Pour prouver (b) nous supposons d@reontient un pont; sinon on peut choisitel
queog(z) = min,eq og(v). Alors soitzy I'unique pont dangs, avecz un sommet
de degré 1, et soit I'ensemble des sommetsde G tels queog(z) < @ Il reste a
prouver queS contient un sommet # z,y. Supposons le contraire. Alogsappar-
tient &S carog(x) = og(y) + n — 2 > og(y) et S n'est pas vide. |l s’ensuit que
oa(w) > o¢(y) + 1 pour toutw # y. Donc pour tout voisine # x dey, hous avons

oc(z) = og(y) + 1 car

oc(z) > o¢(y) + 1 =0c_2(y) +2 > 0g_2(2) + 2 = 0¢(2).

Soitz un voisin dey. Alors nous avons

o(G) = og(x)+oc(y) +oa(z) + Z og(w)

WAT,Y,2

> (oa(y) +n—2)+oa(y) + (oa(y) +1) + (n—3)(oa(y) +1)

= nog(y) +2n —4.

Comme on an > 4 (car sinon G serait un chemin), nous obtenons
%G) > oq(y) +2 -2 > og(y) + 1 = og(z), ce qui contredit 'hypothése que

n

n'appartient pas &. O

Lemme 3.2.5.SoitG un graphe gfc de sommets. Supposons gu'il existe un sommet
deG qui nappartient pas & un pont et tel que;(z) < 2. Alors F(G — z) est égal &
F(G) etu(G — z) est au moing(G).

Preuve. CommeG est gfc etz n’appartient pas a un pont, le lemme 3.1.3 entraine que
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F(G — z) est égal &'(G). De plus, les relations suivantes sont faciles a vérifier.

o(G—-2)  0(G)—20a(z)

G = 2) n—1m-2 (m—1)mn-2
o(G) — 270 (n—2)0(G)
> n — n
- (n—-1)(n-2) (m-1)(n-2)
_ n&(c_?)l) e

3.3 Lethéoréme

Nous allons maintenant prouver que les doubles cerfs-t®laont des graphes

extrémes quand’'(G) est au moins égalé

Définition 3.3.1. Soit deux entiers et k tels quen > k. Nous disons que le graphe
G est(n, k)-forét-extrémes'’il est d'ordren, F(G) est égal &k, et G a la plus grande

distance moyenne parmi tous les graplied’ordre n tels queF' (H) = k.
Théoréme 3.3.2.SoitG un graphe connexe desommets. Alors

n(G) < @

De plus, siF'(G) est au moins égal & G est(n, F'(G))-forét-extréme si et seulement si

G est un graphe de la form@,, ;.

Preuve. Nous appliquons les transformations suivantes au gra@phen ordre de
priorités décroissantes. En d’autres termes, si la tramsftion no: (pour tout:) peut

étre utilisée, elle sera appliquée avant la transformataf + 1). Le graphe transformé
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est noté&-’ et son ordrex’. Ainsi, au début de I'algorithme;’ est initialisé a& etn’ a
n, I'ordre deG. Lalgorithme s’arréte si aucune transformation ne perd éppliquée.
Notons que chaque fois que nous nous référons auspodé G’ dans cette preuveé;y,
et G, dénotent les composantes connexes du gréphery et I'ordre deGG; est au plus

I'ordre deG, (c’est-a-dire quer; < ny ). Voici les transformations.

1. SiG’ contient une arétequi n’est pas forét-critique et qui n’est pas un pont, alors

nous remplacon&’ parG’ — e.

2. SiG contient un pontry tel que3 < n; < ny et Gy n'est ni une clique ni le
grapheGs ,, —r(c1)+2,7(c,) @veCx comme extrémite, nous remplagafis dansG’
parGy p, —r(cy)+2,7(Gr) AVECT COMMe extrémite.,

G1 G2

Figure 3.5 . lllustration de la transformation no 2

3. S’il y a un pontzy tel queog,(y) # maxyeqg, 0g,(w) = og,(y'), nous rem-
plagcons l'arétery dansG’ par I'arétexy’.

Gl G2

O—&

Figure 3.6 . lllustration de la transformation no 3

4. Supposons qué’ n'est pas un double cerf-volant équilibré et contient untpgn

tel quedege (y) est au moins, ny — ny + F(G1) — 3 est positif etG; est une
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clique d’ordre au moin8 ou le graph€&y ,,, - r(c,)+2,#(c,)- Alors on supprime un
voisin dey dans le graph&’ qui n’est pas I'extrémité d’un pont et on I'ajoute a la
clique dedG;.

Figure 3.7 . lllustration de la transformation no 4

5. SiG’ estd’ordre au moin3 et contient un sommetqui n’est pas I'extrémité d’un

pont et tel querg (2) est au plus“(n—cf/), alors on enleve de GG’ et I'ordre devient
egalan’ — 1.

Si F(G) est égal al (c’'est a dire, le graphe origin&l est un sommet isolé), au-
cune transformation ne sera appliquée.F%(z) est égal &, GG est une clique, donc
un graphe forét-critique, et I'algorithme ci-dessus valigpier la transformation no 5
jusqu’a 'obtention du graph&’,, c’est-a-dire un chemin de longuelurSi F'(G) est au
plus2, la relationu(G) < @ est trivialement verifiée.

Si F(G) est égal &, la transformation no 1 est appliquée jusqu’a ce que |'atlgore
produise un graphe gf6’. A ce stade,G’ est un graphe forét-critique ou bien il
contient un pont. SG’ est forét-critique, la transformation no 5 sera appliquae p
I'algorithme. SiG’ contient un pont:y, alorsGG; est un sommet isoléf et G, est une
clique. Alors siG’ n'est pas un chemin de trois sommets, le lemme 3.2.4 imphjgee
I'algorithme va appliquer la transformation no 5 et produtk, le chemin de trois som-

mets. Remarquons que comme les transformations nos 1 et hireudnt pag:(G’) et
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gardentF'(G’) fixé, alors nous avons

W(G) < W) =p(Py) =5 < 5 =17

Ainsi, dans le reste de la preuve, nous supposonsit{i8 est au moins égal &
Nous allons prouver plus loin que I'algorithme s’arréteéenn nombre fini d’itérations,
en considérant le résultat aprés chaque transformations B@mmencgons par prouver
que le graphe final de [lalgorithme est un double cerf-volagquilibre.
Nous allons montrer qu’a moins qé#£ (qui est identique & au début de I'algorithme)
soit un double cerf-volant équilibré, au moins une transftion peut étre appliquée a
G'.

Supposons qué’ n’est pas un double cerf-volant équilibré et les transfaiona nos
1, 2 et 3 ne peuvent pas étre appliquées. Nous affirmons quatddrmation no 4 ou la
transformation no 5 peut étre appliquée. Observons qa# sst isomorphe au graphe
Gy .ma ky QUM < my—2, latransformation no 4 peut étre appliquée en utilisanole p
incident avec la clique d’ordrei;. Nous pouvons supposer g€ n’est pas un double

cerf-volant.GG” est un graphe gfc car la transformation no 1 ne peut étrecapsi

Il'y a deux cas a traiter. Si'(G1) est égal d pour chaque ponty, la transformation
no 4 ne peut étre appliquée mais le lemme 3.2.4 implique quariaformation no 5 peut
étre appliquée. D’autre part, Bi(G) > 2 est vrai pour au moins un pony, G doit étre
une clique ou un cerf-volant (sinon la transformation no @t@re appliquée). Notons
guen; est strictement inférieur a,; en effet, sin; etn, sont égaux, la transformation
no 2 peut étre appliquéedd (qui n’est pas un double cerf-volant) en considérant le pont

yx (y prend la place de). Donc on obtienti, — ny + F(G1) —3 > 0.

Si dege(y) est au moins égal 3, la transformation no 4 peut alors étre appliquée.

Si deger (y) est strictement inférieur & soity’ le sommet dans:, le plus proche dg
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parmi tous les sommets vérifiadtg. (y') > 3. Un tel sommet doit exister c&r, n’est
pas un chemin (sino@” est un double cerf-volant). Sait le prédécesseur dg sur le
chemin dey ay'. Considérons le pont'y’ au lieu dexy. Alorsn} < nl, (oun) etnl,
dénotent les ordres des composante&’de z'y’), sinon la transformation no 2 pourrait
étre appliquée en considérant le pgit’ (v’ jouaant le role de). La transformation no

4 peut donc étre appliquée.

Nous avons prouve que si l'algorithme s’arréte, alors leplyeaz’ obtenu est un
double cerf-volant équilibré. Nous allons maintenant memgue I'algorithme s’arréte
a la suite d’'un nombre fini de transformations. En effet, tapgformations nos 1, 2 et
3 font augmentey.(G’) strictement, et la transformation no 5 fait diminuer I'erdie
G' de 1. Considérons maintenant I'effet de la transformation no Zbbrd observons
gue lorsque cette transformation est appliqugegst strictement supérieura (sinon

la transformation no. 2 peut étre appliquée en inversambles der ety).

La transformation no 4 fait augmenter strictement la vatieip(G’) si ny est au
moins égal &; + 2 ou F(G;) est au moins égal@ Supposons que, est égal &, + 1
et F'(G,) est égal 2, et soitz le sommet déplacé de, a G, par la transformation no 4.
Soit G” le graphe résultant de cette transformation. Conifp@’est pas une clique et

G’ est gfc,F'(Gy — z) est au moins.

. Si G, — z n'est pas gfc, la transformation no 1 est appliquéé”a et n(G")

augmente strictement.

. SiG, — z est gfc mais n’est pas un cerf-volant agecomme extrémité, la trans-

formation no 2 est appliquée@’ et 1(G’) augmente strictement.

. SiG,—z estun cerf-volant ef est I'extémité, la transformation no 4 est appliquée
a G" en utilisantyz comme pont. La valeur de(G’) augmente strictement car

F (G5 — z) est au moins et la composant&” — yax contenant: a un sommet de
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plus que la composante contengnt

Nous observons que(G’) va augmenter strictement dans tous les cas. Ainsi
I'algorithme s’arréte, aprés un nombre fini d’itérationar @ la suite d’au plus deux
itérations consécutiveg,(G’) augmente strictement ou I'ordre d€ diminue stricte-

ment. De plus, si’ n’est pas identique &, alors soitn’ < n ouu(G') > u(G) .

Si F(G) est au moinsl, le graphe produit par I'algorithme est clairemént p )
et on au(G) < (G p). Linégalité étant stricte sk = n’ et G # G, r(e). De
plus, nous savons par le lemme 3.1.9 que nous audfs, r)) < 1(Gnrc) Si
n’ < n. Nous concluons que nous avagn&~) < u(GmF(G)) , l'inégalité est stricte si
G # G, ). Finalement, nous savons d’apres le Lemme 3.1.104(@0&7“(;)) est au

plus ) ce qui compléte la preuve. O

Les seuls graphes:, k)-forét-extrémes tels que < 3 sont des cliques de sommets.

Nous caractérisons ci-dessous les graghes)-forét-extrémes.

Théoréme 3.3.3.Un graphe connex& den sommets vérifiant'(G) = 3 est un graphe

(n, 3)-forét-extréme si et seulementiest I'union de deux étoiles.

Preuve. Si G est connexe ef (G) < 3, alorsG est P,-libre (c’est-a-dire qu'il ne
contient pas un sous-graphe induit isomorptig)ane contient pas de cycle et n’est pas

connexe. En effet,

. G estP,-libre (sinonG contient unP;, ce qui implique que”(G) > 3);

. G ne contient pag’s;, sinon I'union deC; avec un sommet dé ( qui existe car

est connexe) induit une forét de 4 sommets dans

. G ne contient pag’,, sinonC, induit une forét de quatre sommets dans
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. G'ma pas de cycle supérieuriacar il estP;-libre.

D’oll G est une forétP;-libre, c’est-a-dire une forét dans laquelle chaque compias

est une étoile. Alor§/ ne peut étre connexe (sin6hne serait pas connexe).

Réciproguement, €' estP;-libre, ne contient aucun cycle et n’est pas connexe, alors
G est connexe ef'(G) < 3. En effet,GG est connexe car le complémentaire d’une forét
non connexe est connexe,/etG) est au plus (car sinonG contiendrait unk’, un P,

ou un2K,, ce qui implique qué& contient un triangle, u®, ou un carré).

Nous concluons qué’ est connexe el (G) = 3 si et seulement g7 est 'union de
¢ > 2 étoiles, dont au moins une contient deux sommets. Comitig¢ = n(n — 1) +
2(n—¢) dans de tels graphes, la distance moyenne est maximalessiet®ent si = 2.
O

Exemple: Nous présentons dans la suite un exemple d’un graphe codeekeuze
sommets auquel nous appliquons les transformations defimécédemment. Notons
gu’'apres chacune des transformations la distance moyargmeate et la taille de la

forét maximum demeure égalesa



n(G"H=2.13

Transformation no 1

n(G"=2.15

Transformation no 5

1(G*)=2.50

Transformation no 2

1(G")=2.87

8327

* € € <«

Transformation no 3

1(G")=2.96

* Transformation no 4

n(G")=3.23

* Transformation no 1

1(G")=3.38

Figure 3.8 . Un exemple illustrant les cing transformations
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3.4 Reésultats connexes

Définition 3.4.1. Soitn et k deux entiers tels que > k. Le grapheG est(n,k)-
as-extrémes’il contientn sommetsq,(G) est égale &, et il a une distance moyenne
maximale parmi tous les graphes d’ordiecontenant un sous-graphe biparti maximum
d’ordre k.

Corollaire 3.4.2. SoitG un graphe connexen, k)-as-extréme. Sk est égal al ou 2,
alors G est une clique d’ordre.. Sik est égal &3, alors G est une clique d’ordre, — 1

plus une aréte pendante. Sest au moing, alors G est le graphes,, ., )-

Preuve. Soit A,,(n, k) 'ensemble des graph&s den sommets tels que.(G) = k,
et soit Br(n, k) 'ensemble des graph&s den sommets tels qué'(G) < k. Comme
F(G) < ay(G) pour tout graphe=, nous avonsi,,(n, k) C Br(n,k). Dans la sec-
tion précédente nous avons prouvé que les graphes apparéeBa(n, k) de distance
moyenne maximale sont de la formig, ;. si k& > 3, le complémentaire de I'union de

deux étoiles sk = 3, et une clique sk < 3.

. CommeG,, ;. € Aa,(n, k) nous concluons qué,, ;. est 'unique graphén, k)-as-

extréme pouk > 3.

. Pourk = 3, soitG(a,b) le complémentaire de deux étoiles, I'une ayarsom-
mets et l'autre ayant sommets. Si et b sont strictements supérieurs a 1, alors
G contient un carré, donas(G(a,b)) > 4. CommeG(1,b) € A,,(n,3) nous

concluons qué& (1, n — 1) est 'unique graphén, 3)-ay-extréme .

. Comme la clique d’ordre appartient &, (n, k) pourk < 3, nous concluons que

la clique est I'unique graph:, 3)-as-extréme pouk < 3.
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Les trois grapheg6, 3)-forét-extrémes sont représentés sur la premiére ligna de |
Figure 3.1, et leurs complémentaires sont sur la deuxiegne liLe premier graphe est

I'unique graph€6, 3)-ay-extréme.

& & &
4D

Figure 3.9 . Les trois graphes (6,3)-forét-extrémes esleamplémentaires

Nous pouvons essayer de généraliser ce résultat. Par exesojtl'(G) la taille du
plus grand arbre induit dans. CommeT'(G) < F(G) pour tout graphe~, on peut
essayer de prouver quéG) < T(G pour tout graphé&;. Ceci n'est cependant pas vrai.

En effet, comme le montre le graphe de la Figure 3.2, noussgvd) = % > 2 =

((E)
5

De la méme fagon, nous pourrions étre amenés a penset(ghe < a’“,(f) pour

k > 2. Cependant, le plus petit contre-exemple est la cligue d& demmets, ou

u(G) =1> 2 == pour toutk > 2.

Figure 3.10 . Un graphe tel qU&G) = 4 etu(G) > 2

Soit LF(G) le nombre maximum de sommets dans une forét linéaire induést-a-
dire, un sous-graphe induit d& qui est une union de chemins. Observons que
LF(G) < F(G) pour chaque graph@. Nous proposons une nouvelle conjecture, qui,

si elle est vraie, sera plus forte que le Théoreme 3.3.2.
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Conjecture 3.4.3. SoitG un graphe connexe desommets. Alors

Pour illustrer la différence entre les résultats connus @tduvelle conjecture, con-

sidérons le graphe de la Figure 3. Nous avons

Oég(G)

<6=0a(G)

: : o a2(G) F(G) ap LF(G)
Figure 3.11 . lllustration des différences enirér), ~5=, =~ et ==
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CHAPITRE 4

BORNES SUR DES DIFFERENCES ENTRE DES INVARIANTS

Dans ce chapitre nous allons effectuer des comparaisonénssques entre les
invariants suivants: la distance moyenne, le stable maximile bistable, la

forét induite, I'arbre induit et la forét linéaire induiteaoxdmum.

En premier lieu, on va déterminer des bornes supérieurdssdifférences entre ces

invariants. Les relations que nous allons présenter onrtad suivante:

INVA(G) — INV4(G) < f(n)

On note pad NV;(G) un invariant du graphé& parmi ceux cités ci-dessug(n) est
une fonction de I'ordrex du graphe et c’est la meilleure borne supérieure possiates d
le sens ou elle est atteinte pour toutes les valeurs dauf pour des petites valeurs. Tous

les résultats prouvés dans ce chapitre sont valables paugraphe connex€'.

Nous présentons également des exemples divers de graphes
extrémes générés par le systeme AutoGraphiX et nous alkssyer de trouver des
classes de graphes vérifiant des égalités entre les cédi@bnaés sous-graphes induits

maximaux.

Etant donné que nous savons que pour tout graphe coriekerdre n on a les

résultats suivants:
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et

nous allons proposer, dans la deuxieme partie, des borpésisures a ces relations,

ainsi qu’une borne supérieure pour la différeﬂr@éci) — u(@G).

Pour réaliser ce travail nous avons utilisé le systeme AtgpliX. L'idée est de con-
sidérer le probléme de trouver la borne recherchée comme nabléme
d’optimisation. Dans notre cas c’est un probléme de mastina. Théoriguement,

le probléme se formule comme suit:

max (INVl(G) _ JNV2(G)),

ou g, désigne la famille des graphes connexes d’ordre

La premiere étape d’AutoGraphiX consiste a résoudre heguement le probleme
ci-dessus pour différentes valeurs de La méthode d’optimisation (la recherche de
graphes extrémaux) d’AutoGraphiX est basée sumé&taheuristique de recherche a

voisinages variableB16].

Les graphes obtenus lors de la résolution du probléeme demisiaiion ou de max-
imisation ne sont pas nécessairement optimaux, car lersgstiéilise une heuristique.

Cependant, les graphes optimaux sont tres souvent obtenus go12.

La famille de graphes extrémaux obtenue est exploitée, damsleuxieme étape, de

trois manieres pour obtenir des conjectures [19]:

(&) une meéthode numérique, basée sur les mathématiques adalySe en

composantes principales, qui fournit une base de relatiffimes entre invariants;
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(b) une méthode géométrique qui consiste a déterminer raetere convexe de
'ensemble des graphes extrémaux obtenus considérés calmsnpoints dans

I'espace des invariants;

(c) une méthode algébrique, qui consiste a reconnaitre l@$d famille(s) de graphes
extrémaux obtenus et a substituer les expressions desmsgapparaissant dans

I'objectif en fonction den, puis a simplifier.

A lissue de ces étapes, une conjecture est formulée, pyisesae est faite.
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PREMIERE PARTIE

4.1 Borne pour Max(as(G) — F(G))

Dans cette section nous allons essayer de trouver la borpérisure sur
la différence entre les ordres du bistable maximum et deré& fioduite maximum. Nous

utilisons AGX pour réaliser ce travalil.
AutoGraphiX: Génération de conjectures

La premiére étape dans la génération de conjectures eged@dtre probléme. Voici
la syntaxe du problémigax (a2 (G) — F(G)).

AGX Control Center - file:;/home/kilaniri/classautomatique/pro

Eile Action Help
PO POEE R T [ RReH SR

Begin

define var DIAMETER*ORDER

Parameters: n

InitialGraph: Graph n

Maximize: INDEIPART-INDFOREST

ORDER ==n;1000,1000

DIAMETER <=0RDER; 10000000, 100000000
End

Figure 4.1 . Enoncé du probléme
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4.1.1 Editer un probléme

Un fichier probléme est un fichier ".def", édité une premiere &i utilisant un édi-
teur de texte de base commNeditet Emacs Les instructions du probleme sont com-
prises entre les deux mots-cBsginet End; chacun d’eux occupe une ligne. Les deux
champs, avanBeginet aprésEnd sont réservés aux commentaires de l'usager. Les
composantes du champs des instructions sont:

e Define une partie optionnelle qui offre a 'usager la possibiti définir un nouvel
invariant en combinant ceux déja programmés dans AGX etau définis (a I'aide de
Defineméme).

e Parameters Les symboles des paramétres du probléme, dans I'exengsel@rdre
n.

e InitialGraph: Tout processus de recherche locale nécessite une sotlgiaepart,
pour AutoGraphiX, il s’agit d’'un graphe initialnitialGraph est suivi d’'un mot-clé cor-
respondant au graphe initial choisi (on peut avoir la listepléte via la documentation).
Dans notre probleme le graphe initial choisi est un grapleécgnque d’ordre.

e Minimizeou Maximize:est suivi de la fonction objectif. Dans I'exemple I'objdatst
de maximiserw(G) — F(G).

e Constraint(optionnelle) suivi d’'une liste de contraintes, chacuntesminant avec ”;”
puis une pénalité constante et une autre linéaire. Danerliple, une premiére con-
trainte impose a I'ordre de prendre la valeur du paramegeune deuxieme contraint

le diamétre a étre fini: une fagcon d’assurer la connectivitgraphe.

L'étape suivante consiste a lancer le processus d’optimisaPour I'utilisateur, il
s’agit de choisir la cardinalité des graphes a générer ginsile nombre de graphes.
Comme nous l'avons dit précédemment, AutoGraphiX réussgilie souvent & générer
des graphes optimaux pour< 12. Une fois cette étape terminée, le systeme affiche la

liste des graphes associés au probleme.
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= XAGX Parametric =A%

Eile Help

Rotation A : T A
Rotation B ; [0
Rotation G : T
Scalex; [N
scaley s =N |
Scale Z: T a

|Graph : maxb-f_9, n=8.0, Z=3.00000

Characterization of the graphs |

Figure 4.2 . Liste des graphes associés au probleme(a,(G) — F(G))

AutoGraphiX affiche les résultats de la recherche des gegkteémes sous forme de
points (représentants les graphes) dans un espace a deoisalirhensions. Dans notre

cas une dimension représente la fonction objectivet une autre représente |'ordie

Au cours de la derniere étape, I'usager va choisir des iantgide la liste ou bien de
nouveaux invariants définis au début du probleme et le systarassayer de trouver une
relation qui satisfait tous les graphes extémes comme remk expliqué précédem-

ment. Nous sélectionnons les invariants F' et ng . AutoGraphiX réussit a générer la
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conjecture suivante pour les graphes extrémaux:

F(G)=—- LSJ +ap(G) +1

n Terminal *

[2010-03-04T13:54:34] Running AGX with parameters: -c MAXb-f I
HALFORDERFLOOR INDFOREST INDBIPART

unknown value for parameter n using 10.0
Initial graph unused (hot in optimization mode).
Processing HALFORDERFLOOR

Processing INDFOREST

Processing INDBIPART =
INDFOREST = -HALFORDERFLOOR + INDEIPART + 1

Ok Cancel Save log(s)... Heaipn S

Running jobs: 0, finished jobs: 1, remaining jobs; 0 Y
o

Figure 4.3 . Affichage de la relation trouvée

Figure 4.4 . Graphes obtenus par AGX en maximisaf:) — F'(G) pour6 <n <9
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Nous allons prouver dans la suite ce résultat.

Proposition 4.1.1. SoitG un graphe connexe d’ordre. Alors on a

Preuve. G est un graphe connexe d’ordie Soit B un bistable maximum dé' de taille

as(G), tel queB = A; U As.
Nous supposons qud;| > | A,|.

Pour toutv € A,, il est clair queA; U {v} est une forét. Donc

Il s’ensuit que

as(G) — F(G) < as(G) — [QQ;GW 1= VZ(G)J 1< H —1

La derniére inégalité provient du fait que

4.2 Graphes verfianta,(G) — F(G) = [5] — 1

Dans ce paragraphe nous allons essayer de donner une tiescdps graphes

extrémes vérifiant,(G) — F(G) = [5] — 1. Malheureusement, nous n'avons pas
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réussi a caracteriser ces graphes mais nous allons prédesteonditions nécessaires

gu’un tel graphe doit vérifier.

Le corollaire suivant est une consésquence de la preuvepiepasition 4.1.1.

Corollaire 4.2.1. Si ay(G) — F(G) = [2] — 1, alors |29 = |2
etF(G) = [249] + 1.

Pour les Graphes vérfiant(G) — F'(G) = [ 5] — 1, nous allons considérer les cas

suivants.

ler cas:Sin est pair, alorsy,(G) = n donc le graphé&- est un graphe biparti.

D’aprés le corollaire, on &(G) = (”f)} + 1 alorsG est un graphe biparti équilibré

vérifiant les conditions suivantes:
o G = (V1,Vy, E) tel que|Vi| = Vo] = 3.
e Pour tousr,y € Vi, on aNy,(x) N Ny, (y) > 2.

ou Ny, (z) est 'ensemble des sommets Ugequi sont adjacents a. En effet s'l

exister,y € Vi, tels queNy, () N Ny, (y) < 2, alorsF(G) > § + 2, contradiction.

e Par symétrie, on a aus8iy, (z) N Ny, (y) > 2, pour touse,y € Vs, ou Ny, (z) est
I'ensemble des sommets 8% qui sont adjacents & Les conditions décrites ci-dessus
sont des conditions nécessaires pour que le graphérfieay(G) — F(G) = [5] — 1,
en revanche elles ne sont pas des conditions suffisantesgura #.5 est un exemple
dans lequel I'ordre de la forét induite maximum (les somniddasics) est égal & et

I'ordre du bistable maximum est égal@, donca,(G) — F(G) # | 5] — 1.

2 eéme cas:Sin est impair, on distingue les deux sous-cas suivants:
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Figure 4.5 .a,(G) = 10, F(G) = 8

a/ag(G) =n.

Dans ce cas(z est un graphe biparti. D’aprés le corollaire, nous avbii&) =

”T“ + 1. Donc le graphé&; est equilibré et il vérifie les conditions suivantes:
o G = (1A, Vi, E) tel que|Vi| = Vo] + 1.
e Pour touse,y, z € V4, on al, U {x,y, z} contient un cycle.
e Pour touse,y € V5, on alNy, (x) N Ny, (y) > 2.
Rappelons qué/y, (x) dénote I'ensemble des sommetsidequi sont adjacents &

Tel qu'indiqué précédemment, ces conditions sont néaessaour que le graph@
vérfiea, (G) — F(G) = | 5] —1; cependant elles ne sont pas suffisantes. La figure 4.6 est
un exemple ou I'ordre de la forét induite maximum (repréSemtar les sommets blancs)

est égal & et l'ordre du bistable maximum est égal B donca,(G) - F(G) # | 5] —1.
b/ Oég(G) =n-—1:

Sias(G) = n — 1, il existe un sommet € V tel queG — v soit un graphe biparti.
D’autre part, d’apres le corollaire, nous avangs) = 251 + 1, et donc le sous-graphe

induit parG — v est équilibré. Posond = G —v. Alors nous obtenonf = (13, V5, E)
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Figure 4.6 .ax(G) = 11, F(G) =9

tel que|Vi| = [Vo| = 3+

Commen — 1 est pair, il S’ensuit que des conditions similaires a celigites au ler cas
s’appliquent a ce graphe. Voici un exemple ou ces trois ¢mmdi sont vérifiees mais
as(G) — F(G) =2 # M 1=4.

Figure 4.7 .ay(G) = 10, F(G) = 8

Par la suite, nous allons donner les bornes supérieures esurdifférences
as(G) — LF(G) et F(G) — LF(G).
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4.3 Borne pourMax (as(G) — LF(G))

Proposition 4.3.1. SoitG un graphe connexe d’ordre. Alors on a

as(G) — LF(G) < {gJ

Preuve. G est un graphe connexe d’ordie Soit B un bistable maximum dé' de taille
as(G), tel queB = A; U Ay. On suppose quid;| > |As|. Il est clair queA; est une

forét linéaire induite du graph@. On a donc

2
Alors
02(G) ~ LF(@) < 0x(G) - [“2D)]
Comme
OéQ(G) S n,
on obtient
0s(@) - LF(G) < | 7]

4.4 Borne pourMax (F(G) — LF(Q))

Proposition 4.4.1. SoitG un graphe connexe d’ordre. Alors on a

maxF(G) — LF(G)) < EJ

Preuve. Soit H une forét induite maximum dé&'. On peut supposer qué contient
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au moins4 sommets car sinoil est également une forét linéaire et on a déti&) =
LF(G). Nous allons déterminer un sous-graphe indliitle H qui est une forét linéaire.
Nous procédons comme suit. Spitine feuille deff et soitf’ une feuille deH a distance
maximale def. Notonsp le pére def’. Observons qug est de degré au moirzscar H
contient au moing sommets et tous les voisins geont des feuilles sauf éventuellement

le sommet le plus proche gesur la chaine reliant a f.
e Sip est de degré, nous insérong’ dansH' et 6tonsf’ de H.

e Sip est de degr8, nous insérong et les deux feuilles adjacente9 &différentes

de f) dansH’ et 6tonsp et ses3 voisins deH .

e Si p est de degré au moinis nous insérons toutes les feuilles adjacentpqdif-

férentes dg) dansH’ et 6tons ces feuilles ainsi quede H.

Ce processus est repété jusqu’a ce Husoit vide. La forét linéaird{’ ainsi constru-

ite vérifie|[H'| > 2|H|. OnadonciF(G) = 2|H| < |H'| < LF(G), ce qui signifie

que

F(G) — LF(G) < F(G) — EF(G}] < H



76

Figure 4.8 . Graphe d’ordr&7 obtenu par AGX en maximisatt(G) — LF(G). On a
F(G) =17, LF(G) = 13 et F(G) — LF(G) = HJ —4

4.5 Borne pourMax (F(G) — T(G))

Nous avons essaye de trouver la borne supérieure sur leethitfé’’ (G) — 7'(G). Le

systeme AutoGraphiX a géneéré les graphes extrémesspeur < 8. (Voir figure 4.9)

Nous posons la conjecture suivante.

Conjecture 4.5.1. SoitGG un graphe connexe d’ordre. Alors on a

F(G) = T(G) <n—2[Vn].

Malheureusement nous n’avons pas réussi a prouver ceatsult
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Figure 4.9 . Graphes obtenus par AGX en maximidaftt) — 7'(G)

4.6 Graphes vérifiantas(G) = F(G) = LF(G)

Nous avons essayé de trouver des classes de graphes vétiégatité
ay(G) = F(G) = LF(G). En utilisant le systeme AGX nous avons obtenus les familles
de graphes suivantes: les graphes complets, les grapmegsf@ar un chemin et une
clique tel que chaque sommet de la clique est relié a tousolesnets du chemin, les
cycles impairs, et les graphes formés par un stable et uniohehgue chaque sommet

du stable est relié a tous les sommets du chemin.

Proposition 4.6.1. SoitG un graphe connexe. 8(G) = 3, alors

as(G) = F(G) = LF(G).
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Preuve.Sia,(G) = 3, alors le sous-graphe induit par les sommets du bistablémuzx

deG n’est pas un cycle et nous concluons que

CommeF(G) = 3, alors le sous-graphe induit par la forét maximum ne cohpas un

sommet de degré supérieur a 2; donc cette forét est uneifokéire.

D’ou le résultatn, (G) = F(G) = LF(G).
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DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie nous allons borner supérieurement I&%dites(@ — M(G)),

(@ - u(G)) et (%(G) - u(G)) et nous allons présenter des familles de graphes

extrémes pour lesquelles la borne est atteinte.

4.7 Borne pour Max (“250) — u(G))

D’aprés le systeme AutoGraphiX les graphes qui maximisentdifférence

(@ — u(@)) sont les graphes bipartis complets équilibrés. Dans la saitis allons

prouver ce résultat.

AEKRE

Figure 4.10 . Graphes obtenus par AGX en maximisait:) — u(G)

Lemme 4.7.1.SoitG un graphe connexe d’ordre, tel queay(G) = k. Alors on a

wW(G) > p(H)

ou H est le graphe d’ordrex formé par un biparti complet équilibré d’ordre et une
cligue d’ordren — k, tel que chaque sommet de la clique est relié a tous les s@tinet

biparti.
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Preuve. Soit A; et A, les deux stables d’un biparti maximum @etel queas(G) =

k =]A; U As|. Nous supposons qué; | > |As.

Soit G’ le graphe obtenu a partir de& en ajoutant les arétes entre toutes les paires
{z,y} telles que{z,y} € A;, (i = 1,2). Il est clair queu(G) > u(G").

Si|Ay] +1 > |A;| > | Ay, alorsG’ est isomorphe & et on a bien

w(G) > p(H).

Nous supposons maintenant dug| > |A,| + 1. Soits un sommet ded;. On a

Z d(u,v) = Z d(u,v) + o (s)
u,veG’ u,WEG ;uv#£s
On note querq(s) est égale dA,| + 2(]A1] — 1) + (n — k). SoitG” le graphe obtenu

en déplacant le sommeide A; a A,. La transmission du sommetevient :
ogr(s) = (A1 = 1) + 2[4z + (n — k).

Nous remarquons que la différeneg; (s) — og~(s) est plus grande qué car

|A;| — |As] — 1 > 0. Nous répétons successivement cette opération jusqu’a
I'obtention d’un biparti complet équilibré (c’est-a-ditel que|A,| + 1 > |A,|). Etant
donné que le graphe obtenu est isomorpheet que la transmission du sommet déplacé

va toujours diminuer, nous avons

w(G) > u(G") = p(H)
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Théoréme 4.7.2.SoitG un graphe connexe d’ordre. Alors on a

n 3n—4 H H
a2(G) 2 T 3m-1D) Sl n est pair
5 —HG) < Y
2 2%2:‘1*) — 2n(71h1) si n est impair.

La borne est atteinte par un biparti complet équilibré.

Preuve. Soit B le graphe biparti complet équilibré d’ordre Il est facile de vérifier les

relations suivantes:

3n—4 i H
2ol sin est pair

u(B) =

21y T ooy Sin estimpair.

SoitG un graphe connexe d’ordre Sias(G) = n, on sait par le lemme 4.7.1 que

p(@G) = p(B),

etonadonc
(IQ(G)
2

n
— (@) < 5 — u(B),
ce qui prouve le théoreme dans ce cas.
Si as(G) = k < n, considérons le graph& qui est un biparti complet équilibré

d’ordref relié a une clique d’ordre — k tel que chaque sommet de la clique est relié a

tous les sommets du biparti complet. Nous avons
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Il nous suffit donc de montrer que

ay(H)
2

—pu(H) < g — pu(B).

Comme par hypothése nous avons

il suffit de prouver que

Si k estimpair on a

ML 4 (n — k) (n — k — 1) + 2k(n — k)
n(n —1)

u(H) =

k2 1
n(n —1)

Si k est pair on a

WAk 4 (i — ) (n —k — 1) + 2k(n — k)

H) = 2
B n? + % —n—=k
n(n —1)
On a donc
(B) < sn 4 + our toutn
MBS om0 T o= P
et

2
n2+%—n—k

n(n —1)

pour toutn.
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On déduit que
1 1 3n2—dn+1 n?+5 —n—k
= — (W(B) — w(H >——( — 2 )
3~ WB) —uli)) 2 5 = 0 n(n—1)
n(n—1 3n2 k2
_ (2) _(7—2n—n2—3+n+k+%>
n(n —1) n(n—1)
n? n n? k2 1
_ G- tnty k-3
n(n —1)
n k2 1
_2teTRTs o
nn—1) — 7

ce qui prouve le résultat.
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4.8 Borne pour Max (@ — ,u(G))

D’apres le systéme AGX, les graphes qui maximisent la (ﬁﬁée@ — u(G) sont

les étoiles. Nous allons prouver ce résultat.

Définition 4.8.1. Le graphesS,, ;, est le graphe composé d’une étoile lsommets et
d’'une clique dgn — k) sommets, tel que chaque sommet de la clique est relié a chaque

sommet de I'étoileRemarque: Il est facile de vérifier que(S,,,) = 2 — 2.

Définition 4.8.2. Soit7, , I'ensemble des graphes composés d’un arbré demmets et
d’une clique dgn — k) sommets, tels que chaque sommet de la clique est relié aehaqu

sommet de I'arbre.

Lemme 4.8.3.

ol)=nn—-1)+k—-1)(k—2),VT € Tk, k <n.

Preuve.T € 7, est composeé d'un arbré dek sommets et d’'une cliqu@ de (n — k)
sommets, tels que chaque sommet de la clique est relié a elsmgumet de I'arbre.

Donc deux sommets dé sont a distance une ou deux unités. Nous avons alors

o(Tor) = o(A)+0(@+ > d(uv)
= 2(k—1)+2(k— )(k—2)+(n—k)(n—k—1)+2k(n—k)
= (k=1)(

= (k—1)(k—-2)+ 2k —2+k -2k —k+2)+ (n*+nk —n—nk —k*+k)
(

= (k=1
= n(n—-1)+(k—-1)(k-2).

k—2)+2%k—2+ (k- 1)(k—2)+ (n—k)n+k—1)

k—2)+n*>—n
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Notonst, , = n(n — 1) + (k — 1)(k — 2).

Lemme 4.8.4.SoitG un graphe connexe desommets et arétes, tel que”(G) = n .
SiG # S, ,, alorson a
o(G) > a(Snn).

Preuve. CommeG est un arbre d’ordre tel que F(G) = n, G appartient &, ,,. Soit
m’ le nombre d’arétes du graplsg ,,; il est clair quem = m'.

Soit S;(G) = {(z,y)|z,y € V,dg(z,y) > i}. Nous avonss;(S,,,,) = () pouri > 3,

donc

SiG # S, ,, alors|S3(G)| > 0 eto(G) > a(Syn)-

Lemme 4.8.5.SoitGG un graphe connexe desommets et arétes, tel que’'(G) = k
etk < n. Alors
O'(G) Z tn,k-

Preuve. Soit /' une forét maximum dé&/, et soit7" = (V/, E’) le graphe obtenu & partir
deG en ajoutant des arétes de maniére a cefgdevienne un arbrel, chaque sommet
deT — A estrelié a chague sommet deet les sommets d€ — A forment une clique

. Il est clair quen’ > m, oum’ est le nombre d’arétes deet quel appartient &/, .

SoitS;(G) = {(z,y)|z,y € V,d(z,y) > i}. La transmission de tout graphe connexe

H peut s’obtenir par la formule suivante:
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= [Si(H)| + |S2(H)[+ ) |Si(H)|
B n(nz— 1) (n(n2— 1) —m) N i 1Si(H)

n—1
Nous avonsy | |S;(T")| = 0. Donc
1=3

o(G) o(T)
2 2

=(m' —m)+ Z |S:(G)] > 0.

Il en résulte que
o(G) > o(T) = tn.

Théoreme 4.8.6.S0itGG un graphe connexe d’ordre > 3. Alors on a

La borne est atteinte par une étoile d’ordie

Preuve.

Soit G un graphe connexe d'ordre Si F(G) = n, alors d’aprés le lemme 4.8.4, on

Sinon, siF(G) = k etk < n, alors d’aprés le lemme 4.8.5, on a

o(G)>o(T),VT € Ty, k <n.
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Or
0(Sni)=0c(T)NVT € Tpy, k <n.
Alors
F(G k
PO wer< & - s

Soit le graphes,, .1 obtenu a partir dé&,, ,, en déplacant un sommete la clique a
I'étoile, c’est-a-dire qu’on enléve les arétes de la fofmer; }, oux; est un sommet de

I’étoile différent du sommet central.

Nous prouvons que

Il faut donc prouver que

1
5 p(Sn 1) + M(Sn,k) >0

Nous avons
B 2(k_1)_n<n_1)_4(k—1)_n2—n—4k+4
T2 -1 -1 (- 1)

Ork <mn,doncn? —n—4k+4>n?> —n—4n+4=n? —5n+4 > 0 pourn > 3.

Sin = 3, alorsk =2doncn> —n—4k+4=9—-3—-844=2>0. Doule
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résultat. 0

G
4.9 Borne pourMax <%() - u(G))
Définition 4.9.1. Le grapheP, ;. est le graphe composé d'un chemin/desommets et
d’'une clique dgn — k) sommets, tel que chaque sommet de la clique est relié & chaque

sommet du chemin.

Remarque: Il est facile de vérifier qug(P,,,_1) = 2’;2(;—‘3”1)*6

D'aprés le systéme AGX, les graphes qui maximisent la difiée”"% — (&) sont

les graphes’, ,,_1. Nous allons prouver ce résultat.

Figure 4.11 . Graphes obtenus par AGX en maximigantG) — u(G)
Lemme 4.9.2.Nous avons

o(Puy)=2(k—1>%+(n—k)(n+k—1).

Preuve. Soit G, le chemin dé: sommets ef7, la clique de(n — k) sommets. On a

o(Pux) = Z Z d(u,v) + Z Z d(u,v) + 2 Z Z d(u,v)

ueG1 veGy ueGo veGe ueG1 veGe
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=2k -1+ (n—k)(n—k—1)+2k(n —k)

=2k -1+ (n—k)(n+k—1).

i

Lemme 4.9.3.SoitG un graphe connexe desommets et arétes tel qud.F'(G) = k
etk < n. Alors
0(G) = o (Poy),

et on a égalité uniguement&i= P, ;.

Preuve. Soit LF' une forét linéaire maximum dé&, et soitP, , = (V’, E’) le graphe

obtenu a partir dé; en ajoutant des arétes de maniere a celgtielevienne un chemin
A et chaque sommet dé, , — A) soit relié a chaque sommet de et les sommets de
(P, — A) forment une clique . Il est clair que’ > m, oum’ est le nombre d’arétes de

P, k.

Soit S;(G) = {(x,y)|z,y € V,dg(x,y) > i}. OnaS;(P, ) = 0 pouri > 3. Donc

_ = (=) + Y 1SU6)] 20

Il en résulte que
o(G) > o(Pu).

On aI'égalité uniquement s = m/'. O

Dans la suite nous allons déterminer la borne sur la dif@éﬁﬁ — u(@). Soit

G un graphe connexe d’ordre Sin = 3, il est facile de vérifier que la différence

LG _ (@) est maximisé par un chemin sdisommets puisquon a alofd 4 —

w(G) = g — % = % alors que cette différence vaut zéro pour la clique3ssmmmets.
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Théoréme 4.9.4.SoitG un graphe connexe d’ordre > 3. Alors on a

LF(G)
2

n—1 2n>—6n+6
2 n(n —1)

—u(G) <

La borne est atteinte paF,, ,,_;.

Preuve. Soit G un graphe connexe d'ordre Si LF(G) = n, alorsG est un chemin et

donc

M(G) > M(Pn,n—l)-

Montrons que

LF (G LF (P, —
D ey < o)
Ona
LF(G) n n+l
;e =53
et
LF (P, ., _ n—1 2n>—6n+6
( 7 1) - ,U(Pn,nfl) = -
2 2 n(n —1)
Alors on a

(LF(PQH,n1> —H(Pn,n_1)>—<LF2(G) —,U(G)> _ <n ; 1_2n;<7—1 (inl—)k 6)_<g_n;— 1)

n-+1 1 2n2—6n+6

3 2 n(n —1)

_ n(2n* —15n+37) — 36
B 6n(n —1)

> 0 pourn > 3.
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Sinon, SILF(G) = k etk < n, alors d’aprés le lemme 4.9.3, on a

o(G) > o(Pu).

Sik =n—1,0nalF(G) — u(G) < %2+ — u(P,,1) et I'égalité n'a lieu que si
G = P, ,,-1. Sinon, considérons le grapl ;. , obtenu a partir d&, ;,, aveck < n—2,
en déplacant un sommetde la clique au chemin, c’est-a-dire qu’on enléve les arétes

{s,x;} pour un sommet; du chemin.

Nous prouvons que

k E+1

5~ p(Prg) < —5 p(Prkr1),
ce qui impliquera que

k n—1

5 - /J“(Pn,k) < 2 - M(P’rz,n—l)-

Il nous faut donc prouver que

1
5~ p(Ppis1) + p(Pog) > 0.

Nous avons
1 1 2k=12%+Mn—-kn+k—-1) 2> +(n—k—1)(n+k)
§_<M(P"'k)_M(P"’k+l)> - §_< n(n —1) - n(n —1) )

1_((2k2—4k+2)+(n—k)(n+k‘)—(n—k:)—2k2—(n—k)(n—l—k:)+(n+k)>
n(n—1)

_1_(2—2k)> n(n—1)— (4 — 4k)

T2 n(n—1 - 2n(n — 1)



92

- nP44dk—n—4
~ 2n(n—1)

> 0 pourn > 2.

Ceci prouve le résultat. O
Conclusion

Nous résumons a la fin de ce chapitre les étapes de notrd.tiuati d’abord, écrire
le probleme d’optimisation, dans notre cas un probleme demisation sur les dif-
férences des invariants. AutoGraphiX va essayer par |l sldttrouver les graphes
extrémes relatifs au probléme. La recherche des graph&sed est basée sunteéta-
heuristique de recherche a voisinages varialjgg. C’est la partie la plus délicate du
travail, car le systeme peut ne pas réussir a trouver lesdraphes. Dans ce cas nous
pouvons aider AGX interactivement. L'étape suivante cs&tesh trouver une conjecture
générée par le systéme ou déduite par I'utilisateur; enigeliau on essaie de prouver
cette conjecture. Voici un tableau récapitulatif des t@ssilprouvés dans ce chapitre

(toutes les bornes sont atteintes).

Borne inférieure| Inv, — Inv, | Borne supérieure
0 ay — F 2] -1
0 oy — LF 2]
0 F—LF B
0 P =)
0 7 =K sty -
? Y —n "+ 27;:(22711;6
0 F-T ?

Tableau 4.1 . Récapitulation des résultats
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CHAPITRE 5

HEURISTIQUES CONSTRUCTIVES POUR DETERMINER LA PLUS
GRANDE FORET, LA PLUS GRANDE FORET LINEAIRE ET LE PLUS
GRAND ARBRE

Dans ce chapitre nous allons présenter les heuristiquesayssavons développées afin
de déterminer la plus grande forét induite, la plus grandét fiinéaire induite et le
plus grand arbre induit dans un graphe connexe. Ce sont daestlabges constructifs
qui n'entrent bien sOr pas en compétition avec des métaigures (par exemple une
recherche tabou ou une méthode de descente) qui sont shkege produire des so-
lutions de bien meilleure qualité. Le but de ce chapitre est@montrer que de simples

algorithmes constructifs permettent d’obtenir des sohgide qualité raisonnable.

Nos algorithmes constructifs peuvent étre décrits comrite Auchaque étape de la
construction, un élément est ajouté a la solution partieberante; le choix de
I'élément ajouté se fait selon une fonction qui mesure ldigude I'insertion d’'un som-

met additionnel dans la solution partielle.

5.1 Meéthodes constructives pour la détermination de la plusrgande forét

Pour déterminer une forét dans un gragheous partons du sous-graphe induit dans
G par tous les sommets de degré 1 ou 0. Ces sommets font en effetdeatoute forét
de grandeur maximale. Nous ajoutons ensuite un sommet aelitégation, en prenant
garde de ne créer aucun cycle. Le processus s'arréte daggn’aommet supplémen-

taire ne peut étre ajouté. Sdit, - - - , C, les composantes connexes de la forét courante
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. si v est adjacent a au moins deux sommets_dev n'est pas un sommet insérable.
Nous sommes donc en mesure de construire une liste conteusnles sommets qui

peuvent étre ajoutésia sans créer de cycle.

Soit Vi I'ensemble des sommets de la forét soit V; 'ensemble des sommets qui
peuvent étre ajoutésiasans créer de cycle, et sGit le sous-graphe d€ induit parV/.

Nous choisissons le sommet a ajoutér aelon I'un des six critéres suivants:

Critere 1 Nous choisissons au hasard un sommetV/;.

Critére 2 Nous choisissons un sommet V; de degré minimum darG.

Critéere 3 Nous choisissons un sommet V; de degré minimum dars'.

Critére 4 Pour chaque sommete V7, nous calculons le nombre de sommets qui pour-
ront toujours étre ajoutés a la forét une fois quest ajouté, et nous choisissons

un sommet qui maximise,.

Critéere 5 Nous choisissons un sommet ayant le moins de voisinsdans

Critére 6 Pour chague sommet< V7, nous calculons le nombre de sommets qui pour-
ront toujours étre ajoutés a la forét une fois guest ajouté. Si plusieurs sommets
ont la méme valeur maximate, nous en choisissons un de degré minimum dans
G/

Pour chacun des 6 crtieres mentionnés ci-dessus, il se peytlgsieurs sommets

puissent étre choisis, auquel cas nous en prenons un aahasar



95

5.2 Résultats expérimentaux

Graphes aléatoires

Pour évaluer les performances de nos heuristiques cotigésicnous les avons
testées sur un ensemble de graphes aléatoires ayant 300,480 8t 70 sommets et

une densité variant entre 0.1 et 0.9, par pas de 0.2, ce qnedontotal de 25 graphes.

Nous comparons les résultats de nos algorithmes avec lssalptimales obtenues
par un algorithme exact développé par David Schindl. Voitipgeudo-code de cet
algorithme exact dans lequel Fqi&t Y, 7) est une procédure qui détermine la plus
grande forét dan&: qui contient tous les sommets de et éventuellement quelques
sommets deX. Chaque sommet € X est tel qu&” U {z} induit une forét dané& et Z
représente la meilleure borne inférieure connue sur lle takximale/’(G) d’une forét

dansG. Algorithme énumeératif pour la plus grande forét

1. Déterminer une forét a I'aide d’'un algorithme constfu®bserB égal au nombre
de sommets de cette foréR est donc une borne inférieure sur la taiiéG) de

la plus grande forét darg.

2. PoselF'(G) = Foré{V (G), 0, B).

Procédure Foré{ Sous-ensemble de somméts ForétF’, BorneB):

1. Si|F|+ |V’| < B, retourner B.
2. Choisirun sommet € V.
PoserF,,.. := F'U {v}. Si|F| = B alors poseB := B + 1.

PoselV,,cc := V'u {U} et Vigns == V- {U}
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Oter deV,,.. tous les sommets tels queV,,.. U {v’} n’induit pas une forét dans

G.

3. retourner max(ForétV,,cc, Fuvee, B), FOré{ Vs, F, B))

Nous avons effectué cing essais de chaque algorithme paouch des 25 instances.

Dans les colonnes des tableaux, nous donnons les valewaate kolution trouvée, de

la meilleure ainsi que la valeur moyenne. Nous donnons ggalele temps moyen (en

secondes) nécessaire pour obtenir ces solutions. L'aeniere colonne des tableaux

correspond a la valeur optimale fournie par I'algorithmeaatdécrit ci-dessus. Nous

présentons dans la derniére colonne les écarts moyens (ear¥&@pport a une solution

optimale.

Graphes [Pire cadeilleur cagvoyennéTemps (seddlgorithme exact&cart moye
RAND30.1] 22 25 23.4 0.001 26 10
RAND30.3] 9 12 10.8 0.003 15 28
RAND30.5 8 8 8 0.004 10 20
RAND30.7 4 6 5.6 0.004 7 20
RAND30.9 3 4 3.8 0.007 5 24
RANDA0.1] 26 27 26.6 0.003 31 14.1
RANDA0.3] 12 15 14.4 0.002 17 15.2
RANDA40.5] 10 10 10 0.004 11 9.09
RANDA0.7 5 6 5.8 0.01 8 27.5
RANDA0.9] 4 5 4.2 0.007 5 16
RAND50.1 29 32 30.8 0.005 34 9.4
RAND50.3] 13 14 13.2 0.01 18 26.6
RAND50.5 7 9 8.4 0.01 13 35.3
RAND50.7 5 7 6.2 0.01 8 22.5
RAND50.9 4 4 4 0.02 7 42.8
RANDGO.T] 33 35 33.8 0.01 40 15.5
RANDG0.3] 14 15 14.8 0.01 20 26
RANDG0.5| 9 10 9.8 0.02 13 24.6
RANDG0.7 6 7 6.6 0.02 9 26.6
RANDG0.9 5 5 5 0.03 6 16.6
RAND7T0.1] 30 38 34.8 0.02 44 20.9
RANDT0.3] 14 17 16.4 0.03 22 25.45
RAND70.5 10 10 10 0.03 14 28.57
RANDT70.7 6 7 6.4 0.04 9 28.88
RANDT70.9 5 5 5 0.04 6 16.66

Tableau 5.1 . Résultats obtenus avec le critere 1



Graphes [Pire caeilleur casMoyenngTemps (seddlgorithme exact&cart moye
RAND30.1 25 25 25 0.004 26 3.84
RAND30.3| 14 14 14 0.004 15 6.66
RAND30.5| 8 10 9.2 0.004 10 8
RAND30.7 6 6 6 0.006 7 14.28
RAND30.9 5 5 5 0.09 5 0
RAND40.1 30 31 30.6 0.004 31 1.29
RANDA40.3| 15 17 15.8 0.005 17 7.05
RAND40.5 11 11 11 0.01 11 0
RAND40.7| 6 6 6 0.01 8 25
RAND40.9) 4 4.2 0.006 5 16
RAND50.1| 32 33 32.4 0.009 34 3.52
RAND50.3 15 16 15.6 0.01 18 13.33
RAND50.5 10 11 10.2 0.01 13 16.92
RAN D50.7 7 6.2 0.02 8 22.5
RAND50.9 7 6.2 0.02 7 11.42
RANDG0.1 39 39 39 0.02 40 2.5
RANDG0.3] 19 19 19 0.04 20 5
RANDG0.5| 11 12 11.2 0.03 13 13.84
RANDG60.7 7 6.8 0.05 9 24.44
RANDG0.9 5 5 0.04 6 16.66
RANDT0.1 40 42 40.8 0.02 44 7.27
RANDT0.3 18 18 18 0.05 22 18.18
RANDT0.5| 13 13 13 0.05 14 7.14
RANDT0.7 5 5 0.06 9 44.44
RANDT0.9] 4 4.4 0.06 6 26.66

Tableau 5.2 . Résultats obtenus avec le critere 2
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Graphes [Pire caeilleur casMoyenngTemps (seddlgorithme exact&cart moye
RAND30.1 24 26 25.2 0.002 26 3.07
RAND30.3| 14 15 14.4 0.002 15 4
RAND30.5| 8 10 9.4 0.001 10 6
RAND30.7 6 7 6.4 0.001 7 8.57
RAND30.9 5 5 5 0.003 5 0
RAND40.1 30 31 30.4 0.001 31 1.93
RAND40.3| 16 17 16.6 0.002 17 2.35
RAND40.5 10 11 10.8 0.003 11 1.81
RAND40.7| 6 6 6 0.002 8 25
RAND40.9) 4 4.2 0.004 5 16
RAND50.1 31 33 32.2 0.004 34 5.29
RAND50.3] 15 17 16 0.002 18 11.11
RAND50.5 10 11 10.6 0.003 13 18.46
RAND50.7/ 7 7 7 0.001 8 12.5
RAND50.9 5 7 6 0.001 7 14.28
RANDG60.1] 37 39 38.2 0.003 40 4.5
RANDG60.3| 18 20 18.6 0.003 20 7
RANDG0.5 10 12 11.2 0.005 13 13.84
RANDG60.7 9 8.6 0.005 9 4.44
RANDG0.9 5 5 0.005 6 16.66
RANDT0.1] 41 42 414 0.006 44 5.9
RANDT70.3] 19 21 19.4 0.004 22 11.81
RANDT0.5 12 13 12.6 0.005 14 10
RANDT70.7 7.8 0.006 9 13.33
RANDT0.9 5 5 0.004 6 16.66

Tableau 5.3 . Résultats obtenus avec le critére 3
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Graphes [Pire caeilleur casMoyenngTemps (seddlgorithme exact&cart moye
RAND30.1 25 26 25.6 0.004 26 1.53
RAND30.3| 13 15 14.2 0.003 15 5.33
RAND30.5| 8 10 9.4 0.004 10 6
RAND30.7 6 7 6.6 0.004 7 5.71
RAND30.9 5 5 5 0.004 5 0
RAND40.1] 30 31 30.4 0.006 31 1.93
RANDA40.3| 15 17 16.4 0.006 17 3.52
RAND40.5 10 11 10.8 0.005 11 1.81
RAND40.7| 6 6 6 0.004 8 25
RAND40.9] 4 4.6 0.003 5 8
RAND50.1| 32 33 32.4 0.003 34 4.7
RAND50.3 15 17 16.2 0.002 18 10
RAND50.5 10 11 10.6 0.004 13 18.46
RAND50.7/ 7 7 7 0.002 8 12.5
RAND50.9 5 7 6.4 0.003 7 8.57
RANDG0.1| 37 40 38.8 0.006 40 3
RANDG0.3| 18 20 19.2 0.004 20 4
RANDG0.5 10 12 11 0.003 13 15.38
RANDG60.7 9 8.8 0.002 9 2.22
RANDG0.9 5 5 0.003 6 16.66
RANDT0.1] 41 43 42 0.003 44 4.54
RANDT70.3] 19 20 19.8 0.005 22 10
RANDT0.5 12 14 12.6 0.005 14 10
RANDT70.7 7.8 0.005 9 13.33
RANDT0.9 5 5 0.005 6 16.66

Tableau 5.4 . Résultats obtenus avec le critére 4
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Graphes [Pire caeilleur casMoyenngTemps (seddlgorithme exact&cart moye
RAND30.1 25 26 25.2 0.004 26 3.07
RAND30.3| 13 15 14.2 0.002 15 5.33
RAND30.5| 8 10 9.4 0.004 10 6
RAND30.7 6 7 6.6 0.002 7 5.71
RAND30.9 5 5 5 0.002 5 0
RAND40.1] 30 31 30.6 0.003 31 1.29
RAND40.3| 16 17 16.8 0.003 17 1.17
RAND40.5 11 11 11 0.002 11 0
RAND40.7| 6 6 6 0.005 8 25
RAND40.9) 4 4.6 0.002 5 8
RAND50.1| 32 33 32.6 0.002 34 4.11
RAND50.3 15 17 16.2 0.004 18 10
RAND50.5 10 11 10.6 0.003 13 18.46
RAN D50.7 7 7 0.003 8 12.5
RAND50.9 5 7 6 0.005 7 14.28
RANDG0.1| 38 39 38.8 0.006 40 3
RANDG60.3| 18 20 19 0.003 20 5
RANDG0.5 10 12 10.8 0.004 13 16.92
RAN D60.7 9 8.4 0.003 9 6.66
RANDG60.9 5 5 5 0.003 6 16.66
RANDT0.1 40 42 41 0.004 44 6.81
RANDT70.3] 19 21 19.8 0.003 22 10
RANDT0.5 12 14 13 0.002 14 7.14
RANDT70.7 7.6 0.002 9 15.55
RANDT0.9 5 5 0.005 6 16.66

Tableau 5.5 . Résultats obtenus avec le critere 5

100



101

Graphes [Pire caMeilleur cagMoyennéTemps (sedlgorithme exact&cart moyeh
RAND30.1] 25 26 25.6 0.004 26 1.53
RAND30.3] 13 15 14 0.005 15 6.66
RAND30.5] 8 10 9.4 0.004 10 6
RAND30.7 6 7 6.8 0.003 7 2.85
RAND30.9 5 5 5 0.005 5 0
RAND40.1] 29 31 30.2 0.003 31 2.58
RAND40.3] 16 17 16.6 0.004 17 2.35
RAND40.5] 11 11 11 0.003 11 0
RANDA0.7] 6 6 6 0.003 8 25
RAND40.9 4 5 14 0.003 5 12
RAND50.1] 31 33 32.2 0.003 34 5.29
RAND50.3] 16 17 16.4 0.004 18 8.88
RANDS50.5] 10 11 10.6 0.004 13 18.46
RAND3?0.7| 7 7 7 0.003 8 12.5
RAND5’0.9] 5 7 6 0.003 7 14.28
RANDG0.1] 38 39 38.6 0.007 40 3.5
RANDG0.3] 18 20 19 0.006 20 5
RANDG0.5] 10 12 114 0.005 13 12.3
RANDG60.7| 7 9 8.2 0.004 9 8.88
RANDG0.9] 5 ) 5 0.005 6 16.66
RAND70.I] 40 12 14 0.005 44 5.9
RANDT70.3[ 19 20 194 0.006 22 11.81
RANDT0.5] 12 14 12.8 0.003 14 8.57
RAND707 7 8 7.6 0.005 9 15.55
RANDT70.9 5 5 5 0.005 6 16.66

Tableau 5.6 . Résultats obtenus avec le critére 6

Les résultats détaillés des 6 tableaux précédents peuvemédumés dans le tableau
suivant qui contient les écarts moyens (en %) par rapporvaléur optimale ainsi que

le nombre d’instances pour lesquelles chaque algorithréassra produire une solution

optimale.
Critere 1 2 3 4 5 6
Ecart moyen | 22.01 | 12.63 | 9.38 | 7.73 | 8.77 | 8.92
Nombre d’optimal 1 6 12 14 13 13

Tableau 5.7 . Résumé des résultats pour les 25 instances

D’aprés les courbes, ou I'axe des abscisses représentealgiseg en fonction de
I'ordre et la densité (nous considérons les poisiisl, 30.3...), 'axe des ordonnées
représente les moyennes (voir figure 5.1) et le tableau I@s7neilleurs résultats sont
ceux obtenus en utilisant le critétemais globalement la différence n’est pas tres grande

entre les criteres, 5 et6. En fin de classement nous avons les critére2, ce qui n'est
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pas étonnant puisqu’il s’agit des criteres les plus basigaas lesquels nous avons mis

un premier jet.

Améliorations

Dans le but de tenter d’améliorer un peu les résultats dectioseprécédente, sans
toutefois trop augmenter les temps de calcul, nous avoné tencombiner plusieurs
criteres entre eux. Pour ce faire, nous appliquons toutotithbalgorithme constructif
avec un critéere A; puis nous 6tons aléatoirement un sousnadnlie £ de sommets de
la forét ainsi obtenue. Nous tentons ensuite a nouveauahidgrla forét, mais cette
fois-ci en utilisant un critére BA. Aprés avoir effectué quelques essais préliminaires,
nous avons fixé égal &/ £ |, ol F est la cardinalité de la forét courante. Ceci peut étre

résumé comme suit.

Algorithme hybride pour la plus grande forét

1. Déterminer une foréf' a l'aide d’'un algorithme constructif en partant d’'un
ensemble vide de sommets et en utilisant un critéze{A - - - ,6}. Poser

Meilleur=| F|.

2. Oter |£| sommets deF", en choisissant les sommets & éliminer de maniére

aléatoire. Soit”” la nouvelle forét.

3. Déterminer une forét” a I'aide d’un algorithme constructif en partant de la forét
F’ eten utilisant un critere 8 {1, - - - , 6} difféerent de A. Poser

Meilleur=max|F|, |F”|}.
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Nous avons réalisé quelques tests avec trois variantesant@ar, avec A = 3,

B = 4; variante2 avecA = 3, B = 5; et variante3 avecA = 1 et B = 4.
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Figure 5.1 . Courbes représentatives des résultats obtanlessix criteres
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Nous présentons ci-dessous le tableau récapitulatif dedtaiés obtenus aprés cing
essais. La description des données par colonne est la ®iiyah dénote le nombre
d’arétes; Pi, la pire solution; Mo, la moyenne des solutidhes, la meilleure solution et

Ts, le temps en secondes.

Résultats obtenus en utilisant les variante$, 2 et 3:

Variantel Variante2 Variante3 Algorithme exacte
Graphes | |E| |Pi|Mo|Me| Ts |Pi|Mo|Me| Ts |Pi|Mo|Me| Ts |Algorithme exactdemps(s
RAND30.1| 42 |25 25 [25]0.008(26| 26 |26|0.008|24| 24 |24(0.004 26 0.83
RAND30.3| 12515 15 |15(0.01 |12| 12 [12]0.01 (14| 14 |14|0.004 15 3.7
RAND30.5/214/10| 10 {10|0.01|9]9.8(10[0.01|7| 7 | 7 |0.008 10 1.06
RAND30.71312|6|6.8| 7 [0.02|7| 7 |7]0.02|5| 5 | 5(0.01 7 0.6
RAND30.9{391|5| 5 | 5]0.02[4| 4 |4|0.03|4(4.8|5(0.01 5 0.49
RAND40.1| 86 |29]29.6/ 30 0.01 [29(30.2{31|0.01 |28/28.8/29|0.008 31 130
RAND40.3| 23917| 17 |17/ 0.02 |16(16.6/17| 0.04 {13|14.2| 15| 0.01 17 121
RAND40.5|399(10{10.8/11|0.03 |10{10.8{11|0.03 |7 |7.2| 9 | 0.02 11 5.49
RAND40.7/558|8| 8 |8 |0.03|5| 5 |5 (0.05|5[5.4|6|0.03 8 1.07
RAND40.9{709|5| 5 | 5[0.03|4(4.4(5(0.04|3| 4 |50.03 5 0.78
RANDS50.1/127(30|31.2(32(0.03 31| 31 |31 0.04 [28|29.4|30| 0.02 34 >7200
RAND50.3| 374(15(16.2| 17| 0.06 |1717.2{18| 0.07 |15[15.2| 16| 0.02 18 2560
RAND50.5/615(10|10.6/11]0.06 |9]9.6 10| 0.07 |8 |8.6 |11|0.04 13 27.2
RAND50.7/861|7|7.4|8|006|7| 7 |7|0.07|5[6.2|7]0.04 8 2.27
RAND50.9(11076 (6.8 7 [0.06|6| 6 | 6 [0.08[4|4.8|5| 0.3 7 1.16
RANDG60.1| 171{39|39.6/40| 0.05 |38/38.8|39 | 0.06 |35|35.8|36 | 0.02 40 > 7200
RANDG60.3|512{19(19.8/20| 0.08 |18| 19 (20| 0.1 |16{16.8/17|0.05 20 > 7200
RANDG60.5/882|10|11.8/13|0.08 |10{10.6{11| 0.1 |10/ 10 |10|0.08 13 127
RANDG60.7{112377|8.6(9| 0.1 |9/ 9 9] 0.1 |7|7.8]|80.09 9 5.23
RANDG60.9116005 |58 6| 0.1 |5 5 |6 | 0.1 |4](4.4|50.09 6 1.62
RANDT0.1| 235|43| 43 [43]0.06 |41|41.4[42| 0.1 |31]36.6|/37| 0.04 44 > 7200
RANDT70.3| 704|20|21.2{22| 0.1 |19{19.6/20| 0.1 |15[17.2/19] 0.08 22 > 7200
RANDT70.5/121Q11{12.6/13| 0.1 [12]12.8/14| 0.1 |9| 10 |11| 0.1 14 490
RAND70.7(16987| 7 | 7|03 |6|76(8|0.1|7|78|8] 0.1 9 10.5
RANDT70.9{121895| 5 |5 0.1 |5| 5 |5|0.2 |4(48]|6]| 0.1 6 2.28

Tableau 5.8 . Résultats obtenus par les variahte®t 3
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Figure 5.2 . Courbes représentatives des trois variantes

Variante 1] 2 3
écartmoyen | 5.3 | 8.7 | 20.2
nombre d’optima 16 | 12 3

Tableau 5.9 . Résumé des résultats

Remarques:

Les tests et les courbes (figure 5.2) montrent clairementeguegésultats obtenus par

les varianted et2 sont meilleurs que les solutions trouvées par la variante

Un point mis en évidence par ces résultats, est que le chabsolmmets par des
criteres qui prennent en considération les degrés des staramgliore considérable-
ment les valeurs trouvées. Par ailleurs, en appliquant skegserandomisés durant une
minute (ce qui est nettement inférieur aux temps mis pagdiahme exact dans la
majorité des cas) les variantéset 2 aboutissent a trouver tous les optima (sauf pour

I'instance 70.9 pour laquelle nous avons dd réaliser des essais durant umgaret
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demie pour que les deux variantes puissent trouver I'optilnee qui n'est pas le cas

pour la variantes.

Nous exposons dans la suite les résultats obtenus par liesitesrl et 2 sur des
graphes aléatoires d’ordre 250, 500 et 1000 sommets. Nauns affectué 5 tests sur

chaque graphe.

Résultats obtenus en utilisant les variante$ et 2:

Variantel Variante2
Graphes |[E| |Pire cagvioyenneMeilleur casTempsPire cagMoyennégMeilleurTemps
RAND250.1| 9090 | 19 20.4 23 4.8 21 22.6 22 7.1
RAND250.3| 9278 | 20 22.8 24 5.1 22 224 24 7.3
RAND250.5| 15760 13 13.4 15 6.05 14 14.8 16 7.1
RAND250.7|21768 8 8.6 9 6.67 7 8.4 9 8.09
RAND?250.9 (28021 7 7 7 6.8 6 6 6 10.03
RAND500.1|37264| 25 25.4 26 39.96| 25 25.2 26 58
RAND500.3 | 37422 29 29 29 42.1 28 28.6 29 57
RAND500.5 | 62547 16 16 16 49.2 14 14 14 65.4
RAND500.7|87226| 10 10.8 11 48.5 9 9.8 10 | 70.3
RAND500.9 112319 6 6 6 295.29] 6 6 6 60.3
RAND1000.11 50148 83 83.6 84 368.4| 79 79 79 3815
RAND1000.3|149516 27 27.8 29 414 28 28 28 441
RAND1000.5249703 16 16 16 430 16 16 16 443
RAND1000.7(349722 6 6 6 440.3| 5 5 5 1500.8
RAND1000.9/449710 7 7 7 460 5 6 7 543

Tableau 5.10 . Résultats obtenus par les variantes 1 et 2

Remarques:

Nous constatons que la variaritéournit les meilleurs résultats. Dés lors nous pou-

vons supposer que la combinaison des critdrest était un bon choix pour mesurer la
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gualité des sommets a insérer. Cependant, nous remargudnsajun accroissement
des temps de calcul. Pour améliorer cela, nous pouvons nsampour chaque sommet
v N'appartenant pas a la forét, le nombr¢v) de sommets adjacents @ans une com-
posante connex€;. Ainsi, le rajout d’'un sommet est possible si et seulement si, pour

touti, n;(v) < 1.
Hypercubes

Nous avons également testé nos algorithmes sur une clasgeaplees bipartis
appelés hypercubes. En effet, plusieurs chercheurs ordteha déterminer le transver-

sal de cycles d’'un hypercube [11].

Nous définissons, tout d’abord, le produit cartésien no&ntre deux graphes et

H. Le graphe= x H est défini comme suitt (G x H) =V (G) x V(H) et

E(Gx H) ={{(z,9), («",y)} : [t =" Nyy € E(H)] V [y =y N2’ € B(G)]}

Les hypercubes sont définis récursivement de la maniérargeiv

Q1 =KyetQ, = Ko X Qp-1.

o ©

Figure 5.3 . lllustration des hypercubé&g;, ), et()s

Dans cet article [11], les auteurs prouvent plusieurs leslieigr permettant de trou-
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ver la valeur exacte d¥((),,), le transversal de cycles dg,, pourn < 8. Pour les

hypercubeg)y, Q19, @11 €tQ12, ils donnent des bornes inférieures et supérieures.

Nous avons implanté un programme qui génere des hyperctubesi® avons testé
nos variantes sur ces graphes. Dans les tableaux suivargglonnons les résultats que
nous avons obtenu. Dans ces tableduy, dénote la cardinalité de la forét optimale;

et B, dénotent les bornes inférieures et supérieures.

Variantel Variante2

Hypercube®rdre |E| |V (Q,,) Fop Pi| Mo [Me| Ts | Pi| Mo |Me| Ts
Q4 16 |32 6 |10]9 (9.6 10/0.004/ 8 | 8.8 | 9 |0.008
Qs 32 |80 | 14 |18|16| 17 |18|0.008/17| 17 [17|0.01
Qs 64 [192] 28 |36(34(34.8|35(0.04|31(31.8]32|0.08
Q7 128 [448| 56 |72/64(66.4|67| 0.4 [63]63.8(64| 0.5
Qs 256 (1024 112 |144128/129.6(130, 2.4 (119/119.6{120, 3.9

Variantel Variante2

Hypercube®rdre |[E| | Bi |Bs| Pi| Mo |Me| Ts | Pi| Mo |Me| Ts
Q9 512 12304 | 200 | 288 | 252 | 253.2 | 254 | 28.2 | 242 | 242.8 | 243 |29.8
Q1o 1024|5120 418 | 576 |510| 510 |510 (155.7]515| 515 | 515|190
Qn 2048 (11264 864 [1152/1027]1027.6(1028|1043|1007]1007.8{1008|1077
Q12 4096 24576(187223041204812049.2(2050| 2623 2023| 2023 [2023/2650

Tableau 5.11 . Résultats obtenus pour les hypercubes

Conclusion

Nous avons réussi a obtenir des solutions de bonne quatit&das les tests effectués
avec les varianteset 2, en dépit de I'accroissement du temps d’exécution. Lesctifge
obtenus par ces deux procédures respectent les borneesopeet inférieures. Notons

gue les valeurs trouvées par la troisieme variante (Qque mausns pas données dans le
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tableau 5.11) ne sont pas satisfaisantes car elles ne tpdiedans les intervalles, par

exemple pout)y, la procédure retourne la vale3§9 < Bi .

5.3 Algorithme constructif pour la détermination de la plus grande forét linéaire

Afin de déterminer de grandes foréts linéaires, nous utifide critéreb défini dans
la section précédente. Nous ajoutons la contrainte qu’'omet ne peut étre insérable
gue si le nombre de ses voisins dans la forét courante esieinf@u égal a deux. De
plus le degré maximum du sous-graphe induit par les somredtsfdrét doit demeurer

inférieur ou égal a deux.

Etant donné que nous ne connaissons aucun algorithme exaciapdétermination
de la plus grande forét linéaire, nous comparons les résfittarnis par nos algorithmes
a la taille de la plus grande forét induite qui constitue uoeb supérieure sur la valeur
de la solution optimale. Nous avons effectué cing essaisi&umstances. \oici les

résultats obtenus.

Résultats
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Graphes [Pire cagvleilleur cagMoyenngTemps (sedBorne sufiEcart moyen
RAND30.1] 14 14 14 0.004 26 46.1
RAND30.3] 5 6 5.8 0.005 15 61.3
RAND30.5 4 4 4 0.01 10 60
RAND30.7| 4 4 4 0.01 7 42.8
RAND309| 3 3 3 0.06 5 40
RAND40.1] 15 17 16.2 0.03 31 47.7
RAND40.3| 6 8 7.6 0.05 17 55.2
RAND40.5| 4 4 4 0.03 11 63.6
RAND40.7) 3 3 0.03 8 62.5
RAND40.9] 3 3 0.03 5 40

Tableau 5.12 . Résultats obtenus par I'algorithme de rebbette la plus grande forét
linéaire induite
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Graphes [Pire cagMeilleur casMoyenngTemps (sedBorne sufEcart moye
RAND50.1 9 13 10.2 0.04 34 70
RAN D50.3 5 5.4 0.04 18 70
RAND50.5 3 3 0.04 13 76.9
RAND50.7 3 34 0.03 8 57.4
RAND50.9 3 3 0.03 7 57.1
RANDG0.1 16 16 16 0.07 40 54.5
RANDG0.3 5 6.6 0.06 20 67
RANDG60.5 3 6 4.2 0.05 13 67.6
RANDG60.7 3 5 3.8 0.04 9 57.7
RANDG60.9 3 3 3 0.1 6 33.3
RANDT70.1 14 20 17.2 0.09 44 60.9
RAND70.3 8 9 8.4 0.07 22 61.8
RANDT70.5 4 5 4.4 0.09 14 68.5
RANDT70.7 3 4 3.2 0.1 9 64.4
RANDT70.9 3 3 3 0.14 6 50
RAND250.1| 11 13 11.8 3.5 23 48.6
RAND250.3 8 11 9 4.8 24 62.5
RAND250.5 5 6 5.2 4.5 16 76.5

RAN D250.7 4 4 4 5.4 9 55.5
RAND250.9 3 3 3 5.8 7 57.1
RAND500.1| 12 12 12 30.8 26 53.8
RAND500.3| 10 14 12.6 28.5 29 56.5
RAND500.5| 7 7 7 35.5 16 56.2
RAND500.7| 5 5 5 39.2 11 54.5
RAND500.9 3 3 3 48.7 6 50

RAND1000.1] 38 46 44.2 163.7 84 47.3
RAND1000.3] 14 14 14 210 29 51.7
RAND1000.5 8 8 8 250.8 16 50

RAND1000.71 3 3 3 302 6 50

RAND1000.9] 3 3 3 378.1 7 57.1

Tableau 5.13 . Résultats obtenus par I'algorithme de rebbette la plus grande forét
linéaire induite
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Remarques

Nous constatons, a partir de ces résultats, que I'écartmeyie la cardinalité de la
forét linéaire et de la plus grande forét est plus petit pesigraphes de densité 0.1. Cet
écart augmente pour les graphes de densité 0.3 et 0.5, pounueir par la suite pour les

instances de densité 0.7 et 0.9.

5.4 Algorithme constructif pour la détermination du plus grand arbre

Pour déterminer un arbre induit d’'un graphe, un somsrestt insérable s’il ne forme
pas de cycle avec les sommets de la solution courante. Etdegal sommet doit avoir

au moins un voisin dans I'arbre courant afin d’assurer la erité.

De la méme maniére que précédemment, nous comparons |éatsefoaurnis par
notre algorithme a la taille de la plus grande forét induitecgnstitue une borne supérieure
sur la valeur de la solution optimale. Nous avons éffectng essais sut0 instances.

\oici les résultats obtenus.

Résultats
Graphes |Pire cagMeilleur casMoyenngTemps (sedBorne sufEcart moyen
RAND30.1] 13 17 16.4 0.008 26 36.9
RAND30.3| 7 9 7.8 0.012 15 48
RAND30.5| 5 5 5 0.008 10 50
RAND30.7) 4 4 4 0.01 7 42.8
RAND30.9 3 3 0.02 5 40
RAND40.1) 14 14 14 0.01 31 54.8
RAND40.3| 8 9 8.6 0.05 17 49.4
RAND40.5| 5 5 5 0.03 11 54.5
RAND40.7) 3 5 4.2 0.02 8 47.5
RAND40.9] 3 3 3 0.02 5 40

Tableau 5.14 . Résultats obtenus par I'algorithme de rebketa plus grand arbre induit
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Graphes [Pire cagMeilleur casMoyenngTemps (sedBorne sufEcart moye
RAND50.1 16 19 17.2 0.03 34 49.4
RAND50.3 6 10 7.6 0.04 18 57.7
RAND50.5 4 4 4 0.05 13 69.2
RAND50.7 4 4 4 0.06 8 50
RAND50.9 3 3 3 0.06 7 57.1
RANDG60.1 | 17 21 18.6 0.07 40 53.5
RANDG60.3 7 7 7 0.06 20 65
RANDG60.5 4 6 4.8 0.08 13 63
RANDG0.7 4 4 4 0.1 9 55.5
RANDG60.9 3 3 3 0.1 6 50
RANDT70.1 11 13 12.2 0.1 44 72.2
RANDT70.3 8 13 10 0.1 22 54.5
RANDT70.5 8 8 0.1 14 42.8
RAND70.7 3 3 3 0.1 9 66.6
RANDT70.9 4 4 0.1 6 33.3

RAND250.1 9 11 10.4 4 23 54.7
RAND250.3| 10 10 10 3.8 24 58.3
RAND250.5 6 8 7.4 6.1 16 53.7
RAND250.7| 3 4 3.8 6.4 9 57.7
RAND250.9 3 3 3 5.1 7 57.1
RAND500.1| 13 13 13 33 26 50

RAND500.3| 14 14 14 28.2 29 51.7
RAND500.5 7 7 7 41.1 16 56.2
RAND500.7| 5 5 5 43.7 11 54.5
RAND500.9 4 4 4 44.8 6 33.3
RAND1000.1] 56 56 56 149 84 33.3
RAND1000.3] 14 15 14.6 216 29 49.6
RANDI1000.5| 8 8 8 267 16 50

RAND1000.7] 3 5 4.2 302 6 29.9
RAND1000.9 3 3 3 402 7 57.1

Tableau 5.15 . Résultats obtenus par I'algorithme de rebketa plus grand arbre induit
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Conclusion

Le but de ce chapitre n’était pas de développer une métatigue puissante, mais
plutdt d’essayer de trouver de bons résulats au moyen ditligees simples. Toutefois,
il est nécessaire de poursuivre la recherche pour dévelagseheuristiques perfor-

mantes pour résoudre ces problemes.

Le point important de notre approche est de faire interdesidegrés des sommets.
En effet, intuitivement, le degré d’'un sommet est relié ambie de cycles auxquels
appartient ce sommet, d’ou I'intérét de sélectionner l@smsets de degré minimum. En
vue d’améliorer notre algorithme qui combine deux criteregis pouvons imposer des
regles pour la suppression de sommets dans la deuxieme géhBakgorithme hybride.

La aussi on peut faire intervenir les degrés des sommets.
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CONCLUSION

La théorie des graphes va bénéficier grandement du progrés latgciels.
En effet, grace aux développements récents des systemesatiques un grand nom-

bre de conjectures peut étre généré et proposeé aux chescheur

Notre objectif dans cette thése était de prouver la conjecuivante, générée par le
systeme Graffiti [30] et ouverte depuis une quinzaine d’asn&Soith I'ordre du plus
grand sous-graphe induit biparti d’'un graphe connéxeAlors la distance moyenne

entre les sommets de est inférieure ou égaletg2.»

Nous avons prouvé ce résultat et nous avons réussi a proavésultat encore plus

fort, a savoir;
Théoreme 5.4.1.SoitG un graphe connexe desommets. Alors

n(G) < @

C’est I'apport important du présent travail.

Dans un deuxiéme lieu, nous avons essayé de déterminer dellesubornes
supérieures sur des différences d'invariants. Dans ce no@ai@ nous avons tenté de

caractériser et d’explorer des graphes extrémes a 'aidgystéme AutoGraphiX.

Nous tenons a affirmer que I'utilisation du systeme Auto®rda constitué une aide
considérable pour notre travail. Ce systéme combine lemagsoent mathématique, la
génération et la visualisation des graphes, des fonctiaasaictives simples et un calcul

rapide permettant de déceler d’éventuelles conjectures.

Toutefois, ce travail de génération de conjectures et dactaisation de graphes
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extrémes peut s’avérer tres difficile pour plusieurs ras@&ar exemple, le systeme peut
ne pas réussir a trouver des graphes extrémes, ou bierséteilir n’arrive pas a décrire

les familles de ces graphes.

Voici un tableau récapitulatif des résultats prouvés damstire de ce travail:

Borne inférieure, Inv, — Inv, | Borne supérieure
0 ay — F (2] -1
0 oy — LF 2]
0 F—LF 2]
0 az L n _ 3n—4
}% 2 22(n—1)
: It B b
? 5 M T T D
0 F-T ?

Tableau 5.16 . Récapitulation des résultats

Nous avons présenté, en dernier lieu, des algorithmesrootit qui tentent de déter-

miner la plus grande forét induite, la plus grande forétdirgt induite et le plus grand

arbre.

Nous posons a la fin de ce travail les deux conjectures sewant

Conjecture 5.4.2. SoitG un graphe connexe d’ordre, alors on a
F(G) = T(G) <n—2[Vn].

Conjecture 5.4.3. SoitGG un graphe connexe desommets. Alors
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La découverte scientifique assistée par I'ordinateur estbmanche prometteuse en
théorie des graphes qui ménera certainement a de nouvetinaissances et élargira les
domaines de recherche. Néanmoins l'intervention de I'hinmeste toujours essentielle

pour perfectionner et améliorer les résultats de la machine

Nous concluons par cette citation: «Les ordinateurs sabdels magnifiques pour
la réalisation de nos réves, mais aucune machine ne peulagnpétincelle humaine

de I'esprit, de la compassion, de 'amour, et de la compr&iben» Louis Gerstner [44]
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