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Résumé

La tomographie par courants de Foucault peut étre utilisée pour évaluer la forme
et le volume de défauts dans des plaques métalliques de générateur de vapeur de
centrale nucléaire. L’objectif du travail présenté est de cartographier la distribution
d’'une grandeur représentative du défaut, ici la conductivité relative. Ce probléme
est difficile a résoudre car mal-posé et non-linéaire. Afin de le résoudre un modele
numérique est nécessaire. Nos travaux ont tout d’abord consisté a étudier les modeles
directs existants pour choisir le plus adapté a notre cas. Il s’est avéré que les méthodes
différentielles, différences finies ou éléments finis, étaient les plus adaptées a notre cas.

Une fois que le modele direct a été choisi, nous avons adapté les méthodes de type
contrast source inversion (CSI) a ce modele, puis proposé un nouveau critére a minimi-
ser. Les méthodes de type CSI sont basées sur la minimisation de ’erreur quadratique
pondérée des équations du modele, observation et couplage. Par construction, elles
autorisent une erreur sur ces équations. Il apparait que les résultats de reconstruction
s’améliorent lorsque l'erreur sur ’équation de couplage diminue. Afin de contraindre
cette équation en évitant des problemes de conditionnement, on a eu recours a une
technique de Lagrangien augmenté.

Enfin, le caractere mal-posé de ce probleme peut étre contourné en introduisant
des informations a priori adéquates notamment sur la forme générale des défauts a
reconstruire ainsi que sur les valeurs possibles de la conductivité relative.

L’efficacité des méthodes développées est illustrée avec des cas simulés en 2D.
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Abstract

Eddy current tomography can be employed to caracterize flaws in metal plates
in steam generators of nuclear power plants. Our goal is to evaluate a map of the
relative conductivity that represents the flaw. This nonlinear ill-posed problem is
difficult to solve and a forward model is needed. First, we studied existing forward
models to chose the one that is the most adapted to our case. Finite difference and
finite element methods matched very good to our application.

We adapted contrast source inversion (CSI) type methods to the chosen model
and a new criterion was proposed. These methods are based on the minimization of
the weighted errors of the model equations, coupling and observation. They allow
an error on the equations. It appeared that reconstruction quality grows with the
decay of the error on the coupling equation. We resorted to augmented Lagrangian
techniques to constrain coupling equation and to avoid conditioning problems.

In order to overcome the ill-posed character of the problem, prior information was
introduced about the shape of the flaw and the values of the relative conductivity.

Efficiency of the methods are illustrated with simulated flaws in 2D case.



Table des matieres

[Table des figures|

[Liste des tableauxl

I I ons

(Introduction génerale|

Chapitre |l  Inversion en tomographie de ditfraction|

([.1 Principe genéral de 'inversion|. . . . . . .

{[.1.2 Probleme mal-pos¢/ . . . . ... ..

([.1.3 Approche bayésiennel . . . . . . ..
([.1.4 Choix de la regularisation| . . . . .

{[.2 Meéthodes d’'inversion en tomographie de diffraction| . . . . . . . . .

{[.2.1 Principes géneéraux|{ . . . . . . . ..

([.2.2 Modeélisation classique en inversion CF| . . . . . . . . .. ..
L23  Meéthode EDE-EPMI . . . ... . ... ... ... ... ..
([.2.4 Contraintes des équations de couplage] . . . . . . . . .. ..

[[.2.5 Méthodes de type MGM /CSI| . . .

X

iv

vii

viii

XV

xXix

xx1i

xxii



T Modsle & l

Introduction!

Chapitre [II  Equations électromagneétiques pour les courants de Foucault| . . .

(IT.1 Generalites en electromagnétisme| . . . . . . Lo
([I.1.1 Equations de Maxwelll . . . . . ... ... ...
(II.1.2 Changement de milieu| . . . . . . ... ... ... ... ...
([I.1.3 Equation d’'Helmholtzl . . . . ... .. ... ... ... ...

(I1.2.1 Principe| . . . . . . ..o

(II.3 Methodes intégrales| . . . . . . ... ... L
([I.3.1 Principel . . . . . . ...

([1.3.2 Discretisation par methode des moments| . . . . . . . . . ..

(I1.3.3 Conclusion sur les méthodes integrales| . . . . . . . . . . ..

[[I.4 Variation d'impédance| . . . . . . . . ... ... L.

Chapitre [[IT Modele différences finies| . . . . . . . . . ... ... . ... ... ..

[([II.1  Principe des difféerences finies| . . . . . . . ... .. ... ... ...

[[I[.2 Courants de Foucault par méthode des différences finies| . . . . . .

[[I[.4  Variation d'impédance par différences finies| . . . . . . . .. .. ..

(L5 Simulation| . . . . . . . . .o o
(lI[.5.1  Calcul du champ électrique incident| . . . . . . .. ... ..

[[I[.5.3  Conclusion de la comparaison| . . . . . . . . .. ... ....

OL6  Conclusionl . . . . ... ... ... .. ..

Chapitre IV Modele éléments finig) . . . . . ... .. ... .. ... ......

[[V.1  Courants de Foucault par [a méthode éléments finis en 2D| . . . . .

[([V.2  Variation d'impedance par EF|. . . . . .. ... ...




X1

V.4 Conclusion] . . . .. .. ... . ... .. 90
Conclusionl 92
Ul Inversion des donneéees CF] 94
Chapitre[V_Critere . . . . . . . . ... . 95

V.1 Notationsl . . . . . . . . . . . 95

(V.2 Probleme sans contraintes de couplage] . . . . . . . ... ... 96

V.21 Critere XE-MGMI. ... 000000000 98
V.22 ritere XE-CSTI . . . . . . . o o 100
V.2.3 Critere XF-Basique]. . . . . . . . . ... .00 101
V.24 Liens entre les criteres . . . . . . . . . ... 103
(V.3 Probleme sous contraintes de couplage] . . . . . . .. ... 105
V.4 Approche bayésienne| . . . . . .. ... 107
(V.4.1 Champ de Markov| . . . . . . . ... ... ... ... .... 107
[V.4.2 Energie minimale . . . . . .. ..o 0000 110
V.4.3 Contraintes de borned . . . . . . ... ... ... ... ... 111

V.5 Conclusion| . . . . . . . .. 113
Chapitre [VI Algorithmes de minimisation| . . . . . . ... ... ... .. ... 114

VLT Généralités sur Ia minimisationl . . . . . . ... ... ... ... .. 115

[VI.2  Minimisation sans contrainte : XF-Basique, XF-MGM et XF-CSI| . 116

(VI.2.1  Principe] . . . . . . . . .o 116
[VI.2.2  Minimisation par rapport a e . . . . ... ... ... .... 118
[VI.2.3  Minimisation par rapport a @ . . . . . . . . . . ... .. .. 119
V124  Choixde N . . ... ... ... . 121
[VI.2.5  Initialisation de l'algorithme|. . . . . . . . ... .. ... .. 121
VI.2.6  Critered’arretl . . . ... .. .. ... ... .. ... ..., 122
[VI.3° Minimisation sous contraintes : Lagrangien augmente . . . . . . . . 122
[VI.3.1  Principel . . . . . . . . .. . 123
[VI.3.2  Adaptation a ['inversion CF| . . . . . . ... ... ... ... 125
[VI.3.3  Minimisation par rapport ae . . . . ... ... ... .... 127
[VI.3.4  Minimisation par rapport a | . . . . . . . . . . . ... ... 127
(VI35 Critered’arret! . . . . .. . ... .. .. ... ... . ... 127




xii

[VI.3.6  Reéglage de parametres . . . . . . ... .. ... .. ... .. 128

[VI.4  Comparaison entre les criteres et algorithmes| . . . . . . . .. . .. 129
VI4.1  Meémoirel. . . . . . . . . .. 129

V142 Coutdecalcul ... ... ... ... ... . ... ...... 131

(VI.4.3  Commentaires . . . . . . . . . . . . ... 133

(VLS Conclusionl . . . . . . . . . . . 134
U1l Resultats de reconstruction 135
Chapitre [VIIMéthodologie pour les reconstructions| . . . . . . ... ... ... 136
[VIL.T  Capteur| . . . . . . . . . 136
[VIL.2  Protocole pour les reconstructions| . . .. ... .. ... ... ... 137
(VIL2.1 Methode BDE-EPM| . . . . .. ... ... ... 137

VIL.2.2 Modele DE1 . . . . . . . . . .. . . 138
VIT23 Modele EFl . . . . . oo 138

VIL3  Deéfauts simulés . . . . . . . .. .o L 140
VIL.4 Mesure d’erreurd . . . . . . . . . .. 141
(VILSH  Conclusionl . . . . . . . . . . 142
Chapitre [VIIReconstructions sans contraintes sur I'équation de couplage] 144
.......................... 145
VIT2 Modele DEl . . . o o oo oo e e e 145
[VIII.2.1 Reégularisation par fonction potentiell . . . . . . . . . . . .. 146
(VIII2.2 Contraintes de bornesl . . . . . ... . ... ... ... ... 149
(VIIL.2.3 Conclusion| . . . . . . . . .. ... .. .. ... 150

VIT3 Modele EFl . . . . . oo o 151
(VIII.3.1 Champ de Markov| . . . . .. ... ... ... ... ..... 152
(VIIL.3.2 Etude de la méthode XF-Basique pour le défaut de 1 mm de |
profondeur| . . . . ... ... L 153

[VIII.3.3  Etude pour diftéerents defauts| . . . . . . .. .. .. ... .. 156
[VIII.3.4 Comparaison des méthodes développées| . . . . . . . . . .. 158
[VIII.3.5 Impact de A sur les reconstructions| . . . . . . . . . .. ... 168

(VIIL4 Conclusionl . . . . . . . . . . . 170
Chapitre [X Reconstructions par méthodes sous contraintes de couplage 173




xiil

[[X.1  Introduction du Lagrangien augmente . . . . . .. . .. ... ... 174
IX.1.1  Resultatsl . . . .. ... 174

IX. 1.2  Initialisationl . . . . . . . ... . oo 176
[[X.2  Comparaisons entre EF-Basique et EF-AL-Basique] . . . . . . . .. 177
[X21 Deéfautde2mml. . . . . . . . . . ..o 177
[X.22 Autres défauts . . . . . . .. . . ... L. 179
[X.3  Introduction des sources de contrastel . . . . . . . . ... ... ... 182
[X.3.1  Resultatsl . . . . ... ... 182
[X.3.2 Initialisationl . . . . . . . .. . ... oo 183
[[X.3.3  Comparaison avec les autres methodes| . . . . . . . . .. .. 185
[X.4  Conclusion| . . . .. . . . . . 189
[Conclusion générale et perspectives| 191

[Annexes| 202

Chapitre [A Ensemble d’apprentissage de Ia RI pour la méthode EDF-EPM| . 202

Chapitre B Configurations des simulations| . . . . . ... ... ... ..... 204
(B.1 — Parametred . . . . .. ... oo 204
(8.2 Capteur simule| . . . . . . ... oo oo 204
B.3 Domaine de caleull . . . . .. .. .. ... ... 205

Chapitre [C  Courte introduction aux EF| . . . . . . ... ... ... ... ... 206
(C.1 Principe de la methode des éléments finis) . . . . . ... ... ... 206
(C.2  Formulation faible dansle cas des CEl . . . . ... ... ... ... 209
(.3 Calculs avec I'elément de rétérencel . . . . . . . . . ... 210
[C4 Estimation d’erreur]. . . . . . . . . .. ... 212

Chapitre D Algorithmes de gradients conjugues|. . . . . . ... ... ... .. 214
(D1 Geéneralitesl . . . . . . . 214
(D.2 GC linéaire avec preconditionnement| . . . . . . . . ... ... L. 214
[D.3  GCnon-linéairel. . . . . . . .. .. .. .. L 215

Chapitre [Ef Calculs pour les criteres XF| . . . . . . . ... ... ... ... .. 218

(E.1 Rappels| . . . . . . . 218




Xiv

(E.2 XF-MGM, XF-CSI et XF-Basique] . . . ... ... ... ... ... 218
Chapitre [F°  Calculs pour la minimisation| . . . . . . .. ... ... .. ... 221
[E.1 XF-Basique| . . . . ..o 221
[F.1.1 Minimisation par rapport a e . . . . . . .. .. .. ... .. 221

(F'.1.2 Minimisation par rapport a @ . . . . . . . . . . .. ... .. 221

F2 XEF-MGM . . . ... . 222
[F.2.1 Minimisation par rapport a € . . . . . . .. ... ... ... 222

(F.2.2 Minimisation par rapport a @ . . . . . . . ... .. .. ... 222
F3XF-CSI . . ... 223
(F.3.1 Minimisation par rapport a w|. . . . . . . .. ... ... 223

[F.3.2 Minimisation par rapport a @ . . . . . . . ... .. .. ... 223

[F.4 XF-AL-Basiquel . . . . . . .00 224
[F.4.1 Minimisation par rapport a el . . . . . . . .. ... ... .. 224

(F.4.2 Minimisation par rapport a @ . . . . . . . ... .. ... .. 224

5 SALEMGME . 225
[F.5.1 Minimisation par rapport a el . . . . . . ... .. ... ... 225

[F.5.2 Minimisation par rapport a | . . . . . . . ... ... .. .. 225

F6  XTF-AT-CSIl . . . . . ., 225
[F.6.1 Minimisation par rapport a w|. . . . . . . .. ... ... L. 225

[F.6.2 Minimisation par rapport a @ . . . . . . ... .. ... 226
Chapitre |G Reconstructions avec la méthode EDF-EPM| . . . . . . .. .. . 227
Chapitre [H Reconstructions avec les méthodes developpées| . . . . . . . . .. 229

Chapitre [ Modele éléments finis avec couplage intégral et éléments de Nédéled234

L1 Modele EF-CII . . . . . . . . . . 234
([.1.1 Introduction des edge elements| . . . . . .. ... ... ... 234
{[.1.2 Couplage avec formulation intégrale] . . . . . . .. ... .. 239
([.1.3 Préconditionnement pour £F-CI} . . . .. ... ... 244
([.1.4 Variation d'impédance par EF-CI} . . . . . .. .. ... ... 244
{[.1.5 Formulation par rapport au contraste pour EF-CI|. . . . . . 246
(L1.6  Simulation| . . . . ..o oo 247




XV

L3 Reconstructions|. . . . . . . . . . . ... ... 251

[4 Conclusion] . . . . . . . . . .. . 253
Chapitre[J Capteurs CF| . . . . . . . . .. .. ... .. .. .. ... .. ... 255
Bibliographie| . . . . . . . ... 257
Table des figures
[F1IGURE [.1 Voisinage 4-CONNexe|. . . . . . . . . o e 15
(FIGURE 1.2 Cliques pour un voisinage 4-connexe| . . . . . . .. .. .. .. 15
[FIGURE 1.3 Criteres avec ou sans contraintes de couplage|. . . . . . . . .. 41
[F1IGURE II.1 ~ Disposition du capteur| . . . . . . . ... .. ... ... .... 50
[F1GURE 1.2 Defaut simulé d'une protondeur de Imm| . . . . . . . ... .. 59
[FIGURE II.3  Données simulées avec modele linéaire en comparaison avec |
| COMSOL : parties réelle (a) et imaginaire (b)| . . . . . . . .. 60
[F1GURE III.1 ~ Valeur absolue du champ électrique incident estimé avec COM- |
| SOL : coupe horizontale (a) et coupe verticale (b).|. . . . . . . 73
[F1IGURE III.2  Champ électrique incident avec le modele diftérences finies : |
| parties réelle (a) et imaginaire (b)| . . . . . . .. ... ... .. 75
[FIGURE I11.3  Champ électrique incident avec modele par COMSOL (distances |
| en metre) : parties réelle (a) et imaginaire (b)[ . . . . . . . .. 76
[F1GURE [II.4 ~ Comparaisons du champ électrique sur la ligne horizontale a |
| Valtitude z = 0,5 mm : parties réelle (a) et imaginaire (b)|. . . 76
[F1IGURE III.5  Comparaisons du champ électrique sur la ligne verticale a I’abs- |
| cisse v = —1,4mm : parties réelle (a) et imaginaire (b)| . . . . 77
[F1GURE II1.6  Defaut simulé d'une profondeur de 1mm| . . . . . . .. . . .. 78
[F1IGURE III.7  Comparaison entre les données CF par COMSOL et par le mo- |
| dele DF : parties réelle (a) et imaginaire (b)| . . . . . . .. .. 79
[FIGURE V.1  Exemple de maillage triangulaire non structure utilise dans cet |
| ouvrage (distances en metre)|. . . . . ... ... 84
(FIGURE IV.2 Forme de la matrice Lf . . . . . . ... ... ... ... ... 87



xvi

[FIGURE 1V.3  Comparaison entre les données : parties réelle (a) et imaginaire |

| (B - o 90
[FIGURE V.1  Impact du parametre A sur la qualité de reconstruction| . . . . 106
[FIGURE V.2  Fonctions de pénalisation|. . . . . . . . . ... ... ... ... 109
IFIGURE V.3 Distance entre deux élémentsl . . . . .. ... ... ... ... 110
[F1IGURE VI.1 ~ Matrices Ag, LetU| . . . . . . ... .. ... ... ... ... 130
[FIGURE VII.1 Maillage ) utilisé pour I'inversion (axes en metre)| . . . . . . . 139
[FIGURE VIL.2 Défaut simulé d’une profondeur de 1 mm : défaut (a), parties |
| réelle (b) et imaginaire (¢)| . . . . . . . .. ... ... 140
[F1IGURE VII.3 Defauts simulés pour la reconstruction] . . . . . .. ... ... 141
IF1GURE VIII.1 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM| . . . . .. . . .. 146

[F1GURE VIIL.2 Eftet de la régularisation sur la reconstruction par DF-Basique |

| pour le défaut de 1 mm de profondeur sans contraintes de bornes |
| et sans bruitl. . . . . . ... 147

[F1GURE VIII.3 Eftet des différents termes de régularisation sur la reconstruc- |

| tion par DF-Basique pour le défaut de 1 mm de protondeur| . . 148

[F1GURE VIII.4 Effet de la régularisation sur la reconstruction par DF-Basique |

| pour le détaut de 1 mm de profondeur avec contraintes de bornes{149

[F1IGURE VIII.b EQR pour DF-Basique au cours des itérations pour le defaut |

| de Imm de profondeur| . . . . . . . ... ... L. 150

[F1GURE VIII.6 Eftet de la matrice D sur la reconstruction par EF-Basique |

| pour le defaut de 1 mm de protondeur|. . . . . . . . . ... .. 152

[F1IGURE VIII.7 Eftet de la regularisation sur la reconstruction par EF-Basique |

| pour le détaut de 1 mm de profondeur|. . . . . . . . .. .. .. 153

[F1IGURE VIIL.8 EQR pour EF-Basique au cours des itérations pour le defaut |

| de I mm de profondeur| . . . . . . . ... ... L. 154
[FIGURE VIIL.9 Données (a) et (b) et critere (¢) au cours des itérations pour la |
| regularisation Lol — Lq| . . . . . . ..o 155
[F1IGURE VIII.10Reésultats de reconstruction par EF-Basique pour le defaut de |
| 1 mm de profondeur pour 2 initialisations|{. . . . . . . . . . .. 156
[F1GURE VIIL.11Critere en fonctionde o . . . . . . . o000 000000 L 156

[F1GURE VIIIL.12Eftet de la régularisation sur la reconstruction par EF-Basique |

| pour le défaut de 2mm de profondeur|. . . . . . . . ... ... 157




Xvii

(F'1GURE VIII.13Effet de la régularisation sur la reconstruction par EF-Basique

| pour le détaut long| . . . . . . . . ... 157
[F1IGURE VIII.14Comparaison des résultats de reconstruction entre les méthodes |
| pour le détaut de 1 mm de profondeur|. . . . . . . . .. .. .. 159
[F1GURE VIII.15Comparaison des EQR et du critere primal entre les méthodes |
| de reconstruction pour le defaut de 1 mm de profondeur|{. . . . 160
[F1IGURE VIII.16Comparaison entre les methodes de reconstruction pour le de- |
| faut de 2mm de protondeur| . . . . .. ... 161
[F1IGURE VIII.17Comparaison entre les methodes de reconstruction pour le de- |
| faut de 2mm de profondeur| . . . . . . . ... ... ... 162
[F1GURE VIIIL.18Evolution de Aoy au cours des itérations pour les détauts de |
| 1mm et 2mm de profondeur|. . . . . . ... ... 162
[F1IGURE VIII.19Comparaison entre les methodes de reconstruction pour le de- |
| faut de 2mm de profondeur avec le méme A\g finalf . . . . . . 164
[F1GURE VIII.20Comparaison entre les méthodes de reconstruction pour les de- |
| fauts de 1mm et 2mm de profondeur en termes de nombre |
I d’itéerationsl . . . .. ... 165
[F1IGURE VIII.21Diagrammes de la profondeur estimée (a) et du temps (b) en |
| fonction de la profondeur du détaut a estimer pour les méthodes |
| EF-Basique et EF-CSI avec ou sans réglage automatique de Al 168

[F1IGURE VIII.22Impact du parametre A sur la qualité de reconstruction pour la

| methode EF-Basique dans le cas du détaut de 2 mm de profondeur|169

[F'1GURE VIII.23Impact de A sur la qualité de reconstruction et la vitesse de

| convergence pour la méthode EF-Basique|f. . . . . . . . .. .. 170
[FIGURE IX.1 Eftet de la régularisation sur la méthode EF-AL-Basique pour |
| le déefaut de 2mm de profondeur|. . . . . . . . . ... ... .. 174
[F1IGURE [X.2 EQR pour EF-AL-Basique au cours des itérations pour le dé- |
| faut de 2mm de protondeur| . . . . ... ... L. 175
[FIGURE IX.3  Etude du critere primal Jy, (x), de l'erreur de couplage et de |
I A au cours des itérationsl . . . . ... .. 176
[FIGURE IX.4 Reésultats de reconstruction par EF-AL-Basique pour le détaut |
| de 2mm de profondeur pour deux initialisations| . . . . . . . . 176
[FIGURE IX.5  Critére en fonctionde v . . . . . . .. .. ... .o 177



xviii

[FIGURE IX.6  Reconstructions pour la méthode EF-Basique (a) et EF-AL- |
| Basique (b) pour le défaut de 2mm de profondeur|. . . . . . . 178
IFIGURE IX.7 EQR et critere primal Jy, () pour la méthode EF-Basique et |
| pour la methode EF-AL-Basiquel . . . . . . ... ... ... 179
[FIGURE IX.8 A et nombre d’itérations GC pour la méthode EF-Basique et |
| pour la methode EF-AL-Basiquel . . . . . ... ... ... .. 180
[FTIGURE IX.9  Eftet du Lagrangien augmente sur EF-Basique pour le defaut |
| de 1mm de profondeur| . . . . . . .. ... L. 180
[F1IGURE [X.10 Eftet du Lagrangien augmente sur EF-Basique pour le defaut |
| fongl . . . . . 181
[FIGURE IX.11 Reconstructions pour la méthode EF-CSI avec g auto.(a), |
| EF-AL-Basique et EF-AL-CSI (c) pour le défaut de 2mm de |
| profondeur|. . . . . . . ... 183

[FIGURE [X.12

Comparaisons des méthodes EF-AlL-Basique, EF-AL-CSI et EF-

CSI avec Ao automatique pour le detaut de 2mm de profondeur(184

[FIGURE [X.13

Resultats de reconstruction par EF-AL-CSI pour le defaut de

| 2mm de profondeur pour 2 initialisations|. . . . . . . . .. .. 184
[FIGURE 1X.14 Diagrammes de la profondeur estimée (a) et du temps (b) en |
| fonction de la profondeur du détaut a estimer pour les méthodes |
| EEF-AlL-Basique, EF-AL-CSI et EF-CSI avec reglage automa- |
| tiquede Al . . . . .. 188
[FIGURE A.1  Detaut et données simulées pour un défaut carre . . . . . . . . 202
[FIGURE A.2  Defaut et données simulées pour un défaut protond| . . . . . . 203
[FIGURE A.3  Detaut et données simulées pour un défaut de 1mm| . . . . . . 203
[FIGURE A.4  Deétaut et données simulées pour un détaut transverse de 1.4 mm|203
[Ficure C.1 _ Transformation 7F . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 211
[FIGURE G.1  Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut de |
| lmml. . . . . 227
[FIGURE G.2  Reconstructions avec la methode EDF-EPM pour le défaut de |
I 2MM) . . . e e 227
[FIGURE G.3  Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut long| 228
[FIGURE G.4  Reconstructions avec la methode EDF-EPM pour le déefaut carré228
[FIGURE H.1 ~ Reconstructions pour le défaut de 1mm| . . . . . . ... . .. 229
[F1IGURE H.2  Reconstructions pour le défaut de 1.bmm| . . . . . .. . . .. 230




XixX

[FIGURE H.3  Reconstructions pour le défaut de 2mm| . . . . . . . ... .. 231
[FIGURE H.4  Reconstructions pour le défaut de 2.5mm| . . . . . .. . . .. 232
[FIGURE H.5  Reconstructions pour le défaut longl . . . . . . . . ... .. .. 233
[F1IGURE [.1 Triangle avec une orientation anti-horaire des vecteurs tangents.| 236
[FIGURE 1.2 Matrices creuses avant et aprées modifications|. . . . . . . . .. 243
[FIGURE 1.3 Comparaison entre les données : parties réelle (a) et imaginaire |
| (D) - 248
[FIGURE 1.4 Ecart entre les données et COMSOL : parties réelle (a) et ima- |
| ginaire (b)| . . . . ..o 248
FIGURE 1.5 Conductivite relative en fonction de la resistivite relativel . . . 250
[FIGURE 1.6 Reconstructions pour la méthode EF-CI-Basique pour le détaut |
| de 1 mm de profondeur avec régularisation sur x,| . . . . . .. 252
[F1IGURE 1.7 Critere EF-Cl-Basique pour le défaut de 1 mm de profondeur|{. 253
[FIGURE 1.8 Defaut de 1 mm de profondeur avec la methode EF-CIl-Basique |
| avec regularisation sur , et minimisation par rapport a x, : |
| (a) défaut simulé, (b) solution x, et (¢c) =,/ . . . . . . . . . .. 254
[FIGURE J.1 Schemas des capteurs COMI et SEPT|. . . . . . ... .. ... 256
[FIGURE J.2 Exemple de donnees avec le capteur COMI1|. . . . . . . . . .. 256




Liste des tableaux

XX

[[ABLEAU [.1  Algorithme classique de la méthode de Born itérativel . . . . . 30
[[ABLEAU [.2  Algorithme de minimisation de la méthode MGM| . . . . . .. 35
[[ABLEAU [.3  Algorithme de minimisation de la méthode CSI} . . . . . . .. 36
[TABLEAU [.4  Tableau récapitulatif et comparatit des méthodes MGM et CSI] 38
[TABLEAU VI.1 Algorithme de minimisation de la méthode XF-Basiquel . . . . 117
[ABLEAU V1.2 Fonctions de réegularisation utilisées et leurs derivees|. . . . . . 119
[[ABLEAU V1.3 Equationsdet, . .. ... ... ... ... ... ........ 126
[TABLEAU V1.4 Algorithme de la méthode XF-Basique avec Lagrangien aug- |
| mente : XF-AL-Basique| . . . . . .. ... 126
ITABLEAU VL5 Equationsde et #)| . . . . . . . ... ... ... ... .... 128
[TABLEAU VI.6 Cotit mémoire pour les differentes méthodes| . . . . . . . . .. 130
[TABLEAU V1.7 Cotit mémoire pour les différentes méthodes pour le maillage |
I utilisél ..o e e 131
[TABLEAU VI.8 Cott de calcul pour les différentes méthodes| . . . . . . . . .. 132
[TABLEAU V1.9 Cotit de calcul pour les différentes méthodes pour le maillage |
I utilisél ..o e 132
[TABLEAU VIII.IEQR des reconstructions pour différents couples (3, ) pour le |
| detaut de 1mm de profondeur| . . . . . . ... ... L. 149
[TABLEAU VIII.2EQR des reconstructions pour différentes regularisations avec |
I ou sans contraintes de bornes . . . . . . ... ... ... L. 151
[TABLEAU VIII.SBEQR, profondeur, nombre d’itérations CSI et temps de calcul |
| pour differents detauts avec la méthode EF-Basique avec le ré- |

glage (\, 8,6,7) = (1012, 104,107, 10—2) ........... 158
[TABLEAU VIII.AEQR, protondeur et temps de calcul pour les difféerentes me- |
| thodes pour le défaut 2mm avec Ao, = 3,8 x 1014 . . . . . . . 164
[TABLEAU VIII.OEQR pour les diftéerentes methodes et les différents defauts| . . 166




xxi

[TABLEAU VIII.6Temps de calcul en [s| nécessaire pour les différentes méthodes |

| et les differents defautsl . . . . . . ..o oo 167
[[ABLEAU [X.1 EQR pour les deux méthodes pour difterents détauts| . . . . . 180
[TABLEAU [X.2 Nombre d’iterations CSI pour les deux méthodes pour différents |
| defautsl . . . . . . .. 181
[TABLEAU IX.3 Temps total [s| pour les deux méthodes pour différents défauts| 181
[TABLEAU [X.4 EQR pour les differentes methodes et les différents déefauts| . . 185

[TABLEAU IX.5 Profondeur pour les difterentes meéthodes et les différents défauts(186

[TABLEAU [X.6 Largeur pour les différentes méethodes et les difféerents detauts| 186

[ABLEAU [X.7 Critere primal pour les différentes methodes et les différents |

| defautsl . . . . . . .. 186
[TABLEAU IX.8 Nombre d’itérations CSI pour les diftérentes méthodes et les |
I differents défautsl . . . . . . . ..o 187
[TABLEAU [X.9 Temps en [s| pour les différentes méthodes et les différents défauts/188
MABLEAU B.I Parametresd . . . ... ... ... ... ... ... ... ..., 204
[ABLEAU B.2 Capteur| . . . . . . . . . . . . 204
[TABLEAU B.3 Domainedecalcull . . ... ... ... ... ... ... ... 205
[lABLEAU D.1 Gradients conjugués linéaire avec préconditionnement| . . . . . 215

[[ABLEAU D.2 Algorithme de GC non lineaire| . . . . . ... ... ... ... 216




xxii

Liste des notations

Toutes les variables notées en gras minuscules sont des vecteurs : x, e.

Toutes les variables notées en gras majuscules sont des matrices : M, A.

N, N*
R,R,
RN
(CN
RNXK

(CNXK

Lj,i)

],
Re{x}, Im{x}

diag{x}

ensemble des entiers naturels, des entiers strictement positifs
ensembles des réels et des réels positifs

ensemble des vecteurs réels a N dimensions

ensemble des vecteurs complexes a N dimensions

ensemble des matrices réelles a N lignes et K colonnes
ensemble des matrices complexes a N lignes et K colonnes
valeur de la matrice L a la ligne j et a la colonne ¢

valeur du vecteur  a la ligne ¢

domaine de calcul, frontiere du domaine de calcul

nombre de nceuds dans €2

nombre d’éléments dans (2

nombre d’éléments dans la plaque

nombre d’arétes dans (2

nombre de positions du capteur

données (champ, variation d’impédance, etc.)

variation d’'impédance aux bornes de la bobine a la position ¢
champ électrique dans €2 lorsque le capteur est a la position ¢
source de contraste dans () lorsque le capteur est a la position ¢
vecteur de la conductivité relative dans €2

conjugué de x

transposée de x

transposée conjuguée de x

norme L, de x (si p n’est pas précisée alors p = 2)

parties réelle et imaginaire de

matrice diagonale de diagonale



V- opérateur différentiel nabla

Grandeurs électromagnétiques

o, o9 conductivité électrique, conductivité électrique dans la plaque
1, o perméabilité magnétique, perméabilité magnétique du vide
€, €g  permittivité, permittivité du vide

Iy intensité du courant dans la bobine

Densités de probabilité

~ « suit la loi »
U (I) loi uniforme sur Uintervalle T
N (m,0?) loi normale de moyenne m et de variance o>

B («, 3) loi Béta de parametres («, (3)
G (o, 0)

loi Gamma de parametres («, [3)

xxiil



Introduction générale

Controle non destructif

Le controle non destructif (CND) est 1’ensemble des techniques et procédés uti-
lisables pour évaluer I’état d’une structure sans I’endommager pour une utilisation
ultérieure. Les technologies et techniques employées sont diverses et variées. Certaines
méthodes ont pour but de détecter les défauts, comme le ressuage et la magnétosco-
pie, et d’autres estimer les caractéristiques des défauts détectés dans la structure,
comme la radiographie et les ultrasons (Champigny|, 2005; Dumont-Fillon, (1996} Wa-
nin, 2001)).

La radiographie et les ultrasons font partie des techniques d’investigation les plus
connues et les plus utilisées que ce soit pour I'imagerie du corps humain ou ’examen
de structures. Pour des pieces métalliques, les méthodes électromagnétiques, comme
par exemple la magnétoscopie ou les courants de Foucault, sont aussi trés largement
répandues. Cependant, ces techniques s’utilisent également dans l'industrie que ce
soit au moment de la fabrication de pieces afin de s’assurer de la qualité, ou durant
la vie d'une piece pour des questions de maintenance ou de stireté. L’imagerie est une
technique de CND permettant d’obtenir une cartographie précise en 2D ou 3D de
la structure interne de 'objet. Elle permet d’obtenir des informations plus précises
sur l'objet testé que 'analyse visuelle des signaux obtenus a l'aide d’une méthode
d’inspection. L’imagerie médicale en est un exemple tres courant et connu. Dans ce

cas, la structure testée est biologique (os, organes, etc.).

Controle non destructif a Electricité de France (EDF)

Le controle non destructif a EDF est un outil important pour établir des stra-
tégies de maintenance afin d’optimiser la production électrique tout en garantissant
la stireté des centrales nucléaires. EDF utilise différentes technologies selon les pieces
a examiner. La radiographie est la technique la plus employée en centrale nucléaire,
suivie des techniques ultrasonores. La radiographie est tres complexe a utiliser pour

des questions d’encombrement et surtout de radioprotection. Les ultrasons posent



également un probleme d’encombrement du procédé industriel pour des surfaces non
planes et proches d’obstacles.

Les courants de Foucault (CF) sont également tres utilisés pour les éléments mé-
talliques tels que les tubes ou les plaques lorsque les méthodes précédentes ne sont
pas applicables.

En pratique, dans les centrales nucléaires, les méthodes par courants de Foucault
sont surtout utilisées dans les tubes de générateur de vapeur. Dans ce cas, les CF
permettent de prévenir voire de détecter d’éventuelles fuites entre le circuit primaire
et le circuit secondaire. En plus de détecter les manques de matiere, un autre objectif
est d’identifier les éventuels dépots de matiere au niveau des tubes pouvant géner la
circulation des fluides. Pour acquérir les données, une sonde contenant un capteur
courants de Foucault est tractée dans chaque tube et les signaux du capteur sont
étudiés par un controleur afin de détecter des fuites, des fissures ou des dépots sur
le tube testé. Afin d’aider 'analyse des signaux, des données sont mesurées sur des
maquettes contenant des défauts connus ou sont simulées a I’aide de code de calculs.
Les données des maquettes ou simulées sont alors comparées avec les données réelles
pour évaluer la nature du probleme et sa gravité. Une fois les défauts et les dépots
détectés, il s’agit de les classer en terme de sévérité pour la structure. Si le défaut
n’est pas dangereux, il est régulierement surveillé afin de détecter d’éventuelles dété-
riorations. Inversement, si le défaut est trop important, le tube défectueux peut étre
bouché. Cependant, de maniere générale, I’analyse des signaux reste assez simple. En
effet, compte tenu de la complexité des phénomenes physiques, il est difficile de visu
de caractériser I'anomalie (dépdt ou manque de matiére) et déterminer la gravité est

encore plus difficile.

Tomographie par courants de Foucault a EDF

Afin d’appuyer et d’aider les experts dans I’évaluation des défauts, le recours a des
méthodes de reconstruction tomographique par CF est envisagé. La reconstruction
tomographique consiste a évaluer la distribution d’'une grandeur d’intérét a partir
de données sur 'objet a reconstruire : c¢’est un probléme inverse. Dans le cas de la
tomographie CF, la conductivité est la grandeur d’intérét utilisée car les données sont
sensibles aux variations de conductivité. De plus une diminution de la conductivité

indique un manque de matiére. Pour représenter un défaut, on peut employer de



maniere équivalente la conductivité relative, ou contraste, plutot que la conductivité
elle-méme. En effet, elle est plus significative car elle permet de quantifier la proportion
de manque de matiere pour chaque élément du domaine de calcul discrétisé.

Pour résoudre ce probleme, il existe de nombreuses méthodes comme les méthodes
de type MGM /CSI ou de Newton-Kantorovich. La majorité d’entre elles ne sont pas
applicables en ’état a un cadre industriel et restent limitées a des cas simulés ou a des
géométries particulieres. Pour le moment, ’étude de 'utilisation de la tomographie

CF se limite a des plaques métalliques.

Les différents partenariats entre EDF et 1’Ecole Polytechnique de Montréal (EPM)
effectués depuis 2001 ont débouché sur une méthode d’inversion de données CF. L’ob-
jectif de cette méthode est de cartographier la conductivité relative pour reconstruire
des défauts débouchants dans des plaques métalliques (Dubost et all 2006). Cette
méthode est basée sur deux étapes. La premiére concerne I'identification d’un modele
direct linéaire paramétré par une réponse impulsionnelle a partir de données pour des
défauts connus. La seconde concerne la reconstruction d’'un défaut inconnu a partir
de données et du modele identifié. Ces étapes présentent des difficultés a cause de
leur sous-détermination. En effet, il y a plus d’inconnues a estimer que d’équations
a disposition. Afin de surmonter ces difficultés, ces étapes recourent a des techniques
de régularisation. Celles-ci sont appliquées sur la réponse impulsionnelle estimée ainsi
qu’au défaut a reconstruire. En effet, la réponse impulsionnelle est supposée conti-
nue et douce tandis que le défaut est considéré constant par morceaux. Au cours des
différentes études, les efforts ont surtout été concentrés sur la seconde étape, I’étape
d’inversion, et notamment sur la régularisation et la minimisation.

Les reconstructions obtenues a 'aide de cette méthode présentent une ambiguité
entre la largeur et la profondeur du défaut reconstruit. Pour obtenir des résultats de
reconstruction corrects, il est nécessaire de lever cette indétermination en fixant la
largeur du défaut. La méthode est alors efficace a condition de fixer cette largeur,
ce qui revient a se limiter a une classe de défauts. Elle montre ses limites lorsque le
défaut recherché n’appartient pas a la classe choisie. La linéarité du modele direct

semble étre en partie la cause de ces limites (Dubost et El-Guedri, 2008]).



Travaux de these

Nos travaux ont pour but d’améliorer les méthodes de reconstruction développées
dans le cadre des partenariats entre EDF et 'EPM. Etant donné que I’approximation
linéaire du modele direct a été identifiée comme un facteur fortement limitant des
précédentes méthodes, des efforts particuliers ont tout d’abord été effectués concer-
nant la modélisation directe. Une fois le modele développé, on a proposé des méthodes
d’inversion permettant de tenir compte des spécificités du modele direct. De plus, afin

de lever le caractere mal-posé du probleme des a prior: judicieux ont été développés.

Compte tenu de ces considérations, les objectifs de la these ont été :

— d’étudier et proposer des modeles directs pour les CF suffisamment simples et
précis pour étre exploitables en 2D et en 3D dans le cadre de I'inversion pour
des plaques mais également pour d’autres géométries ;

— de développer des méthodes d’inversion pour les CF en exploitant les caracté-
ristiques particulieres des modeles directs et en introduisant les informations a

priori adéquates.

En général, la modélisation a pour objectif de représenter de maniére mathéma-
tique une réalité physique tout en essayant d’étre le plus proche possible de cette
réalité. Un bon modele est avant tout un modele précis, les problemes de mémoire
ou de temps de calcul sont secondaires. C’est pourquoi, certains modeles peuvent
nécessiter plusieurs heures voire plusieurs jours de calcul pour procurer une solution.
Dans le cas d'un modele direct pour I'inversion, les objectifs sont légerement diffé-
rents. Il s’agit d’obtenir un modele qui présente un bon compromis entre simplicité et
précision pour étre exploitable en inversion. Compte tenu du bruit dans les mesures
et dans la chailne d’acquisition, un modele extrémement précis est inutile. De plus,
I'inversion peut nécessiter des centaines de résolutions de modeles directs. L’efficacité
numérique de cette résolution est donc critique pour 'obtention d’une méthode nu-

mérique utilisable en pratique.

Dans notre cas, différentes modélisations ont été étudiées afin d’obtenir un mo-
dele qui soit exploitable pour l'inversion, c¢’est-a-dire un modele relativement simple

et précis. Dans la littérature, il existe un grand nombre de méthodes de modélisation



différentes. Cependant, deux grandes classes de modélisation se distinguent par leur
forte présence. La premiere est basée sur les méthodes intégrales faisant intervenir
les fonctions de Green, réponse impulsionnelle ponctuelle de 1’équation d’Helmholtz.
Cette méthode discrétise la solution de ’équation d’Helmholtz. Bien que ces méthodes
soient les plus employées en tomographie de diffraction, les méthodes intégrales ne
sont applicables qu’a des géométries canoniques et font intervenir des matrices de
Green pleines et difficiles a stocker. La seconde fait intervenir les méthodes différen-
tielles basées sur la discrétisation de ’équation d’Helmholtz puis sur la résolution de
I’équation discrétisée. Ces méthodes sont plus faciles a mettre en ceuvre et a générali-
ser. De plus, il est également possible d’employer un maillage adapté a la géométrie du
probleme avec les modeles différentiels. On a donc privilégié ici les méthodes différen-
tielles telles que les différences finies (DF) et les éléments finis (EF). Quelle que soit
la modélisation adoptée, deux équations sont obtenues. La premieére est 1’équation
d’observation qui permet de lier les données CF, la distribution d’un champ élec-
tromagnétique et la conductivité relative. La seconde est I’équation de couplage qui
permet de lier le champ électromagnétique et la conductivité relative dans le domaine

de calcul.

Il existe deux grandes classes de méthodes d’inversion : celles contraignant cette
équation (méthode de Newton-Kantorovich ou méthodes de gradients conjugués non-
linéaires) et celles relachant I’équation de couplage (méthodes de type modified gra-
dient method (MGM) et contrast source inversion (CSI)). Les premiéres minimisent
un critere non-linéaire et nécessitent la résolution du modele direct a chaque itéra-
tion, cette étape étant tres cotiteuse. C’est pourquoi, en tomographie de diffraction,
les méthodes de type MGM/CSI sont tres classiques car elles évitent la résolution
du modele direct. Ces méthodes permettent de transformer un critére non-linéaire
par rapport au contraste en un critere bilinéaire par rapport au contraste et a une
variable électromagnétique. Ce critére est égal a la somme pondérée de l'erreur qua-
dratique sur chacune des équations du modele (observation et couplage). Le critere
obtenu est plus facile a manipuler et son gradient est moins cofliteux a calculer pour
la minimisation. La méthode CSI minimise le critere en question de maniere alternée
par rapport a chacune des variables. Ceci est équivalent a la résolution répétée de

systemes linéaires a chaque itération.



Dans ce manuscrit, un des principaux objectifs a été d’adapter ces méthodes au
cas de la tomographie par CF avec les modeles directs différentiels DF et EF étu-
diés dans le cadre de cette these. Les méthodes MGM et CSI different entre autres
sur le critere minimisé ainsi que les variables par rapport auxquelles la minimisation
est effectuée. Les criteres XF-MGM et XF-CSI sont proposés dans ce manuscrit. Ces
derniers sont respectivement les adaptations des criteres MGM et CSI au modele dif-
férentiel XF (DF ou EF). Cependant, des modifications importantes sur les équations
du modele sont nécessaires pour obtenir ces deux criteres. Il est nécessaire d’obtenir
une expression de forme algébrique identique a celle obtenue par formulation intégrale,
c’est-a-dire sous forme de somme de champs. A notre connaissance, la nécessité de
revenir a cette formulation n’a jamais été justifiée dans la littérature. C’est pourquoi,
le critere XF-Basique est proposé dans ce manuscrit en se basant sur les équations
du modele sans les modifier. Ce critere est appelé Basique car il ne nécessite aucune
transformation préalable des équations du modele direct contrairement aux criteres
XF-MGM et XF-CSI. Les différences sont importantes entre ces criteres en termes de
colit de calcul et de mémoire, de prise en compte du capteur, etc.

La tomographie par courants de Foucault est un probléme mal-posé. Pour le régu-
lariser, on adopte une approche bayésienne en introduisant des informations a priori
a travers un terme de régularisation ajouté au critere minimisé. Les défauts recherchés
sont des entailles, ainsi la distribution de conductivité dans le domaine de calcul est
constante par morceaux. De plus, le défaut est relativement petit par rapport a la
taille du domaine étudié. Ces deux a priori sont introduits a ’aide d’un terme de
régularisation dans le critere. L’ajout de ce terme de régularisation complique peu la
minimisation du critere obtenu méme si ce dernier n’est pas quadratique. En outre,
les défauts recherchés sont des manques de matiere. Par conséquent, la conductivité
dans le domaine ne peut que décroitre et est nécessairement positive. Des contraintes
sont la valeur de la conductivité relative sont donc imposées et prises en compte a
I’aide d’un algorithme de minimisation sous contraintes. Enfin, les courants de Fou-
cault sont localisés en surface de la plaque, il est inutile de chercher a reconstruire des
défauts trop profonds. La zone d’intérét est donc limitée a une certaine profondeur

de la plaque.

Les méthodes MGM et CSI relachent I’équation de couplage. Ceci se traduit par

un critere comprenant 'erreur quadratique pondérée de I'équation de couplage. La



pondération du terme d’erreur sur 1’équation de couplage a un impact important sur
les résultats de reconstruction. Lorsque celle-ci augmente, la qualité des défauts es-
timés s’améliore, illustrant ainsi la nécessité de contraindre I’équation de couplage.
A Tinverse le conditionnement du probleme se dégrade, augmentant de maniere si-
gnificative le nombre d’itérations nécessaires pour la minimisation du critere choisi
ce qui peut mener a 'impossibilité d’obtenir des solutions. Il faut donc étre suffi-
samment exigeant sur le respect de I’'équation de couplage pour avoir une solution
qui ait un sens tout en relachant suffisamment cette équation pour que le mauvais
conditionnement n’empéche pas d’obtenir une solution correcte. Afin d’atténuer ce
probleme de conditionnement tout en contraignant 1’équation de couplage, il est pro-
posé dans ce manuscrit d’appliquer la méthode de Lagrangien augmenté au cas de la
tomographie par CF a travers les criteres développés XF-CSI et XF-Basique. Cette
modification améliore grandement les résultats de reconstruction, tout en nécessitant
peu de modifications. Ainsi, on obtient respectivement les méthodes XF-AL-CSI et
XF-AL-Basique.

Les différents criteres et méthodes proposés ont été testés sur des données simu-
lées a partir du logiciel commercial COMSOL indépendant des modeles développés
et utilisés pour l'inversion. Ceci permet d’éviter le crime inverse (Wirgin, 2004)). L’ef-
ficacité des méthodes que nous avons développées est illustrée sur ces cas simulés en
se limitant a des plaques et dans un cadre 2D. Ce cadre de travail ne permet pas
de représenter exactement une bobine, mais permet cependant d’étudier et tester les
méthodologies proposées. Une adaptation du modele direct a un cas 2D axisymétrique
permettrait d’appliquer les méthodes dévéloppées dans ce manuscrit a des tubes mé-
talliques testés avec des sondes axiales tout en nécessitant peu de modifications. De
plus, les méthodes proposées peuvent étre adaptées a des cas 3D pour des plaques de
partition de générateur de vapeur sans modifier la méthodologie. De maniere générale,
toute géométrie peut étre employée grace a 'utilisation des EF pour le modele direct
permettant une grande flexibilité. Pour que la méthode proposée soit applicable, il

est nécessaire que le domaine ne soit pas magnétique.

Pour résumer, afin de résoudre le probleme posé, il s’agit de choisir le modele
direct adéquat, le critere a minimiser ainsi que le respect ou non des équations de

couplage et dans quelle mesure elles doivent étre respectées. Le manuscrit est divisé



en différentes parties :

— dans un premier temps, les problemes inverses en général ainsi que leur résolu-
tion sont présentés au chapitre [ Une revue de littérature sur la tomographie
de diffraction est effectuée montrant la nécessité d’employer un modele direct
dans ce méme chapitre. On insiste particulierement sur les méthodes de type
MGM/CSI sur lesquelles sont basées les méthodes proposées par la suite ;

— dans un deuxieme temps, les modélisations utilisées pour l'inversion sont dé-
crites. Cette partie a pour objectif d’apporter une réponse sur le modele direct
a employer pour résoudre le probléme posé. Au chapitre [[T] les équations électro-
magnétiques de base ainsi que la méthode intégrale sont présentées. Au chapitre
M, un modele basé sur les différences finies est proposé et au chapitre [[V] un
autre modele direct basé sur les éléments finis nodaux est étudié;

— dans un troisieme temps, des méthodes pour l'inversion en tomographie CF
sont proposées. Devant le nombre de variantes, de critéres et d’algorithmes de
minimisation dans la littérature sur la tomographie de diffraction, cette partie
a pour but d’apporter des éléments de réponse sur les choix a effectuer sur ces
différents points. A l'inverse de la présentation classique dans la littérature des
méthodes de type MGM/CSI classiques, critére minimisé, choix de la pondé-
ration de I’équation de couplage et algorithme de minimisation sont dissociés.
Cette partie présente les différentes contributions sur ces points de ce travail
de these. Au chapitre [V] différents critéres basés sur les criteres MGM et CSI
sont proposés avec une approche bayésienne. Au chapitre [VI] les algorithmes de
minimisation pour ces criteres sont décrits;

— dans un quatrieme temps, des résultats sur des données simulées sont présen-
tés. Au chapitre [VII] on présente la méthodologie employée pour effectuer les
reconstructions. Au chapitre [VIII] les résultats de reconstructions pour la mé-
thode EDF-EPM et pour les méthodes développées sont présentées. Au chapitre
[X] les résultats de reconstructions pour les méthodes avec Lagrangien augmenté

sont illustrés.



Chapitre 1

Inversion en tomographie de

diffraction
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Le probleme de tomographie de diffraction en général, et la reconstruction tomo-

graphique par CF en particulier, sont des problemes inverses difficiles a résoudre car

mal-posés (Devaney et Sherman), [1982) et potentiellement non-linéaires selon le cadre

de travail : fréquence, contraste, etc. Dans ce chapitre, on présente 'inversion dans
un cadre plus général afin d’expliquer les difficultés inhérentes a la résolution de ce
type de problemes ainsi que les approches classiques pour les résoudre.

Par la suite, on se focalise sur la tomographie de diffraction, famille a laquelle
appartient la tomographie par courants de Foucault. Dans ce chapitre, une revue de
littérature sur les méthodes de résolution en tomographie de diffraction est proposée.
Deux grandes classes de méthodes se distinguent parmi les autres dans la littérature :
celles minimisant un critére avec ’équation de couplage relachée (modified gradient
method (MGM), contrast source inversion (CSI), etc.) et celles minimisant un critere

sous contraintes de couplage (méthodes de Born, méthode de Newton-Kantorovich,
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méthodes de minimisation globale, etc.).

I.1 Principe général de I’inversion

1.1.1 Probléme inverse

L’imagerie ou la tomographie consistent a obtenir la distribution ou la cartographie
d’une grandeur physique discrétisée non observable & € R"™ a I'aide de données obser-
vables y € R™. Dans le cas de la tomographie par CF, x correspond a la conductivité
absolue ou relative et y a la variation d’impédance d’une bobine déplacée au-dessus
de la piece testée. Il s’agit d'un probléme inverse par opposition au probléme direct.
En effet, ce dernier consiste a créer des données a 'aide d’'un modele mathématique
f () liant les données y et I'objet @ ainsi qu’un terme € regroupant les différents

bruits possibles (mesure, modele, structure, etc.) :

y=f(z)+e

f (x) est une application de R™ dans R™. Dans beaucoup d’applications (décon-
volution, tomographie par rayons X, etc.), la fonction f (x) est linéaire ou alors il
est possible de 'approcher par une application linéaire telle que f(x) = Ax avec
A € R™™ une matrice décrivant un phénomeéne physique (convolution, échantillon-
nage, flou, transformée de Radon, etc.). Cependant, I'hypothese de linéarité peut
étre trop forte dans le cas de la tomographie de diffraction, on reste donc général en
considérant f (x) comme non-linéaire.

En général, le bruit € est considéré gaussien centré, faute d’informations sur le
bruit. Dans certains cas, il existe des informations supplémentaires sur le bruit. Par
exemple, dans le cas de la radiographie, en microscopie a fluorescence ou en astro-
nomie, le bruit peut étre considéré poissonien (Bertero et al., |2009; |Lu et al., [2004).

Cependant, dans notre cas, on se limite au cas du bruit gaussien.

I.1.2 Probléeme mal-posé

On se place dans un cadre probabiliste, plus général pour résoudre les problemes
inverses. Les variables intervenant sont considérées aléatoires afin de modéliser une

incertitude sur ces dernieres. En considérant le bruit gaussien centré indépendant



11

identiquement distribué (i.i.d.) et de variance-covariance oI, la vraisemblance est
ainsi définie :

plylo) = (2n02) "o { oLy - (@)

Une méthode envisageable pour résoudre ce probléme inverse est de maximiser la
vraisemblance. La solution obtenue est le mazimum de vraisemblance. Cette méthode

revient a utiliser la méthode des moindres carrés :
Tyy = argmax p (y | &) = argmin Jyy (@)
X X

En posant :

jMV (w) = Hy - f (w)HZ x —In {p (y | CII)}

En général, la minimisation du critere Jy (@) engendre des solutions n’ayant
aucune réalité physique. En effet, la majorité des problemes inverses sont des pro-
blémes mal-posés car ils ne respectent pas la définition d’'un probléme bien-posé au
sens d’Hadamard (Idier} 2008) :

Définition 1.1 Probleme bien-posé
Un probléme est dit bien-posé s’il respecte simultanément les conditions suivantes :
— existence : Yy € R™, Jx € R"™ tel que y = f (x) ;
— unicité : Yy e R™, siy= f(x1) et y = f(x2), alors 1 = x> ;
— stabilité : une faible perturbation 0y sur les données y a un faible impact dx

sur la solution x.

En général, l'existence d’une solution a un probléeme mal-posé ne pose pas de
difficulté contrairement a 'unicité ou a la stabilité. Il peut arriver qu’il y ait plus
d’inconnues a estimer que de données a disposition pour le faire, notamment en ima-
gerie. Dans ce cas, I'unicité de la solution n’est pas assurée. De méme, des problémes
de stabilité de la solution peuvent se poser lorsque le probléme est mal-conditionné
ou lorsque les données sont peu sensibles a des points de I'espace.

Pour transformer un probleme mal-posé en un probléme bien-posé, une approche

bayésienne peut étre adoptée.
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I.1.3 Approche bayésienne
I.1.3.a Loi a priori

Pour résoudre les problemes inverses mal-posés avec une approche bayésienne, des
informations que l'on a a priori sur 'objet sont introduites : c’est la régularisation.
Ceci peut se faire a I’aide d’une densité de probabilité a priori p (x).

En général, la régularisation est introduite en considérant une fonction potentiel

¢ (x). La loi a priori dans ce cas est définie telle que :

p(x) cexp{—¢(x)} (L1)

Cependant, on peut avoir recours a des densités de probablité a priori qui ne font
pas intervenir de fonction potentiel comme la loi uniforme par exemple.
Quelle que soit la loi a priori, soit la formule de Bayes pour obtenir la loi a

posteriori de x sachant y :

p(ylz)p(z)

p(x|y) = )

pw) = [ pyle)p(@) do

ou p (y) est une constante de normalisation. En ne tenant pas compte de la constante

de normalisation, la loi a posteriori suivante est obtenue :

p(x|y) <p(ylz)p(z)

Cette loi a posteriori fait donc intervenir a la fois les données y sur 'objet et les
informations a priori sur .

Implicitement, on admet qu’il est impossible de calculer exactement la grandeur
x* ayant engendré les données bruitées y. Cependant, on considere qu’il est possible
de trouver une solution x proche de x* sans respecter exactement les données plus
ou moins bruitées. L’introduction d’a priori permet de se limiter & un ensemble de

solutions admissibles, ces solutions étant physiquement acceptables.
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1.1.3.b Estimateur

Lorsqu’une approche bayésienne est adoptée, il convient de se demander quel
estimateur doit étre choisi pour résoudre le probleme posé car celui-ci a un impact
sur la solution. Il existe différents estimateurs pour trouver une solution au probléeme
posé a partir de la loi a posteriori. L’estimateur le plus couramment utilisé est le

mazximum a posteriori (MAP) défini par :
Tyap = argmax p(x|y) = arg min Jyp ()

Le calcul de &\,» peut étre considéré comme un probleme de minimisation du

critére Jyap (), un critére des moindres carrés régularisés :

Tuar (@) = g (@;9) + Ao (@) o< —In{p (z|y)}

ou A est un hyperparameétre ou un parametre de régularisation qui permet de régler
le compromis entre ’adéquation aux données et I'a priori sur 'objet reconstruit. Ce
parametre est en général choisi manuellement apres différents tests. Lorsque A est
grand, les données sont peu prises en compte et l'objet estimé ne dépend que des
a priori adoptés. Inversement, lorsque A est trop petit, la régularisation n’intervient
pas et le probleme reste mal-posé.

La fonction g (@;y) est proportionnelle a 'opposée du logarithme de la vraisem-

blance :
g(z;y) o< —In{p(y|x)}

En général, sauf information supplémentaire sur le bruit, la vraisemblance suit

une loi gaussienne. Dans ce cas, la fonction g (x;y) suivante est obtenue :

g(xy) =y —f (@)

Pour calculer &y,p en minimisant Jyuap (), il est nécessaire d’avoir recours a des
algorithmes d’optimisation. Cet estimateur est le plus utilisé.
Un autre estimateur couramment utilisé est 1’ espérance a posteriori (EAP) définie
par :
Zoar = Bz |yl :/]anp(m|y> da

Il peut étre plus complexe d’estimer &p,p car une intégrale est en général plus
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difficile a calculer. Dans le cas ou p (x| y) est gaussienne, I'espérance a posteriori et
le maximum a posteriori sont identiques i.e., Zpsp = Tyap. Dans le cas contraire,
il est possible d’avoir recours a des algorithmes de type Monte-Carlo par chaines de
Markov (Markov chain Monte Carlo MCMC) (Gilks et al., 1996) pour estimer &g,p.
L’estimateur EAP n’a pas d’équivalent déterministe comme c’est le cas pour le MAP
qui peut étre interprété comme la minimisation d’un critére. Le choix de ’estimateur
peut dépendre des difficultés de mise en ceuvre.

On préfere utiliser 'estimateur MAP pour résoudre le probleme de tomographie

car plus classique et plus facile a mettre en ceuvre pour ces problemes.

I.1.4 Choix de la régularisation

Les informations a priori sur U'objet @ sont contenues dans la loi a priori p ().
Celle-ci détermine 1’ensemble des solutions admissibles. Cette loi a prior: doit donc
étre choisie judicieusement. Les champs de Markov constituent les lois a priori les

plus classiques pour introduire des informations.

I.1.4.a Champs de Markov

Des champs de Markov peuvent étre introduits dans la loi a priori. Ils traduisent

la dépendance d'un pixel a ses voisins et ses voisins uniquement i.e., :

p(x(i) |z (j),j#i) =px@)|z(j),jeV (i)

avec V (i) le voisinage de 1’élément i i.e., 'ensemble des éléments connexes a 1’élément
1. Il convient alors de définir un voisinage. On montre a la figure [[.1] un voisinage tres
utilisé dans le cas d’un maillage 2D cartésien, le voisinage 4-connexe. Le voisinage
4-connexe du pixel central correspond aux 4 pixels qui I’entourent.

Si un tel voisinage est considéré, les cliques existantes sont les singletons, les cliques
horizontales et les cliques verticales présentés a la figure

L’ensemble des cliques de 'image est appelé C. On peut distinguer les singletons
Cs, les cliques horizontales Cj, et les cliques verticales C,.

On définit @., = x (i) — x (j) avec les pixels i et j décrivant la clique horizontale
¢y, € Cp. De méme, x., = x (i) —x (j) avec les pixels ¢ et j décrivant la clique verticale

¢y € Cy. Enfin, ., = x (i) avec le pixel i le singleton ¢, € C,. Souvent, les cliques
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O
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OO @<

F1GURE 1.1 Voisinage 4-connexe

o o—0

singleton clique horizontale clique verticale

F1GURE 1.2 Cliques pour un voisinage 4-connexe

horizontales et verticales ne sont pas différenciées. Une matrice D € RP*™ peut étre
introduite représentant 'opérateur effectuant les différences entre les éléments dune
clique en posant p le nombre de cliques.

Il est également possible d’employer un voisinage 8-connexe. Dans ce cas, les liai-
sons diagonales sont également prises en compte en plus des liaisons verticales et
horizontales entre les pixels.

Introduire un champ de Markov revient & utiliser une fonction potentiel ¢ (x) telle

que :

d(x)= D tel@)+ Y s () (1.2)

c€Chy c€Cs
avec Cp, = Cr, UC,.
Le choix des fonctions v, (x) et ¥ (€) a un impact trés important sur le résultat.
En effet, ces fonctions interviennent dans la loi a priori sur I'objet a reconstruire. Il

convient donc de les choisir judicieusement.
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1.1.4.b Fonctions potentiel

Afin d’introduire des informations a priori, il est habituel d’avoir recours a des
fonctions potentiel représentant au mieux les caractéristiques du défaut recherché. On
présente différentes fonctions potentiel utilisées dans la littérature et représentatives

des a priori susceptibles d’étre introduits pour résoudre des problemes inverses.

Régularisation de Tikhonov La fonction de régularisation tres classiquement
adoptée est la régularisation de Tikhonov. Elle consiste a utiliser une fonction de
pénalisation quadratique (i.e., une norme Lo sur @) permettant ainsi d’avoir un sys-
teme linéaire a résoudre lorsque le bruit est supposé gaussien et le modele linéaire.
D’un point de vue probabiliste, la loi a prior: est une gaussienne, x est une variable

gaussienne centrée i.i.d. et de variance-covariance 021 :

n/2 1
p(@) = (2r02) exp { - L el

Une dépendance entre les éléments voisins peut étre traduite a ’aide de champs

de Markov (Geman) 1990) présentés précédemment :

p(@) = (20) "2 (detR) P exp {3 el |

On pose R la matrice définie positive R € R™"™ appelée matrice de variance-

covariance dont le déterminant est detR. La norme ||| z-. est définie par :
2l = @R

La matrice R définit la forme du champ de Markov.

Il est tres courant de supposer que la variation des valeurs de @ entre éléments
voisins Dz est également gaussienne centrée de variance o2. En employant la notation
utilisée & I'équation ([.1]), on obtient :

o(x) = > x.

c€Chy

En prenant les mémes notations qu’a ’équation ([.2), on définit la fonction po-
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tentiel associée & ¢ (x) :
Ve (u) = u?

Dans ce cas, si le modele est linéaire et le bruit considéré gaussien centré, le critere
reste quadratique et sa minimisation revient a résoudre un systeme linéaire, ce qui
rend cette régularisation tres intéressante. En effet, les systemes linéaires sont simples
a résoudre et tres étudiés dans la littérature. Cependant, ce terme de régularisation
n’est pas adapté a l'information introduite. En effet, il introduit de la douceur dans
la solution (Idier} 2008).

Régularisation convexe Dans certains cas, la solution recherchée n’est pas douce
et est constante par morceaux, la régularisation de Tikhonov ne permet pas de prendre
en compte de maniere efficace cette information a priori. En effet, les fortes variations
au niveau des bords sont trop fortement pénalisées pour se produire.

On cherche des fonctions . (1) qui pénalisent moins fortement les fortes variations
afin de permettre les transitions plus abruptes, par exemple avec un comportement
asymptotiquement linéaire. De plus, les fonctions convexes sont préférées car elles
permettent d’assurer I'unicité du minimum du critere lorsque le terme d’adéquation
aux données est également convexe.

Les fonctions possédant ce comportement sont nombreuses :

— fonction hyperbolique (Charbonnier et all 1997) :
e (u;0) = Vu? + 62

— fonction de Huber (Idier, [2008)) :

u?/2 silul <9
o (16 = / 2 |. |
dlu| —46%/2  sinon

— norme L; (Rudin et Osher; [1994) :

— norme L, (Bouman et Sauer} [1993) :

Golw)=luf 1<p<2



18

Les fonctions hyperbolique et de Huber ont un comportement quadratique au-
tour de 0. La fonction hyperbolique est asymptotiquement linéaire tandis que la
fonction de Huber est exactement linéaire pour |u| > §. Toutefois, ces fonctions
introduisent un parametre de réglage supplémentaire ¢ qui définit la transition du
comportement quadratique au comportement linéaire. Les fonctions de pénalisation
convexes et asymptotiquement linéaire sont qualifiées LoL;. Les fonction de pénali-
sation asymptotiquement horizontale sont appelées Lo L.

La norme L; favorise les valeurs nulles. Lorsqu’elle est appliquée a un gradient,
les variations nulles sont donc favorisées. Le caractere constant par morceaux est tres
bien décrit par cette pénalisation, c’est la variation totale. Lorsqu’elle est appliquée
aux singletons, la norme L, favorise les solutions parcimonieuses. Il est alors possible
de trouver une base plus petite pour ’espace de solutions i.e., il existe de nombreuses
valeurs du vecteur qui sont exactement nulles. Elle est tres utilisée en débruitage
(Rudin et Osher, 1994)), en déconvolution (Tao et Yang, 2009) ou en compression
(Donoho, 2006). Cependant elle a I'inconvénient majeur d’étre non différentiable en
0, empéchant 'emploi d’algorithmes d’optimisation d’ordre au moins égal a 1. Pour
éviter cette difficulté, souvent la norme L; est approchée :

— soit a l'aide de la fonction hyperbolique en faisant tendre 6 vers 0 (Ciuciu et al.|

2001) ;
— soit a I’aide de la norme L, en faisant tendre p vers 1 tout en restant strictement
supérieur a 1 (Bouman et Sauer, [1993)).

Dans notre cas, les défauts recherchés sont constants par morceaux et possedent
des frontieres franches se traduisant par de fortes variations de x. Compte tenu de
cette information, on peut prévoir d’avoir recours aux fonctions de pénalisation Lol

pour le champ de Markov pour la tomographie CF.

Régularisation non-convexe Les fonctions de pénalisation présentées précédem-
ment sont des fonctions convexes. Cependant, il est possible de mieux prendre en
compte le caractere constant par morceaux de l'objet a reconstruire a ’aide de fonc-
tions potentiel non-convexes :

— fonction de Geman-McClure (Geman et McClure, |1987) :

e (u;0) =6/ ((5+u2)
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— quadratique tronquée (Blake et Zisserman) [1987)) :

u?/6% si |ul <6

1 sinon

wc (u; 5) = {
— combinaison de fonctions hyperboliques (Goussard et Guichard} 2007) :

e (u;9,€,m) :\/u2+52—5+77(£— \/u2+§2>

avec 1 € [0,1] et 0 < & < &.

Ces fonctions potentiel ne sont pas convexes, par conséquent le critéere a minimi-
ser ne l'est pas non plus. Il peut donc exister des minima locaux au critere. L’emploi
d’algorithmes de minimisation globale peut s’avérer nécessaire tels que le recuit si-
mulé (Kirkpatrick et al) [1983)) ou les algorithmes génétiques (Mitchell, 1996)). Ces
algorithmes sont connus pour étre tres coliteux. Toutefois, dans beaucoup de cas, les
algorithmes de minimisation locale donnent des résultats suffisamment satisfaisants
et proches du minimum global pour éviter les algorithmes d’optimisation globale.
Toutefois, la solution obtenue dépend de l'initialisation.

On peut noter que la combinaison de fonctions hyperboliques a déja été employée
en tomographie CF avec la méthode EDF-EPM présentée plus loin. Cette fonction

introduit beaucoup de parametres de réglage par rapport aux autres.

La loi a priori fait classiquement intervenir une fonction potentiel mais peut éga-

lement prendre d’autres formes.

I.1.4.c Régularisation sans fonction potentiel

Dans la section précédente, on a présenté la régularisation utilisant des densités
de probabilité liées a des fonctions potentiel pour introduire des informations a priori
sur 'objet a reconstruire. Ces fonctions potentiel peuvent se révéler limitantes pour
représenter certaines informations a priori.

Par exemple, certaines contraintes sur I’ensemble des valeurs prises par la variable
x a reconstruire peuvent exister. Ces contraintes, comme la positivité, peuvent étre
représentables par des fonctions potentiel mais en modifiant la loi a posteriori et
en favorisant certaines solutions. La positivité peut étre introduite a 1’aide d’une loi

Gamma (Hsiao et al} [1999). La loi Gamma introduit des termes logarithmiques ce
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qui complique la minimisation :

l,oc—l 60( exXp {—/6.1'}

mNg(aaﬁ): F(Ck)

pour z > 0

avec la fonction Gamma :

['(z) = /OJFOO t*lexp {—t}dt

Cependant, elle nécessite le réglage de coefficients supplémentaires. En outre, elle
favorise certaines valeurs, ce qui peut étre un effet indésirable.

C’est pourquoi, il est également possible de représenter la positivité par la fonction
indicatrice de positivité 1, (x) sans forcer les valeurs de x a tendre vers une valeur

particuliere ni sans introduire de parametres de réglage supplémentaires :
p(x) oc 1i(x)

1. (x) :{ 1 siz(i) >0, Vie[l,n]

0 sinon

On peut noter que la loi a priori de x qui en résulte est impropre car 1, (x) n’est
pas intégrable sur R". Toutefois, il est possible d’obtenir une loi a posteriori p (x| y)
qui soit propre si [ p (y|x)p () dz < .

Il peut étre nécessaire de contraindre les valeurs de x a appartenir a un intervalle
particulier a 'aide d’une loi Béta (Premel et Baussard,, 2002; [Prémel et Mohammad-

Djafari, [1995) :

F(Of—|—5) a—l(

N P )ﬁ*
I'(a)T(B)

x~B(a,f) = 1—2)""" pour z [0, 1]

Dans certains cas, il est possible de connaitre a prior: les valeurs minimale x,, et
maximale x,; que peut prendre & et d’imposer des bornes a @ autres 0 et 1. Un
changement de variable sur la loi Béta suffit. Cependant celle-ci a également tendance
a privilégier certaines valeurs et introduit des parametres de réglage supplémentaire.
C’est pourquoi, il peut étre judicieux d’utiliser une loi a priori uniforme pour @ sur

Vintervalle I = [z, zp]" :
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Cette loi a priori est propre car intégrable sur R™ contrairement a la fonction
indicatrice de positivité.

Il arrive que ces a priori ne soient pas suffisamment et que I’on souhaite obtenir une
image segmentée : c’est une approche région. Dans ce cas, il est possible de considérer
@ comme une variable binaire i.e., € {0,1}" (Bouman et Sauer, [1996; Nikolova et
Mohammad-Djafari, |1996)) :

n

p(x)=[[[0(x (@) +d(1—=z())
i=1
Dans ce cas, le champ de Markov utilisé est un champ de Ising, il favorise les
solutions formant des blocs plus ou moins homogenes. L’expression du champ de
Ising est la suivante (Pickard) [1987) :

¢(x)=—-0 ] d(z)
¢€Chy
Cette fonction revient a calculer le nombre d’éléments voisins identiques et a favo-
riser les solutions comportant des voisins identiques. Le coefficient § permet de régler
la taille moyenne des blocs homogenes. Plus 3 est élevé et plus il est probable que des
éléments voisins soient identiques. Enfin, un champ externe peut étre ajouté, pour

favoriser les solutions contenant plus de 0 ou de 1 (Kindermann et Snell, [1980).

Dans cette section, I’approche classique pour résoudre les probléemes inverses a
été présentée. Cette approche est basée sur 'introduction d’a priori pour limiter les
solutions a un ensemble physiquement admissible. Dans la section suivante, les mé-
thodes habituelles d’inversion en tomographie de diffraction sont détaillées en termes

de modele, critere et algorithme de minimisation.

1.2 Méthodes d’inversion en tomographie de dif-

fraction

I.2.1 Principes généraux

Quel que soit le domaine d’application (biomédical (Barriere et al., [2009), géo-
physique (Abubakar et Habashy, [2010; |(Chaturvedi et Plumb) [1995) ou controle non
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destructif (Dubost et al., 2006)), le principe de la tomographie de diffraction est le
méme : il s’agit d’émettre une onde électromagnétique et de mesurer 'interaction
entre l'onde et le milieu inspecté. L’objectif est de cartographier une ou plusieurs
grandeurs ¢électromagnétiques selon 'application :

— biomédical : conductivité électrique o et permittivité diélectrique e (van den
Berg et Abubakar| 2002)) ;

— géophysique : conductivité électrique o et permittivité diélectrique e (Chatur-
vedi et Plumb, (1995) ;

— controle non destructif : conductivité électrique o (Zorgati et al., [1992) voire
perméabilité magnétique p lorsque du matériau magnétique intervient (Moneb-
hurrun et all [1999; Skarlatos et al., [2007) dans les cas de corrosion.

Ces grandeurs doivent étre représentatives d’'un défaut et les données doivent y

étre sensibles pour étre exploitables en inversion.

Les problemes de tomographie de diffraction sont connus pour étre mal-posés
(Devaney et Sherman, [1982). Le caractere mal-posé peut étre amplifié selon le mode
d’acquisition des données. En effet, des méthodes d’acquisition effectuant des mesures
tout autour de I'objet (comme la tomographie par micro-ondes (TMO) (Barriere et al.,
2008; |Carfantan, 1996))) recueillent plus d’informations que les méthodes ne mesurant
que le champ électromagnétique réfléchi par I'objet (comme en CF (Zorgati et al.,
1991))), perdant ainsi I'information contenue dans le champ transmis. De plus, selon
les contrastes en jeu et les fréquences des ondes émises, les problemes de tomographie
de diffraction peuvent étre plus ou moins non-linéaires, compliquant davantage la
résolution du probléme.

Les méthodes de reconstruction utilisées pour la tomographie de diffraction sont
nombreuses et variées. Les plus faciles a mettre en place sont basées sur 'appren-
tissage comme les réseaux de neurones. Les réseaux de neurones (Rekanos et all
1997; Song et Shin| 2000; Yusa et al.l 2002) nécessitent d’avoir des données pour des
défauts connus. Le réseau de neurones apprend a reconnaitre des défauts en utili-
sant les défauts et les données qu’il connait. Cette méthode est tres facile a utiliser
mais fonctionne comme une boite noire. De plus, son efficacité dépend fortement de
I’ensemble d’apprentissage, ce qui rend la méthode peu robuste et tres peu efficace
lorsque le défaut a reconstruire a des caractéristiques différentes des défauts utilisés

pour 'ensemble d’apprentissage. Ceci limite 'utilisation de cette méthode.
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Un modele direct peut étre employé afin d’obtenir une méthode de reconstruc-
tion plus robuste et surtout éviter I’aspect « boite noire » des réseaux de neurones.
Cependant les équations électromagnétiques et la modélisation sont difficiles a ma-
nipuler et peuvent nécessiter beaucoup d’expérience et de moyens. C’est pourquoi,
on peut préférer identifier un modele de formation de données linéaire (comme la
méthode EDF-EPM (Dubost et al, 2006)) ou paramétrique (Davoust et al. [2006)).
L’inconvénient de ce type de méthodes est une fois encore la sensibilité des résul-
tats d’inversion a ’ensemble utilisé pour identifier les modeles (Dubost et El-Guedri,
2008)). Pour obtenir une méthode plus robuste et résoudre ce type de problémes in-
verses, une approche classique est d’utiliser un modele direct basé sur la résolution

d’équations physiques (Idier], 2008]).

1.2.2 Modélisation classique en inversion CF

On présente ici la modélisation classique employée en tomographie de diffraction. Il
est important de noter que le modele présenté est utilisé a des fins d’inversion. Il s’agit
uniquement de montrer brievement les équations du modele généralement employé
pour pouvoir présenter les méthodes classiques d’inversion. Les différentes formes
possibles de modélisation sont présentées dans la partie suivante de ce manuscrit.

La modélisation du probleme est liée a la résolution de 1’équation d’Helmholtz
qui lie la distribution du champ électrique e € C™ a la distribution de conductivité
o € R" et donc a la distribution de conductivité relative & € R™ des n éléments. On
a deux équations électromagnétiques nécessaires :

— équation d’observation :

y=GnXe (1.3)

— équation de couplage (distribution du champ électrique) :
e =¢ey+ G22X6 (14)

Avec la distribution de la conductivité électrique :

0o

X = diag{x}
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Les matrices Gia € C™*™ et Gga € C™ ™ sont les matrices de Green dont 'ex-
pression et la signification physique sont détaillées au chapitre [[I. ey correspond au
champ électrique incident dans le domaine de calcul, c¢’est le champ électrique lorsque
I’objet est sans défaut. y correspond aux données, en général en tomographie de dif-
fraction, un champ électromagnétique diffracté est mesuré. Cependant, les données
peuvent également étre des mesures de variation d’impédance comme c’est le cas
en CF. Gy X e correspond au champ diffracté dans la plaque a cause du défaut et
G1; X e le champ diffracté dans Dair.

Dans la littérature, les sources de contraste w sont souvent utilisées (van den Berg
et Kleinman, [1997), elles sont définies par w = Xe et correspondent a des sources
de courant fictives dues a la variation de conductivité par rapport a la situation sans
défaut. A notre connaissance, aucune explication n’a été apportée dans la littérature
pour l'utilisation des sources de contraste. Toutefois, on peut voir les sources de
contraste comme les sources du champ diffracté qui est la grandeur mesurée. De plus,

le produit Xe apparait, utiliser w = Xe permet de faire disparaitre ce terme. Les

équations et deviennent alors :
y=Gpw (L5)

w = Xeo + XGQQ’UJ (16)

Quelle que soit la variable électromagnétique utilisée (champ électrique ou source
de contraste), ces deux équations sont généralement utilisées pour résoudre le pro-
bleme de tomographie de diffraction.

Malgré la profusion de méthodes possibles, les méthodes de type MGM/CSI se
distinguent des autres par leur forte présence dans la littérature (Abubakar et van den
Berg), 2004; Barriere et al., 2008; |Kleinman et van den Berg), 1992; van den Berg et
Abubakar], |2001; van den Berg et Kleinman| 1995| [1997). Ces méthodes se basent sur
la minimisation d’un critére relachant le respect de I’équation de couplage permettant
ainsi d’obtenir un critére bilinéaire. A contrario d’autres méthodes sont basées sur
la minimisation du probléme sous contraintes de cette équation électromagnétique
(Franchois et Pichot| [1997; [Soleimani et al., 2006). Ces derniéres nécessitent la réso-
lution d’'un modele direct a chaque itération. Cette étape est tres cotliteuse ce qui a

favorisé I’émergence et 1’emploi des méthodes de type MGM/CSI.
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Différentes méthodes d’inversion sont présentées dans cette section, notamment les
deux grandes classes de méthodes déja citées auparavant : les méthodes de type Born
et les méthodes de type MGM/CSI. Toutefois, on présente tout d’abord la méthode

actuellement a ’étude a EDF.

I.2.3 Meéthode EDF-EPM

La méthode EDF-EPM actuellement étudiée a EDF est issue d’un partenariat
entre EDF et 'EPM depuis 2001 (Goussard et Guichard, 2001} [2003} 2004, 2005,
2007)).

Cette méthode est basée sur un modele linéaire :
AZ =Hx = Xh

La réponse impulsionnelle h est estimée a ’aide de données AZ pour des défauts
x connus. La procédure est détaillée au chapitre [[Il Faire I'approximation de Born
forte revient a considerer que le champ électrique dans le milieu est le méme avec ou
sans défaut, i.e., e = ey. Dans ce cas, le modele est linéaire par rapport a x. Choisir
un modele linéaire est assez proche de faire 'approximation de Born.

Une fois le modele H estimé, il est possible de reconstruire le défaut. On cherche
a minimiser un critere reliant les données AZ et I'objet @. Le critere pourrait étre le

critere des moindres carrés.
J () = |AZ — Hz|]? (L.7)

Ce critére n’est pas suffisant a cause de la sous-détermination du systeme et la
solution obtenue n’a aucune signification physique. La résolution du probleme peut
étre améliorée en introduisant des a priori sur 'objet & par I'intermédiaire de la
fonction W (x) (Goussard et Guichard, [2001)).

J (x; N\, w) = ||AZ — Hz|]* + \V (z; w) (1.8)
U (x;w) = i W th ™ (D(m):v) (1.9)
m=0

D™ est une matrice de différences premieéres : 1 pour la direction Z, 2 pour la

direction ¥ et 3 pour la direction Z. On pose D©) = T.
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Plusieurs hyperparametres sont présents dans le critere :

— A qui permet de régler I'importance des données par rapport aux a prior:. Il est
ajusté par essais et erreurs.

— {wy, ..., ws} qui permettent de pondérer la pénalisation des discontinuités en
privilégiant des directions par rapport aux autres.

La fonction de pénalisation W (&) est choisie de telle sorte qu’elle :

— permette les discontinuités sans léser les zones homogenes ;

— prenne en compte le caractere binaire de la solution.

On considere la fonction v, (u;d,£,n7) combinaison de fonctions hyperboliques

(Goussard et Guichard, 2005) :

O (6, E,m) = VO T @ 41 (5 _Je u2> (1.10)

Avec 0, p et i des scalaires, vérifiant :
0<do<p et 0<n<1

Cette fonction a plusieurs particularités :
— autour de 0, elle se comporte comme une fonction quadratique;
— en +oo elle présente une asymptote de pente £ (1 — 7).

La fonction 1™ (u) est explicitée & 'aide de la fonction précédemment proposée :

m Ve (u;0,6,m) + 1 (u—1;6,€,1) sio m=0
¥ (u) = ,
e (U§ 9,&, 77) sinon

Ceci permet d’avoir les caractéristiques souhaitées :

— un rappel a 0 et a 1 sur les valeurs de @ pour la binarité de I'objet. A noter quun
rappel a 0 et a 1 est également testé sur les différences premieres (Chatellier
et al., [2006)) dans une version antérieure de la méthode. Le but est de favoriser
une fois de plus le caractére binaire de la solution. D’apres les études effectuées
(Goussard et Guichard,, 2007)), le rappel a 0 et a 1 sur les différences n’apporte
pas de différences notables.

— limy 100 ¥ (1) = cste possible en posant 7 = 1. Ceci afin que la pénalisation ap-
pliquée a chaque composante de la solution présente des minima locaux autour

de 0 et de 1 sans trop pénaliser les discontinuités.
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Lorsque m = 0 la fonction de pénalisation comporte deux termes de rappel vers
0 et vers 1 car la fonction possede deux minima en 0 et en 1. Ceci permet de prendre
en compte le caractere binaire de la solution sans pour autant contraindre la solution
a étre binaire. Cependant on perd la convexité du critere, or la convexité permet de
garantir la convergence d’algorithmes de minimisation vers le minimum global.

Auparavant, dans les versions précédentes de I'application, la fonction de péna-
lisation hyperbolique 1 (u) = /02 + u? était utilisée (Goussard et Guichard, 2001),
mais elle ne remplit pas les conditions énoncées précédemment notamment le carac-

tere binaire de la solution.

La méthode EDF-EPM permet de s’affranchir de toute équation physique puisque
le modele linéaire est identifié. Cependant, les limites de cette méthodes sont illustrées
au chapitre [VIII] montrant ainsi la nécessité de modifier le modele et d’employer les
équations physiques a disposition. Dans la suite, les méthodes les plus classiques
tenant compte de la physique sont détaillées en différenciant celles qui respectent

I’équation de couplage et celles qui la relachent.

I.2.4 Contraintes des équations de couplage

Le modele direct procure deux équations algébriques, les équations d’observation
et de couplage, liant le contraste @ et une grandeur de champ électromagnétique :
le champ électrique e ou les sources de contraste w. Une approche naturelle est
d’éliminer la variable électromagnétique puisque ce n’est pas la variable d’intérét in

fine. En résolvant 1’équation ([.4)), on obtient :
e = (I — GQQX)_leO

En utilisant ’équation précédente et 1'équation (L.3|), par substitution 1’équation
suivante est obtenue :

y=GnuX (I-GpX) e (L.11)

On pose :
M (m) = G12X (I — GQQX)_IGO

L’équation (I.11]) est non-linéaire par rapport a x. Le critére a minimiser n’est
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donc pas quadratique par rapport a « :

T (x) = Hy - GpX (I - GggX)fleO

I (1.12)

La non-linéarité de I’équation ([.11]) rend difficile la minimisation du critére obtenu
a I’équation . En effet, la minimisation de ce critére nécessite le calcul du gradient
V I du critere Jyy,. Or le calcul de celui-ci nécessite la résolution du modele direct
qui est tres coliteux.

De plus, il parait peu probable que Jy., () soit convexe. La convexité du critére
implique 'unicité du minimum du critere, la réciproque est fausse. Il est donc vrai-
semblable qu’il y ait des minima locaux et non un minimum unique a ce critére. Dans
ce cas, certains auteurs proposent d’avoir recours a des algorithmes de minimisation
globale (comme le recuit simulé (Garnero et al., |1991) ou des algorithmes génétiques
(Caorsi et al., 2004 Massa et all 2004)) bien que ces derniers soient en général tres
cotiteux. Afin de trouver le minimum global, une autre méthode basée sur les algo-
rithmes a non-convexité graduelle a été proposée (Carfantan, 1996)). Cette méthode
part du constat que la non-linéarité du critere, et donc sa non-convexité, provient
du terme G2 X . Elle propose d’introduire une suite de pondération r, sur ce terme
avec ro = 0. Cette suite doit étre croissante et tendre vers 1. Le critére suivant est

minimisé itérativement :

jéﬁ)c = Hy —GpX (I - TnGsz)_leon

Le critére minimisé a la fin est bien le critere ([.12]) puisque r, tend vers 1.

L’emploi d’algorithmes de minimisation locale peut s’avérer suffisant pour mini-
miser le critére & 'équation ([.12)). C’est pourquoi d’autres méthodes sont employées,
comme la méthode de Gauss-Seidel qui consiste a minimiser le critére composante par
composante du vecteur x les autres étant fixées. Dans ce cas, il est possible d’obtenir
I'expression du minimiseur du critére par rapport a chaque composante (Carfantan
et al, {1997). Cependant, ce type de schéma d’optimisation est connu pour étre lent
(Press et al|,11992)). De plus, la convergence de I'algorithme n’est pas nécessairement
assurée selon le choix de la méthode de recherche du minimum (Sotthivirat et Fessler,
2002).

Une autre méthode proposée par (Carfantan et Mohammad-Djafari, [1997a)) est

d’éviter l'explicitation des contraintes et de minimiser un critere basé sur le Lagran-
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gien augmenté (Bertsekas| 1996). Ceci permet d’éviter la résolution du modele direct
a chaque itération tout en respectant l’équation de couplage a la convergence de I’al-
gorithme (Bertsekas, 1999)). De plus, les modifications a apporter aux méthodes de
type MGM/CSI pour contraindre les équations de couplage a 1’aide du Lagrangien
augmenté sont mineures tout en conservant la caractéristique intéressante de ces mé-
thodes explicitées plus loin. Cette méthode ne permet cependant pas de supprimer la
variable électromagnétique employée augmentant ainsi la mémoire nécessaire.

Les méthodes sont donc nombreuses pour minimiser le critere . Toutefois, on
présente plus en détail les plus usuelles et les plus classiques dans la littérature : les
méthodes de type Born. Ces méthodes sont basées sur des hypotheses plus ou moins
simplificatrices. Parmi les méthodes les plus classiques, on trouve :

— méthode de Born;

— méthode de Born itérative (Born iterative method BIM) ;

— méthode de Born itérative distordue (distorded Born iterative method DBIM).

Ces méthodes classiques en tomographie de diffraction sont basées sur des linéa-
risation successives du critére non-linéaire . On se limite a donner quelques

généralités a leur propos.

I.2.4.a Méthode de Born

La méthode de Born est la plus simple des méthodes citées précédemment. Elle
est basée sur 'approximation de Born forte considérant que le champ électrique dans
le matériau testé est le méme avec ou sans défaut quel que soit le défaut.

Cette approximation revient a considérer que e = e i.e., d’apres ’équation ([[.4)) :
(I —GpX)'~I
On obtient donc un modele direct linéaire en @ (Zorgati et al., [1991)) :
y=GpEx

E, = diag{eo}

Le critere quadratique a minimiser devient :

Toomn () = ||y — G2 Eoz||”
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Un critere quadratique est tres classique a minimiser et ne présente pas de difficulté
en soi. Cependant, I’hypothese de linéarité est vérifiée pour les faibles contrastes, des
défauts de petite taille devant la longueur d’onde et pour les basses fréquences ce
qui est assez limitant (Slaney M. et L.E.| |1984)). Néanmoins, elle permet de simplifier
énormément le probleme et d’obtenir des résultats corrects lorsque ces conditions sont

vérifiées.

1.2.4.b Méthode de Born itérative

La méthode de Born itérative est la méthode la plus simple sans faire d’approxi-
mation linéaire du modele direct M (x). Elle est basée sur I"approximation de Born

(Wang et Chew, |1990)) et consiste & minimiser a chaque itération le critere :

T (z:e™) = ||y - Gle(”)mH2

-1

e(”) = (I — GQQX(H)> €p
E™ = diag{e(”)}

L’algorithme de minimisation du critere ([.12)) basé sur la méthode de Born itéra-
tive est présenté a la table [[.1]

Sorties : x l'objet.

Initialisation : n « 0, (® ;

répéter
Calcul de e™
(") argmin, AR (m; e(")) :
n«—n+1;

jusqu’a Convergence

Retourner x.

TABLEAU I.1 Algorithme classique de la méthode de Born itérative

Bien que le modele soit linéaire itérativement, cette méthode est efficace pour les
petits défauts et les basses fréquences de maniére moins restrictive que la méthode
de Born. Cependant, elle nécessite la résolution du modele direct une fois a chaque
itération. Cette résolution est trés coliteuse et par conséquent la méthode de Born

itérative est tres longue.
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1.2.4.c Meéthode de Born itérative distordue

La méthode de Born itérative distordue est tres utilisée dans la littérature pour
résoudre le probléeme de tomographie de diffraction (Chew et Wang), [1990). Comme
la méthode précédente, elle consiste également a minimiser itérativement un critere.

Le critére minimisé est le suivant :

2

T @) = [y — M (&) = J (x - 2™)|

La minimisation de critére nécessite la calcul de la matrice jacobienne J. Celle-ci
est obtenue par identification a I’aide de la formule de Taylor d’ordre 1 de I’équation
(L.11]) -

M (z +0x) = M () + Joz + 0 (||0z|*)
~1 -1
J = G12 (I — X(n)G22> (I — GQQX(n)) €p

Cette méthode revient a minimiser itérativement I’approximation quadratique du
critére passant par le point (™. L’algorithme est proche de celui de la méthode de
Born itérative a la table .1} A chaque itération, il faut mettre a jour la matrice J
faisant intervenir la résolution du modele direct ainsi que la résolution du modele

n+1) Je minimum de jD(g%M (x).

adjoint. Avec cette matrice, on peut calculer !
Cette méthode est équivalente a la méthode de Newton-Kantorovitch (Carfantan,
1996) et s’apparente a la méthode de Levenberg-Marquardt (Franchois et Pichot,
1997).
Un point négatif important de ces méthodes est I'inexistence du calcul d'un pas
dans la direction de descente. En effet, ces méthodes minimisent ’approximation
quadratique du critere. La direction de descente est donc le vecteur reliant le point

(") et le minimum de son approximation quadratique argmin,, jD(ng (x).

courant @
Cette méthode revient & calculer & chaque itération la direction de descente d(™

solution du systeme linéaire suivant :
(1) d = T (y = M ("))

En outre, la descente du critere ([.12)) a chaque itération n’est pas assurée. En
effet, s’il est évident que jD(g?M (m("+1)) < JD(E%M (:13(”)), la condition de descente du

critere non-linéaire Jy, <az("+1)) < JIx1 (w(")) n’est pas du tout assurée. Ceci pourrait
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étre assuré avec un calcul de pas adéquat comme le font les méthodes de Newton afin

de rendre la minimisation plus efficace.

A part la méthode de Born, les méthodes de type Born ont I'inconvénient majeur
de nécessiter la résolution du modele direct a chaque itération voire également la
résolution du modele adjoint. Il peut étre intéressant d’éviter ces résolutions comme
le font les méthodes MGM ou CSI.

I.2.5 Meéthodes de type MGM /CSI

La minimisation du critere a I’équation peut étre tres cotiteuse a cause
de la résolution nécessaire du modele direct a chaque itération. Les méthodes de
type modified gradient method (MGM)/contrast source inversion (CSI) permettent
d’éviter cette résolution. C’est pourquoi, elles figurent parmi les plus classiquement
utilisées (Kleinman et van den Berg), [1992; van den Berg et Abubakar|, 2001}, van den
Berg et Kleinman| |1997)). Elles sont basées sur la minimisation d’un critere est égal
a la somme pondérée de l'erreur quadratique sur chacune des équations du modele
(observation et couplage). Ces méthodes mélangent des aspects tres différents tels
que choix de critere, choix de coefficient de pondération de 'erreur de 1’équation de
couplage et algorithme de minimisation. Ceci est inhabituel en inversion. De plus, il
existe de nombreuses variantes (régularisation additive ou multiplicative, contraintes
sur x, etc.) et certains points, tels que les criteres d’arrét, ne sont pas nécessairement
explicités entrainant un certain flou. Il est donc tres difficile de définir précisément
ce que sont ces méthodes. Toutefois, il est ici proposé d’éclaircir et d’expliciter les

aspects originaux et intéressants de ces méthodes.

1.2.5.a Principes généraux

Les méthodes MGM et CSI sont tres utilisées en tomographie de diffraction. Elles
sont utilisées dans différents domaines notamment en biomédical (Abubakar et al.|
2005; |Gilmore et al), |2009; van den Berg et all 2009), en géophysique (Abubakar
et al., [2006; Abubakar et Habashy, 2010)) et en CND (Dos Reis et al|, 2002). Bien
que différentes, ces méthodes suivent un schéma particulier. On tente de diviser le
principe des méthodes de type MGM/CSI en trois aspects différents détaillés plus

loin :
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1. critére minimisé;
2. choix de la pondération A sur I’erreur quadratique de ’équation de couplage ;

3. algorithme de minimisation.

Critéres Les méthodes de type MGM/CSI sont basées sur la minimisation d'un
critere composite pondérant les erreurs quadratiques des équations d’observation et
de couplage. Historiquement, les méthodes de type CSI sont inspirées de la MGM
proposée au début des années 90 par Kleinman et van den Berg (Kleinman et van den
Berg), 1992)). La méthode MGM est la premiere méthode a proposer la relaxation des
contraintes de couplage afin d’obtenir un critere bilinéaire. Ce critére est constitué
des deux équations et est plus facile & manipuler et & minimiser que le critere .
En effet, sa minimisation ne nécessite pas de résoudre le modele direct. Bien que
rapidement supplantée par la méthode CSI, la méthode MGM a pourtant continué a
étre utilisée mais a moindre échelle (Monebhurrun et al. [1999).

Le critere de la méthode MGM est basé sur 'erreur quadratique pondérée des
équations d’observation et de couplage , exprimées en fonction du contraste

x et du champ électrique e. On appelle pour la suite, critere MGM
Juam (ma €; AMGM) = ||y - G12X€||2 + Avem ||€ — €9 — C;22)(‘9||2 (113)

Le critere MGM est 'erreur quadratique pondérée des équations d’observation et de
couplage. L’équation de couplage est écrite sous forme de somme de champs élec-
triques incident et diffracté.

Le critere de la méthode CSI est également basé sur 'erreur quadratique pondé-
rée des équations d’observation et de couplage exprimées en fonction du
contraste x et des sources de contraste w, cette fois. On appelle dans la suite, critere

CSI :
Test (T, w; Aest) = ||y — Grow|)® + Aes |w — Xeg — X Gow|? (1.14)

Dans ce cas-ci, ’équation de couplage est écrite sous forme de somme de sources de
contraste.

La différence entre les criteres MGM et CSI est assez minime, les sources de
contraste w = X e remplacent le champ électrique e et I’équation de couplage a
été prémultipliée par X pour obtenir I’équation de couplage . Les deux criteres
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sont donc différents mais tres proches. On peut se demander si les minima de Jyau
et Jeg ne sont pas tres proches pourvu que des A et Ayen équivalents puissent étre
trouvés. Dans l'idéal, les minima des criteres devraient étre exactement identiques
puisque le défaut a reconstruire est le méme.

Le réel intérét des méthodes MGM /CSI réside dans ces criteres. En effet, au lieu
de minimiser le critére non-linéaire ([.12)), les méthodes MGM/CSI minimisent les
criteres et bilinéaires par rapport a « et a e/w. Ces criteres permettent de
transformer un probleme de minimisation d’un critére non-linéaire sous contraintes de
couplage en un probleme de minimisation d'un critere bilinéaire sans contraintes. En
effet, un critere non-linéaire est généralement plus difficile & minimiser d’ou l'intérét de
passer a un critere bilinéaire. Cependant, la solution de la minimisation de ces criteres
bilinéaires ne respecte pas I’équation de couplage et une erreur sur cette derniere est

acceptée. Cette erreur peut toutefois dégrader la qualité des reconstructions obtenues.

Choix de A Comme on le précise dans le paragraphe précédent, les criteres MGM et
CSI autorisent une erreur sur I’équation de couplage dont la valeur dépend de la valeur
de . Plus le coefficient A\ est élevé et plus I'erreur est faible. Les méthodes MGM et
CSI proposent chacune une formule empirique pour le calcul de . Ces formules sont

les suivantes (van den Berg et Abubakar, |2001; van den Berg et Kleinman) [1997) :

N 7 SN 1 15)
MGM Heo||2 CsI HXeOH2

L’heuristique permettant d’obtenir ces formules est la méme pour ces deux mé-
thodes : A\ correspond au rapport des erreurs quadratiques des équations d’observation
et de couplage lorsque e = 0 et donc lorsque w = 0.

On remarque que dans le cas ou & = 0 i.e., le cas sans défaut, le coefficient de
pondération A.g; donné par ’équation n’est pas défini. Des lors, il est impossible
d’initialiser la méthode par I'objet sans défaut. De plus, Acg; dépend de @ et donc
varie au cours de la reconstruction. A I'inverse \yqy €st constant et fixé des le départ.
Dans (Barriere et al, 2008), il est proposé de fixer manuellement Aoy des le départ de
la minimisation du critere permettant ainsi de minimiser le critere affiché sans pour
autant respecter une quelconque regle empirique. Il est plutot proposer d’effectuer

différents tests sur des objets simulés connus et de choisir une valeur de \ efficace.
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Minimisation Une fois le critere défini et A choisi, il est nécessaire de minimiser
le critere pour trouver une solution au probleme. Les méthodes de type MGM et les
méthodes de type CSI proposent un algorithme de minimisation a cet effet. Dans
les variantes classiques de MGM/CSI, chaque minimisation du critére par rapport
a x et par rapport & e/w est inspirée de la méthode de gradients conjugués (GC)
non-linéaires. Les criteres étant bilinéaires, les gradients des critéres par rapport a
chaque variable sont linéaires. Il existe toutefois une différence importante entre les
deux méthodes MGM et CSI, c’est pourquoi on les sépare pour les expliquer. On
montre a la table [[.2] l'algorithme classique de minimisation dans les méthodes de
type MGM et a la table [[.3 'algorithme de minimisation utilisé par la CSI.

Sorties : x 'objet.
Initialisation : n «— 1, 2@, e 4© «— 0 et v —0;
Calcul de A\yeu ;
répéter
Calcul des directions de descente u™ et v™ en fonction de £ el
u(nfl) et ,v(nfl) :
Calcul des pas de descente o™ et 5
e — e 4 oMy .
™ — =1 4 gy .
n«—mn-+1;
jusqu’a n > Nbje,
Retourner x.

n—1)
Y

TABLEAU 1.2 Algorithme de minimisation de la méthode MGM

Minimisation MGM La méthode MGM calcule au point courant (:13(”), e("))
une direction u™ pour e et v™ pour & avec la méthode de Polak-Ribiére (Nocedal
et Wright|, |2006; [van den Berg et Abubakar, |2001)). C’est sur ce point que la méthode
MGM se démarque de 'algorithme de GC non-linéaires. Dans le cas d’un classique
GC, une seule direction de descente est calculée avec un seul pas de descente. Dans
le cas de la MGM, les pas de descente o™ et 3™ sont les pas de descente optimaux
respectivement dans les directions de descente u™ et v(™. Le point (:1:(”“), e(”“))

n+1

est donc constitué de eV le minimum de Jya (ac("), e) et de " le minimum



36

Sorties : x 'objet.
Initialisation : n «— 1, 2@, w©®, u© «— 0 et v «—0;
répéter
Mise a jour de Aqg;
Calcul de la direction de descente u(™ en fonction de Y, w™= Y et w1

Calcul du pas de descente o™ :
w™ — w4 gy
Calcul de la direction de descente v(™ en fonction de "=V, w™ et v~
Calcul du pas de descente 3™ ;
™ — =1 4 gy .
n«—n-+1;
jusqu’a n > Nbj,
Retourner x.

TABLEAU 1.3 Algorithme de minimisation de la méthode CSI

de Juaum (:c, e(”)). Le gradient modifié est en réalité

=1 _ pn) a™y ™
VienIan = =
e _ e(n) [y
au lieu du vrai gradient
VJJJI\/IGM
VJMGM =
v6\7’MGM

Une rapide analyse de I’algorithme montre que la desente du critere a chaque itéra-
tion n’est pas assurée i.e., il n’est pas garanti que Jyqu (m(”“), e("+1)) < Juem (:B("), e(")>.

Ce qui est assez génant pour une méthode de minimisation.

Minimisation CSI Le principe de I’algorithme CSI est la minimisation alternée
du critere par rapport a une variable puis par rapport a 'autre. Comme on le présente
dans un paragraphe précédent, le critere CSI est bilinéaire par rapport a x et a w.
La minimisation par rapport a I'une des variables en fixant 'autre permet d’avoir a
minimiser un critere quadratique a chaque itération. Autrement dit, le principe de

la minimisation CSI est de transformer la minimisation d’un critere non-linéaire par
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rapport a & en minimisation alternée de deux criteres quadratiques par rapport a « et
w. Indépendamment du choix de critere CSI et de la formule de A, I’algorithme de
minimisation CSI est une méthode de type block coordinate descent (BCD) (Bertse-
kas, 1999; Charbonnier et al.,1994). Ces algorithmes a minimisation alternée ne sont
pas particulierement efficaces mais sont utilisés lorsqu’il est possible de paralléliser
les minimisations pour un critere séparable comme c’est le cas en tomographie de dif-
fraction. On peut noter également que pour simplifier la minimisation, la dépendance
de Aog par rapport & @ n’est pas prise en compte lors de I'étape de calcul de ™.
En effet, Acg est considéré constant pour chaque étape et est mis a jour a la fin de

chaque itération, le critere minimisé n’est donc pas le critere affiché.

Quelle que soit la méthode de minimisation adoptée pour les méthodes de type
MGM/CSI, I'algorithme global de minimisation est arrété au bout d’un certain nombre
d’itérations Nby., dans la littérature en tomographie de diffraction (Kleinman et
van den Berg, |1993; van den Berg et Abubakar, 2001)). L’initialisation de I’algorithme
MGM est effectuée avec 'objet sans défaut xq et le champ incident ey (Kleinman et
van den Berg) 1993). L’initialisation de I'algorithme CSI doit étre effectuée avec une
solution autre que x lorsque Aqg est calculée a chaque itération avec I’heuristique
proposée (van den Berg et Kleinman, 1997). En général, w(® est calculé en minimi-
sant le terme de d’adéquation aux données. (¥ est calculé en minimisant le critére
pour w® (van den Berg et Abubakar, 2001).

Pour résumer, la minimisation MGM est une minimisation jointe tandis que la
minimisation CSI est alternée. Dans le cas de la méthode MGM, la direction de
descente pour le calcul de ™ dépend de " et de e™ V). A I'inverse, dans le cas
de la méthode CSI, la direction de descente pour le calcul de ™ dépend de Y

et de w™. Clest la différence entre les deux méthodes de minimisation.

1.2.5.b Commentaires

On récapitule les principales caractéristiques des méthodes MGM et CSI a la table
afin de mettre en avant les points communs et les différences entre elles.

Ces méthodes sont tres présentes dans la littérature mais comportent toutefois
un certain flou. En effet, elles mélangent des aspects tres différents tels que le critere
a minimiser, le coefficient de pondération de 'erreur de couplage et la méthode de

minimisation. En général, ces aspects d’un problemes sont différenciés les uns des
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MGM CSI
variables (xz,e) (x,w)
critére Tcn (T, € Avan) = J1 + Avanda | Tosi (T, €5 Aesr) = J1 4+ Acsi

J1 ||y—G12Xe||2 ||Z'J—G12’w||2

Ja le — eg — G X e |w — Xey — X Gopwl|

) 112/ lleoll lyl” / 1 X el

choisi manuellement et constant

minimisation jointe alternée
critere arrét Nb. d’itérations fixé Nb. d’itérations fixé

TABLEAU [.4 Tableau récapitulatif et comparatif des méthodes MGM et CSI

autres. Comme son nom le laisse supposer, on peut voir la méthode MGM, modified
gradient method (Kleinman et van den Berg, 1992, 1993) comme une méthode de
minimisation inspirée des méthodes de gradient plus conventionnelles. Cependant, il
est difficile de dire si ces méthodes sont surtout liées au critére et/ou au choix de A
et/ou a l'algorithme de minimisation.

Dans la suite de ce mémoire, on distingue criteres MGM et CSI et également
algorithmes de minimisation MGM et CSI.

Points communs Devant les différentes variantes de méthodes MGM et de mé-
thodes CSI, il est nécessaire pour des questions de clarté de définir précisément ce que
sont les méthodes MGM et CSI. On appelle dans la suite méthode de type MGM/CSI
toute méthode basée sur la transformation d’un critere non-linéaire en un critere bili-
néaire en introduisant une variable auxiliaire. Cette transformation permet d’éviter la
résolution du probleme direct a chaque itération lors de la minimisation. L’originalité
principale de ces méthodes provient du critére et du probléme résolu. C’est pourquoi
on insiste particulierement sur ce point pour ces méthodes.

Un autre point commun est le critere d’arrét de la minimisation. L’algorithme
global est arrété au bout d’un certain nombre d’itérations. Ce procédé est loin d’étre
optimal, car il est impossible de savoir a priori le nombre d’itérations nécessaires

pour avoir la convergence de 'algorithme. En effet, en précédant de la sorte, soit la
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convergence n’est pas atteinte soit des itérations sont effectuées de maniere inutile.
La différence entre les solutions trouvées par les méthodes MGM et les méthodes CSI
peut provenir de la non-convergence de la méthode MGM. Etudier la convergence de

la minimisation pourrait étre plus efficace et rigoureux.

Différences entre les deux méthodes L’introduction des sources de contraste
dans le critere MGM a été effectuée en 1997 (van den Berg et Kleinman, [1997)) pour
obtenir le critere CSI. Cependant, aucune comparaison significative entre les deux
criteres minimisés n’a été effectuée pour d’autres cas d’application que 1’acoustique
ni d’autres objets a reconstruire. De méme, a notre connaissance, aucune explication
n’a été réellement apportée dans la littérature pour l'introduction des sources de
contraste. Cette derniere semble donner de meilleurs résultats dans le cas présenté en
acoustique en l'occurrence (van den Berg et Kleinman, 1997)). De plus, il se peut que
I’emploi des courants de contraste w modifient le conditionnement du probleme. En
effet, pour obtenir I’équation de couplage avec les sources de contraste, il est nécessaire
de multiplier I’équation de couplage originelle par la matrice X. Celle-ci contient de
nombreuses lignes nulles, cette multiplication peut introduire des indéterminations.

En outre, les algorithmes de minimisation pour ces méthodes sont différents, la
minimisation MGM est basée sur une estimation simultanée de x et e alors qu’elle
est alternée dans le cas de la minimisation CSI pour « et w. En outre, I'étape de
minimisation par rapport a & ou w se réduit a une seule itération de gradients conju-
gués, limitant l'efficacité de la minimisation. Il est proposé dans (Barriere et al.,|2007)
d’effectuer une minimisation (tronquée ou exacte) du critére par rapport &  ou w
dont I'arrét est basé sur un critere suffisamment contraignant pour effectuer plusieurs
itérations. C’est cette derniere approche qui est utilisée dans cette these. De plus,
la conjugaison des directions u(™ /u("~Y ainsi que des directions v /v(™~Y n’a pas
vraiment de sens étant donné qu’ils sont calculés a des points différents.

Les méthodes de type CSI possedent une autre faiblesses dans leur forme clas-
sique. Tout d’abord le critére a minimiser varie constamment puisque Ao dépend de
la solution courante. De plus, il peut arriver pour de forts contrastes que la forme
classique des méthodes de type CSI donne des solutions dégénérées (Barriere et al.l
2009)). Une approche proposée dans (Barriere et all 2007)) consiste a imposer Acg
constant au cours de la minimisation pour éviter ce phénomene. Ceci est plus proche

du choix de Ay qui est constant au cours des itérations.
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Généralisation L’intérét majeur de ces méthodes est la simplification du probleme
en introduisant une variable auxiliaire. Le critére non-linéaire initial est transformé en
un critere bilinéaire en introduisant une variable auxiliaire. Elles ne sont appliquées
qu’en tomographie de diffraction. A notre connaissance, ces méthodes n’ont jamais
été généralisées dans la littérature comme méthode de résolution d’un probléme non-
linéaire a d’autres cas. L’avenement de la méthode CSI, contrast source inversion qui
est fortement inspirée de la MGM, a accentué 'appartenance de cette méthode aux
problemes de tomographie de diffraction. On peut les généraliser en considérant que
I’esprit de la méthode de MGM est donc de transformer un probleme de minimisation
d’un critere non-linéaire sous contraintes d’égalité en un probléeme de minimisation
d’un critére composite bilinéaire en sacrifiant le respect exact de I’équation de cou-
plage i.e., sous contraintes d’inégalité. Dans tous les cas présentés d’utilisation des
méthodes de type MGM/CSI, la variable auxiliaire a un sens physique (un champ
électrique ou sources de contraste) mais on peut trés bien introduire cette variable
auxiliaire sans qu’elle ait un réel sens physique. En généralisant, on peut considérer

qu’il est possible de transformer un critere non-linéaire :
12
J (@) = ||y - DX (A+ BXF) |

avec les matrices A, B, D et F constantes ainsi que le vecteur ¢ en un critere
bilinéaire :

Toin (z,€) = |ly — DXe|* + )\ ||Ae + BXFe — c|*
ol e est une variable auxiliaire dont la signification, si elle en possede une, importe

peu.

On pose de maniere générale :
Tsitin (wa €; )\) =Ji (CC, 6) + Az (.’B, 6)
Ji(z.€) = |ly - DXell’

Jy (z,e) = ||Ae + BX Fe — c|*

Il apparait que J; et Jo sont quadratiques par rapport a chacune des variables
lorsque 'autre est fixée facilitant la minimisation. Cependant, on peut se demander

si la bilinéarité est réellement nécessaire pour que cette méthode soit intéressante. En
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effet, 'intérét majeur de cette méthode est d’éviter I'inversion d’une matrice.

Interprétation géométrique D’un certain point de vue, les méthodes de type
MGM/CSI résolvent le probleme suivant :

min J; (x,e) s.c. Jo(x,e) <e. (I.16)

(z.€)

ou €. dépend de \. La traduction géométrique du probléme résolu est illustrée a la

figure

2 T ;
=" Quadratique
—— Equation de couplage
----- Erreur
150 > Solution pb. exact
¢ Solution MGM/CSI

0.5¢

=
P
““““

F1GURE 1.3 Criteres avec ou sans contraintes de couplage

On voit sur cette figure, les courbes de niveau de la quadratique J; (x, ) ainsi que
I’hyperbole J; (@, e) = 0 représentée par le trait plein. Lorsque c¢’est le probleme sous
contraintes de couplage qui est résolu, la solution est le minimimum de la quadratique
le long de I’hyperbole. Les méthodes de type MGM /CSI minimisent le probléme sans
contraintes, la solution recherchée est toujours le minimum de la quadratique mais
dans un tube centré autour de ’hyperbole. Le rayon du tube dépend de la valeur de A
et ses limites sont représentées par les pointillés. Cependant, il est difficile a priori de
savoir quelle est la valeur de €, en connaissant \. Lorsque A augmente, le rayon dimi-
nue. D’apres (van den Berg et Abubakar| 2001)) choisir A suffisamment élevé permet
de limiter I'existence de ces minima et le choix de A.g; proposé par les méthodes de

type CSI permet de s’assurer que \ est suffisamment élevé. Plus A est élevé et plus le
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rayon du tube est petit. De plus, le critere n’est pas nécessairement convexe, il peut
donc exister des minima locaux aux criteres MGM et CSI comme le montre I’exemple
pris a la figure [[.3] Les méthodes de type MGM/CSI ne sont pas des méthodes de

minimisation globale, les solutions peuvent étre n’importe lequel des minima locaux.

I.2.5.c Régularisation dans les méthodes de type MGM /CSI

La tomographie de diffraction est un probleme mal-posé. L’existence d’une solu-
tion ne pose en général pas de difficulté (Devaney et Sherman| 1982). A contrario
I'unicité et la stabilité d’une solution ne sont pas du tout assurées. En effet, en géné-
ral m < n, le systéme est donc sous-déterminé i.e., il y a plus d’inconnues a estimer
que de données ou d’équations a disposition, I'unicité n’est donc pas assurée. De plus,
des problemes de stabilité peuvent se poser lorsque des points de I’espace ont un tres
faible impact sur les données (Colton et Kress| [1992). En effet, dans le cas des CF,
a cause de la dissipation des ondes électromagnétiques dans les matériaux conduc-
teurs, les courants de Foucault sont tres localisés a la surface de la plaque métallique.
Les points de I'espace en profondeur (par rapport a la profondeur de peau) ont donc
peu d’influence sur les champs électromagnétiques dans la plaque et autour de la
plaque. Par exemple, une forte variation de conductivité en profondeur a un impact
négligeable sur les données mesurées. La condition de stabilité n’est donc pas assurée.

Le caractere mal-posé du probleme incite a introduire de la régularisation. La
forme la plus classique de régularisation, la régularisation de Tikhonov, est utilisée
pour la tomographie de diffraction (Barriere et al, 2008; Carfantan et Mohammad-
Djafari, [1997b). Cependant, elle est connue pour donner des solutions lisses et n’est
pas tres efficace pour des objets avec des bords francs, or les contrastes a retrouver
sont en général constants par morceaux. Dans ce cas, en général, la régularisation clas-
siquement utilisée est un terme de régularisation additif basé sur la variation totale
(Rudin et Osher| 1994)). La méthode CSI est également régularisée grace a I'introduc-
tion d’un terme de variation totale. Il peut étre sous forme additive (van den Berg
et Kleinman, 1995, [1997), cependant la variation totale est souvent introduite sous
forme multiplicative (Abubakar et all|2005, [2001; /Abubakar et van den Berg}, 2004).
La méthode est alors dénommée multiplicative reqularised-contrast source inversion
(MR-CSI). Bien qu’utiliser un terme additif (Barriere et all 2009; (Carfantan, [1996;

[dier, 2008) dans le critére minimisé soit beaucoup plus classique dans la résolution
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de problemes inverses que la forme multiplicative. La méthode MR-CSI s’est imposée
comme la méthode CSI de référence.

Afin d’obtenir des solutions physiquement acceptables, une contrainte de positivité
peut étre ajoutée au probléme. Une méthode utilisée et naturelle (Abubakar et Van
Den Berg), 2001)) est de projeter la solution dans ’espace de solutions recherchées i.e.,
d’imposer aux composantes négatives de & d’étre nulles au cours de la minimisation.
Cette méthode de minimisation s’apparente aux feasible direction methods (Bertse-
kas|, |1999). Cependant, ces méthodes pour minimiser un critére sous contraintes de
positivité ne sont pas les plus efficaces.

Les connaissances a priori sur I’'objet peuvent étre également plus précises et il est
possible de considérer que les valeurs prises par @ sont bornées, entre 0 et 1 pour fixer
les idées. Il est proposé dans (Prémel et Mohammad-Djafari, |1995) d’utiliser des lois
a priori Béta afin de forcer les valeurs a appartenir a cet intervalle. Cependant, en
théorie, bien que plus probables les valeurs 0 et 1 ne peuvent étre exactement prises.
Il est également proposé d’effectuer un changement de variable (Dos Reis et all [2002;
Monebhurrun, 1997; [Souriau et all [1996) @ = 1/ (1 + exp {7/6}) afin de forcer les
valeurs a appartenir a un intervalle donné voire méme de les forcer a étre binaires a
I’aide d’un parametre intervenant dans le changement de variable. Il est également
possible de travailler avec des variables strictement binaires (Nikolova et Mohammad-

Djafari, [1996) mais ceci pose des difficultés pour la minimisation.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, des généralités sur les problémes inverses ont été présentées
ainsi que les difficultés qui peuvent se poser lors de leur résolution. La plupart de ces
probléemes sont mal-posés et nécessitent I'introduction d’informations a priori afin
d’obtenir des solutions admissibles. Ces informations a prior: dépendent du probléme
et de la forme générale de 1’'objet recherché. Une loi a posteriori est obtenue. Celle-
ci contient les données et les informations a priori sur 'objet a reconstruire. Il est
important de choisir judicieusement la maniere d’introduire ces informations. En effet,
la loi a priori a un impact important sur les objets reconstruits. Une fois la loi a prior:
choisie, il est nécessaire de choisir un estimateur a partir de la loi a posteriori. Dans
notre cas, le maximum a posteriori est choisi car il est tres classique et plus facile a

obtenir.
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On a également présenté les méthodes les plus classiques pour résoudre le probleme
de diffraction. Il existe des méthodes tres utilisées pour résoudre le probleme tout
en contraignant I’équation de couplage telles que les différentes méthodes de Born
notamment la méthode de Born distordue (connue aussi sous le nom de méthode
de Newton-Kantorovich). Cependant, ces derniéres nécessitent la résolution répétée
du modele direct, opération généralement longue et cotiteuse. Il existe également les
méthodes de type MGM /CSI tres utilisées pour la tomographie micro-ondes (Barriere
et all 2008; |Carfantan) [1996; van den Berg et Abubakar|, 2001)) mais peu dans le cas
des CF (Dos Reis et al) [2002)). Elles peuvent se traduire comme un probleme de
minimisation bilinéaire sans contrainte en relachant I’équation de couplage. Quelle
que soit la méthode de résolution de tomographie de diffraction employée, force est
de constater que la grande majorité d’entre elles nécessitent I’emploi d’'un modele
direct basé sur les équations électromagnétiques, ce qui manque a la méthode EDF-
EPM.

On peut également noter que généralement les méthodes de type MGM /CSI sont
utilisées avec un modele direct basé sur une formulation intégrale (van den Berg
et Abubakar, 2001). Cependant, ces derniéres années, ces méthodes ont été adap-
tées pour utiliser un modele basé sur une formulation différentielle (Abubakar et al.,
2008b; [Trillon et al. 2009) car les modeles intégraux nécessitent différentes condi-
tions pour étre utilisables. La plus contraignante d’entre elles est la nécessité d’avoir
un probléme ayant une géométrie canonique (espace libre, tube ou plaque). Jusqu’a
présent, uniquement des modeles différences finies (DF) (Abubakar et al., 2008alb;
van den Berg et all 2009) au lieu de modeles intégraux ont été utilisés avec ce type
de méthodes. Les modeles éléments finis (EF) n’ont jamais été employés avec ces

méthodes d’inversion bien qu’ils soient tres classiques en modélisation numérique.
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Introduction

La méthode EDF-EPM en 3D (Dubost et al., [2006}; Goussard et Guichard} 2007))
fournit de maniere assez efficace des reconstructions sous certaines contraintes de lar-
geur de 'entaille a reconstruire, notamment pour les défauts de 0,2 mm de largeur.
Néanmoins, pour des défauts n’appartenant pas a cette classe, cette méthode est
beaucoup moins efficace (Dubost et El-Guedri, 2008)). En effet, il y a une ambiguité
dans les reconstructions entre largeur et profondeur de défauts. Cette indétermination
peut étre levée en se limitant a des défauts d’une certaine largeur. Le facteur limitant
'efficacité de la méthode de reconstruction des défauts semble étre le modele linéaire
identifié et exploité dans la méthode (Dubost et El-Guedri, 2008]). Afin d’obtenir des
reconstructions plus proches du défaut a reconstruire, on cherche a développer des
méthodes d’inversion utilisant un modele direct basé sur les équations physiques per-

mettant de simuler des données CF pour une plaque avec un défaut connu.

Les modélisations possibles pour obtenir un modele direct sont diverses : variables
électromagnétiques utilisées, formulation (intégrale/différentielle), méthode de discré-
tisation, etc... Il est difficile de faire la différence entre toutes les possibilités et de faire
un choix. Pour cette raison, on s’inspire tout d’abord des modeles et méthodes propo-
sés dans la littérature pour la tomographie de diffraction en général pour 'appliquer
a la reconstruction tomographique par CF.

En général, en modélisation, la principale qualité d'un modele est sa précision
par rapport a la réalité. Cependant, plus le modele précis et plus il est complexe.
Notre objectif est tres différent puisqu’il s’agit de développer un modele direct CF
pour l'inversion. Dans notre cas, la principale qualité recherchée pour le modele est
la simplicité tout en ayant un minimum de précision. L’inversion nécessite en général
la résolution du modele direct pour un objet donné. Un modele tres précis nécessi-
tant des heures de calcul pour sa résolution est un mauvais candidat car 'inversion
risque d’étre extrémement longue et nécessiter des opérations complexes. A l'inverse,
un modele trop grossier mais rapide et simple a mettre en ceuvre ne peut donner des
résultats d’inversion fiables. La difficulté est donc de trouver un modele qui présente

un compromis entre difficultés d’implémentation, temps de calcul et mémoire néces-
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saires mais également précision.

Les méthodes intégrales sont les plus utilisées pour la modélisation en tomogra-
phie de diffraction. Ces méthodes permettent de ne discrétiser que les zones d’intérét
de l'espace (uniquement le défaut par exemple pour simuler des données et non un
domaine plus grand). Cependant, elles font intervenir des fonctions de Green qui sont
des solutions semi-analytiques de 1’équation d’Helmholtz. Ces méthodes discrétisent
la solution de I’équation d’Helmholtz. De plus, apres discrétisation, les matrices de
Green intervenant sont pleines. A I'inverse, les méthodes différentielles ne font inter-
venir que des matrices creuses car elles résolvent 1’équation d’Helmholtz discrétisée.
Enfin, ces fonctions de Green ne sont connues que pour des géométries canoniques
(tube, plaque, milieu libre, etc.) et sont singulieres. C’est pourquoi on choisit d’utiliser
ces dernieres pour obtenir un modele de propagation d'une onde électromagnétique.

On débute notre étude avec le développement d’un modele différences finies afin
de valider les méthodes d’inversion proposées. L’objectif a long terme est de pouvoir
utiliser ces méthodes avec des données réelles pour la reconstruction de défauts 3D.
Une telle modélisation n’est pas suffisante pour prendre en compte certains phéno-
menes tels que les discontinuités en champs électrique ou magnétique a l'interface
d’éléments ayant des conductivités différentes. De plus, cette modélisation ne permet
pas non plus de discrétiser précisément des géométries plus complexes tels que les
tubes, les disques, tout type de géométrie de maniere générale.

La méthodes des éléments finis est la méthode différentielle la plus courante en
modélisation : électromagnétisme, mécanique, hydrodynamique, etc. En effet, elle est
tres flexible pour la discrétisation du domaine de calcul. Enfin, il est plus facile de
prendre en compte la continuité du champ électromagnétique aux interfaces de chan-

gement de milieu.

Le probleme de tomographie par courants de Foucault est résolu en étudiant deux
sous-problémes distincts : la modélisation et I'inversion. Ces sous-problemes sont trai-
tés par deux communautés scientifiques différentes. Ce manuscrit s’adresse a ces deux
communautés, il est donc possible que certains points traités dans la suite puissent
paraitre « triviaux » pour certains et soient nouveaux pour d’autres. On remercie

donc le lecteur pour sa compréhension.
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Dans un premier temps, au chapitre [[I, on explicite les lois physiques régissant
I’électromagnétisme et la propagation d’une onde électromagnétique. De plus, deux
modélisations employées dans la littérature sont détaillées dans ce manuscrit. Cepen-
dant celles-ci ne seront pas retenues par la suite. La premiere est le modele direct
linéaire estimé employé par la méthode EDF-EPM qui doit étre amélioré. La seconde
est la formulation intégrale, tres employée en tomographie de diffraction, mais dont
I'utilisation dans un cadre industriel et appliqué est difficilement envisageable. Par la
suite, au chapitre [[TI, un modéle différences finies est développé pour débuter I’étude
de l'inversion CF. Ce modele souffre de plusieurs lacunes, notamment il est inex-
ploitable pour la tomographie CF en 3D. C’est pourquoi, par la suite des modeles
éléments finis sont étudiés au chapitre [V] Ce modeéle EF proposé est tres classique.

Selon ce modele, le champ électrique aux nceuds du maillage triangulaire est calculé.



49

Chapitre 11

Equations électromagnétiques pour

les courants de Foucault

Sommaire
[[V.1  Courants de Foucault par la méthode éléments finisen 2D| . . 85
[([V.2 ~ Variation d'impédance par EF| . . . . .. .. .. ... 90
OV.3 Simulation] . . . . . . . ... . 91
[V4  Conclusionl . . . . . . . . . o oo i 92

Afin de résoudre le probléeme d’inversion de données courants de Foucault, la
plupart des méthodes utilisent un modele direct liant la distribution d’'une grandeur
physique représentative du défaut (la conductivité ou la conductivité relative par
exemple) et la variation d’impédance mesurée aux bornes de la bobine. Le modele
direct est en général basé sur la résolution des équations de Maxwell méme si quelques
méthodes proposent 'identification d’'un modele simplifié a I’aide de données pour des
défauts connus (Davoust et al., [2006; Dubost et al., [2006]).

Dans ce chapitre, on présente brievement la théorie de 1'électromagnétisme et
notamment les équations de Maxwell qui permettent de décrire la propagation d’une
onde électromagnétique dans un milieu, 1’équation d’Helmholtz. L’objectif final de
cette partie est, ici, de simuler, de maniere simple et exploitable pour I'inversion, le
calcul de la variation d’impédance pour un défaut donné. Parmi les modélisations
présentes dans la littérature, deux modeles directs sont présentés : le premier, utilisé
a EDF pour la tomographie par CF (Dubost et al., 2006]) et le second, tres utilisé en
tomographie de diffraction (van den Berg et Abubakar, 2001). Il s’agit d’étudier ces
modeles et de lister les avantages afin de décider de la pertinence de leur utilisation

dans un cadre industriel.
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II.1 Généralités en électromagnétisme

On cherche a développer un modele direct pour calculer la variation d’impédance
d’un capteur survolant une plaque métallique avec défaut comme le montre le schéma

de la figure [[I.1] Les conditions de simulations sont présentées a ’annexe [B]

(218

plaque S, 1 cm

10 em

bobine

F1GUreE II.1 Disposition du capteur

On pose par convention :

— l'axe & est horizontal et orienté de la gauche vers la droite ;

— laxe 7 est vertical et orienté de bas en haut avec z = 0 le haut de la plaque;

— Dorigine O se situe au centre de la plaque a l'interface air/métal ;

— l'axe ¢/ de telle sorte que (O, Z, 7, Z) est un triedre orthonormé direct.

La bobine parcourue par un courant alternatif engendre des courants induits dans
la plaque métallique appelés courants de Foucault. En I’absence de défaut, les courants
circulent selon un parcours précis. Lorsqu’il y a un défaut, la circulation des courants
est perturbée, ce qui modifie 'impédance aux bornes de la bobine. Cette impédance
est mesurée dans le but d’obtenir des informations sur le défaut dans la plaque et est

comparée a I'impédance du capteur lorsqu’il n’y a pas de défaut.
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Une étape importante dans la littérature (Kleinman et van den Berg, [1992; Silves-
ter et Ferrari, [1996)) pour calculer la variation d’impédance d’une bobine est le calcul
de la distribution d'une ou plusieurs variables électromagnétiques dans le domaine de
calcul. Dans notre cas, le champ électrique E est employé car cela est plus habituel
lorsque le domaine de calcul n’est pas magnétique. Cependant rien n’interdit 1'utili-
sation du champ magnétique H. De plus, on considere que seule la conductivité du
matériau varie au niveau du défaut. En effet, seuls les manques de matiere sont pris

en compte, les défauts de corrosion et les dépots de matiere ne sont pas étudiés.

II.1.1 Equations de Maxwell

Les équations de la physique régissant les champs électromagnétiques sont les

équations de Maxwell (Harrington, (1993)) :

€XE+8—B:0 ?xﬁ:vaa—D
ot t
— - o
V.D=p V-B=0

—

E est le champ électrique, B est I'induction magnétique, Hle champ magnétique, D
Pinduction électrique et J la densité de courant électrique. On pose 7= (x,z) en 2D
ou 7 = (x,y, z) en 3D. Ce probléme est un probleme équations aux dérivées partielles
(EDP). Compte tenu du courant alternatif circulant dans la bobine, on se place en

régime harmonique, ce qui signifie que les champs ont la forme suivante :
B(rt) = F (1)
Les équations de Maxwell deviennent alors pour le régime harmonique :

:j—l—jwﬁ

-B=0

_
V x

]l
I

—
VX FE+ jw
H
V-
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0
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I

En faisant les hypotheéses classiques de linéarité, de non-dispersion et d’isotropie, les

relations constitutives suivantes sont obtenues :

— — —

D=¢E J=0E B=puH (11.1)
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avec € la permittivité diélectrique, p la perméabilité magnétique et o la conductivité
électrique du matériau considéré. Les hypotheses formulées sous-entendent que €, u
et o sont des grandeurs réelles. Soient €, la permittivité du vide et pg la perméabilité
magnétique du vide. Dans notre cas, on pose € = ¢y et on considere que le milieu est

amagnétique donc pu = po dans tout le domaine, que ce soit dans I’air ou le matériau.

I1.1.2 Changement de milieu

Dans notre cas, il y a un changement de milieu représenté par une forte variation
de la conductivité entre lair et la plaque métallique. En appelant 77 le vecteur normal
a S linterface air/métal, X le champ X dans air et X, le champ X dans le métal,
on a (Silvester et Ferrari, |1996)) :

1. x(ﬁl—ﬁg):o;

3u

2.1 - (51 — 52) = ps avec pg la densité surfacique de charge a U'interface S';

3Su

3. 1 X (F[l — ﬁ}) = j:g avec js la densité surfacique de courant a l'interface S';
4. 7 (él —§2) = 0.

Physiquement, on peut expliquer plus intuitivement les équations précédentes :
1. la composante tangentielle du champ électrique a l'interface est continue;

2. la composante normale de I'induction électrique a l'interface est discontinue et

dépend des charges surfaciques a l'interface ;

3. la composante tangentielle du champ magnétique a l'interface est discontinue

et dépend du courant surfacique a l'interface ;
4. la composante normale de I'induction magnétique a I'interface est continue;

Ces conditions de passage sont importantes pour la suite car chaque méthode de
modélisation peut plus ou moins facilement prendre en compte ces contraintes. Elles

sont discriminantes pour la modélisation a adopter pour résoudre le probleme.

11.1.3 Equation d’Helmholtz

On fait ’hypothese du cas 2D transverse magnétique plus simple pour débuter
I’étude d’inversion. Dans ce cas, la bobine ne peut pas représentée. De plus, les défauts

sont donc de longueur infinie dans la direction .
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Le champ électrique a donc uniquement une composante non nulle suivant I'axe
7/, on ne considere plus le vecteur E mais la composante de ce vecteur suivant ’axe 7,
scalaire que ’on note £ = E- y. En utilisant des formules de géométrie différentielle
telles que :
- = - I e I e
Vx VxA=-AA+V (V-A)
Les équations de Maxwell peuvent s’écrire sous la forme d’une équation de propa-
gation, dite équation d’Helmholtz (Zorgati, |1998) :

AE (z,2) + k* (z,2) E (2, 2) = jwpeJ (z, 2)

k? (2, 2) = w’poeo — jwpoo (2, 2)

+J. si (z, D
J(:z:,z)—{ si (z,2) € Dy

B 0  sinon
La définition du Laplacien en 2D est la suivante :

2 2

AE = 5(12E (x,2) + 0622E (x,2)
On appelle :

—  le domaine de calcul ;

— Dy lair;

— Dy la plaque métallique ;

— Dy la bobine (courant source).

Dans I'équation d’Helmholtz, o (x, z) est la conductivité au point (z, z) et J (z, 2)

est la densité du courant en ce méme point.

(2, 2) 0 si (z,z) € air/défaut
o(r,2) =
00 si (x,z) € métal sain

Une densité de courant J (z,z) uniforme circule dans la bobine et est égale a
J., leffet de peau dans les fils de la bobine est donc négligé. Cette hypothese est
parfaitement justifiée : une bobine est généralement constituée de plusieurs tours de

fil tres fin uniformément répartis sur la section. L’intensité du courant parcourant la
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bobine est appelé Iy et S la section du fil de la bobine constituée de N tours :

_NXIO
S

Je

Compte tenu de la fréquence de travail du courant dans la bobine (de l'ordre de la
centaine de kHz) et de la conductivité de la plaque (de I'ordre de millions de S.m™),
on peut faire 'approximation quasi-statique. Celle-ci revient a négliger les courants
de déplacement D dans le domaine représenté. Le terme w?jigeq est de lordre de
107® ce qui est négligeable par rapport aux autres termes de I'équation (AE, E et

woo (z,z)). Avec 'approximation quasi-statique, quel que soit le domaine,
k* (z,2) = —jwpoo (x, 2)
I’équation de propagation devient une équation de diffusion (Kriezis et al., [1992) :
AFE (z,2) — jwpgo (z, 2) B (x, 2) = jwued (x, 2) (I1.2)

L’équation d’Helmholtz avec le champ électrique figure parmi les plus utilisées
pour résoudre les problemes de modélisation de courants de Foucault pour l'inver-
sion. Il existe différentes manieéres de décrire ces probléemes en faisant intervenir le
champ magnétique H ou des potentiels comme le vecteur potentiel magnétique Aet

le potentiel scalaire électrique V.
— — —
A=VxB

, - 0A

E=-VV-—

ot
Il est a noter que les potentiels permettent de décrire de maniére unique (lors-
qu’une jauge est choisie) le champ électromagnétique. Les potentiels sont tres étudiés

dans la littérature car ils peuvent avoir un impact sur :
1. le conditionnement du probleme (Wu et al., 2007) ;

2. le nombre d’inconnues a résoudre (Silvester et Ferrari, [1996). Par exemple, dans
certains cas, un potentiel scalaire électrique est suffisant pour décrire de ma-
niere unique le champ électrique E, permettant ainsi de diminuer grandement le

nombre d’inconnues, notamment dans les régions ou il n’existe aucun courant.
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Toutefois, I'utilisation des potentiels n’est pas détaillée davantage, le lecteur dé-
sireux d’avoir plus de détails est reporté a la lecture d’ouvrages spécialisés tels que
(Silvester et Ferrari, [1996]).

Dans ce chapitre, différents modeles, présents dans la littérature mais qui ne se-
ront pas retenus par la suite, sont présentés. On commence par présenter le modele
actuellement étudié par EDF (Dubost et al. 2006)), puis le modele par formulation

intégrale.

I1.2 Modele linéaire utilisé dans la méthode EDF-
EPM

La méthode EDF-EPM a été développée dans le cadre de partenariats entre EDF
et I'Ecole Polytechnique de Montréal (EPM) depuis 2001 (Goussard et Guichard)
2001). On la présente afin de mettre davantage en évidence les faiblesses de cette
méthode motivant ainsi le lancement de cette these. Les méthodes développées ont
évolué mais le principe général est resté inchangé depuis le début. La méthode se

divise en deux phases :

1. identification du modele linéaire direct de réponse impulsionnelle (RI) h a ’aide

de données connues AZ pour des défauts connus « : on impose AZ = Hx =
Xh;

2. reconstruction d’un défaut inconnu a partir de mesures connues et du modele
linéaire identifié.
Chaque phase résout un probléme (identification ou reconstruction) par minimi-
sation d’un critere adapté.
La premiere phase de cette méthode est présentée dans ce paragraphe, la phase
d’identification du modele linéaire. La seconde phase, la phase de reconstruction, est
brievement présentée au chapitre [l Le lecteur désireux d’avoir davantage de détails

sur cette derniere est reporté a la lecture de (Goussard et Guichard, 2007).

I1.2.1 Principe

Dans le cas 3D, I'objet a reconstruire est divisé en L couches différentes. Il s’agit

de retrouver la distribution de la conductivité relative car :
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— une baisse de la conductivité montre un manque de matiere ;
— les données sont sensibles a la conductivité.
Le vecteur contenant I’ensemble des contrastes des pixels est appelé x. Celui-ci

contient les contrastes :

(o)) —O'(k)

0o

x (k) =

avec o (k) la valeur de la conductivité du pixel k& dnas le domaine de calcul.

On considere que AZ = Y& | AZ, avec AZ, la contribution de la £°™ couche
aux données. L’hypothése suivante est formulée : la contribution AZ, aux données de
la £ couche est égale au produit de convolution 2D entre la conductivité relative
de la couche ¢ et une réponse impulsionnelle 2D h,. Le modele obtenu correspond a
un filtre. En sommant I’ensemble des contributions des couches pour les données, le

modele linéaire peut étre écrit sous la forme suivante :
AZ =Hx=Xh

Pour la méthode EDF-EPM il est nécessaire d’estimer un modele linéaire H, c¢’est
un probleme d’identification. Comme expliqué dans le paragraphe précédent, dans les
différents partenariats, ’approche la plus utilisée pour estimer la matrice H est la
minimisation d’un critere. Il est important de bien choisir le critére. Le plus naturel

est un critere des moindres carrés (Goussard et Guichard} 2001}, [2004) :
J (h) =||AZ — Xh|? (I1.3)

Pour minimiser ce critére, une solution analytique peut étre trouvée telle que V.7 (h) =
0:
-1
h=(X'X) XAz

Dans un cas tel que le notre, les matrices sont trés grandes au point que les
inversions de matrices employées sont tres coliteuses en temps et en mémoire. On
préfere dans ce cas avoir recours a des algorithmes de minimisation.

Cependant, le réel probleme réside dans la sous-détermination du systeme : il
y a plus d’'inconnues a trouver que d’équations. La solution pour un tel systeme
n’est pas unique. Par conséquent, rien ne garantit que les solutions obtenues soient
les bonnes ni qu’elles soient cohérentes avec la réalité physique. Ceci est confirmé

par l'expérience car en pratique, un tel critere n’est pas suffisamment efficace pour
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obtenir des réponses impulsionnelles suffisamment correctes pour étre exploitables. 11
est nécessaire d’introduire des a priori sur la RI h pour pouvoir améliorer les résultats.
Pour cela la fonction ® (h) est introduite. Le critere devient (Goussard et Guichard,
2004) :

T (h:)\) =||AZ — Xh|>+ \® (h) (IL.4)

A est un hyperparametre qui permet de pondérer I'importance accordée aux a priori
par rapport au terme d’adéquation aux données. Il est estimé par essais et erreurs.

On cherche a avoir une réponse impulsionnelle h qui soit continue. Pour cela, il
faut pénaliser les discontinuités et donc que la fonction ® (h) prenne en compte les
discontinuités et les pénalise fortement. Pour cela, il est nécessaire de faire intervenir
les différences finies dans la fonction ® (h). Les matrices D™ désignent les matrices
de différences finies dans la direction m (1 : direction & et 2 : direction 7). Autrement
dit :

De plus, un terme de rappel a 0 est ajouté sur les valeurs du vecteur h car plus
un pixel est éloigné du point de mesure et moins il a d’impact sur les données. De
plus, il a été observé que la RI n’était pas nulle aux bords, ce terme de rappel a
0 permet d’éviter ce phénomene incohérent avec ce qui est attendu a priori. Pour

faciliter ’écriture et la lecture, on pose 'opérateur D = I ainsi :

O (h) =Y Buno (D(m)h) (11.5)

avec ¢ (u) une fonction de pénalisation et les coefficients {3y, 81, 52} des coefficients
de pondération ou hyperparametres. Ces hyperparametres ont une influence sur la
forme de la RI et notamment sur les discontinuités qui pourraient se produire dans
une direction par rapport a une autre (Goussard et Guichard, |2007)) :
— [Bp a un effet sur ’énergie totale de la RI;
— {1, P2} ont un effet sur la douceur de la RI dans les directions & et 7. La RI
est anisotrope si 3; # fs.
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On cherche a favoriser les réponses impulsionnelles continues, pour cela une fonc-
tion de pénalisation quadratique est utilisée pour le champ de Markov. Il en est de
méme pour ’énergie de la RI. Etant donné que la fonction de pénalisation est qua-
dratique, le critére reste quadratique et donc convexe. Ce dernier point nous permet
de nous assurer qu’il y a un unique minimum global.

Finalement, on a le critere suivant a minimiser (Goussard et Guichard|, 2004) :

2
J (hiX.B) = |AZ — Xh|* + X 3 B[ D™ R (IL.6)
m=0
Le critere reste quadratique grace a la régularisation de Tikhonov. L’expression
analytique du minimum peut étre trouvée telle que V.7 (h; A, 3) = 0. La solution
obtenue est la suivante :

-1

2
h = ()\ 3 B (D™)' Dy + XTX> XAZ
m=0

Cependant, pour des raisons de temps et d’espace mémoire, cette solution analy-
tique n’est pas exploitée. Utiliser un algorithme de minimisation, tel que la méthode

des gradients conjugués linéaire, est préférable pour obtenir le minimum du critére.

11.2.2 Simulation

Le modele 2D EDF-EPM est testé en simulant un capteur au-dessus d’une plaque
avec un défaut de 1 mm de profondeur et 5 mm de largeur. Pour cela, le capteur décrit
au chapitre est simulé.

La conductivité oy est choisie égale a celle des plaques étudiées dans les différents
rapports (Dubost et El-Guedri, 2008), en effet on impose : g = 1.39 x 10°S.m™.

Pour utiliser la méthode présentée, il est nécessaire d’utiliser un ensemble de dé-
fauts & dont on connait les données CF A Z pour identifier la RI h du modele linéaire.

L’ensemble d’apprentissage suivant est utilisée (cf. annexe [A)) :
1. un défaut carré de 1 mm de largeur et 1 mm de profondeur ;
2. un défaut profond de 4 mm de largeur et 3mm de profondeur ;
3. un défaut de 5mm de largeur et de 1 mm de profondeur ;

4. un défaut transverse de 0,6 mm de largeur et de 1,4 mm de profondeur.
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On simule les données sur le défaut de 1 mm de profondeur présenté a la figure

11.2
0 -5 0 5 10

Conductivité relative

-3
3

X [mm]

Ficure I1.2 Défaut simulé d’une profondeur de 1 mm

Le logiciel commercial COMSOL est employé afin d’évaluer le modele linéaire
identifié. COMSOL utilise une formulation mixte A—V : potentiel vecteur magnétique
A qui est scalaire en 2D et potentiel scalaire électrique V. Des éléments nodaux de
Lagrange d’ordre 2 sont employés pour la discrétisation. Les données CF simulées
par COMSOL sont considérées comme des références car indépendantes de tous les
modeles étudiés et implémentés dans ce manuscrit. Les résultats de simulation sont
présentés a la figure [[1.3

On remarque a la figure |I1.3] une différence assez importante entre les données
simulées avec le modele linéaire identifié et les données simulées a I'aide de COMSOL.
Il est également a noter que le défaut simulé fait partie de I’ensemble d’apprentissage
utilisé pour la réponse impulsionnelle. Ceci prouve que le modele n’est pas robuste
pour la suite confirmant le rapport (Dubost et El-Guedri, 2008), qui conclut que le

modele linéaire peut étre une explication aux limites de la méthode EDF-EPM.

11.2.3 Conclusion

La méthode EDF-EPM a été présentée dans cette section. Cette méthode a pour
avantage d’étre simple car elle ne nécessite pas d’étudier et ni de comprendre la

physique du probléme. Elle se base sur un modele simple et connu en inversion : le
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Fi1GURE I1.3 Données simulées avec modele linéaire en comparaison avec COMSOL :
parties réelle (a) et imaginaire (b)

modele linéaire. De plus, aucune variable électromagnétique n’intervient, évitant ainsi
des problemes de mémoire et de temps de calcul pour ’évaluation de ces variables. En
outre, il n’est pas nécessaire de modéliser le capteur ou les champs électromagnétiques.
Tout ceci est implicitement compris dans la RI h identifiée.

Cependant, 'inconvénient majeur de cette méthode est sa précision. Tout d’abord,
une approximation forte de la physique pour obtenir la linéarité des équations est
explicitement faite entrainant des erreurs de modele. Compte tenu des hypotheses
effectuées sur la RI avec la méthode EDF-EPM (séparabilité, invariance selon I’axe,
etc.), le modele linéaire de la méthode EDF-EPM n’est pas exactement le méme
que celui obtenu avec 'approximation de Born forte. L’approximation de Born forte
implique un modele direct linéaire AZ = G2 Eqx. A l'inverse un modele linéaire H
identifié n’est pas nécessairement identique a G2 Ey. Méme si ces deux méthodes ont
un modele direct linéaire, ce point commun n’est pas suffisant pour pouvoir affirmer
que les modeles sont équivalents. En outre, le modeéle est estimé provoquant également
des erreurs d’estimation puisqu’il y a plus d’inconnues que de données. L’inversion
dépend ainsi fortement du modele direct identifié.

Etant donné les médiocres performances du modele direct identifié, d’autres pistes
sont explorées pour obtenir un modele direct qui ne serait ni identifié ni linéaire. Il
existe différentes méthodes afin de résoudre cette équation. On distingue cependant
deux grandes classes de méthodes :

— les méthodes intégrales basées sur 'utilisation de fonctions de Green, solutions
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élémentaires de I’équation d’Helmholtz discrétisées;

— les méthodes différentielles basées sur une résolution de I’équation d’Helmholtz
discrétisée.

On présente brievement la modélisation la plus souvent adoptée dans le cadre de

Iinversion en tomographie de diffraction, soit la formulation intégrale.

I1.3 Meéthodes intégrales

Pour modéliser les problemes de distribution d’un champ électromagnétique dans
I’espace, les méthodes intégrales sont tres souvent utilisées. Elles sont détaillées dans
cette section. Elles sont basées sur la discrétisation de ’équation d’Helmholtz résolue.
L’équation d’Helmholtz est résolue a ’aide de fonctions de Green. Cette solution est
ensuite discrétisée pour étre utilisable. Ces étapes sont brievement expliquées dans

cette section.

I1.3.1 Principe

Les méthodes intégrales sont basées sur la résolution de I'équation d’Helmholtz
pour une source élémentaire. La source totale est considérée comme l'intégrale vo-
lumique de sources ponctuelles. On réécrit I'équation d’Helmholtz pour un point

7 = (x,z) en introduisant la fonction de Green qui est la solution élémentaire de

I’équation pour une source ponctuelle (Zorgati, [1998)) :
AG (77 + k(7 G (77 = =0 (F — 7)

k? (F) = w?po€o — jwioo ()
La fonction de Green G (7, 7') est le champ électrique en un point 7= (z, z) pour
une source unitaire placée en 7/ = (2/,2'). Avec Papproche intégrale, chaque point
ayant une variation de conductivité par rapport a la plaque est considéré comme une

source. Le champ électrique total en un point 7 est considéré comme la somme du

champ électrique en 7° provoqué par I’ensemble des sources dans 2 :

E(7) = /Q G (77 J(7) dF = /Q G (77 (F) E (7') dF
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Soit la fonction contraste
oo — o (r)

0o

Les équations suivantes (Zorgati, |1998)) sont obtenues :

E, (7) = / / Guo (7 7Y J (F') 7' 7€ Dy, 7 € Dy (IL.7)
Do

Ey (1) = Eo2 (F) — jwpooo / /D Gao (F,7") ¢ (') By (7') dF" 7€ Dy, 7' € Dy (I1.8)
2

En posant :

— FEj le champ électrique dans la bobine dii aux champs électriques dans la plaque

placée dans le domaine Dy ;

— FE5 le champ électrique dans la plaque métallique ;

— FEyo le champ électrique dans la plaque métallique lorsqu’il n’y a pas de défaut

(champ incident).

Les équations et sont les solutions semi-analytiques de 1'équation
d’Helmholtz.

La fonction Gig (7, 7") représente la valeur du champ électrique en r dans le do-
maine D; lorsqu’une source est située en 7’ dans le domaine D,. De méme, la fonction
Gao (7,7") représente le champ électrique en 7 dans le domaine D, lorsqu’une source
est située en 7’ dans le domaine D,.

Les fonctions de Green dans les cas 2D et 3D ne sont pas détaillées mais peuvent
étre trouvées dans (Chew, [1999; Ruosi et all [2000)). Cependant, il est important
de noter que les fonctions de Green sont singulieres a la source, elles ne sont pas
analytiquement connues dans le domaine spatial mais dans le domaine spectral. Dans
le cas 2D pour un milieu stratifié, et non un milieu libre, il est nécessaire de passer
par une décomposition en ondes planes.

Les conditions aux limites sont importantes dans les probléemes de modélisation.
Dans le cas des méthodes intégrales, elles sont imposées dans les fonctions de Green qui
résolvent le probleme. En effet, ces fonctions respectent la condition de rayonnement
de Sommerfeld (Zorgati, 1998) :

0 - . =
I%LH;O VR <8RG(T,T ) — koG (7,7 )) =0 (I1.9)



63

D’un point de vue physique, cette condition revient a considérer que I’énergie rayonnée

par une source doit étre dispersée a 'infini.

I1.3.2 Discrétisation par méthode des moments

Pour discrétiser les équations précédentes, la méthode des moments (method of
moments (MoM)) est tres utilisée (Balanis, 1989; [Harrington, |1993)). Elle consiste a
projeter les équations précédentes sur une base de fonctions. La fonction indicatrice
de régions carrées de coté Ax peut étre employée en faisant I’approximation que les

champs et les contrastes sont uniformes sur chaque carré :

. . 1 N
Gy (i,]) = —IWHT0 A5 /D; b Goo (7, 7") A’ dr

1
G (i, 5) = _]'WMOUOE /D; b G (7, 7) di di

Avec D la surface du pixel i. Les matrices G2 et Gag sont appelées matrices
de Green. Il existe d’autres fonctions pour la méthode des moment, le lecteur dési-
reux d’en apprendre davantage peut se reporter a (Balanis| [1989; Harrington, 1993;
Lambert, |1998; |Zwamborn, (1997).

X est la matrice diagonale dont la diagonale est x i.e., X = diag{x}. Apres
discrétisation, on appelle e; le champ électrique mesuré, egy le champ incident dans
la plaque métallique et ey le champ électrique dans la plaque métallique lorsqu’il
y a un défaut. Apres discrétisation les équations électromagnétiques deviennent les

suivantes :
€y = €ep + G22X€2 (1110)

e = G12X€2 (1111)

Le champ électrique total e; est la somme du champ électrique incident egs (champ
électrique sans défaut) et du champ électrique diffracté Gy X ey (champ di au dé-
faut).

Elles correspondent aux équations et du chapitre [I Ces méthodes ont
I’avantage d’étre basées sur une discrétisation de la solution de I'équation d’Helm-
holtz. Cependant, dans le cas ot le milieu n’est pas un milieu libre (comme en TMO
(Abubakar et al|,[2001))), les fonctions de Green ne sont pas analytiquement connues,

ce qui complique le probleme. Les matrices de Green, obtenues apres application de
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la MoM aux fonctions de Green, sont pleines. Elles décrivent la dépendance de 1’en-
semble des champs électriques d’un pixel par rapport aux autres pixels de la plaque.
De plus, elles sont difficiles a calculer a cause de la décomposition en ondes planes
nécessaire et de la singularité a la source des fonctions de Green.

Dans le cas de l'inversion, les courants de contraste sont tres souvent introduits
(van den Berg et Abubakar, [2001)), il s’agit de poser w = Xe représentant le vecteur

des courants de contraste. Ces derniers sont les courants qui sont créés a cause de la

variation de conductivité. Les équations (II1.10]) et (II.11)) deviennent respectivement
les équations ([1.12)) et (LL1.13) :

y = Gpw (I1.12)
w = XGOQ + XGQQ'UJ (1113)

Ces équations correspondent aux équations (L.5)) et (1.6) du chapitre [Il Elles sont

utilisées pour résoudre la plupart des problemes de diffraction.

I1.3.3 Conclusion sur les méthodes intégrales

On a exposé la modélisation tres utilisée pour la tomographie par diffraction (to-
mographie micro-ondes mais également, dans une moindre mesure, par courants de
Foucault) basée sur une formulation intégrale de I’équation d’Helmholtz. Cette for-
mulation ne nécessite pas de discrétiser la bobine, 'air environnant et le domaine a
priori sain, contrairement aux méthodes comme les différences finies ou les éléments
finis, comme on le montre par la suite respectivement aux chapitres [Tl et V] De plus,
elle utilise une discrétisation de la résolution exacte de 1’équation d’Helmholtz.

Cependant elle comporte des inconvénients majeurs pour notre cas :

— elle n’est applicable que pour des géométries canoniques : milieux homogenes,
tubes, plaques, etc. En effet, les fonctions de Green ne sont connues que pour
ces géométries. A noter que les plaques rivetées (Paillard et al), [2007)) peuvent
également étre étudiées. Bien que le cadre de I'inversion se limite pour le mo-
ment a des plaques, on essaie de proposer une modélisation plus facilement
généralisable a des géométries complexes ;

— elle est particulierement adaptée en tant que modele direct pour simuler des
données uniquement et non dans un cadre d’inversion. Dans ce cas, le défaut
est connu, seule sa discrétisation est nécessaire. Les matrices sont donc calculées

uniquement pour les points du défaut. Dans le cas ot le défaut est inconnu, les
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matrices doivent étre calculées pour les points ou il pourrait y avoir un défaut.
Le domaine de calcul devient alors plus grand puisque le défaut est a priori
inconnu. Or ces matrices sont difficiles a calculer a cause des fonctions de Green
n’ayant pas d’expression analytique;

— les matrices qui interviennent sont pleines. Elles sont donc cotiteuses en mémoire
et en temps de calcul lors des multiplications matrice-vecteur.

On choisit pour ces raisons d’utiliser des méthodes basées sur une discrétisation

directe des équations.

II.4 Variation d’impédance

Le principe des capteurs courants de Foucault est basé sur la mesure de la variation
d’impédance de la bobine lorsque le matériau est sain et lorsque le matériau est
défectueux. On suppose disposer d’un modele qui nous permette de calculer le champ
électrique e lorsqu’il y a un défaut ou lorsqu’il n’y en a pas. Ce modele peut étre un
modele intégral ou un modele différentiel comme il est montré aux chapitres et
Le champ électrique dii a un défaut n’est pas in fine ce qui nous intéresse mais
est indispensable pour les mesures. Il est nécessaire de trouver une méthode pour
calculer la variation d’impédance engendrée par la présence de défaut. L'impédance
de la sonde est appelée Z et sa variation AZ.

On utilise la formule d’Auld qui peut étre trouvée dans (Bowler et al| 1990;

Zorgatil, [1998) pour calculer la variation d’impédance :

IBAZ = —/ (E(x,2) — Eq(x,2)) J.dz dz
D,

Dans la formule précédente, F (x,z) correspond au champ électrique total lors-
qu’il y a un défaut, Ey (z, z) le champ incident (champ électrique sans défaut) et J.
correspond a la densité de courant qui circule dans la sonde. Cette formule peut étre
réécrite en faisant intervenir le courant induit Jy (z, z) par le champ diffracté par le

principe de réciprocité pour éviter le calcul du champ au niveau de la sonde :

1

AZ =—=
Is

/Q Ey(x,2) Jy(x,2) dedz (I1.14)

ou Qy est le défaut i.e., Qp = {(z,2) € Dy|o (x,2) # 00}
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On voit qu’il est nécessaire de connaitre le champ électrique total F (z,z) pour

pouvoir calculer le courant induit J;. En effet :
Ja (SL’, Z) = (0 (LU, Z) - UO) E (.CL’, Z)

On note qu’il est nécessaire de disposer d'un milieu de référence pour pouvoir

simuler la variation d’impédance.

I1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les équations de Maxwell ainsi que I’équation
d’Helmholtz qui s’en déduit. Ces équations permettent de décrire les phénomenes
¢électromagnétiques nécessaires pour pouvoir calculer la variation d’impédance aux
bornes de la bobine.

Le modele direct utilisé par la méthode EDF-EPM a été détaillé. Ce modele est
supposé linéaire, cette hypothese est proche de I'approximation de Born mais n’est
pas équivalente a cette derniere. Cependant, le calcul de la matrice H est effectué en
fonction de certaines hypotheses. De plus, le modele est identifié a I’aide de données
pour des défauts connus introduisant une erreur d’identification. Les résultats de
ce modele sont éloignés des données simulées par des modeles physiques. Il parait
important d’avoir un modele physique pour obtenir une méthode d’inversion robuste
et efficace.

La formulation intégrale de I’équation d’Helmholtz est une modélisation élégante
et tres utilisée dans le cadre de la tomographie de diffraction (notamment en tomo-
graphie micro-ondes). Cependant, elle est compliquée a mettre en ceuvre et nécessite
de calculer des matrices pleines. De plus, elle se limite a des géométries canoniques
(espace libre, plaque, tubes etc.). On préfere donc étudier d’autres modélisations plus

simples et exploitables pour traiter ce probléme, les méthodes différentielles.
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Chapitre 111

Modele différences finies

Sommaire
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Au chapitre [T} il est montré la nécessité d’avoir un modele permettant de calculer
la distribution du champ électromagnétique pour simuler la variation d’impédance.
On cherche donc a établir un modele direct simple, liant les mesures et la plaque mé-
tallique inspectée, basé sur la physique. Il existe deux grandes approches permettant
le calcul des champs électrique et magnétique du domaine d’intérét :

— les méthodes intégrales basées sur l'utilisation de solutions semi-analytiques
de I’équation d’Helmholtz. Ces méthodes utilisent la résolution de I’équation
d’Helmholtz puis sur la discrétisation de la solution ;

— les méthodes différentielles : notamment différences finies, volumes finis et élé-
ments finis. A 'inverse, ces méthodes sont basées sur la discrétisation de 1’équa-
tion d’Helmholtz puis sur la résolution de I’équation discrétisée.

Les méthodes intégrales sont classiques en tomographie de diffraction et brieve-
ment présentées au chapitre [[I Ces méthodes sont difficilement exploitables dans un
cadre industriel. En effet, elles sont applicables uniquement a des géométries cano-
niques : milieu libre, plaque, tubes, etc. C’est pourquoi d’autres modeles tels que les
modeles différentiels sont étudiés. On détaille davantage dans ce chapitre la méthode
des différences finies connue pour étre plus simple a mettre en ceuvre mais qui peut se
révéler moins performante que les méthodes par éléments finis. De plus, on applique
cette méthode au probleme de calcul de variation d’impédance d’une bobine pour une

plaque métallique contenant un défaut.
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III.1 Principe des différences finies

On cherche a discrétiser directement le domaine de calcul et les équations de
Maxwell ou leurs dérivées a ’aide des différences finies. Les différences finies sont

basées sur un développement de Taylor-Young de la fonction a estimer. Soit la fonction

f(2) de R dans R a minima de classe C.

/ h2 " 2
fla+h)=f@)+hf (=) + 5 f () + o (h?)

Apres discrétisation du probleme continu 1D en un probléeme discret 1D avec z;

des valeurs discretes de x, I’équation suivante est obtenue :

(@is1 — l’i)2

" (@) oz - z;)? (111.1)

f (i) = f(2:) + (@i — @) (@) +
Dans le cas particulier ou la discrétisation est uniforme :

Vie [0,N —1], z;1 — 2; = Az = cste

Dans ce cas, les expressions suivantes sont obtenues :

) = F )+ Baf' (2 + 50 7 (@) 4 0/(Aa)? (1.2
! sz " 2
flxiy) = f(z) — Axf' (x;) + Tf () + o (Ax) (I11.3)

Apres différentes manipulations élémentaires des équations ([I1.2)) et (I11.3)), on trouve :

f(x;) = / <xz+1>2;xf (zi1) + o (Ax)

f(wia) = 2f (z) + f (zig1)
¥ =~ +o(1)

f" (i) =

Les expressions approchées des dérivées premiere et seconde d’ordre 2 en 1D

viennent d’étre montrées, toutefois il est possible de trouver des formules de pré-

cision d’ordre supérieur (Fornberg, 1988]). Ceci est plus compliqué et inutile pour ce
qui est recherché.

Pour des cas de dimension plus grande, on utilise la formule de Taylor-Young pour
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une dimension p pour une fonction f (x) de R? dans R :

0? f 2
h) E x) h; E x)h? > -h;-h; h
[(@+ @)+ axz +2. oa? +1<<<a a +o(lhl’)
1<IIP
Dans le cas 2D, pour une discrétisation uniforme dans les directions ¥ et 2, on

obtient I’équation :

0

[ (wiy1,2) = f (@i, zi) + (21 — x3) %f (i, 2)
(I'H_l — l‘i)2 82

21 ox?

(I11.4)
f (LUZ‘, Zz) + o (xi+1 — ZEZ‘)Q

Seules les différences finies pour x dans la direction ¥ ont été ici considérées.

Toutefois, le probleme est exactement le méme pour z dans la direction Zz.

I1I1.2 Courants de Foucault par méthode des diffé-

rences finies

On continue a se placer dans le cas particulier du cas 2D transverse magnétique
(TM) i.e., le champ électrique E na qu’'une composante non nulle, la composante
selon 'axe 1. Les problemes de discontinuité du champ électrique dans tout le do-
maine peuvent étre évités puisque la composante tangentielle aux interfaces i.e., la
composante selon i appelée F = E- Y, est continue.

Une méthode pour obtenir un schéma numérique a ’aide de la méthode des diffé-
rences finies est décrite dans la section précédente, il faut ’adapter a notre cas pour
I'utiliser. Pour cela, ’équation d’Helmholtz est employée comme pour les méthodes
intégrales présentées au chapitre[[I} Ici est faite I’hypothese que le milieu est discrétisé
uniformément, ce qui n’est pas nécessairement optimal mais qui permet de simplifier
le probleme et de fixer les idées. On considere ici que Ax = Az = cste.

Comme dans le cas des méthodes intégrales, il est nécessaire d’utiliser ’équation
d’Helmholtz :

AE (z,z) — jwueo (z,2) E (z,2) = jwud (x, 2)

Pour discrétiser I'espace, on pose z; = iAx et z; = —jAz avec i € [1,a] et

j € [1,c]. a est le nombre de pixels selon 'axe Z et ¢ le nombre de pixels selon I'axe
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Ny

FE (Ilfi_H, Zj) + F (Ilfi_l, Zj) + F (Ilfi, Zj_|_1) + F (Ilfi, Zj_l) —4F (Q?Z', Zj)

AFE ~
Ax?

(I11.5)

Le modele direct est développé a des fins d’inversion. L’objectif final est de re-
construire un défaut i.e., d’estimer la distribution de conductivité relative dans le
domaine de calcul a partir de données CF. Le contraste contenu dans le vecteur x est
introduit dans les équations précédentes.

Apres discrétisation, la forme algébrique suivante est obtenue :
Le + jwpgoo X e — jwugoge = f (I11.6)

X est la matrice diagonale constituée des conductivités relatives de chaque pixel du
domaine d’intérét. I1 est important de noter que le domaine d’intérét comprend la
plaque mais également 'air et le capteur au-dessus. Dans cette équation matricielle,
le domaine de calcul (air+plaque métallique) est implicitement décrit dans la matrice
X.

Par analogie avec la formulation intégrale |Carfantan| (1996)), cette équation est
appelée équation de couplage. f est le vecteur discrétisant l'excitation, il est nul

partout sauf au niveau des pixels contenant le capteur :

0 sinon

+jwpgd. sik e D
f(k)—{ JW o SLKk € Ly

On pose :
M =L — jwpgool

Soit N, le nombre d’éléments, ici N, = a X c¢. Soit I la matrice identité de taille
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¢ X ¢. La matrice L € RNexNe g la forme suivante :

B I 0
I B I 0
1OIBIO 0
L=3xe
0O I B I 0
0O I B I
0 I B

L’expression de la matrice B de taille ¢ X ¢ est la suivante :

-4 1 0
1 -4 1 0
0O 1 -4 1 0
B =
0o 1 -4 1 0
0o 1 -4 1
0O 1 —4

Il peut étre noté que la matrice L est bloc Toeplitz a blocs Toeplitz.
Soit le vecteur e qui contient les valeurs des champs électriques pour chaque pixel

rangé de maniere lexicographique de haut en bas (avec z décroissant) et de gauche a
droite (avec x croissant).

e= ( E(CUl,Zl)‘E(xl,ZQ) ‘ ‘ E (x4, 2.) ‘ E (x9,21) ‘ ...‘E(xa,zc) )t

Le champ électrique e dans le domaine d’intérét n’est pas connu. A l'inverse, le
vecteur eg, est connu, puisqu’il s’agit du champ électrique dans le milieu lorsqu’il n’y
a aucun défaut, également appelé champ incident.

En utilisant cette modélisation, on essaie de résoudre la formulation forte du pro-
bleme c’est-a-dire résoudre 1’équation approchée en des points par un développement
limité. La formulation forte correspond a la détermination de solutions de classe C?
(avec p 'ordre de précision des DF). La discrétisation de I’espace choisie impose les

points de I'espace sur lesquels la formulation forte est résolue. Il n’y pas de pavage
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du domaine comme dans la méthode des éléments finis ou la méthodes des volumes
finis.

Les équations du probleme ont été posées. Dans les problemes de résolution d’EDP
par une méthode différentielle, le choix des conditions aux limites est tres important et

ne doit pas étre négligé car elles permettent de déterminer compléetement le probleme.

II1.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sont nécessaires pour résoudre ces problemes, dans le
cas contraire il n’y a pas unicité de la solution au probleme. Le probleme est résolu
sur un domaine borné (2. Les conditions aux limites sur I', la frontiere du domaine €2,
doivent étre imposées.

Il peut étre envisagé d’imposer un champ électrique nul dans le matériau a partir
d’une certaine profondeur, nécessairement plus importante que la profondeur de peau
0. La profondeur de peau est la profondeur a partir de laquelle une onde électroma-
gnétique a été atténuée de 1/e soit 36,8%, d = m_l. La profondeur de peau o
vaut ici 0, 78 mm. Définir les conditions aux limites sur les autres bords pose quelques
difficultés. En effet, sur les bords latéraux, autres qu’en profondeur du matériau, le
champ peut ne pas étre nul. Il est égal au champ total dans le matériau soit la somme
du champ incident (imposé par le capteur) et du champ diffracté (inconnu a priori).
Cependant, le domaine de calcul est choisi suffisamment grand pour que les bords
soient considérés assez éloignés du capteur pour imposer le champ nul aux bords. Les
conditions nulles (conditions de Dirichlet) aux bords sont déja implicitement prises
en compte dans la matrice L telle qu’elle est définie.

Dans les problemes de propagation d’ondes, il est courant d’utiliser des couches
virtuelles de 'espace couramment appelées perfectly matched layer (PML) (Berenger),
1994)). Les PML sont des couches ajoutées aux bords du domaine de calcul afin de
dissiper les ondes qui se propagent et éviter qu’elles soient réfléchies aux bords lorsque
des conditions de Dirichlet sont imposées. Ces couches sont tres efficaces pour des
problemes propagatifs mais inutiles dans des cas comme le nétre ou le probleme est
trés dissipatif dans les induits.

On peut se demander a partir de quelle taille le domaine est suffisamment grand
pour que les conditions aux limites choisies soient cohérentes et que les résultats

aient un sens. L’objectif est de trouver un compromis entre un domaine suffisamment
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grand pour que la modélisation soit précise et un domaine suffisamment petit pour
étre utilisable sans un cofit de calcul important. On trace a la figure la valeur

relative de la valeur absolue du champ électrique lorsque z = 0,5mm et la valeur

relative de la valeur absolue du champ électrique lorsque = —1,4 mm.
Valeur relative de la valeur absolue du champ électrique Valeur relative de la valeur absolue du champ électrique
0 100
—IE| — g
***** 1% 1%
801 q 801
_, 60r 1 _. 60f
= =
w w
T 4o0r E T 40t
201 1 201 J
0 0
-10 -5 0 5 10 10 5 0 -5
Position x [mm] Position z [mm]
(a) Coupe horizontale (b) Coupe verticale

FiGURE III.1 Valeur absolue du champ électrique incident estimé avec COMSOL :
coupe horizontale (a) et coupe verticale (b).

Une étude plus précise montre que la valeur absolue est inférieure a 1% de sa
valeur maximale :

— 7,9mm au-dessus du capteur (dans 'air) ;

— 2,6 mm au-dessous du capteur (dans la plaque);

— 8,3mm par rapport au centre de la bobine (z = 0,5 mm).

Il est difficile de conclure sur la taille du domaine & adopter a 'aide de ces consi-
dérations. A partir de 2,6 mm de profondeur la valeur absolue du champ électrique
représente moins 1% de la valeur maximale. On pourrait donc penser qu’a partir
de cette profondeur, 'influence sur les données est négligeable. Cependant dans la
plaque 2,6 mm n’est pas trés profond par rapport a la profondeur de peau. De plus,
comme cela est montré plus loin, ce n’est qu’a partir de 2,4 mm qu’il devient difficile
de différencier les données.

Un moyen plus efficace et fiable est de définir plusieurs dimensions de domaine
de calcul €2, et de simuler les données CF pour un méme défaut. On considere que
lorsque m augmente, la taille du domaine €,, croit et la taille des éléments diminue.
En théorie, lorsque m tend vers l'infini, la solution obtenue en résolvant le probleme

dans €,, tend vers la solution réelle. Il suffit de choisir un domaine de dimensions
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suffisamment importantes composé d’éléments tres fins faisant office de solution de
référence qu’on appelle .. Une tolérance sur 'écart de variation d’'impédance entre
la solution dans €2,, par rapport a la solution dans ()., est choisie pour obtenir le
plus petit domaine €2 possible qui ait une précision suffisante. De cette facgon, il est
possible d’obtenir un modele avec une précision acceptable avec des cotits de calcul

et mémoire les plus bas possibles.

I1II.4 Variation d’impédance par différences finies

Pour le calcul de la variation d’impédance on se base sur 1’équation du
chapitre [[T] qui est discrétisée par la méthode des différences finies.
Soit g le vecteur contenant les courants provoqués par la variation de conductivité
en chaque point :
j=—-00AzAz (X — Xj)e

Ici X est la matrice X dans le cas ou il n’y a pas de défaut. Il ne faut pas oublier

que X contient la conductivité relative de tous les pixels que ce soit ’air ou le métal.

On peut effectuer une série de mesures de variation d’impédance en déplacant

le capteur pour différentes positions. Pour chaque position, le calcul de la variation

d’impédance est :

1

AZ = 1—30066 (X — Xy) eAzAz (IIL.7)

Par analogie au cas de la formulation intégrale Carfantan| (1996), cette équation
est appelée équation d’observation.

On a toutes les équations nécessaires pour calculer la variation d’impédance AZ

connaissant un défaut @ via I’évaluation du champ électrique e.

III.5 Simulation

Un modele différences finies en 2D est développé dans ce chapitre afin de calculer
le champ électrique dans une plaque métallique lorsqu’une bobine électrique est placée
au-dessus.

On cherche désormais a évaluer l'efficacité de ce modele. Il est proposé d’utiliser
les résultats de simulation d’un cas identique obtenus a 'aide de COMSOL afin de

les comparer avec les résultats de simulation du modele DF développé.
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I11.5.1 Calcul du champ électrique incident

Le modele 2D est testé en simulant un capteur au-dessus d’une plaque sans défaut.
Pour cela on simule le méme capteur qu’au chapitre [[I|

Dans le cas 2D, il y a une invariance implicite du probleme selon l'axe i et la
bobine est décrite par deux rectangles. Cette modélisation de la bobine est erronée
et le systéme se comporte comme si 'on simulait en réalité deux fils électriques de
section rectangulaire au-dessus d’une plaque a cause de 'invariance selon I'axe /.

Un pas de discrétisation Ax = Az = 0,2mm est choisi.

Les résultats du calcul du champ électrique pour le cas de simulation décrit a
'aide du modele DF sont tracés a la figure [[I1.2]

Partie réelle Partie réelle
6 0.15 6
4 4 0.6

5 0.1 5
- 04 =
‘£ ‘£
o - - s 2 0 LI s
° 02 G
T -2 a' E -2 5‘
£ o] = £ o] =
N -4 3 N -4 3
a 0.2 a
-6 005 & -6 < g
g g
-8 O -8 0.4 5

-0.1
-10 10 -0.6
-12 0.15 12
-5 Q 5 -5 Q 5
x [mm] x [mm]
(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire

Ficure II1.2 Champ électrique incident avec le modele différences finies : parties
réelle (a) et imaginaire (b)

COMSOL est utilisé afin d’avoir une solution de référence du cas simulé. COMSOL
utilise une résolution par éléments finis avec le potentiel vecteur magnétique avec
son propre maillage adapté au défaut et au capteur. Les deux résultats comparés,
COMSOL et modele DF, sont obtenus a 'aide de deux méthodes différentes pour un
méme probleme. Cette procédure permet de s’assurer de 'efficacité de la méthode et
de valider le modele.

La distribution du champ électrique dans le domaine calculé par COMSOL est
tracée a la figure [[TL.3]

En comparant les figures et on observe que les champs obtenus sont
tres proches. En effet, les formes des parties réelle et imaginaire des champs calculés
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x10°

(a) Partie réelle

x10°

(b) Partie imaginaire

F1Gure II1.3 Champ électrique incident avec modele par COMSOL (distances en

metre) : parties réelle (a) et imaginaire (b)

coincident de méme que l'ordre de grandeur des valeurs.

Afin d’avoir une comparaison plus précise entre les deux modeles employés, des

coupes horizontales et verticales des parties réelle et imaginaire du champ électrique

pour les deux modeles sont comparées. On effectue a la figure [[I[.4] une comparaison

entre les deux modeles en prenant une coupe horizontale a 'altitude z = 0,5mm et

en prenant une discrétisation pour le modele DF avec Az = 0,2 mm.

0.1

o
™

——COMSOL

o
)

o

o

a1
I
~

o o
[ =T )

o
o
a1

Champ électrique [V.m'1]
5 ¢
*

Champ électrique [V.m'1]

o
o

-0.1

7 ——COMSOL

o
o

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
osition x [mm]

(a) Partie réelle

-4 -2 0 2 4 6 8
osition x [mm]

(b) Partie imaginaire

FiGcure I11.4 Comparaisons du champ électrique sur la ligne horizontale a ’altitude

z = 0,5mm : parties réelle (a) et imaginaire (b)

De méme, une comparaison entre les deux modeles en prenant une coupe verticale
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a labscisse = —1,4mm est effectuée a la figure

0.16 08
——COMSOL
014 o7t N | DF
= 012 — 06
£ £
> 04 > 05
9] ]
Z 0.08f 3 04
8 006 3 o3
‘O ‘O
g o004l g o2
] 5]
£ £
S 002 5 o4
of of
0.021— : : 010 : :
5 0 5 -10 5 0 -5 -10
Position z [mm] Position z [mm]
(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire

FiGure III.5 Comparaisons du champ électrique sur la ligne verticale a 1’abscisse
x = —1,4mm : parties réelle (a) et imaginaire (b)

Il apparait sur les figures [[T1.4] et que les champs calculés sont trés proches.
Comme précédemment les valeurs et les formes coincident pour les calculs de champ.
Cependant, on peut constater un léger décalage entre les deux résultats. Ce décalage
provient de la différence de taille entre les deux domaines de calcul au bord supérieur.
En effet, le domaine de calcul du modele COMSOL est choisi beaucoup plus grand
pour s’assurer d’une meilleure précision, par conséquent les conditions aux limites de
Dirichlet sont beaucoup plus éloignées, I’énergie du champ électrique est davantage
diluée, ce qui permet au champ d’étre nul beaucoup plus loin de la bobine. De plus,
une discrétisation trop grossiere peut également étre a l'origine des différences entre

les deux résultats.

I11.5.2 Simulation des données CF

Dans la sous-section précédente, les deux modeles sont comparés en terme de
champ électrique calculé. On cherche désormais a les comparer en terme de données
simulées pour différents défauts. L’équation d’observation ([I1.7)) citée précédemment
est utilisée afin d’obtenir les variations d’impédance aux bornes de la bobine en pré-
sence de défaut.

On mesure la variation d’'impédance lorsque le capteur est déplacé au-dessus d’un

défaut ayant les dimensions suivantes :
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— largeur : 5mm;
— profondeur : 1 mm.
Le défaut simulé est représenté a la figure [[T1.6]

o o
o o]

o
~
Conductivité relative

o
]

10 5 0 5 10
X [mm]

Fi1GURE II1.6 Défaut simulé d’'une profondeur de 1 mm

Etant donné I'invariance selon ¢ de la modélisation, le défaut simulé est en réalité
une entaille de longueur infinie.

Afin d’évaluer 'efficacité du modele, les résultats obtenus par DF sont comparés
avec ceux simulés par COMSOL, pour ce méme défaut. De plus, pour s’assurer que
le calcul de variation d’impédance (Zorgati, 1998)) n’est pas erroné, on préfere éga-
lement utiliser une autre méthode pour valider ce calcul. On calcule avec COMSOL
la différence de potentiel électrique a la bobine en absence V et en présence V de
défaut dans la plaque pour obtenir I'impédance de la bobine Zj lorsqu’il n’y a pas de
défaut (Vo = Zyly) et 'impédance Z lorsqu’il y a un défaut (V = ZI,). La variation

d’impédance AZ est ainsi obtenue :

V-W

AZ=7—7y=
0 To

Pour le modele DF, on impose également le pas de discrétisation Az = 0,2 mm.
On trouve les résultats de la figure [[I1.7]

On peut observer a la figure que les résultats sont corrects avec les diffé-
rences finies malgré la simplicité du modele et la discrétisation grossiere. Toutefois,

la différence est plus important sur la partie réelle de la variation d’impédance. Cette
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0.14
0.12F
g g
@ - o 0.1
Q Q
< <
3 5]
3B - 3 008+
Q Q
£ £
T - T 0.06F
< c
$ g
8 .8 0.04
3 2
) 0.02¢ —COMSOL
***** DF A x=0.2mm
. . / . ) . . o . r . .
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
Position du capteur [mm] Position du capteur [mm]
(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire

Fi1cure II1.7 Comparaison entre les données CF par COMSOL et par le modele DF :
parties réelle (a) et imaginaire (b)

différence est surtout due a la discrétisation grossiere.
Afin de quantifier la précision des résultats de simulation de variation d’impédance,

on appelle AZ{ la mesure calculée par COMSOL, 1'écart quadratique moyen e est
défini par :

1 & ol
=7 ||az - azf|
(=1

L’écart quadratique moyen avec le modele COMSOL est calculé : e = 3,7 x 107°.
L’écart quadratique relatif est également défini :

L 2 L 2
o= |azi— Az y |azi|
=1 =1
Il vaut e, = 2,2 x 1073,

I11.5.3 Conclusion de la comparaison

On a comparé notre modele direct par différences finies (DF) avec des résultats
de simulation obtenus a l’aide du logiciel commercial COMSOL. Les comparaisons

effectuées sont tres concluantes :

1. la comparaison entre les champs électriques simulés par les deux méthodes
montrent de bonnes similarités pour des modélisations et des équations résolues

différentes. En effet, le modele COMSOL est basé sur 'utilisation du potentiel
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vecteur A. On peut donc conclure que le modele DF donne des résultats tres

corrects malgré sa simplicité.

2. la comparaison entre les données simulées pour un défaut donné par les deux
méthodes présentent également de fortes coincidences pour la forme des données
mais également pour les valeurs. Il est a noter également que les méthodes de
calcul de la variation d’impédance sont différentes. On valide donc la méthode de
calcul de variation d’impédance et le modele DF pourvu que la discrétisation soit
suffisamment fine par rapport aux dimensions du probléme. De plus, en utilisant
les données simulées par COMSOL et en les considérant comme données de
référence, on peut trouver un compromis entre une discrétisation fine, précise
mais coliteuse en calculs, et une discrétisation grossiere, peu coiliteuse mais
imprécise.

On peut donc conclure que le modele 2D par différences finies donne des résultats

suffisamment corrects pour pouvoir étre exploitable dans un cadre d’inversion avec

une charge de calcul raisonnable pour des tests préliminaires pour l'inversion.

I1I1.6 Conclusion

On a proposé un modele différences finies pour modéliser la distribution du champ
électrique dans une plaque métallique avec ou sans défaut afin de 'utiliser dans le
cadre d’un probleme d’inversion CF. Un modele différences finies a 'avantage d’étre
relativement facile a mettre en ceuvre.

Le modele développé montre des caractéristiques intéressantes telles que la bili-
néarité par rapport au contraste x et au champ électrique e ainsi que des matrices
bloc Toeplitz a blocs Toeplitz. De plus, celles-ci sont tres creuses. Durant 'inversion,
la bilinéarité est exploitée afin de faciliter et d’accélérer la résolution du probleme
(Trillon), [2009; [Trillon et all [2009) comme le font les méthodes de type MGM/CSI
présentées au chapitre[ll Aux chapitres[V]et[VI] des adaptations de ces méthodes sont
présentées.

Les inconvénients liés a cette modélisation sont nombreux. Tout d’abord, cette
modélisation est connue pour étre moins précise puisqu’elle ne résout le probléme
qu’en des points précis de I’espace. Par conséquent, il n’existe pas de pavage particulier
de l'espace, ce qui peut engendrer des indéterminations ou des ambiguités en dehors

des points ou le probleme est résolu.
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De plus, la discrétisation généralement associée aux différences finies est carté-
sienne, voire triangulaire structurée (Magnier et all 1994). Or, celle-ci ne permet pas
de décrire de maniere efficace des géométries plus complexes comme des cylindres ou
des spheres.

Enfin, la méthode des différences finies ne s’applique que sur des problemes simples,
comme le probleme d’électromagnétisme en 2D transverse magnétique. En 3D, il n’est
pas possible d’utiliser le modele DF car il est impossible de prendre en compte les dis-
continuités de la composante normale du champ électrique au niveau des interfaces
entre éléments ayant des conductivités différentes. En effet, dans le cas transverse
magnétique qui est développé dans ce chapitre, le champ électrique n’a qu’une com-
posante selon I'axe ¢/. Or la composante tangentielle du champ électrique a l'interface
entre éléments est continue comme le montrent les équations de continuité du cha-
pitre [l Inversement, la composante normale du champ électrique est discontinue et
dépend des charges accumulées a la surface de la discontinuité et ces charges sont
difficiles a calculer. Or en 3D, il est nécessaire de calculer toutes les composantes du
champ électrique ou du champ magnétique. Les différences finies ne permettent pas
de gérer ce type de difficultés. L’emploi d’éléments finis avec éléments d’aréte permet
de résoudre le probleme des discontinuités.

C’est principalement a cause de I'impossibilité de prendre en compte les géométries
complexes et les discontinuités qu’il est décidé d’utiliser la méthode des éléments finis
pour modéliser le probleme en 3D. Tout d’abord un modele 2D par éléments finis est
développé afin de tester la possibilité d’adapter les éléments finis aux méthodes d’in-
version développées. Toutefois, la méthode des différences finies est un bon point de
départ pour mettre en ceuvre et tester des méthodes d’inversion pour notre probleme

comme on le montre au chapitre [VIII
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Chapitre IV

Modele éléments finis

Sommaire
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Comme cela a été montré au chapitre [[II} la méthode des différences finies peut
étre utilisée afin de développer un modele direct dans le cadre de la tomographie
CF en 2D. Cette méthode est tres simple d’implémentation et donne des résultats
de simulation corrects pour des géométries facilement discrétisables par un maillage
structuré cartésien. En 3D, cette méthode n’est cependant plus applicable car elle
ne permet pas de prendre en compte les discontinuités de champs électrique ou ma-
gnétique provoquées par la présence de la plaque ou les variations de conductivité
en général. C’est pourquoi, il est préférable d’employer la méthode des éléments finis
EF (finite element method FEM). Celle-ci permet de travailler avec des géométries
complexes et fournit des équations algébriques proches de celles développées au cha-
pitre [[T]} Ceci permet ainsi de conserver les méthodes d’inversion développées avec le
modele différences finies. La méthode éléments finis classique entraine quelques com-
plications lorsque la bobine est déplacée a cause du maillage. En 2D, cette difficulté
peut étre contournée, ce qui est plus compliqué en 3D.

Dans ce chapitre, on présente 'utilisation des éléments finis pour obtenir un mo-

dele direct 2D en champ électrique reliant données CF et distribution de conductivité.
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IV.1 Courants de Foucault par la méthode élé-

ments finis en 2D

De la méme maniere qu’au chapitre [[II] avec un modele DF, un modele direct basé
sur les éléments finis est développé pour les courants de Foucault. Le lecteur intéressé
par plus de détails sur la méthode des éléments finis est reporté a I'annexe [C| et a la
lecture de (Jin, [1993; Silvester et Ferrari, [1996)).

Les hypotheses du cas 2D transverse magnétique, déja employées dans le chapitre
[11 sont & nouveau formulées donc le champ électrique E (x, z) est scalaire.

Le modele éléments finis est basé sur une discrétisation de la formulation faible et
la résolution des équations discrétisées. Pour plus de généralités, I’espace est discrétisé
avec un maillage non structuré triangulaire. Trois degrés de liberté sont imposés
pour chaque élément k£ sur le domaine Q% ce qui revient a employer des éléments
de Lagrange d’ordre 1 pour fonctions de base. Il est possible d’utiliser davantage de
degrés de liberté pour un élément triangulaire, ce qui revient a ajouter des nceuds
de calcul sur les arétes du triangle. Cependant, ceci alourdit le volume de calcul et
la mémoire nécessaires pour résoudre ce probleme. Il y a N, degrés de liberté dans
le probleme global, ou N,, correspond le nombre de nocuds du maillage dans ce cas
particulier.

Le domaine 2 composé de N, éléments QF est montré a la figure ainsi que le
capteur et le défaut simulé. On remarque a la figure que 'espace est discrétisé
finement a proximité du capteur et de maniere plus grossiere au fur et a mesure que
la distance depuis le capteur augmente.

Il s’agit tout d’abord de travailler sur un élément triangulaire k constitué de 3
noeuds pour obtenir une équation élémentaire liée a cet élément £ liant les 3 noeuds
entre eux. Pour chaque élément, une équation élémentaire est obtenue liant les nceuds
constituant 1’élément considéré. Pour obtenir une équation globale reliant tous les
noeuds entre eux, on considere que le champ électromagnétique est continu aux noeuds
et qu'un méme nceud peut étre partagé par plusieurs éléments.

Le champ électrique E est approché par un polyndéme de degré 1 sur chaque
élément k. La méthode EF consiste dans notre cas a estimer les valeurs e¥, ek et ef

correspondant aux champs électriques aux sommets de I’élément triangulaire k. Ces
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degrés de liberté sont également partagés par d’autres éléments.
3
" (r,2) = a+br + cz = €1 (x,2) + €5 (v,2) + 53 (2,2) =D elg (x,2)
i=1

ot ¥ (z, 2) est le champ électrique approximé par un polyndéme de degré 1 sur I’éle-
ment k. La méthode des éléments finis consiste a évaluer pour chaque élément k la

valeur des degrés de liberté, ici les champs électriques aux nceuds, {ef } .
1=1,..

)
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0.02

0.01

-0.01

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Ficure IV.1 Exemple de maillage triangulaire non structuré utilisé dans cet ouvrage
(distances en metre)

La méthode de Galerkin continue est employée, les fonctions base ¢ (z, z) et test
w(z,2) ie., w® = ¢¥. On considére que la conductivité, et donc le contraste, sont
constants par élément.

La formulation faible de I’équation d’Helmholtz est obtenue :

1 V-VE (z,2)w (z, 2) dQ—i—/Qq(c(x,z)—1)E(x,z)w(x,z) dQ:—/QJ(x,z) dQ

0o JQ
(IV.1)
L’équation ([V.1)) est réécrite comme une intégrale restreinte a QF il y a N,

éléments et N, nceuds (voir & 'annexe[C). Comme pour le modele DF, les conditions
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aux limites choisies sont les conditions de Dirichlet. Apres quelques manipulations

algébriques, la formulation faible restreinte & un élément QF est obtenue :

1
2 [ VeVt d0k—g / e A0 4 gc / St anr = Lk / Wt dQF (IV.2)
0g JQF Qk Qk ol Ok
J* est la densité de courant qui circule dans 1’élément k. En introduisant c¢* le contraste
de I’élément k :
= —
00
q = Jwio

La contribution locale suivante est obtenue pour I'élément & :
— contribution & gauche : L*e* + K*e* + K*e*

— contribution & droite : f*
¢
(") = (et|es]eh)
L*(.i) = (L [, veb - vtaer) ec
K* (j,i) = (q/ﬂk ¢/ % ko) ecC™
Kk (], — < qc / ¢k¢k ko) c CBXB

) =a (-4 [ dar) ec

La fonction ¢* est un polynome linéaire qui vaut 1 au nceud i de 1'élément k et

En posant

qui est nulle aux autres noeuds de ce méme élément.
En utilisant les éléments de référence présentés a lannexe [C] les équations sui-

vantes sont obtenues :

AF | 2 sii=j
dQF =
/¢¢ 24{1 sinon
Ak
f a0t =

Les calculs précédents permettent de calculer les termes des matrices élémentaires

pour chaque élément. Un élément est constitué de trois nceuds qu’il partage avec
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d’autres éléments. Le champ électrique est considéré continu, il ne possede qu’une

seule valeur en un méme noeuds. La constitution du systeme global consiste a assem-

bler les matrices permettant de relier tous les degrés de liberté entre eux. Il s’agit

donc de sommer I'’ensemble des contributions de chaque élément et de chaque degré

de liberté au probleme.

Les matrices suivantes sont définies :

L(j,1) =

S 4 (0 — ) + (20— 2)°) , {00} € K\ {5} sii=j
5 S e (i = ) (2 — ) + (20— 2) (2 — 7)), p € K\ {i. 5} sii €V
0 sinon

255 Ak =
(j?l) 5.4 k A S11 € V]

T 24
0 sinon
& kAL s ..
. 257 c"A sii =]
K, (j,i) = —oq Z?mgi FAF siieV;

0 sinon

1o
f0)= ékaAk
k

Sont appelés :

— Ak

*gjl
,]Ck

*Vji

I'aire de I'élément £ ;

I’ensemble des éléments triangulaires £ dont le nceud j est un sommet ;

: 'ensemble des nceuds constituant 1’élément & ;

le voisinage du nceud j i.e., 'ensemble des nocuds partageant un élément

avec le noeud j.
3
Les matrices L, K, et K sont de taille N,, x N,, i.e., {L, K, K,} € ((CN"XN”) )

Tandis que f qui représente 'excitation du systeme est un vecteur de taille N, i.e.,

f € CNn,

Les expressions des matrices montrées précédemment ne sont pas exploitables

pour l'assemblage des matrices mais on peut remarquer que ces matrices ont des

expressions proches de champs de Markov.

En posant :

M=L+ K
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A=M+ K,

La matrice L est une matrice bande représentée a la figure [V.2]

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

9000

10000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 S000 10000
nz = 69264

F1GURE IV.2 Forme de la matrice L

Les matrices K, et K ont également la forme décrite a la figure Cette forme
ne dépend que du maillage et de la connectivité des nocuds.

Il est a noter que la matrice A dépend de I'objet . Plus précisément, les matrices
L et K ne dépendent que de la discrétisation et de la plaque sans défaut, et non du
défaut puisque x n’intervient pas. A contrario la matrice K, dépend de la discrétisa-
tion et de la répartition de la conductivité dans le domaine de calcul. Par conséquent,
dans le cadre de 'utilisation de ce modele direct pour un modele inverse, le vecteur de
contraste x est la grandeur intéressante, on cherche donc a obtenir la dépendance du
modele par rapport au vecteur . En général, en modélisation la variable est fixée au
début du probleme, cette dépendance importe peu. Avec les approches généralement
employées pour résoudre les problemes inverses, la dépendance du modele direct par
rapport a & doit étre explicitée.

Il est nécessaire de réécrire la matrice K, de facon a exprimer sa dépendance par
rapport a & de maniere plus explicite 7.e., on cherche a contruire une matrice K, telle

que K,e = K, x dont la définition est la suivante :

Ke (]72)_ qez/ﬂkgbng]dQ
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Une fois assemblée, la matrice K, a ’expression générale suivante :

K. (j,i)=—5.4q

1 {Ai(zej+eo+ep>,{o,p}e/ci\{j} sij e K
24

0 sinon

La matrice K, € CNnxNe,
Un modele éléments finis a été développé permettant de calculer la distribution
du champ électrique dans un domaine 2 composé d’air, d'une plaque métallique et

d’une bobine, lorsque cette derniére est parcourue par un courant de densité J..

IV.2 Variation d’impédance par EF

Le calcul de la distribution du champ électrique dans la plaque a été effectué
précédemment. Il est désormais nécessaire de calculer la variation d’impédance AZ
pour un défaut connu. Pour cela, la formule d’Auld (Bowler et all|1990) est employée
comme dans le cas de la modélisation par différences finies en employant cette fois
la méthode des éléments finis. On se base sur ’équation d’Auld continue du
chapitre [[I] qui est cette fois discrétisée par les EF.

1
A7 = 700/ (C— C()> EEO dQ
I; Q

UOZZZeo” ¢ —d) [ ohohaor

k=11i=1j=1

Apres discrétisation et utilisation de 1'élément de référence (cf annexe , les

équations matricielles suivantes sont obtenues :
k(20 k ik k
K, (i) = —q [ okdheh a0
La matrice K, asssemblée a ’expression générale suivante :

25 kAR sii=j
Km(](ja )__Qﬂ (]:img k Siievj‘
0 sinon
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Finalement, on trouve I’expression suivante pour la variation d’impédance :
00
AZ = 66; (Kxo — K.I) e

Un modele direct a été développé et peut étre utilisé pour résoudre notre probléme
inverse : simuler un champ électrique e et une variation d’impédance AZ pour un
défaut & supposé connu. De plus, la forme algébrique du modele développé est tres

proche de celle obtenue avec la méthode des différences finies.

IV.3 Simulation

On cherche a valider et évaluer le modele développé par EF a l'aide du logiciel
commercial COMSOL qui est consideré comme notre référence dans la suite de cette
étude. Dans cette section, les modeles sont uniquement comparés en terme de va-
riation d’impédance, en considérant que si la variation d’impédance est correcte par
méthode EF, il est vraisemblable que les champs calculés soient bien approximés éga-
lement. Le modele 2D est testé en simulant un capteur au-dessus d’une plaque sans
défaut. La méme méthodologie qu’au chapitre [[T]] est employée, la distribution du
champ électrique est calculé a I'aide d’une modélisation différente. De plus, la varia-
tion d’impédance pour le modele COMSOL est encore une fois estimée en calculant
la différence de potentiel électrique aux bornes du capteur avec et sans défaut, sans
utiliser la formule d’Auld.

Le maillage employé par la méthode EF développée précédemment est le méme
quel que soit la position du capteur. A I'inverse, COMSOL génere un maillage adapté
en fonction de la position du capteur.

Les résultats de simulation avec COMSOL et avec le modele EF sont tracés a la
figure V.3

En calculant I’écart quadratique moyen entre les données COMSOL et les données
EF, tel que défini au chapitre [I[II] on trouve :

~ 2,51 x 1077 pour le modele EF ;

De méme pour 'écart quadratique relatif :

~ 2,32 x 1075 pour le modele EF ;

La modélisation EF adoptée pour I'inversion est tres efficace et proche des données

simulées par COMSOL. Ceci montre que le maillage utilisé pour notre modele EF est
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(a) Partie réelle (b) Partie imaginaire

F1GURE IV.3 Comparaison entre les données : parties réelle (a) et imaginaire (b)

suffisamment grand et suffisamment fin.

IV.4 Conclusion

Le modele éléments finis développé donne de bons résultats et peut étre utilisé
pour résoudre le probleme inverse posé car leur implémentation est simple. De plus,
les modeles EF sont tres classiques et maitrisés. Cependant, la méthode par éléments

finis possede quelques faiblesses par rapport a la méthode DF :

1. T'assemblage des matrices et vecteurs nécessaires est plus coliteux en temps étant
donné que les matrices sont moins creuses et que les matrices K,, K, et K

ne sont pas diagonales comme c’est le cas pour la modélisation par différences
finies ;

2. bien qu’il existe un terme de bilinéarité par rapport au contraste et au champ
électrique, il est nécessaire de reconstruire des matrices K, et K, respectivement
a chaque fois que « ou e varie. Par contre, les matrices L et K peuvent étre
assemblées une fois seulement. L’assemblage le plus handicapant est celui de la
matrice K, car il est nécessaire pour chaque position du capteur. Néanmoins,

le temps d’assemblage peut étre diminué par un codage adapté;

3. la discrétisation triangulaire introduit une interaction entre les noeuds plus im-
portante. En effet, un nceud est lié aux noeuds avec lesquels il partage des

éléments communs. Les matrices assemblées sont donc moins creuses que dans
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le cas DF puisqu’un nceud est lié a beaucoup d’autres. Pour le maillage ex-
hibé précédemment, on a environ 7 éléments reliés entre eux, contre 5 avec les

différences finies.

4. le maillage triangulaire non structuré ne permet pas de conserver une structure
de matrice Toeplitz a blocs Toeplitz. Cette structure est tres forte et peut étre
exploitée afin d’accélérer les calculs. En théorie, utiliser un maillage triangulaire

structuré devrait toutefois permettre d’obtenir une telle structure.

Cependant, il y a des avantages importants a utiliser la méthode des éléments

finis :

1. les éléments finis s’adaptent a toutes les géométries grace a 'utilisation d’un

maillage triangulaire ;

2. on peut utiliser des outils classiques dans les méthodes par éléments finis basés
sur 'estimation d’erreur a posteriori permettant de raffiner ou de rendre plus
grossier le maillage en cours d’inversion. Cependant, ces techniques sont trop
évolués pour étre utilisées durant 'inversion mais peuvent étre utilisées a priori

pour générer un maillage pertinent.
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Conclusion

Dans cette partie, différentes modélisations en électromagnétisme ont été confron-
tées afin de faire le bilan de leurs avantages et inconvénients. Le but est de choisir un
modele adapté a I'inversion a partir des données CF.

La modélisation utilisée en tomographie par CF dans la méthode EDF-EPM ba-
sée sur l'identification d’un modele direct linéaire n’est pas retenue pour l'inversion.
En effet, d’apres les résultats des méthodes développées utilisant ce modele [Dubost
et El-Guedri| (2008)), il existe une ambiguité entre largeur et profondeur des défauts
reconstruits. Il semble que le caractere linéaire du modele soit a 'origine de cette
indétermination. Cette derniere limite donc 'efficacité de la méthode d’inversion. De
plus, ce modele n’est pas basé sur des équations physiques, ce qui limite également
son efficacité. C’est pourquoi, les modeles basés sur les équations physiques ont été

étudiés.

Les méthodes intégrales sont trés utilisées en tant que modele direct pour I'in-
version. Cependant elles sont limitées a des problemes possédant des géométries par-
ticulieres (espace libre, tube, plaque, etc.) ce qui est limitant pour des applications
industrielles. De plus, ces méthodes procurent des équations algébriques faisant inter-
venir d’énormes matrices pleines donc cotiteuses en mémoire et en temps de calcul.
C’est pourquoi, on choisit d’utiliser des méthodes différentielles, plus faciles & mettre
en ceuvre et adaptables a des problemes ne possédant pas de géométrie canonique.

Le modele différences finies est le modele différentiel le plus simple a développer
et & mettre en ceuvre pour l'inversion CF. Ce modele a été testé dans cette partie
et donne des résultats tres intéressants malgré sa simplicité. Cependant, il possede
quelques limites en termes de respect de contraintes physiques telles que les continuités
et discontinuités de champ électromagnétique aux interfaces. De plus, les disques ou
les courbes sont difficiles a discrétiser avec les modeles DF utilisant une discrétisation
cartésienne.

Les modeles éléments finis développés sont plus difficiles a mettre en ceuvre mais
sont tres utilisés dans la littérature quel que soit le probleme de modélisation : méca-

nique, hydrodynamique, thermique ou électromagnétisme. De plus, les éléments finis
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permettent d’employer une discrétisation efficace de géométries complexes a l'aide
d’un maillage triangulaire. Enfin, ils permettent aussi de prendre en compte les dis-
continuités de conductivité entre éléments contrairement au modele différences finies.
La modélisation éléments finis a été étudiée pour pouvoir éviter ces problemes.

Un modele EF classiquement basé sur le calcul des valeurs du champ électrique au
niveau des nceuds a été développé. Cette méthode est tres efficace et utilisable dans
un cas 2D pour l'inversion car il est possible d’employer un maillage unique adapté
a toutes les positions du capteur. En 3D, la version classique du modele EF est plus
difficile a utiliser a cause de la nécessité de mailler ’espace pour chaque position du
capteur. Il n’est plus possible de trouver un maillage adapté a toutes les positions du
capteur.

Pour éviter le maillage de la bobine, une approche intégrale au niveau de la bobine
est utilisée. Elle permet de limiter le maillage a la plaque inspectée, diminuant ainsi
le nombre d’inconnues a calculer. De plus, des modes oscillatoires peuvent apparaitre
en 3D, l'introduction des éléments de Nédélec également appelés edge-elements peut
éviter cette difficulté. Par contre, I'inversion est plus difficile a effectuer. Ceci est pré-

senté a I'annexe [l

Les modeles différentiels développés ont pour objectif d’étre utilisés dans un cadre
d’inversion. On cherche a exploiter les modeles développés a des fins d’inversion dans
la partie suivante en exploitant les caractéristiques intéressantes de ces modeles :

bilinéarité, parcimonie des matrices, etc.



Deuxieme partie

Inversion des données CF
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Chapitre V

Critere

Dans la partie précédente, la modélisation pour les courants de Foucault est pré-
sentée. Aux chapitres et différentes formes de modélisation possibles pour
obtenir un modele direct ont été présentées : différences finies DF et éléments finis
nodaux EF. Ces modeles directs semblent étre les plus pertinents pour résoudre notre
probleme. Ils permettent de calculer la distribution d’une variable électromagnétique
dans une plaque métallique avec ou sans défaut. La connaissance de cette variable
électromagnétique est nécessaire afin de simuler la variation d’impédance mesurée
aux bornes de la bobine déplacée au-dessus de la plaque testée. Il s’agit désormais
d’exploiter ces différents modeles afin de reconstruire des défauts dans des plaques
métalliques a I'aide des données courants de Foucault mesurées.

Compte tenu des fortes similarités entre les différents modeles directs développés,
une nomenclature générale indépendante du modele utilisé (DF ou EF) est adoptée.
Dans ce chapitre, on adapte les criteres MGM et CSI présentés au chapitre [[] pour
résoudre le probleme de tomographie CF aux modeles différentiels DF et EF. Contrai-
rement a 'esprit des méthodes de type MGM/CSI, le choix de critere et 1'algorithme
de minimisation sont ici dissociés, ce dernier étant présenté au chapitre [VIl De plus,
les a priori a disposition sur le défaut a reconstruire sont présentés dans ce chapitre

ainsi que la maniere dont ils sont introduits dans notre probleme.

V.1 Notations

Compte tenu des fortes ressemblances entre les modeles, dans ce chapitre une seule
nomenclature est adoptée pour les équations d’observation et de couplage en fonction
d’une variable électromagnétique e, pour la position ¢ du capteur :

AZg = 665 <K;i0 - Kd) €y (Vl)

xT
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Me, + K;,”eg =f (VQ)

On formule également ces équations en fonction du contraste @ :
AZ, = eh,K,oe, — eb, Kz (V.3)

M€g+Kén$:fg (V4)

Les matrices K%, K¢, K™ K¢ et K™ introduites dépendent de la modélisation

adoptée pour résoudre le probleme.

Différences finies Dans le cas des différences finies, les équations suivantes sont

obtenues en se référant aux sections [IL2 et 114 :

K" = jwugoo X Kg = —09AxAzX
K" = jwugooE Kg = —ogoAxzAzE

K;jo = —o0gAxAzX,

Eléments finis nodaux Dans le cas du modele par EF, les équations suivantes

sont obtenues en se référant aux sections [V.1l et [V.2 :

K'-K, Ki=2K,
q

K"-K, Ki=2K
q

Kaoslo = Ko

V.2 Probléeme sans contraintes de couplage

Dans la littérature, la classe de méthodes MGM /CSI est tres classique pour ré-
soudre le probléeme de tomographie de diffraction, en particulier parce qu’elles ne
nécessitent pas la résolution répétée d’un modele direct. Cependant, ces méthodes
mélangent des aspects différents :

— le critere a minimiser pour résoudre le probléme inverse ;

— le réglage du coefficient de pondération de ’équation de couplage A ;
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— la méthode de minimisation du critere adopté.

Ces différents aspects doivent étre dissociés. Le critére a minimiser a un impact
sur la qualité de la solution tandis que la méthode de minimisation est utilisée afin
de trouver un minimum du critere et n’a, en théorie, aucun impact sur cette solution.
Par contre, le choix de I'algorithme a une influence sur la vitesse de convergence. En
théorie, ces deux aspects sont completement distincts. En pratique, un critere ayant
certaines caractéristiques intéressantes pour 'optimisation est choisi : caractere qua-
dratique, convexité, etc. Ici, il s’agit de la bilinéarité du critere proposé. Cependant,
ce choix n’est pas effectué aux dépens de la qualité de la solution. Quant au coef-
ficient de pondération A de I’équation de couplage, son impact est double puisqu’il
modifie le critére et donc la solution, mais il influence également le conditionnement
du probléme et a donc un impact sur la vitesse de convergence de ’algorithme de
minimisation employé. Dans la suite, ces différents points sont étudiés séparément.

De plus, il existe dans la littérature plusieurs variantes des méthodes de type
MGM/CSI, notamment la MR-CSI, et il est difficile de préciser clairement ce qu’est
la méthode MGM (Dos Reis et al., [2002; Kleinman et van den Berg), [1992; Premel et
Baussard, 2002) ou la méthode CSI (Abubakar et all [2005; van den Berg et Klein-
man, 1997). Néanmoins, I'intérét principal des méthodes de type MGM/CSI est la
transformation d’un critere non-linéaire en un critere bilinéaire plus facile a minimi-
ser. Ceci permet d’éviter la résolution du probleme direct a chaque itération comme
c’est nécessaire dans le cas de la méthode NK (Newton-Kantorovich). On considere
que l'intérét principal des méthodes MGM /CSI se résume a cette caractéristique. Les
détails sont présentés au chapitre [I|

Compte tenu des criteres existants (MGM ou CSI) et des réglages possibles de
A (automatique ou non), il est nécessaire d’étudier plus en détails ces points apres
adaptation aux modeles différentiels afin d’effectuer des choix judicieux. L’adaptation
des criteres MGM et CSI a notre probleme a partir des modeles différentiels développés
aux chapitre [[1] et [IV] est ici présentée. Le préfixe XF est ajouté aux noms de critere
afin de montrer qu’il s’agit des criteres adaptés aux modeles différentiels, que ce soit
le modele DF ou le modele EF.
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V.2.1 Critére XF-MGM

La méthode MGM propose de minimiser un critere basé sur les équations d’ob-
servation et de couplage écrites sous forme de somme de champs. On réécrit donc

les équations d’observation (V.1)) et de couplage (V.2) sous une forme proche des

équations et :
AZ@ = —B&C;leg (V5)

€y = €y — A(;lC;”eg (VG)

Les détails des calculs pour obtenir cette écriture sont décrits en annexe|E| L’équa-
tion de couplage précédente représente le champ total e, en fonction du champ inci-
dent ey, et du champ diffracté — Ay IC;"eg a cause du défaut.

Implicitement, dans les méthodes de type MGM /CSI, le probléme de tomographie
est résolu par la minimisation d'un critére sans contrainte. En adaptant le critere
minimisé par les méthodes de type MGM aux modeles directs proposés DF ou EF, le

critere suivant est obtenu ; il est appelé XF-MGM par la suite :
VAEY (mv €; )\MGM> =Ji (mv e) + AvicnJ2 (5137 e) + ¢ (:L‘) (V.7)
12
Ji="||AaZ + &l Cle|
¢
I

Jo=>" Hée + A, Crle — ey
7

2

+ )\MGM Z Héé + Ainvéxéé - éOZH2 + 925 (iB)
! (V.8)

Jniem (3'37 €; )\> = Z
l

T, ~
%a+0%@@
q

On pose :
Ay =M + K,

Cl - K!- K,

Cr=Km— K",

R| S
Al =
T| A,

Une formulation tres proche de celle que l'on peut trouver dans la littérature

concernant le critere MGM classique est obtenue (Kleinman et van den Berg), [1992).
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Le terme de régularisation ¢ (x) est détaillé dans ce méme chapitre a la section
V.4

Toutes les grandeurs surmontées d'un tilde sont les grandeurs prises pour une
certaine zone du domaine de calcul qu’on appelle zone d’intérét par la suite. En effet,
les lignes de C™ et de C? sont supposées nulles pour les points concernant air et
I’espace en profondeur en considérant qu’au-dela d’une certaine profondeur, il est
inutile de chercher a estimer & puisque les données ne sont plus informatives. La zone
de travail peut donc étre restreinte, un avantage tres important si des problémes de
mémoire se posent. De plus, la bobine n’intervient pas du tout de maniere explicite
dans ce critere car le terme f, a disparu. Seul le champ incident eg, est nécessaire, le

maillage de la bobine peut donc étre évité une fois le champ incident calculé.

Choix de M\cm Dans la méthode MGM, une heuristique est utilisée pour calculer
Aven pour un modele direct intégral. Cette régle empirique est présentée au chapitre

M On adapte cette régle pour le critéere XF-MGM proposé :

_ S lAZ”

At = (V.9)
S leod?

Aven ne dépend pas de x et est donc constant au cours de la reconstruction. Ce-
pendant, le choix automatique de Aqy est empirique et n’est pas justifié dans la
littérature a notre connaissance. D’autres méthodes pour choisir Ay sont possibles,
comme le fixer des le départ de ’algorithme par essais et erreurs a ’aide de défauts

connus.

Calcul de A,,, Le calcul de A,,, risque d’étre tres coliteux. Néanmoins, la matrice
Ay est creuse. L’utilisation d'une décomposition LU peut permettre d’éviter le sto-
ckage de la matrice A,,,, d’autant plus que Ay, et par conséquent A,.,, ne dépendent
pas de la position du capteur et sont constantes. La décomposition LU peut étre
effectuée une fois pour toutes a l'initialisation. Cependant, la minimisation de Jycum
nécessite le calcul du gradient, nécessitant la multiplication par A,,, pour chaque po-

sition du capteur, ce qui risque de ralentir la minimisation. Pour calculer y = A, @,
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on propose la décomposition suivante :

(2)-2(2)-(Fr) (2) o ()

Les matrices L et U sont des matrices triangulaires respectivement inférieure et

supérieure telles que Ay = LU.

V.2.2 Critéere XF-CSI

La méthode CSI est tres classique en tomographie de diffraction. Elle propose de
minimiser un critere basé sur les équations d’observation et de couplage écrites sous
forme de somme de sources de contraste comme c’est le cas pour les équations
et (L.6). Dans le cas des différences finies, cela est également effectué dans (Abuba-
kar et al,, 2008b; |Gilmore et al), 2009) pour le médical ou la géophysique. Elle est
fortement inspirée de la méthode MGM. Une différence sur le critére concerne I'équa-
tion de couplage employée. Celle-ci est pré-multipliée par la matrice contraste pour
introduire les sources de contraste w. On s’inspire donc de cette transformation en
multipliant par la matrice de contraste C)*. Comme pour le critere XF-MGM, les
équations d’observation ([V.1)) et de couplage sont donc réécrites sous une forme
proche de celle obtenue par formulation intégrale aux équations et :

AZg = —efw'wg (VlO)

wy = C’;"eog — C’;”Amvwg (V.ll)

L’équation de couplage ([V.11]) est obtenue en multipliant & gauche ’équation (V.6))
par la matrice C7" et en faisant le changement de variable w = C"e.
Le détail des calculs pour obtenir une telle formulation est a 'annexe [E] A partir

de ces équations modifiées, on obtient le critere suivant appelé XF-CSI par la suite :
Jost (ma w; ACSI) =Ji (ma w) + AcsiJa ($> w) + ¢ (w) (V'12)
2
J1 = Z HAZ@ + GBZUMH
¢

Ty =Y [y + G Ay — Crrewd|
L
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2

+ Xost ) H’&Je +C, A, W — ézéOZHZ + ¢ (x)
‘ (V.13)

jCSIww)\ Z

L

‘AZE + eoewg

Choix de A\cs; En s’inspirant de la littérature et de la régle énoncée au chapitre [l

on peut approcher le choix classique du coefficient A par :

Az

(V.14
5, ICrread? )

CSI

Cette heuristique pour le choix de Mg ressemble tres fortement a celle employée
dans la méthode CSI pour un modele DF (Abubakar et al), 2008b; |Gilmore et al.,
2009).

Comme dans les méthodes de type CSI, le cas ou & = xy pose des problemes pour
le calcul de Acg. Ceci est génant pour 'initialisation du probleme. De plus, 'emploi
de cette heuristique peut conduire a des solutions dégénérées (Barriere et al., [2009).
De plus, Acg; dépend de x et varie pour chaque itération, le critere minimisé n’est
jamais le méme a chaque itération et il est difficile de connaitre a priori le critere
minimisé. C’est pourquoi, il est également proposé de fixer manuellement g des le
début de la reconstruction (Barriere et al. 2009; Carfantan, [1996]).

V.2.3 Critere XF-Basique

Dans la littérature, les criteres MGM et CSI sont basés sur les équations d’ob-
servation (L.5)) et de couplage telles que la résolution par approche intégrale les
fournit. La résolution par méthode différentielle procure des équations sous une forme
différente. Dans (Abubakar et all 2008b; Gilmore et all 2009), les auteurs réécrivent
systématiquement les équations électromagnétiques obtenues a 1’aide d’'un modele DF
sous la méme forme que le critere XF-CSI, sans toutefois expliquer les raisons de ce
changement si ce n’est introduire les sources de contraste. La seule explication semble
étre la volonté de revenir a la forme classique des équations sous forme intégrale a
partir du modele DF. Des lors, on peut se demander s’il existe un réel intérét a écrire
les équations d’observation et de couplage sous une forme tres proche de
la formulation intégrale. Le manque d’explication sur la réelle nécessité de revenir a
la forme intégrale des équations du modele laisse penser le contraire.

Un critere différent ne nécessitant pas de modification des équations obtenues
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apres discrétisation est proposé. Celui-ci est tres fortement inspiré des criteres MGM
et CSIL. 1l s’agit de minimiser l'erreur quadratique sur les équations d’observation
(V.1)) et de couplage (V.2)) afin d’obtenir un critere bilinéaire plus facile & minimiser.

Le critere suivant est obtenu; il est appelé XF-Basique :

jBasique (l‘, €; )\) = Jl (CL‘, e) + /\Basique‘]2 (CB, 6) + ¢ (CL‘) (V15)
I

Ji(z,e) =) HAZg —el, (Kgo — Kg) e
¢

JQ (.’,U, 6) = Z ||M€g + K;”eg — fg||2
¢

2

+ M| Me, + Kpeo— fil|* + ¢ ()

(V.16)
Contrairement aux criteres XF-MGM et XF-CSI, il n’est pas possible de diminuer

J (x,e; ) Z

14

|AZ€ - ;eog (K, — K.,) e

la zone de travail.

Choix de Ag.uque On peut également proposer un calcul de A inspiré des regles

Basique
précédentes :

_ S lIAZ®
Basique T
Sellfel”

ABasique €St constant au cours de la reconstruction car il ne dépend pas de x.

(V.17)

Prise en compte de la bobine Un inconvénient du critere XF-Basique est la
présence du terme d’excitation f, correspondant a la bobine. Il est calculé en fonction
du maillage adapté a la bobine a la position qu’elle occupe. En 3D, avoir un maillage
unique adapté a toutes les positions de la bobine peut étre difficile. On peut cependant
imaginer connaitre le champ incident ey pour toutes les positions du capteur, adopter

un maillage unique et estimer f; pour ce maillage unique en utilisant 1’équation :
(M + K.) eor = fo

Pour calculer eg, a chaque position du capteur sur le maillage pour l'inversion (ne
variant pas d’une position du capteur a Iautre), on peut imaginer calculer le champ

incident e avec un maillage parfaitement adapté a la bobine. Une fois le champ e
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calculé, il peut étre utilisé pour obtenir le champ incident au maillage utilisé pour
I'inversion a l’aide d’une interpolation.
Apres avoir approché le champ électrique incident ey, pour toutes les positions du

capteur, ’équation de couplage devient alors :
(M + K,) e, = Apey

Le terme f, disparait donc du probleme. Cette équation permet alors de ne pas
avoir a mailler le domaine pour chaque position du capteur tout en permettant de
résoudre le probleme une fois le champ incident connu pour toutes les positions.
L’efficacité de cette possibité est a étudier. Cette astuce n’est intéressante qu’en 3D,

elle n’est donc pas étudiée pour le moment.

V.2.4 Liens entre les critéres

Trois criteres ont été présentés précédemment. Le choix du critere & minimiser
a un impact sur la solution obtenue c’est pourquoi il ne doit pas étre négligé. La
seule différence entre les trois criteres concerne ’équation de couplage et la norme sur
I'erreur de cette équation puisque la régularisation et ’équation d’observation sont
inchangées pour tous les criteres présentés. Plus précisément, le terme de couplage
s’écrit respectivement :

— méthode MGM : ||le; + A,..C™ — eq|*;

— méthode CSI : ||w, + C" A, ,w; — Cey|” ;

— méthode Basique : |[Me, + K™e;, — fi||°.

Les criteres MGM et CSI ont déja été utilisés dans la littérature pour I'inversion
mais aucun lien entre eux n’a été exhibé a notre connaissance. De plus, le critére
Basique, ici proposé pour un modele différentiel, n’a jamais été employé dans la litté-
rature. On peut montrer que ces trois termes sont liés a la norme d’un méme vecteur
d’erreur, pour trois normes quadratiques différentes. En effet, les deux identités sui-
vantes s’établissent facilement :
inv

les+ A Cl — ewl” = | Mes + Koe, — fillly 4

avec la notation ||v3, = vI Mw.
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Le changement de norme revient a pondérer différemment chaque terme du vecteur
d’erreur. Cependant, dans le cas de la méthode CSI la pondération en question dépend
de la valeur de x.

Le critere fait intervenir 'erreur quadratique sur I’équation d’observation ainsi
que l'erreur quadratique sur I’équation de couplage pondérée par \. Lorsque A est
fini, les trois criteres exposés sont tous différents et par conséquent les minima de
chaque critere également. Par contre, lorsque A tend vers l'infini, tous les criteres
sont identiques et contraignent la méme équation de couplage. En effet, AT A, est
inversible, donc a A infini les méthodes MGM et Basique respectent 1’équation de
couplage. A l'inverse (C’;”)T C n’est pas nécessairement inversible puisque lorsque
des éléments sont de contraste nul, certaines lignes et colonnes de C}" sont exactement

nulles i.e., :

e+ A.,.Clep—ey=0 = w+Cl'A,w —Cl'ey =0

e+ A,.Cle,—eyw=0 <« Cl'(e,+ A,Cle,—ey) =0

Cependant lorsque x est connu et wy+ C' A, w, — C'eqy = 0 alors w, est défini
de maniere unique. Ainsi le critere CSI avec A infini est équivalent aux criteres MGM
et Basique.

Malgré ces liens entre les différents criteres, aucun élément ne permet de savoir a

priori quel est le critére a adopter pour obtenir les meilleures reconstructions.

Quel que soit le critere adopté, XF-MGM équation (V.8)), XF-CSI équation (V.13))

ou XF-Basique équation ([V.16]), on peut ’écrire de maniere générale :
J(x,e; ) =Ji(z,e)+ Ay (x,e) + ¢ (x) (V.18)
Minimiser ce critére revient a résoudre le probleme :

(Z,é) = argmin J; (x,e) s.c. Jo(x,e) < e, (V.19)
(x.e)
La philosophie de ces méthodes est de tolérer une certaine erreur sur I’équation
de couplage en espérant que le non-respect strict a un effet limité voire négligeable

sur les résultats. Cette tolérance dépend de .
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Les criteres XF-MGM et XF-CSI sont tres proches dans leur principe, ¢’est pour-
quoi on propose de n’étudier que la minimisation d’un des deux. En effet, étudier tous
ces criteres peut étre tres long. Etant donné que la méthode CSI est la plus utilisée
dans la littérature pour la tomographie de diffraction, on choisit d’'implémenter le cri-
tere XF-CSI. Le critere XF-Basique est développé afin d’éviter toute transformation
des équations du modele. On propose donc d’étudier également ce critére car il est
tres différent des criteres XF-MGM et XF-CSI. En résumé, seuls les criteres XF-CSI

et XF-Basique sont étudiés par la suite.

V.3 Probleme sous contraintes de couplage

Les méthodes proposées précédemment minimisent le critere de 1’équation ([V.18|).
La minimisation de ce critére peut étre interprétée comme la résolution d’un probléme
de minimisation sous contraintes d’inégalité d’apres (Bertsekas, |1996; [Idier, 2008))
dont la contrainte est réglée par e.. La valeur de €. est liée a . Plus X\ est élevé,
plus €. est petit. Cependant, il est difficile de prédire €. en connaissant A. L’impact
de Verreur de I'équation de couplage sur la qualité des résultats de reconstruction
peut étre étudié en minimisant le critere de I’équation pour différentes valeurs
de \. Cette impact est étudié a l'aide des courbes a la figure sur lesquelles sont

représentées I’ erreur quadratique moyenne (EQM)

BOM (@) = - [lo 27|
et l'erreur de couplage Jo (x, ) en fonction de \.

Ces courbes montrent I'importance du choix de A en termes de qualité de recons-
truction. En effet, lorsque A augmente 'EQM diminue et tend vers une constante. De
plus, FTEQM pour les critere EF-Basique et EF-CSI semblent tendre vers des valeurs
proches mais légérement différentes. Lorsque €. tend vers 0 dans 'équation (V.19),
la contrainte d’inégalité devient une contrainte d’égalité i.e., lorsque A\ — oo, le pro-

bléeme devient alors :

(Z,é) = argmin J; (x,e) s.c. Jo(x,e) =0 (V.20)

(z,e)

Néanmoins, prendre \ trés élevé ou faire croitre A au fur et a mesure ne sont
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F1GURE V.1 Impact du parametre A sur la qualité de reconstruction

pas nécessairement de bonnes méthodes pour résoudre le probléme sous contraintes
d’égalité. En effet, le conditionnement se dégrade avec A, par conséquent la vitesse de
convergence devient extrémement lente. Ces méthodes sont possibles en théorie mais
inapplicables en pratique. C’est pourquoi, une autre solution qu’imposer A\ tres élevé
doit étre trouvée.

Il est possible d’obtenir un critere respectant la contrainte de couplage. L’équa-
tion de couplage permet d’expliciter ’expression d’une variable en fonction de
I’autre :

e;=(M+ K™ 'f,, Ve [1,1]

Si I'estimateur MAP est adopté, cela revient a minimiser le critere non-linéaire

suivant qu’on appelle par la suite critére primal :
12
T (@) =Y |2, — el (Ko — K7) (M + K7)'fo| + 6 () (V.21)
¢

La dépendance de ce critere par rapport a @ est implicitement comprise dans
les matrices K¢ et K™. On ne détaille pas davantage pour éviter la lourdeur de
I’expression obtenue.

Minimiser ce critére peut étre cotiteux compte tenu de I'inversion de matrice. De
plus, I'unicité d’'un minimum n’est pas du tout assurée. Dans ce cas, le recours a des
algorithmes de minimisation globale est envisageable (Idier] [2008) bien qu’ils soient

tres cotiteux. C’est pourquoi dans la suite, le critere Jy;, n’est pas minimisé sous cette



107

forme lorsque c’est possible.

V.4 Approche bayésienne

Indépendamment du probléme a résoudre, avec ou sans contrainte de couplage,
et compte tenu du caractere mal-posé du probleme, il est important d’introduire
des informations a priori sur le défaut a reconstruire afin d’obtenir une solution

physiquement acceptable. Les informations a priori suivantes sont exploitées :

1. distribution du contraste constante par morceaux : on considere qu'un défaut

est constitué d’un seul bloc et a des bords francs;

2. majorité d’éléments ayant un contraste nul : on suppose que le domaine de
calcul est pris grand par rapport a la taille du défaut. Ceci revient a considérer

que I'énergie du défaut est limitée;

3. contraste compris entre 0 et 1 : on fait 'hypothese qu'un défaut est uniquement
dii & un manque de matiere et qu’aucune réaction physico-chimique ne se produit
(corrosion, dépot d’'un autre composé, etc.) i.e., la conductivité d'un élément

ne peut étre plus grande que la conductivité du métal sain i.e., o € [0, o¢];

4. défaut compris dans une bande de 0mm a —5mm : compte tenu du caractere
localisé des courants de Foucault et de la profondeur de peau pour la conduc-
tivité du métal et de la fréquence de 'onde, il est irréaliste de penser pouvoir

estimer la conductivité de points de I’espace en-de¢a de 5 mm de profondeur.

Afin de pouvoir tenir compte de toutes ces informations, il peut étre utile de revenir
a une vision probabiliste de la CSI. En effet, on peut voir le minimum du critere
a 1’équation comme le maximum a posteriori (MAP) de la loi a posteriori
p(x,e|AZ).

Toutes les informations a priori détaillées précédemment doivent étre intégrées

dans la loi a priori p (x).

V.4.1 Champ de Markov

La premiere information a priori importante est le caractére constant par mor-
ceaux de la distribution de conductivité. Il convient donc d’étudier et de pénaliser les

variations d’un élément par rapport a ses voisins afin de favoriser les solutions d’un
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seul bloc. Un champ de Markov permet de quantifier la différence entre un élément
et ses voising comme cela est illustré au chapitre [[}

Un champ de Markov tres classiquement introduit pour pénaliser les variations
entre ¢léments voisins est un a priori gaussien sur les variations spatiales de 1’objet

x : c’est la régularisation de Tikhonov. Celle-ci introduit la loi a priori suivante :

(@) coxw {51 Dl = exp (-6 )

La matrice D calcule les différences premieres entre éléments connexes. Ce terme
de régularisation a ’avantage de laisser le critéere quadratique par rapport a x si les
autres termes du critere le sont, facilitant ainsi la minimisation. Néanmoins, comme on
le montre au chapitre [VIT]] la régularisation de Tikhonov donne des solutions douces
car elle pénalise trop fortement les hautes fréquences comme les bords du défaut, ce
qui n’est pas acceptable dans notre cas. Il est donc préférable d’utiliser des fonctions
de type LoL, afin de mieux prendre en compte cet a priori comme cela est présenté
au chapitre [Il Parmi celles-ci, la fonction hyperbolique est choisie car elle est assez
classique et a déja été employée auparavant dans la méthode EDF-EPM (Goussard et
Guichard, [2001). De plus, par rapport a la régularisation employée dans cette méme

méthode, elle introduit peu de parametres de réglage :

¢(x;8,0) =B Y Y (x;0) = py (D 0)

c€Chy

Y (u;6) = V62 +u

La pénalisation L; prend mieux en compte le caractere constant par morceaux
mais n’est pas exploitable car elle est non-différentiable en 0. Cette non-différentiabilité
cause des difficultés de minimisation par la suite alors que le gain en qualité obtenu
ne vaut pas nécessairement ces difficultés supplémentaires. Cependant, avec la fonc-
tion de pénalisation Lo L4 il est possible de choisir § tres petit afin de faire tendre la
fonction hyperbolique vers une norme L; plus efficace pour représenter le caractere
constant par morceaux. Pour o = 0, le critere est non-différentiable, ce qui complique
la minimisation.

A la figure [V 2] les différentes fonctions de pénalisation classiquement employées

sont tracées : Lo, LoLq et Ly
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Fonction de pénalisation
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F1GURE V.2 Fonctions de pénalisation

On voit sur cette figure les comportements asymptotiquement quadratique et li-

néaire de la fonction hyperbolique.

Le champ de Markov peut étre représenté a l’aide d’une matrice de différences D.
Cette matrice traduit la variation de contraste entre les éléments. Dans le cas d'un
maillage cartésien régulier, classiquement la matrice D est uniquement composée de
1 et de —1, elle est définie comme réguliere dans la suite :

+1 siiec
D (c,i) = ' (V.22)
0 sinon

D’un certain point de vue, Dx représente le gradient discret de @. Dans le cas
d’un maillage triangulaire et/ou irrégulier, il convient de se demander si la matrice
D doit tenir compte des différences de distances entre les éléments :

+1/d. siie€c
D (c,i) = /de _ (V.23)

0 sinon
avec d. la distance entre les barycentres des éléments composant la clique c. Cette
matrice est définie comme irréguliere dans la suite. Un schéma explicatif est tracé a
la figure [V.3] 11 est possible de normaliser la matrice D de fagon a ce que l'ordre de

grandeur des valeurs de la matrice soit 'unité permettant ainsi d’avoir des valeurs des
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parametres du champ de Markov (3 qui soient assez proches pour les deux matrices.

F1GURE V.3 Distance entre deux éléments

Apres différents tests, il apparait que la méthode la plus efficace en termes de
qualité de reconstruction et de simplicité consiste a ne pas tenir compte de la taille
des éléments dans le champ de Markov. La matrice D réguliere est alors employée.

Ce dernier point est illustré au chapitre [VIII]

V.4.2 Energie minimale

Le défaut est considéré a priori plus petit que la taille du domaine dans lequel
la distribution du contraste est estimée. Ceci signifie que la plupart des valeurs sont
proches de 0 ou exactement nulles. De plus, compte tenu de I'instabilité du probleme,
notamment en profondeur, il est préférable de limiter I’énergie du défaut reconstruit.

La valeur de x est également considérée gaussienne centrée i.i.d. :

1 2
p () o< exp —T‘% |||

Ceci revient a trouver la solution ayant I’énergie minimale. Cependant, ce terme a
tendance a pénaliser trop fortement les hautes valeurs de . De méme, il est possible
de pénaliser les valeurs de @ avec une fonction hyperbolique comme cela est effectué
pour les variations de x. Il est toutefois préférable de régulariser la conductivité
relative avec la fonction hyperbolique, les résultats sont montrés au chapitre [VIII} La

loi a priori est donc :

p(x) ocexp{—¢ (x;0)}



111

La pénalisation LoL; est intéressante car elle ne pénalise pas trop fortement les
valeurs élevées tout en pénalisant les valeurs s’éloignant de 0. Cependant, elle n’intro-
duit pas la parcimonie de maniere exacte. Elle tend vers une pénalisation L, lorsque
0 tend vers 0 que I'on préfere utiliser lorsque cela est possible. Celle-ci fait intervenir

une norme L, ce qui est équivalent a utiliser une loi a priori de Laplace :

p(x) ocexp {— ||| }

Ce terme agit comme un seuillage doux (Agarwal et al., [2007), il est tres utilisé
pour le débruitage (Rudin et Osher} 1994) ou la compression (Donoho|, 2006). Certains
termes de la solution ont une valeur exactement nulle. Ceci peut étre profitable pour
accélérer les calculs ou diminuer la mémoire nécessaire a la résolution du probléeme.
Cependant, en général, la norme L; n’est pas utilisée directement car elle est non-
différentiable en 0. Néanmoins, dans notre cas, la non-différentiabilité ne pose pas de
probleme, puisqu’il est possible de contraindre & > 0, la norme L; est remplacée par

la fonction Y, @ (i) différentiable en 0.

Finalement, lorsque les deux a priori sont pris en compte, le terme additif de

régularisation suivant est obtenu :

¢ (x;8,7,0) = B (Dx;0) + |z,

La fonction de régularisation finale permet de tenir compte du caractere constant
par morceaux du défaut et de la petite taille du défaut par rapport a la zone d’intérét.
Ce dernier a priori permet également d’introduire de la parcimonie qui peut étre
exploitée pour accélérer la reconstruction. Dans le cas ou il n’y a pas de contrainte
obligeant  a étre positif, la norme L; est remplacée par la fonction hyperbolique,
par la suite cette régularisation est appelée LoL; méme si Loly — Loly serait plus
explicite. S’il est imposé a @ d’étre positif, la norme L, peut étre employée facilement.

Dans ce cas, la régularisation est appelée Lol — L.

V.4.3 Contraintes de bornes

Les informations a priori précédentes peuvent étre exprimées par des fonctions

potentiel judicieusement choisies. Les deux derniers a priori restants, concernant 1’en-
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semble des valeurs possibles et la profondeur possible du défaut, doivent étre pris en
compte de maniere différente.

Il est connu a priori que le contraste est compris entre [0,1]. Cette informa-
tion peut étre prise en compte par l'intermédiaire d’une loi a priori Béta (Pré-
mel et Mohammad-Djafari, [1995). Cependant, cette loi favorise certaines valeurs,
ce qui devrait étre évité. On fait intervenir cette information dans la loi a posteriori
p(x,e|AZ) par 'intermédiaire de la loi a priori de «. La loi uniforme U ([[071]) dans

p (x) avec Ijpq) 'ensemble borné dont les valeurs sont comprises entre 0 et 1 soit :
][0,1] = [0, 1]N6

De plus, compte tenu du caractere surfacique des courants de Foucault, on se limite
a estimer la valeur du contraste des éléments possédant au moins un noeud dont la
profondeur est comprise entre 0 mm et —5mm. La zone d’intérét est ainsi définie.
C’est également celle-ci dans laquelle que sont calculées les sources de contraste w
du critere XF-CSI. Comme précédemment, la loi a priori est modifiée afin de tenir
compte de cette information, cette fois-ci en faisant intervenir la fonction indicatrice
de profondeur 1,(x).

Finalement, la loi a priori suivante est obtenue :

p(x) o exp {—¢ (x)}U (1[0,1]) L.(x) (V.24)

Etant donné que l'on choisit le maximum a posteriori pour estimateur &, il est

possible de considérer que le probleme équivalent suivant est résolu :

(&,&) = argmin J; (z,e) + A\, (z,e) + ¢ (x) s.c xel0,1]™
x,e
L’ensemble des éléments ayant au moins un nceud a une profondeur comprise
entre l'interface air/métal et —5mm est noté &, c’est ainsi qu’est définie la zone
d’intérét. Cette notation n’est plus utilisée par la suite, on garde a 'esprit que seule

la conductivité relative de certains éléments est estimée.
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V.5 Conclusion

Dans ce chapitre, il a été proposé I'adaptation des critéres minimisés par les mé-
thodes de type MGM /CSI a notre cas de tomographie CF avec un modele différentiel
XF (DF ou EF). Ces criteres sont appelés XF-MGM et XF-CSI car les critéres mini-
misés sont les mémes que ceux minimisés respectivement par les méthodes MGM et
CSI. Dans le cas de modeles différentiels, ces criteres nécessitent la modification des
équations de couplage et d’observation sans véritable justification. C’est pourquoi, le
critere XF-Basique tres proche des deux autres criteres est proposé. Ce critere ne fait
intervenir aucune modification des équations de la physique apres discrétisation. Ce
critere est inspiré de la généralisation des méthodes de type MGM/CSI proposée au
chapitre [I}

Afin de contourner le caractere mal-posé du probléme, une approche bayésienne
est adoptée. Elle permet d’introduire et de tenir compte d’informations a priori dispo-
nibles sur le type de défauts qui doivent étre reconstruits. Les informations introduites
a l'aide d’un terme de régularisation concernent le caractere constant par morceaux
de la distribution de la conductivité ainsi que la petite taille du défaut par rapport a
la taille du domaine de calcul. Toutefois, ce terme de régularisation ne permet pas de
conserver la linéarité par rapport a « lorsque le champ est fixé.

Les criteres étant choisis, il est désormais nécessaire de les minimiser pour obtenir

une solution au probléeme de tomographie CF.



114

Chapitre VI

Algorithmes de minimisation

Au chapitre [V] on a proposé¢ d’adapter les criteres MGM et CSI classiques aux
modeles directs différentiels développés. Les criteres XF-Basique et XF-CSI ont ainsi
été obtenus. On a également proposé d’adopter une approche bayésienne afin de
résoudre le probleme de tomographie CF'. Celle-ci permet d’obtenir une loi a posteriori
qui prend compte les données mais également des informations a priori sur le défaut.
L’estimateur choisi est le maximum a posteriori (MAP) ce qui rameéne la question de
I’estimation du défaut a un probleme de minimisation de critére sous contraintes.

Dans ce chapitre, on commence par présenter des généralités sur I'optimisation
puis les algorithmes de minimisation sans contraintes pour les équations de couplage
en faisant intervenir les criteres XF-Basique et XF-CSI. Implicitement, une erreur
est autorisée sur ’équation de couplage et elle est réglée a 'aide d’un coefficient \.
Au chapitre [V], 'impact sur la qualité des reconstructions d’une erreur sur I’équation
de couplage a été illustré. Il a été montré que plus A est grand et plus cette erreur
de couplage est petite et plus les reconstructions sont bonnes. Il est donc proposé de
résoudre le probleme en faisant tendre \ vers I'infini i.e., en contraignant I’équation de
couplage. Choisir A tres élevé dans les criteres XF-CSI et XF-Basique peut engendrer
des problemes de conditionnement. La méthode de Lagrangien augmenté est incluse
dans les critéres proposés pour limiter les probléemes de conditionnement tout en
contraignant I’équation de couplage. Les méthodes obtenues sont alors appelées XF-
AL-CSI et XF-AL-Basique. Malgré la possible présence de minima locaux au critére,
on utilise uniquement des algorithmes de minimisation locale qui procurent, dans

notre cas, des résultats satisfaisants.
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VI.1 Généralités sur la minimisation

Lorsque l'on cherche a trouver un minimiseur & d’une fonction cotiit F (),

& = argmin F (x)
xT
il est souvent nécessaire d’avoir recours a un algorithme de minimisation.
Ces algorithmes construisent une suite ™ de maniere itérative telle que £ — &

lorsque n est assez grand (voire lorsque n — o0) :

2D — ) 4 ) g

Les différences entre les nombreux algorithmes de minimisation existants concernent
le choix de d™, la direction de descente & l'itération n, et a(™ le pas de descente dans
cette méme itération.

d™ doit étre une direction de descente i.e., le critére doit diminuer dans cette
direction, pour cela, elle doit vérifier la condition (VF)"d™ < 0.

Les algorithmes classiques sont les méthodes de gradient et les méthodes de New-
ton ayant chacune leur propre choix de direction de descente. Les méthodes de gra-
dient utilisent des informations d’ordre 1 pour le choix de la direction de descente
tandis que les méthodes de Newton utilisent des informations d’ordre 2.

a est le pas de descente et permet d’assurer la descente du critere. I doit
étre choisi avec attention pour assurer une diminution suffisante du critére a chaque
itération. Il existe différentes conditions plus ou moins fortes que o™ doit respecter.
Les conditions d’Armijo ou de Wolfe (Nocedal et Wright|, 2006)) sont citées a titre
d’exemple.

Afin de résoudre le probleme de tomographie de diffraction et minimiser les criteres
étudiés et proposés au chapitre [V] on doit choisir un algorithme de minimisation qui

convienne.
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V1.2 Minimisation sans contrainte : XF-Basique,
XF-MGM et XF-CSI

Au chapitre , les critéres minimisés par les méthodes de type MGM/CSI ont
été adaptés aux modeles différentiels étudiés et développés. On a également proposé
un critere XF-Basique inspiré de la bilinéarité des criteres MGM et CSI, utilisant les
équations d’observation et de couplage sans qu’elles soient modifiées. Il a été proposé
car les transformations des équations du modeéle nécessaires pour obtenir les critéres
XF-MGM et XF-CSI n’ont jamais été justifiées a notre connaissance.

Dans cette section, on adapte le schéma itératif de minimisation utilisé dans les
méthodes de type CSI et non MGM afin de minimiser les criteres proposés.

Le schéma de minimisation adopté est celui des méthodes de type CSI pour trois

raisons :

1. une fois encore les méthodes de type CSI sont les plus représentées, celles-ci

font office de « référence » en tomographie de diffraction ;

2. la minimisation de type CSI tire profit de la bilinéarité des équations par rapport

au contraste et a la variable auxiliaire ;

3. l'algorithme de minimisation utilisé dans les méthodes de type MGM ne diminue

pas nécessairement a chaque itération (cf section [[.2.5]).

Est appelée méthode XF-Basique, la méthode minimisant le critere XF-Basique
avec le schéma de minimisation alternée inspiré des méthodes de type CSI. De méme,
on appelle méthode XF-CSI, la méthode minimisant le critere XF-CSI de la méme

maniére.

VI1.2.1 Principe

Le principe général des méthodes de type MGM/CSI est expliqué au chapitre

. Ces méthodes sont basées sur la minimisation du critere a ’équation . Les

équations du modele, dont l'erreur quadratique est minimisée, sont bilinéaires par
rapport a deux variables :

— une variable traduisant le champ électromagnétique (classiquement le champ

électrique ou les sources de contraste), que 'on peut qualifier de variable auxi-

liaire car ce n’est pas la grandeur recherchée in fine;
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— une variable traduisant le défaut (conductivité ou conductivité relative), que
I'on peut qualifier de variable d’intérét.

Ainsi, lorsqu’une des deux variables est fixée, I’équation est linéaire par rapport a
I’autre variable. Les méthodes de type CSI exploitent cette caractéristique en minimi-
sant alternativement. Chaque minimisation par rapport a une variable est effectuée
en fixant l'autre. L’algorithme est présenté a la table dans le cas du critere
XF-Basique.

Entrées : L le nombre de mesures effectuées par le capteur.
Sorties : x 'objet.
Calcul du champ électromagnétique incident eq,, V¢ € [1, L] ;
Initialisation : n «— 1, 2@ «— x, e «— ey
répéter
Calcul de K,
pour /=1 a L faire
e/ = argmin, Jouie (270, €11, 3,7,0) ;
fin pour
Calcul des matrices et vecteurs pour I'estimation de @ en calculant L matrices
K.;
™ = arg ming Jpuique (a:, e™:\, 3,7, 5) :
n«—n-+1;
jusqu’a Convergence
Retourner x.

TABLEAU VI.1 Algorithme de minimisation de la méthode XF-Basique

Deux étapes différentes apparaissent dans le schéma itératif pour la minimisation
de XF-Basique inspiré de la minimisation CSI :

— la minimisation de J (x, e; A, 3,) par rapport a e en fixant x ;

— la minimisation de J (x, e; \, 3,7) par rapport & x en fixant e;

La table ne montre que l'algorithme de minimisation proposé pour le critere
XF-Basique. La minimisation du critere XF-CSI est basée sur le méme algorithme, le
critere minimisé est Jeg par rapport a w et non e. De plus, dans la suite, I'initialisa-
tion pour la méthode XF-Basique est présentée. L’initialisation et les critéres d’arrét
sont exactement les mémes pour la méthode XF-CSI.

Etant donné les différences entre ces deux variables, il convient de traiter ces

étapes séparément. On présente comment sont menées ces deux opérations.
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VI1.2.2 Minimisation par rapport a e

Le contraste @ est fixé durant la minimisation de J (x, e; \, 3,7) par rapport a e.

Si x = x. est fixé, le critere a I’équation (V.12)) peut s’écrire :
TJ. (e)) = T (., e)) = el Hopep — 2Re {blze[} + Cer (VL1)

Le critere a ’équation (VI.1) permet de mettre en évidence son caractere quadra-
tique par rapport a e. La matrice H,,, le vecteur b,, et le scalaire c¢., dépendent de x

et sont détaillés a 'annexe [F] Le gradient de cette quadratique par rapport a ey est :
Ve\7e = 2He€e€ - 2be€

Bien que les variables soient complexes, la minimisation de ce critere est assez
simple et un algorithme de gradients conjugués linéaire complexe peut étre utilisé a
cette fin. L’algorithme en question est présenté a ’annexe @ et est tiré de (Barriere
et all 2009).

L’algorithme de gradients conjugués est arrété lorsque le gradient V.7, de J par

rapport a e, a suffisamment décru :
IVeT (eI /IVeT (" V)P < ee =107

Le vecteur e a la p-ieme itération de ’algorithme de gradients conjugués linéaire
est appelé e,

La minimisation CSI classique n’effectue qu'une itération de GC pour chaque
minimisation. Contrairement a cette derniere, il est préférable d’effectuer plusieurs
itérations de GC pour faire diminuer le critere et tirer profit de la conjugaison des
directions de descente et ainsi accélérer la minimisation. En théorie, le choix de la
tolérance €, n’a pas d’impact sur la solution obtenue a la convergence de 1'algorithme
mais uniquement sur la vitesse de convergence.

€. est choisi égal & 1072, on n’effectue donc pas exactement la minimisation par
rapport a e. Cette étape est la plus cotiteuse dans la méthode et minimiser davantage
risquerait de revenir a itérer inutilement. C’est pourquoi la tolérance sur la décrois-

sance du gradient est choisie tres lache.
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VI1.2.3 Minimisation par rapport a x

Le critere a 'avantage d’étre quadratique par rapport a e facilitant ainsi la mi-
nimisation par rapport a e. Par contre, le critere peut ne pas I’étre par rapport a @
selon le terme de régularisation employé ¢ (x). Lorsque la variable électromagnétique

e = e, est constante, le critere s’écrit :
T () =T (z,e.) = 2’ H,x — 2x'b, + c, + ¢ () (VI.2)

La matrice H,, le vecteur b, et le scalaire ¢, dépendent de e et sont également
détaillés a l'annexe [F] Si on ne tient pas compte du terme de régularisation, il est
visible que le critére est quadratique par rapport a x, caractéristique dont tirent profit
les méthodes de type MGM/CSI. Dans notre cas, le terme de régularisation est tres
important. De plus, il ne peut étre choisi quadratique car un terme quadratique ne
respecte pas les a priori choisis et détaillés au chapitre [V]

Le gradient du critere par rapport a « en fixant e est :
VoJr =2H,x — 2b, + ¢ (x)

Etant donné qu’il existe différents types de terme de régularisation étudiés, leurs

dérivées sont résumées a la table [VT.2]

Régularisation | ¢ (u) ¢ (u)
Tikhonov u? 2u
LoLy Vu? + 8% | u/vVu? + 52
Ly |ul sgn (u)

TABLEAU VI.2 Fonctions de régularisation utilisées et leurs dérivées

La norme L; n’est pas différentiable en 0. C’est pourquoi, elle n’est utilisée que

lorsque 1'on met des contraintes de bornes sur  en posant :

), =Y = (3

La norme L, est alors différentiable en 0. La minimisation de celle-ci ne pose pas
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de difficulté dans ce cas. La norme L; peut uniquement étre appliquée sur x et non
son gradient, car les valeurs du gradient peut étre positives comme négatives. De plus,
lorsqu’il n’y a pas de contraintes de bornes sur «, la fonction de pénalisation utilisée
pour le terme de rappel a 0 est la fonction hyperbolique. C’est la méme que celle

employée pour le champ de Markov.

VI1.2.3.a Sans contraintes de bornes

Lorsque la fonction de régularisation est également quadratique, 1’équation ([VI.2))
est quadratique par rapport a @ en fixant e et un algorithme de minimisation de
gradients conjugués linéaires est employé comme celui utilisé pour la minimisation
du critere équation . Lorsque la régularisation n’est pas quadratique, il faut
utiliser d’autres algorithmes de minimisation. Il est proposé d’utiliser un algorithme
de gradients conjugués non-linéaire présenté en annexe D]

L’algorithme de gradients conjugués (linéaire ou non) est arrété lorsque le gradient

V.J de J par rapport a @ a suffisamment décru :
IV (@)|* /1T (270 |? < e = 107

Le vecteur @ a la p-ieme itération de I’algorithme de gradients conjugués est appelé
x,. Le critere d’arrét est choisi apres différents tests.

Cette étape est tres peu cofiiteuse par rapport a I’étape de minimisation par rap-
port a e, c’est pourquoi on peut se permettre d’étre plus exigeant concernant la

minimisation du critére par rapport a x.

VI.2.3.b Avec contraintes de bornes

Pour imposer des contraintes de bornes au vecteur x telles que x € [0, 1]Ne, il est
proposé d’utiliser un algorithme de quasi-Newton a mémoire limitée avec contraintes
de bornes L-BFGS-B (Zhu et al.,[1997). L’algorithme est présenté en détail, le lecteur
intéressé peut se reporter a la lecture de (Byrd et all 1995). On détaille toutefois les
criteres d’arrét car ils ont une importance sur la vitesse de convergence de ’algorithme
global. Il existe plusieurs criteres d’arrét pour l'algorithme de L-BFGS-B. Le premier
est basé sur la norme L., du gradient projeté (Byrd et al, [1995) :

lllo = max, {|a (7)[}
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L’opérateur de projection est défini de la maniere suivante (Byrd et al., |1995) :

0  siz(i)<0
(P(x)(@)=q 1 siz@)>1

x (1) sinon

On définit 7, (z) = j(w,e(”);/\,ﬁ,y). L’algorithme de L-BFGS-B est arrété

orsqu’au moins une des conditions suivantes est respectée :
| ’ d dit t t t
_1n-8
P (2, — VoT) — || < ep =10

\To (@) — To (Xp-1)| / |To (®p-1)| < €, =107°

Le vecteur x a la p-ieme itération de L-BFGS-B est appelé x,,. Les criteres d’arréts
sont choisis apres différents tests. Comme pour la minimisation sans contraintes de

bornes, on effectue la minimisation exacte par rapport a .

VI1.2.4 Choix de )\

Le critere dépend de A qui a un impact important sur la solution comme le montre
la figure [V.1] Ce parametre doit étre choisi judicieusement. Comme on le montre au
chapitre [[} il existe deux possibilités pour le choix de A. La plus répandue est basée
sur la formule empirique basée sur le rapport des erreurs quadratiques des équations
d’observation et de couplage (van den Berg et Abubakar] 2001). Au chapitre |[V| une
adaptation de cette heuristique aux criteres XF-Basique et XF-MGM est proposée.
La seconde méthode est de choisir une valeur de X efficace par essais et erreurs sur
des reconstructions avec des données pour des défauts connus (Barriere et al., [2009).

On préfere fixer A manuellement au début de la reconstruction. Cependant, le
calcul de A de maniere heuristique est tres répandue. Par conséquent, ’heuristique
adaptée aux modeles DF et EF est également testée par la suite pour les méthodes
XF-Basique et XF-CSI.

V1.2.5 Initialisation de I’algorithme

Les méthodes XF-Basique et XF-CSI sont initialisées en posant (® = x, car

la distribution de conductivité avec le défaut est supposée proche de la distribution
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de conductivité dans le métal sain. De méme, on pose e® = ey et w® = 0, car le
champ électromagnétique avec défaut n’est pas éloigné du champ électromagnétique
incident.

Toutefois, lorsque le réglage de A adopté est le réglage automatique pour la mé-
thode XF-CSI, et uniquement dans ce cas, il est impossible d’initialiser @ avec la
solution sans défaut . On propose alors d’initialiser (¥ avec le défaut a reconstruire
sur une profondeur de 0,05 mm. En effet, le défaut est localisé en surface de maniere
assez précise grace a des techniques de ressuage. En outre, une rapide visualisation

des données permet également de le localiser.

VI1.2.6 Critere d’arrét

Dans les méthodes de type MGM /CSI, I'algorithme est arrété apres un nombre fixé
d’itérations. Il peut étre plus efficace de diagnostiquer la convergence de la minimi-
sation pour éviter d’itérer inutilement et s’assurer de la convergence de 1’algorithme.
Il est alors proposé de :

— fixer un nombre maximal d’itérations de CSI a 1000 ;

— calculer la variation relative V) de ™ et d’imposer qu'elle soit inférieure

1019 & la convergence.

On définit la variation relative de (™ :

o0
Vem =

< =10""
E

Tous les parametres et les criteres d’arrét sont précisés pour les méthodes propo-

sées.

V1.3 Minimisation sous contraintes : Lagrangien

augmenté

Les méthode de types MGM/CSI ne respectent pas I’équation de couplage. Par
construction du critere, I’équation de couplage a I’équation ([V.2)) n’est pas strictement
respectée. En effet une erreur est autorisée dont la tolérance dépend de A. Comme cela

est montré au chapitre [V] et illustré au chapitre [VIII lorsque lerreur sur I’équation



123

de couplage diminue, I'erreur quadratique moyenne diminue. Des lors, il est naturel
de chercher a respecter strictement cette équation. Comme expliqué au chapitre[l, en
tomographie de diffraction les méthodes de minimisation sous contraintes tres utilisées
sont les méthodes de type Born, notamment la méthode de Born distordue équivalente
a la méthode NK (Franchois et Pichot| [1997; |Soleimani et al., 2006]). Cependant, ces
méthodes nécessitent la résolution du modele direct a chaque itération.

Les méthodes de type MGM/CSI peuvent étre adaptées pour pouvoir contraindre
I’équation de couplage. Théoriquement, il suffit d’imposer A infini. En pratique, il est
impossible d’avoir A égal a 'infini mais il est possible de le fixer tres élevé. Cependant,
des problemes de conditionnement peuvent se poser lorsque A est trop important. Une
idée naturelle est donc de faire augmenter \ au fur et a mesure des itérations, c’est
ainsi que les courbes a la figure sont obtenues. Cependant, le nombre d’itérations
nécessaires pour atteindre la convergence de 'algorithme se compte en milliers voire
en dizaine de milliers.

Une autre possibilité est d’utiliser une norme L; sur l'erreur de 1’équation de

couplage. En utilisant la norme L, il est connu (Nocedal et Wright, [2006) :
dA >0, VA > A, HMeg + K.e, — ngl =0

i.e., il est possible de trouver une valeur de A\ a partir de laquelle la contrainte de
couplage est exactement vérifiée. Toutefois, celle-ci pose un probléeme pour la mini-
misation a cause de la non-différentiabilité en 0 du critere.

Une alternative proposée dans (Carfantan et Mohammad-Djafari| [1997a)) est d'uti-
liser la méthode du Lagrangien augmenté qui permet d’obtenir une méthode tres
proche des méthodes de type MGM /CSI tout en contraignant I’équation de couplage
a la convergence. Cette méthode permet de contraindre I’équation de couplage avec

des modifications mineures des criteres XF-Basique et XF-CSI.

VI1.3.1 Principe

Afin d’expliquer le principe de la méthode de Lagrangien augmenté, le minimiseur

d'un critere F (x) est recherché avec @ € R"™ sous M contraintes dans le vecteur
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c(x) € RM tel que c(x) = 0 i.e., on cherche a résoudre le probléme suivant :

{ min F (x)

s.c.c(x) =0

Différentes techniques sont utilisables comme la minimisation d’un critere pénalisé.
En effet, son principe est proche de celui des méthodes de type MGM/CSI avec
un terme quadratique sur 'erreur de couplage et un coefficient de pondération qui
augmente au cours des itérations. Cette méthode est d’ailleurs utilisée pour obtenir les
courbes de la figure [V.I] Pour les raisons expliquées précédemment, il est préférable
d’utiliser le Lagrangien augmenté dans notre cas. De plus, il est proche de I'esprit des
méthodes de type MGM /CSI nécessitant ainsi peu de modifications. Le Lagrangien
augmenté est introduit, il est alors minimisé par rapport a (x,e) et maximise par

rapport aux multiplicateurs de Lagrange k :
L0 (2,kP) = F (@) + (kP e (@) + AP e (@)

L’algorithme de minimisation consiste a itérer la minimisation du Lagrangien aug-
menté en augmentant A®) et en mettant & jour les multiplicateurs de Lagrange .
On utilise la condition d’ordre 1 (Bertsekas, 1999; Dussault, 2008} |[Nocedal et Wright|,

2006)) pour la mise a jour :

kP = ) L o\P)( (w(p))
AP+ — A\P)

Il existe également une condition d’ordre 2, plus coliteuse en temps et en calculs,

car nécessitant la résolution d’un systeme linéaire (Bertsekas, |1999) :
R — ) 4 (B(p))_lc (w(p))

B® — (Vc (w(p)»t V2 L@ (w(p)7 n(?)) Ve (w(p))

avec V2 L) (zc, n(p)) la Hessienne du Lagrangien par rapport a . Employer cette
mise a jour pour les parametres de Lagrange est tres coliteux en calculs a cause de
I'inversion. C’est pourquoi, il est proposé dans la suite d’employer uniquement la

formule basée sur la condition d’ordre 1.
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On se propose d’appliquer cette méthode a notre cas en imposant a F (x) de
contenir les termes d’adéquations aux données et de régularisation. Les contraintes

c(x) a respecter sont les équations de couplage.

VI1.3.2 Adaptation a ’inversion CF

La méthode de Lagrangien augmenté peut étre adaptée a nos modeles DF et
EF comme cela a été proposé pour les méthodes de type MGM (Carfantan, {1996).
Sont appelées méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI respectivement les méthodes
XF-Basique et XF-CSI dont le critere est modifié avec un terme de Lagrangien aug-
menté. Pour fixer les idées et ne pas compliquer les explications, seule la méthode
XF-AL-Basique est présentée. Les idées présentées sont exactement les mémes pour
la méthode XF-AL-CSI.

Dans notre cas, l'inversion a partir d'un modele différentiel, utiliser le Lagran-
gien augmenté est identique a la méthode montrée précédemment. Au lieu de mi-
nimiser le critere J (z,e; A, 3,7,9) de 'équation (V.12), le Lagrangien augmenté
C,(fL) (m,e,m(p);ﬁ,7,5> est minimisé par rapport a (x,e) et est maximisé par rap-

port a k. La solution du probleme est alors un point-selle :
t
LO) (z,e,k:0,7,0) = Ji+ Y ( Re{te} | Im{te} ) £+ 2P + ¢ (2 8,7)
¢

Ici p signifie I'indice de la boucle principale de I’algorithme i.e., le nombre d’itérations
de Lagrangien augmenté. A la fin de chaque itération de Lagrangien augmenté, le

Lagrangien est mis a jour et A augmente :

KD @) oy [ TR {t}
¢ ¢ Jm {t,}

AP+ — A\ P)

A la table [VI.3] on présente 'équation de ¢, selon la méthode adoptée.

Les modifications a apporter aux méthodes existantes XF-Basique et XF-CSI sont
minimes et uniquement sur les seconds membres des équations linéaires.

On obtient un algorithme itératif intervenant dans un autre algorithme itératif
comme détaillé a la table [VI.4l I a donc deux boucles, I'une englobant 'autre :
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t, € CHNn
XF-AL-Basique Me,+ K'e, — fo
XF-AL-CSI wy+ C A, w, — C,ey

TABLEAU VI.3 Equations de ¢,

1. la boucle principale correspond a la recherche du point-selle du Lagrangien

augmenté, a 'augmentation de) et a la mise a jour du vecteur de Lagrange k ;

2. la boucle secondaire correspond a la minimisation du Lagrangien augmenté par

rapport a (x, e) ou (x, w).

L’algorithme est présenté a la table [VI.4] pour le cas XF-AL-Basique.

Entrées : L le nombre de mesures effectuées par le capteur
Sorties : @ 'objet
Calcul du champ électrique incident eg ;
Initialisation : n «— 1, p — 1, K — 0, 20 — z(, e — e ;
répéter
répéter
pour ¢ =1 a L faire
eﬁ") = arg min, e (a:("_l), e, kP 3. v, 6) :
fin pour
Calcul des matrices et vecteurs pour I'estimation de «x;
2™ = argmin,, Effg (m, e k3 ~, 5) ;
n«—mn+1;
jusqu’a Convergence
Mise a jour de mg)H) = ng”) +2X0¢, Ve e [1,L];
Mise & jour de APt = 7\®)
p—p+1;
jusqu’a Convergence
Retourner x.

TABLEAU VI.4 Algorithme de la méthode XF-Basique avec Lagrangien augmenté :

XF-AL-Basique

On voit sur cet algorithme que les modifications a apporter a I’algorithme pour la

minimisation des criteres XF-Basique et XF-CSI sont minimes :

— ajout d’une boucle englobant la minimisation CSI avec les mises a jour de K et

A;
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— modifications mineures concernant le calcul du gradient du critére par rapport
axete/w.

Le peu de modifications nécessaires rend cette méthode d’autant plus intéressante.

VI.3.3 Minimisation par rapport a e

A x fixé, le Lagrangien augmenté est réécrit de maniere a ne faire intervenir que

le vecteur ey :
Ju(€) = T (. €) = e Hype, — 2%Re {blyech + cur (VL.3)

Par rapport a 'équation (VI.1)), seul les termes b, et ¢, de I'équation (VI.3|) sont
modifiés par rapport a XF-Basique et XF-CSI. Leurs expressions sont également dé-

taillées a I'annexe[F] Cependant, ¢, n’intervient pas dans la minimisation. Les autres
termes conservent la méme expression que celle obtenue avec le cas sans Lagrangien

augmenté.

VI.3.4 Minimisation par rapport a «

Enfin, a e fixé, le critére est réécrit de maniere a ne faire intervenir que le vecteur

J. () ="' H,x — 2x'b, + ¢, (VL.4)

De méme, par rapport a 1’équation , seuls les termes b, et ¢, de I’équation
sont modifiés mais ¢, n’intervient pas dans la minimisation. Leurs expressions
sont détaillées a 'annexe[F] Les autres termes conservent la méme expression que celle
obtenue avec le cas sans Lagrangien augmenté. La simplicité de cette modification

rend la méthode de Lagrangien augmenté tres intéressante.

VI1.3.5 Critére d’arrét

Tout comme pour les méthodes XF-Basique et XF-CSI, il est nécessaire de définir
un ou plusieurs criteres d’arrét pour chaque étape : minimisation CSI et Lagrangien
augmenté. En ce qui concerne la boucle secondaire (minimisation CSI) dont le principe

est trés proche des méthodes de type MGM/CSI (au terme de Lagrangien augmenté
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additionnel dans le critére pres), le méme critere d’arrét que pour les méthodes XF-
Basique et XF-CSI peut étre utilisé i.e., on évalue la variation relative V) de 2™,

il est imposé qu’elle soit inférieure 1072 :

o -0

Vo) = <ecsy = 1078

|zt

Il est également nécessaire de définir le critere d’arrét pour la boucle principale
(Lagrangien augmenté). Compte tenu de l'effort de calcul additionnel provoqué par
I’ajout de cette boucle, il est envisageable d’imposer un nombre maximum d’itéra-
tions de la boucle de Lagrangien augmenté et d’imposer une décroissance suffisante de
I’erreur sur I’équation de couplage par rapport a la premiere initialisation. Plus clai-
rement, compte tenu de l'initialisation actuelle du champ électrique et du contraste,

on définit la grandeur t9 qui est la valeur de ¢, a l'initialisation dont la formule est la

suivante :
t, t9
XF-AL-Basique Me,+ K'e; — fi Mey + K eor — fo
XF-AL-CSI wy + CLA,, w, — Cxeog —Cxeog

TABLEAU VL5 Equations de ¢, et t)

La boucle principale du Lagrangien augmenté est arrétée lorsque le ratio entre
o llEe]|” et 3 [189]| est inférieur & une certaine tolérance 10722, Ceci revient & imposer
une décroissance suffisante du gradient de L, par rapport a . Le critere d’arrét de
la boucle de Lagrangien augmenté est un nombre maximal de 40 itérations ou une

décroissance suffisante de l'erreur sur I’équation de couplage :

2
ZE HtfH < 10—15

2 ~
> |[t2]]

VI.3.6 Réglage de parametres

Le réglage des parametres A et 7 peut étre difficile. D’apres (Bertsekas, 1999),

A9 doit étre choisi judicieusement, en effet :
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— ¢’il est choisi trop élevé, les problemes de conditionnement se produisent trop

tot ;

— ¢’il est trop faible, les premieres itérations effectuées sont inutiles.

Pour ces mémes raisons, 7 doit étre choisi ni trop élevé, ni trop faible. D’apres
(Bertsekas, [1999)), certaines regles empiriques existent quant au choix de 7. D’apres
les régles énoncées, il est choisi 7 = 2. Un choix robuste A est plus compliqué.
Néanmoins, on propose une regle empirique inspirée du calcul du A de la méthode
CSI classique :

A0 — 1llosio {u}]
> |AZ?

u = ; (VL5)
Yo|[Meo + K'ewl|

Etant donné que Dinitialisation est effectuée en posant ® = xy, on a K™ = 0.
Bien que les équations de couplage sont différentes, cette heuristique fonctionne pour

les deux méthodes.

VI.4 Comparaison entre les critéres et algorithmes

Les criteres XF-MGM, XF-CSI et XF-Basique ont été proposés au chapitre [V] 11
est difficile de choisir le critere a adopter a priori pour résoudre le probleme. Afin
d’avoir d’autres éléments de réponse, les coflits en mémoire et de calculs sont étudiés

pour la minimisation de ces critéres.

VI1.4.1 Mémoire

Une estimation du cotit calculatoire et de la mémoire nécessaires pour 1'utilisa-
tion des différentes méthodes est effectuée. Les multiplications qui interviennent sont
complexes. La matrice Ay est une matrice creuse de largeur de bande 2B. Soit p le
nombre moyen d’éléments non-nuls par ligne de Ay. Typiquement p =~ 5 pour les
DF et p = 7 pour les EF. Les valeurs de p sont indiquées pour le cas 2D. En 3D,
les matrices ont a peu pres les mémes formes seules les valeurs de p seront modifiées
i.e., 'analyse effectuée ici pour la mémoire est la méme pour le cas 3D. Les matrices
L et U obtenues par la décomposition LU de la matrice Ay sont aussi des matrices
bandes de largeur B comme le montre la figure dans le cas du modele EF. La

largeur de bande est le nombre de colonnes séparant le premier et le dernier élement
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non-nul d’'une méme ligne d’'une matrice. Il n’y a que p termes non-nuls en moyenne
par ligne dans la matrice Ay méme si la bande est large. Pour les matrices L et U

c’est beaucoup plus comme le montre la figure

0 0

0

1000 1000 1000

2000 2000 2000

3000 3000 3000

4000 4000 4000

5000 5000 5000

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
nz = 30845 nz = 080868 nz = 080868

(a) Matrice Ag (b) Matrice L (c) Matrice U

FiGURrE VI.1 Matrices Ay, L et U

On voit sur cette figure que la bande des matrices L et U peut étre remplie méme
si la bande de la matrice Ay est creuse. De plus, le nombre d’éléments non-nuls dans
chaque matrice est indiqué :

— 39845 pour la matrice Ay ;

— 989868 pour les matrices L et U.

Le terme de régularisation n’est pas pris en compte dans la liste des opérations
suivantes puisqu’il est identique pour toutes les méthodes, négligeable et donc non-
discriminant dans I’étude de cotit effectuée. Le cotlit en mémoire de chaque méthode est
résumé a la table[VL.6| Le coiit de la méthode XF-CSI avec le calcul du A automatique
n’est pas indiqué car les cofits sont les mémes, le colit du calcul de A est négligeable

lorsque A est calculé de maniere heuristique.

Méthode Cotlit mémoire Variables
XF-Basique O(2(L x N, + N.+ pN,)) e, e, M, K, x x
XF-CSI O(2(Lx No+BxN,)+(p+2)N,) | &, w, Cs, &, &, L, U
XF-AL-Basique O BL x N, +2L x N, + 2pN,,) XF-Basique + k
XF-AL-CSI | O(3Lx N, +(p+2) N + 2B x N,) XF-CSI + &

TABLEAU VI.6 Cotit mémoire pour les différentes méthodes
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La table distingue le nombre total de nceuds N, et Nn le nombre de nceuds
pour lesquels les calculs sont effectués dans le cadre du critere XF-CSI i.e., les nceuds
qui composent la zone d’intérét. Contrairement a ce qui pourrait étre pensé a priori
N, et N,, sont du méme ordre de grandeur. En effet, le maillage est construit de facon
a étre plus précis au niveau de la zone d’intérét. Le maillage est donc fin au niveau
de celle-ci et plus lache au-dessus du capteur et en profondeur.

Pour donner une idée, avec le maillage utilisé pour le modele direct EF en 2D, on

~ N, = 5996 et N,, = 3337;

~ N, = 11917 et N, = 6340.

Le rapport est de Pordre de 0,55. Dans le meilleur des cas, on peut avoir N,, =
N, /3 en 2D en diminuant grandement la zone d’intérét. La différence reste faible en
termes de mémoire concernant les variables e pour XF-Basique et w pour XF-CSI.
De plus B est de l'ordre de 100. Pour illustrer notre propos, avec le maillage utilisé,
I'ordre de grandeur du colit mémoire est présenté a la table Il est indiqué en

nombre de valeurs complexes a stocker au cours de la reconstruction.

Méthode XF-Basique | XF-CSI | XF-AL-Basique | XF-AL-CSI
Ordre de grandeur = 109 2.5 x 108 1.4 x 108 2.8 x 108

TABLEAU VI.7 Cotit mémoire pour les différentes méthodes pour le maillage utilisé

en termes de mémoire totale, le gain pour le critere XF-CSI n’est pas aussi inté-
ressant qu’il peut paraitre a premiere vue. Le gain en mémoire obtenu en diminuant
le domaine de calcul du champ et du contraste peut étre perdu par la mémoire né-
cessaire pour stocker les matrices. Pour le cas 3D, le ratio entre N, et N, est difficile

a prévoir mais ne devrait pas pouvoir étre inférieur a 0, 1.

VI1.4.2 Coit de calcul

On résume a la table le cotit calculatoire pour les méthodes XF-Basique et
XF-CSI pour une itération de 'algorithme global. Le cotit de calcul est basé sur le
nombre de multiplications complexes a effectuer. De méme, on ne montre pas le cofit
calculatoire des méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI car seuls les termes b, et b,
des criteres (VI.1)) et (VI.2]) sont modifiés.
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Méthode XF-Basique XF-CSI / XF-CSI avec A auto.
Critere O (L(2p+3)N,) O (L(p+3) N, +2B x N,)
bes O((2p+1)N,) O (2(pNo+ B x N,))
Gradient \ e, O (4(p+) Ny) O (2 (4B X N, + (2p+1) Nn»
b, O(L2p+1)(N.+N,)) O (L (pNe +2B x N,))
Gradient \x ORL(p+1)N,) O <2L,0N6>

TABLEAU VI.8 Cotit de calcul pour les différentes méthodes

Le colit du calcul de b, ou de b, est différencié des autres coiits car lors de
I’évaluation du gradient, ces vecteurs peuvent étre pré-calculés. Le cotit affiché pour
I'étape gradient est le colit calculatoire pour calculer le gradient par rapport a ey/w;
ou x a chaque fois que cela est nécessaire.

De grandes différences entre les méthodes XF-Basique et XF-CSI apparaissent
sur cette table, notamment a cause de la présence de la matrice A,,,. Cette matrice
est tres cofiteuse lorsqu’elle intervient dans une multiplication matricielle. Chaque
multiplication par A,,, revient a 2B x N,, multiplications complexes.

Dans les mémes conditions qu’a la table [VI.7, un ordre de grandeur du cofit
calculatoire nécessaire par méthode est donné a la table[VI.9| Les valeurs sont données

en nombre de multiplications complexes.

Méthode XF-Basique | XF-CSI / XF-CSI avec A auto.
Criteére 7 % 106 10°
b 10° 100
Gradient \e, | 2 x 10° 8 x 10°
b, 2 % 107 108
Gradient \x 2 x 107 6 x 106

TABLEAU VI.9 Cofit de calcul pour les différentes méthodes pour le maillage utilisé

Il apparait clairement sur cette table que chaque évaluation du gradient pour les

méthodes XF-CSI et XF-AL-CSI est beaucoup plus cotiteuse que pour les méthodes
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XF-Basique et XF-AL-Basique. Cependant, c’est le nombre total d’évaluation du
gradient qui est discriminant. Or il est difficile de dire combien d’évaluations sont

nécessaires pour minimiser le critere.

VI1.4.3 Commentaires

Cependant, dans le cas du critere XF-Basique, il est nécessaire de calculer la
variable e, dans tout le domaine de calcul. On se rend compte qu'un choix doit étre
fait entre un critére a minimiser plus simple a calculer, moins coliteux en calculs mais
faisant intervenir des variables électromagnétiques sur tout le domaine et a l'inverse
un critére représentant le méme probleme qui nécessite moins de variables a calculer
donc moins cotiteux en mémoire mais qui est plus difficile a implémenter et plus lourd
en calculs par rapport aux criteres XF-MGM et XF-CSI.

Le principal inconvénient des criteres XF-MGM et XF-CSI est 'intervention de
la matrice A,,,. De plus, méme si le stockage complet de la matrice A,,, est évité, il
est nécessaire de garder en mémoire des matrices beaucoup moins creuses comme les
matrices L et U de la décomposition LU de A. Le stockage de ces matrices peut
poser quelques difficultés pour des problemes de grande taille. A l'inverse, le critere
XF-Basique ne fait pas intervenir de matrice a inverser et toutes les multiplications
matricielles ne font intervenir que des matrices creuses permettant un gain en calcul.
En termes de calculs la minimisation de ce critére est donc moins cofiteuse et plus
aisée a mettre en ceuvre par rapport aux criteres XF-MGM et XF-CSI. De plus,
si on se reporte a I’équation , cette matrice A,,, est comparable a la matrice
de Green Goy. Des lors, les reproches formulés contre la formulation intégrale au
chapitre [[I] sont également valables : colit mémoire important, matrice pleine, etc.
La matrice de Green Ga a 1’équation a toutefois une structure exploitable
permettant de diminuer le temps de calcul ou la mémoire nécessaire a son stockage. En
effet, cette matrice est bloc Toeplitz a blocs Toeplitz dans le cas 2D. Cette structure
particuliere est également due a la méthode de moments qui emploie un maillage
cartésien structuré. Ici A, n’a aucune structure particuliere a cause du maillage
triangulaire non-structuré adopté. Toutefois, si chaque évaluation du gradient des
criteres XF-MGM et XF-CSI est beaucoup plus coiiteuse que pour le critere XF-

Basique, il faut connaitre le nombre total d’évaluations nécessaires pour converger.
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V1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un algorithme pour la minimisation du critere a I’équation ([V.12)
est proposé. Il est basé sur la minimisation des méthodes de type CSI i.e., une minimi-
sation alternée du critere par rapport a chacune des variables. Le critere en question
est basé sur les erreurs de I’équation d’observation et I’équation de couplage. De facto
I’équation de couplage n’est pas respectée. Respecter cette équation de couplage,
revient a choisir une valeur de \ qui tende vers I'infini. Une méthode de minimisa-
tion basée sur le Lagrangien augmenté est proposée afin de contraindre I’équation de
couplage en évitant toutefois la résolution répétée du modele direct comme c’est le
cas pour les méthodes de type Born présentées au chapitre [l Les méthodes XF-AL-
Basique et XF-AL-CSI ont 'avantage d’étre tres proches des méthodes XF-Basique
et XF-CSI proposées précédemment. Cependant, il reste a évaluer l'efficacité de ces
méthodes, ce qui sera fait aux chapitres [VII] et [[X]

Les différentes méthodes sont également comparées en termes de mémoire néces-
saire pour la minimisation ainsi qu’en termes de cotit de calcul. On remarque que
le gain en mémoire de la XF-CSI par rapport a la XF-Basique n’est peut-étre pas
intéressant compte tenu des matrices a stocker pour effectuer les multiplications par
A,... Cependant, par construction, le critere XF-CSI ne nécessite pas I'intervention de
la bobine par rapport au critere XF-Basique. Toutefois, il a été proposé une méthode
pour éliminer le terme de la bobine du critere XF-Basique au moment de 'explicita-
tion du critere XF-Basique. Cette possibilité n’est pas employée pour le moment et

peut faire 'objet d’études a I’avenir, notamment lors du passage a la 3D.
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Troisieme partie

Résultats de reconstruction
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Chapitre VII

Méthodologie pour les

reconstructions

Au chapitre [V] différents criteres a minimiser pour résoudre le probléeme de to-

mographie CF sont proposés et des algorithmes de minimisation sont présentés au

chapitre [VIl Dans cette troisieme partie, on reconstruit des défauts simulés a partir

de données CF a I'aide des méthodes proposées.

Cette partie a pour objectifs :

illustrer 'efficacité des méthodes et des modeles développés

comparer les approches XF-Basique et XF-CSI ;

illustrer 'effet de la régularisation ;

montrer qu’il est possible d'utiliser un seul de réglage de parametres pour une
gamme de défauts;

tester l'effet du Lagrangien augmenté.

Cette partie débute en présentant la méthodologie employée pour simuler les don-

nées et effectuer les reconstructions. On commence par présenter le capteur utilisé

pour les simulations. Puis, le protocole employé pour chaque méthode est détaillé.

Etant donné le nombre de modeles, de méthodes et de termes de régularisation pro-

posés il est nécessaire de faire certains choix sur les tests effectués. Enfin on montre

les défauts simulés a reconstruire employés pour illustrer 'efficacité des méthodes

proposées.

VII.1 Capteur

Pour effectuer les tests de reconstruction, quel que soit le modele employé (DF ou
EF), le capteur présenté au tableau de I'annexe [B| est employé.
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Ce capteur est tres proche d'un des capteurs employés en pratique par le commis-
sariat a I’énergie atomique (CEA) (Sollier et Premel, 2002). De mémes, les conditions
d’acquisition simulées sont proches de celles utilisées pour ces capteurs. Les données
acquises par ces capteurs sont les données réelles qui seront utilisées a terme pour
les reconstructions. Cependant, le propos de cette these est surtout méthodologique,
méme s’il est préférable de simuler des cas proches de la réalité. C’est pourquoi, le

capteur simulé est tres proche du capteur COM2.

VII.2 Protocole pour les reconstructions

Compte tenu du nombre de modeles développés, des formes de régularisation pos-
sibles, des méthodes proposées et du nombre de défauts simulés, il est difficile et
inutile de présenter des résultats pour toutes les combinaisons possibles existantes. Il
est préférable d’étudier certains points avec un modele et d’en tirer des conclusions
afin de les appliquer pour la suite et les autres modeles utilisés.

Les méthodes présentées nécessitent le réglage de certains parametres notamment
le coefficient de pondération de I’équation de couplage A ainsi que les hyperparametres
0B, v et . Ces parametres sont choisis apres différentes reconstructions pour un ou
plusieurs défauts connus. On cherche également a montrer qu’il est possible de trouver
un choix sous-optimal de ces parametres qui donne des reconstructions suffisamment

proches de celles obtenues avec un réglage optimal pour une grande classe de défauts.

VII.2.1 Méthode EDF-EPM

Les résultats de la méthode EDF-EPM sont présentés au chapitre [VIII] Les dé-
fauts et les données simulées a 'aide de COMSOL utilisées pour ’apprentissage sont
présentées a l'annexe [Al Afin de pouvoir comparer cette méthode avec les méthodes
proposées, notamment celles exploitant le modele EF, seules les données simulées avec
COMSOL sont utilisées pour la méthode EDF-EPM. L’ensemble d’apprentissage uti-

lisé est composé de défauts assez différents tout en se limitant a des entailles.

Les reconstructions ont été effectuées sur un ordinateur avec un processeur Intel
Core 2 Duo de 3 GHz avec 4 Gb de RAM.
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VII.2.2 Modele DF

Le modele DF a été développé au début de I’étude. Il sert notamment a montrer
qu’il est possible d’adapter les méthodes de type MGM/CSI & des modeles directs
différentiels et non uniquement intégraux pour les CF. Ce passage en modele diffé-
rentiel a été effectué au méme moment pour le biomédical (Gilmore et al., 2009)) et
la géophysique (Abubakar et al., 2008b) dans le cas des différences finies pour les
méthodes MGM/CSL.

De plus, on cherche a évaluer les différents termes possibles de régularisation ainsi
que 'impact de I'utilisation des contraintes de bornes sur les reconstructions. En effet,
c’est la régularisation qui a 'impact le plus important sur la qualité de reconstruction,
il est donc préférable de débuter I’étude par le choix de la régularisation pour la suite.

La méthode XF-Basique utilisant ce modele DF est testée avec des données simu-
lées non-bruitées par le modele DF. On se place délibérément dans un cas de crime
inverse (Idier, 2008; Wirgin, 2004). Dans un premier temps, 1'objectif est surtout de
trouver la fonction de régularisation qui représente le mieux les a priori sur le défaut
et non de s’assurer de la stabilité de la méthode au bruit de mesures ou de modele. En
effet, la robustesse de la méthode risque de dépendre également du modele adopté. Sa-
chant que la méthode DF n’est pas la plus adaptée pour la suite, étudier sa robustesse
peut étre inutile.

Compte tenu de 'erreur du modele et de I'impossibilité de prendre en compte des
phénomenes tels que les discontinuités, il parait difficile de retenir ce modele in fine.
La méthode XF-CSI n’est pas employée avec le modele DF. Ce modele direct n’est

utilisé qu’afin d’effectuer des tests préliminaires.

VII.2.3 Modele EF

Le modele EF est développé a la suite du modele DF afin d’obtenir un modele
plus efficace et surtout capable de prendre en compte certains phénomenes physiques
impossibles a prendre en compte par le modele DF notamment les discontinuités de
champs dues au variation de conductivité. Ce modele est testé a 1’aide de données
simulées par COMSOL afin d’éviter le crime inverse et ainsi s’assurer de la robustesse
de la méthode.

Afin de générer des données sans employer les modeles développés, on utilise COM-
SOL. COMSOL utiliser une formulation A-V avec des éléments de Lagrange d’ordre
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2. La simulation des données est effectuée en déplagant le capteur au-dessus de la
plaque. Pour chaque position ¢ du capteur, un maillage €2, adapté au capteur est au-
tomatiquement choisi par COMSOL pour plus de précision dans les données simulées.
Ceci permet d’obtenir la variation d’impédance pour le défaut a reconstruire. Pour les
tests de reconstruction, un seul maillage €2 est adopté pour tous les défauts et pour
toutes les positions prévues du capteur, il est représenté a la figure [VILI] 11 serait
difficile d’avoir un maillage différent pour chaque position du capteur et d’effectuer
la reconstruction avec ces différents maillages. De plus, étant donné que le maillage
Q) est utilisé pour toutes les reconstructions, il n’est pas adapté a tous les défauts, il

existe des erreurs de discrétisation.

-0.016 -0.014 -0.012 -0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0  0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016

FIGURE VIIL.1 Maillage © utilisé pour I'inversion (axes en metre)

Le capteur est compris dans la zone comprenant un maillage cartésien subdivisé
par des triangles, ceci permet de déplacer le capteur plus facilement sans avoir a
remailler le domaine a chaque position.

L’introduction d’'un maillage triangulaire et surtout irrégulier non structuré nous
oblige a étudier le champ de Markov a travers la matrice D des différences premieres.
Il est nécessaire d’étudier si les dimensions des éléments du maillage doivent étre pris

en compte ou non dans cette matrice.
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En outre, la méthode XF-CSI est également introduite pour le modele EF afin
d’effectuer des comparaisons avec la méthode EF-Basique. L’objectif est de déterminer
si les différences entre ces deux critéres sont importantes et lequel doit étre choisi.

L’impact de A sur la qualité des reconstructions est également illustré. Il est montré
que contraindre I’équation de couplage est important. A cette fin, on introduit le
Lagrangien augmenté présenté au chapitre [VIl Les méthodes EF-AL-Basique et EF-
AL-CSI sont également testées. De plus, pour étudier la robustesse des méthodes et
du réglage de parametres proposé, différents défauts sont reconstruits en fixant les
parametres de réglage. Pour le réglage des parametres, des défauts de 1 mm et 2 mm de
profondeur sont employés. Puis, ce réglage est utilisé pour d’autres défauts qui n’ont
pas servi a choisir les parametres, comme le défaut « long » et des défauts différents
avec une profondeur comprise entre 0,6 mm et 2,5 mm. Ce procédé est proche de la

validation croisée.

VII.3 Défauts simulés

Tout au long de 1'étude effectuée dans les chapitres [VIII] et [X] le défaut de 1 mm
de profondeur et de 5mm de largeur est reconstruit. Il est a nouveau présenté a la
figure ainsi que les données COMSOL simulées pour le capteur présenté dans

les conditions d’acquisition énoncées.
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=) =)
IS >
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o
5}

4 6 K -4 4 6

2 2
Position du capteur [mm]

(a) Défaut simulé 1 mm de profon- (b) Partie réelle (c) Partie imaginaire
deur

F1cure VII.2 Défaut simulé d’'une profondeur de 1 mm : défaut (a), parties réelle (b)
et imaginaire (c)

On teste les méthodes avec d’autres défauts. De maniére générale, entre les défauts

seule la profondeur varie. En effet, la reconstruction en profondeur du défaut est
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beaucoup plus difficile a effectuer. On reconstruit également les défauts présentés a

la figure [VII.3|
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(d) Défaut 2,5mm de profondeur (e) Défaut long

Ficurg VIIL.3 Défauts simulés pour la reconstruction

L’utilisation de ces défauts pour 'inversion a pour objectifs d’étudier 'effet de la
profondeur sur la qualité de reconstruction. En effet, c’est en profondeur que se situe

la difficulté du probleme.

VII.4 Mesure d’erreur

Afin d’étudier 'efficacité de la méthode de reconstruction, on étudie I'évolution
d’un critere d’erreur par rapport a la solution exacte x* 1’erreur quadratique relative
(EQR). L’'EQR est définie par la relation suivante Barriere et al.| (2009) :

2
= -

2
2|

EQR (VIL1)

Lorsque la discrétisation ne permet de représenter le défaut x* sans erreur, 1’élé-

ment prend la valeur du ratio entre la surface de I’élément dans le défaut et la surface
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totale de 1I’élément.

Une autre mesure possible pour évaluer les reconstructions est d’estimer leurs
dimensions. Pour évaluer la profondeur d du défaut reconstruit, on calcule la somme
continue i, du contraste suivant une ligne horizontale v,. La somme est comparée par

rapport a iy la valeur de 7, pour z = —0, 05 mm. 7, est défini de la maniere suivante :

izz/ c(z,z) do

1, est calculée pour un ensemble de différentes profondeurs. Les profondeurs pour
lesquelles i, est inférieure a un seuil sont considérées comme appartenant au métal.
On définit le seuil par ip/2. On utilise le méme principe pour estimer z, et zq les
positions respectivement a gauche et a droit des bords verticaux du défaut.

Cette méthode revient a projeter le défaut reconstruit suivant un axe donné et a
seuiller les projections obtenues pour déterminer la profondeur ou la largeur du défaut

estimé.

VII.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre la méthodologie employée pour tester et éprouver
les méthodes d’inversion proposées.

Les données et défauts testés ne sont pas les mémes d’'un modele a l'autre. De
méme les études sont différentes pour chaque modele. On résume dans la liste suivante
les conditions des tests effectués au chapitre [VII]] :

— méthode EDF-EPM

— données simulées par COMSOL;
— étude d’efficacité.
— modele DF :
— données simulées par DF';
— étude de la régularisation;
— ¢étude des contraintes de bornes.
— modele EF :
— données simulées par COMSOL ;
— étude de la matrice des différences finies pour le champ de Markov.

Ces tests ont pour but de montrer qu'un modele différentiel peut étre utilisé pour
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la tomographie par CF de maniere efficace. De plus, plusieurs critéres ont été proposés,
il s’agit d’étudier leurs différences en terme d’efficacité et de cotit de calcul. Enfin,
I'impact de A ainsi que les réglages heuristiques proposés sont également étudiés.

Le chapitre [[X] est consacré a I’étude de 'effet du Lagrangien augmenté sur les
reconstructions pour le modele EF avec les criteres EF-Basique et EF-CSI. L’objectif
est de montrer que choisir une valeur de A qui tende vers I'infini améliore les recons-
tructions. De plus, les deux méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI sont comparées

en terme de temps de calcul et d’efficacité.
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Chapitre VIII

Reconstructions sans contraintes

sur I’équation de couplage

On cherche a évaluer l'efficacité des méthodes de reconstruction basées sur la
minimisation des critéres présentés aux chapitre [V] avec les algorithmes proposés au
chapitre [VIl Devant le nombre de modeles directs proposés, les différents termes de
régularisation possibles et l'ajout éventuel de contraintes, il est nécessaire de faire
certains choix et de limiter certaines études a des modeles. Le but est d’exploiter
les conclusions de ces études pour les autres modeles sans avoir a les effectuer a
nouveau. Un objectif de ce chapitre est de prouver que les modeles directs différentiels,
comme les différences finies et surtout les éléments finis, peuvent étre employés pour
les méthodes de type MGM/CSI. Enfin, un autre des objectifs est d’apporter des
éléments de réponse sur le critere a adopter ainsi que sur le choix de .

L’étude débute avec la méthode EDF-EPM afin d’illustrer les limites de la mé-
thode en termes de qualité de reconstruction et ainsi justifier nos travaux. Elle se
poursuit avec le modele DF pour déterminer le terme de régularisation additif adapté
aux défauts a reconstruire. De plus, I'impact des contraintes de bornes sur les résul-
tats de reconstruction est étudié avec le modele DF. Ce modele direct ne peut pas
étre utilisé en pratique car il ne permet pas de prendre en compte les phénomeénes
électromagnétiques complexes. Toutefois, il est facile a mettre en ceuvre et permet
d’effectuer des études préliminaires importantes.

Le modele EF est utilisé pour pallier ces difficultés de modélisation. Le maillage
triangulaire non-structuré, généralement employé par ce modele, impose des modifica-
tions concernant la régularisation. Le champ de Markov a employer pour représenter
au mieux les défauts est étudié pour savoir s’il est nécessaire ou pas de tenir compte
de la géométrie du maillage. L'impact du parametre A sur les reconstructions est éga-

lement étudié en termes de qualité et de nombre d’itérations. Il est également prouvé
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qu'un réglage sous-optimal robuste de la méthode est possible en reconstruisant de
nombreux défauts de différentes profondeurs. En outre, le critere XF-CSI est testé

avec ce modele pour étudier 'impact du choix du critere sur les reconstructions.

VIII.1 Méthode EDF-EPM

Le modele direct de la méthode EDF-EPM est présenté au chapitre [L[| et montre
une médiocre adéquation aux données COMSOL. Les parametres de réglage sont
choisis apres différents tests sur les défauts de 1 mm et de 2 mm de profondeur. L’en-
semble d’apprentissage est choisi de maniere a employer des défauts différents et est
illustré a ’annexe [A] :

— un défaut carré de 1 mm de largeur et 1 mm de profondeur ;

— un défaut profond de 4 mm de largeur et 3 mm de profondeur ;

— un défaut de 5mm de largeur et de 1 mm de profondeur;

— un défaut transverse de 0.6 mm de largeur et de 1.4 mm de profondeur.

Afin d’illustrer les problemes de la méthode EDF-EPM, on montre les reconstruc-
tions des défauts de plusieurs profondeurs a la figure

Il apparait sur cette figure que la méthode EDF-EPM n’est pas efficace avec ’en-
semble d’apprentissage utilisé. De plus, le défaut de 1 mm de profondeur et 5 mm de
largeur n’est pas reconstruit efficacement alors qu’il fait partie de ’ensemble d’ap-
prentissage. On pourrait penser a priori que la méthode doit étre plus efficace sur les
défauts appartenant a I’ensemble d’apprentissage. Enfin, il semble que la méthode ait
quelques difficultés a reconstruire les défauts au-dela de 0,8 mm de profondeur.

Tous ces résultats justifient le recours aux critéres proposés au chapitre [V] et aux
méthodes de minimisation au chapitre [VIl L’objectif de cette section est d’illustrer
simplement les limites de la méthode EDF-EPM. D’autres reconstructions sont pro-

posées a 'annexe [G] afin d’illustrer U'inefficacité de la méthode.

VIII.2 Modele DF

Le modele DF est simple a implémenter, c¢’est pourquoi il a été implémenté. Il
permet de montrer qu’il est possible d’employer un modele direct différentiel pour
la tomographie CF. De plus, il est utilisé afin d’étudier la régularisation a employer

pour représenter au mieux les a priori disponibles sur le défaut. L’objectif de cette
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FIGURE VIII.1 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM

section est d’illustrer 'impact de la régularisation sur les reconstructions que ce soit

les fonctions de pénalisation ou les contraintes de bornes.

VIII.2.1 Régularisation par fonction potentiel

Dans le chapitre [[ différents termes de pénalisation utilisables pour régulariser
sont présentés. La pénalisation la plus classique est celle de Tikhonov. Compte tenu
du caractere constant par morceaux du défaut recherché, ce type de pénalisation
n’est pas adapté car elle lisse les reconstructions. La fonction hyperbolique est donc
employée pour mieux tenir compte de la distribution constante par morceaux de la
conductivité. Pour illustrer les effets de la régularisation sur les reconstructions, des
reconstructions sont présentées dans les cas sans régularisation et avec les deux types
de régularisation Ly et LoL; pour le champ de Markov et le rappel a 0 présentés au

chapitre [ L’étude débute sans imposer de contraintes de bornes sur le contraste.

Apres différents tests, un réglage des parametres adapté est obtenu. Le coefficient
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de pondération de I’équation de couplage est choisi tel que A = 10715 et les paramétres
de régularisation sont également imposés (3,7,d) = (107°,1075,1072). Pour toutes les
reconstructions § = 1072 est choisi pour la pénalisation LsL;. § est le parameétre qui
permet de régler la transition du comportement linéaire au comportement quadratique
de la fonction de pénalisation. Ce parametre est donc choisi en fonction de la variation
entre la valeur 0 et 1. Une regle empirique utilisable est imposer ¢ tel que § = V/100
avec V' la différence entre la valeur la plus haute et la valeur la plus faible de x. Dans
le cas présent, V = 1. Les résultats de reconstruction sont présentés a la figure [VIIL.2]
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Ficure VIIL.2 Effet de la régularisation sur la reconstruction par DF-Basique pour
le défaut de 1 mm de profondeur sans contraintes de bornes et sans bruit

Il apparait sur cette figure que le minimum du critére non-régularisé procure une
solution tres éloignée du défaut simulé. Le probleme d’unicité apparait pour le cas
non-régularisé. En effet, une solution respectant les données est exhibée alors qu’elle
n’est pas physiquement acceptable et qu’elle ne correspond pas au défaut simulé. De
plus, le défaut simulé correspond aux données, il y a donc au moins deux solutions qui
respectent les données. De plus, on voit qu’au niveau du défaut, surtout a proximité
de la surface, le contraste est supérieur a 1. En dessous de 1,5mm le contraste est
inférieur a 0, compensant ainsi le trop fort contraste en surface. La régularisation est
donc nécessaire pour obtenir une solution physiquement acceptable.

La solution régularisée avec la pénalisation Lo est physiquement plus admissible
que celle obtenue sans régularisation. Cependant, comme cela était prévisible, la so-
lution est lisse. Ce terme de pénalisation n’est donc pas le plus indiqué. L utilisation
de la fonction hyperbolique (pénalisation LyL;) améliore les résultats et semble re-

présenter le défaut de maniere plus efficace. C’est celle-ci qui est adoptée pour la suite
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de I’étude.

Quelle que soit la régularisation adoptée, il semble que le défaut se diffuse vers la
profondeur comme la chaleur se diffuse dans un corps. Il est difficile de savoir d’ou
provient ce phénomene, qui se produit qu’il y ait de la régularisation ou non. Les
défauts reconstruits semblent étre érodés sur les bords en profondeur. Cet autre phé-
nomene ne semble pas provenir de la régularisation puisqu’il se produit également

lorsque la reconstruction n’est pas régularisée.

Afin d’illustrer séparément les effets de chaque a priori, on présente a la figure
VIII.3| différentes reconstructions avec un seul a priori (champ de Markov ou rappel

a 0) et une reconstruction en utilisant les deux a priori pour le défaut de 1 mm de
profondeur. Le terme de pénalisation employé est LoL;.

! 1
0. 0.8 0.
0.6 0.8
) 0.4 )
0.6
. 0.2 .
0 0.4
§ o2 ;
; 0.4 ; 0.2
-06
0
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x [mm] X [mm] X [mm]

(a) (B=105,7=10"F) (b) (B=0,y=10" (c) (8=10°,7=0)

Conductivité relative
z [mm]
Conductivité relative
z [mm]
Conductivité relative

Ficure VIIIL.3 Effet des différents termes de régularisation sur la reconstruction par
DF-Basique pour le défaut de 1 mm de profondeur

Il est visible sur cette figure que le champ de Markov permet d’éviter de fortes
variations spatiales de conductivité relative par rapport au cas non-régularisé. Les
effets du terme de rappel a 0 sont moins spectaculaires. Toutefois, il peut étre remar-
qué que la reconstruction est plus stable par rapport au cas non-régularisé. Il peut
également étre observé que le défaut se diffuse moins profondément lorsque les deux
régularisations sont prises en compte. C’est pourquoi, on liste, au tableau [VIII.I]
I'EQR (définie par I’équation (VIL.1))) a la fin des trois reconstructions présentées a
la figure

Le calcul de 'EQR montre que le champ de Markov améliore énormément la

qualité des résultats. Si l'effet du terme de rappel a 0 est peu visible a la figure
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(8,7) | (0,0) | (1072,107°) | (107?,0) (0,1076)
EQR | 3.92 | 959 1072 | 1.23 x 107! | 1.37 x 10!

TABLEAU VIII.1 EQR des reconstructions pour différents couples (3, ) pour le défaut
de 1 mm de profondeur

[VITL.3] force est de constater, qu’en termes d’EQR, leffet est important comme le
montre la table [VIITIl
On remarque également aux figures [VII1.2] et [VIII.3| que le contraste prend des

valeurs supérieures a 1 et inférieures a 0 ce qui physiquement n’a pas de sens.

Contraindre le contraste a avoir des valeurs physiques peut améliorer les résultats

et stabiliser le probleme.

VIII.2.2 Contraintes de bornes

Comme cela est proposé au chapitre [V] on contraint le vecteur @ & appartenir
a [0, 1}Ne. Des reconstructions sont effectuées avec ces contraintes sans régularisation
additive, avec la régularisation Ly et avec la régularisation Lo L. Cette fois, il est choisi
(B,7,0) = (10*4, 1076, 10*2) pour les hyperparametres. Le coefficient de pondération

est maintenu comme précédemment A = 1071°. Les reconstructions sont présentées a

la figure [VIII.4
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(a) Sans régularisation additive (b) Régularisation Lo (c) Régularisation Lol — Ly

FiGURE VIII.4 Effet de la régularisation sur la reconstruction par DF-Basique pour
le défaut de 1 mm de profondeur avec contraintes de bornes

L’utilisation des contraintes de bornes permet d’obtenir une solution physiquement

plus admissible lorsqu’il n’y pas de régularisation additive. Le défaut a reconstruire y
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apparait de maniere plus claire. De plus, le caractere instable du probleme mal-posé
apparait plus clairement, puisque les pixels en profondeur prennent des valeurs dif-
férentes de 0 sans que ceci n’ait un impact significatif sur les données reconstruites.
La régularisation de Tikhonov lisse toujours le défaut et on remarque que la régula-
risation LoL; — L1 prend mieux en compte les spécificités du défaut. Les bords de la
reconstruction sont plus francs avec la régularisation LoL; — L; notamment grace le
terme L; de rappel a 0 qui agit comme un seuillage.

Pour étudier 'efficacité des termes de régularisation proposés, 'EQR au cours des
itérations est tracée a la figure [VIIL5]

10
0.8

T 06
[¢]
i}

EQR

0.4

0.2~

0.5~

0 - 0 0 -
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Itérations Itérations Itérations

(a) Sans régularisation additive (b) Régularisation Lo (¢) Régularisation Loy

Ficure VIIL.5 EQR pour DF-Basique au cours des itérations pour le défaut de 1 mm
de profondeur

On voit sur cette figure que 'EQR augmente lorsqu’il n’y a pas de régularisation,
illustrant une fois encore la nécessité de régulariser. A contrario, quelle que soit la
régularisation, 'EQR diminue au cours des itérations. La régularisation Lol — L4

donne de meilleurs résultats méme si elle nécessite plus d’itérations pour le faire.

VIII.2.3 Conclusion

A la table[VIIT.2] les EQR sont listées pour les différents résultats présentés précé-
demment pour les différents termes de régularisation additifs avec ou sans contraintes
de bornes.

Bien que les premiers tests effectués soient relativement simples, les conclusions
suivantes peuvent étre tirées. Comme cela était pressenti, la régularisation a 'aide
du champ de Markov et du rappel a 0 est nécessaire afin d’obtenir des solutions

physiquement acceptables. De méme, I'emploi de la fonction de pénalisation LoLq,
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Contraintes | Non régularisé L, LoLy [ Loly — Ly
Sans 3.92 1.53 x 107! 9.59 x 1072
x c (0,1 3.10 1.52 x 107! 9.15 x 1072

TABLEAU VIII.2 EQR des reconstructions pour différentes régularisations avec ou
sans contraintes de bornes

pour le champ de Markov, représente mieux le caractere constant par morceaux du
défaut que la fonction de pénalisation Ls. Il faut également remarquer qu’il y a une
bonne résolution du défaut reconstruit dans le sens horizontal, au moins au niveau de
la surface. Par contre, en profondeur, la largeur du défaut n’est pas nécessairement
respectée.

Quelle que soit la pénalisation employée, 'EQR diminue lorsque les contraintes
de bornes sont imposées. Cependant, I'effet est plus marquant sur les reconstructions
que sur les valeurs d’EQR. Les contraintes de bornes sur I'objet testé & améliorent
donc les résultats et permettent d’éviter des valeurs de conductivité relative n’ayant
pas de sens physique. En effet, lorsque la conductivité relative est supérieure a 1,
ceci revient a avoir une conductivité négative, ce qui physiquement revient a avoir
des courants de Foucault circulant a contre-sens. De méme, une conductivité relative
inférieure a 0 est équivalente a une conductivité supérieure a celle du milieu gy. Or
ceci n’est pas possible physiquement si les dépots de matiere et la corrosion ne sont

pas considérés et que seuls les manques de matiere sont pris en compte.

VIII.3 Modele EF

Dans le chapitre[[V]un modeéle par éléments finis est développé pour une utilisation
dans un cadre d’inversion. Dans cette section, les résultats de reconstruction obtenus
avec ce modele direct sont présentés. Il est posé (3, 0,7) = (10*4, 1075, 10*2) pour les
hyperparametres apres différents tests. Pour les méthodes EF-Basique et EF-CSI, on
pose A = 10'2 déterminé par essais et erreurs pour les deux critéres. Etonnamment, le
coefficient de pondération sous-optimal obtenu est le méme pour les deux méthodes
alors que I'équation de couplage n’est pas la méme. Il est possible qu’il s’agisse d’une
coincidence. Pour s’en assurer, il serait nécessaire d’utiliser d’autres maillages ou

d’autres conditions d’acquisition. Cependant, ce n’est pas le propos de ce travail,
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¢’est pourquoi on se limite a ce constat.

VIII.3.1 Champ de Markov

L’emploi d’'un modele EF introduit d’importants changements par rapport au
modele DF, notamment au niveau de la discrétisation de ’espace. Généralement, les
modeles DF utilisent une discrétisation cartésienne réguliere alors que les méthodes
éléments finis emploient généralement un maillage triangulaire. Le champ de Mar-
kov pénalise les variations Dx du défaut x. La matrice D des différences premieres
approche le gradient de x. Avec un maillage cartésien régulier, la matrice D est uni-
quement composée de 1 et de —1. Lorsque le maillage est triangulaire et irrégulier,
il est légitime de se demander quelle forme doit prendre la matrice D : si elle doit
prendre en compte la distance entre les centres des éléments ou si elle doit tout sim-
plement effectuer la différence entre éléments connexes comme cela est proposé au
chapitre [V] On présente a la figure deux reconstructions obtenues en utilisant
les deux matrices de différences premieres. Les meilleures reconstructions obtenues
pour chaque matrice D sont représentées. La matrice D ne faisant pas intervenir
les distances entre centres des éléments est appelée réguliére (cf. équation (V.22)). A
I'inverse, est appelée irréguliére (cf. équation (V.23)), la matrice qui prend en compte

les dimensions des éléments du maillage.
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FiGure VIII.6 Effet de la matrice D sur la reconstruction par EF-Basique pour le
défaut de 1 mm de profondeur

Il est visible sur cette figure que la matrice D réguliere est plus efficace en termes
d’EQR en plus d’étre plus simple & implémenter mais il semble que la minimisation

nécessite plus d’itérations pour converger. Toutefois, il faut rester prudent concernant
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cette derniére conclusion. En effet, les nombres d’itérations nécessaires pour les deux
matrices sont proches et il faudrait effectuer la comparaison pour d’autres défauts
pour pouvoir s’assurer d’une plus forte lenteur de la matrice réguliere. Cependant,
ce n’est pas 'objet de cette étude, dans notre cas, la qualité de reconstruction est le

parametre le plus important. Par la suite, seule la matrice réguliere est employée.

VII1.3.2 Etude de la méthode XF-Basique pour le défaut de

1 mm de profondeur

Régularisation Compte tenu des résultats précédents, la matrice D réguliere est
employée par la suite, la forme du champ de Markov est désormais fixée. Il s’agit donc
d’étudier davantage la méthode proposée. On débute ’étude avec le défaut de 1 mm

de profondeur utilisé précédemment avec le modele DF. Les reconstructions pour la
méthode EF-Basique sont présentées a la figure [VIIL.7]

1 0 1
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Ficure VIIL.7 Effet de la régularisation sur la reconstruction par EF-Basique pour
le défaut de 1 mm de profondeur

Il est visible, une fois de plus, que la régularisation est nécessaire pour obtenir des
solutions physiquement admissibles. De plus, les défauts reconstruits sont tres proches
du défaut simulé. Ceci montre la pertinence du choix de la fonction de pénalisation
ainsi que des valeurs des hyperparametres. Une rapide comparaison avec les résultats
obtenus avec la DF-Basique peut laisser penser que la méthode EF-Basique est plus
efficace. Il est cependant difficile de conclure a ce niveau, le maillage n’est pas le
méme mais il parait clair que la possibilité de mailler finement autour du défaut

permet d’améliorer la qualité de reconstruction. Afin de montrer la convergence de
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I’algorithme ainsi que lefficacité de la méthode, 'EQR au cours des itérations est

tracée a la figure [VIIL.8]

(a) Sans régularisation additive

1

0.8

0.6+

EQR

0.4+

0.2

v

[

(b) Régularisation LoLq — Ly

Ficure VIII.8 EQR pour EF-Basique au cours des itérations pour le défaut de 1 mm

de profondeur

On remarque sur cette figure que la régularisation est nécessaire pour obtenir des

résultats exploitables et acceptables. En effet, dans le cas non régularisé, 'EQR. est

plus élevée a la convergence que la solution initiale. Dans le cas régularisé¢, 'EQR

décroit strictement au cours des itérations. Afin de montrer le bon fonctionnement de

la méthode, a la figure [VITL.9 sont tracées :

1. les données simulées : les données obtenues par COMSOL ;

2. les données finales : les données simulées obtenues pour le défaut « a la conver-

gence;

3. les données apparentes : les données obtenues avec I’équation d’observation pour

le couple (x, e) a la convergence de 1’algorithme.

Le critere détaillé est également tracé, en différenciant chaque terme du critere :

1. adéquation aux données : J; (x,e);
2. erreur de couplage : A Jy (x,€);

3. champ de Markov : 5¢ (Dx; ) ;

4. rappel 2 0 : v ||z

Une bonne adéquation des données apparentes aux données simulées est visible

sur cette figure. Ceci montre le bon fonctionnement de la méthode et un réglage suf-

fisamment faible des parametres (3, ). La qualité des reconstructions montre que les

parametres ([3,7) sont choisis suffisamment élevés. De plus, les données finales sont
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F1GURE VIII.9 Données (a) et (b) et critere (c¢) au cours des itérations pour la régu-
larisation Lol — Ly

proches des données apparentes ce qui montre que A est suffisamment élevé pour étre
efficace. Ainsi I'erreur sur ’équation de couplage n’est pas trop importante. Les don-
nées finales sont proches des données simulées illustrant 'efficacité de la méthode et

du modeéele direct.

Initialisation Le critére peut posséder des minima locaux. Afin d’étudier I’existence
de ces minima a proximité de la solution a reconstruire, la méthode est testée avec une
autre initialisation. L’initialisation est effectuée avec le défaut simulé x* a reconstruire.
La solution obtenue en initialisant avec xq est appelée x; et x5 la solution obtenue en
initialisant avec &*. De méme, e; et e; sont les champs électriques estimés a la fin des
algorithmes initialisés respectivement par xy et *. A la figure[VIII.10] on présente les
résultats de reconstrution pour la méthode EF-Basique avec ces deux initialisations.

On voit sur cette figure que les deux reconstructions obtenues sont tres proches
mais comportent quelques différences. En effet, il apparait que l'initialisation avec le
défaut exact est plus proche du défaut exact a la convergence. Afin de déterminer
s’il s’agit de deux minima locaux, on trace le critére Jpaique (€0, €,) en posant @, =
vey + (1 — v) o, de méme e, = ve; + (1 — v) e,. Les critéres en question sont tracés
a la figure [VIILII] Sur cette figure, on trace également la meilleure reconstruction
obtenue au sens du critére Jyasque (T, €) dans Vect {(x1, e1), (22, €2)}.

Les valeurs du critere varient tres peu comme le montre cette figure. Il semblerait
que le critére varie trés peu autour du minimum, ce qui explique les difficultés pour

obtenir le minimum du critére et que x; et oy soient légerement différents. La diffé-
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FiGure VIII.10 Résultats de reconstruction par EF-Basique pour le défaut de 1 mm
de profondeur pour 2 initialisations
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FiGurEg VIII.11 Critére en fonction de v

rence entre x; et @y est liée a des difficultés de convergence lors de la minimisation
du critére Jpaique (T, €) et non a lexistence de minima locaux. Il peut étre nécessaire
de minimiser Jg.iqu (€, €) de maniére plus efficace afin d’obtenir une solution plus
proche du minimum. Des minima locaux peuvent exister mais semblent étre évités
grace a :

— l'initialisation : &* et &y ne sont pas tres éloignés;

— les contraintes de bornes : I’espace dans lequel sont recherchées les solutions est

restreint ce qui permet d’éviter des solutions non physiques.

VII1.3.3 Etude pour différents défauts

On cherche a démontrer qu’il est possible d’exhiber un réglage robuste des pa-

rameétres de régularisation (3,7, d) ainsi que du coefficient de pondération A. Dans
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I'idéal, un tel réglage est efficace pour d’autres défauts. Le réglage proposé (A, 3,7, 9) =
(1012, 1074,107°, 10*2> est testé sur d’autres défauts. L’étude débute avec un défaut

de profondeur de 2mm et de largeur 5mm. Les reconstructions sont présentées a la

figure [VIII.12]
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(a) Défaut 2mm simulé (b) Sans régularisation additive  (c) Régularisation LoL; — Ly

Ficure VIII.12 Effet de la régularisation sur la reconstruction par EF-Basique pour
le défaut de 2mm de profondeur

Le réglage adopté reste efficace pour le défaut de 2 mm meéme si la méthode com-
mence a montrer ses limites en profondeur. Cependant, ce défaut fait partie de ceux
utilisés pour régler la méthode. Pour illustrer l'efficacité, la reconstruction est effec-
tuée pour un défaut long avec 1 mm de profondeur et 8mm de largeur. Ce défaut

ne fait pas partie de I’ensemble utilisé pour régler les parametres. Les résultats sont

représentés a la figure [VIIT.13]
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Ficure VIII.13 Effet de la régularisation sur la reconstruction par EF-Basique pour
le défaut long

Compte tenu de la bonne adéquation du défaut reconstruit au défaut simulé avec
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le réglage choisi, ce dernier est également efficace pour ce défaut. Il est légitime de
penser qu’il le soit également pour une grande classe de défauts. Afin de s’en assurer,
la méthode est testée sur des défauts plus ou moins profonds. La profondeur est le
parametre qui semble avoir le plus d’influence sur la qualité des reconstruction a
cause de la nature surfacique des courants de Foucault. Les EQR obtenues pour les

différents défauts testés sont résumées a la table [VIIL3L

Défauts 1 mm 1,5mm 2mm 2,5 mm Long
EQR 2.91 x 1072 | 4.54 x 1072 | 4.97 x 1072 | 5.29 x 1072 | 4.03 x 1072
Profondeur 1,04 mm 1,44 mm 1,66 mm 2,06 mm 1,04 mm
Nb. itérations CSI 104 252 324 492 118
Temps [s] 3,64 x 103 | 6,74 x10% | 5,18 x 10® | 6,66 x 10*> | 4,51 x 10?

TABLEAU VIIL.3 EQR, profondeur, nombre d’itérations CSI et temps de calcul
pour différents défauts avec la méthode EF-Basique avec le réglage (A, (3,0,v) =
(102,1074,1075,1072)

On observe sur cette table que les EQR augmentent avec la profondeur du défaut.
Plus le défaut est profond, moins les données sont sensibles a la profondeur du défaut
et plus il est difficile de reconstruire le défaut. La difficulté se manifeste par une dégra-
dation de 'EQR en fonction de la profondeur mais également par une augmentation
du nombre d’itérations CSI. En effet, sur ce dernier point, un regard sur les solutions
au fur et & mesure des itérations montre que le défaut se diffuse. Des lors, plus un
défaut est grand et plus la diffusion nécessite d’itérations pour s’effectuer. Par contre,
cette augmentation du nombre d’itérations ne se traduit pas nécessairement par une

augmentation du temps de calcul nécessaire.

VIII.3.4 Etude des méthodes XF-Basique et XF-CSI avec ou

sans réglage heuristique de \

VII1I.3.4.a Défaut de 1 mm

Dans les sections précédentes, on a notamment illustré 'efficacité de la méthode
XF-Basique. Au chapitre [V] deux critéres sont proposés : les criteres XF-Basique et

XF-CSI. Dans cette section, ces différentes méthodes sont comparées en termes de
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résultats de reconstruction. Compte tenu du réglage automatique de A tres présent
dans la littérature pour les méthodes de type MGM/CSI, une adaptation du calcul
automatique de A est proposée au chapitre |V| pour les méthodes XF-Basique et XF-
CSI. Ces heuristiques sont également testées dans ce chapitre. Il est donc proposé de
comparer les quatre méthodes (EF-Basique/EF-CSI avec choix automatique/manuel
de \) avec les données simulées a disposition. Les reconstructions pour les méthodes

EF-Basique/EF-CSI avec A réglé de maniére automatique ou manuelle pour le défaut
de 1mm sont montrées a la figure [VIII.14]
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F1GURE VIII.14 Comparaison des résultats de reconstruction entre les méthodes pour
le défaut de 1 mm de profondeur

Il apparait sur cette figure que les résultats de reconstruction sont tres proches les
uns des autres. Bien que le réglage automatique de Ag; puisse fournir des solutions
dégénérées en tomographie par micro-ondes (Barriere et al., [2009), ce n’est pas le cas
pour notre méthode. L’utilisation des contraintes de bornes, le rappel a 0 et la petite
zone d’intérét semblent permettre d’éviter les valeurs physiquement aberrantes et les

solutions dégénérées.
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On cherche a comparer les méthodes proposées en termes d’EQR et de « critere
primal » Jy., (z) de 1'équation (V.21). L’EQR et le critére primal pour les quatre
méthodes au cours des itérations sont tracés a la figure [VIIL.T5]
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Ficure VIII.15 Comparaison des EQR et du critere primal entre les méthodes de
reconstruction pour le défaut de 1 mm de profondeur

Il est visible sur cette figure que 'EQR et le critere primal pour les quatre méthodes
diminuent au cours de la minimisation. Cependant, sur cette figure, la méthode EF-
Basique semble plus efficace car les solutions obtenues a la convergence ont des valeurs
d’EQR et de critere primal plus faibles. De plus, elle nécessite moins de temps de calcul

pour obtenir une meilleure solution.

VII1.3.4.b Défaut de 2mm

Afin de pouvoir étudier davantage ces méthodes et ainsi tirer des conclusions plus
consistentes, celles-ci sont testées avec le défaut de 2 mm de profondeur. Les résultats
de reconstruction pour le défaut de 2mm sont tracés a la figure [VIIT.16]

Les limites de ces méthodes en termes de qualité de reconstruction apparaissent
sur cette figure. En effet, le défaut reconstruit n’atteint pas la profondeur de 2 mm
qui correspond a la profondeur du défaut simulé. Les méthodes EF-Basique et EF-
CSI ont des résultats tres proches. Le réglage automatique de A pour EF-CSI semble
permettre de reconstruire plus profondément. A l'inverse, le réglage automatique dans

le cas de \ pour EF-Basique donne des résultats plus mauvais que ceux obtenus avec
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Ficure VIII.16 Comparaison entre les méthodes de reconstruction pour le défaut de
2mm de profondeur

réglage manuel. On trace a la figure [VIIT.17] I'évolution de 'EQR et du critére primal
au cours des itérations.

On voit sur cette figure que la méthode EF-Basique est toujours la méthode la plus
efficace & temps de calcul équivalent, méme si, pour ce défaut, la méthode EF-CSI
avec Acg; automatique donne de meilleurs résultats de reconstruction et un critere

primal plus faible & la fin de la minimisation.

VIIL.3.4.c Etude du réglage automatique de A

D’apres les résultats précédents, la méthode EF-CSI avec A\ automatique donne
de bons résultats alors que la méthode EF-Basique avec Ag,.qu automatique procure
de mauvais résultats. On cherche a expliquer les différences de résultats entre ces deux
réglages. L'évolution de Acg au cours des itérations est tracée a la figure [VIII.18]

La variation de g présentée a la figure montre que la valeur de Mg

automatique est tres élevée au commencement de la reconstruction, elle est de 1'ordre
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Ficure VIII.17 Comparaison entre les méthodes de reconstruction pour le défaut de
2mm de profondeur

de 10'3. 11 est montré plus loin, que des problémes de conditionnement se posent
lorsque A est trop élevé mais donne de meilleurs résultats de reconstruction. Cette
figure montre que Ao est strictement supérieur & A = 10'2. Cette derniére valeur
est choisie manuellement pour les méthodes EF-Basique et EF-CSI lorsque A est fixé
et constant tout au long de la minimisation. A est choisi de facon a présenter un
compromis intéressant entre temps de calcul et qualité de reconstruction. A I'inverse,
avec le calcul automatique, Ag.qqu. €st de 'ordre de 10'%. Cet ordre de grandeur est
trop faible pour que la solution ait un sens surtout pour des défauts profonds. La

valeur de X est trop faible pour des défauts profonds, c’est pourquoi elle n’est pas tres

810" 810"
< <

0 50 100 150 200 250 0 200 400 600 800 1000
ltérations ltérations

(a) Défaut 1 mm (b) Défaut 2 mm

FiGure VIII.18 Evolution de Acg; au cours des itérations pour les défauts de 1 mm
et 2mm de profondeur
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efficace pour le défaut de 2 mm alors que dans le cas du défaut de 1 mm elle semble

étre efficace. Ce choix de Ag,qque €St donc a proscrire par la suite.

Il peut également étre remarqué que Mg décroit strictement au cours des itéra-
tions, ce qui revient a relacher la contrainte de couplage au cours de la reconstruction.
Cette relaxation est contraire a ce qu’il est logique de faire. En effet, il est plus ju-
dicieux de relacher la contrainte au début de la reconstruction puis de contraindre
au fur et a mesure I’équation de couplage. Lorsque A est élevé le conditionnement se
dégrade, c’est pourquoi il est plus intéressant d’augmenter A au cours des itérations
et non de faire I'inverse.

Il apparait également que Aqg (cf. équation (V.14))) pour le défaut de 2mm est
toutefois supérieur a celui du défaut de 1 mm, ce qui est logique car 1’énergie des
données est plus élevée pour le cas de 2mm. Ceci signifie que le Acg; est plus élevé
au démarrage lorsque le défaut est plus profond ce qui est cohérent avec les observa-
tions effectuées & la figure [VIII.I8| En effet, étant donné que le maillage est identique
quel que soit le défaut et que le champ incident est indépendant du défaut, le terme
0 |CT eq||” est toujours le méme & Dinitialisation pour des défauts de méme lar-
geur. Par contre, le terme Y, ”AZgHQ dépend du défaut a reconstruire et augmente
avec la profondeur a largeur constante. Ainsi, plus le défaut est profond et plus Aqg
automatique est élevé au démarrage et plus les probléemes de conditionnement sont
forts. Toutefois, choisir un A plus élevé lorsque le défaut est plus profond est judicieux
comme cela est montré plus loin dans ce chapitre.

Comme cela a été constaté précédemment, les reconstructions par la méthode EF-
CSI avec Aqgr automatique sont meilleures. Il faut se demander si cela ne provient pas
uniquement de la valeur de \.g; automatique qui est toujours plus élevée que la valeur
de A = 10'? fixée manuellement au debut du probléme. Les méthodes EF-CSI et EF-
Basique sont donc testées sur le défaut 2mm avec le méme A.g; que celui obtenu a
Iarrét de la méthode EF-CSI avec Acg; automatique. A la fin de la méthode EF-CSI
avec \og; automatique, A vaut 3,8 x 10'2. Les résultats de reconstruction sont affichés
a la figure [VIII.T9]

Il apparait sur cette figure que les défauts de reconstruction sont tres proches
visuellement. Les EQR et les profondeurs estimées sont listées a la table [VITL.4] pour
différents défauts.

Il apparait sur cette table que les EQR pour les méthodes EF-CSI avec et sans
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Ficure VIII.19 Comparaison entre les méthodes de reconstruction pour le défaut de
2mm de profondeur avec le méme A final

Méthode | EF-Basique EF-CSI EF-CSI avec Aqg auto.
EQR 3,28 x 1072 | 3.70 x 1072 3.67 x 1072
Profondeur 1,66 mm 1,66 mm 1,66 mm
Temps 3] 1,7 x 104 8,9 x 10* 6,3 x 10*

TABLEAU VIII.4 EQR, profondeur et temps de calcul pour les différentes méthodes
pour le défaut 2mm avec Ao = 3,8 x 1012

réglage automatique de Aqog. A linverse, 'EQR de la méthode EF-Basique est plus
faible. Cependant, le critere XF-Basique n’est pas équivalent au critere XF-CSI. Il
peut donc étre conclu que la différence en termes de qualité constatée auparavant
pour les deux choix possibles de Aqg; n’est rien d’autre qu’une question de réglage de
A. Il peut étre également remarqué que les EQR sont assez différentes entre EF-CSI et
EF-Basique sans qu’il n’y ait de fortes différences visuelles entre les solutions. Enfin,
le temps de calcul de EF-Basique est bien inférieur a celui de EF-CSI avec ou sans
réglage automatique. Ce dernier point confirme les estimations de cotit par itérations

effectuées au chapitre [VI

VII1.3.4.d Nombre d’itérations GC

On cherche a étudier le conditionnement des critéres minimisés et le cotit de calcul.
C’est pourquoi, le nombre d’itérations de GC nécessaires pour la minimisation du

critére par rapport & e/w a chaque itération des algorithmes de minimisation CSI
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pour les défauts de 1mm et 2mm de profondeur sont tracés a la figure [VIII.20]
Le nombre d’itérations GC est un indicateur du conditionnement car, plus il faut

d’itérations pour la minimisation et plus le conditionnement est mauvais. De méme,
la minimisation par rapport a e/w est I’étape la plus cotiteuse durant la minimisation.
La minimisation par rapport a x est négligeable en termes de temps de calcul. C’est

pourquoi, le nombre d’itérations GC est également un indicateur du cotit de chaque
itération CSI.

’\ —— EF-Basique —— EF-Basique
H -—--EF-Basique % auto. -—--EF-Basique % auto.
kbt Ercst | R 1 |- EF-CSI
10* EF-CSI % auto. H EF-CSI 2 auto.
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Ficure VIII.20 Comparaison entre les méthodes de reconstruction pour les défauts
de 1mm et 2mm de profondeur en termes de nombre d’itérations

Le nombre d’itérations CSI est plus faible que dans le cas des méthodes EF-
Basique. Cependant, ce n’est pas suffisant pour en conclure que ces méthodes cotitent
moins cher. Le nombre total d’itérations de GC permet d’avoir une idée du cofit
calculatoire total nécessaire pour résoudre le probleme. On voit sur cette figure que
la méthode EF-Basique nécessite beaucoup plus d’évaluations de gradient a chaque
itération CSI que la méthode EF-CSI avec ou sans réglage automatique de A.g.
Cependant, il faut garder a ’esprit que chaque évaluation du gradient avec la méthode
EF-Basique est beaucoup moins cotiteuse. En effet, elle ne fait intervenir que des
multiplications matricielles de matrices creuses alors que la méthode EF-CSI nécessite
I'inversion de systémes a chaque évaluation.

On peut penser que la différence de nombre d’itérations de GC nécessaires entre
les deux méthodes provient d’un meilleur conditionnement de I’équation de couplage

utilisée. En effet, pour obtenir le critere XF-CSI, on multiplie a gauche 1’équation
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de couplage initiale par la matrice Ay Cette multiplication est équivalente & un
préconditionnement. Ceci peut expliquer pourquoi la minimisation du critere CSI par
rapport a w nécessite moins d’itérations GC que la minimisation du critere Basique
par rapport a e. Par contre, on voit qu’améliorer le conditionnement des systemes
linéaires par rapport a w a résoudre n’améliore pas le conditionnement du probléme
global puisqu’il faut davantage d’itérations CSI a la méthode XF-CSI pour converger
que la méthode XF-Basique.

VIII.3.4.e Syntheése

Afin d’afficher certaines tendances et tirer des conclusions plus fermes, les mé-
thodes sont comparées sur différents défauts. A la table les EQR des recons-

tructions pour les différentes méthodes pour plusieurs défauts sont comparées.

1 mm 1,5mm 2mm 2,5 mm Long
Basique 2,91 x 1072 | 4,54 x 1072 | 4,95 x 1072 | 5,29 x 1072 | 4,03 x 102
Basique \ auto. | 4,18 x 1072 | 6,29 x 1072 | 9,45 x 1072 | 1,15 x 107! | 6,22 x 1072
CSI 3,34 x 1072 | 5,15 x 1072 | 5,63 x 1072 | 6,44 x 1072 | 5,05 x 1072
CSI X auto. | 2,94x1072|3,95x 1072 | 3,67 x 1072 | 4,62 x 1072 | 3,58 x 1072

TABLEAU VIIL.5 EQR pour les différentes méthodes et les différents défauts

Les méthodes proposées sont tres efficaces, méme si en profondeur il est plus
difficile d’étre précis. Quelle que soit la méthode employée, 'EQR augmente avec
la profondeur du défaut. Ceci correspond a ce qui était attendu : plus le défaut est
profond et moins les données sont sensibles et plus il est difficile d’étre précis. Il peut
tout de méme étre remarqué une tres bonne résolution du défaut reconstruit dans le
sens horizontal en surface. En effet, la largeur du défaut ne semble pas étre difficile a
estimer.

A la table [VITL.6] le temps de calcul nécessaire pour atteindre la convergence lors

de la minimisation du critere est listé pour chaque méthode et pour différents défauts.

Il apparait sur cette derniere table que la minimisation du critere EF-CSI est sys-
tématiquement plus longue que celle du critere EF-Basique que la valeur de X soit

fixée ou non. En 2D et pour le maillage adopté, le critere EF-CSI est plus cofiteux a
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1 mm 1, 5mm 2mm 2,5 mm Long
Basique 3,64 x 10% | 6,74 x 10® | 5,18 x 10® | 6,66 x 103 | 4,51 x 103
Basique X auto. | 2,18 x 103 | 3,74 x 103 | 2,45 x 10% | 4,57 x 10® | 3,49 x 10?
CSI 8,06 x 10% | 2,30 x 10* | 2,60 x 10* | 3,98 x 10* | 1,05 x 10*
CSI \ auto. 1,28 x 10* | 4,38 x 10* | 6,28 x 10* | 5,27 x 10* | 1,79 x 10*

TABLEAU VIIL.6 Temps de calcul en [s] nécessaire pour les différentes méthodes et
les différents défauts

minimiser. Il est difficile a priori de savoir si ce cotit plus élevé pour d’autres maillages
et pour un cas 3D. Il apparait également que la minimisation du critere EF-CSI le
réglage automatique de A nécessite plus de temps de calcul que la minimisation pour
ce méme critére a A fixé. Ceci provient de la valeur de A qui est beaucoup plus élevée.
Dans le cas du critere EF-Basique, c’est exactement le contraire qui se produit, le

réglage automatique de A emploie des valeurs tres faibles.

Etant donné que les méthodes développées présentent des difficultés pour recons-
truire des défauts en profondeur, on cherche a illustrer et a identifier les limites de
ces méthodes. Différents défauts de méme largeur mais de profondeurs différentes
sont reconstruits. A l'aide de la méthode proposée au chapitre [VII] la profondeur de
chaque défaut reconstruit est estimée. Avec ces profondeurs, un diagramme profon-
deur estimée en fonction de la profondeur réelle est tracé a la figure pour
chaque méthode. De plus, un diagramme représentant le temps de calcul en fonction
de la profondeur du défaut a reconstruire est également présenté.

Il apparait sur ces figures que le réglage automatique de Acg; permet d’avoir des
meilleures reconstructions pour la méthode EF-CSI car les défauts sont bien recons-
truits en profondeur. Contrairement, a la méthode EF-Basique, il est donc possible
d’avoir un réglage automatique de A tout en obtenant des résultats corrects. Il faut
garder a 'esprit que cette méthode reconstruit mieux les défauts profonds uniquement
parce qu’elle choisit une valeur de A plus élevée, comme le montre une étude présentée
précédemment. Par contre, ce gain en efficacité cotite cher en temps de calcul.

Les méthodes EF-Basique et EF-CSI sont tres efficaces pourvu que A soit fixé suf-
fisamment élevé. Il faut noter que si la différence en termes d’EQR paralt importante
sur la table cette différence 'est beaucoup moins en termes de profondeur
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Ficure VIII.21 Diagrammes de la profondeur estimée (a) et du temps (b) en fonction
de la profondeur du défaut a estimer pour les méthodes EF-Basique et EF-CSI avec
ou sans réglage automatique de A

estimée. Sans réglage automatique, la méthode EF-Basique est plus efficace que la
méthode EF-CSI en termes d’EQR pour un cofit de calcul plus faible. Par contre la
méthode EF-Basique sans réglage automatique est légerement moins efficace que la
méthode EF-CSI avec réglage automatique, cependant son cotit de calcul est beau-
coup plus faible. La méthode EF-Basique semble présenter un bon compromis effica-
cité/cott de calcul méme s’il est nécessaire de calibrer Ag,qique-

A Tinverse, la méthode EF-Basique avec le réglage automatique de A donne les
plus mauvais résultats. Or la seule différence avec la méthode EF-Basique est le choix
de Ap.que- La valeur de Ag, 0 €st de 'ordre de 10" avec le calcul automatique, cette
valeur est trop faible pour obtenir des reconstructions fiables par rapport a la valeur
fixée manuellement A = 10'2. C’est pourquoi, I'estimation automatique de Agaque

n’est plus effectuée dans la suite de ce manuscrit.

VIIIL.3.5 Impact de ) sur les reconstructions

Au chapitre [VI, une méthode de minimisation sous contraintes de couplage est
proposée car il est montré que les reconstructions sont de meilleure qualité lorsque
A augmente. Les résultats de reconstructions obtenues pour différentes valeurs de
= {10107 10'2,10', 10, 1018, 1020} avec la méthode EF-Basique sont illustrés a la
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figure [VIII.22]
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Ficure VIII.22 Impact du parametre A\ sur la qualité de reconstruction pour la
méthode EF-Basique dans le cas du défaut de 2 mm de profondeur

Ces courbes confirment de maniere plus spectaculaire I'impact de A sur la qualité
de reconstruction. Lorsque \ est trop faible, le défaut est mal reconstruit, notamment
en profondeur. L’équation de couplage n’est pas respectée et la solution n’a pas de
sens. A l'inverse, il existe une valeur de A a partir de laquelle les différences entre les
reconstructions sont trés faibles. En effet, I'impact de A est minime & partir de 10%6.
On explique ici comment sont obtenues ces courbes. Minimiser directement le critere
EF-Basique pour des valeurs de A > 103 est trés inefficace. C’est pourquoi, le critére
EF-Basique est minimisé en augmentant log {\} par paliers de 0.25. A\ est augmenté
lorsque la convergence est atteinte pour la valeur courante de A, permettant ainsi de
retarder les problemes de conditionnement et d’avoir une initialisation tres proche
de la solution a la convergence. L’EQR, l'erreur de couplage ainsi que le nombre
d’itérations en fonction de A sont tracées a la figure [VIIT.23

Il est apparait que 'EQR diminue avec \. De plus, l'erreur de couplage diminue

également lorsque A augmente. Le nombre d’itérations nécessaires pour converger
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Ficure VIIIL.23 Impact de A sur la qualité de reconstruction et la vitesse de conver-
gence pour la méthode EF-Basique

augmente trés fortement a partir de 102, illustrant ainsi les problémes de condition-
nement qui se posent lorsque A augmente. C’est a partir de cette valeur que 'EQR
semble arriver a saturation. De plus, le nombre d’itérations indiqués est le nombre
d’itérations total en utilisant la minimisation CSI du critere XF-Basique avec A qui
augmente par palier. Dés que A > 10 il est nécessaire de procéder a plus de 2000
itérations CSI. C’est une limite importante de la méthode, pour obtenir une bonne
solution il faut que \ soit tres élevé, mais il faut beaucoup de temps pour y arriver.
Il semble donc qu’il existe une valeur \.;,, au-dessus de laquelle les reconstructions
ne varient plus, ici Amin = 106, A T'inverse, il existe une valeur A\yax, au-dessous de
laquelle il est tres difficile d’obtenir une solution, ici Ayax = 10*2. Dans un cas favo-
rable, Anin = Amax. Dans un cas idéal, A, > Anax. Malheureusement, ce n’est pas

notre cas.

VIII.4 Conclusion

Dans ce chapitre, le critere DF-Basique a été testé afin d’étudier I'impact de la
régularisation et des contraintes de bornes sur les reconstructions. Il a été montré que
la régularisation Lol, — Ly pour le champ de Markov ainsi que le terme de rappel a
0 sont tout a fait adaptés pour représenter les défauts a reconstruire. On a également
montré que les contraintes de bornes permettent de stabiliser le probleme et d’obtenir

des solutions physiquement plus admissibles.

La méthode XF-Basique adaptée aux différents modeles développés a été testée.
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Cette méthode se montre efficace lorsque la régularisation est adaptée aux caractéris-
tiques du défaut. On a montré qu’il était possible d’adapter efficacement les méthodes
de type MGM/CST a des modeles différentiels et notamment EF. En effet, I'adapta-
tion des méthodes de type CSI a des modeles DF avait déja été effectuée dans la
littérature (Gilmore et al), 2009) mais pas & un modele EF. 11 a été également illustré
qu’il n’était pas nécessaire de passer a une formulation en sources de contraste ni en
forme de champs des équations d’observation et de couplage pour obtenir une mé-
thode de reconstruction efficace a I’aide de la méthode XF-Basique. Ceci montre que
la généralisation des méthodes de type MGM /CSI proposée au chapitre [I| fonctionne
correctement. Le modele EF semble donner des résultats plus précis que le modele
DF, ceci peut étre dii au maillage triangulaire irrégulier qui permet de mailler fine-
ment dans la zone d’intérét et grossierement en dehors. Toutefois, la présente étude
ne permet pas de déterminer si les modeles EF sont ou ne sont pas, plus efficaces que
les modeles DF dans un cadre d’inversion. Ce n’est pas le propos de ce travail.

On a montré qu’il était possible d’exhiber un réglage de parametres sous-optimal
qui permette de reconstruire efficacement de nombreux défauts, notamment les dé-
fauts profonds. En effet, la robustesse de la méthode au réglage des parametres condi-

tionne son applicabilité in situ.

Il a été montré que la méthode EF-CSI avec réglage automatique était un peu
plus efficace que la méthode EF-Basique sans réglage automatique. Cependant, il a
été montré que la méthode EF-Basique pouvait étre plus efficace pour un temps de
calcul moindre que la méthode EF-CSI en choisissant une valeur de A plus forte. Il
apparait donc que le critere EF-Basique est plus facile & minimiser que le critere EF-
CSI puisqu’il nécessite moins d’itérations CSI et moins de temps de calcul pour des
résultats tres proches.

Les criteres XF-Basique et XF-CSI sont différents, cependant des solutions tres
proches peuvent étre trouvées. Il se peut que la différence entre les solutions soit
due au réglage de A. Les méthodes de types MGM/CSI dans leur forme classique
emploient une heuristique pour choisir une valeur de A. Dans ce chapitre, les heu-
ristiques utilisées pour Agque €6 Acsr sont directement inspirées de ces méthodes. La
méthode CSI a supplanté la méthode MGM apres qu’elles aient été comparées sur
un seul probléme. Les valeurs de A n’ont jamais été étudiées dans la littérature pour

ces méthodes. Il se peut que la différence de résultats entre la méthode MGM et la



172

méthode CSI, provienne uniquement d’un choix de A trop faible dans le cas de la
méthode MGM a cause de ’heuristique employée et non d’une différence de critere.
Si tel est le cas, il pourrait étre envisagé d’employer le calcul de A¢g; aux méthodes
MGM ou Basique.

Quelle que soit la méthode, on remarque qu’il est plus difficile de reconstruire les
défauts en profondeur. Au-dela de 1.5 mm, les méthodes montrent quelques signes de
faiblesse. Pour les cas difficiles, A\ doit étre choisi plus élevé. Contraindre I’équation
de couplage peut améliorer les résultats de reconstruction. Cependant, augmenter la
valeur de A n’est pas nécessairement une bonne solution puisque le nombre d’itérations

nécessaires pour converger augmente tres fortement avec \.
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Chapitre IX

Reconstructions par méthodes sous

contraintes de couplage

Dans le chapitre [VIII] les résultats de reconstruction pour les méthodes XF-
Basique et XF-CSI ont été présentés. Il est apparu de maniere tres claire que le
réglage de A\ a un fort impact sur les résultats notamment pour les défauts profonds.
Ces défauts sont plus difficiles a reconstruire car les données sont moins informatives
en profondeur. Plus A est élevé et meilleurs sont les résultats. Il apparait donc que
contraindre I’équation de couplage améliore significativement les résultats. Pour la
minimisation du critére primal, les méthodes de descente sont classiques en tomogra-
phie de diffraction. Ces méthodes sont extrémement cotiteuses a cause de la résolution
Afin d’éviter ces difficultés, on propose au chapitre [V d’utiliser une méthode de type
Lagrangien augmenté. Cet algorithme permet de résoudre le probleme en contraignant
I’équation de couplage, ce qui a également I'avantage de régler automatiquement le
coefficient de pondération .

Dans ce chapitre, on présente une étude d’impact de ’emploi du Lagrangien aug-
menté sur les résultats de reconstruction, sur le nombre d’itérations nécessaires et sur
le temps de calcul avec le défaut de profondeur de 2mm. Par la suite, I'efficacité de
la méthode est évaluée avec d’autres défauts et est comparée aux autres méthodes
décrites aux chapitres |V|et [VI] : les méthodes EF-AL-CSI et EF-CSI avec A automa-
tique.
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IX.1 Introduction du Lagrangien augmenté

IX.1.1 Résultats

La méthode EF-AL-Basique est testée avec le défaut de 2 mm de profondeur déja
présenté au chapitre [VITI Ce défaut est employé car il est plus difficile & reconstruire
que le défaut de 1 mm et les effets du Lagrangien augmenté sont plus visibles. Le ré-
glage sous-optimal (3,7,d) = (10_4, 1072, 10_2) est choisi pour les hyperparamétres.
C’est le méme réglage que celui employé pour les méthodes EF-Basique et EF-CSI.
En effet, le maillage ne change pas par rapport au chapitre [VIII] or le maillage a un
impact important sur le choix de (3, 7 et . De plus, \ ne nécessite plus d’étre réglé,
exceptée sa valeur initiale qui vaut 10'° avec la régle proposée au chapitre On

présente les résultats de reconstruction obtenus a la figure [X.1]

" 1 0 1
-0. 0.8 -0.5 y
- E 1
— 0.6 X
E p
E -1 : -1.5
N
0.4 .
- -2
2. 0.2 25 .
-3 ! ) o -3 o
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=]
®

o
>

Conductivité relative

Conductivité relative
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°©
n

o
5

(a) Sans régularisation additive  (b) Régularisation Lol — Ly

Fi1GURE IX.1 Effet de la régularisation sur la méthode EF-AL-Basique pour le défaut
de 2mm de profondeur

Il est difficile de reconnaitre le défaut avec la reconstruction non régularisée méme
si elle semble présenter une bonne résolution horizontale jusqu’a 1 mm de profondeur.
Cependant, en dessous de cette profondeur, la solution est tres bruitée et inexploitable.
La régularisation permet d’améliorer grandement les reconstructions puisque le défaut
reconstruit a une profondeur d’environ 2mm. Le défaut reconstruit est tres proche
du défaut simulé, ce qui illustre I'efficacité de la méthode.

Pour étudier la décroissance de 'EQR au cours des itérations, on la trace a la
figure [[X.2]

L’EQR se dégrade dans le cas non-régularisé, la solution procurée est donc moins

bonne que la solution initiale qui ne comporte pas de défaut. A l'inverse, dans le cas
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[ 50 100 150 200 250 [ 100 200 300 400
Itérations Itérations

(a) Sans régularisation additive  (b) Régularisation LoLy — Ly

Ficure IX.2 EQR pour EF-AL-Basique au cours des itérations pour le défaut de
2mm de profondeur

régularisé, la reconstruction est plus proche du défaut simulé que l'initialisation. Le
nombre d’itérations CSI nécessaire pour obtenir une solution a augmenté par rapport
au cas non-régularisé. En théorie, en régularisant le conditionnement du probleme est

amélioré, une diminution du nombre d’itérations nécessaires aurait été attendue.

L’objectif de la méthode de Lagrangien augmenté est de minimiser un probléme
sous contraintes. La contrainte concerne ici I’équation de couplage, ce qui est équi-
valent a faire tendre A vers I'infini dans les criteres XF-Basique et XF-CSI. La méthode
du Lagrangien augmenté est donc censée minimiser le critére primal Jy;, (). On note
également que le critere minimisé par les méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI est
exactement le méme en théorie. Pour s’assurer du bon fonctionnement de la méthode,
il ’agit de vérifier que le critére primal diminue. A la figure [X.3] les courbes du La-
grangien augmenté L (x, e, k) et du critere primal Jy () au cours des itérations sont
présentées.

Il apparait sur cette figure que le critére primal diminue au cours des itérations.
De plus, on voit également que le Lagrangien rejoint le critere primal pour les der-
nieres itérations. En effet, lorsque la contrainte est respectée, t, est nul, le Lagrangien
augmenté et le critere ont les mémes valeurs. L’effet de A sur 'erreur de couplage est
également visible. En effet, I'erreur de couplage tend vers 0 lorsque A augmente. Lors
des dernieres itérations, A augmente tres fortement, ce qui force I'erreur de couplage

a tendre vers 0.
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Lagrangien augmenté "
***** Critére primal r
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FIGURE IX.3 Etude du critére primal Jy. (x), de 'erreur de couplage et de A au cours
des itérations

IX.1.2 Initialisation

Tout comme au chapitre [VITI] la présence de minima locaux ainsi que la conver-
gence de la méthode sont étudiés. A la figure [X.4] on présente les résultats de re-
construction pour la méthode EF-Basique avec 'initialisation avec le défaut «* utilisé

pour simuler les données.
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(a) @1 : initialisation sans défaut (b) @2 : initialisation avec défaut
exact

Fi1GURE IX.4 Résultats de reconstruction par EF-AL-Basique pour le défaut de 2 mm
de profondeur pour deux initialisations

Il est visible sur cette figure que les reconstructions obtenues sont tres proches
mais comportent quelques différences. En effet, sur les bords des reconstructions, on
peut noter des dissemblances. De plus, il semble que l'initialisation avec la plaque sans
défaut est plus proche du défaut exact a la convergence. Afin de déterminer s’il s’agit

de deux minima locaux, on trace le critere Jy, (x,) en posant @, = va; + (1 — v) x,
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en appelant x; la solution obtenue en initialisant avec g et @, la solution obtenue

en initialisant avec x*. Le critére en question est tracé a la figure [[X.5]

0.0309 0 1
0.0300
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0.0308 - 4
H X
° E-15
g o.0%08F N
S .
0308 - -2
-2.5 :
X -3 0
-0.2 o 02 04 068 08 1 1.2 S0 5 0 5 10

v

=)
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o
=N

mm]
Conductivité relative

o
IS

o
Y

x [mm]

(a) Critere primal (b) argmin,, Jxv

FiGURE IX.5 Critere en fonction de v

On remarque que le minimum du critére primal est plus proche de @, que de
x5. Toutefois, tout comme ce qui est observé au chapitre [VIII, le minimum dans
Vect {x1, X2} ne se situe pas en x. Le critére semble tres peu diminuer avec la varia-
tion de v illustrant ainsi le caractere tres plat du critére. La meilleure reconstruction

au sens du critere primal dans cet espace est également tracée sur cette méme figure.

IX.2 Comparaisons entre EF-Basique et EF-AL-

Basique

I1X.2.1 Défaut de 2mm

Il s’agit désormais de comparer les méthodes EF-Basique et EF-AL-Basique pour
montrer la nécessité de respecter la contrainte de couplage pour améliorer les recons-
tructions. Le défaut reconstruit par chacune des deux méthodes est tracé a la figure
IX.6

Il y a une forte différence visuelle importante entre les solutions pour les deux
méthodes dans le cas du défaut 2mm de profondeur. La méthode EF-AL-Basique
reconstruit mieux le défaut en profondeur que la méthode EF-Basique. L’apport du
Lagrangien augmenté est indéniable. On trace a la figure I’EQR au cours des
itérations par la méthode EF-Basique et par la méthode EF-AL-Basique afin d’étudier

les différences de comportement entre les méthodes.
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FIGURE IX.6 Reconstructions pour la méthode EF-Basique (a) et EF-AL-Basique (b)
pour le défaut de 2mm de profondeur

Il est visible que la méthode EF-AL-Basique a une EQR supérieure a celle de la
méthode EF-Basique a temps équivalent. Cependant, a la fin de la minimisation, la
méthode EF-AL-Basique a une solution avec une meilleure EQR comme le montre la
figure [X.6] On remarque également sur la figure que le temps de calcul nécessaire
pour la convergence est plus élevé pour la méthode EF-AL-Basique. A cette courbe
s’ajoute I’évolution de A au cours des itérations ainsi que le nombre d’itérations de
GC afin de mettre en évidence la dégradation du conditionnement du probleme.

Il apparait sur la figure que le nombre d’itérations CSI est plus élevé pour
la méthode EF-AL-Basique que pour la méthode EF-Basique. Ce point n’est pas si
étonnant étant donné que la méthode EF-AL-Basique peut se résumer grossierement
a une succession de méthodes EF-Basique.

De maniere globale, chaque itération CSI pour EF-AL-Basique nécessite autant
d’itérations GC que la méthode EF-Basique lors de la minimisation par rapport a e.
Le cotit de chaque itération GC est a peu pres le méme pour les deux méthodes. Il faut
noter tout de méme qu’il y a quelques pics en ce qui concerne le nombre d’itérations
GC pour la méthode EF-AL-Basique. Il apparait que ces pics correspondent a chaque
fois a une augmentation de A. Autrement dit, au début de chaque boucle de Lagrangien
augmenté le nombre d’itérations GC augmente énormément. A la fin de 'algorithme,
A augmente a chaque itération CSI, par conséquent le nombre d’itérations GC est
tres important aux dernieres itérations. Le cofit calculatoire est donc plus important
pour la méthode EF-AL-Basique. Enfin, le nombre d’itérations de GC nécessaires
pour la méthode EF-AL-Basique semble augmenter fortement lorsque A augmente

tres fortement illustrant ainsi la dégradation du conditionnement du probleme.
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FIGURE IX.7 EQR et critére primal Jy, (x) pour la méthode EF-Basique et pour la
méthode EF-AL-Basique

I1X.2.2 Autres défauts

L’objectif est d’étudier les effets du Lagrangien augmenté sur les reconstructions.
Il est proposé de tester la méthode proposée sur d’autres défauts avec le méme réglage
pour les hyperparametres. L’étude débute avec le défaut de profondeur 1 mm et de
largeur 5mm. On effectue les reconstructions a la figure [X.9

Le réglage adopté est efficace pour le défaut de 1 mm de profondeur. De plus, il
semble, sur cette figure, que la méthode EF-AL-Basique est plus efficace que EF-
Basique en termes de qualité de reconstruction. En effet, les éléments non-nuls dans
le cas de EF-Basique semblent prendre une valeur plus élevée. Les bords sont alors
plus francs. Pour faire des comparaisons équivalentes, la reconstruction du défaut long
avec 1 mm de profondeur et 8mm de largeur est également effectuée. Les résultats
sont présentés a la figure

Le réglage adopté est efficace pour le défaut long. De plus, il est visible sur cette
figure que la méthode EF-AL-Basique est également plus efficace que EF-Basique
en termes de qualité de reconstruction. Les bords sont plus francs dans le cas avec
Lagrangien augmenté. On présente a la table une comparaison entre les EQR
pour différents défauts pour les deux méthodes proposées.

Il est visible sur cette table que le gain en termes de qualité de reconstruction
peut étre tres important dans les cas de défauts plus profonds donc plus difficiles.

Cependant, une forte perte en termes de EQR peut étre provoquée pour des cas plus
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F1GURE IX.8 A et nombre d’itérations GC pour la méthode EF-Basique et pour la
méthode EF-AL-Basique

1mm 1.5mm 2mm 2.5 mm Long
Basique | 2,91 x 1072 | 4,54 x 1072 | 4,96 x 1072 | 5,29 x 1072 | 4,03 x 1072
AL-Basique | 3,59 x 1072 | 4,47 x 1072 | 2,56 x 1072 | 3,47 x 1072 | 4,15 x 1072
Taux 23.4% —1.52% —48.2% —34.4% 2.94%

TABLEAU IX.1 EQR pour les deux méthodes pour différents défauts
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Ficure 1X.9 Effet du Lagrangien augmenté sur EF-Basique pour le défaut de 1 mm

de profondeur
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Ficure IX.10 Effet du Lagrangien augmenté sur EF-Basique pour le défaut long

faciles méme si visuellement, comme le montre annexe [H] il y a peu de différences
visuelles dans ces cas-la. Une forte variation de 'EQR ne signifie pas nécessairement
une forte dégradation visuelle des résultats.

Il est intéressant se demander quel est I'impact de ’emploi du Lagrangien dans la
minimisation du critere. C’est pourquoi, le nombre total d’itérations nécessaires pour

atteindre la convergence est présenté a la table [[X.2]

Ilmm | 1.bmm | 2mm | 2.5mm | Long
Basique 104 252 278 492 118
AL-Basique | 132 204 454 414 220

TABLEAU IX.2 Nombre d’itérations CSI pour les deux méthodes pour différents dé-
fauts

1 mm 1.5 mm 2mm 2.5mm Long
Basique 3,64 x 103 | 6,74 x 10® | 5,18 x 10® | 6,66 x 103 | 4,51 x 10?
AL-Basique | 8,67 x 103 | 1,07 x 10* | 1,23 x 10* | 1,45 x 10* | 1,47 x 10*

TABLEAU IX.3 Temps total [s] pour les deux méthodes pour différents défauts

Etant donné que la méthode de Lagrangien augmenté ajoute une boucle itérative
a la méthode XF-Basique, il est légitime de penser a priori que la méthode de La-

grangien augmenté est beaucoup plus longue en termes d’itérations et de temps de
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calcul que cette méthode. On observe a la table que ¢a n’est pas nécessairement
le cas en termes de nombre d’itérations CSI. Par contre, cette méthode est plus longue
en termes de temps de calcul avec EF-AL-Basique. Ceci laisse penser qu’en moyenne
une itération CSI nécessite plus d’itérations GC. Il faut tout de méme noter que le
temps de calcul n’est multiplié au maximum que par deux. Ceci est peu, compte tenu
du nombre de boucles de Lagrangien augmenté effectuées, de 'ordre d’une trentaine.

De plus, le gain en qualité justifie le temps de calcul supplémentaire.

IX.3 Introduction des sources de contraste

IX.3.1 Résultats

Les résultats des méthode EF-Basique/EF-CSI avec ou sans calcul automatique
de X sont présentés sans contraintes de couplage au chapitre [VIIIl Dans la section
précédente, les résultats de 'adaptation de la méthode du Lagrangien augmenté a la
méthode XF-Basique sont présentés. Une nette amélioration de la qualité de recons-
truction est observable sur les défauts a partir de 1,5 mm profondeur. C’est pourquoi,
le Lagrangien augmenté est également adapté au critere XF-CSI. Cette méthode per-
met de contraindre les équations de couplage, 'erreur sur cette équation a un impact
important sur la qualité de reconstruction pour des défauts profonds comme cela a
été montré au chapitre [VITIl Ceci permet également de s’affranchir du réglage de A.

La méthode EF-AL-CSI est comparée avec la méthode EF-CSI avec le réglage
automatique de Aqg et avec la méthode EF-AL-Basique pour un défaut de 2 mm. Les
reconstructions obtenues sont présentées a la figure

Le Lagrangien augmenté améliore significativement les résultats de reconstruction
sur la méthode EF-CSIL. Il y a une tres faible différence entre les deux reconstruc-
tions entre EF-AL-Basique et EF-AL-CSI car d’un point de vue théorique le critere
minimisé est le méme par ces deux méthodes : le critere Jy (x). Afin d’étudier la
convergence des méthodes et leur efficacité, 'EQR et le critere primal au cours des
itérations avec les méthodes EF-CSI et réglage automatique de A.q;, EF-AL-Basique
et EF-AL-CSI pour le défaut de 2mm sont tracés a la figure [X.12]

La méthode EF-CSI avec réglage automatique de A\.g; est moins performante que
les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI, montrant que le réglage de A\ automa-

tique par méthode CSI n’est pas suffisamment élevé. Cependant, on peut également re-



183

=]
®
=]
®

z [mm]
=)
>
=)
>

°
S
Conductivité relative
z [mm]

°
S
Conductivité relative
z [mm]

Conductivité relative

o
5
o
5

0 0
05 ; 05 y
E : Bl
15 . 15 .
2 ’ 2 ’
-25 g -2.5 i
o 5 0 5 w0 ° o 5 0 5 w0 ° “0 5 0 5 10

x [mm] x [mm] x [mm]

(a) EF-CSI avec Acgr auto. (b) EF-AL-Basique (c) EF-AL-CSI

F1GURE IX.11 Reconstructions pour la méthode EF-CSI avec Acg auto.(a), EF-AL-
Basique et EF-AL-CSI (c) pour le défaut de 2mm de profondeur

marquer qu’a temps équivalent, les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI donnent
de meilleurs résultats en termes de critére primal et I’EQR. Ces méthodes minimisent
plus efficacement le critere primal. Ce dernier point n’est pas étonnant car la méthode
EF-CSI ne minimise pas le critere primal mais le critere CSI.

En termes d’EQR, il semble que la méthode EF-AL-CSI soit moins performante
que la méthode EF-AL-Basique alors que les reconstructions obtenues sont solutions
du méme probleme. Visuellement, la différence entre les deux reconstructions est tres
faible. Ceci montre que 'EQR n’est pas nécessairement le meilleur indicateur pour
évaluer Defficacité des méthodes méme si elle permet de donner une tendance.

Par contre, la méthode EF-AL-Basique donne les meilleurs résultats en termes
d’EQR. De plus, a temps de calcul égaux, elle est plus efficace que ce soit pour 'EQR
ou la minimisation du critere primal. Il a été montré au chapitre [VIII] que le critére
CSI était plus difficile a minimiser et nécéssitait plus d’itérations CSI pour converger.
Le Lagrangien augmenté de la méthode EF-AL-CSI est plus mal conditionné que celui
de la méthode EF-AL-Basique expliquant qu’il existe une légere différence entre les
deux solutions. En ce qui concerne le temps de calcul, chaque évaluation du gradient
et du critere est tres cotiteuse dans la méthode EF-AL-CSI. C’est pour cette raison

que la méthode EF-AL-Basique est plus efficace.

I1X.3.2 Initialisation

Tout comme au chapitre VIl et dans ce méme chapitre, on cherche a étudier 'effet

de linitialisation et savoir s’il existe des minima locaux. La méthode est initialisé
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F1GURE IX.12 Comparaisons des méthodes EF-AL-Basique, EF-AL-CSI et EF-CSI
avec \cg; automatique pour le défaut de 2mm de profondeur

avec xg (le cas sans défaut) procurant ainsi la solution x; et avec x* (le défaut a

reconstruire) procurant la solution . Les résultats sont présentés a la figure [[X.13
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FiGure IX.13 Résultats de reconstruction par EF-AL-CSI pour le défaut de 2mm
de profondeur pour 2 initialisations

Les résultats sont visuellement tres proches et quasi-identiques. Les résultats de
reconstruction sont tres proches de ceux obtenus avec la méthode EF-AL-Basique.

Le critere est tres plat et varie trés peu en fonction de . Une rapide comparaison
avec la figure montre que les meilleures reconstructions obtenues par EF-AL-
Basique et EF-AL-CSI sont tres proches.
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Pour faire une comparaison plus exhaustive entre les différentes méthodes, il est

nécessaire de tester différents défauts comme précédemment. Les EQR pour les diffé-

rents défauts reconstruits avec les différentes méthodes sont résumées a la table [X.4l

1 mm 1, 5mm 2mm 2,5 mm Long
AL-Basique | 3,59 x 1072 | 4,47 x 1072 | 2,56 x 1072 | 3,47 x 1072 | 4,15 x 1072
AL-CSI 4,52 %1072 | 4,73 x 1072 | 3,51 x 1072 | 3,15 x 1072 | 4,38 x 1072
CSI X auto. | 2,94 x 1072 | 3,95 x 1072 | 3,67 x 1072 | 4,62 x 1072 | 3,58 x 1072

TABLEAU IX.4 EQR pour les différentes méthodes et les différents défauts

La méthode EF-AL-Basique et la méthode EF-AL-CSI sont les méthodes plus
efficaces pour les défauts reconstruits que la méthode EF-CSI avec A automatique.
Cependant, 1’écart est plus important pour les défauts profonds qui sont les plus diffi-
ciles a reconstruire. L’emploi du Lagrangien augmenté améliore donc les résultats par
rapport a la méthode EF-CSI avec le réglage de \ automatique. Ceci confirme que le
respect de la contrainte de couplage a un impact important sur les résultats. Les re-
constructions pour tous les défauts et toutes les méthodes de la table sont présentées
a l'annexe [H Cependant, il faut noter qu’il existe un écart non négligeable en termes
d’EQR entre les deux méthodes de Lagrangien augmenté. Pourtant, les résultats de

reconstructions sont quasi-identiques pour ces défauts comme le montre 1'annexe [H]

Afin de comparer plus en détails les méthodes, on utilise la procédure proposée au
chapitre [VIT et déja employée au chapitre [VIIT pour estimer profondeur et largeur du
défaut. Les profondeurs et les largeurs estimées par les différentes méthodes comparées
sont résumées respectivement aux tables et [[X.6}

Contrairement & ce que laisse penser la table [X.4] on remarque a la table [X.5
que les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI sont les plus efficaces et qu’elles es-
timent plus précisément la profondeur que les autres méthodes pour tous les défauts
a reconstruire. Par contre, en ce qui concerne la largeur du défaut, le critere EF-CSI

avec A automatique semble plus précise. Néanmoins, les reconstructions des autres
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Imm | 1,5mm | 2mm | 2,5mm | Long

Vraie profondeur 1 1,5 2 2,5 1
AL-Basique 1,04 1,46 2,006 2,14 1,04
AL-CSI 1,06 1,46 2,06 2,16 1,06
CSI \ auto. 1,04 1,44 1,66 2,06 1,04

TABLEAU IX.5 Profondeur pour les différentes méthodes et les différents défauts

lmm | 1,5mm | 2mm | 2,5mm | Long

Vraie largeur 5 ) D ) 8
AL-Basique | 4,95 4,9 5 5 7,6
AL-CSI 4,7 4,8 4,85 5 7,65
CSI X auto. 5 5 5 5 7,75

TABLEAU IX.6 Largeur pour les différentes méthodes et les différents défauts

méthodes ont des largeurs peu différentes de la largeur exacte. Une fois de plus, la lar-

geur estimée ne semble pas discriminante pour le choix de ’algorithme contrairement

a la profondeur. Il se peut que cette petite différence au niveau de la largeur augmente
fortement 'EQR pour les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI par rapport a la
méthode EF-CSI avec A constant.

Les méthodes développées ont pour objectif de minimiser le critere primal. Il est

intéressant de les comparer en termes de critere primal pour les solutions obtenues.

On résume a la table les valeurs du critere primal a la convergence des méthode

testées.
1 mm 1,5mm 2mm 2,5 mm Long
AL-Basique | 2,88 x 1072 | 2,93 x 1072 | 3,00 x 1072 | 3,14 x 1072 | 3,49 x 1072
AL-CSI 2,80 x 1072 2,93 x 1072 | 3,01 x 1072 | 3,13 x 1072 | 3,49 x 1072
CSI X\ auto. | 2,89 x 1072 12,94 x 1072 | 3,19 x 1072 | 3,24 x 1072 | 3,52 x 1072

TABLEAU IX.7 Critere primal pour les différentes méthodes et les différents défauts
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On remarque sur cette table que les méthodes sont tres proches entre elles en
termes de critere primal. Il est difficile de discriminer les méthodes avec cette gran-
deur. Cependant, ’écart entre EF-AL-Basique et EF-CSI avec A automatique est plus
grand lorsque le défaut est profond. De plus, le critere primal des solutions de EF-
AL-Basique est toujours plus faible que EF-CSI. Ce dernier point n’est pas étonnant
étant donné que la méthode EF-AL-Basique sert a minimiser le critere primal. La
méthode EF-CSI minimise le critere CSI. Enfin, il peut étre noté que I’écart en terme
de critere primal est tres faible entre EF-AL-Basique et EF-AL-CSI, ce qui est normal
car les deux méthodes minimisent le méme critere. Cependant, il peut étre remarqué
qu'un faible écart en critére primal ne correspond pas a un faible écart en EQR (cf
[[X.4). Ceci montre que 'EQR n’est pas nécessairement adapté et que le critére a

quelques problemes de conditionnement.

Pour étudier le conditionnement du probleme, le nombre d’itérations CSI néces-

saires pour atteindre la convergence pour chacune des méthodes employées est résumé
a la table [X_8

Ilmm | 1,5mm | 2mm | 2,5mm | Long

AL-Basique | 132 204 454 414 220
AL-CSI 241 240 542 542 420

CSI A auto. | 265 680 1000 1000 272

TABLEAU IX.8 Nombre d’itérations CSI pour les différentes méthodes et les différents
défauts

Le nombre d’itérations CSI est systématiquement le plus faible dans le cas de
la méthode EF-AL-Basique. Ceci confirme que le critéere est mieux conditionné et
plus facile a minimiser. De maniere globale, la méthode EF-AL-CSI nécessite moins
d’itérations que la méthode EF-CSI avec réglage automatique de A, excepté pour le
défaut long. Le nombre d’itérations CSI n’est pas le meilleur moyen de comparer le
cotit de calcul de chaque méthode contrairement au temps de calcul. C’est pourquoi,
le temps de calcul est listé a la table [[X.9

La méthode EF-AL-Basique est la méthode la plus rapide d’apres les temps de
calcul affichés. On remarque que la méthode EF-AL-CSI est moins cotiteuse en terme

d’itérations CSI que la méthode EF-CSI avec A automatique et plus cotiteuse que la
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1 mm 1,5 mm 2mm 2,5mm Long
AL-Basique | 8,67 x 103 | 1,07 x 10* | 1,23 x 10* | 1,45 x 10* | 1,47 x 10*
AL-CSI 1,88 x 10* | 1,68 x 10* | 4,37 x 10* | 4,99 x 10* | 3,77 x 10*
CSI X auto. | 1,28 x 10% | 4,38 x 10* | 6,28 x 10* | 5,27 x 10* | 1,79 x 104

TABLEAU IX.9 Temps en [s] pour les différentes méthodes et les différents défauts

méthode EF-AL-Basique. Le ratio en temps de calcul pour les deux méthodes est de
I’ordre de 3.

Tout comme au chapitre [VIII] on cherche a étudier les limites des méthodes et
afficher certaines tendances. Les diagrammes de la profondeur et du temps nécessaires

pour résoudre le probleme en fonction de la profondeur du défaut a reconstruire sont

présentés a la figure [[X.14]

s x 10
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(a) Diagramme profondeur/profondeur (b) Diagramme temps,/profondeur

F1GURE IX.14 Diagrammes de la profondeur estimée (a) et du temps (b) en fonction
de la profondeur du défaut a estimer pour les méthodes EF-AL-Basique, EF-AL-CSI
et EF-CSI avec réglage automatique de A

Les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI sont les méthodes les plus efficaces
parmi toutes les méthodes présentées. Les profondeurs calculées sont quasi-identiques.
Elle présentent de bons résultats de reconstruction jusqu’a 2mm de profondeur. La

méthode EF-CSI avec A\ automatique est efficace jusqu’a 1,75 mm. En termes de
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temps de calcul, il apparait qu’elle est beaucoup plus cofiteuse que la méthode EF-
AL-Basique et globalement plus cotiteuse que la méthode EF-AL-CSI. En termes de
rapport qualité / temps de calcul, la méthode EF-AL-CSI présente des résultats moins
bons que la méthode EF-AL-Basique. Il semble que le Lagrangien de la méthode EF-
AL-CSI soit plus difficile & minimiser par rapport a (w, x) et maximiser par rapport

A K.

I1X.4 Conclusion

En comparaison avec la méthode EF-Basique, il apparait de maniere tres claire que
I'introduction du Lagrangien augmenté améliore les reconstructions. En plus, de cette
forte amélioration, les méthodes avec Lagrangien augmenté nécessitent tres peu de
modifications par rapport aux méthodes XF-Basique et XF-CSI. De plus, I'augmenta-
tion du cofit de calcul n’est pas tres élevée que ce soit pour la méthode EF-AL-Basique
ou EF-AL-CSI. Enfin, 'emploi de Lagrangien augmenté permet d’éviter le réglage de
A

La méthode CSI avec A automatique fait office de référence en tomographie de
diffraction. Comme cela a déja été présenté dans le chapitre [VIII] cette méthode
adaptée aux EF procure de bonnes solutions. Cependant, la méthode EF-AL-Basique
donne de meilleurs résultats avec un cotit de calcul et de mémoire strictement inférieur.
Meéme si le cotit de calcul élevé de la méthode EF-CSI provient de la matrice inverse
A,,, qu’évite le critere XF-Basique. Il se peut que dans des cas 3D, ce cotit de calcul
a cause de la matrice A,,, soit encore plus important. C’est pourquoi, méme si la
méthode EF-AL-CSI donne des résultats aussi bons que la méthode EF-AL-Basique,
cette derniere est préférable. Son cotit de calcul et de mémoire est inférieur a celui de
EF-AL-CSI.

Les méthodes EF-AL-Basique et EF-AL-CSI sont censées minimiser le méme cri-
tére primal Jy. (&) comme cela a été expliqué au chapitre [V| Les résultats pour ces
deux méthodes sont trés proches, méme s’il existe une légere différence entre les solu-
tions. Il semble que cette différence provienne de problemes de conditionnement dans
le cas du critere XF-CSI. Cette différence de conditionnement dans les deux criteres
a déja été formulée dans le chapitre et peut provenir de la multiplication par

C" de I'équation de couplage (cf. équation (V.11))). Cette matrice contient beaucoup
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de lignes et de colonnes exactement nulles. L’emploi de la méthode de Lagrangien

augmenté accentue peut-étre ce probleme.

Dans notre cas, I’amélioration des reconstructions par 'introduction du Lagran-
gien augmenté est indéniable. Dans (Carfantan) [1996)), 'introduction du terme de
Lagrangien augmenté dans le critere MGM n’améliore pas les résultats. Une explica-
tion peut étre liée a ’acquisition des données, celles-ci sont acquises tout au tour de
I'objet testé et sont donc plus informatives. Il se peut également que le A adopté soit
suffisamment grand pour que l'erreur de couplage tende vers 0 sans qu’il n’y ait de

probleme de convergence.
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Conclusion générale et perspectives

Conclusions

L’objectif de cette these était de proposer des méthodes de reconstruction de dé-
fauts dans des plaques métalliques basées sur un modele direct physique. Suite aux
méthodes d’inversion développées par EDF et 'EPM, il a été constaté quun mo-
dele direct linéaire, entre la conductivité relative et les données, et estimé a 'aide de
défauts connus avait ses limites. En effet, la linéarité du modele introduit une ambi-
guité entre largeur et profondeur du défaut reconstruit. C’est pourquoi, des modeles
directs non-linéaires basés sur les équations électromagnétiques ont été étudiés dans
cette these. Des méthodes différentielles de modélisation numérique ont été employées
telles que les différences finies (DF) et les éléments finis (EF). Ces méthodes sont plus
simples et plus flexibles a employer que les méthodes intégrales pour les géométries

complexes méme si ces dernieres méthodes sont tres classiques en inversion.

Une fois ces modeles implémentés, on a proposé une méthode d’inversion inspirée
des méthodes modified gradient method (MGM (Kleinman et van den Berg, [1992))
et contrast source inversion (CSI (van den Berg et Kleinman, |1997))) tres utilisées
en tomographie de diffraction. Bien qu’en général ces méthodes soient basées sur
des modeles directs intégraux, il a été montré dans ce mémoire qu’il était possible
d’adapter ces méthodes a des modeles différentiels comme les différences finies et les
éléments finis en proposant les criteres XF-MGM et XF-CSI qui sont respectivement
les adaptations des criteres MGM et CSI a un modele différentiel XF (DF ou EF).

Les méthodes de type MGM /CSI sont basées sur la transformation du probleme de
minimisation d’un critere non-linéaire en un critere bilinéaire plus facile a minimiser.
La bilinéarité provient des équations du modele et est conservée grace a la relaxa-
tion de l'équation de couplage et 'introduction d’'une variable auxiliaire ou variable
cachée. Ces méthodes sont tres utilisées en tomographie de diffraction mais a notre
connaissance elles n'ont jamais été généralisées a d’autres domaines d’application
voire a d’autres problémes non-linéaires. Dans ce mémoire, une de nos contributions

concerne la généralisation de ces méthodes au cas de la tomographie par courants de
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Foucault.

L’obtention des criteres XF-MGM et XF-CSI nécessite des modifications des équa-
tions de couplage et d’observation pour obtenir des équations identiques a celles obte-
nues par formulation intégrale. Ces modifications sont utilisées pour un modele direct
DF dans (Abubakar et al), 2008b; |Gilmore et al., [2009)), mais leur nécessité n’est pas
expliquée ni justifiée dans la littérature a notre connaissance. Les criteres XF-MGM
et XF-CSI étudiés font tous deux intervenir I'inverse d’une matrice. Cette matrice in-
verse est pleine et sa signification est proche de celle d’'une matrice de Green. Bien que
cette matrice ne soit pas directement inversée grace a une décomposition LU, chaque
multiplication matricielle dans laquelle cette matrice inverse intervient est cotiteuse.
L’opération d’inversion est toujours tres cofiteuse, ¢’est pourquoi elle doit étre évitée
dans la mesure du possible. Pour ces raisons, on a également proposé de minimiser
le critere XF-Basique proposé dans ce mémoire. Ce dernier exploite les équations du
modele direct sans les modifier, d’ott I’emploi du termes Basique pour qualifier le cri-
tere. Le critere XF-Basique ne fait intervenir que des multiplications matricielles avec
des matrices creuses. Un avantage important de la modélisation par méthode diffé-
rentielle est 'obtention de matrices creuses. Parmi les différents criteres évoqués, seul
le critere XF-Basique tire pleinement profit de cette caractéristique. C’est pourquoi

il est proposé dans ce mémoire. Il n’a jamais été utilisée en tomographie de diffraction.

Par construction, les criteres XF-MGM, XF-CSI et XF-Basique tolérent une er-
reur sur I’équation de couplage. Il a été montré dans ce mémoire que, dans le cas
de la tomographie par CF, cette tolérance pouvait avoir un impact négatif sur les
reconstructions pour des cas difficiles, notamment les défauts profonds. En outre le
conditionnement du probléme est influencé par cette tolérance. La vitesse de conver-
gence et l'efficacité de la minimisation sont donc liées a la contrainte imposée. Un
coefficient de pondération \ sur l'erreur de I’équation de couplage permet de ré-
gler cette tolérance. Ce coeflicient de pondération doit étre choisi judicieusement de
maniere a respecter le plus possible I’équation de couplage tout en évitant les pro-
blemes de conditionnement provoqués par une contrainte trop forte. Autrement dit,
il faut choisir A suffisamment grand pour que les solutions aient un sens physique
mais suffisamment faible pour qu’obtenir une solution soit possible. Afin d’éviter ces

problemes de conditionnement, la méthode initialement proposée a été étendue par
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inclusion d’une technique de type Lagrangien augmenté. Ceci permet de contraindre
I’équation de couplage tout en ne nécessitant que quelques modifications mineures
aux méthodes XF-Basique et XF-CSI. Contraindre 1’équation de couplage permet
une forte amélioration des résultats de reconstruction tout en évitant le réglage de .
En effet, il se peut que le caractere peu informatif des données nécessite de respecter
les équations de couplage pour compenser ce manque d’informations. Les méthodes
obtenues sont appelées XF-AL-Basique et XF-AL-CSI (AL pour augmented Lagran-
gian). La méthode XF-AL-Basique présente globalement des meilleurs résultats de
reconstruction que la méthode XF-CSI avec le réglage heuristique de A classiquement
utilisé par [Abubakar et al| (2008b). De plus, elle nécessite un temps et un cofit de
calcul plus faibles en général. En effet, I’heuristique utilisée impose un A tres fort au
début de l'algorithme et de plus en plus faible au cours des itérations. De maniere
naturelle, c’est le comportement opposé qui est adapté.

Bien que les méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI minimisent le critere pri-
mal, les résultats de reconstruction comportent quelques petites différences. Cette
différence peut étre diie a un probleme de conditionnement li¢ au terme de couplage.
Bien que La méthode de Lagrangien augmenté soit utilisée pour éviter les problémes
de conditionnement, celle-ci ne permet pas de s’en affranchir completement. Les seules
différences entre les deux méthodes concernent I’équation de couplage ainsi que la va-
riable électromagnétique par rapport a laquelle la minimisation est effectuée. Il est
possible que I'équation de couplage utilisée pour le critere XF-CSI soit moins bien
conditionnée que celle employée pour le critere XF-Basique. Ceci peut expliquer cette

différence de comportement entre ces deux méthodes.

Enfin, compte tenu du caractere mal-posé du probleme et des informations a prior:
a disposition sur l'objet, on a eu recours a des techniques de régularisation afin de
favoriser les reconstructions de défauts ayant une conductivité relative constante par
morceaux et une surface petite par rapport au domaine étudié. Compte tenu du ca-
ractere surfacique des courants de Foucault, seuls les éléments dont la profondeur
est inférieure & 5mm sont estimés. Ceci définit ainsi une zone d’intérét plus petite
que le domaine de modélisation entier. Enfin, une des contributions de ce mémoire
concerne 'étude des effets sur la reconstruction de l'utilisation d’un algorithme de
minimisation sous contraintes de bornes pour les valeurs de la conductivité de la zone

d’intérét. Ces contraintes permettent d’améliorer 'efficacité de la reconstruction et
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de limiter le caractere instable du probleme.

Le maillage pose quelques difficultés notamment a cause de la bobine. Il est difficile
de trouver une discrétisation fixée qui permette d’étre adaptée a toutes les positions
du capteur. Afin d’éviter le maillage de la bobine, un modele éléments finis avec élé-
ments d’arétes et couplage intégral (CI) a été testé. Ce modele est ici nommé EF-CI et
est présenté a I'annexe [[l Le passage du modele éléments finis nodaux EF au modele
EF-CI a montré que le choix du modele était important pour I'inversion. En effet, avec
les modeles DF et EF, les méthodes proposées dans ce mémoire, et notamment XF-
Basique et XF-AL-Basique, se sont révélées rapidement et facilement tres efficaces. A
'inverse, avec le modeéle EF-CI, comme on le montre & annexe [[, ces méthodes ont
été plus difficiles a mettre en ceuvre et ont nécessité de fortes adaptations. En effet un
changement de variable pour la régularisation et la minimisation ont été nécessaires.
Les résultats alors obtenus sont moins bons que ceux obtenus avec le modele EF
classique, pour des cofits calculatoires et de mémoire bien supérieurs. Autrement dit,
bien que ces deux modeles directs résolvent exactement le méme probléme physique,
des comportements tres différents ont été observés dans le cadre de 'inversion. On
peut remarquer que le modele EF est linéaire par rapport a la conductivité alors que
le modele EF-CI est linéaire par rapport a la résistivité. Cette différence peut étre a
I'origine des disparités entre les résultats de reconstruction pour les deux modeles. Il
était a priori difficile de prévoir de telles difficultés a cause de différences en appa-
rence mineures. Ceci montre la nécessité de caractériser soigneusement les modeles
préalablement a leur utilisation en inversion méme s’il parait difficile de savoir a priori

quel modele choisir en termes de formulation et non de méthode numérique.

Perspectives

Cas d’application

Dans le contexte de cette these, les méthodes de reconstruction proposées de-
vaient estimer des défauts dans des plaques métalliques. Cependant, compte tenu de
la modélisation par éléments finis adoptée, il est possible d’adapter les méthodes de
reconstruction pour des défauts dans des surfaces non-planes grace a la flexibilité des

EF. Cette flexibilité fait la force des modeéles différentiels et notamment les modeles
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éléments finis qui emploient facilement des maillages triangulaires (2D) ou tétra-
édriques (3D). 1l est envisageable d’adapter les méthodes proposées dans ce mémoire
a des tubes dans le cas 2D avec des sondes axiales. Le probléme est alors axisymé-
trique. Ceci permettrait d’effectuer une reconstruction d’un défaut en 2D dans le plan
longitudinal du cylindre testé. En théorie, seul le modele direct doit étre modifié car

la bilinéarité des équations est conservée.

De plus, jusqu’a présent, les objets reconstruits concernaient uniquement des dé-
fauts c’est-a-dire des manques de matiere. Il est également possible de considérer des
dépots de matiere pourvu que les dépots soient non-magnétiques.

Dans le cas ou de la matiere magnétique intervient (pour des dépdts ou des
manques de matiere), des modifications importantes doivent étre effectuées sur le
modele direct pour prendre en compte les variations de la perméabilité magnétique
w. Il est possible dans ce cas que la bilinéarité par rapport a la variable d’intérét et
a la grandeur électromagnétique soit plus difficile a conserver. Néanmoins, il semble
possible d’obtenir une formulation similaire a (Abascal et all 2009 [Skarlatos et al.,
2007) dans laquelle deux termes bilinéaires interviennent dans les équations : I'un par
rapport a la perméabilité magnétique p et au champ magnétique H et Dautre par

rapport a la conductivité électrique o et au champ électrique E.

Si la bilinéarité n’est pas conservée, les méthodes proposées sont toujours utili-
sables mais la minimisation par rapport a chaque variable peut étre plus difficile et
plus longue. En effet, la bilinéarité permet de faciliter la minimisation du critere, car
le critere est quadratique par rapport a la variable électromagnétique. La minimi-
sation du critére par rapport a cette variable se résume donc a la résolution d’'un
systeme linéaire grace a la bilinéarité. De plus, cette étape est la plus cofiteuse dans
les méthodes décrites car la variable électromagnétique est de taille tres importante
par rapport a la variable d’intérét. Lorsque la bilinéarité est perdue, le critere est
plus difficile & minimiser par rapport a cette variable, ce qui risque d’entrainer un
surcolit important pour la méthode. Toutefois, que la bilinéarité soit conservée ou
non, cette méthode a 'important avantage d’éviter la résolution du modele direct. Il
peut étre intéressant d’étudier 1'effet de la perte de la bilinéarité sur la minimisation.
Il a été remarqué que la non-linéarité des criteres par rapport a & ne compliquait pas

la minimisation. Cependant, dans le cas de e/w, la minimisation pourrait étre plus
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colteuse selon la nature de la non-linéarité.

Criteére

Il a été délibérément choisi de tester les criteres XF-Basique et XF-CSI et non
le critere XF-MGM pour résoudre le probleme de tomographie CF. Le critere XF-
Basique a été proposé car il ne nécessite pas de modifications dans les équations du
modele apres discrétisation par méthode des éléments finis. De plus, ce critére per-
met de ne faire intervenir que des matrices creuses dans les calculs de gradient et de
critére. Bien que le critere XF-MGM soit également proposé au chapitre [V] seul le
critere XF-CSI a été développé parce qu’il est inspiré des criteres CSI tres employés
dans la littérature sur la tomographie de diffraction. Il est ici utilisé car il sert de réfé-
rence par rapport a 'existant et il permet en plus de diminuer la taille du domaine de
calcul. Il pourra étre intéressant de tester également le critere XF-MGM et d’étudier
en détail la différence en terme de qualité de reconstruction et de convergence entre
ces trois criteres. Dans ce mémoire il a été montré que les différents critéres étaient
liés entre eux, il est fort probable que la différence entre les méthodes MGM et les

méthodes CSI soient uniquement provoquées par un choix de \ différent.

Les a priori introduits dans le probleme inverse prennent en compte le caractere
constant par morceaux de la distribution de conductivité ainsi qu’une plage de valeurs
possibles pour la conductivité relative. L’importance de ces informations en question
par rapport aux données et au couplage est réglée a I'aide d’hyperparametres. Il a été
montré dans cette these qu’'un réglage sous-optimal efficace pouvait étre trouvé pour
un ensemble assez important de défauts pour les méthodes XF-Basique et XF-CSI.
Cependant, 1'utilisation du Lagrangien augmenté permet d’améliorer les reconstruc-
tions mais également de s’affranchir du réglage de . D’autres méthodes pour calculer
ce parametre peuvent étre recherchées. Bien que 'importance du réglage du coefficient
de pondération de I’équation de couplage A ait été particulierement souligné dans ce
mémoire, 'importance des parametres de régularisation 3 et v ne doit pas étre négli-
gée pour autant. L’étude d’une méthode de réglage automatique de ces parametres
pourra étre effectuée afin d’obtenir une méthode de reconstruction non-supervisée.

Il a également été montré dans ce mémoire que l'ajout de contraintes de bornes

sur les valeurs de contraste permet d’améliorer les reconstructions et de stabiliser le
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probléeme. Cependant, en profondeur, il subsiste un certain flou et les frontieres entre
le défaut et la matiere saine ne sont pas franches. Afin d’améliorer les résultats et
obtenir un défaut exactement constant par morceaux, il est envisageable d’imposer un
a priori binaire sur le contraste (Nikolova et Mohammad-Djafari, [1996). Ceci revient
a employer une approche région. Cet a priori est plus restrictif et plus difficile a gérer.
Cependant, dans la littérature ce type d’approche a déja été étudié en tomographie de
diffraction. On peut notamment citer les méthodes de type level-set (Litman et all
1997; Ramananjaona et al), 2001) qui peuvent étre assez difficiles et coiiteuses a
appliquer dans notre cas. Un champ de Ising peut également étre employé sur le
contraste (Nikolova et Mohammad-Djafari, [1996)), afin de favoriser les distributions
de conductivité par blocs. Pour résoudre ce probleme avec un champ de Ising, des
méthodes de type Monte Carlo Markov Chain (MCMC) peuvent étre utilisées (Feron
et al., [2007). Cependant, dans la continuité des méthodes proposées, il peut étre
plus simple de garder le schéma de minimisation alternée des criteres proposés. Il est
proposé dans (Dos Reis et al., 2002)) d’utiliser un changement de variable permettant
de faire plus ou moins tendre la variable x vers la binarité en fonction d’un parametre.
Néanmoins, la binarité ne peut étre exactement respectée avec cette approche. Il est
alors possible d’'imposer au contraste d’étre strictement binaire lors de la minimisation
des criteres par rapport a & au lieu de le contraindre a appartenir a un intervalle.
Il est alors nécessaire de choisir un algorithme de minimisation sous contraintes de
binarité adéquat. Le plus facile et le plus simple a mettre en ceuvre est 'iterated
conditional modes (ICM) proposé par (Besag, |1986) mais il ne permet pas d’obtenir
le minimum global. Compte tenu du critére et de son mauvais conditionnement, il
peut étre important d’obtenir le minimum global a chaque itération. Pour cela, une
autre méthode classique est la méthode de recuit simulé (Kirkpatrick et al. [1983),
malheureusement elle est tres cotiteuse. Compte tenu de la séparabilité du critere
(Kolmogorov et Zabih| 2004), il est possible d’avoir recours a des algorithmes de
minimisation globale de type Graph-cut qui peuvent se montrer tres efficaces (Denis
et al., [2009).

Minimisation
La minimisation des criteres XF-Basique, XF-CSI, XF-AL-Basique et XF-AL-

CSI peut étre également améliorée. En effet, les schémas de minimisation alternant
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les variables minimisées peuvent se révéler moins efficaces que d’autres schémas plus
classiques. Ces méthodes de type block-coordinate descent (Fessler et al. [1997)) sont
utilisées dans les cas ou la parallélisation est possible. Une alternative possible est
de minimiser les criteres de maniere conjointe. Dans le cas de la minimisation des
critéres proposés, il s’agirait de minimiser simultanément par rapport a « et e/w. Il
est possible que cette méthode de minimisation soit plus efficace. En théorie, changer
I’algorithme de minimisation n’a aucun impact sur la solution mais uniquement sur
le cofit et le temps nécessaires pour obtenir cette solution. Le principe de minimi-
sation simultanée peut ressembler a celui employé dans la méthode MGM de prime
abord. Cependant, il faut éviter d’utiliser un schéma de minimisation comme celui de
la MGM exploitant le gradient modifié comme direction de descente. En effet, cette
approche ne garantit pas la décroissance du critére. Une minimisation basée sur un
algorithme de gradients conjugués non-linéaires plus classique permettrait d’assurer

la décroissance du critere et pourrait donc se révéler plus efficace.

De plus, les méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI permettent de minimiser le
critere primal. Il existe d’autres méthodes pour minimiser ce critéere. On pense notam-
ment a la méthode de Newton-Kantorovich ou aux gradients conjugués non-linéaires.
Ces algorithmes nécessitent la résolution du modele direct pour chaque position du
capteur pour calculer le gradient ou la Hessienne du critere. Cette derniere opération
est toujours tres cotliteuse notamment pour des systémes de grande taille. A notre
connaissance, il n’existe aucune comparaison entre les méthodes de type MGM /CSI
et les méthodes de type Newton-Kantorovich en termes de résultats, de cofits de
calcul, d’espace mémoire nécessaire, de temps, etc. Il peut donc étre intéressant de
comparer les méthodes XF-AL-Basique et XF-AL-CSI avec ces autres méthodes pour
des problémes de grande taille. En effet, plus le probleme est grand et plus la résolution
du modele direct risque d’étre cotiteuse. Les criteres XF-AL-Basique et XF-AL-CSI
ne nécessitent pas ces résolutions cotliteuses, ce qui accentue leur intérét pour des
problemes importants. Cependant, il est difficile de conclure de maniere stire tant que

ces comparaisons n’auront pas été effectuées.

Au-dela des algorithmes d’optimisation utilisés pour minimiser le critére, plusieurs
constats peuvent étre formulés. Tout d’abord, 1’étape la plus coliteuse en temps de

calcul et opérations est I’étape de minimisation par rapport au champ électrique e ou
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aux sources de contraste w. De plus, cette étape de minimisation pour une position
du capteur est indépendante des autres positions. Cette étape de minimisation peut
donc étre parallélisée avec autant de processeurs que de positions de capteur afin de
diminuer de maniere importante le temps de calcul. En outre, étudier le précondition-
nement du probleme peut permettre de diminuer le nombre d’opérations nécessaires.
Il semble que dans le critéere XF-CSI, I'intervention de la matrice Ag' améliore le
conditionnement du critere permettant d’accélerer la convergence de chaque minimi-
sation par rapport a w. Il peut étre intéressant de voir s’il est possible d’adapter ce
préconditionnement au cas XF-Basique. De plus, afin d’accélérer la convergence de la
méthode de minimisation principale, la sur-relaxation est introduite dans (Barriere
et al., 2009) ; il est possible que, dans notre cas, cette technique assez simple, permette

de diminuer le nombre d’itérations CSI nécessaires pour la convergence.

Inversion 3D

Une des étapes envisagées pour la suite est le passage a une modélisation 3D. De
nombreux problemes risquent de se poser en termes de modélisation mais également
de mémoire, de cofit de calcul et de mise en ceuvre. D’un point de vue modélisation, il
va étre nécessaire de passer des EF nodaux aux EF avec éléments d’aréte pour pouvoir
prendre en compte les discontinuités de champ. Ceci ne complique pas de maniere
significative 'inversion. Au chapitre [V] les criteres XF-Basique et XF-CSI ont été
comparés en terme de mémoire et de cotit calculatoire quelle que soit la modélisation
choisie ou le cadre adopté (2D ou 3D). Méme si le critere XF-CSI permet de diminuer
le nombre d’inconnues électromagnétiques (des vecteurs w) a calculer par rapport au
critere XF-Basique, il nécessite de garder en mémoire des matrices moins creuses que
celles employées par le critere XF-Basique. Ceci se traduit par un cotit de calcul plus
élevé lors de la résolution des systemes linéaires correspondants pour les cas difficiles.
Le critere XF-CSI est donc plus cotiteux a minimiser que le critere XF-Basique.

En termes de mise en ceuvre, les criteres XF-CSI et XF-MGM ne nécessitent pas
de modéliser explicitement la bobine mais uniquement de connaitre le champ inci-
dent, ce qui est un avantage important par rapport a ’approche Basique. Néanmoins,
il reste possible d’introduire ’excitation de la bobine par le champ incident dans le
critere XF-Basique de maniére approximative. Cependant, la qualité de I'approxima-

tion risque de dépendre de la finesse du maillage. Ces observations en termes de cotit
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calculatoire et de temps de calcul ont été effectuées en 2D, des tests doivent étre effec-
tués en 3D pour pouvoir confirmer ou infirmer ces constats. Il est difficile de conclure
a priori sur le critéere a utiliser pour l'inversion 3D a cause des problemes de cofit
de calcul, de mémoire et de mise en ceuvre qui se posent pour chacun des criteres.
Toutefois, en 3D la bande de la matrice creuse peut étre plus importante. En effet,
le nombre d’éléments reliés entre eux est plus élevé et il est plus difficile de trouver
un ordre de numérotation des degrés de liberté permettant d’avoir la bande la plus
serrée possible. Ceci montre que restreindre le domaine de calcul a une zone d’inté-
rét n’apporte pas nécessairement une diminution de la mémoire totale requise pour
résoudre le probleme. De méme il peut étre intéressant de tester le critere XF-MGM

en 2D pour évaluer les trois criteres avant de commencer 'inversion 3D.

Afin d’essayer de diminuer le cotit calculatoire et de mémoire nécessaire pour ré-
soudre le probleme, il est envisagé d’employer la méthode de condensation statique
(Thomas|, 2006) et serait utilisée dans le cas du critere XF-Basique. Elle permet de
limiter les calculs de champ électromagnétique a une zone d’intérét. Cependant, elle
nécessite I'inversion d’une matrice, ce qui peut limiter son efficacité numérique. Il est
difficile a priori d’évaluer le gain de cette méthode qui dépendra du nombre d’élé-
ments nécessaires pour discrétiser le domaine de calcul et le nombre d’éléments de la
zone d’'intérét. Une autre méthode exploitable pour diminuer le cotit calculatoire est
la méthode de perturbation (Dular et al., [2006; Sabariego et Dular, 2007)). Cette mé-
thode permet de diviser la zone de calcul en deux : une zone importante ou le calcul

n’est effectué qu’'une seule fois; une zone d’intérét plus petite contenant le défaut.

Le passage a une reconstruction en 3D est envisagé dans le but d’inverser des don-
nées réelles. L’inversion de données réelles est toujours délicate a cause du bruit de
mesure et des erreurs du modele direct. Obtenir un modele direct suffisamment fiable
et proche de la réalité pour l'inversion risque d’étre la principale difficulté. De plus,
dans ce mémoire seules des entailles sont reconstruites et les données réelles a dispo-
sition ont été acquises sur des entailles électroérodées pour étre connues précisément.
Or les défauts réels ne ressemblent pas nécessairement a de telles entailles, ce qui peut
affecter le comportement de la méthode d’inversion. Celle-ci devra donc étre carac-
térisée avec soin, a ’aide de données proches de celles correspondant a ’application

visée.
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Chapitre A

Ensemble d’apprentissage de la RI
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pour la méthode EDF-EPM

On utilise ’ensemble d’apprentissage suivant :

1. un défaut carré de 1 mm de largeur et 1 mm de profondeur;

2. un défaut profond de 4 mm de largeur et 3 mm de profondeur ;

3. un défaut de 5mm de largeur et de 1 mm de profondeur;

4. un défaut transverse de 0.6 mm de largeur et de 1.4 mm de profondeur.

Les défauts ainsi que les données simulées par COMSOL sont présentés.
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FI1GURE A.1 Défaut et données simulées pour un défaut carré
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F1GURE A.2 Défaut et données simulées pour un défaut profond
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FIGURE A.4 Défaut et données
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et données simulées pour un défaut de 1 mm
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simulées pour un défaut transverse de 1.4 mm
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Chapitre B

Configurations des simulations

B.1 Parameétres

conductivité électrique oy | 1,39 x 10°S.m™
perméabilité magnétique g | 47 x 107" H.m™!

TABLEAU B.1 Parameétres

B.2 Capteur simulé

rayon intérieur 1 mm
rayon extérieur 3 mm
hauteur 1mm
intensité I 1A
fréquence 300 kHz
entrefer 0,2mm
pas de capteur 0,2mm
nombre de positions 71

TABLEAU B.2 Capteur



B.3 Domaine de calcul

hauteur 6 cm

largeur 10 cm
épaisseur plaque lcm
hauteur domaine intérét | 5mm

TABLEAU B.3 Domaine de calcul
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Chapitre C

Courte introduction aux EF

C.1 Principe de la méthode des éléments finis

Afin d’expliquer le principe de la méthode des éléments finis (EF), on tente de
conserver une certaine généralité. On se base sur les documents de référence (Fortin et
Garon, [2011} [Silvester et Ferrari, [1996). Contrairement & la méthode par différences
finies, qui utilise une formulation forte sur un nombre fini de points de l'espace, la
méthode des éléments finis utilise une forme faible sur un domaine €2 délimité par I'.
Elle permet de résoudre le probleme sur un domaine continu et non sur un domaine
discret en utilisant des fonctions d’interpolation. L’espace est discrétisé en éléments,
on appelle Q¥ la restriction de I’espace & I’élément k.

On prend un exemple simple, classique et proche de celui que 'on cherchera a
résoudre le probleme de modélisation CF afin d’expliquer le principe de la méthode.
On se limite au cas 1D pour le moment. On considere que 'on cherche a résoudre
I’équation :

u ()= f(z), Ve
{ u(x)=0, Vexel

Par simplicité, on fait 'hypothése que f(z) € L? () i.e., f(x) est de carré in-
tégrable sur son support €2, ou 2 est le domaine de calcul délimité par la frontiere
['. On a imposé que les valeurs de u (z) & sa frontiére I' soient nulles : ce sont les
conditions de Dirichlet homogene.

On cherche a résoudre une équation différentielle d’ordre 2 en 1D avec des condi-
tions de Dirichlet homogene. On cherche & calculer u (z) € Hg (Q) avec H} (©2) un

espace de Sobolev :

3

H&(Q):{ueLQ(Q) | Vue (22@) ,u(m)zO‘v’xEF}
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On multiplie 'équation différentielle par la fonction test w (z) € H} (Q) et on
integre sur 2 afin d’obtenir la forme faible ou formulation variationnelle de I’équation

différentielle :

/Qu” () w () dQ:/Qf(:r;)w(x) o
Apres intégration par parties, on trouve :
—/Qu' (z)w' (z) dQ+ [v (z) w (x)]p = /Qf(x)w (x) dQ

De maniére générale, quelle que soit 1’équation différentielle linéaire que 'on

cherche a résoudre, on obtient une équation bilinéaire par rapport a u et a w :
a(u,w)=1(w), Ywe Hy ()

De plus, on munit P'espace de Sobolev H} (€2) du produit scalaire suivant et de la

norme associée a ce produit scalaire :

(u,w)H:/uwdQ—i-/u/w/dQ
0 Q

2 2 2
lullf = [ (u® +?) a0
L’espace de Sobolev muni du produit scalaire et de la norme associée est un espace
de Hilbert.
On peut démontrer que résoudre ce probleme est équivalent a minimiser une fonc-

tionnelle énergie J (u) si la forme bilinéaire a (u, w) est symétrique :

— 1 / 2
Tw=3 [ @7 - [ f@)u) a
On pose quelques définitions :

Définition C.1 Cercivité
Une forme bilinéaire a (u, w) sur un espace de Hilbert H est dite ceercive s’il existe

une constante Cy € R telle que :
a(u,u) > Cyul?, YueH

Définition C.2 Continuité
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Soit H un espace de Hilbert. Une forme bilinéaire a (u,w) de H x H est dite

continue s’il existe une constante Cy € RT telle que :
ja (u, w) | < ColJully lwlly, V(v w) e HxH

On énonce le théoreme de Lax-Milgram permettant d’assurer 'existence et 1'uni-

cité de la solution au probléme sous réserve de respecter certaines hypotheses :

Théoreme C.1.1 Théoreme de Laz-Milgram

Soient :

1. H un espace de Hilbert,;

2. a(u,w) une forme bilinéaire continue sur H x H ;
3. 1 (w) une forme linéaire continue sur H.

Si a(u,w) est cercive, alors il existe une unique solution u € H telle que :
a(u,w)=1(w), Ywe H

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe une solution unique a ce probléme
variationnel si les hypotheses de continuité et de ccercivité sont respectées. C’est pour-
quoi on introduit un produit scalaire a I’espace de Sobolev afin d’obtenir un espace de
Hilbert qui respecte les conditions du théoreme de Lax-Milgram. La continuité et la
ceercivité sont faciles & démontrer a I'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwartz (Fortin
et Garon, [2011) pour le probleme a résoudre.

Le probleme variationnel obtenu est encore sous forme continue. On cherche a
discrétiser ce probleme afin de pouvoir le résoudre numériquement. On discrétise
I’espace en le maillant et en introduisant les éléments. On se place pour le moment
uniquement, dans le cas d'un élément k. L’idée est de projeter la fonction u (x) sur
une base de fonctions {¢; (z)},_; . qui respectent les hypotheses du théoreme de

Lax-Milgram : c’est la méthode de Ritz.
Ng
u(z) mug(z) => ujo;(x)
j=1

On obtient une équation bilinéaire discrétisée :

a(ug,wy) = 1(wy), Ywg € Hyy (Q)
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ot H},; (€) est un sous-espace de H{ (€) formé de toutes les combinaisons linéaires
des fonctions ¢; ().

Il reste a choisir wy. Un choix tres utilisé est d’imposer wy = ¢; pour les Ny degrés
de liberté : c’est la méthode de Galerkin. L’objectif est d’obtenir un systeme inversible
avec autant d’inconnues que d’équations.

On obtient un systeme élémentaire pour I'élément k£ de Ny équations a Ny incon-

nues {u;} :

ZUJ (¢j,0:) =1(ds), 1<i< Ng

On obtient une équation matricielle de la forme A*u* = f* avec

A" (j,1) = a(¢;. éi)

kt
wh = (ufu | fux, )

££@) =1(en)
On applique le principe précédent a tous les éléments et on construit un systeme
Au = f englobant tous les noeuds.
Le principe de la méthode est généralisable a des espaces de dimension supérieure,

ce que 'on fera par la suite en 2D et 3D dans le cas des courants de Foucault.

La difficulté de la méthode par éléments finis réside dans le choix des fonctions

{o: (2)}.

C.2 Formulation faible dans le cas des CF

On utilise les mémes notations qu’au chapitre [[TIl Afin de développer le modele

direct, on utilise I’équation d’Helmholtz vérifiée dans notre cas :

V- -VE(x,z) —qo (z,2) E(x,2) = qJ (x, 2)

0  sinon

J(x’z):{ +J, si(x,2) € Dy

q = Jwho

On rappelle que J. est la densité du courant a la bobine. On impose a la densité
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de courant d’étre constante dans la bobine, ceci équivaut a négliger 'effet de peau,
valable compte tenu des dimensions de la bobine. En effet, la section et le rayon de
la bobine sont de 'ordre du millimétre. De plus J (z,2) € L? (Q).

En introduisant le contraste ¢ (x, z), on obtient :

iV -VE(x,2)+qc(x,z) E(x,2) —qF (x,2) = 45 (x, 2)

0o 0o

¢(z,2) = 202 Zo(x’ 2

La méthode des éléments finis est basée sur la résolution de la forme faible de
I'équation différentielle a résoudre (Silvester et Ferrari, 1996]). On réutilise les nota-
tions introduites a la section précédente, on trouve dans le cas de ’équation d’Helm-

holtz la formulation faible suivante :

010 QV-VE(J:,z)w(:E,z) dQ+/Qq(c(:B,z) — 1) E(x,2)w(x,z) dQ) = Cfo QJ(at,z) dQ
(C.1)

D’apres le théoreme de la divergence i.e., I'identité de Green, le premier terme de

(IV.1)) devient :

1 V- -VE (z,z)w(z,z) dQ) = 1 w(x,2) VE (z,2) -n(x,z) dl’

0o JQ Op JT
1

o ) VE (z,2z) - Vw(z,z) dQ
On appelle T la frontiére du domaine de calcul €2 et n (z, z) la normale a T
On utilise les conditions de Dirichlet homogene i.e., F (x,z) =0, V (z,2) € T.
On a imposé E € H{ (), on impose également w (z,z) € H} () ie., w(z,2) =
0,V (x,z) € T', 'intégrale sur I' disparait donc.
On garde en mémoire pour la suite que les variables dépendent de (x, ) et on cesse

de le noter dans les équations pour alléger I’écriture. Le probleme obtenu est toujours

continu, il est nécessaire de le discrétiser pour pouvoir le résoudre numériquement.

C.3 Calculs avec I’élément de référence

Pour calculer les termes intervenant dans les intégrales, on introduit 1’élément de
référence (cf. figure [C.1)). Ceci revient a changer de base afin de faciliter les calculs
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des intégrales.

Av (=5, 5)

x5, %)
(0:0) @, 0) (=%, k)

FicUrg C.1 Transformation 7%

On utilise une transformation géométrique permettant de passer de la base de
Pélément de référence k dont les variables sont (u,v) ala base du nceud i de I’élément

k de position (a:’-“ zk) dont les variables sont (x,z). On définit la transformation 7"

1™

pour passer de I’élément de référence k a I’élément £ :

TF - k — k

(w,0) — (z,2)

On appelle qg(u,v) la fonction d’interpolation dans la base de référence liée a

I’élément de référence :
oF (x,2) = ¢" (T* (u,0)) = 6 (u,v)

On a donc en posant OF le domaine de 'élément de référence k
kk 10k _ T T 7k 1Ok
| ererat = | 66,7 a0

/ Vol - Vehdak = / Vi (BY) B*VE, Tt at

Qk Ok

avec DT* la matrice jacobienne de T*, J* le jacobien de la transformation T i.e.,
Tk = ’DT’“‘ et BF = (DTk)_t. Dans notre cas J* = 2A4% ou A* est l'aire de

I’élément k.
En utilisant I'interpolation de Lagrange pour les fonctions base et donc les fonc-
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tions test (on utilise la méthode de Galerkin) on trouve :

l—u—wv sit=1
¢ (u,v) =< u sii =2

) sit=3

(x) C T () = ( (1—u—v)x’f+uw’§+vx’§)

z (1 —u—wv) 2+ uzk + vk

La matrice Jacobienne de la transformation 7% est :

k E ok k
DTk:(xZ_xl 5’73_551)

k E ok k
Rg — Rl k3 T X

T gk ok ok ko
TP\ af —af ok — b

—t 1 2k gk gk _ ok

Bk _ ( DTk) _ ( 3 1 1 2
L’utilisation de I’élément de référence permet d’éviter le calcul des intégrales pour
chaque élément et de tout simplifier en un simple calcul d’aire a effectuer pour chaque

élément.

C.4 Estimation d’erreur

Un des principaux avantages de la méthode des éléments finis est la possibilité de
pouvoir s’assurer de la convergence de la solution approchée uy vers la solution exacte
u lorsque le maillage est de plus en plus fin. En effet, si on appelle

h = max (hk)
ke[1,Ny]
avec h* la plus grande distance entre 2 points de 1'élément k, on sait que la solution

numérique converge vers la solution exacte au sens de la norme de I’espace de Hilbert
H considéré (Ciarlet, 1978 Fortin et Garon) 2011)) :

lim [ — ]y = 0

De méme, a partir d’'un théoreme plus général sur l'ordre de convergence en fonc-

tion de la taille du maillage, on peut obtenir le lemme suivant (Ciarlet| 1978; Fortin
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et Garon, [2011]) :

Lemme C.4.1 Ordre de convergence
Si la solution exacte u du probléme est suffisamment réqulicre et si la fonction
d’interpolation est un polynome de degré p alors il existe une constante C' dépendante
de w :
[ = wall 1 gy < C (u) B

On peut remarquer qu’en pratique le lemme précédent est inutilisable. En effet, il
dépend de constantes inconnues et fait intervenir la solution u inconnue. On appelle
donc ce calcul une estimation d’erreur a priori. Ce lemme est intéressant pour avoir un
ordre de convergence en fonction du pas de discrétisation et de I'ordre du polynéme.

Il existe d’autres estimations d’erreur dites a posteriori (Ainsworth et Oden) 1997)
permettant d’estimer I'erreur de calcul en fonction de la solution calculée et méme
d’obtenir une cartographie de 'erreur. Ces résultats sont utilisés pour le raffinement
de maillage. En effet, le raffinement de maillage considérer a modifier le maillage
aux nceuds ou l'erreur de la solution estimée est la plus forte a 'aide des calculs
d’erreur a posteriori. On n’explicite pas les calculs d’erreur a posteriori, 1'objectif
étant de préciser qu’il est possible d’avoir une idée de l'erreur locale des champs
calculés avec les éléments finis. A notre connaissance, il n’existe pas de tels résultats
pour I'estimation locale d’erreur par la méthode DF'. Il existe uniquement des résultats

sur une estimation d’erreur globale.
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Chapitre D

Algorithmes de gradients

conjugués

D.1 Généralités

On cherche a minimiser J () une application de R" dans R. Si la fonction J (x)
est coercive, alors il existe au moins un minimum a J (x) dans R".

Un algorithme de minimisation construit une suite de (™ de maniere itérative.
Bien qu’il existe des algorithmes minimisation globale plus compliqués a mettre en

ceuvre, on se limite aux méthode de minimisation locale :

2D — ) 4 ) g

ot d™ est une direction de descente et o™ un pas dans la direction de descente.
Afin d’assurer la décroissance du critére, il est nécessaire que d™ respecte la condition
(@) v (2) <.

La difficulté et les différences entre les méthodes de minimisation existantes ré-

sident dans le choix de d™ et de (™.

D.2 GC linéaire avec préconditionnement

On explicite 'algorithme des gradients conjugués linéaires avec préconditionne-
ment pour résoudre le systeme Ax = b.

Lorsqu’il n’y a pas de préconditionnement, il suffit de poser P = I, dans ce cas,
cet algorithme est applicable pour des systemes complexes, a moins que P soit une

matrice ne contenant que des termes réels.
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Entrées : — A le Hessien;

— b;

— 2 1a solution initiale

— P la matrice de préconditionnement.
Sorties : x la solution.

g =b— Az©®

p0) = p~1g©®

20 = p0

n«—0

répéter
(g<n>)fz<n>
(Apm)'p()
() = () 4 o) pn)
gt = g — () Ap™
z(n-i—l) — P—lg(n—H)
(g(n+1>)fz<n+1>

o —

(n+1) _
p T (g™) =
p(n+1) —_ Z(n—i—l) 4 ﬂ(n-ﬁ-l)p(n)
n«—n-+1

jusqu’a Convergence
Retourner x.

TABLEAU D.1 Gradients conjugués linéaire avec préconditionnement

D.3 GC non-linéaire

La minimisation de J par rapport a x devient alors plus compliquée puisque le
critere a minimiser n’est plus une forme quadratique par rapport a . On propose
d’utiliser un algorithme de minimisation de type gradients conjugués non linéaire

(Fessler et Booth [1999). On calcule le gradient du critere :
VaTe (€) = 2H,x — 2b” + BD")' (Dya; 8) + v’ (a5 0)

On a toujours la fonction :

@/J(u):\/m

La seule réelle différence avec la régularisation de Tikhonov, pour laquelle on peut
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Entrées : (¥ la solution initiale
Sorties : x la variable inconnue
Initialisation de I'algorithme : n « 1;
répéter
g™ =-VvJ (w(n—l)) :
p™ = Pg™ avec P la matrice de préconditionnement
0 sin=20
Y = ¢ (g —gn=1)
(gn=1)"ptn-1
d™ = p + ~Md=1 g direction de descente ;
& = argmin,_, J (:13 + ad(”)) = argmin,, f, (@) ;
2D = 2™ 4 4 d™ 1a nouvelle solution
n«—n+1;
jusqu’a Convergence
Retourner x.

sin>0 "’

TABLEAU D.2 Algorithme de GC non linéaire

utiliser un algorithme de gradients conjugués linéaire, est le calcul du pas de descente
.

En effet, on ne dispose pas dans le cas de  d’une solution explicite de f., (o) = 0,
on utilise la méthode proposée dans (Fessler et Booth) [1999)) et utilisée dans (Gous-
sard et Guichard), 2007), a savoir employer une méthode de Newton-Raphson pour

minimiser [ (). Cette procédure itérative est définie par :

. fa ()
far (i)

Qi1 = Oy

fz (@) = ag + a1 + aza® + BY (D (z + ad) ; 6) + v (x + ad; )
fi(a) = ay 4 2a0 + B (Dd)" ' (D (z + ad) ;0) + vd'y)' (x + ad)
f2(0) = 2a + 5 (D)) " (D (@ + ad) ;6) + 7 (d2) 4" (2 + ad; 5)

Pour exprimer les valeurs des coefficients a; et as, on réutilise les expressions

utilisées pour simplifier les termes du critere.

o =20 20" S |(@)' 57 + (a)' | + 200 + 200" Y |(Q1)' i+ (@)
l l
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a9 = V19 + )\1)22

Avec :

u; = dtZl: <(Q§)tQ2 + (qéi)tQEi)

w=d'Y (@) Qi+ (@) @)
l
V11 = U1 & V12 = ’U,ld (D].)

V21 = U2X Vo9 = Ugd (DQ)

On ne calcule pas ag, puisque ce coefficient n’intervient pas dans la procédure
itérative. On considere que la procédure itérative a convergé lorsque la variation

relative entre 2 valeurs successives de a est inférieure a un seuil (ici 1%) i.e.,
ltigr — o <107 o
Q1 QG| X 0%}

Pour certaines valeurs de 3 et ~, l'estimation de o par Newton-Raphson est in-
stable, les valeurs de « oscillent fortement, pouvant donner des valeurs négatives. On
choisit d’approcher le calcul de la dérivée seconde de f («) (Fessler et Boothl [1999;
Goussard et Guichard} 2007) :

Y’ (u)

u

U (u) =

La procédure devient une procédure de Newton-Raphson modifiée et semble éli-
miner ces oscillations. Si ces problémes venaient a se reproduire, on pourrait étudier

I'utilisation d’autres algorithmes de minimisation (Labat|, 2006]).
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Chapitre E

Calculs pour les criteres XF

E.1 Rappels

On rappelle les équations d’observation et de couplage pour la tomographie par
CF :

AZ, = i;’eée (K. — K.) e (E.1)
Mez + Kxeg = fz (EQ)

On tente d’introduire les courants de contraste afin d’approcher les méthodes CSI

actuelles.

E.2 XF-MGM, XF-CSI et XF-Basique

Au chapitre [V] on propose différents critéres a minimiser plus ou moins inspirés
des criteres MGM et CSI en utilisant les équations d’observation et de couplage
. Le critere XF-Basique est basé sur les erreurs quadratiques de ces équations.

Afin d’obtenir un critére plus proche des criteres MGM (Kleinman et van den
Berg), [1993)) et CSI (van den Berg et Kleinman, [1997)), il faut modifier les équations.
Pour s’approcher du critere CSI, il est nécessaire de faire intervenir une quantité
w, = (K, — K,) e Sion observe les équations et , on observe qu’il est
possible d’obtenir un critere qui ne dépende que de x et de w, apres avoir prémultiplié
les équation de couplage par (K, — K,q). On considére le cas sans défaut :

Mey + Kyoeo = fo (E.3)

Pour mémoire, on développe les calculs en commencant par faire la différence entre
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les deux équations (E.2)) et (E.3) :
M (e, — ey) + K,ep — Kypeq =0

(M + Kx()) (6@ — 60[) + (Kx — Kxo) €y = 0

On pose :
Ay=M + K,

Cx = Kx _KxO

On a donc :
e — eg + Ao’lcxeg =0

On prémultiplie par C, pour obtenir une vraie CSI, sinon on obtient la formulation
par MGM. On se restreint a une zone dans une partie de la plaque i.e., on ne prend
pas en compte l’air et ni une zone en profondeur. Finalement on obtient les erreurs

quadratiques sur les équations d’observation et de couplage :

2

K=Y

14

lof
|AZ¢ + Eoefwwg

Jo = |Jw, + C, A, w, — C.eunl’
¢
Le critere XF-MGM est donc :

Jeu (T, €;\) = Z H2

2
+ )\MGM Z Héé + Ainvczéﬂ - éOE
14 £

g, ~
‘AZE + et C.e
q

Le critére XF-CSI est donc :

2

Tost (&, w; \) = Z + Acst Z H'Ibé + é:pAmv'we - CxéOZHZ
¢

L

00 . -~
‘AZ{ + ?Oeégwg

Le critere XF-Basique proposé est :

2
g
‘-7 (CC, €; >‘) = Z |AZ€ o ;Oegé (KxO - Km) el + A HMef + Kxeé - ffHZ

¢

La méthode CSI classique fait intervenir le calcul de A.g; qui est basé sur le rapport
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des équations d’observation et de couplage lorsqu’il n’y a pas de courant de contraste.

Dans notre cas, on a :

Az
> [ Creul?

De méme, la méthode MGM se base sur le méme principe pour obtenir le calcul

CsI

suivant pour Aygu :

VAl

A
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Chapitre F

Calculs pour la minimisation

Les matrices H, et H, utilisées respectivement dans les équations et (VI.2)
sont introduites ainsi que les vecteurs b, et b,. On ne tient pas compte des scalaires
ce et ¢, car ils n'interviennent pas dans la minimisation du critere.

Dans la suite, lorsque des exposants -” et - sont utilisés, il s’agit respectivement

de la partie réelle et de la partie imaginaire.

F.1 XF-Basique

F.1.1 Minimisation par rapport a e

La minimisation par rapport a e, nécessite le calcul du gradient de J par rapport
ae; VoJ :
Vej = 2He€g — Qbe

H, = (K, — KI)T (GOK(;O> Jqoeéf (Koo — Ko)+A (M + KI)T (M+K,) ¢ O N
be = (KmO — KI)T (60@?) AZ[ + A (M + Kx)T f[ S (DN”

F.1.2 Minimisation par rapport a x

La minimisation par rapport a @ nécessite le calcul du gradient de J par rapport
ax V,J:
V.J =2H,x — 2b, + ¢' (x)

H, =Y () @ + () g + (@) @ + 1 (Q)) @) e RN
l

bo= =35 (a)' + 5 (@) + 1 Q) mj + 7 (Q)) mi € R
l
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En posant :

En définissant :

F.2 XF-MGM

F.2.1 Minimisation par rapport a e

La minimisation par rapport a e, nécessite le calcul du gradient de J par rapport
a €y Vej :
V.J =2H_.e; — 2b,

0o

(eoz) ;e&cx AT+ A,C) (I+A,.C,) €CNxMn

0o

be = —Cl <€05q> AZI + A (I + AinVCI)T €y < (DN”

F.2.2 Minimisation par rapport a «

La minimisation par rapport a @ nécessite le calcul du gradient de J par rapport
ax V,J :
V.J =2H,x — 2b, + ¢' (x)

H,=3 (q)q;+ (q}i)t 4@+ MQ)'Q; + A (Q;)t Q) ¢ RNxNe
J4
. N\t Nt
be == si(q) +5; (i) + Q) n;+A(Q)) nj e R™
l
En posant :

(o) ¢ (o)) ¢
Se = N7, — Eeoeroeg q = —ey K.

ny=e —ey— A.Kyoer Qi=A,K.
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En définissant :
K.e=K.x

F.3 XF-CSI

F.3.1 Minimisation par rapport a w

La minimisation par rapport a w, nécessite le calcul du gradient de J.g par
rapport a wy Vi, Jesr -
ijCSI - 2Hw'w€ - 2bw

Hw - (eOZOC:IO> (;0665 + )\ (I + CxAiDV)T (I + CiUAiDV) e @N”XN"
bw - (e()@o;> AZ[ + A (I + (;’ajf4irw)]L ngeoé S (DNW

F.3.2 Minimisation par rapport a «

La minimisation par rapport a & nécessite le calcul du gradient de J.q par rapport
axVeJos -
vijSI = 2me - be + ¢/ (m)

N2 .
H,=\Y (@) Q; +(Q)) Q) € RN
¢
N2 .
b, = -AY(Q))' n; + (Q}) njcR™
¢
En posant :
ng =W, — K;0Au W+ Koo Qr= Ky — Koo

En définissant :
KJ?Ainva - Kwéw

Kxegg = Keog.’,ﬂ
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F.4 XF-AL-Basique

F.4.1 Minimisation par rapport a e

Le terme du Lagrangien augmenté n’intervient que dans le terme appelé b.,. On

a désormais pour la matrice e, et vecteur b, de I’équation (VI.3) :

Vej = 2He€g — 2be

H. = (K, - K,)' <e0/’q°> (;06& (Ko — K,)4+\ (M + K,) (M + K,) €N

' 1
be = (K. — K.)! (w?) AZ+ MM+ K) fi— oG e O™

G=(M+K,) (k] + jK})

(n)

On introduit les vecteurs kj et K} extraits de k,"” ne concernant respectivement

que les parties réelles et imaginaires de 1’équation de couplage dans le domaine d’es-

timation de .

F.4.2 Minimisation par rapport a x

Le terme du Lagrangien augmenté n’intervient que dans le terme appelé b,. On a

désormais pour la matrice e, et vecteur b, de I’équation (VI.4) :
V.J =2H,x — 2b, + ¢' (x)
t N
H, =Y (q) a+(q) ¢+ Q) Q; +(Q)) Q) € RN
¢

(s s (a) + 2 (@) + A (Q)) mi+ 5 (@) i+ 5 (@) 1)

c RNV
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F.5 XF-AL-MGM

F.5.1 Minimisation par rapport a e

La minimisation par rapport a e, nécessite le calcul du gradient de J par rapport
ae V.J :
V.J =2H_.e;, — 2b,

3
0o 00 4

H.=C! (eogq> ;ewcz AT +A,C) (IT+A,C,) eCNxN

: 1
b, = —CI <eofqo> AZ + XTI+ A,.C,) ey — 3¢ € cN

G =T+ A,.C.) (k] + jr})

F.5.2 Minimisation par rapport a x

La minimisation par rapport a @ nécessite le calcul du gradient de J par rapport
ax V,J :
V.J =2H,x — 2b, + ¢' (x)

H, =Y (q)) ¢ + () g+ (@) @ + A (Q) @} e RN*N
l
b= = S ) 51 (a) + (@) i+ (@1)' i 5 (@) i (@) i < R
F.6 XF-AL-CSI

F.6.1 Minimisation par rapport a w

La minimisation par rapport a w; nécessite le calcul du gradient de J.q par
rapport a wy Vi, Jesr -
VIUJCSI = 2wa€ - 2bw

H, = (eoeaqo> (;Oeéz +AI+C,A,) (I+C,A,,) € N x N

* 1 -
b, = — (ew‘;o> AZ+ M1+ C,A,.) Creq — S ecCh
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G =(I+C.A) (ki + jK))

F.6.2 Minimisation par rapport a «

La minimisation par rapport a & nécessite le calcul du gradient de J.g par rapport
axVeJos :
ijCSI = 2H$m - Qba:

H, =\ (@) Q; +(Q)) Qi e RY*
l

Nt 1 1 N
by = =AY (Q)) my + (@i) mi+ 5 (@) ki + 5 (Q)) wi € R
l
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Chapitre G

Reconstructions avec la méthode
EDF-EPM

0 1 o 112
0.5 o8 0.5 i
- k - 0.8
0.6
-1.5 : -1.5 0.6
0.4
-2 -2 0.4
-25 0.2 -25 0.2
-3 0 -3 0
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10

X [mm] X [mm]

z [mm]
Conductivité relative
z [mm]
Conductivité relative

(a) Défaut 1 mm (b) Défaut reconstruit

F1GURE G.1 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut de 1 mm

0 1 0 N -1
05 05
0.8 .
-1 ; -1
0.6 .
1.5 : 1.5
0.4 .
-2 -2
25 02 25 :
-3 0 -3 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

=]
®

o o
= 2
5 5
—_ o —_ 06 @
£ © £ o
E : E =
N g N 5
° 04'0
£ £
Q Q
o o
0.2

x [mm] x [mm]

(a) Défaut 2mm (b) Défaut reconstruit

F1GURE G.2 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut de 2 mm
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71
1.2
0. s - 1
3 3
06 g 0.8 g
2 2
- 2 e 06 2
o o
04 3 2
- 5 - 04 8
(] (]
0.2
2 2. 02
p 0 E o
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
x [mm] x [mm]
(a) Défaut long (b) Défaut reconstruit

F1GURE G.3 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut long

! 10.4
0. 0. 0.35
0.8
14 03 ¢
- g - 5
06 ® 025 ®
2 2
1. s 1. 02 =
04 3 E
- 015 8
B Q B Q
© 0.1 ©
) 02 »
’ ’ 0.05
R 0 g 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
x [mm] x [mm]
(a) Défaut carre (b) Défaut reconstruit

FI1GURE G.4 Reconstructions avec la méthode EDF-EPM pour le défaut carré
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Chapitre H

Reconstructions avec les méthodes

développées

1 0 1 1
08 08 08 08
o o o
2 2 =
k] - k] k]
06 @ — 06 0 06 0
e E e e
s Es = =
k=1 N k=1 k=1
04 3 04 3 04 3
2 2 2 2
Q Q Q
&) &) (&)
0.2 25 0.2 0.2
-3 0 -3 0 -3 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X [mm] x [mm] x [mm]
, .
(a) Défaut 1 mm (b) EF-Basique (c¢) EF-CSI
1 1 1
0.8 e 0.8 0.8
o 3 3
2 = =
k<] - k<] k<]
06 ® 06 06 ®
e e E e
= -1 = £ =
04 3 04 3 04 3
2 . 2 2
I=3 o o
(&) &) (&)
0.2 ; 0.2 02
-3 E -3
-10 -5 0 5 100 10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 100

x [mm] x [mm] x [mm]

(d) EF-CSI avec A auto. (e) EF-AL-Basique (f) EF-AL-CSI

F1GURE H.1 Reconstructions pour le défaut de 1 mm
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-10 -5 0 5 10

x [mm]

(a) Défaut 1 mm

Conductivité relative

-3
-10 -5 0 5 10
x [mm]

(d) EF-CSI avec A auto.

0 5 0 5 10

x [mm]

(b) EF-Basique

S0 5 0 5 10
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(e) EF-AL-Basique
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o
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Conductivité relative
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S0 5 0 5 10

x [mm]

(c¢) EF-CSI

0 -5 0 5 10

-3
-1

x [mm]

(f) EF-AL-CSI

F1GURE H.2 Reconstructions pour le défaut de 1.5 mm
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(b) EF-Basique
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(e) EF-AL-Basique
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(f) EF-AL-CSI

F1GURE H.3 Reconstructions pour le défaut de 2 mm

1

o o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5

Conductivité relative



z [mm]

u i
- 0
-10 -5 0 5 10
1
e 0.8
0.6
0.4
0.2
0 -5 0 5 10

-3
-1

°© o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5

x [mm]

(a) Défaut 2.5 mm

Conductivité relative

x [mm]

(d) EF-CSI avec A auto.

0 5 0 5 10

x [mm]

(b) EF-Basique

S0 5 0 5 10

x [mm]

(e) EF-AL-Basique

1

o o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5}

Conductivité relative

232

S0 5 0 5 10

x [mm]

(c¢) EF-CSI

0 -5 0 5 10

-3
-1

x [mm]

(f) EF-AL-CSI

F1GURE H.4 Reconstructions pour le défaut de 2.5 mm

1

o o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5

Conductivité relative



z [mm]

H i
- 0
-10 -5 0 5 10

-1

|

e 0.8

06

0.4
) 02
S0 5 0 5 10

°© o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5

x [mm]

(a) Défaut long

Conductivité relative

x [mm]

(d) EF-CSI avec A auto.

z [mm]

-3
-1

0 5 0 5 10

x [mm]

(b) EF-Basique

0 -5 0 5 10

x [mm]

(e) EF-AL-Basique

1

o o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5}

Conductivité relative

233

S0 5 0 5 10

x [mm]

(c¢) EF-CSI

S0 5 0 5 10

x [mm]

(f) EF-AL-CSI

FI1GURE H.5 Reconstructions pour le défaut long

1

o o
> ®
Conductivité relative

o
kS

o
5

Conductivité relative



234

Chapitre 1

Modele éléments finis avec

couplage intégral et éléments de
Nédélec

L’objectif final est de reconstruire des défauts en 3D a partir de données réelles.
Aux chapitres [V] et [VI] différentes méthodes de reconstruction sont présentées pour le
cas 2D. En 3D, le capteur peut poser des problemes car il est tres difficile d’obtenir
un maillage unique qui permette de représenter fidelement le capteur pour toutes les
positions. On propose donc le modele EF-CI qui évite le maillage du capteur a 'aide
d’un couplage intégral. De plus, afin d’éviter des problemes numériques qui peuvent

se poser en 3D, on utilise les éléments de Nédélec.

1.1 Modele EF-CI

I.1.1 Introduction des edge elements
I.1.1.a Principe

Dans l'objectif d’obtenir un modele direct en 3D, on introduit les edge elements
afin d’éviter les modes oscillatoires d’origine numérique i.e., spurious modes. Ces
phénomenes peuvent se produire en 3D lorsque 1'on utilise des fonctions de base
scalaires traditionnelles (Jin) 1993).

Dans cette section, on n’indique pas la dépendance des champs a la position



235

7= (z, z) pour alléger I’écriture. On débute avec les équations de Maxwell :

E —_— = H:
VxFE+ 5 0 Vx J 5
— - — -
V.-D=p V.B=0

En utilisant comme précédemment, les relations constitutives (cf équations (II.1)))

et en considérant le cas harmonique en temps, on trouve I’équation suivante :
— e . . _,
V x (0 VXH)+jw/L0H:O (L.1)

Pour obtenir la formulation faible, on multiplie I'équation ({l.1)) par une fonction
test N et on integre sur le domaine €. En utilisant le premier théoreme de Green

vectorie]ﬂ (Jin|, [1993) sur le premier terme, on obtient 1'équation :
/0—*1 (VxH)- (VxN) dQ+/ qF[.J\?dQ—/ (N x o' Vx H)-itdl =0
Q Q r

A T'aide d’une identité Vectorielleﬂ (Jin, |1993), le terme sur la frontiere peut étre

réécrit comme :

—

/F(J\*fxa*?xﬁ)-ﬁdr:/r(ﬁxﬁ)-(aflﬁxH) dar

Par conséquent ce terme disparait avec la condition Nxii= 0, ce qui est vrai par
exemple si N € Hy(curl).
On définit les espaces de Sobolev H (curl) et Hy(curl) :

H(curl) = {d € (L2 (Q))3 | Vxie (L2 (Q))s}

Hy(curl) ={ud € H(curl) |t x =0, Ve € T'}

On a la formulation faible du probleme . on cherche H € Hy(curl) tel que

/Qa_l (VxH)-(VxN) dQ+/Qqﬁ-z\7dQ:/Qﬁ.z\7dQ (1.2)

5—&’~(€xu€xg)} dQ:fFu(&'x?xg)ﬁ

g. (d’xb)
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pour toute fonction test N € Hy(curl). Un terme source F (x,z) est ajouté pour
généraliser 1’équation. A noter également que, en deux dimensions, la condition H x
77 = 0 sur la frontiere est équivalente a la condition H-T'=0 avec { le vecteur tangent

a la frontiére.

I.1.1.b Calcul des matrices élémentaires

Suivant la méthode des éléments finis, on introduit un maillage triangulaire et
on choisit un sous-espace de dimension fini V* C Hy(curl) qui est généré par des
fonctions de base, V" = Vect (]\7'1, e ,NNU). Dans le cas des edge elements, on choisit
une fonction de base pour chaque aréte du maillage. On n’estime plus la valeur du
champ électrique scalaire au niveau de nceuds mais on estime le champ magnétique
vectoriel au niveau des arétes. Sur chaque triangle (comme celui de la figure , on
a trois degrés de liberté. Pour chaque aréte a, on choisit une direction pour le vecteur
tangent unitaire ,, et une fonction de base ]\7(1 (identique a la fonction test i.e., c’est

la méthode de Galerkin) telle que :
1 S
— / N, -t,da=1
|CL| a

et telle que la moyenne de sa composante tangentielle est nulle sur les deux autres

cotés du triangle. On appelle |a| la norme de la longueur de 'aréte a.

Fi1GURE I.1 Triangle avec une orientation anti-horaire des vecteurs tangents.

On appelle L; le polynome linéaire, qui prend la valeur 1 au noeud i, et 0 aux

deux autres noeuds du triangle k. Pour I’aréte reliant les noeuds i et j (avec le vecteur
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tangent orienté de i vers j), la fonction de base sur I’élément k peut s’écrire :

—

No=(LiV Ly~ L;V L) t;

Avec (;; est la longueur de I'aréte entre les nceuds 4 et j (Jin) [1993)). Puisque cette
fonction est linéaire (N, € (Py (k))® i.e., N a ses deux composantes dans I'espace qui

sont des polyndmes de degré 1), le rotationel est constant sur le triangle,

— — -
V % Na 2&] \Y Lz x V Lj (13)

On décompose une fonction H en terme des fonctions de base :

— NU —
H=Y hyN,,
a=1

On utilise chacune de ces fonctions de base comme fonction test dans ([.2]), on

obtient alors
Sh [0 (Fx ) (FxN) do [ of, Nyao— [ F N (L)
= @l a J o e Y 0 J .

pour j =1,..., N,, ou N, est le nombre d’arétes du maillage. Lors de I’assemblage des
matrices, on ajoute les contributions de chaque élément individuellement localement
sur le triangle £ :

— contribution a gauche de I’équation :
SN k(T NFY . (Y Nk k Gk . Nk 1Ok
> /mp (Vx Nb) - (Vx N*)dQ +/qui . N dQ

— contribution a droite :
F - NFdQF
Qk

pour j = 1,2,3, et ot 'on suppose que la conductivité o = o = (pk)il est une
constante sur chaque triangle avec p la résistivité. Avec l'introduction du champ
magnétique, le modele est linéaire par rapport a p et non ¢ comme précédemment. On
travaille désormais avec la résistivité. Sous forme matricielle, la contribution locale
du triangle k est :

— contribution & gauche : K*h* + K*h* 4+ LFR*



— contribution & droite : f*.
On pose K* et L* sont les matrices élémentaires de raideur et de masse

méme maniére qu’a la section [V.1] on pose :

K% (i.5) = (puir = po) | & (VX NF) - (Vx NF) agt
K* (i) = [ o (V> NF) - (Vx NF) dgt
LF (i, j) = q/m NF - NEdQF

fF)= [ F-NFdQ

Ok
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. De la

En introduisant le contraste (ici la résistivité relative) de I’élément k, ¢*, on trouve :

k_ P* — po

¢’ =
Pair — PO

La variable p représente la résistivité électrique. On la définit par :

p=1/c

On définit par pg la résistivité de la plaque métallique et pg;,. la résistivité de Dair.

En théorie, p,; = 00 mais numériquement, on pose pg;, = 1.m.

Chaque triangle a trois arétes qui sont partagées avec d’autres triangles. Comme

dans le cas des EF nodaux présentés au chapitre [[V] le champ magnétique sur une

aréte ne peut prendre qu'une valeur. En additionant les contributions de

triangle, on obtient finalement le systeme linéaire

(K, +Ky+L)h=f

chaque

(L5)

On pose M = L + K. Dans ce cas, la matrice masse est L* et la matrice raideur

K., + K. Dans le cas des éléments finis nodaux (cf section [[V.1]), il s’agit de I’

i.e., la matrice raideur est L* et la matrice masse K, + K.

inverse
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I.1.1.c Assemblage des matrices élémentaires

Concernant les matrices élémentaires K* et L*, il faut porter une attention par-
ticuliere a la convention sur la direction des vecteurs tangents. Par exemple, dans
(Jinl, [1993), les matrices données supposent une orientation anti-horaire des vecteurs
tangents, localement pour chaque triangle comme a la figure [[.1]

Cependant, on doit fixer une orientation pour chaque aréte, et cette orientation ne
peut pas étre de sens anti-horaire pour les deux triangles adjacents en méme temps.
Donc, on doit ajuster ces matrices élémentaires locales K* et L*, en multipliant la
rangée et la colonne ¢ par —1 si 'aréte ¢ est orienté au sens horaire par rapport au
triangle k.

Pour chaque triangle k, on peut construire une matrice 3 x 3 diagonale D telle
que D¥ (i,7) = 1 si t; est dans le sens anti-horaire, et D* (i,i) = —1 si #; est dans le

sens horaire par rapport au triangle k, et la matrice élémentaire est alors :
K, = D"K, D"

On appelle K f( ) la matrice telle qu’elle est proposée dans (Jin, [1993).

Jin

I[.1.2 Couplage avec formulation intégrale

En temps normal, il serait possible calculer le champ magnétique, solution de
I'équation (I.1)), a I'intérieur de la plaque et dans l’espace entourant la bobine. Mais
lorsque 1'on veut faire bouger la bobine, le domaine de calcul doit étre maillé pour
chaque position de la bobine. Cette méthode n’est pas efficace car il est nécessaire de
calculer la solution pour un grand nombre de positions.

Donc, on utilise ici une formulation réduite : on construit un maillage pour la
plaque seulement. On impose la condition frontiere H -1 = 0 sur les cotés et le
dessous des frontieres du domaine de calcul 2. Sur la surface (z = 0), une condition
particuliere sera imposée faisant intervenir les contributions au champ magnétique
provenant de la bobine et de 'intérieur de la plaque elle-méme.

On désigne par ky, ko, ..., ky, les éléments (triangles) de la plaque (N, nombre
d’éléments), et par aq, as, . . ., ay, les arétes du maillage, incluant les bords (V, nombre
d’arétes). Comme illustré par la figure , la bobine est modélisée par deux sections

parcourues par un courant de 1 A : celle de gauche aura donc une densité de courant
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de J. = 1/aire = 2 x 105 A.m™? et celle droite une densité de courant de —J.. On
décompose chacune des deux sections de la bobine en deux triangles, que 1'on dénote
par by et by pour la section de gauche, bs et by pour la section de droite.

On utilise un ordre particulier pour les degrés de liberté. On décompose les incon-
nues en trois groupes distincts

— h; : les degrés de liberté pour les arétes a 'intérieur de la plaque,

— hy : ceux se trouvant sur la surface de la plaque,

— hy : les degrés de liberté sur les autres bords de la plaque.

Le vecteur d’inconnues peut alors étre écrit de la fagon suivante :

hi

Suivant ce regroupement, on peut représenter la matrice des éléments finis selon

9 blocs :

A | Ais | Ap
A=1L + Kx = Asi Ass Asb
Ay | Aps | App

Parce que I'on impose la condition H -t = 0, on a h, = 0, et donc ces inconnues

peuvent étre immédiatement éliminées du systeme pour obtenir une matrice réduite,

) A; | A,
A _ % S
( Asi Ass )

Pour les inconnues sur la surface de la plaque, on veut maintenant imposer une
condition différente et ainsi remplacer les blocs A,; et Ag,. Le champ magnétique h
se compose de deux contributions :

1. le courant dans la bobine génére un champ magnétique Hiyopine SUr la plaque.

2. le champ magnétique a l'intérieur de la plaque, H , induit un courant J = ? x H ,

qui a son tour génere un champ magnétique a distance ﬁplaque a la surface de
la plaque.

Pour mémoire, les degrés de liberté h sont les composantes du champ magnétique
tangentielles aux arétes du maillage. Donc, pour h,, seule la composante selon Z du

champ est nécessaire.
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Des formules analytiques, décrites en détail dans (Sirois et Roy, 2007)), permettent
de calculer le champ magnétique & un point (x, z) induit par une densité de courant
a travers un triangle donné. Les formules de (Sirois et Roy| 2007) sont applicables en
général pour une densité de courant linéaire sur le triangle. Dans notre cas, la densité
de courant est toujours constante sur chaque triangle : on suppose que le densité est
constante dans la bobine, et aussi J = Gx H est constant sur chaque triangle de la
plaque, voir ([L.3)).

Donc, sur la surface de la plaque, on note par C* le champ magnétique H, au
point (z,0) produit par une densité de courant unitaire sur le triangle k. Avec cette

notation, pour un point fixe (x, 0) sur la surface, on peut écrire sous forme matricielle :

Hx(xa 0) = Hx,bobine(za 0) + Hx,plaque(xa 0)

J. Ji
Hy(2,0) = ( Ch | Ol | O | Cin ) _J; +(ch|chk ]| o) Jf
.y In

- — — —
ou J; sont les densités de courant pour chaque élément, J; = V x H |;. Dans la suite,
on pose J; = ijj Ces densités de courant sont calculées a partir des degrés de liberté

h. Pour un élément k dont les arétes sont a;, a; et a;, on peut écrire :
— — —
Jk = VXH’k :rk,ihi+rk,jhj+rk,lhla

ou les coeflicients sont obtenus en utilisant ([.3). On peut assembler tous ces coeffi-

cients dans une matrice R, de dimensions N, X N,, telle que :

J1
. Jo _ [ h;
Iplaque = . :Rh:R<h )
Jn

On appelle Jpiqque le vecteur contenant les courants dans la plaque. La matrice R
est creuse, car seulement 3 éléments sont non-nuls sur chaque ligne de la matrice. R

est obtenue en éliminant les inconnues h, = 0.
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Rappelons a nouveau que les degrés de liberté h représentent les valeurs moyennes

du champ magnétique tangentiel sur chaque aréte du maillage i.e.,

1

|az‘|

1 - S
Prours (i) = W/@_H(x,z)-tids: /wiHm(x,O)dx (1.6)

la

ot le + dépend de la direction du vecteur tangent ;. |a;| est la longueur de l'aréte a;.
Pour une approximation simple de cette intégrale, on utilise le point milieu de

l'aréte, z;, (et on suppose que le vecteur tangent est dans la direction de Z positif)

ey
.Cff)R(hs)

(L.7)

b
ct:

b3
ok

c )

+( Ch

k2
C

hsurf (Z) ~ Hx (QTZ', O)

Finalement, en combinant ces équations, une pour chaque aréte sur la surface de

la plaque, on obtient :

cn ol o Oy
oy o) | =] \ew oan) VM

h's = hbobine + ( Dz

On a alors une équation implicite pour hg, en transférant les inconnues vers la
gauche de I'équation :
_Dlh’L + (I - Ds) hs = hbobine

Le systeme linéaire a résoudre devient alors :

A - S (L8)
h's _Dz I — Ds hs hbobine

On formule quelques remarques :
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— I’équation est valide lorsque le vecteur tangent de 1’aréte est dans le sens
des z positifs. Dans le cas contraire, il faut multiplier les coefficients par —1.
Cet ajustement est similaire a celui de la section pour 'assemblage des
matrices.

— le seul terme qui dépend de la position de la bobine est Ryopine, le reste ne
change pas lorsque qu’on la déplace. Pour chaque position, il faut recalculer les
coefficients C%,i=1,...,N,, j=1,2,3,4;

— les matrices A;; et A,y sont trés creuses, cependant les nouveaux blocs —D);
et (I — Dy) du systéme sont des matrices complétement pleines, voir fi-
gure [[.2] Pour le maillage test avec lequel on travaille, la matrice A de départ
a seulement 58133 éléments non-nuls, et la nouvelle matrice avec le couplage
intégral a 2438921 éléments non-nuls, bien que le nombre d’inconnues sur la
surface de la plaque soit seulement 204 ;

— une méthode simple a été utilisée pour 'approximation de l'intégrale en
(regle du point milieu). Il est possible de choisir d’autres méthodes pour une
meilleure approximation, cependant cela demanderait des évaluations addition-

nelles de H,(z,0), ce qui ferait augmenter le cotit de calcul.

0 0
2000 2000 *
4000 4000
6000 6000
8000 8000

10000 10000

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
nz =58133 nz = 2438921

(a) matrice A avant modifications (b) matrice A aprés couplage intégral

FI1GURE 1.2 Matrices creuses avant et apres modifications

Grace a ce modele, il est possible de calculer la distribution du champ magnétique
dans la plaque sans nécessité de discrétiser ’espace autour de la bobine. Cependant
les multiplications matricielles sont plus cotiteuses en temps de calcul a cause des

arctes a la surface de la plaque.
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I.1.3 Préconditionnement pour EF-CI

La méthode éléments finis avec couplage intégral permet d’obtenir une équation
algébrique linéaire Ah = f & résoudre afin de calculer le champ magnétique dans une
plaque métallique pour un défaut connu. La matrice A peut étre divisée en deux :

— les lignes concernant la modélisation éléments finis proprement dite :

(Ai|AL)
— les lignes concernant la modélisation du couplage intégral :

(-D

I—DS)

Compte tenu de la nature différente de ces deux parties, il peut y avoir des dif-
férences d’échelle, entrainant un mauvais conditionnement de la matrice A. Cest
pourquoi, on propose de préconditionner la matrice en question. Etant donné que
I’objectif de cette matrice de préconditionnement P est de remettre a la méme échelle,

on propose la définition suivante :

1/| Ao (i 5)] sii=j

0 sinon

P(i,j)Z{

P est donc une matrice diagonale. La matrice A a un nombre de conditionnement
de 'ordre de 10® tandis que la matrice PA a un nombre de conditionnement de 103

montrant ainsi 'efficacité de ce préconditionnement.

I.1.4 Variation d’impédance par EF-CI

En suivant le développement au début de larticle (Auld et Moulder| [1999)), on
arrive a la formule suivante pour la variation d’impédance :
AZzl/ (o x H — E x Hy) -iidr
g Jr
On appelle Eg le champ électrique incident et ﬁo le champ magnétique incident.

La surface I' peut étre n’importe quelle surface fermée qui englobe tous les défauts.

En utilisant le théoréeme de la divergence, on passe a une intégrale de volume a
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Iintérieur de la surface,

1

AZ = —
I

| ¥+ (Bo < i - E x Hy) a0
Q

On peut distribuer le produit scalaire selon 'identité :

—

- — — g — — —
V(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)
Ainsi, on peut écrire :
- - — -

Vo Byx H-ExHy)=H- - (VxEy)—Ey- (VxH)—Hy- (Vx E)+E - (Vx H)

On remplace ensuite le champ électrique pour obtenir une formule en terme du

champ magnétique seulement :

p— —

Lo L . 1
V'(E()XH—EXH()) = —jwpboH'Ho—

1 — o — = ) 5 o — =
—(Vx H)-(Vx HO)—i—]wuH-Ho—i—g(Vx H)-(V x Hy)
0o
= AZ 1/(1 1)(%@7) (V' x Hy) + jeolps — po)H - Hod2
[ J— R — . w — .
2 Jo\e o 0) T JWH — Ho 0
Pour I'exemple, on considére un courant unitaire (Ip = 1A) et une perméabilité

qui ne change pas dans le défaut i.e., u = pq :

AZ:/Q<—) (Vx H) - (V% Hy)do

1 1
o (o)
Finalement, pour une discrétisation avec les edge elements, sous forme matricielle,

la formule de variation d’impédance devient :
AZ = h{ (pair — po) Kb (1.9)
La variable p représente la résistivité électrique. On la définit par :
p=1/c

On définit par pg la résistivité de la plaque métallique et pg;,. la résistivité de Dair.

En théorie, p,; = 00 mais numériquement, on pose pq;, = 1.m.
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I.1.5 Formulation par rapport au contraste pour EF-CI

On suppose pour 'instant que 1'on veut minimiser les équations introduites pré-

cédemment par rapport a @, qui peut également s’écrire

Pair — PO

pour des résistivités p = o7, py = op Let pair = O‘;i:,. a noter que o € (04, 00| mais
que p € [po, Pair|-
Pour les vecteurs d’inconnues :
— hy dénote le vecteur de toutes les inconnues, incluant les bords, et selon la
numérotation originale ;
— h est le vecteur d’inconnues apres avoir éliminé h, = 0 et apres une renuméro-
h ).

— h* dénote le vecteur des trois inconnues pour I’élément k.

tation pour que h! = ( h;

Désormais, pour les matrices d’éléments finis, on adopte les notations :
— A, K, L, sont les matrices dont on a éliminé les inconnues h;, = 0 et renuméroté

pour obtenir une structure en blocs, par exemple

Kz'z' Kz's
K, =
Ksi Kss

— K% et L* sont les matrices élémentaires de raideur et de masse, de dimension

3 x 3, pour un élément k.

On utilise également des matrices de restriction, c¢’est-a-dire des matrices qui ont
pour effet d’éliminer certaines rangées d’un vecteur ou d’une matrice. En particulier,

on fait intervenir deux restrictions R® et R telles que :

RYh; = h; m@m:h:< )

S

On utilise I’équation (L.8]) et en développant les produits matriciels, on obtient :

~ AZZ A’is hz A’L’Lhz Aishs
Ah— | _ + (1.10)
“D.|(I-Dy) |\ 'n, “Dih, + (I - D,)h,
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On peut également réécrire I’équation (L.10)) :

- - RYK,h
Ah = Aoh + (0)

B RYLAK

—D;h; + (I — Dy) hy

La matrice A, correspond & la matrice A lorsqu'il n’y a pas de défaut. De plus, seule
la matrice K, dépend de x.
On introduit une nouvelle matrice K}, qui dépend de h, et qu’il faut assembler

pour chaque position du capteur définie telle que :

Ne
K,z = Z ((p[m — po) Kkhkck)
k=1
Pour le calcul de la variation d’impédance avec I’équation ([I.9), on veut réécrire

le produit K, h explicitement en terme du contraste a :

N, o Ne
th — R(zs) Z (pai'r i ;00) CkKkhk _ R(zs) Z (pai'r . PO) Kkhkck,
k=1 k=1

K.h = (pair — po) R K}, (h) @ (L11)

1.1.6 Simulation

On cherche a valider et évaluer le modele développé par EF a l'aide du logiciel
commercial COMSOL qui fera office de référence dans la suite de cette étude. On se
contentera de comparer les résultats en terme de variation d’impédance, en considé-
rant que si la variation d’impédance est correcte par méthode EF, il est vraisemblable
que les champs calculés soient bien estimés également. On teste le modele 2D en simu-
lant un capteur au-dessus d'une plaque sans défaut. On utilise la méme méthodologie
qu’au chapitre [[TI} la distribution du champ électrique est calculé a I'aide d’une mo-
délisation différente. De plus, la variation d’impédance pour le modele COMSOL est
une nouvelle fois estimée en calculant la différence de potentiel électrique aux bornes
du capteur avec et sans défaut, sans utiliser la formule d’Auld.

On trace a la figure[[.3] les résultats de simulation avec COMSOL et avec le modeéle
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FIGURE 1.3 Comparaison entre les données : parties réelle (a) et imaginaire (b)

On remarque a la figure [[.3| que les résultats obtenus entre les deux modélisations
sont tres proches. Afin de mieux montrer 'efficacité des deux modeles, on trace a la
figure I’écart entre chaque modele par rapport a COMSOL.
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FIGURE 1.4 Ecart entre les données et COMSOL : parties réelle (a) et imaginaire (b)

On observe une bonne adéquation des modeles utilisés a COMSOL, sachant que
ce dernier est considéré comme la référence. Sur la partie réelle des données, les deux
modeles ont des performances comparables. Par contre, sur la partie imaginaire, le

modele EF-CI a de meilleurs résultats.
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Si on calcule I’écart quadratique moyen entre les données COMSOL et les données
EF, tel que défini au chapitre [[TI} on trouve :

— 2.51 x 1077 pour le modele EF ;

~ 3.81 x 10~® pour le modele EF-CI.

De méme pour I'écart quadratique relatif :

— 2.32 x 107° pour le modele EF;

— 3.51 x 107 pour le modele EF-CI.

Les modélisations sont tres efficaces et on reléeve une meilleure adéquation du

modele avec couplage intégral.

1.2 Inversion

On prend un formalisme tres proche de celui utilisé au chapitre [V| pour développer
le critere a minimiser pour obtenir une solution au probléme.

Dans le cas du modeéle par EF (avec éléments d’aréte et couplage intégral), la va-
riable électromagnétique h considérée est le champ magnétique. On trouve les équa-

tions suivantes en se référant a la section :

R(i)Kx
K;n = ( 0 ) K;l - (PO - pair) K,

m R(Z)Kh 18
Ky = ( 0 ) chzl = (pair - Po)R( )Kh

Kl =0

Afin de différencier, la conductivité relative et la résistivité relative, on les appelle
respectivement x, et x,.

On peut se demander quelle variable doit étre régularisée. Au chapitre [V] la va-
riable régularisée est la conductivité relative x, car les équations obtenues pour le
modele direct montre une bilinéarité par rapport a e et x,. Le modele EF-CI a des
équations bilinéaires par rapport a h et x,. De maniere équivalente, la régularisation
doit porter sur la résistivité relative. Cependant, pour le modele EF-CI, on régularise
la conductivité relative x, et non la résistivité relative x,. En effet, les données sont
beaucoup moins sensibles a la résistivité p qu’a la conductivité o. De plus, la conduc-

tivité de l'air est nulle, la résistivité de l'air est donc infinie. Il est donc nécessaire
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d’imposer une valeur numérique a la résistivité de 'air suffisamment élevée pour ne
plus avoir d’impact sur les données. Durant la reconstruction, la résistivité relative
augmente jusqu’a ce qu’elle soit suffisamment élevée pour ne plus avoir d’impact sur
les données, il y a une indétermination d’échelle sur la résistivité. Il est donc préfé-
rable de régulariser la conductivité relative x, car les données y sont plus sensibles.
On illustre ce point a la figure

Conductivité relative VS résistivité relative
0 T T T T

F1GURE I.5 Conductivité relative en fonction de la résistivité relative

On voit sur cette figure, que lorsque la résistivité relative &, > 107, la conducti-
vité relative x, est tres proche de 1. Sur les données, une forte variation sur la résis-
tivité relative a une tres faible variation sur les données. En effet, a titre d’exemple,
xz, = 107* et &, = 1 procurent des données treés proches. On voit clairement appa-
raitre sur cette figure, 'indétermination d’échelle de la résistivité relative. Des lors,
il parait difficile de pouvoir mettre en ceuvre une régularisation efficace ainsi qu’un
réglage adapté des hyperparametres lorsque l'ordre de grandeur de la variable en
question est aussi indéterminé. C’est pourquoi on préfere régulariser la conductivité
relative x, et non la résistivité relative x,.

Des lors un changement de variable est envisageable, en passant de x, a ,. Un
changement de variable est tres facile a prendre en compte lors de la minimisation du
critere J :

V., J =JV..J

La matrice J est la matrice diagonale dont la diagonale est g%.
0
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Cependant, avec le changement de variable les équations d’observation et de cou-
plage deviennent non-linéaires par rapport au contraste et des problemes de conver-
gence lors de la minimisation apparaissent, la décroissance du critere est tres lente.
On n’effectue donc pas de changement de variable pour ces deux équations.

On minimise le critére suivant :
jBasiquc (.’L‘p, h'; >‘) - Jl (CCP, h) + >\J2 (wpa h) + ¢ (wo)

La fonction ¢ (x) est la méme que celle au chapitre [V]

On utilise uniquement 'approche XF-Basique car plus simple a mettre en ceuvre.

1.3 Reconstructions

Le modele EF-CI est une évolution du modele EF afin de pouvoir contourner
des problemes de mémoire et de maillage qui peuvent se produire avec le modele
EF classique en 3D. Cependant, le modele EF-CI n’emploie pas la méme variable
électromagnétique que les modeles DF et EF. Ce changement de variable électroma-
gnétique introduit quelques difficultés de résolution du probleme puisqu’il n’y a plus
de linéarité par rapport a o la conductivité mais par rapport a p la résistivité. Mal-
heureusement le modele est peu sensible a p et la non-linéarité par rapport a o semble
rendre plus difficile la minimisation du critere. On montre a la figure [[.6|les résultats
de reconstruction obtenus avec la minimisation du critere EF-CI-Basique par rapport
a x, en régularisant z, de la méme fagon qu’au chapitre [V} La pénalisation LyL, est
employée pour le champ de Markov, la norme L; est utilisée pour le rappel a 0 et des
bornes sont imposées au contraste (conductivité relative ou résistivité relative).

On remarque que la reconstruction obtenue est tres éloignée du défaut a recons-
truire. De plus, on confirme que x, n’est pas la variable représentant le mieux le
défaut puisque la résistivité relative est tres faible alors que la conductivité relative
est proche de la valeur attendue. Enfin, une étude du critere permet d’observer une
tres lente décroissance de tous les termes du critere. De plus, un fort bruit apparait
en profondeur dans la reconstruction. Ce bruit a un ordre de grandeur proche de celui
du défaut reconstruit. C’est pourquoi il a été proposé auparavant de régulariser x,,
et non x,.

Il y a deux variables potentielles qui peuvent étre employées pour la minimisation
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F1GURE 1.6 Reconstructions pour la méthode EF-CI-Basique pour le défaut de 1 mm
de profondeur avec régularisation sur x,

et il faut en choisir une. Compte tenu des résultats obtenus aux chapitres et
[X] et du peu de sensibilité des données a la résistivité relative @,p,, il parait naturel
de choisir &, pour la minimisation. Apres quelques tests, il apparait que minimiser
par rapport a x, n’est pas le meilleur choix. On propose alors différents changements
de variable afin de minimiser le critere. A la figure [[.7, on compare les résultats de
minimisation par rapport a :

— x, : car les équations du modele sont linéaires par rapport a la résistivité rela-

tive;

— «, : car les données sont plus sensibles a la conductivité relative ;

— In{p} : car le logarithme permet d’éviter d’avoir a choisir entre résistivité et

conductivité, In {p} = —In{o}.

On remarque sur cette figure que le critere ne diminue pas tres rapidement dans le
cas de la minimisation par rapport a ,. On remarque également que la minimisation
par rapport a x, fonctionne plus efficacement que la minimisation par rapport a
In{p} car elle nécessite moins de temps. Cependant, la petite différence du temps
nécessaire ne permet pas de généraliser et d’affirmer avec certitude que x, est la
variable a employer pour étre le plus rapide. On montre a la figure les résultats
de reconstruction obtenus.

On voit que les reconstructions sont tres proches dans le cas de la minisation
du critere par rapport a x, et In{p}, ce qui confirme le bon fonctionnement de la
méthode et le bon choix des variables. En effet, le méme critere est minimisé, en théorie
quelle que soit la variable employée pour la minimisation la solution est inchangée aux

minima locaux pres. Le choix de la variable par rapport a laquelle on minimise n’est
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F1GURE 1.7 Critere EF-CI-Basique pour le défaut de 1 mm de profondeur

pas censé avoir d’impact sur la solution obtenue a la convergence mais uniquement
sur la rapidité de convergence. Par contre, la solution obtenue avec la minimisation
du critere par rapport a @, est tres éloignée de la solution recherchée. De plus, la
courbe de décroissance du critére pour cette minimisation & la figure [[.7 montre le

mauvais conditionnement du critére par rapport a cette variable.

1.4 Conclusion

Un modele basé sur les éléments finis avec éléments de Nédélec et couplage inté-
gral a été présenté dans ce chapitre. Il a été développé pour éviter le maillage de la

bobine et diminuer la taille du probléeme de CF a résoudre.

Dans le cadre de I'inversion, ce modele présente certaines difficultés pour la mini-
misation du critere car les équations du modele direct sont linéaires par rapport a la
résistivité relative x,, contrairement aux cas présenté dans ce manuscrit. Par contre,
les données sont trés peu sensibles a cette variable c¢’est pourquoi il est nécessaire de
régulariser la conductivité relative x,. Dés lors il est naturel d’envisager minimiser
le critere par rapport a x,. Or, les équations sont non-linéaires par rapport a x,
ce qui semble dégrader le conditionnement du critere et compliquer la minimisation.
Enfin, les premieres implémentations effectuées en 3D montrent de grosses difficultés

et méme si le nombre d’éléments diminue la mémoire nécessaire est tres importante
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FiGUure 1.8 Défaut de 1mm de profondeur avec la méthode EF-CI-Basique avec
régularisation sur «, et minimisation par rapport a , : (a) défaut simulé, (b) solution
x, et (c) z,

a cause de la partie couplage intégral dans les matrices intervenant.
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Chapitre J

Capteurs CF

Pour faire les mesures, on utilise un capteur qui émet un rayonnement a l'interface
entre le métal et I'air et qui mesure le champ électrique diffracté par le défaut. Les
capteurs qui peuvent étre utilisés sont différents :

— capteurs a fonctions séparées : I’émetteur et le récepteur ne sont pas les mémes;

— capteurs a fonctions communes : I’émetteur et le récepteur sont confondus.

Un capteur a courants de Foucault est constitué d'une ou plusieurs bobines selon
le cas. Une bobine sert a émettre un rayonnement dans ’objet métallique a étudier
tandis que I'autre sert a mesurer le champ diffracté par le défaut dans I'objet. C’est
en réalité la différence d’'impédance aux bornes de la bobine que 1’on mesure. Lorsque
I'on a un capteur a fonctions communes, la bobine qui émet est la méme que celle qui
mesure.

On trouve des exemples de capteurs dans (Sollier et Lechien| 2003) :

— COM1 : capteur a fonctions communes avec noyau de ferrite ;

— COM2 : capteur a fonctions communes sans noyau de ferrite ;

— SEP1 : capteur a fonctions séparées;

— SEP3 : capteur a fonctions séparées souple. Sa souplesse lui permet d’étre utilisé

sur des structures de forme particuliere.

On peut voir sur la figure les schémas des capteurs COM1 et SEP1. Ils sont
tous deux constitués d’un noyau de ferrite pour augmenter la finesse et la résolution
du capteur.

Le capteur COM2 est tres proche du capteur COM1 a la différence pres qu’il n’y
a pas de noyau de ferrite.

A la figure[J.2] des données mesurées sur des défauts électroérodés avec le capteur
COM2 sont présentées.

Sur cette figure, deux entailles électroérodées sont présentées :



/ HMoyau
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(a) COM1

(b) SEP1

F1GURE J.1 Schemas des capteurs COM1 et SEP1
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FI1GURE J.2 Exemple de données avec le capteur COM1

— celle de gauche fait 1 mm de profondeur et 8 mm de longueur;

— celle de droite fait 2mm de profondeur et 10 mm de longeur.
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