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RÉSUMÉ

Ce mémoire explore la conception d’un autopilote longitudinal pour le MAVion de l’ISAE-
SUPAERO, un aéronef convertible à corps inclinable. Ce type d’appareil volant se situe à la
croisée entre un avion possédant des composantes aérodynamiques optimales pour le vol à
haute vitesse et un multicoptère possédant des composantes propulsives lui donnant ainsi une
grande agilité en vol stationnaire. Un tel croisement donne lieu à une dynamique hautement
non linéaire où la partie issue de l’avion est naturellement stable, tandis que celle venant du
multicoptère est instable. Afin de bien modéliser l’interaction aérodynamique complexe entre
ces deux dynamiques distinctes, on utilise une nouvelle méthode de modélisation, la φ-théorie,
qui n’introduit aucune singularité contrairement à la π-théorie classique de Buckingham.

La dualité présente dans le comportement dynamique d’un convertible requiert alors d’utiliser
une solution de contrôle adéquate. Pour ce faire, on retient une architecture de commande
classique consistant en un retour de sortie statique linéaire augmenté d’une action intégrale
sur l’erreur de régulation. Pour pallier la grande non-linéarité du système dynamique, on
séquence les gains du contrôleur en fonction d’une variable endogène du système. Cela génère
un terme de couplage caché (TCC) associé à la variation locale des gains qui, lorsque mal
géré, peut considérablement nuire aux performances de l’autopilote.

Deux options sont alors possibles pour synthétiser les gains à partir de modèles linéarisés
sur l’ensemble du domaine de vol. La première méthode consiste à ignorer le TCC et d’uti-
liser n’importe quelle technique de synthèse linéaire unimodèle telle la synthèse LQR. Les
gains obtenus sont alors interpolés à postériori en fonction de la variable de séquencement.
La seconde méthode propose plutôt d’incorporer explicitement la fonction de séquencement
des gains à même l’étape de synthèse permettant alors de considérer l’effet du TCC. Cela
nécessite alors d’utiliser une synthèse multimodèle telle la synthèse H∞ structurée issue de la
commande robuste. Celle-ci permet notamment d’effectuer une optimisation multiobjectif de
plusieurs critères de performances appliqués sous la forme de gabarits fréquentiels. La syn-
thèse H∞ est résolue numériquement en utilisant la fonction systune de MATLAB®. Tous
les modèles linéarisés des synthèses LQR et H∞ respectent alors les performances prescrites.

Les performances de ces synthèses sont ensuite validées sur le modèle non linéaire pour
différents scénarios de vol. L’analyse révèle que les performances du contrôleur LQR ne sont
pas conservées sur le modèle non linéaire. En revanche, la synthèse H∞ ayant considéré le
TCC performe significativement mieux. Ce gain en performance se fait néanmoins au prix
d’un temps de résolution plus accru et d’une synthèse plus complexe à mettre en œuvre.
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ABSTRACT

This Master’s thesis explores the problem of designing a longitudinal autopilot for the ISAE-
SUPAERO MAVion, a hybrid tilt-body aircraft. This aircraft is the combination of an
airplane which has optimal aerodynamic components for high-speed flight and a multicopter
which has variable speed propulsion components, giving it great agility in hovering flight.
Such a combination leads to a highly nonlinear dynamic where the airplane aspect is naturally
stable, while the multicopter aspect is unstable. In order to model the complex aerodynamic
interaction between these two distinct dynamics, we use a novel modeling method, called
φ-theory, which does not introduce any singularity unlike Buckingham’s π-theory.

The duality that is present in the dynamic behaviour of a hybrid aircraft also requires the
use of an appropriate control solution. For this purpose, we use a classic control architecture
in aeronautics consisting of a linear static output feedback augmented with an integral term
related to the control error. To compensate for the high nonlinearity of the dynamic system,
the gains of the controller are scheduled in function of an endogenous variable of the system.
This generates a hidden coupling term (HCT) associated with the local variation of the gains
which, when poorly managed, can significantly impact the performance of the autopilot.

Two options are available for the synthesis of gains generated from models which are linearized
over the entire flight envelope. The first method consists of ignoring the HCT, so that any
single-model linear synthesis technique such as LQR synthesis can be used. Resulting gains
are interpolated afterwards according to the scheduling variable. The second method proposes
instead to explicitly incorporate the gain scheduling function directly into the synthesis step,
allowing the impact of the HCT to be taken into account. This then requires the use of
a multi-model synthesis such as the structured H∞ synthesis derived from robust control
theory. It enables a multi-objective optimization of several performance criteria which are
applied in the form of frequency templates. The H∞ synthesis is numerically solved using
the systune MATLAB® function. All linearized models of the LQR and H∞ syntheses thus
meet the specified performance requirements.

Validation of these syntheses performance is done by running several simulations on the
nonlinear model for different flight cases. The analysis shows that, for the LQR synthesis,
the results are not replicated to the nonlinear model. In fact, the H∞ synthesis which
considered the HCT performs significantly better than its counterpart. However, this increase
in performance is achieved at the expense of a much longer numerical solving time and a more
complex synthesis to implement.
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PRÉAMBULE

Le projet de recherche ayant mené à la rédaction de ce mémoire a été proposé par le profes-
seur Saussié à l’automne 2016. À ce moment, l’idée était d’explorer différentes techniques de
commandes pouvant être appliquées à un nouveau type de machine volante : le convertible.
L’aéronef convertible est un appareil alliant à la fois les composantes principales de l’avion et
du multicoptère. La dualité de ces systèmes donne lieu à un comportement hybride permet-
tant à l’aéronef d’effectuer une conversion – d’où son appellation d’aéronef convertible – entre
deux modes d’opération distincts : le vol d’avancement propre à l’avion et le vol stationnaire
propre au multicoptère. Ce premier mode permet d’atteindre des vitesses de pointe, tandis
que le second est surtout utilisé lors des phases de décollage et d’atterrissage.

Afin de se familiariser avec les aéronefs convertibles, il a été convenu d’entrée de jeu que le
projet de maîtrise comporterait un séjour de recherche au sein d’un établissement spécialisé en
la matière. À cet effet, pendant une durée de trois mois à l’hiver 2018, l’auteur de ce mémoire
a séjourné à Toulouse en France afin d’intégrer l’équipe du Département de conception et
conduite des véhicules aéronautiques et spatiaux (DCAS) à l’ISAE-SUPAERO. Le séjour a été
supervisé par l’ingénieur-chercheur François Defaÿ et l’enseignant-chercheur Joël Bordeneuve-
Guibé du DCAS. Concrètement, ce séjour a permis de rencontrer Leandro Ribeiro Lustosa
et d’étudier attentivement le modèle d’aéronef convertible qu’il a développé pendant son
doctorat à l’ISAE. Cette collaboration internationale s’est d’ailleurs poursuivie au retour de
l’auteur à Montréal avec l’accueil de stagiaires venus de Toulouse.

Au fil des ans, le professeur Saussié a développé une grande expertise en commande robuste
et plus particulièrement vis-à-vis l’utilisation de la synthèse H∞ appliquée aux systèmes aé-
ronautiques et spatiaux. De fait, il possède plusieurs publications scientifiques à son actif
portant sur ce sujet qui ont été rédigées en collaboration avec les étudiants qu’il a encadrés
aux cycles supérieurs : Vincent Dubanchet, Hugo Lhachemi, Tien Nguyen, Catherine Massé,
Pierre Daligault, Pierre Lallet et Frédérick Laliberté. De fait, la possibilité d’obtenir un tel
encadrement a poussé l’auteur de ce mémoire à collaborer avec Mme Massé afin de publier
un article portant sur la commande robuste d’un multicoptère volant en présence de vent [1].
Cette publication a été présentée à l’International Conference on Unmanned Aircraft Sys-
tems (ICUAS) qui s’est tenue en juin 2018 à Dallas aux États-Unis. Par conséquent, cette
expérience a donc naturellement guidé l’auteur de ce mémoire à retenir cette méthode dans
son propre projet de recherche.
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1

CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Tout commencement a une fin...

—Jean-Baptiste Monge

Les sections présentées dans ce chapitre d’introduction dressent un portrait d’ensemble afin
que le lecteur comprenne adéquatement les sujets de recherche abordés dans ce mémoire et
qu’il en saisisse correctement l’étendue. Plus précisément, on y présente le contexte associé
au projet de recherche, la problématique qui est étudiée, les objectifs poursuivis dans le cadre
de la recherche et le plan détaillé du mémoire montrant comment est orchestrée la division
des étapes afin de résoudre la problématique énoncée.

1.1 Contexte du projet de recherche

Selon la prestigieuse banque américaine Morgan Stanley, l’industrie des véhicules volants en
milieu urbain représenterait un marché pouvant atteindre une valeur entre 615 et 2 900 mil-
liards USD d’ici l’an 2040 [2]. Ces estimations astronomiques sont principalement justifiées
par l’intérêt grandissant des investisseurs issus de secteurs variés : transport, énergie, res-
sources naturelles, télécommunications, surveillance, sécurité, inspection, construction, etc.
Toutefois, les analystes s’entendent pour dire que le marché le plus intéressant demeure celui
du transport de marchandises et de personnes. En effet, The Vertical Flight Society publie ré-
gulièrement sur son blogue plusieurs articles démontrant l’intérêt toujours grandissant pour
cette industrie : révélation au public d’un nouveau prototype d’aéronef, lancement d’une
nouvelle compagnie dans l’industrie des taxis volants, création d’un nouveau consortium en
transport autonome, réalisation avec succès d’un premier vol d’essai, tenue d’une énième
conférence portant sur l’avenir de l’aviation urbaine, etc. [3].

Saisissant l’engouement autour de cette industrie émergente, le Gouvernement du Québec a
inscrit noir sur blanc son grand intérêt pour l’industrie du drone dans sa nouvelle Stratégie
québécoise de l’aérospatiale 2016-2026 [4]. De fait, le troisième objectif de ce document se lit
comme suit : «Développer le secteur des drones et ses applications civiles ». Ces intentions se
sont traduites par des investissements majeurs de la part du Gouvernement du Québec dans
le Centre d’excellence sur les drones (CED) basé à Alma dans la région du Saguenay–Lac-
Saint-Jean. D’ailleurs, le CED a récemment reçu une nouvelle subvention afin de lancer le
projet Qualia qui consiste en la mise en place d’infrastructures extérieures complexes recréant
divers scénarios rencontrés quotidiennement afin de valider les performances de drones [5].
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Les nombreux investissements en temps et en argent dans cette industrie sont surtout justi-
fiés par le grand potentiel de bénéfices qui y est rattaché. Non seulement le véhicule volant
apporterait-il une solution afin de désengorger les systèmes routiers terrestres, mais son avè-
nement permettrait de parcourir de plus grandes distances plus rapidement et surtout plus
efficacement par rapport à un hélicoptère. De fait, l’utilisation d’aéronefs convertibles pouvant
voler efficacement en mode avion permettrait de réduire considérablement la consommation
d’énergie dans un contexte de transport en milieu urbain où le décollage et l’atterrissage
verticaux sont nécessaires. De ce fait, leur utilisation permettrait de réduire l’empreinte envi-
ronnementale et la nuisance sonore par rapport au secteur du transport aérien conventionnel.

Néanmoins, dans sa note ministérielle d’avril 2019, le ministère de l’Économie et de l’Innova-
tion du Québec (MEI) rappelle que l’automatisation dans l’industrie de l’aviation comporte
plusieurs risques [6]. Parmi ceux-ci, on compte notamment la menace de la cyberattaque,
mais surtout la perte de vigilance pour le pilote qu’entraîne le traitement passif des données
de vol par les systèmes automatisés. Dans le contexte d’un aéronef sans pilote où l’entièreté
des systèmes est automatisée, cela devient encore plus vrai. Afin d’effectuer des missions de
transport de charges en toute sécurité, il devient alors impératif pour l’automaticien d’accor-
der une extrême importance à la conception des systèmes de commandes de vol qu’il déve-
loppe. En effet, ce dernier doit garantir la navigabilité de l’aéronef en dépit des variations qui
peuvent survenir pendant un vol. Par exemple, la modification de la vitesse aérodynamique
de l’appareil – résultant d’un changement commandé ou bien d’une rafale de vent – fait varier
ses caractéristiques aérodynamiques qui sont responsables de le maintenir dans les airs. De
plus, pour une même série d’appareils, certaines caractéristiques physiques peuvent différer
et influencer les performances du système de commandes. Le défi consiste alors à considérer
explicitement toutes les variations envisageables au moment de sa conception.

1.2 Problématique étudiée

La problématique étudiée dans le cadre du projet de recherche consiste en la conception
d’un système de commandes de vol pour un aéronef convertible tel que le MAVion conçu à
l’ISAE-SUPAERO par [7] (cf. figure 1.1). Il est possible de segmenter le problème en quatre
sous-problématiques qui forment alors les éléments de la problématique globale du projet :

P1. Le système mathématique retenu afin de modéliser la dynamique de l’aéronef ;

P2. L’architecture de commandes choisie afin d’asservir le système dynamique ;

P3. La technique de synthèse privilégiée afin de synthétiser les gains du contrôleur ;

P4. La méthode de séquencement des gains adoptée afin de permettre l’implémentation
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sur le modèle non linéaire de gains obtenus à partir de modèles linéarisés.

Figure 1.1 MAVion en campagne de soufflerie afin de caractériser son aérodynamique [8]

Une attention particulière doit être portée à l’élément de problématiqueP1, puisque le modèle
mathématique retenu est utilisé dans la synthèse des gains du système de commandes de vol.
Ainsi, on doit s’assurer que le modèle choisi contienne toutes les dynamiques dominantes
du système que l’on souhaite asservir. Pour un aéronef convertible, il s’agit donc de bien
capturer l’aérodynamique associée à chacune de ses composantes principales, soit les surfaces
portantes et les moteurs à hélice. De plus, en raison de ses dynamiques mélangées de l’avion
et du multicoptère, il faut s’assurer de bien modéliser l’interaction entre les composantes du
convertible afin d’obtenir un modèle cohérent.

L’élément P2 est important, puisque l’architecture de commandes utilisée dicte les perfor-
mances qui peuvent être atteintes par le contrôleur de vol. Ainsi, il s’agit de bien définir
le cahier des charges associées aux performances désirées de l’aéronef afin de respecter les
critères prescrits. Concrètement, cette étape consiste à sélectionner les variables mesurées ou
estimées qui sont utilisées dans la loi de commandes et définir la structure de l’algorithme
mathématique utilisé afin de générer les commandes du système dynamique.

La sous-problématique P3 est étroitement liée à P2, puisqu’elle consiste à fixer la valeur
des paramètres libres compris dans la loi de commandes de vol. De plus, les techniques de
synthèse ne permettent pas toutes d’imposer les mêmes types de critères de performances. Il
s’agit donc de retenir la technique la plus polyvalente permettant de prescrire un éventail de
critères afin de synthétiser les meilleurs gains pour le système de commandes.

Enfin, le dernier élément de la problématique principale, soit P4, est intrinsèquement attaché
à P3, puisqu’il est fonction de la technique de synthèse choisie. De fait, la méthode utilisée
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afin de séquencer les paramètres libres calculés à l’étape de synthèse dépend de l’inclusion
ou de l’exclusion de l’équation de séquencement des gains dans les modèles linéarisés. En y
incluant explicitement cette équation à priori, aucune étape supplémentaire n’est requise au
moment de l’implémentation. Toutefois, son exclusion demande de synthétiser des fonctions
d’interpolation à postériori pour les gains obtenus à partir de modèles linéarisés discrets.

En somme, l’ensemble de ces éléments constitue la problématique qui est abordée dans le
cadre du projet de recherche et dont les résultats sont présentés dans ce mémoire. On précise
que ceux-ci sont explorés rigoureusement dans la revue de littérature qui suit ce chapitre.

1.3 Objectifs poursuivis

Des quatre éléments de problématique présentés à la section précédente découlent les objectifs
qui sont poursuivis dans le projet de recherche. Ces derniers, au nombre de sept, sont définis
afin de répondre précisément à toutes les sous-problématiques soulevées par la considération
du problème principal consistant précisément en la conception d’un autopilote longitudinal
pour un aéronef convertible à corps inclinable 1.1. Ces objectifs sont :

O1. Dresser l’état de l’art des différents types d’aéronefs convertibles existants ;

O2. Valider le modèle non linéaire d’un convertible à corps inclinable conçu par Lustosa
[8, 9] et proposer un modèle d’actionneurs ;

O3. Analyser le modèle de Lustosa et en extraire sa dynamique longitudinale augmentée
de celle des actionneurs ;

O4. Concevoir un système de commandes de vol pouvant être utilisé par le MAVion
comme autopilote longitudinal afin d’asservir la vitesse d’avancement et l’altitude ;

O5. Synthétiser les gains du contrôleur en utilisant la technique de synthèseH∞ structurée,
multimodèle et multiobjectif issue de la commande robuste linéaire ;

O6. Séquencer automatiquement les gains en fonction d’une variable mesurée ou estimée
qui est appropriée ;

O7. Valider les performances de l’autopilote longitudinal à l’aide de simulations effectuées
sur le modèle non linéaire en le comparant à une synthèse LQR unimodèle classique.

Le premier objectif O1 consiste en une revue des différents types d’aéronefs convertibles qui
ont été conçus depuis l’avènement de l’aviation. Cette analyse permet de prendre conscience
des différents efforts qui interviennent dans la modélisation d’un aéronef convertible. Cet
objectif est formulé afin de fournir des outils supplémentaires à la sous-problématique P1.

1.1. Ce type d’aéronef convertible est défini formellement aux sections 3.1 et A.1.
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L’objectif O2 découle directement de l’élément de problématique P1 quant au modèle dy-
namique qui a été retenu dans le cadre du projet de recherche. Il s’agit d’un convertible à
corps inclinable, dénommé MAVion, qui a été conçu et fabriqué par Jean-Marc Moschetta
à l’ISAE [7]. Le modèle dynamique simplifié mathématiquement pour des fins d’asservisse-
ment a été développé par Lustosa dans le cadre des travaux effectués pendant son docto-
rat [8,10,11]. On précise que le modèle mathématique du système étudié dans ce mémoire est
tiré directement de [9] et que chaque équation qui y est présentée est rigoureusement vérifiée.

L’objectif O3 consiste à analyser le modèle dynamique proposé par Lustosa afin de ca-
ractériser la dynamique linéarisée. Il s’agit alors d’étudier la stabilité naturelle du système
dynamique linéarisé qui prend en compte la dynamique des actionneurs. Il est également
formulé afin de répondre à P1.

L’objectif O4 est formulé afin de répondre directement à la problématique principale étudiée
dans le projet de recherche, soit la conception de l’autopilote longitudinal. L’élément de
problématique P2 est solutionné en retenant une architecture de commande classique par
retour de sorties augmenté d’une action intégrale sur l’erreur des variables régulées – la vitesse
d’avancement et l’altitude dans ce cas-ci.

L’objectif O5 est formulé afin de répondre à l’élément P3. En raison du contexte du projet
de recherche qui a été abordé à la section précédente, on retient la technique de synthèse
H∞ structurée qui permet de considérer plusieurs modèles linéarisés et de prescrire un grand
nombre de critères de performance variés. De plus, cette technique est issue de la commande
robuste qui permet d’améliorer la robustesse de la loi de commandes vis-à-vis différentes incer-
titudes. Par exemple, elle permet de considérer explicitement les incertitudes paramétriques
comprises dans le modèle mathématique.

L’objectif O6 découle de la sous-problématique P4 qui consiste à séquencer les gains en
utilisant une variable issue du système dynamique étudié. La variable retenue, en l’occurrence
la vitesse d’avancement, est choisie de sorte à paramétrer la solution de l’équilibre longitudinal
du MAVion. Puisque cette technique ne requiert aucune étape subséquente au moment de
l’implémentation en raison de la considération explicite de l’équation de séquencement au
moment de la synthèse des gains sur les modèles linéarisés, on dit qu’elle est automatique –
motivant son appellation d’autoséquencement [12–15].

On précise que les objectifs O4, O5 et O6 reliés respectivement à l’architecture, la technique
de synthèse et la méthode de séquencement retenues dans le projet de maîtrise sont basés
sur les travaux effectués par Lhachemi dans [12, 16, 17] et principalement [18]. De plus, on
souligne que la synthèse H∞ structurée, une variante de la synthèse H∞ où l’architecture du
contrôleur est fixée à priori de sorte à générer un contrôleur d’ordre réduit, a récemment été
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rendue accessible à tous grâce aux travaux de Pierre Apkarian dans [19–21]. L’intégration de
ces travaux à même MATLAB® a été réalisée en grande partie par Pascal Gahinet.

Enfin, le dernier objectif, O7, est formulé afin de valider que toutes les solutions retenues
répondent aux sous-problématiques P1-P4. Pour ce faire, on effectue plusieurs simulations
où l’on met à l’épreuve l’autopilote longitudinal dans divers cas de validation représentant
différents scénarios de vol. Le logiciel Simulink® est utilisé afin de conduire ces simulations.

1.4 Plan du mémoire

La structure du mémoire est dictée directement par la problématique et les objectifs du
projet de recherche. De fait, le chapitre 2 introduit tous les fondements théoriques associés
aux éléments de la problématique principale, soit P1-P4. Le chapitre 3 présente le modèle
non linéaire utilisé afin de modéliser l’aéronef convertible étudié dans le projet de recherche.
Conformément à O2, les équations de ce modèle sont rigoureusement vérifiées. Le chapitre 4
montre l’analyse qui est effectuée afin de caractériser la stabilité longitudinale naturelle du
convertible tel qu’énoncé par O3. Les objectifs O4-O6 sont abordés dans le chapitre 5 – la
pierre angulaire de cet ouvrage – qui détaille toutes les étapes menant à la conception de
l’autopilote longitudinal pour le MAVion. Le dernier objectif, soit O7, est rempli dans le
chapitre 6 qui contient tous les résultats et analyses issus des simulations effectuées afin de
valider la conception du système de commandes. Enfin, une synthèse des travaux accomplis
et des résultats qui en découlent est effectuée dans le chapitre 7 dans lequel y sont également
discutées les limitations et les améliorations possibles de la solution proposée dans ce mémoire.

Outre les sept chapitres que contient ce mémoire, on note également la présence de huit
annexes. L’annexe A présente l’état de l’art des différents types d’aéronefs (O1). L’annexe B
utilise un exemple pratique afin d’illustrer les concepts abordés au chapitre 2. L’annexe C est
constituée de rappels mathématiques nécessaires à la compréhension des équations présentées
dans ce mémoire. L’annexe D fournit le détail des développements mathématiques afin de
prouver l’équivalence entre la modélisation aérodynamique classique de Buckingham et celle
proposée par Lustosa. L’annexe E contient quant à elle des précisions supplémentaires portant
sur la modélisation aérodynamique de Lustosa. L’annexe F fournit des analyses supplémen-
taires de ce modèle. Enfin, les annexes G et H compilent des résultats de synthèses et de
simulations supplémentaires obtenus pour deux synthèses additionnelles qui ont été investi-
guées lors de la réalisation du projet de recherche. Il s’agit respectivement d’une synthèse par
retour d’état statique ne considérant pas les incertitudes paramétriques ; puis, d’une synthèse
par retour de sortie statique utilisant également une configuration paramétrique nominale.
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CHAPITRE 2 FONDEMENTS THÉORIQUES ET REVUE DE
LITTÉRATURE

Je n’ai pas de talent particulier.
Je suis passionnément curieux.

—Albert Einstein

Ce chapitre présente les fondements théoriques constituant la base de ce mémoire. Une atten-
tion particulière est d’abord portée à la modélisation d’un système dynamique indéformable.
Une revue de littérature est ensuite effectuée portant sur les méthodes de commandes pour
les systèmes non linéaires et le séquencement de contrôleurs.

2.1 Modélisation de systèmes dynamiques

Sous certaines hypothèses et en combinant des méthodes théoriques et empiriques, la dyna-
mique d’un système peut habituellement être modélisée mathématiquement et représentée
sous la forme d’un modèle d’état explicite non linéaire prenant la forme suivante :

ẋ = f(x,u,w). (2.1)

La nature d’un système étant intrinsèquement liée à sa dynamique et ses paramètres phy-
siques, on définit un système dynamique S comme suit :

S(%) :=

 ẋ = f(x,u,w,%)

x(t0) = x0
(2.2)

avec :

– x ∈ Rn, le vecteur des n états du système S évoluant selon la dynamique prescrite
par la fonction vectorielle non linéaire f ∈ Rn ;

– u ∈ Rm, le vecteur des m entrées commandables permettant d’effectuer certaines
actions contrôlées afin de faire évoluer l’état x selon une forme désirée ;

– w ∈ Rv le vecteur des v entrées perturbatrices perturbant indésirablement l’état x ;

– % ∈ RNp le vecteur des Np paramètres 2.1 du système ;

– x0 la valeur initiale du vecteur d’état x à t = t0.
2.1. Dans ce mémoire, on utilise sciemment la différence entre un paramètre p qui est de nature constante
par rapport au temps (ṗ = 0) et une variable v dont la valeur peut évoluer dans le temps (v̇ 6= 0).
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Une variable (état, entrée, sortie, commande, référence, etc.) d’un système S est dite endogène
lorsque l’évolution de celle-ci se produit de manière dépendante et interne au système. En
d’autres mots, cela signifie que son évolution est connue à priori et peut donc être prédite –
en supposant qu’on dispose des mesures adéquates (incluant les perturbations). De ce fait,
les états du vecteur x sont endogènes puisqu’ils sont entièrement définis par la fonction
vectorielle f qui est supposée connue. Une variable est dite exogène lorsque son évolution se
produit de manière indépendante et externe au système ; elle ne dépend pas des variables
endogènes du système. Ainsi, cela implique que son évolution est inconnue et ne peut donc
pas être prédite à priori : elle ne peut qu’être observée (ou mesurée) au moment même où
elle survient. De ce fait, les entrées perturbatrices du vecteur w sont exogènes puisqu’elles
ne sont définies par aucun modèle mathématique.

Les entrées commandables du vecteur u peuvent être vues comme des variables endogènes
ou exogènes selon l’analyse du système qui est conduite. En effet, une analyse du système
en boucle fermée (BF) – c.-à-d. en considérant qu’un système de commandes C génère le
vecteur u en réponse à un vecteur de signaux de référence r ∈ Rq fourni en entrée et aux
grandeurs mesurées, estimées ou connues à priori – implique que les entrées commandables
sont vues comme des variables endogènes puisque leur évolution est définie par C. À l’opposé,
une analyse de S en boucle ouverte (BO) – c.-à-d. sans la présence du système de commandes
C – implique que ces dernières sont alors considérées comme exogènes puisque leur évolution
est indéfinie. Cette explication est reprise à la section 2.2 où elle y est illustrée à travers la
comparaison des figures 2.2 et 2.3.

Un exemple pratique illustrant le processus de modélisation d’un système dynamique est
fourni à l’annexe B.1. À travers l’exemple commun d’une voiture, on montre la forme mathé-
matique que peut prendre un système dynamique S en plus d’expliciter la différence entre
des variables endogène et exogène.

2.1.1 Modélisation dynamique minimale d’un corps solide

À la section précédente, on a effectué l’hypothèse que tout système dynamique S peut être
défini mathématiquement en utilisant le modèle d’état explicite non linéaire (2.2). L’objec-
tif de cette section est de développer le modèle mathématique minimal et nécessaire à la
modélisation d’un système dynamique bien précis : celui d’un corps solide tridimensionnel
(3D) qui est par définition non déformable. Concrètement, cela implique de définir les deux
composantes essentielles de S :

1. Le vecteur des n états x ∈ Rn ;

2. La fonction vectorielle f ∈ Rn de leur évolution.
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De fait, il s’agit de préciser la nature de f en 3D à l’image de ce qui a été fait à l’équation (B.2)
de l’annexe B.1 avec l’exemple minimaliste d’une voiture évoluant dans un espace unidimen-
sionnel (1D). Pour ce faire, il est nécessaire de définir certains repères où sont projetées les
grandeurs physiques du modèle défini par S. Pour la majorité des systèmes pouvant évoluer
dans les airs, au moins trois repères distincts sont nécessaires afin de modéliser mathéma-
tiquement la dynamique d’un corps solide possédant six degrés de liberté (6 DDL), c.-à-d.
trois en translation et trois en rotation :

1. Ri : le repère inertiel ;

2. Ro : le repère objet ;

3. Ra : le repère aérodynamique.

Étant donné l’importance accordée à ces derniers, une section complète de l’annexe C est
consacrée à leur définition. Ainsi, à la section C.2, le positionnement de l’origine et l’orien-
tation des axes composant chacun de ces trois repères sont définis au tableau C.1 et une
représentation de ceux-ci est fournie à la figure C.1. L’analyse de cette dernière figure permet
de constater qu’au moins quatre grandeurs vectorielles sont d’un grand intérêt :

1. pio/i : vecteur de la position linéaire relative de Ro par rapport à Ri projeté dans Ri ;

2. Φo/i : pseudo-vecteur 2.2 de la position angulaire relative de Ro par rapport à Ri ;

3. voo/i : vecteur de la vitesse linéaire relative de Ro par rapport à Ri projeté dans Ro ;

4. ωoo/i : vecteur de la vitesse angulaire relative de Ro par rapport à Ri projeté dans Ro.

Tableau 2.1 États minimaux et nécessaires à la modélisation dynamique d’un corps solide

Position Vitesse

Linéaire pio/i =

xy
z


i

voo/i =

uv
w


o

Angulaire Φo/i =

φθ
ψ

 ωoo/i =

pq
r


o

2.2. On utilise l’appellation pseudo-vecteur, puisque ce dernier n’est pas un vecteur proprement dit dans le
sens qu’il ne définit pas une grandeur vectorielle possédant une direction, un sens et une norme. En fait, ce
dernier constitue plutôt un ensemble regroupant les grandeurs scalaires φ, θ et ψ qui peuvent être utilisées
afin de former leur matrice de rotation associée R

(
Φo/i

)
. Cette dernière appartient plutôt au groupe spécial

orthogonal SO(3) qui est non commutatif et ne forme pas un espace vectoriel (cf. annexe C.2.2). Toutefois,
la représentation de Φo/i sous forme d’un vecteur est pertinente dans le sens où elle permet d’effectuer des
opérations vectorielles/matricielles avec ce dernier. D’ailleurs, le fait que ce pseudo-vecteur ne soit pas un
vrai vecteur justifie pourquoi ce dernier n’est pas projeté dans aucun repère et ne possède pas d’exposant.
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Le tableau 2.1 donne les composantes scalaires de chacun de ces vecteurs. Il est à noter que
le choix du repère de projection de chaque grandeur vectorielle est tout à fait arbitraire ;
on privilégie généralement certains repères par souci de simplicité. On définit alors le vec-
teur d’état x ∈ R12 rassemblant les 12 états minimaux nécessaires à la modélisation de la
dynamique d’un corps solide possédant 6 DDL :

x =


pio/i
Φo/i

voo/i
ωoo/i

. (2.3)

L’étape suivante est donc de déterminer la fonction vectorielle f donnant la variation tempo-
relle du vecteur d’état, soit ẋ. Au total, quatre équations vectorielles sont nécessaires afin de
quantifier les quatre vecteurs composant le vecteur d’état x. Ces équations sont issues de la
cinématique et de la dynamique, soit deux branches de la mécanique appliquée sur un corps
solide. Les quatre équations permettant de modéliser l’évolution des quatre états vectoriels
pio/i, Φo/i, voo/i et ωoo/i sont respectivement :

1. iṗio/i : l’équation cinématique de navigation (en translation) ;

2. Φ̇o/i : l’équation cinématique d’Euler (en rotation) ;

3. ov̇oo/i : l’équation dynamique de forces (en translation) ;

4. oω̇oo/i : l’équation dynamique de moments (en rotation).

Les hypothèses reliées à ces équations sont les suivantes :

H1. Le corps de l’objet associé au repère Ro est indéformable ;

H2. La masse de l’objet demeure constante en tout temps (ṁ = 0) ;

H3. Le repère inertiel Ri est un repère galiléen où le principe d’inertie s’applique 2.3 ;

H4. La propagation 2.4 de ces équations différentielles se fait sur un court laps de temps.

Ces hypothèses sont utilisées pour les raisons respectives suivantes :

– Sans H1, il faudrait modéliser l’interaction mécanique de chaque partie déformable
composant l’objet étudié ;

2.3. Le principe d’inertie stipule que la vitesse d’un corps ponctuel est constante si et seulement si la somme
des forces s’exerçant sur lui est nulle. Mathématiquement, on peut le définir comme suit : v̇ = 0 ⇔ fΣ = 0.
En d’autres mots, cela veut dire que tout corps dans un repère galiléen – qui est libre de forces appliquées
– possède un mouvement de translation rectiligne uniforme et conserve une vitesse constante (norme et
direction). Ainsi, seule l’application d’une force sur le corps ponctuel peut faire varier sa vitesse.
2.4. La propagation d’une équation différentielle désigne tout simplement son processus d’intégration par
rapport au temps, qui est d’ailleurs souvent effectué de manière numérique.
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– Sans H2, la masse m serait un état propre au système S nécessitant alors que son
évolution ṁ soit définie dans f ;

– Sans H3, les lois de la physique galiléenne ne s’appliqueraient pas ;

– Sans H4, les mouvements astraux ne pourraient pas être négligés.

Les sous-sections suivantes présentent les quatre équations vectorielles associées à pio/i, Φo/i,
voo/i et ωoo/i. Elles sont essentiellement reprises de [1]. Le lecteur averti peut retrouver tout
le détail de ces équations dans les ouvrages [22–25] traitant notamment de la modélisation
classique de systèmes aéronautiques et spatiaux.

Équations cinématiques

La cinématique est la branche de la mécanique qui étudie le mouvement d’un corps indé-
pendamment des forces ou des moments le produisant. C’est en appliquant cette théorie que
sont développées les équations (2.4) et (2.5) définissant respectivement l’évolution temporelle
des positions linéaire et angulaire d’un corps solide à 6 DDL sans avoir recours aux forces et
moments.

Équation cinématique de navigation (en translation) L’évolution temporelle de la
position linéaire du repère Ro par rapport au repère Ri projetée et dérivée 2.5 dans le repère
Ri, notée iṗio/i, est donnée par l’équation cinématique de navigation suivante :

iṗio/i = R>o/i
(
Φo/i

)
voo/i (2.4)

où Ro/i

(
Φo/i

)
est la matrice de rotation paramétrée en fonction des angles d’Euler Φo/i.

Cette matrice permet d’obtenir la projection d’un vecteur v dans le repère Ro, vo à partir
de sa projection dans le repère Ri, c.-à-d. vi. Sa définition est donnée à l’équation (C.18) de
la section C.2.2.

Équation cinématique d’Euler (en rotation) L’évolution temporelle de l’orientation
du repère Ro par rapport au repère Ri, notée Φ̇o/i, est donnée par l’équation cinématique
d’Euler suivante :

Φ̇o/i = H
(
Φo/i

)
ωoo/i (2.5)

2.5. La section C.4.1 aborde le thème de la dérivation d’un vecteur par rapport au temps, son repère de
dérivation et la nomenclature correspondante.
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avec

H
(
Φo/i

)
=


1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ

 (2.6)

et où cx := cosx, sx := sin x et tx := tan x.

Équations dynamiques

La dynamique est la branche de la mécanique qui étudie la relation entre le mouvement
d’un corps ; et les forces et les moments qui le produisent. C’est en appliquant cette théo-
rie que sont développées les équations (2.7) et (2.9) définissant respectivement l’évolution
temporelle des vitesses linéaire et angulaire d’un corps solide à 6 DDL en ayant recours aux
forces f oΣ ∈ R3 et aux moments mo

Σ ∈ R3, dont les composantes respectives fΣx , fΣy , fΣz

et mΣx ,mΣy ,mΣz exprimées dans le repère objet Ro sont illustrées à la figure 2.1. Celles-ci
représentent respectivement les sommes de toutes les forces et de tous les moments agissant
au CM 2.6 du corps solide indéformable de masse m et de tenseur d’inertie Io exprimé dans le
repère de l’objet Ro. Les forces f oΣ et les moments mo

Σ sont, de manière générale, des fonctions
vectorielles non linéaires des paramètres physiques %, du vecteur d’état x, des vecteurs des
entrées commandables u et des entrées perturbatrices w.

Figure 2.1 Forces et moments dans le repère objet d’un corps solide à 6 DDL

2.6. On effectue l’hypothèse que le CM de l’objet indéformable est parfaitement mesurable et statique de
sorte à pouvoir y placer parfaitement l’origine Oo du repère Ro.
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Équation dynamique de forces (en translation) L’évolution temporelle de la vitesse
linéaire du repère Ro par rapport au repère Ri projetée et dérivée (cf. section C.4.1) dans le
repère Ro, notée ov̇oo/i, est donnée par l’équation dynamique de forces en translation, dérivée
de la seconde loi de Newton 2.7 :

ov̇oo/i = 1
m

f oΣ(x,u,w,%)−
[
ωoo/i

]
×
voo/i (2.7)

où

f oΣ(x,u,w,%) =


fΣx(x,u,w,%)
fΣy(x,u,w,%)
fΣz(x,u,w,%)


o

. (2.8)

Équation dynamique de moments (en rotation) L’évolution temporelle de la vitesse
angulaire du repère Ro par rapport au repère Ri projetée et dérivée (cf. section C.4.1) dans le
repère Ro, notée oω̇oo/i, est donnée par l’équation dynamique de moments en rotation, dérivée
du théorème du moment cinétique (cf. section C.4.2) :

oω̇oo/i =
(
Io
)−1

(
mo

Σ(x,u,w,%)−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)
(2.9)

où

mo
Σ(x,u,w,%) =


mΣx(x,u,w,%)
mΣy(x,u,w,%)
mΣz(x,u,w,%)


o

. (2.10)

Ajout du vent

En présence de forces et de moments aérodynamiques, il est nécessaire de définir la vitesse
aérodynamique va ou vo/w ∈ R3, c.-à-d. la vitesse de l’objet par rapport au vent :

va = vo/w = vo/i − vw/i (2.11)

où vw/i ∈ R3 est le vecteur de la vitesse du vent par rapport au référentiel inertiel. Dans
la pratique, la vitesse du vent vw/i est normalement définie dans le repère inertiel Ri et

2.7. La section C.4.2 aborde le thème de la dérivation d’un vecteur dans des repères distincts et menant à
la définition des équations (2.7) et (2.9).



14

constitue l’entrée perturbatrice w de S :

w = viw/i =


wn

we

wd


i

. (2.12)

Sa dynamique à court terme et locale à Ro est imprévisible et difficilement mesurable ou
estimable en raison du bruit de mesure, de la géométrie du corps de l’objet et de la complexité
de la dynamique des fluides.

La vitesse aérodynamique (2.11) peut être définie dans le repère Ro en utilisant la DCM
Ro/i :

voa = voo/w =


ua

va

wa


o

= voo/i − vow/i = voo/i −Ro/i

(
Φo/i

)
viw/i (2.13)

où son module est noté :
Va = ‖va‖ =

√
u2
a + v2

a + w2
a. (2.14)

Modèle d’état complet minimal

Tout système dynamique S composé d’un corps solide possédant 6 DDL peut être ainsi
modélisé à l’aide du système de 12 équations différentielles scalaires d’ordre 1 suivant :

S(%) :=



ẋ = f(x,u,w,%)⇔


iṗio/i
Φ̇o/i

ov̇oo/i
oω̇oo/i

 =



R>o/i
(
Φo/i

)
voo/i

H
(
Φo/i

)
ωoo/i

1
m

f oΣ(x,u,w,%)−
[
ωoo/i

]
×
voo/i(

Io
)−1

(
mo

Σ(x,u,w,%)−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)


x(t0) = x0

(2.15)
issu des équations (2.4), (2.5), (2.7), (2.9) et de l’équation du vent (2.11), si des forces et des
moments aérodynamiques interviennent dans les expressions de f oΣ et mo

Σ.

On note que le choix des angles d’Euler peut constituer un inconvénient majeur. En effet, cette
paramétrisation comporte une singularité 2.8 pour la valeur θ = ± 90◦ comme le témoigne le
dénominateur cos θ dans l’équation (2.6). Bien qu’il existe d’autres paramétrisations possibles

2.8. On souligne que la représentation des angles d’Euler n’est pas adéquate pour la modélisation d’un
aéronef convertible opérant fréquemment dans une plage d’angles d’assiette contenant cette singularité –
notamment en phase de vol stationnaire. Afin de remédier à ce problème, deux solutions distinctes utilisant
les quaternions et la DCM sont présentées respectivement aux équations (3.25) et (3.28).
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de la position angulaire de Ro par rapport à Ri
2.9, celle d’Euler possède l’avantage d’être

physiquement parlante (ce sont des angles en radian), et surtout, d’être minimale du point de
vue du nombre de paramètres requis (trois paramètres utilisés pour un objet possédant trois
DDL en rotation). Ceci explique pourquoi elle est encore largement utilisée en aéronautique.

Ainsi, l’analyse de S en (2.15) révèle que les seules composantes qui n’ont pas été définies
dans ce modèle sont les paramètres physiques % ∈ RNp , l’entrée commandable u ∈ Rm, les
forces f oΣ ∈ R3 et les moments mo

Σ ∈ R3. En effet, la nature de ces quatre éléments est la
seule chose qui permet de distinguer un système S d’un autre.

Enfin, puisque la force gravitationnelle s’applique de manière identique à tout corps solide
indéformable peu importe sa géométrie, c.-à-d. en son CM, et la force étant orientée dans la
même direction et le même sens que zi, on peut ajouter au système S en (2.15) la définition
supplémentaire suivante :

f oΣ(x,u,w,%) = f oΣ∗(x,u,w,%) + f og
(
Φo/i,m, g0

)
= f oΣ∗(x,u,w,%) + Ro/i

(
Φo/i

)
mgi

(2.16)

avec

gi =


0
0
g0


i

. (2.17)

où gi désigne le vecteur gravité projeté dans Ri et g0 la constante de gravité standard prise
au niveau moyen de la hauteur des mers (MSL en anglais). Le vecteur f oΣ∗ est désormais la
somme de toutes les autres forces appliquées au CM du système S et projetées dans Ro.

On note que ce même ajout n’est pas nécessaire pour le moment mo
Σ ; la force gravitationnelle

f og étant appliquée au CM de S, il n’y a aucun bras de levier, et donc aucun moment résultant.
De fait, on a :

mo
Σ(x,u,w,%) = mo

Σ∗(x,u,w,%) + mo
g

(
Φo/i,m, g0

)
= mo

Σ∗(x,u,w,%) + rog/o︸︷︷︸
=0

× f og
(
Φo/i,m, g0

)
= mo

Σ∗(x,u,w,%)

(2.18)

où rog/o ∈ R3 est le vecteur position projeté dans Ro du point d’application de la force
gravitationnelle f og par rapport à l’origine Oo. Or, cette grandeur est nulle, d’où mo

Σ∗ = mo
Σ.

2.9. Cf. section C.2.2 pour les différentes manières de représenter la position angulaire d’un repère Ro par
rapport à un autre repère Ri.
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L’annexe A a comme objectif de dresser un portrait succinct des différents types d’aéronefs
convertibles qui existent et d’identifier ce qui rend chacun de ces systèmes uniques. Pour ce
faire, les trois composantes tout justement introduites u, f oΣ∗ et mo

Σ sont définies pour chacun
des types d’aéronefs convertibles étudiés. La définition des paramètres % est volontairement
omise afin de simplifier l’exercice.

Concrètement, cinq types de convertibles y sont présentés : corps inclinable, fusion avion-
multicoptère, aile inclinable, poussée vectorielle et moteurs inclinables. Un sixième type hy-
bride est également défini afin de désigner n’importe quel convertible combinant plusieurs
types à la fois. L’analyse des forces et des moments de ces différents types montre que la
transition de la phase de vol stationnaire à la phase de vol d’avancement implique un jeu
complexe d’équilibre des forces de sustentation (combattant celle de la gravité) et de propul-
sion (combattant celle de la traînée aérodynamique).

La régulation de l’équilibre de tels systèmes dynamiques S est rendue possible grâce à l’exis-
tence d’un système complémentaire, nommé contrôleur et désigné par le symbole C, qui a été
brièvement évoqué au début de la section 2.1. La prochaine section traite exclusivement du
fonctionnement de ce système complémentaire.

2.2 Méthodes de commandes pour systèmes non linéaires

La commande consiste à solutionner le problème suivant, illustré à la figure 2.2 :

 5 �

En utilisant les mesures γ fournies par les capteursM et les es-
timations χ calculées par l’estimateur E , concevoir un contrôleur
C générant la commande u qui permette d’asservir le système
S, soumis aux perturbations w et aux incertitudes sur ses pa-
ramètres %, afin que celui-ci suive les références r générées par
l’opérateur O.

 5 �

Le systèmeM composé des capteurs est défini comme suit :

M(%,β) :=


ḃ = fb(b,x,u,w,%,β)

γ = h(b,x,u,w,%,β)

b(t0) = b0

(2.19)
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Figure 2.2 Problème de commande analysé en boucle fermée

où b ∈ RNb représente les Nb états 2.10 du système de capteursM évoluant selon la dynamique
prescrite par la fonction vectorielle fb ∈ RNb qui est généralement de nature non linéaire,
β ∈ RNβ représente les Nβ paramètres constants physiques de M, h ∈ Rg représente la
fonction vectorielle générant les g mesures contenues dans γ et b0 représente la valeur initiale
des états b lorsque le systèmeM est mis en marche au temps t = t0. On note que le système
de capteursM est composé de deux parties distinctes :

1. Dynamique : définie par l’équation différentielle vectorielle ḃ = fb ;

2. Statique : définie par l’équation algébrique vectorielle γ = h.

Le système E représentant l’estimateur est défini comme suit :

E(%, ι) :=

 χ̇ = fχ(χ,γ,u,%, ι)

χ(t0) = χ0
(2.20)

où χ ∈ RNχ représente les Nχ états estimés par l’estimateur E évoluant selon la dynamique
prescrite par la fonction vectorielle fχ ∈ RNχ qui est généralement de nature non linéaire,
ι ∈ RNι représente les Nι paramètres constants de conception de E et χ0 représente la valeur
initiale des estimations χ lorsque le système E est mis en marche au temps t = t0. On note
que l’estimateur E est composé exclusivement d’une partie dynamique qui est définie par
l’équation différentielle et vectorielle χ̇ = fχ.

Le système de l’opérateur O est défini comme suit :

O := {r} (2.21)

2.10. Par exemple, ces états pourraient être le biais et le facteur d’échelle de chaque capteur.
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où r ∈ Rq représente les q références désirées (ou commandées) par l’opérateur O. On précise
que l’opérateur O peut autant être un humain qu’un ordinateur et que sa seule tâche consiste
à définir les objectifs de commande r (ou de régulation), dits de haut niveau.

Le système du contrôleur C est défini comme suit :

C(%,κ) :=


ξ̇ = fξ(ξ, r,γ,χ,%,κ)

u = fu(ξ, r,γ,χ,%,κ)

ξ(t0) = ξ0

(2.22)

où ξ ∈ RNξ représente les Nξ états du contrôleur C évoluant selon la dynamique prescrite
par la fonction vectorielle fξ ∈ RNξ qui est généralement de nature non linéaire, κ ∈ RNκ

représente les Nκ paramètres constants de conception de C, fu ∈ Rm représente la fonction
vectorielle générant lesm entrées commandables contenues dans u ∈ Rm, dites de bas niveaux,
et ξ0 représente la valeur initiale des états ξ lorsque le système C est mis en marche au temps
t = t0. On note que le contrôleur C est composé de deux parties distinctes :

1. Dynamique : définie par l’équation différentielle vectorielle ξ̇ = fξ ;
2. Statique : définie par l’équation algébrique vectorielle u = fu.

Figure 2.3 Problème de commande analysé en boucle ouverte

On clarifie maintenant le caractère endogène ou exogène des nouvelles grandeurs tout jus-
tement définies. Les états des capteurs b, les mesures γ, les estimations χ et les états du
contrôleur ξ sont toutes des grandeurs endogènes, puisqu’elles sont respectivement définies
par fb, h, fχ et fξ. L’entrée de référence r est de nature exogène, puisqu’elle est totale-
ment indépendante du reste du système. Comme il a été mentionné à la section 2.1, l’entrée
commandable u peut prendre les deux natures endogène ou exogène. Lorsque l’analyse est
conduite en considérant le système du contrôleur C tel que représenté à la figure 2.2, on dit
que celle-ci est effectuée en boucle fermée (BF) et l’entrée commandable u est alors considé-
rée endogène, puisque sa nature est entièrement définie par C. Toutefois, lorsque l’analyse est
conduite sans considérer le système C qui définit u tel que représenté à la figure 2.3, on dit
plutôt que cette dernière est effectuée en boucle ouverte (BO) : u est alors de nature exogène
au même titre que w.
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Souvent, lorsqu’on aborde le problème de régulation des états d’un système dynamique (soit
l’opposé du problème d’estimation de ses états), on effectue l’hypothèse qu’il est possible
de mesurer parfaitement n’importe quel état du système dynamique S. Par conséquent, le
système de l’estimateur E n’est pas requis, puisque les capteurs M mesurent directement
toutes les informations γ nécessaires au bon fonctionnement du contrôleur C – sans la présence
d’une dynamique interne ḃ = fb :

M(%) := {γ = h(x,u,w,%)} . (2.23)

Il n’est donc pas nécessaire d’effectuer d’estimations χ, car toutes les grandeurs d’intérêt sont
déjà connues. Ainsi, le problème de commande, initialement composé de cinq systèmes, peut
être réduit à quatre systèmes. La figure 2.4 illustre ce cas particulier simplifié.

Figure 2.4 Problème de commande analysé en boucle fermée sans estimateur

Ainsi, dans ce nouveau cas de figure, le problème de commande se résume comme suit :

 5 �

Choisir la fonction h définissant les mesures γ fournies par les
capteurs de M, les fonctions vectorielles fξ et fu ainsi que les
valeurs des paramètres κ du contrôleur C, afin que la commande
u générée permette d’asservir le système S, soumis aux pertur-
bations w et aux incertitudes sur ses paramètres %, pour que
celui-ci suive les références r générées par l’opérateur O.

 5 �
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Cette reformulation simplifiée du problème de commande fait intervenir deux concepts fon-
damentaux et indépendants dans le processus d’asservissement du système S à l’aide du
contrôleur C :

1. L’architecture de C :
� Elle est définie par la nature des fonctions vectorielles h, fξ et fu qui peuvent
être statiques ou dynamiques ;

� Elle définit comment les informations disponibles dans C sont utilisées pour
calculer u : par rétroaction et/ou par alimentation directe , statiquement et/ou
dynamiquement ;

2. La méthode de synthèse de C :
� Elle désigne la méthode qui est utilisée afin de calculer les Nκ paramètres libres
κ du contrôleur C ;

� Ce processus prend le nom de synthèse des paramètres libres (communément
appelés gains) de C ; il existe un grand nombre de différentes méthodes de
synthèses dont certaines sont abordées aux sections 2.2.2 et 2.2.3.

L’annexe B.2 aborde l’exemple d’un problème de commande concret rencontré dans la vie
quotidienne de plusieurs humains : soit l’utilisation du régulateur de vitesse d’une voiture
afin d’alléger la tâche de conduite du conducteur.

2.2.1 Méthodes de commandes pour un aéronef convertible

Les cas de figure, concernant les sources de forces et de moments des différents types d’aé-
ronefs convertibles présentés à l’annexe A, démontrent que la modélisation mathématique
de ces systèmes fait intervenir plusieurs composantes propres à l’avion et au multicoptère.
En plus de la phase de vol de transition qui crée de forts couplages dynamiques entre ces
deux dynamiques distinctes, la modélisation de systèmes volants à 6 DDL fait intervenir des
équations non linéaires comme le témoigne le modèle général développé en (2.15). Voici un
aperçu résumant ces différentes sources non linéaires :

� La paramétrisation de la matrice de rotation Ro/i, que ce soit en fonction des angles
d’Euler ou bien des quaternions, fait toujours apparaître respectivement des fonctions
trigonométriques (C.18) et quadratiques (C.24), ainsi que leurs inverses, respective-
ment (C.19) et (C.25) ;

� La modélisation de la norme des forces Fa et des momentsMa aérodynamiques (conte-
nus respectivement dans FΣ∗ et MΣ) fait également intervenir des équations quadra-
tiques, puisque la grandeur de ces dernières est, par nature, proportionnelle au carré
de la norme de la vitesse aérodynamique Va : Fa ∝ V 2

a et Ma ∝ V 2
a [25] ;
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� La modélisation de la norme des forces propulsives ou de poussée Fp développées par
des moteurs tournant à une vitesse angulaire ω est également proportionnelle au carré
de cette dernière grandeur : Fp ∝ ω2 ;

� Enfin, comme discuté auparavant, la modélisation de S dans (2.15) crée souvent de
forts couplages dynamiques générant alors des non-linéarités supplémentaires entre les
différentes variables indépendantes de f ; soit x, u et w.

À la lumière de ces propos, il devient alors évident que la régulation de certaines grandeurs du
système S, tel un aéronef convertible appelé à évoluer très rapidement dans un vaste domaine
de vol, demande également la conception d’un contrôleur C d’un niveau de complexité certain.
Deux approches distinctes existent concernant la conception de C :

1. Approche purement non linéaire : elle consiste à concevoir un contrôleur C non
linéaire à l’image de (2.22) en se basant sur le modèle non linéaire (2.2) ;

2. Approche linéaire multimodèle : elle consiste à concevoir une série de contrôleurs
se comportant comme un seul tout, en se basant sur la linéarisation du système non
linéaire S autour d’une série de plusieurs points d’équilibre ϑe` générant alors autant
de systèmes linéarisés ∆S`.

Ces première et seconde méthodes sont présentées respectivement aux sections 2.2.2 et 2.2.3.

2.2.2 Approche purement non linéaire

Il existe des méthodes purement non linéaires afin de concevoir un contrôleur non linéaire
C tel que défini par (2.22). Toutefois, puisque ces méthodes ne font pas l’objet principal de
ce mémoire, on se limite à survoler quelques-unes de ces techniques. Voici un bref aperçu de
différentes méthodes de commande non linéaires :

� Récursion intégrale → La commande par récursion intégrale (ou integrator back-
stepping en anglais) consiste à séparer le contrôleur C en plusieurs sous-contrôleurs Ck
de manière à ce que chaque sous-système Ck placé en aval stabilise celui situé en amont
Ck−1 (où le contrôleur C1 est placé au plus haut niveau en amont). Ce faisant, il est
possible d’appliquer des méthodes de contrôle distinctes et indépendantes à chaque
sous-système Ck. Les sous-systèmes Ck sont généralement liés entre eux à travers une
équation différentielle de sorte à créer une récursion intégrale – justifiant le nom de
cette technique. Cette méthode a été appliquée avec succès au prototype à corps
inclinable Roll&Fly dans [26].

� Mode de glissement → La commande par mode de glissement (ou sliding mode
control, abrégé SMC, en anglais) consiste à réguler un système en lui imposant une
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dynamique souhaitée, dite surface de glissement. Pour ce faire, le contrôleur C est
normalement constitué de deux sous-systèmes où le premier, noté Ca, a pour but
d’attirer les états x du système S vers la surface de glissement où le second contrôleur,
noté Cg, a pour but de maintenir les états x dans cette espace d’état, soit la surface
de glissement. Cette forme de commande implique normalement qu’au moins un des
deux contrôleurs Ca ou Cg est discontinu. Une application de cette méthode est donnée
dans [27].

� Inversion dynamique avec linéarisation par bouclage → La commande par
inversion dynamique avec linéarisation par bouclage consiste à prendre avantage de
l’existence d’un modèle S représentant fidèlement la dynamique du système étudié.
Une fois le système S connu et défini, il est possible de procéder à une transformation
non linéaire de S, impliquant généralement un retour par bouclage, afin de trouver
une commande u qui linéarise le système S du point de vue entrées/sorties. Il est en-
suite possible d’appliquer n’importe quelle technique classique de contrôle linéaire (cf.
section 2.2.3 pour ces différentes techniques). La technique de l’inversion dynamique
avec linéarisation par bouclage est notamment utilisée dans [28].

De manière générale, les techniques de commandes non linéaires reposent sur la recherche
d’une fonction de Lyapunov afin de prouver que le système en boucle fermée, composé du
système dynamique S et de son système de régulation C, est stable. La théorie de Lyapunov
est intrinsèquement liée à la commande non linéaire et demeure un sujet très vaste. D’autres
sujets fondamentaux de la commande non linéaire sont : le théorème de Sontag, le principe
d’invariance de LaSalle, les systèmes plats, le théorème du petit gain, l’équivalence topo-
logique, l’approche de la géométrie différentielle et les perturbations singulières. Toutes ces
notions sont abordées avec rigueur dans [29] et une application concrète de la méthode de
Lyapunov est disponible dans [30].

Bien entendu, il existe d’autres types de commandes pouvant être également appliquées
dans leur forme non linéaire comme la commande prédictive (ou model predictive control,
abrégé MPC, en anglais) qui utilise le modèle S d’un système dynamique afin d’anticiper son
comportement futur et d’en prendre compte dans la forme de C. Des méthodes de commande
non linéaire supplémentaires peuvent être retrouvées dans [31–33].

Enfin, une dernière méthode de commande non linéaire est celle du séquencement de gains
(gain-scheduling en anglais) qui est d’ailleurs largement utilisée dans le domaine aérospatial.
Cette méthode fait l’objet des deux prochaines sections 2.2.3 et 2.3 où elle y est respectivement
définie et analysée en détail.
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2.2.3 Approche linéaire multimodèle

Bien qu’il existe plusieurs méthodes de commande purement non linéaires telles que celles évo-
quées à la section 2.2.2 précédente, souvent, leurs applications théorique et pratique peuvent
s’avérer être une tâche très ardue – et surtout très complexe – en raison notamment de leur
lourdeur mathématique. Afin de remédier à ce problème, les automaticiens ont souvent re-
cours aux méthodes de commandes linéaires classiques (telles la commande par placement de
pôles ou la commande LQR qui sont abordées plus loin dans cette section), mais appliquées
à des systèmes non linéaires en utilisant la méthode du séquencement de gains.

Concrètement, la technique du séquencement de gains consiste à concevoir une série de Nϑ

contrôleurs linéaires ∆Ck,` pour former un seul contrôleur C pouvant opérer sur un large
domaine d’opération. Pour ce faire, on linéarise le système non linéaire S autour d’une série de
Nϑ points d’équilibre ϑek,` générant alors autant de systèmes linéarisés ∆Sk,`. Un contrôleur
linéaire ∆Ck,` peut ensuite être conçu pour chaque système linéarisé ∆Sk,` en utilisant des
méthodes de commandes linéaires classiques. Toutefois, le contrôleur global C, ainsi formé
par l’union de tous les contrôleurs linéarisés ∆Ck,`, est généralement de nature non linéaire
en raison de la stratégie de séquencement entre les différents sous-contrôleurs ∆Ck,`. Celle-ci
prend typiquement la forme d’une fonction non linéaire φ(σ) où les variables de séquencement
σ sont choisies parmi certaines grandeurs connues (les références r, les mesures γ ou les
estimations χ) ; elle gère de manière automatique le changement entre les différents sous-
contrôleurs ∆Ck,`.

L’article [34] présente une vue d’ensemble du problème de séquencement de gains, et des
applications de cette technique sont effectuées, entre autres, dans [35,36].

Formulation du problème de commande linéaire multimodèle

On formule maintenant le problème de commande linéaire. Pour ce faire, il est d’abord
nécessaire de définir ce qu’est un point d’équilibre ϑek,` . Une fois défini, on linéarise autour de
ce point les différents systèmes du problème de commande simplifié présenté à la section 2.2.

Définition du point d’équilibre Par nature, le point d’équilibre ϑe d’un système S
dépend de la valeur des paramètres % ∈ RNp du système S :

ϑe(%) :=


xe(%)
ue(%)
we(%)

 ∈ Rn+m+v. (2.24)



24

Or, puisque les paramètres % d’un système S comportent généralement des incertitudes :

% = %0 ± δ%

où %0 ∈ RNp et δ% ∈ R∗Np représentent respectivement les valeurs nominales et incertaines
absolues associées aux paramètres %, il est donc judicieux de considérer un ensemble P com-
posé de N% jeux de vecteurs-paramètres %k eux-mêmes composés de Np paramètres chacun :

P :=
N%−1⋃
k=0
{%k} (2.25)

où l’ensemble des paramètres P peut désormais contenir à la fois le jeu de paramètres no-
minaux %0 et plusieurs autres jeux %1,%2, · · · ,%N%−1 représentant chacun un jeu possible de
paramètres considérés avec leurs différentes incertitudes. Par exemple, on pourrait construire
l’ensemble P en considérant toutes les combinaisons possibles issues des incertitudes maxi-
mums (%0 + δ%) et minimums (%0 − δ%) associées à %. Cela génèrerait alors 2Np vecteurs %k
différents.

Ainsi, en considérant la dépendance de chaque point d’équilibre ϑek associée à son jeu de
paramètres %k, on réécrit (2.24) comme suit :

ϑek(%k) :=


xek(%k)
uek(%k)
wek(%k)

 ∈ Rn+m+v. (2.26)

Cependant, pour un même jeu de paramètres physiques %k, le point d’équilibre ϑek peut
avoir plusieurs solutions qui sont paramétrées chacune selon une configuration à l’équilibre
particulière σe` ∈ Rς qui est d’intérêt dans la conception du contrôleur C. On définit alors
l’ensemble E des Nσ ∈ N∗ configurations à l’équilibre particulières σe` :

E :=
Nσ⋃
`=1
{σe`}. (2.27)

Enfin, avec toutes les définitions requises qui sont maintenant introduites, on redéfinit une
nouvelle fois (2.26) afin de prendre en compte cette seconde dépendance :

ϑek,`(%k,σe`) :=


xek,`(%k,σe`)
uek,`(%k,σe`)
wek,`(%k,σe`)

 ∈ Rn+m+v (2.28)
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pour lequel on définit l’ensemble Θe composé deNϑ = N%×Nσ points d’équilibre ϑek,` , nommé
domaine d’équilibre ou domaine de linéarisation ou encore domaine d’opération, comme suit :

Θe :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

{
ϑek,`(%k,σe`)

}
(2.29)

où l’ensemble Θe comporte Nϑ × (n+m+ v) grandeurs scalaires.

N. B. : À partir de maintenant, la dépendance explicite de ϑek,` à %k et σe` est volontai-
rement omise afin d’alléger la notation. Ainsi, lorsque seulement ϑek,` est utilisé, les deux
dépendances mentionnées demeurent implicitement en vigueur. Ceci est particulièrement
vrai pour la dépendance d’une fonction quelconque à %k qui est souvent omise au profit
d’être déjà implicitement comprise dans ϑek,` .

De ce fait, le point d’équilibre ϑek,` défini en (2.28) représente la combinaison particulière des
états xek,` , des entrées commandables uek,` et des entrées perturbatrices wek,` pour laquelle
la dynamique du système S n’évolue pas : on dit donc qu’il est à l’équilibre. L’équilibre du
système S à un point d’équilibre ϑek,` , noté Sek,`

(
ϑek,`

)
, est défini comme suit :

Sek,`
(
ϑek,`

)
:=
{
ẋek,` = 0⇔ f

(
xek,` ,uek,` ,wek,`,%k

)
= f

(
ϑek,`

)
= 0

}
(2.30)

où la solution 2.11 de l’équation f
(
ϑek,`

)
= 0 ∈ Rn prise de (2.2) donne les valeurs du point

d’équilibre ϑek,` . Toutefois, puisque cette équation vectorielle ne contient que n équations
scalaires et qu’il y a, en principe, n + m + v variables scalaires à solutionner, il est donc
nécessaire de fournir les valeurs dem+v variables scalaires. De manière générale, une première
partie comprenant ς − (m + v) équations de contraintes scalaires nulles supplémentaires
sont obtenues par la nature même du point d’équilibre recherché. Par exemple, si l’équilibre
recherché est statique, alors plusieurs grandeurs sont alors nulles, ce qui réduit la taille du
problème à solutionner. Il existe souvent une seconde partie σe` ∈ Rς comprenant alors ς
variables pouvant prendre différentes valeurs pour le même équilibre recherché. Par exemple,
un avion effectuant un vol de croisière à une altitude constante peut voler à différentes vitesses
aérodynamiques Va. Ainsi, les grandeurs appartenant à ce second groupe deviennent alors
également des paramètres de la linéarisation du système Sek,` autour du point d’équilibre
retenu ϑek,` . Le problème possède alors autant d’équations que d’inconnues et peut donc être
résolu. On dit d’ailleurs que le point ϑek,` de Sek,` constitue également ses paramètres de
linéarisation ou paramètres d’opération ou encore paramètres d’équilibre.

2.11. Dans l’équation (2.30), la grandeur ẋek,` est nulle, puisqu’un équilibre correspond à une valeur constante.
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Une fois le point d’équilibre ϑek,` solutionné 2.12, on peut procéder de la même manière afin de
trouver les valeurs à l’équilibre des autres systèmes impliqués dans le problème de commande :

� Pour le système des capteursM, on obtient :

Mek,`

(
ϑek,`

)
:=
{
γek,` = h

(
xek,` ,uek,` ,wek,`

)
= h

(
ϑek,`

)}
(2.31)

où γek,` sont les mesures à l’équilibre du système Sek,` . Celles-ci sont obtenues direc-
tement en évaluant h au point d’équilibre ϑek,` .

� Pour le système de l’opérateur O, on a :

Oek,`
(
ϑek,`

)
:=
{
rek,`

}
(2.32)

où rek,` sont les références à l’équilibre.
� Pour le système du contrôleur C, on a :

Cek,`
(
κk,`,ϑek,`

)
:=


ξ̇ek,` = 0⇔ 0 = fξ

(
ξek,` , rek,` ,γek,` ,%k,κk,`

)
uek,` = fu

(
ξek,` , rek,` ,γek,` ,%k,κk,`

) (2.33)

qui peut être résolu sans problème, puisque généralement, le nombre q de références
est identique au nombre m d’entrées commandables. Les deux inconnues sont donc
ξek,` ∈ RNξ et rek,` ∈ Rq. Les grandeurs %k, uek,` et γek,` sont déjà connues, puisque
ϑek,` a été résolu. La solution de l’équilibre de Cek,` est alors fonction de κk,`.

Ainsi, l’équilibre de tous les systèmes S,M, O et C dépend donc seulement du point d’équi-
libre ϑek,` – qui est lui-même défini à partir du jeu de paramètres %k et de la configuration
particulière désirée à l’équilibre σe` – et du jeu de paramètres κk,` du contrôleur. D’ailleurs,
cela est également vrai pour le système de l’estimateur E , même si son cas n’est pas abordé ici.

Linéarisation du système dynamique Le système ∆Sk,`(ϑek,`) représente la linéarisa-
tion de Taylor à l’ordre 1 du système dynamique S autour de son point d’équilibre ϑek,` . Cette
dynamique linéarisée demeure valide tant que la grandeur ∆ϑk,` du modèle linéarisé ∆Sk,`
demeure proche du voisinage de ϑek,` . On note qu’on peut retrouver la pseudo-grandeur 2.13

non linéaire ϑ̂k,` associée au modèle non linéaire S à partir de la grandeur linéarisée ∆ϑk,` à

2.12. Souvent, lorsqu’il existe plus qu’une seule solution au problème d’équilibre, il est possible de rejeter
toutes celles n’ayant pas de sens physique ou étant à l’extérieur du domaine d’opération du système afin de
ne retenir qu’une seule solution unique au problème d’équilibre.
2.13. On dit pseudo-grandeur, puis que la grandeur ϑ̂k,` donnée par la relation (2.34) n’est pas la vraie valeur
non linéaire de ϑ. En effet, sa vraie valeur ϑ est donnée par la dynamique non linéaire du système (2.2).
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travers la relation suivante :
ϑ̂k,` = ϑek,` + ∆ϑk,`. (2.34)

N. B. : Bien qu’elle puisse s’avérer être un peu lourde, la notation concernant l’usage de
l’indice �k,` pour les variables du système linéaire ∆Sk,` est conservée afin d’insister sur
le fait que toute variable linéaire ∆�k,` est intrinsèquement liée à son système linéarisé
∆Sk,` dans le sens qu’elle représente seulement l’évolution de la dynamique locale à ϑek,` .

On procède maintenant à la linéarisation du système dynamique S. Pour les grandeurs :

ϑ :=


x
u
w

 ∈ Rn+m+v et ∆ϑk,` :=


∆xk,`
∆uk,`
∆wk,`

 ∈ Rn+m+v, (2.35)

on définit le système ∆Sk,`(ϑek,`), représentant la linéarisation du système dynamique S
autour de son point d’équilibre ϑek,` , comme suit :

∆Sk,`
(
ϑek,`

)
:=


∆ẋk,` = ∆fk,`

(
∆xk,`,∆uk,`,∆wk,`,ϑek,` ,%k

)
∆xk,`(t0) = ∆x0k,`

(2.36)

avec

∆fk,`
(
∆ϑk,`,ϑek,`

)
:= ∇f(ϑ)|ϑek,`∆ϑk,` = ∂f

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆xk,` + ∂f
∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆uk,` + ∂f
∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆wk,`

(2.37)
où l’opération ∇f(ϑ), représentant le calcul du gradient de la fonction vectorielle f par
rapport à sa variable indépendante ϑ, est définie à la section C.5.6.

Enfin, on définit l’ensemble ∆S(Θe) des Nϑ systèmes linéarisés ∆Sk,`
(
ϑek,`

)
, comme suit :

∆S(Θe) :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

∆Sk,`
(
ϑek,`

)
(2.38)

où ∆S représente l’ensemble des Nϑ ∈ N∗ modèles linéaires ∆Sk,` ; chacun étant linéarisé
autour de son point d’équilibre correspondant ϑek,` .

Linéarisation du système de capteurs Pareillement, on définit le système ∆Mk,`(ϑek,`),
représentant la linéarisation du système de capteursM autour de son point d’équilibre ϑek,` ,
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comme suit :

∆Mk,`

(
ϑek,`

)
:=
{
∆γk,` = ∆hk,`

(
∆xk,`,∆uk,`,∆wk,`,ϑek,` ,%k

)}
(2.39)

avec

∆hk,`
(
∆ϑk,`,ϑek,`

)
:= ∇h(ϑ)|ϑek,`∆ϑk,` = ∂h

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆xk,` + ∂h
∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆uk,` + ∂h
∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆wk,`

(2.40)
et

∆M(Θe) :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

∆Mk,`

(
ϑek,`

)
. (2.41)

Linéarisation du système de l’opérateur On définit le système ∆Ok,`(ϑek,`), représen-
tant la linéarisation du système de l’opérateur O autour de son point d’équilibre ϑek,` , comme
suit :

∆Ok,`
(
ϑek,`

)
:= {∆rk,`} (2.42)

et

∆O(Θe) :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

∆Ok,`
(
ϑek,`

)
. (2.43)

Linéarisation du système du contrôleur Pour les grandeurs :

$ :=


ξ

r
γ

 , ∆$k,` :=


∆ξk,`
∆rk,`
∆γk,`

 et $ek,`

(
ϑek,`

)
:=


ξek,`

(
ϑek,`

)
rek,`

(
ϑek,`

)
γek,`

(
ϑek,`

)
, (2.44)

toutes comprises dans l’ensemble RNξ+q+g, on définit le système ∆Ck,`(ϑek,` ,κk,`), représentant
la linéarisation du système du contrôleur C autour de son point d’équilibre ϑek,` , comme suit :

∆Ck,`
(
ϑek,` ,κk,`

)
:=


∆ξ̇k,` = ∆fξk,`

(
∆ξk,`,∆rk,`,∆γk,`,ϑek,` ,%k,κk,`

)
∆uk,` = ∆fuk,`

(
∆ξk,`,∆rk,`,∆γk,`,ϑek,` ,%k,κk,`

)
∆ξk,`(t0) = ∆ξ0k,`

(2.45)
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avec

∆fξk,`
(
∆$k,`,ϑek,` ,κk,`

)
:= ∇fξ($)|$ek,`(ϑek,`)∆$k,`

= ∂fξ
∂ξ

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆ξk,` + ∂fξ
∂r

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆rk,` + ∂fξ
∂γ

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆γk,`,

∆fuk,`
(
∆$k,`,ϑek,` ,κk,`

)
:= ∇fu($)|$ek,`(ϑek,`)∆$k,`

= ∂fu
∂ξ

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆ξk,` + ∂fu
∂r

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆rk,` + ∂fu
∂γ

∣∣∣∣∣
$ek,`(ϑek,`)

∆γk,`

(2.46)

et

∆C(Θe,K) :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

∆Ck,`
(
ϑek,` ,κk,`

)
(2.47)

où

K :=
N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1
{κk,`} (2.48)

est l’ensemble contenant le jeu de paramètres de chacun des contrôleurs linéarisés ∆Ck,`.

Synthèses linéaires classiques

La linéarisation du problème de commande composé des systèmes S, M, O et C a permis
d’obtenir respectivement leur approximation linéaire ∆Sk,`, ∆Mk,`, ∆Ok,` et ∆Ck,` autour du
point d’équilibre ϑek,` . Il est alors possible d’appliquer n’importe quelle méthode linéaire pour
synthétiser les gains de ∆Ck,`, c.-à-d. calculer les paramètres libres κk,`. Parmi ces méthodes,
on retrouve notamment les méthodes de commandes linéaires suivantes qui peuvent être
réparties en trois grands groupes :

� Commande modale :

I Synthèse par placement de pôles : elle permet de définir la dynamique
en boucle fermée (BF) du système linéarisé en choisissant les pôles (ou valeurs
propres) en BF désirés, définissant alors les performances du système en BF ;

I Synthèse par placement de structures propres : elle permet de définir
plus précisément la dynamique en boucle fermée du système linéarisé en ayant
également un certain contrôle sur les vecteurs propres en BF qui définissent la
relation (ou le couplage) entre les différentes dynamiques ;

� Commande optimale :

I Synthèse LQR : elle permet de minimiser un certain critère quadratique qui
définit les performances souhaitées en BF ;
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I Synthèse LQG : elle effectue ce que fait la synthèse LQR en reconstruisant
en plus le vecteur d’état x du système à l’aide d’un estimateur E ;

� Commande robuste :
I Synthèse H∞ : elle permet de minimiser la norme H∞ de certains transferts

entrée/sortie pondérés par des filtres afin de respecter des gabarits fréquentiels,
générant alors un contrôleur dynamique d’ordre très élevé sans architecture
particulière ;

I Synthèse H∞ structurée : elle permet d’appliquer les mêmes genres de
critères de performances que la synthèse H∞, mais en réduisant considérable-
ment l’ordre du contrôleur synthétisé grâce à l’utilisation d’une architecture de
contrôle déterminée à priori.

Ces méthodes de commandes linéaires ont été largement étudiées dans la littérature et font
l’objet de plusieurs ouvrages. Par exemple, [37] aborde en profondeur la théorie des sys-
tèmes linéaires multivariables qui inclut en autres les synthèses par placement de pôles et
de structures propres. Pour tout ce qui touche à la commande optimale, [38, 39] sont deux
références incontournables. Enfin, les bases de la synthèse H∞ sont présentées dans [40] et
celles de la synthèse H∞ structurée dans des publications plus récentes : algorithme d’opti-
misation non lisse dans [19], synthèse multimodèle avec la fonction MATLAB® hinfstruct
dans [20] et généralisation de la solution développée avec la fonction MATLAB® systune
dans [21]. D’ailleurs, des applications de cette nouvelle méthode ont été effectuées avec succès
dans [17,41,42].

Synthèse LPV

Les méthodes de synthèses linéaires présentées à la section précédente misent toutes sur la
technique du séquencement de gain afin d’être appliquées à un système non linéaire. Toutefois,
la technique du séquencement de gain, qui est effectuée dans un cadre linéaire, n’apporte
aucune garantie à priori sur la stabilité et les performances du système non linéaire en boucle
fermée. Cette technique de synthèse utilisant les modèles linéarisés ∆Sk,` nécessite donc
toujours d’être validée à postériori par simulations sur le modèle non linéaire S. Souvent,
les bons résultats obtenus sur les modèles linéarisés ne sont pas transférables au modèle non
linéaire et il s’avère nécessaire de faire marche arrière et de retourner à la planche à dessin afin
d’itérer une nouvelle synthèse linéaire. Ainsi, c’est souvent par un processus itératif d’essais
et erreurs que l’on parvient à trouver une solution acceptable sur le modèle non linéaire.

Pour remédier à ce problème majeur de la technique du séquencement de gain, une nouvelle
technique encore plus récente que la synthèse H∞ a été développée afin d’apporter des ga-
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ranties de stabilité et performances dès le début du processus de synthèse effectuée sur les
modèles linéarisés. Celle-ci prend le nom de linear parameter-varying control, dit simplement :
méthode de commande ou synthèse LPV.

Ainsi, pour le cadre où un système non linéaire comporte des paramètres qui varient selon
ses états – ce qui est le cas pour des gains séquencés en fonction d’états – la synthèse LPV
permet d’apporter des garanties de stabilité et de performances non seulement localement
à chaque point d’équilibre de synthèse ϑek,` , mais à travers tout son domaine d’opération à
l’équilibre Θe en incluant également les points d’opération situés entre deux points discrets
ϑek,` . Ces garanties sont notamment apportées grâce aux outils théoriques d’analyse suivants :
formalisme LFT, mise sous forme LMI du problème et la µ-analyse.

Toutefois, cette nouvelle méthode qui fait encore l’objet de plusieurs publications demeure
entièrement en dehors du spectre de ce présent ouvrage. Le lecteur averti est invité à consulter
les références suivantes pour en apprendre davantage : [43–48].

2.3 Problématique du séquencement de contrôleurs

Le dernier objectif de ce chapitre est d’aborder la problématique concernant l’utilisation de
la technique du séquencement de contrôleurs. À priori, cette technique semble proposer une
solution magique qui permet d’utiliser n’importe quelle méthode de synthèse linéaire sur un
système non linéaire. Toutefois, à la section précédente, on a insisté sur le fait que cette
technique n’apporte aucune garantie au niveau du fonctionnement global du correcteur non
linéaire – c.-à-d. en dehors de chaque point d’équilibre ϑek,` considéré pendant la synthèse.

Fondamentalement, la problématique du séquencement de contrôleurs émerge naturellement
lorsqu’on fait varier les gains en fonction de variables endogènes du système tels les état x,
les mesures γ ou les estimations χ. Puisque les gains varient en fonction d’une variable que
l’on cherche – directement ou indirectement – à réguler, cela crée manifestement une boucle
de rétroaction supplémentaire (cf. figure 5.2). Dans [17], l’auteur démontre clairement que,
si cette dynamique interne ou cachée n’est pas considérée à l’étape de synthèse linéaire des
gains, cela peut considérablement affecter les performances du système non linéaire en boucle
fermée. Concrètement, on dit que ce terme de couplage caché (TCC) a le potentiel de parasiter
le comportement non linéaire du système bouclé par rapport aux performances imposées sur
les systèmes linéarisés en BF. Le TCC est défini mathématiquement à la section 5.1.3.

Mis à part la synthèse LPV, il existe une autre approche utilisant la synthèse H∞ structurée
multimodèle permettant d’améliorer considérablement les chances de succès du processus de
synthèse effectué sur les différents modèles linéarisés ∆Sk,`. Sans rentrer dans les détails à ce
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stade-ci (cela constitue l’essence même du chapitre 5), on présente dans cette section trois
approches couramment utilisées pour le séquencement des gains d’un contrôleur non linéaire
C synthétisé à partir de sa version linéarisée ∆C :

1. Approche naïve : elle consiste à utiliser naïvement dans le contrôleur non linéaire les
gains obtenus à partir des synthèses effectuées localement sur chaque modèle linéarisé
autour de son point d’équilibre, soit le principe même de la synthèse unimodèle ;

2. Approche architecturale : elle consiste à effectuer une modification de l’architec-
ture classique du contrôleur non linéaire afin d’annuler l’effet parasite du TCC généré
par le séquencement de ces mêmes gains obtenus par synthèse unimodèle ;

3. Approche synthétique : elle consiste à considérer explicitement le TCC lié au
séquencement de gains dès l’étape de synthèse des gains sur l’ensemble complet des
modèles linéarisés – soit le principe de la synthèse multimodèle – permettant alors de
conserver une architecture de contrôle classique, mais avec des gains différents.

Définitions importantes
� Synthèse linéaire unimodèle : elle consiste à effectuer une synthèse point par
point (PPP) de manière à trouver un jeu de gains κk,`(ϑek,`) pour chaque modèle
linéarisé ∆Sk,` localement autour de son point d’équilibre ϑek,` sans prendre en
compte les autres modèles linéarisés appartenant à l’ensemble de modèles linéa-
risés ∆S(Θe) – cf. section 2.2.3 pour la nomenclature utilisée.

� Synthèse linéaire multimodèle : elle consiste à effectuer une synthèse mul-
timodèle (SMM) prenant en compte tous les modèles linéarisés ∆Sk,`(ϑek,`) de
manière à trouver un jeu de gain unique κ(E) pouvant être appliqué à l’ensemble
complet des modèles linéarisés ∆S(Θe) de sorte que le gain κk,`(ϑek,`) de chaque
modèle linéarisé ∆Sk,` autour de son point d’équilibre ϑek,` puisse s’obtenir en
fonction de ce gain unique : κk,`

(
κ(E)

)
.

Pour illustrer la problématique du séquencement de gains, l’annexe B.3 présente l’exemple
pratique d’un régulateur de vitesse de voiture dont les gains sont séquencés en fonction de la
vitesse du véhicule. Les trois approches (définies mathématiquement au tableau B.1) y sont
comparées afin de montrer que, si le séquencement des gains n’est pas explicitement considéré
lors de la synthèse des contrôleurs linéarisés, cela peut avoir de graves conséquences sur le
comportement en BF du contrôleur non linéaire. De plus, dans cet exemple, on y analyse
également l’impact de la nature, exogène ou endogène, de la variable de séquencement choisie
sur les performances en BF à travers l’étude des deux cas suivants :
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1. Nature exogène : en utilisant une variable exogène telle une entrée de référence r ;

2. Nature endogène : en utilisant une variable endogène telle une sortie mesurée γ.

En somme, les résultats compilés dans l’annexe B.3.3 de cette analyse bidimensionnelle (por-
tant à la fois sur la méthode retenue afin de gérer le TCC relié au séquencement des gains
et celle concernant le choix du type de la variable de séquencement) effectuée sur l’exemple
simplifié d’une voiture concordent avec la littérature quant à la meilleure stratégie de sé-
quencement à adopter. De fait, celle-ci consiste à utiliser l’approche synthétique qui définit
à priori la fonction de séquencement des gains permettant alors de considérer explicitement
le TCC au moment de la synthèse des gains en effectuant une synthèse multimodèle.

2.4 Méthodologie retenue

Dans ce chapitre, trois grands thèmes ont été abordés. Premièrement, la section 2.1 a in-
troduit la définition formelle d’un système dynamique non linéaire S utilisée dans le cadre
ce mémoire. Cela a ensuite mené à la définition générale d’un modèle dynamique minimal
pouvant être utilisé pour n’importe quel corps solide possédant 6 DDL. Deuxièmement, la
section 2.2 a introduit la définition formelle du problème de commande faisant appel à des
méthodes de commande pour systèmes non linéaires tel un aéronef convertible. Finalement,
la section 2.3 a présenté la problématique du séquencement de contrôleurs linéaires utilisant
des gains ayant été synthétisés sur des modèles linéarisés ∆S autour de différentes positions
d’équilibre ϑek,`(%k,σe`). Deux thèmes clés ont été abordés concernant la problématique du
séquencement de contrôleurs : l’architecture de commande (classique versus modifiée) et la
gestion du séquencement de contrôleurs (variable de séquencement exogène vs endogène).

Le système dynamique retenu dans ce projet de recherche est le prototype à corps inclinable
de l’ISAE qui a été développé par [49]. Le MAVion est retenu en raison de la collaboration
active de recherche entre cet établissement et Polytechnique Montréal. Puis, les résultats
d’analyses plus approfondies présentées à l’annexe B.3 ont permis d’identifier les meilleures
solutions issues de la littérature concernant la commande par séquencement de gains :

� Architecture de commande classique composée d’un retour de sorties afin de stabiliser
le système et d’une action intégrale sur l’erreur de suivi afin de le réguler ;

� Approche synthétique basée sur la synthèse H∞ structurée multimodèle et utilisation
de gains non linéaires séquencés en fonction de variables endogènes.

Un résumé condensé des solutions retenues pour chaque élément de la problématique abordée
dans le projet de recherche est présenté au tableau 2.2.

Concrètement, la modélisation retenue pour le MAVion est celle présentée dans [8,9]. Même
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Tableau 2.2 Solution retenue pour chaque élément de la problématique abordée dans le projet

Élément de la
problématique Solution retenue

Système
dynamique Dynamique longitudinale de l’aéronef convertible à corps inclinable

de l’ISAE-SUPAERO : le MAVion
Architecture
de commande Architecture classique linéaire composée d’un retour de sorties

augmenté d’une action intégrale sur l’erreur de régulation
Synthèse
des gains Synthèse H∞ structurée multimodèle dans le cadre de la

commande robuste linéaire
Séquencement de

contrôleurs linéaires Variable de séquencement endogène paramétrant la solution de
l’équilibre longitudinale

si de nombreuses méthodes de contrôle ont été appliquées avec succès à des aéronefs conver-
tibles à corps inclinables [8,26,31,50–65], c’est la méthode de commande présentée dans [17,18]
s’affranchissant des termes de couplage cachés (TCC) qui est retenue.

Enfin, en guise de validation, la nouvelle solution de commande présentée dans ce mémoire
est comparée à la solution originale présentée dans les travaux de [8] utilisant la synthèse
linéaire LQR unimodèle. Les deux méthodes de synthèse sont comparées en effectuant des
simulations sur le même modèle non linéaire du MAVion et en utilisant la même architecture
de commande ainsi que la même méthode de gestion du séquencement de contrôleurs linéarisés
à l’aide d’une variable endogène.
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CHAPITRE 3 MODÉLISATION D’UN CONVERTIBLE À CORPS
INCLINABLE

La mécanique a deux branches,
la statique et la dynamique.
—Jean le Rond d’Alembert

Ce chapitre présente brièvement le modèle mathématique de l’aéronef convertible étudié dans
le cadre de ce projet de maîtrise. Il s’agit d’un modèle du prototype MAVion qui a été déve-
loppé par des aérodynamiciens de l’Institut supérieur de l’aéronautique et de l’espace (ISAE)
dans le cadre d’un programme subventionné par la US Air Force 3.1. Le modèle mathématique
de la dynamique du MAVion a été développé par Leandro Ribeiro Lustosa durant son docto-
rat à l’ISAE. Toutes les informations contenues dans ce mémoire concernant sa modélisation
aérodynamique sont tirées explicitement de sa thèse [8] et de son article de journal [9]. Par
souci de clarté et de cohérence, le modèle complet est détaillé à nouveau dans les annexes D
et E. Cela est entre autres justifié par l’ajout d’explications et la modification de certaines
notations afin d’uniformiser la présentation.

Tout d’abord, le prototype physique du MAVion est présenté. Puis, les principes fondamen-
taux de la théorie classique de l’aérodynamique de Buckingham sont ensuite rappelés afin
d’illustrer le contraste avec celle de Lustosa. La théorie adaptée de Lustosa est ensuite appli-
quée à la modélisation aérodynamique du MAVion afin de formuler l’expression de ses forces
et moments aérodynamiques. Enfin, on formule le modèle d’état complet du MAVion qui est
composé de son modèle dynamique à 6 DDL et des modèles dynamiques de ses actionneurs :
moteurs et élevons 3.2.

3.1 Présentation du prototype étudié

Le prototype développé par l’équipe de recherche de l’ISAE est un tout petit drone à corps
inclinable, ou tail-sitter en anglais, possédant une envergure de 420 mm, une corde de 210 mm
et une masse totale de 430 g. Sa petite taille peut être appréciée à la figure 3.1 où il est

3.1. L’identifiant de la subvention de recherche est FA8655-07-M-4010 et les résultats de recherche qui y
sont reliés sont présentés dans le rapport final [7].
3.2. Le mot élevon est un mot-valise constitué des termes anglophones elevator (gouverne de profondeur) et
aileron, formant elevon. Concrètement, c’est une surface de contrôle qui se retrouve surtout sur les aéronefs
de type aile volante. Selon la grandeur de l’appareil, on retrouve toujours un jeu pair de ces composantes qui
sont situées sur le bord de fuite de l’aile. Ces surfaces permettent à la fois de contrôler les moments de roulis
et de tangage.
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photographié à côté d’une canette de boisson gazeuse de 355 ml. Les dimensions hors-tout
dans le plan directionnel de l’aéronef sont présentées à la figure 3.2.

Ces figures permettent de constater que la géométrie du MAVion est composée de trois
composantes principales :

1. Aile : il s’agit de la partie fixe du profil alaire mesurant 420 mm d’envergure par
140 mm de portion de corde générant la force de portance principale de l’aéronef ;

2. Élevons : il s’agit des deux parties mobiles du profil alaire mesurant chacune 175 mm
de largeur par 70 mm de portion de corde générant des moments autour du CM du
MAVion ;

3. Hélices : il s’agit des deux composantes rotatives du moteur générant chacune une
force de propulsion dans la direction xo du repère objet Ro associé au MAVion.

Figure 3.1 MAVion de l’ISAE [8] Figure 3.2 Dimensions du MAVion (mm) [8]

Le MAVion possède quatre entrées commandables qui sont représentées en rouge dans la
figure 3.3 :

u =
[
ω1c ω2c δ1c δ2c

]>
∈ R4 (3.1)

où ω1c et ω2c représentent respectivement la vitesse angulaire commandée, exprimée en rad/s,
associée aux moteurs gauche et droit, lorsque le MAVion est vu du haut. La déflexion com-
mandée de la position angulaire, exprimée en rad, des élevons gauche et droit est respecti-
vement définie comme δ1c et δ2c . Le sens, positif ou négatif, des vitesses et des déflexions
angulaires gauche et droite est défini à la figure 3.3. Ces sens suivent la convention du repère
direct orthonormé Ro associé au CM du MAVion.

On s’intéresse maintenant à la génération des forces et des moments principaux du MAVion :
� Vol stationnaire :
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Figure 3.3 Définition du sens des entrées commandables du MAVion [8]

I Force de sustentation : normalement orientée selon +xo et produite par les
deux moteurs tournant aux vitesses vraies 3.3 ω1 et ω2 ;

I Force de propulsion : aucune à priori, l’aéronef doit modifier son orientation
afin de la générer par le biais de sa composante de sustentation ;

I Moment de roulis : généré principalement 3.4 par des déflexions vraies 3.5 oppo-
sées des deux élevons δ1 et δ2 ;

I Moment de tangage : généré par des déflexions vraies identiques des deux
élevons δ1 et δ2 ;

I Moment de lacet : généré principalement en créant un différentiel des vraies
vitesses angulaires ω1 et ω2 associées aux moteurs ;

� Vol d’avancement :
I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite principa-

lement par la partie fixe du profil alaire avec la participation secondaire des
élevons, puis celle tertiaire d’une certaine composante de la force propulsive
des moteurs ;

3.3. Celles-ci sont différentes des vitesses commandées ω1c et ω2c à cause de la dynamique des moteurs.
3.4. On dit principalement, puisque les moments de roulis et de lacet du MAVion sont dans les faits
couplés. En effet, il est également possible de générer un moment de roulis en imposant un différentiel de
vraies vitesses aux moteurs ω1 et ω2 en raison des couples de réactions générés sur le corps solide de l’objet.
Puis, pareillement, il est également possible de générer un moment de lacet en actionnant qu’un seul élevon
à la fois.
3.5. Celles-ci sont différentes des déflexions commandées δ1c et δ2c à cause de la dynamique des élevons.
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I Force de propulsion : normalement orientée selon +xo et produite par une
partie de la force propulsive des moteurs, l’autre participant à la sustentation ;

I Moment de roulis : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de tangage : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de lacet : idem que pour le vol stationnaire.

Le détail des forces et des moments aérodynamiques du MAVion est présenté à l’annexe E.2
après avoir abordé dans la section 3.3 la théorie de l’aérodynamique développée par Lustosa.

3.2 Aérodynamique classique de Buckingham : la π-théorie

Classiquement, les bases de la théorie de l’aérodynamique sont issues du théorème de Vaschy-
Buckingham, également appelé le théorème π, consistant à effectuer l’analyse dimensionnelle
d’un problème physique quelconque afin d’en extraire ses composantes adimensionnelles fon-
damentales. Bien que n’étant pas reliée spécifiquement à l’aérodynamique, par abus de lan-
gage, la théorie de Buckingham est souvent utilisée afin de définir la théorie de l’aérodyna-
mique. Dans ce mémoire, on réfère à la théorie classique de l’aérodynamique, ou bien celle
de Buckingham, comme étant celle de la π-théorie. Cette décision est prise afin d’effectuer le
contraste par après avec la théorie modifiée de l’aérodynamique développée par Lustosa, soit
la φ-théorie. Toutes les équations mises de l’avant dans cette section peuvent être retrouvées
dans n’importe quel ouvrage traitant de la modélisation aérodynamique classique comme
ceux de [22,24,25].

Pour un profil d’aile de surface alaire S ∈ R∗+ situé dans un écoulement d’air de masse
volumique ρ0 ∈ R∗+ et de vitesse aérodynamique Va ∈ R+, la π-théorie, permet typiquement
de modéliser les forces aérodynamiques faa ∈ R3 dans le repère aérodynamique Ra, tandis
que les moments aérodynamiques mo

a ∈ R3 sont plutôt modélisés dans le repère objet Ro :

faa = 1
2ρ0V

2
a Scaa

mo
a = 1

2ρ0V
2
a SBkoa

(3.2)

où caa ∈ R3 et koa ∈ R3 sont respectivement les coefficients aérodynamiques des forces expri-
mées dans Ra et des moments exprimés dans Ro :

caa =


−CD(· · · )
−CC(· · · )
−CL(· · · )


a

; koa =


Cl(· · · )
Cm(· · · )
Cn(· · · )


o

(3.3)
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avec (· · · ) dénotant la dépendance de ces coefficients à des grandeurs aérodynamiques.

De plus, B ∈ R3×3
+ est la matrice des dimensions caractéristiques pour chacun des trois plans

composant le profil d’aile :

B =


b 0 0
0 c 0
0 0 b

 (3.4)

où b et c sont respectivement l’envergure et la corde moyenne du profil aérodynamique.

Les composantes des coefficients aérodynamiques caa et koa sont les nombres adimensionnels
issus du théorème de Vaschy-Buckingham appliqué au problème d’un profil alaire évoluant
dans un écoulement d’air. Plus précisément, ces coefficients adimensionnels sont eux-mêmes
fonction des deux autres coefficients adimensionnels fondamentaux en aérodynamique, soit
le nombre de Reynolds Re ∈ R∗+ et celui de Mach Ma ∈ R∗+ :

Re = ρ0Vac

µ0

Ma = Va
a0

(3.5)

où les scalaires µ0 ∈ R∗+ et a0 ∈ R∗+ représentent respectivement le coefficient de viscosité de
l’air et la vitesse de propagation du son dans l’écoulement d’air. Les nombres de Reynolds et
de Mach sont d’une importance capitale dans la caractérisation de l’écoulement d’air dans
lequel opère un aéronef : les forces et les moments aérodynamiques sont directement influencés
par ces deux grandeurs.

Enfin, Va est la norme euclidienne du vecteur de la vitesse aérodynamique va ∈ R3 (cf. page 13
concernant l’inclusion du vent dans le modèle dynamique de tout corps solide à 6 DDL) :

Va = ‖va‖2 =
√

v>a va
va = vo/w = vo/i − vw/i

(3.6)

où vo/i ∈ R3 est la vitesse de Ro par rapport au repère inertiel Ri et vw/i ∈ R3 est la vitesse
du vent par rapport à Ri. Typiquement, les grandeurs va, vo/i et vw/i sont respectivement
définies dans Ro, Ro et Ri :

voa =


ua

va

wa


o

; voo/i =


u

v

w


o

; viw/i =


wn

we

wd


i

. (3.7)
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Afin d’exprimer les forces aérodynamiques faa (initialement définies dans Ra) dans Ro, il est
nécessaire d’effectuer deux rotations d’angles α ∈ R et β ∈ R définissant respectivement
l’angle d’attaque et l’angle de dérapage de l’aéronef par rapport à l’écoulement d’air :

f oa = Ro/a(α, β)faa (3.8)

où Ro/a(α, β) ∈ R3×3 est la matrice de rotation effectuant la transformation Ra → Ro. Les
angles α et β sont définis comme suit :

α = arctan
(
wa
ua

)

β = arcsin
(
va
Va

) (3.9)

pour lesquels une valeur de vitesse nulle va = 0 peut causer un problème de continuité –
en raison de la division par des termes potentiellement nuls. Pour s’en convaincre, on peut
calculer les gradients de (3.9) :

∇α =
[ −wa
u2
a + w2

a

0 ua
u2
a + w2

a

]>

∇β =

 −uava√
u2
a+w2

a

u2
a+v2

a+w2
a

(
u2
a + v2

a + w2
a

) 3
2

√
u2
a+w2

a

u2
a+v2

a+w2
a√

u2
a + v2

a + w2
a

−vawa√
u2
a+w2

a

u2
a+v2

a+w2
a

(
u2
a + v2

a + w2
a

) 3
2


>

(3.10)
où l’on constate que les dérivées directionnelles 3.6 de α et β sont également discontinues
pour le cas va = 0. Or, puisque ce cas de vitesse nulle correspond au cas de vol stationnaire
pour un drone convertible, on conclut donc que la paramétrisation traditionnelle utilisant la
π-théorie de Buckingham avec les angles α et β n’est pas un choix envisageable. En effet,
la possibilité d’effectuer un vol stationnaire constitue une caractéristique essentielle à tout
aéronef convertible. Il s’avère donc nécessaire de reformuler le problème de la transforma-
tion entre les repères Ra et Ro afin d’obtenir une paramétrisation sans singularité. Cette
recherche d’une nouvelle solution est primordiale afin de modéliser les forces et les moments
aérodynamiques sans problème pour toutes les phases de vol d’un convertible, notamment la
phase stationnaire à vitesse nulle. La φ-théorie de Lustosa, présentée à la section suivante,
apporte cette solution.

3.6. Cf. section C.5.6 pour les définitions du gradient d’une fonction et de la dérivée directionnelle.
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3.3 Aérodynamique adaptée de Lustosa : la φ-théorie

La section précédente a démontré que l’aérodynamique classique de Buckingham ne pouvait
pas être retenue afin de modéliser l’aérodynamique d’un aéronef convertible. En effet, en
utilisant la π-théorie afin de modéliser les forces et les moments aérodynamiques, une singu-
larité est introduite ans la matrice de rotation Ro/a(α, β) pour une vitesse aérodynamique
nulle. Dans la littérature, plusieurs autres auteurs se sont intéressés à cette problématique
rencontrée dans la modélisation de tout aéronef convertible [31,50,66–71]. Chacun a proposé,
à sa façon, une solution afin de remédier au problème de singularité illustré à la section 3.2.

La théorie de Lustosa reprend les principes fondamentaux des différentes solutions ayant déjà
été proposées dans la littérature. Toutefois, elle apporte une nouvelle contribution scientifique
significative que voici :

 5 �

This paper addresses fundamental issues in tail-sitting and tran-
sition flight aerodynamics modeling in view of sum-of-squares
(SOS) algorithmic guidance and control design. A novel app-
roach, called φ-theory, for modeling aerodynamic forces and mo-
ments is introduced herein. It yields polynomial-like differential
equations of motion that are well suited to SOS solvers for real-
time algorithmic guidance and control law synthesis. The propo-
sed φ-theory allows for first principles model parameter identifi-
cation and captures dominant dynamical features over the entire
flight envelope. Furthermore, φ-theory yields numerically stable
and consistent models for 360 deg angles of attack and sideslip.
Additionally, an algorithm is provided for analytically computing
all feasible longitudinal flight operating points. Finally, to esta-
blish φ-theory validity, predicted trim points and wind-tunnel ex-
periments are compared.

—Résumé de l’article de Lustosa [9]

 5 �

Ainsi, en contraste avec la π-théorie, la φ-théorie paramètre la transformation des repères
Ra → Ro sans avoir recours aux angles d’attaque et de dérapage. Elle utilise plutôt di-
rectement les composantes du vecteur de la vitesse aérodynamique va qui renferme toute
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l’information reliée à α et β. La conséquence directe de cette approche est l’abandon de
fonctions trigonométriques au profit de fonctions polynomiales. En plus de pouvoir être ap-
pliquée pour n’importe quelles valeurs de vitesses aérodynamiques, notamment la vitesse
nulle représentant la phase de vol stationnaire, la φ-théorie garantie de modéliser les com-
portements dynamiques dominants également retrouvés dans la π-théorie, mais exprimés de
manière simple et élégante à l’aide de polynômes. En effet, les travaux de Lustosa ont démon-
tré dans [9] que sa φ-théorie se compare très bien à la π-théorie, en plus de valider le tout à
l’aide d’essais expérimentaux effectués en soufflerie avec le MAVion. En somme, la φ-théorie
permet de formuler les forces f oa ∈ R3 et moments mo

a ∈ R3 aérodynamiques directement
dans le repère objet Ro sans passer par le repère aérodynamique Ra, et surtout, sans insérer
aucune singularité dans le modèle non linéaire comme le ferait la π-théorie.

La φ-théorie adopte la formulation suivante [9] :

τ oa = −1
2ρ0ηaSCΦo

a

(
ηoa
)
Cηoa, (3.11)

où τ oa ∈ R6 représente les forces et les moments aérodynamiques dans Ro :

τ oa =
 f oa
mo

a

o, (3.12)

ηoa ∈ R6 contient les vitesses linéaire et angulaire du flux aérodynamique dans Ro :

ηoa =
voa
ωoa

o, (3.13)

et ωoa ∈ R3 est définie en matière de vorticité 3.7 aérodynamique (cf. sections C.5.2 et C.5.6
concernant respectivement les opérations du produit vectoriel × et du gradient ∇) :

ωoa = 1
2ξ

o
a = 1

2∇× voa . (3.14)

La φ-norme, soit ηa ∈ R+, est définie comme suit :

ηa =
√
‖va‖2

2 + φa‖ωa‖2
2 , φa ∈ R∗+ (3.15)

3.7. Tout flux aérodynamique stationnaire, ou écoulement d’air, comporte deux composantes principales.
La première est linéaire : on parle alors de la linéarité voa du flux stationnaire. La seconde est angulaire : on
parle alors de la vorticité ξoa du flux stationnaire.
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et C ∈ R6×6
+ est une extension de la matrice des dimensions caractéristiques (3.4) :

C =
I3×3 03×3

03×3 B

. (3.16)

Enfin, Φo
a

(
ηoa
)
∈ R6×6 est la matrice des φ-coefficients aérodynamiques dans Ro :

Φo
a

(
ηoa
)

=
Φo

fv

(
voa
)

Φo
fω

(
ωoa
)

Φo
mv

(
voa
)

Φo
mω

(
ωoa
) (3.17)

où Φo
fv ∈ R3×3 et Φo

fω ∈ R3×3 sont les φ-coefficients traduisant respectivement les vitesses
linéaire voa et angulaire ωoa aérodynamiques en force aérodynamique f oa , puis Φo

mv ∈ R3×3 et
Φo
mω ∈ R3×3 sont les φ-coefficients traduisant respectivement voa et ωoa en moment aérodyna-

mique mo
a.

La paramétrisation matricielle proposée par la φ-théorie la rend compatible avec un vaste
éventail d’applications mathématiques. Par exemple, dans [9], il est montré comment effectuer
le transport de forces f oa et de moments mo

a d’un repère à un autre directement dans R6 –
concept également applicable aux vitesses linéaire voa et angulaire ωoa. De plus, en supposant
que Φo

a > 0 et à l’aide d’un candidat de Lyapunov judicieusement choisi, [9] montre que
l’énergie aérodynamique contenue dans (3.11) est dissipative. L’existence et la forme des
états à l’équilibre pour un système dynamique constitué d’un corps solide à 6 DDL sont
également étudiées. Pour plus de détails concernant les principes fondamentaux de la φ-
théorie présentée dans cette section, le lecteur est invité à se référer à la thèse de Lustosa [8]
ou bien à son format condensé constituant l’article [9].

3.4 Efforts aérodynamiques complets du modèle de Lustosa

Les annexes E.1 et E.2 contiennent tous les détails afin d’appliquer la φ-théorie aux trois
composantes aérodynamiques du MAVion. Ce processus permet alors d’identifier quatre
sources d’efforts aérodynamiques : les deux hélices, les deux sections d’aile, les deux élevons
et l’interaction hélice-profil due au courant d’air induit par les hélices balayant les surfaces
aérodynamiques (aile + élevons).

Les forces f oΣ∗ et les moments mo
Σ aérodynamiques complets du MAVion sont fonctions de :

� % → le vecteur rassemblant tous les paramètres physiques du modèle du MAVion ;
� xΣ, uΣ et wΣ → les vecteurs du modèle d’état associé aux efforts aérodynamiques :
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xΣ =
voo/i
ωoo/i

 ∈ R6 , uΣ =


ω1

ω2

δ1

δ2

 ∈ R4 et wΣ = viw/i =


wn

we

wd


i

∈ R3 . (3.18)

La somme totale des forces aérodynamiques du MAVion est donnée par :

f oΣ∗(xΣ,uΣ,wΣ,%) = f ot,1(ω1) + f ot,2(ω2)︸ ︷︷ ︸
poussée des moteurs

−ρ0ηaS

2
(
Φo
fvvoa + Φo

fωBωoo/i
)

︸ ︷︷ ︸
aile

− S

4Sp
Φo
fv

(
f ot,1(ω1) + f ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

interaction hélice-aile

+ρ0ηaS

4
(
Φo
fv[ξof ]×voa + Φo

fω[ξof ]×Bωoo/i
)
(δ1 + δ2)︸ ︷︷ ︸

élevons

+ S

4Sp
Φo
fv[ξof ]×

(
δ1f ot,1(ω1) + δ2f ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

interaction hélice-élevon

(3.19)

et la somme totale des moments aérodynamiques du MAVion est donnée par :

mo
Σ(xΣ,uΣ,wΣ,%) = mo

d,1(ω1) + mo
d,2(ω2)︸ ︷︷ ︸

résistance des hélices

+mo
g,1(ωoo/i, ω1) + mo

g,2(ωoo/i, ω2)︸ ︷︷ ︸
effet gyroscopique

−ρ0ηaS

2 B
(
Φo
mvvoa + Φo

mωBωoo/i
)

︸ ︷︷ ︸
aile

− S

4Sp
BΦo

mv

(
f ot,1(ω1) + f ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

interaction hélice-aile

+ρ0ηaS

4 B
(
Φo
mv[ξom]×voa + Φo

mω[ξom]×Bωoo/i
)
(δ1 + δ2)︸ ︷︷ ︸

élevons

+ S

4Sp
BΦo

mv[ξom]×
(
δ1f ot,1(ω1) + δ2f ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

interaction hélice-élevon

+[rop,1]×f ot,1(ω1) + [rop,2]×f ot,2(ω2)︸ ︷︷ ︸
réaction de la poussée des moteurs

− S

4Sp

(
[roa,1]×Φo

fvf ot,1(ω1) + [roa,2]×Φo
fvf ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

réaction de l’interaction hélice-aile

+ρ0ηaS

4
(
δ1[roa,1]× + δ2[roa,2]×

)(
Φo
fv[ξof ]×voa + Φo

fω[ξof ]×Bωoo/i
)

︸ ︷︷ ︸
réaction des élevons

+ S

4Sp

(
δ1[roa,1]×Φo

fv[ξof ]×f ot,1(ω1) + δ2[roa,2]×Φo
fv[ξof ]×f ot,2(ω2)

)
︸ ︷︷ ︸

réaction de l’interaction hélice-élevon

.

(3.20)
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3.5 Modèles d’état du convertible à corps inclinable

Cette section présente les différents modèles d’état pouvant être utilisés afin de modéliser
la dynamique du corps solide à 6 DDL du MAVion. Ces modèles sont complétés avec la
modélisation des actionneurs de l’aéronef convertible.

3.5.1 Dynamique du corps solide à 6 DDL

À la section précédente, on a présenté la formulation des forces f oΣ∗ et des moments mo
Σ

aérodynamiques du MAVion dans le repère objet Ro – cf. équations (3.19) et (3.20), respec-
tivement. De plus, à la section 2.1.1, on a défini le modèle d’état minimal de la modélisation
dynamique d’un corps solide à 6 DDL en utilisant la paramétrisation des angles d’Euler.
L’annexe C.2.2 rappelle qu’il existe différentes représentations de la position angulaire d’un
repère objet Ro par rapport à un repère inertiel Ri fixe agissant comme référence : c.-à-d. les
angles d’Euler, les quaternions et la matrice de rotation. Cette section a pour but de définir
trois modèles d’état distincts pouvant être utilisés afin de définir la dynamique complète du
corps solide du MAVion. Ces modèles d’état utilisent respectivement les représentations des
angles d’Euler (SΦ), des quaternions (Sq) et de la matrice de rotation (SR). Ces modèles
d’état sont d’ailleurs repris dans l’analyse de la dynamique du MAVion présentée au cha-
pitre 4, la conception de son système de commande C présentée au chapitre 5 et la validation
par simulations du système de commandes présentée au chapitre 6.

Les trois modèles d’état non linéaires présentés dans cette section possèdent les entrées com-
mandables uΣ et les entrées perturbatrices wΣ définies à la section précédente en (3.18).
Toutefois, ils utilisent des vecteurs d’état différents afin d’obtenir des modèles d’état s’appli-
quant mieux dans une situation qu’une autre.
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Modèle d’état utilisant les vitesses linéaires dans Ro et les angles d’Euler

Le premier modèle d’état présenté dans cette section utilise les vitesses linéaires voo/i et les
angles d’Euler Φo/i afin de générer le système SΦ :

SΦ(%) :=



ẋΦ = fΦ(xΦ,uΣ,wΣ,%)

⇔
iṗio/i
Φ̇o/i

ov̇oo/i
oω̇oo/i

 =



R>o/i
(
Φo/i

)
voo/i

H
(
Φo/i

)
ωoo/i

1
m

f oΣ∗
(
xΣ(xΦ),uΣ,wΣ,%

)
+ Ro/i

(
Φo/i

)
gi −

[
ωoo/i

]
×
voo/i(

Io
)−1

(
mo

Σ

(
xΣ(xΦ),uΣ,wΣ,%

)
−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)


xΦ(t0) = xΦ0

(3.21)

avec
xΦ =

[(
pio/i

)> (
Φo/i

)> (
voo/i

)> (
ωoo/i

)>]> ∈ R12 (3.22)

et les vecteurs xΣ,uΣ,wΣ ont été définis en (3.18).

Modèle d’état utilisant les vitesses linéaires dans Ri et les quaternions

Le second modèle d’état présenté dans cette section utilise la vitesse linéaire vio/i et le qua-
ternion qo/i, au lieu de la vitesse linéaire voo/i et des angles d’Euler Φo/i. Le vecteur vio/i ∈ R3,
représentant la vitesse linéaire de Ro par rapport à Ri exprimée dans Ri, est défini par :

vio/i =
[
vn ve vd

]i>
, (3.23)

et le vecteur des quaternions qo/i ∈ H (cf. annexe C.3) par :

qo/i =
[
q0 q1 q2 q3

]>
. (3.24)

On rappelle que la matrice de rotation peut être paramétrée en fonction du quaternion en
utilisant (C.24), soit Ro/i

(
qo/i

)
et que voo/i = Ro/i

(
qo/i

)
vio/i. On génère ainsi le système Sq :
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Sq(%) :=



ẋq = fq(xq,uΣ,wΣ,%)

⇔
iṗio/i
q̇o/i
iv̇io/i
oω̇oo/i

 =



R>o/i
(
qo/i

)
voo/i

1
2Ω
(
ωoo/i

)
qo/i

1
m

R>o/i
(
qo/i

)
f oΣ∗
(
xΣ(xq),uΣ,wΣ,%

)
+ gi(

Io
)−1

(
mo

Σ

(
xΣ(xq),uΣ,wΣ,%,

)
−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)


xq(t0) = xq0

(3.25)

avec
xq =

[(
pio/i

)> (
qo/i

)> (
vio/i

)> (
ωoo/i

)>]> ∈ R13 (3.26)

où l’on précise que le vecteur xΣ défini en (3.18) peut également être défini en fonction de
l’état xq associé au système Sq. On a en effet :

xΣ(xq) =
voo/i
ωoo/i

 =
Ro/i

(
qo/i

)
vio/i

ωoo/i

 . (3.27)

On rappelle également que l’expression Ω
(
ωoo/i

)
est définie en (C.26).

Modèle d’état utilisant les vitesses linéaires dans Ro et la matrice de rotation

Le dernier modèle d’état présenté dans cette section utilise les vitesses linéaires voo/i et la
matrice de rotation Ro/i sans paramétrisation particulière afin de générer le système SR :

SR(%) :=



ẋR = fR(xR,uΣ,wΣ,%)

⇔
iṗio/i

Ξ
(
Ṙo/i

)
ov̇oo/i
oω̇oo/i

 =



R>o/ivoo/i
Ξ
(
−[ωoo/i]×Ro/i

)
1
m

f oΣ∗
(
xΣ(xR),uΣ,wΣ,%

)
+ Ro/igi −

[
ωoo/i

]
×
voo/i(

Io
)−1

(
mo

Σ

(
xΣ(xR),uΣ,wΣ,%

)
−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)


xR(t0) = xR0

(3.28)

avec
xR =

[(
pio/i

)>
Ξ
(
Ro/i

)> (
voo/i

)> (
ωoo/i

)>]> ∈ R18 (3.29)

où la fonction v = Ξ(M) transforme une matrice M ∈ Rp×q en un vecteur colonne v ∈ Rpq.
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� � �

Les trois systèmes SΦ, Sq et SR présentent chacun des avantages et des désavantages. Par
exemple, le système SΦ est le seul système utilisant une représentation minimale de la position
angulaire du repère Ro par rapport au repère Ri, mais comporte le désavantage de posséder
une singularité à θ = ± 90◦ en raison du dénominateur cos θ dans (2.6). À son tour, le
système Sq ne comporte aucune singularité, mais demande de maintenir la contrainte d’égalité
q>o/iqo/i = 1 reliée à la norme unitaire du vecteur quaternion défini en (C.20). Enfin, le système
SR ne comporte aucune singularité tout comme Sq, mais demande cette fois de maintenir six
contraintes d’égalité reliées à l’orthogonalité de la matrice de rotation Ro/i définie en (C.16).
On précise que tous ces systèmes modélisent la même dynamique du MAVion.

On note également que le nombre de contraintes d’égalité, demandant d’être maintenues
dans le processus d’intégration numérique de ces modèles d’état, correspond exactement au
nombre d’ordres de grandeur dépassant l’ordre de la représentation minimale. De fait, la
représentation angulaire d’un corps solide à 6 DDL possède un ordre minimal de 3, soit
un ordre pour chacun des trois angles directeurs nécessaires afin de positionner de manière
arbitraire dans l’espace un tel solide. Ainsi, pour le vecteur des quaternions défini dans
H ∼ R4, il y a 4− 3 = 1 contrainte d’égalité. Puis, pour la matrice de rotation définie dans
R3×3 ∼ R9, il y a 9− 3 = 6 contraintes d’égalité. Ces contraintes d’égalité doivent être prises
en compte lors de la linéarisation des systèmes Sq et SR afin d’obtenir des modèles d’état
linéarisés possédant une représentation minimale de l’attitude.

Enfin, on précise que le tenseur d’inertie du MAVion exprimé dans Ro peut être défini avec
seulement trois paramètres tels que Io = diag

(
[Ixx, Iyy, Izz]

)
∈ R3×3

+ , puisque le MAVion
comporte deux plans de symétrie qui sont géométriques, massiques et propulsifs. Le premier
plan de symétrie est situé dans le plan longitudinal xo-Oo-zo et le second plan de symétrie
est situé dans le plan directionnel xo-Oo-yo. En effet, la φ-théorie de Lustosa utilisée afin
de modéliser le MAVion dans ce chapitre pose l’hypothèse que le profil alaire de ce dernier
est symétrique. Il en est de même pour le profil des élevons qui est dans les faits découpé à
l’intérieur même du profil de l’aile 3.8.

3.5.2 Dynamique des actionneurs : moteurs et élevons

Dans cette section, on s’intéresse spécifiquement à la modélisation dynamique des action-
neurs. Deux types d’actionneurs sont présents sur le MAVion : les moteurs et les élevons.

3.8. De fait, le MAVion ne possède pas un profil alaire symétrique. Il utilise un profil MH 45 (cf. figure E.1)
dont le 2/3 constitue la partie fixe de l’aile et l’autre 1/3 est utilisé afin d’y découper les élevons [8].
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L’objectif dans la modélisation des actionneurs est de considérer le délai dynamique qui
existe entre, par exemple, une commande ω1c envoyée au moteur gauche du MAVion par le
système de régulation C et la vraie vitesse ω1 de l’hélice atteinte au moment de l’envoi de
la commande. Puisqu’un actionneur constitue un système dynamique à part entière, il est
donc généralement nécessaire de les asservir afin d’obtenir des garanties sur ses performances
(temps de réponse, dépassement, ordre de la réponse, etc.). À cet effet, la modélisation des
actionneurs présentée dans cette section tient pour acquis que ces systèmes dynamiques ont
déjà été asservis. En d’autres mots, ils opèrent déjà en boucle fermée de manière stable (cf.
figure 2.4) : par exemple, on sait que ω1 → ω1c lorsque t→∞.

Ainsi, chaque moteur associé à sa vitesse angulaire ωk peut être modélisé par le système
dynamique suivant :

Sωk(τω) :=


ω̇k = fω(ωk, ωkc , τω) = 1

τω
(ωkc − ωk)

ωk(t0) = ωk0

(3.30)

avec xωk = ωk, uωk = ωkc , wωk = ∅ et τω ∈ R∗+ est la constante de temps du modèle dynamique
linéaire de premier ordre des moteurs.

Pareillement, on peut modéliser la dynamique associée à la déflexion angulaire δk de chaque
élevon comme suit :

Sδk(τδ) :=


δ̇k = fδ(δk, δkc , τδ) = 1

τδ
(δkc − δk)

δk(t0) = δk0

(3.31)

avec xδk = δk, uδk = δkc , wδk = ∅ et τδ ∈ R∗+ est la constante de temps du modèle dynamique
linéaire de premier ordre des élevons.

En somme, il est désormais possible d’augmenter n’importe quel des systèmes dynamiques
du MAVion obtenus à la section précédente, en y ajoutant les systèmes dynamiques des
moteurs Sωk et des élevons Sδk . Ainsi, en plus de contenir les variables d’état définies dans
ces systèmes respectifs, un modèle d’état augmenté de la dynamique des quatre actionneurs
du MAVion comprend les variables supplémentaires suivantes :

xωδ =
[
ω1 ω2 δ1 δ2

]>
uωδ =

[
ω1c ω2c δ1c δ2c

]>
wωδ = ∅

(3.32)
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Aucune entrée perturbatrice wωδ n’est considérée dans la modélisation dynamique des sys-
tèmes d’actionneurs. On constate également que uωδ = u, soit les entrées commandables du
MAVion qui ont été définies en (3.1).

La modélisation dynamique des actionneurs permet de considérer explicitement leur dyna-
mique, c.-à-d. le(s) pôle(s) associé(s) à chaque actionneur, au moment d’effectuer la synthèse
du système de commande C. Cela permet donc d’imposer des contraintes supplémentaires sur
la recherche des paramètres libres κ de C et d’augmenter les chances d’obtenir un système
de commande fonctionnel une fois implémenté sur le vrai système physique. Entre autres,
cela permet d’éviter que les actionneurs saturent en raison de commandes uωδ variant trop
rapidement pour la dynamique des états xωδ associés à ces actionneurs.

3.5.3 Dynamique complète du convertible

On peut désormais définir le modèle d’état complet du MAVion incluant la dynamique de
son corps rigide définie par l’un ou l’autre des systèmes SΦ, Sq et SR ; et les dynamiques de
ses actionneurs définies par les systèmes Sωk et Sδk :

Sm(%m) :=
{
SΦ(%m) ∨ Sq(%m) ∨ SR(%m)

}
∧

2⋃
k=1
Sωk(%m) ∧

2⋃
k=1
Sδk(%m) (3.33)

avec les vecteurs de la représentation d’état donnés par :

xm :=
xΦ ∨ xq ∨ xR

xωδ


um := uωδ
wm := wΣ

(3.34)

où le symbole ∨ représente un OU logique et le symbole ∧ représente un ET logique. Enfin,
tous les paramètres scalaires, intervenant dans le système dynamique complet du MAVion,
composent le vecteur %m. On retient l’indice m comme dans MAVion.
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CHAPITRE 4 ANALYSE DU MODÈLE DYNAMIQUE LONGITUDINAL

Les choses paraissent simples jusqu’à
ce qu’on commence à les analyser.

—Audrey Niffenegger

Ce chapitre présente l’analyse dynamique longitudinale du modèle du MAVion présenté au
chapitre 3 et développé à l’aide de la φ-théorie de Lustosa. On retient le modèle simplifié
de la dynamique longitudinale, puisque l’application présentée au chapitre 5 consiste en la
conception d’un autopilote longitudinal. Ce modèle est toutefois complexifié en y ajoutant
les saturations statiques et dynamiques des actionneurs. Il est à noter que toutes les études
subséquentes présentées dans ce mémoire découlent directement de ce nouveau modèle d’état.

L’annexe F présente des analyses supplémentaires du modèle complet. On y retrouve l’analyse
détaillée de deux cas de vol particuliers : le vol longitudinal et le virage coordonné. De plus,
on y présente les équations linéarisées du modèle complet dans leur forme matricielle.

Travaux originaux
L’ouverture du chapitre 4 marque le début des travaux originaux de l’auteur de ce mé-
moire. De fait, ce qui est présenté au chapitre 3 et aux annexes D, E et F consiste en
une validation indépendante des travaux effectués par Lustosa dans [8] et [9]. Ainsi, le
reste de ce manuscrit se consacre entièrement aux nouveaux travaux originaux.

4.1 Modèle d’état

Le modèle d’état complet de la dynamique longitudinale augmentée des dynamiques de l’al-
titude et des actionneurs est défini comme suit :

S(%) :=

 ẋ = f(x,u,w,%)

x(t0) = x0
(4.1)

où 
x =

[
u w q θ h ω δ

]>
∈ Rn

u =
[
ωc δc

]>
∈ Rm

w =
[
wn wd

]>
∈ Rv

(4.2)
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sont les variables du modèle d’état définissant le système S avec n = 7, m = 2 et v = 2. La
fonction vectorielle f ∈ Rn définissant l’évolution temporelle de l’état x, soit ẋ, est définie :

ẋ = f(x,u,w,%)⇔

u̇ = f1(· · · ) = −wq − g0 sin θ − ρ0Sφ
fv
11

2m ηua +
2kt
m
− Sφfv11kt

2mSp

ω2 + ρ0Sφ
fv
11ξfy

2m ηwaδ

ẇ = f2(· · · ) = uq + g0 cos θ − ρ0S

2m

(
φfv33wa + cφfω32 q

)
η −

ρ0Sφ
fv
33ξfy

2m ηuaδ −
Sφfv33ξfykt

2mSp
ω2δ

q̇ = f3(· · · ) = −ρ0Sc

2Iyy

(
φmv23 wa + cφmω22 q

)
η −

ρ0Scφ
mv
23 ξmy

2Iyy
ηuaδ −

Scφmv23 ξmykt
2IyySp

ω2δ

θ̇ = f4(· · · ) = q

ḣ = f5(· · · ) = −vd = u sin θ − w cos θ

ω̇ = f6(· · · ) = 1
τω

(ωc − ω)

δ̇ = f7(· · · ) = 1
τδ

(δc − δ)
(4.3)

où 

η =
√
u2
a + w2

a

ua = u− wn cos θ + wd sin θ

wa = w − wn sin θ − wd cos θ

φfv11 = CD0

φfv33 = CLα + CD0

φmv23 = −rca(CLα + CD0)/c

φfω32 = φmv23

φmω22 = −Cmq/2

(4.4)

et la valeur numérique des paramètres contenus dans % est présentée au tableau 5.2. On
rappelle que la dynamique du système présenté en (4.3) est complètement découplée de
l’altitude h en raison de l’hypothèse H4 (cf. page 10).

4.2 Saturations des actionneurs

Plusieurs non-linéarités comprises dans le système (4.3) résultent notamment du fait que
toute force (ou moment) aérodynamique Fa (ou Ma) est proportionnelle au carré de la vi-
tesse aérodynamique Va : Fa ∝ V 2

a (ou Ma ∝ V 2
a ). Or, d’autres composantes non linéaires

interviennent également dans la modélisation retenue de l’aéronef convertible. Il s’agit des
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saturations statiques et dynamiques des actionneurs (moteurs et élevons).

Dans ce mémoire, une saturation statique est définie comme étant la saturation appliquée à
une borne (inférieure x−sat ou supérieure x+

sat) d’un état x, tandis que la saturation dynamique
est appliquée à la dérivée temporelle de l’état x, soit ẋ. On précise que la saturation des
actionneurs concerne l’état (ω ou δ) et non l’entrée commandable (ωc ou δc) du système
dynamique associé à chacun des actionneurs.

4.2.1 Moteurs

Les moteurs possèdent les saturations statiques suivantes :

ωsat(ω) =


ω−sat si ω < ω−sat

ω si ω−sat ≤ ω ≤ ω+
sat

ω+
sat si ω > ω+

sat

(4.5)

et les saturations dynamiques suivantes :

ω̇sat(ω̇) =


ω̇−sat si ω̇ < ω̇−sat

ω̇ si ω̇−sat ≤ ω̇ ≤ ω̇+
sat

ω̇+
sat si ω̇ > ω̇+

sat

. (4.6)

On explicite les domaines de l’état ω et de sa dérivée ω̇ afin de considérer ces saturations :

ω ∈
{
ω ∈ R | ω−sat ≤ ω ≤ ω+

sat

}
ω̇ ∈

{
ω̇ ∈ R | ω̇−sat ≤ ω̇ ≤ ω̇+

sat

} (4.7)

où les valeurs numériques de ω−sat, ω+
sat, ω̇−sat et ω̇+

sat sont présentées au tableau 5.2.

4.2.2 Élevons

Les élevons possèdent les saturations statiques suivantes :

δsat(δ) =


δ−sat si δ < δ−sat

δ si δ−sat ≤ δ ≤ δ+
sat

δ+
sat si δ > δ+

sat

(4.8)
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et les saturations dynamiques suivantes :

δ̇sat(δ̇) =


δ̇−sat si δ̇ < δ̇−sat

δ̇ si δ̇−sat ≤ δ̇ ≤ δ̇+
sat

δ̇+
sat si δ̇ > δ̇+

sat

. (4.9)

On explicite les domaines de l’état δ et de sa dérivée δ̇ afin de considérer ces saturations :

δ ∈
{
δ ∈ R | δ−sat ≤ δ ≤ δ+

sat

}
δ̇ ∈

{
δ̇ ∈ R | δ̇−sat ≤ δ̇ ≤ δ̇+

sat

} (4.10)

où les valeurs numériques de δ−sat, δ+
sat, δ̇−sat et δ̇+

sat sont présentées au tableau 5.2.

4.3 Incertitudes paramétriques

Dans la science du guidage, de la navigation et de la commande (GNC), l’utilisation d’un
modèle mathématique simplifié est souvent préférée à celle d’un modèle complexe plus éla-
boré. La raison principale de ce choix est que le travail de l’ingénieur-automaticien consiste
à concevoir des algorithmes de GNC qui sont simples, intuitifs et performants (notamment
en matière de temps d’exécution sur le matériel informatique). Dans la grande majorité des
cas, il est possible d’utiliser un modèle mathématique simplifié qui capture tout de même
les comportements dynamiques les plus importants d’un système. Ce sont alors ces modèles
simplifiés qui sont utilisés dans la synthèse des algorithmes de GNC afin de réduire la charge
de travail de l’automaticien.

Toutefois, il peut arriver que le comportement d’un système dynamique soit sensible à la
variation de certains paramètres utilisés dans la modélisation mathématique dudit système.
Dans la pratique, la variation d’un paramètre peut être attribuée à l’incertitude associée à la
mesure ou l’estimation d’un paramètre physique. Afin de pallier le problème de la sensibilité
paramétrique, une solution possible est de considérer une famille de plusieurs modèles discrets
où chaque modèle ajouté dans la famille possède un jeu unique de paramètres. Par exemple,
pour un modèle quelconque paramétré selon le paramètre physique p dont la précision de
mesure est connue à ± δp, il serait judicieux de constituer une famille de trois modèles évalués
chacun à p−δp, p et p+δp. Ces trois modèles forment alors une famille de modèles qui inclut
le cas nominal (p) et ses cas incertains extrêmes (p− δp et p+ δp).

Ainsi, on choisit d’étudier la sensibilité des paramètres rca et Cmq issus du modèle d’état
longitudinal défini en (4.3) et (4.4). Ces paramètres sont judicieusement choisis pour les deux
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raisons suivantes :

1. Tel qu’indiqué en (4.3) et (4.4), ce sont les deux seuls paramètres du modèle interve-
nant strictement dans les coefficients aérodynamiques de moment en tangage φmv23 et
φmω22 qui dictent la dynamique de la variation de la vitesse de tangage, soit q̇ ;

2. L’analyse du système à résoudre pour le vol longitudinal en croisière donné en (F.16)
montre que ces deux paramètres n’interviennent pas dans les courbes d’équilibre du
modèle d’état longitudinal 4.1 – ce qui simplifie l’analyse de l’effet des incertitudes
paramétriques.

Pareillement à la méthode utilisée par [18], on choisit de considérer des incertitudes de l’ordre
de ± 10 % sur les paramètres incertains rca et Cmq . Le domaine paramétrique incertain est
constitué de la famille de modèles incertains qui inclut le cas nominal et les cas incertains
extrêmes. D’ailleurs, ce domaine paramétrique incertain est considéré dans la conception
du système de commandes de vol présentée au chapitre 5. Une illustration de ce domaine
incertain est présentée à la figure 4.1.

Figure 4.1 Incertitudes paramétriques considérées dans la synthèse des contrôleurs

L’analyse de la figure 4.1 montre que cinq configurations paramétriques différentes sont re-
tenues afin d’effectuer la synthèse linéaire multimodèle au chapitre 5. On assemble ces cinq

4.1. Le fait que la solution de l’équilibre longitudinal du modèle donné par la φ-théorie de Lustosa soit
indépendante de la position relative entre le CA et le CM, soit rca, est complètement contre-intuitif d’un
point de vue physique. Cet aspect de la φ-théorie est présentement à l’étude.
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configurations paramétriques dans P avec N% = 5 – cf. équation (2.25) :

P :=
4⋃

k=0
{%k} (4.11)

où les différents jeux de paramètres %k contenant les différentes valeurs incertaines rca± δrca
et Cmq ± δCmq sont définis à la figure 4.1. On précise que tous les autres paramètres compris
dans %k sont pris à leur valeur nominale comme indiqué dans le tableau 5.2.

4.4 Équilibre statique du vol de croisière

Les variables à l’équilibre du système S défini en (4.1) sont :

ϑek(%k) :=


xek(%k)
uek(%k)
wek(%k)

 ∈ R11 où


xek =

[
uek wek qek θek hek ωek δek

]>
∈ R7

uek =
[
ωcek δcek

]>
∈ R2

wek =
[
wnek wdek

]>
∈ R2

(4.12)
où l’on explicite que la solution du point d’équilibre ϑek dépend de la valeur associée à son
vecteur paramètre %k dont chacun a été défini à la figure 4.1.

On reprend alors la même définition du point d’équilibre associé au vol de croisière qui est
présentée à l’annexe F.1.1, en ajoutant cette fois les implications issues de l’ajout de l’altitude
dans le modèle d’état, celui des actionneurs et la considération du vecteur vent comme entrée :

� Modélisation atmosphérique omise : cela implique qu’on peut prendre n’importe
quelle valeur pour he, puisque cet état n’intervient absolument pas dans le modèle –
on prend donc he = 0 ;

� Dynamique des actionneurs découplée : cela implique qu’on peut donner indé-
pendamment les points d’équilibre des actionneurs, soit ωe = ωce et δe = δce ;

� Aucun vent à l’équilibre : cela implique que les deux composantes du vecteur vent
sont nulles, soit wne = wde = 0.

En se rappelant que ue = vne cos θe et we = vne sin θe, puisque vde = 0 – cf. équation (F.5) –
on réécrit les variables d’équilibre en conservant strictement les termes non nuls :

ϑek
(
vnek , θek , ωek , δek

)
:=


xek

(
vnek , θek , ωek , δek

)
uek(ωek , δek)

02×1

 (4.13)
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avec 
xek =

[
vnek cos θek vnek sin θek 0 θek 0 ωek δek

]>
uek =

[
ωek δek

]>
wek =

[
0 0

]> (4.14)

où la dépendance explicite au vecteur paramètre %k des variables d’état et de leurs compo-
santes est indiquée par l’indice k.

On constate alors que le point d’équilibre ϑek défini en (4.13) est fonction de quatre para-
mètres. Or, en se basant sur les résultats de l’annexe F.1.1, on sait que l’équilibre du vol
longitudinal à 3 DDL fournit seulement trois équations d’équilibre qui sont f1, f2 et f3 pour
notre modèle d’état défini en (4.3). Il est donc nécessaire de poser un paramètre afin de
paramétrer la solution de l’équilibre :

σe` = vne` (4.15)

où au lieu d’utiliser l’angle d’assiette θe comme paramètre de la solution et comme il a été fait
à l’annexe F.1.1, on choisit plutôt de paramétrer l’équilibre en fonction de la vitesse d’avan-
cement vne . On spécifie que ce choix est effectué puisqu’on utilisera la vitesse d’avancement
horizontale vn = σ comme paramètre de séquencement des gains κ dans la conception de
l’autopilote longitudinal présenté au chapitre 5. Ce choix semble plus logique, étant donné
qu’on sait que la variation de la vitesse est directement proportionnelle à la somme des forces.

On peut donc réécrire le point d’équilibre défini initialement en (4.13) afin de tenir compte
de cette nouvelle dépendance :

ϑek,`(σe` ,%k) = ϑek,`
(
vne` , θek,` , ωek,` , δek,`

)
(4.16)

où l’on rappelle que l’indice k se rapporte aux cinq jeux de paramètres physiques définis dans
P en (4.11). L’indice ` est quant à lui associé aux Nσ configurations à l’équilibre particulières
σe` que l’on souhaite étudier. On précise également que σe` = vne` ne dépend pas de l’indice k,
puisque c’est le paramètre de la solution à l’équilibre. En d’autres mots, cette valeur est
maintenue constante, peu importe la configuration paramétrique retenue. C’est plutôt la
valeur des autres grandeurs à l’équilibre θek,` , ωek,` et δek,` qui est fonction à la fois de la
configuration paramétrique considérée %k et du paramètre vne` de la solution d’équilibre.
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Le système à l’équilibre est donc donné par :

Sek,`
(
ϑek,`

)
:=

ẋek,` = 0⇔ f
(
xek,` ,uek,` ,wek,` ,%k

)
= f

(
ϑek,`

)
= 0⇔


f1
(
ϑek,`

)
f2
(
ϑek,`

)
f3
(
ϑek,`

)
 = 03×1


(4.17)

dont la solution pour ϑek,` paramétrée en fonction de θek est donnée en (F.21). Une alternative
ad hoc afin d’obtenir la solution paramétrée plutôt en fonction de vne` est d’utiliser un tableau
de correspondances (lookup table en anglais). Pour ce faire, on génère le tableau sur tout le
domaine de Θ†e – cf. équation (F.9) – en prenant des valeurs discrètes pour θek qui utilisent
des intervalles de 0.1◦. Puis, une fois le tableau construit avec les valeurs de vne` , θek , ωek et
δek correspondantes, on décide d’en extraire par interpolation cubique (spline en anglais), 31
points d’équilibre distincts calculés pour chacun des jeux de paramètres %k ∈ P et le domaine
de vitesses d’avancement suivants :

E :=
Nσ=31⋃
`=1
{σe`} =

{
vne` ∈ N | 0 ≤ vne` ≤ 30 m/s ∧ ` ∈ N∗ : 1 ≤ ` ≤ 31

}
. (4.18)

De ce fait, l’ensemble Θe comprenant tous les points d’équilibre considérés dans la résolution
de (4.17) est défini comme suit :

Θe :=
4⋃

k=0

31⋃
`=1

{
ϑek,`(%k, σe`)

}
. (4.19)

Au total, il y a donc 5 × 31 = 155 points d’équilibre ϑek,` différents issus des 31 différentes
vitesses d’équilibre vne` calculées pour 5 jeux de paramètres ϑk différents 4.2.

Ainsi, les courbes de l’équilibre longitudinal pour θe, ωe et δe sont présentées selon l’évolution
de vne à la figure 4.2 pour les 155 points d’équilibre considérés ϑek,` ∈ Θe.

L’analyse de la figure 4.2 montre que le vecteur paramètre %k n’influence pas les solutions
d’équilibre pour les incertitudes paramétriques considérées (cf. section 4.3), soit δrca et δCmq
(cf. figure 4.1). Chaque graphique comporte donc qu’une seule courbe bleue à défaut d’en
avoir N% = 5. Toutefois, on remarque bien les Nσ = 31 points discrets utilisés en mauve
pour calculer les équilibres de chaque courbe bleue. On précise que les courbes bleues ont été
interpolées afin d’obtenir un meilleur affichage. Ces mêmes courbes d’équilibre longitudinal
sont également présentées en fonction de θe à la figure F.1 et une illustration des différentes
grandeurs intervenant dans cet équilibre est fournie à la figure F.2.

4.2. Cf. page 24 pour la définition des ensembles P, E et Θe.
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Figure 4.2 Courbes de l’équilibre longitudinal pour θe, ωe et δe selon l’évolution de vne

Enfin, quelques faits notables supplémentaires méritent d’être mentionnés concernant la fi-
gure 4.2. L’analyse de la courbe de ωe en fonction de vne révèle deux points caractéris-
tiques importants de l’équilibre longitudinal. D’abord, on constate un minimum situé à
vne(ωemin) ≈ 11.6 m/s. Ce minimum peut être utilisé comme une première approximation 4.3

de la vitesse d’avancement optimale afin de maximiser l’autonomie du MAVion, puisqu’il
correspond à la vitesse de rotation des moteurs minimum et donc une consommation d’éner-
gie minimum. Le second point caractéristique situé sur cette courbe correspond à la vitesse
d’avancement maximale du MAVion, soit vne

(
ω+
sat

)
≈ 30.0 m/s. Cette vitesse d’avancement

maximale est directement liée à la saturation maximale des moteurs dont la valeur est de
ω+
sat = 920 rad/s. D’ailleurs, cela définit également le domaine d’opération du MAVion :
Va ≤ 30 m/s. De fait, même si l’équilibre a été calculé sans vent, on peut associer la valeur
de vitesse inertielle vne à son équivalent en vitesse aérodynamique qui inclut la composante
horizontale de vent wne telle que vane = vne −wne , puisqu’il s’agit d’un équilibre 4.4. Un autre

4.3. En réalité, il existe deux vitesses d’avancement optimales selon si l’objectif est de maximiser le temps
de vol ou la distance parcourue. De plus, ces vitesses optimales ne dépendent pas seulement de la vitesse de
rotation des hélices, mais également de la finesse de l’aéronef qui est une caractéristique aérodynamique défi-
nissant le rapport entre les forces de portance et de traînée, faisant alors intervenir la vitesse aérodynamique.
4.4. En effet, un aéronef qui se déplace physiquement par rapport à Ri à une vitesse vane = vne dans une
masse d’air stationnaire (wne = 0) aura le même angle d’assiette à l’équilibre θe qu’un aéronef stationnaire
par rapport à Ri (vne = 0), mais positionnée dans une masse d’air se déplaçant à une vitesse vane = −wne .
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point caractéristique du MAVion est présent sur la courbe d’équilibre de δe en fonction de
vne . Il s’agit de la déflexion angulaire d’équilibre maximale en valeur absolue du MAVion
ayant une valeur d’environ δemax = |δemin | ≈ 28.1 deg. Cette valeur est importante, puisqu’elle
doit se situer en deçà de la valeur de saturation absolue de l’élevon située à δ±sat = 45 deg 4.5.

Enfin, on rappelle que les points d’équilibre pour le domaine de vitesses d’avancement né-
gatives, soit −30 ≤ vne ≤ 0 m/s peuvent être obtenus facilement grâce à la symétrie de
l’équilibre longitudinal définie en (F.10).

4.5 Linéarisation

La linéarisation du système longitudinal non linéaire du MAVion donné en (4.1) autour de
tous les points d’équilibre ϑek,` ∈ Θe définis en (4.19) permet d’obtenir les systèmes linéarisés :

∆Sk,`
(
ϑek,`

)
:=


∆ẋk,` = Ak,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Buk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,` + Bwk,`

(
ϑek,`

)
∆wk,`

∆xk,`(t0) = ∆x0k,`
(4.20)

avec Ak,`

(
ϑek,`

)
:= ∂f

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Buk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂f

∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

et Bwk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂f

∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

(4.21)
où l’opération ∂( · )

∂( · ) est définie en (C.6).

L’ensemble ∆S comprenant les 155 modèles linéarisés pour chacun des points d’équilibre
compris dans Θe est défini comme suit – cf. équation (2.38) :

∆S(Θe) :=
4⋃

k=0

31⋃
`=1

∆Sk,`
(
ϑek,`

)
. (4.22)

Les expressions analytiques des matrices jacobiennes Ak,`, Buk,` et Bwk,` étant relativement
complexes, elles ne sont pas présentées dans ce mémoire. Deux avenues sont possibles afin
de les obtenir. Dans un premier temps, on peut les calculer directement à partir du modèle
d’état donné en (4.3), et valider le résultat en extrayant les composantes longitudinales du
modèle d’état linéarisé complet du MAVion présenté en (F.45). On mentionne toutefois
que ce dernier modèle ne comporte pas l’entrée de vent ni la modélisation des actionneurs.

4.5. Du point de vue aérodynamique, il existe également une plage d’opération optimale pour l’élevon se
situant autour de |δk| = δ∗ ≈ 30◦. Au-delà de la valeur critique δ∗, on approche une plage d’opération plus
turbulente où la masse d’air circulant sur l’élevon finira par décrocher si l’on continue d’augmenter la valeur
de déflexion. Le décrochage de l’élevon doit être à tout prix évité, puisque cela se traduit par une perte de
contrôle totale des mouvements de roulis et de tangage qui en dépendent. La zone de décrochage complet se
situe toutefois au-delà de δ±sat.
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L’ajout de la matrice Bw peut toutefois être effectué facilement à l’aide du rappel concernant
la dérivation vectorielle présenté à l’annexe C.5.3.

Enfin, on précise que contrairement à l’ensemble des points d’équilibre Θe de dimension 155
qui comporte dans les faits seulement 155/5 = 31 points d’équilibre ϑek,` distincts en raison
du choix des paramètres incertains qui n’affecte pas la solution de l’équilibre du système
Sek,` , l’ensemble de tous les systèmes linéarisés ∆S comprend bien 155 modèles linéaires
∆Sek,` distincts. En effet, les différents vecteurs paramètres %k intervenant dans l’évaluation
des matrices jacobiennes Ak,`, Buk,` et Bwk,` expliquent cette distinction importante.

4.6 Commandabilité

Dans cette section, on cherche à valider que le système dynamique S donné en (4.3) est bien
commandable, du moins, d’un point de vue linéaire. Ainsi, on vérifie le critère de commanda-
bilité de Kalman qui est défini pour un système linéarisé ∆S autour d’un point d’équilibre ϑe.

Critère de commandabilité de Kalman
Une paire de matrices (A,Bu) issues de la linéarisation d’un système dynamique non
linéaire où A ∈ Rn×n et Bu ∈ Rn×m est dite commandable au sens linéaire si et seulement
si la matrice de commandabilité Mc :

Mc(A,Bu) =
[
Bu ABu A2Bu · · · An−1Bu

]
∈ Rn×nm (4.23)

est de rang plein – c.-à-d. que rang(Mc) = n. 4

Il s’avère que tous les modèles linéaires ∆Sk,` appartenant à la famille ∆S de modèles linéa-
risés autour des points d’équilibre de Θe vérifient ce critère 4.6.

Enfin, on précise que la propriété duale de l’observabilité est analysée à la section 5.3.4 une
fois qu’a été défini le système de capteurs ∆M utilisé dans l’autopilote longitudinal.

4.7 Dynamique naturelle : pôles et zéros invariants

Dans cette section, on analyse la dynamique naturelle 4.7 et linéarisée du MAVion. L’étude
présentée porte précisément sur l’évolution des pôles et des zéros invariants naturels de chacun

4.6. Cette vérification a été effectuée directement sur MATLAB® à l’aide de la fonction ctrb uniquement
pour le modèle utilisant la représentation des angles d’Euler.
4.7. La dynamique naturelle correspond à la dynamique d’un système non asservi : c.-à-d. sans la présence
d’un système de régulation tel que celui illustré à la figure 2.2 qui permet d’obtenir une boucle fermée.



62

des modèles ∆Sk,` linéarisés en fonction de la configuration de paramètres incertains %k et
du paramètre d’équilibre σe` = vne` . On présente maintenant un bref rappel de la définition
des pôles et des zéros invariants dans lequel on précise également l’importance de chacun.

4.7.1 Pôles

Le vecteur λk,` ∈ Cn comprenant les n λjk,` ∈ C pôles (ou valeurs propres) d’un système
linéarisé ∆Sk,` autour de ϑek,` est défini comme suit :

λk,` =
[
λ1k,` λ2k,` λ3k,` · · · λnk,`

]>
∈ Cn . (4.24)

On note que les pôles λjk,` appartiennent à l’ensemble des nombres complexes C :

λjk,` = σjk,` ± i ωjk,` (4.25)

où σjk,` ∈ R et ωjk,` ∈ R sont respectivement les composantes réelle et imaginaire associées
au pôle complexe λjk,` ∈ C. Les n pôles λjk,` composant le vecteur des pôles λk,` peuvent être
calculés en solutionnant l’équation caractéristique du système ∆Sk,` :

det(Ak,` − sIn×n) = 0 où s ∈ C (4.26)

qui peut également être développée sous la forme de son polynôme caractéristique en utilisant
le théorème de D’Alembert 4.8 :

det(Ak,` − sIn×n) =
(
λ1k,` − s

)(
λ2k,` − s

)(
λ3k,` − s

)
· · ·

(
λnk,` − s

)
= 0 (4.27)

faisant alors apparaître explicitement chaque pôle λjk,` de la matrice jacobienne Ak,`.

Les pôles d’un système ∆Sk,` sont importants, puisqu’ils dictent la dynamique naturelle
du système. En d’autres mots, les valeurs scalaires σjk,` et ωjk,` du pôle λjk,` influencent
directement deux propriétés importantes d’un pôle : sa fréquence naturelle ωnjk,` et son
taux d’amortissement ζjk,` . Ce sont les pôles qui peuvent donner une dynamique rapide ou
lente 4.9, fortement amortie ou faiblement amortie 4.10, ou encore, stable ou instable 4.11 à un

4.8. Ce théorème est également connu sous l’appellation théorème fondamental de l’algèbre.
4.9. Pour deux pôles λ1k,` et λ2k,` , le premier pôle est dit plus rapide que le second si la fréquence naturelle
ωnjk,` respective de chacun est telle que ωn1k,`

> ωn2k,`
.

4.10. Pour deux pôles λ1k,` et λ2k,` , le premier pôle est dit plus amorti que le second si le taux d’amortissement
ζjnk,` respectif de chacun est tel que ζ1nk,` > ζ2nk,` .
4.11. La dynamique associée à un pôle λjk,` est dite stable si et seulement si la valeur associée à sa partie
réelle est strictement négative : σjk,` < 0. Dans le cas opposé, σjk,` ≥ 0, on dit que le pôle est instable.
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système dynamique. Les performances naturelles du système en découlent directement. Cela
est particulièrement vrai dans le régime transitoire 4.12. On précise que toutes ces explications
sont intrinsèquement rattachées aux systèmes linéaires du second ordre dont les deux pôles
sont donnés par λ1,2 = −ζωn ± i ωn

√
1− ζ2 où σ = −ζωn et ω = ωn

√
1− ζ2.

4.7.2 Zéros invariants

Les zéros invariants d’un système linéarisé ∆Sk,` sont les valeurs de s ∈ C faisant chuter le
rang de la matrice de transmission Tk,`(s) associée à un transfert particulier que l’on désire
analyser. Par exemple, on peut s’intéresser au transfert ∆zk,`

∆uk,`
(s) représentant la dynamique

entre le vecteur d’entrée ∆uk,` ∈ Rm et le vecteur de sortie ∆zk,` ∈ Rq du système linéarisé
∆Sk,`. Pour le cas d’équilibre sans vent (∆wk,` = 0), la sortie d’intérêt ∆zk,` peut norma-
lement être exprimée en fonction de l’état ∆xk,`, de l’entrée commandable ∆uk,`, du point
d’équilibre associé ϑek,` et de la configuration paramétrique retenue %k :

∆zk,` := ∆gk,`
(
∆xk,`,∆uk,`,ϑek,` ,%k

)
(4.28)

avec
∆gk,` := ∂g

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆xk,` + ∂g
∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

∆uk,` (4.29)

tel que

Ek,` := ∂g
∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

et Fuk,` := ∂g
∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

(4.30)

où g ∈ Rq est la fonction vectorielle donnant la sortie non linéaire z ∈ Rq à laquelle est
associée sa forme ∆zk,` linéarisée autour du point d’équilibre ϑek,` .

La matrice de transmission Tk,`(s) associée au transfert ∆zk,`
∆uk,`

(s) de ∆Sk,` est donnée par :

Tk,`(s) =
Ak,` − sIn×n Buk,`

Ek,` Fuk,`

 ∈ C(n+q)×(n+m) et s ∈ C. (4.31)

Ainsi, pour un vecteur υk,` ∈ Co :

υk,` =
[
υ1k,` υ2k,` υ3k,` · · · υok,`

]>
∈ Co (4.32)

comprenant les o υjk,` ∈ C zéros invariants associés à la matrice de transmission Tk,`(s) qui

4.12. Le régime transitoire d’un système stable correspond au délai entre le changement d’un état stable vers
un nouvel état stable. Le régime permanent correspond quant à lui au maintien d’un état stable.
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est elle-même associée à un point d’équilibre ϑek,` , les zéros invariants le composant peuvent
être calculés en solutionnant l’équation caractéristique de la matrice de transmission Tk,`(s) :

det
(
Tk,`(s)

)
= 0 où s ∈ C (4.33)

qui peut également être développée sous la forme de son polynôme caractéristique en utilisant
le théorème de D’Alembert :

det
(
Tk,`(s)

)
=
(
υ1k,` − s

)(
υ2k,` − s

)(
υ3k,` − s

)
· · ·

(
υok,` − s

)
= 0 (4.34)

faisant alors apparaître explicitement chaque zéro invariant υjk,` de la matrice de transmission
Tk,`(s) associée au transfert ∆zk,`

∆uk,`
(s) de ∆Sk,`. On précise que les valeurs de s ∈ C annulant

le déterminant de la matrice de transmission Tk,`(s) correspondent aux zéros invariants υjk,` ,
puisqu’ils font forcément chuter le rang de Tk,`(s) en annulant son déterminant.

Les zéros invariants d’une matrice de transmission Tk,`(s) sont importants, puisqu’ils dictent
la dynamique naturelle du système. Notamment, ceux-ci jouent un rôle important dans la
dynamique du régime transitoire du transfert ∆zk,`

∆uk,`
(s). En particulier, un transfert stable

comprenant un zéro invariant à partie réelle positive, soit un zéro instable, possède un under-
shoot dans sa phase transitoire entre deux états stables. Ce phénomène est d’ailleurs illustré
à l’aide de la fonction de transfert (B.16) en BF dans l’exemple de la voiture munie de son
régulateur de vitesse à l’annexe B.3.2.

4.7.3 Analyse de la dynamique naturelle

L’évolution des pôles et des zéros invariants selon vne de la dynamique naturelle de la famille
de modèles longitudinaux linéarisés ∆S(Θe) est présentée à la figure 4.3. On précise que les
zéros invariants ont été tracés pour le transfert faisant intervenir la sortie g =

[
vn h

]>
.

Ces deux sorties scalaires ont été choisies consciencieusement, puisqu’elles sont généralement
les sorties que l’on cherche à réguler dans la conception d’un autopilote longitudinal 4.13. Le
calcul des n = 7 pôles de ∆Sk,` est effectué avec la fonction eig de MATLAB®, tandis que
celui des o = 2 zéros invariants est fait avec la fonction tzero.

Ainsi, la figure 4.3 comporte 7× 5× 31 = 1085 pôles λjk,` et 2× 5× 31 = 310 zéros invariants
υjk,` . Sur les 7 pôles d’un modèle linéarisé ∆Sk,`, 2 pôles complexes conjugués rapides sont
associés au mode short period, 2 pôles lents sont associés au mode phugoïde, 1 pôle est associé
à la dynamique de l’altitude et 2 pôles sont associés aux actionneurs : un premier pour la

4.13. De fait, ce sont précisément ces sorties qui sont retenues dans la conception du système de commande
présentée au chapitre 5.
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Figure 4.3 Évolution des pôles et zéros invariants selon vne de la dynamique naturelle de la
famille de modèles longitudinaux incluant les jeux de paramètres nominal et incertains

dynamique des moteurs et un second pour la dynamique des élevons 4.14. Sur les 2 zéros
invariants, un premier est situé dans la partie réelle négative du plan complexe, tandis que
le second est plutôt situé dans la partie positive du plan complexe : il y a donc un zéro à
phase non minimum dans la dynamique naturelle du MAVion [72–75]. Cela signifie donc
que les réponses temporelles en BF du système de commande contiendront un undershoot et
que cet effet indésirable devra être analysé afin de s’assurer qu’il ne gène pas l’atteinte des
performances visées (cf. section 5.3.1).

De plus, on constate que les pôles et les zéros invariants sont peu sensibles aux incertitudes
paramétriques. En effet, ces valeurs obtenues pour différentes configurations paramétriques
%k montrent peu de variation. On peut donc faire l’hypothèse que la dynamique naturelle
du MAVion n’est pas très sensible à l’incertitude associée aux paramètres rca et Cmq . Néan-
moins, cette hypothèse doit être confirmée à l’aide de simulations effectuées sur le modèle
non linéaire incluant le système d’asservissement – qui lui peut être sensible à ces paramètres.
Cela justifie la pertinence d’effectuer des simulations de validation au chapitre 6.

Plus en détail maintenant, l’analyse de la figure 4.3 montre que l’amortissement naturel

4.14. On se rappelle que dans le modèle réduit à la dynamique longitudinale, la modélisation des deux moteurs
ω = −ω1 = ω2 ainsi que celle des deux élevons δ = δ1 = δ2 est réduite à une seule dimension pour chaque
actionneur étant donné la symétrie qui existe dans cette dynamique. Cela explique pourquoi il y a seulement
2 pôles associés aux actionneurs au lieu de 4 comme le nombre d’actionneurs présents sur le MAVion.
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des pôles du mode short period n’est quasiment pas influencé par l’évolution de la vitesse
d’équilibre vne . Toutefois, on remarque que celui-ci devient de plus en plus rapide au fur et à
mesure qu’augmente cette grandeur. Ces pôles demeurent stables pour tout le domaine Θe.
L’analyse du mode phugoïde est encore plus intéressante. En effet, les pôles associés à ce
mode sont d’abord instables et majoritairement réels pour de faibles vitesses, puis entre 6 et
7 m/s, ils deviennent stables et complexes conjugués avec un amortissement très faible. Puis,
plus la vitesse d’avancement à l’équilibre augmente, plus ils deviennent amortis. Le pôle de
l’altitude se retrouve à sa position triviale, soit à l’origine, correspondant à une dynamique
d’intégration pure (altitude := intégration de la vitesse verticale). Les pôles des actionneurs
ne sont également pas influencés par vne . Celui des moteurs est situé en −12.5 et celui des
élevons en −10. Ce sont des pôles stables relativement rapides. Enfin, les zéros invariants se
comportent quasiment comme des zéros miroirs dont l’un est de valeur négative et l’autre de
valeur positive. On remarque que les zéros invariants instables à basse vitesse possèdent une
fréquence naturelle inférieure à celles des actionneurs : le phénomène de sous-dépassement
devrait alors se manifester sur les réponses temporelles en BF.

De manière générale, on peut conclure que pour de faibles vitesses d’avancement, la dy-
namique longitudinale naturelle du MAVion est instable et lente. Puis, pour de grandes
vitesses d’avancement, elle est stable et rapide. Cela est tout à fait logique, puisqu’une très
basse vitesse correspond à une position quasi stationnaire avec θe ≈ 90◦ tel un multicoptère
qui possède une dynamique naturelle instable. Puis, une grande vitesse correspond à une
position d’avancement avec θe → 0◦ tel un avion qui possède une dynamique naturelle stable.
De fait, on constate réellement le comportement hybride de ce type de drone convertible dans
l’analyse de ses pôles. Tout cela consiste en une caractéristique intrinsèque à tout aéronef
convertible tel que ceux présentés à l’annexe A. On précise que tous les pôles – hormis ceux
des actionneurs – sont nuls pour une vitesse d’avancement vne = 0 m/s. Cela renforce le lien
qui existe entre la dynamique de la phase stationnaire du MAVion, un aéronef convertible
à corps inclinable, et celle d’un multicoptère qui possède également des pôles nuls pour une
vitesse d’avancement nulle.

Enfin, l’agrandissement des pôles du mode phugoïde présenté à la figure 4.3 montre que, pour
des incréments constants de vitesses vne` , le déplacement de ces pôles dans le plan complexe
est beaucoup plus important pour de faibles vitesses que pour de grandes vitesses. Ainsi, cela
démontre qu’il aurait été pertinent de considérer un domaine de vitesses d’avancement E
défini en (4.18) non-uniforme où davantage de points sont considérés pour les faibles vitesses
que pour les grandes vitesses. En d’autres mots, cela aurait permis de réduire le nombre de
modèles linéarisés considérés dans les synthèses effectuées au chapitre 5, réduisant ainsi la
complexité du problème numérique à solutionner.
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CHAPITRE 5 CONCEPTION D’UN AUTOPILOTE LONGITUDINAL

Pour qu’une œuvre d’architecture soit
belle, il faut que tous les éléments

possèdent une justesse de situation, de
dimensions, de formes et de couleurs.

—Antoni Gaudí

Ce chapitre constitue la pièce maîtresse de ce mémoire. Tous les éléments présentés aux
chapitres 2, 3 et 4 y sont mis à profit afin de concevoir un système de commande de vol
robuste et autoséquencé pour le MAVion. Ce chapitre est divisé en quatre grandes sections.

D’abord, l’architecture retenue pour le système de commande est présentée à la section 5.1.
Ensuite, la section 5.2 présente les deux méthodes de synthèses linéaires comparées dans cet
ouvrage. La première méthode étudiée consiste en la synthèse LQR qui est reprise des travaux
de Lustosa dans [8]. La seconde méthode abordée est la synthèse H∞ structurée basée sur
les travaux de [17] qui constitue la contribution principale. Puis, à la section 5.3, on présente
la conception d’un autopilote longitudinal pour le MAVion basée sur les deux méthodes
précédentes. Enfin, les résultats issus des synthèses LQR et H∞ sont présentés et comparés
à la section 5.4.

5.1 Architecture généralisée du contrôleur

Cette section présente l’architecture de commande retenue pour le contrôleur du MAVion.
Comme il a été dit à la section 2.4, on utilise une architecture classique linéaire composée d’un
retour de sorties (ayant comme gain Kγ) augmenté d’une action intégrale (ayant comme gain
Kξ) sur l’erreur de régulation. Cette architecture a déjà fait ses preuves dans la littérature et
elle constitue une excellente candidate afin de réguler un système dynamique autour d’une
valeur d’équilibre.

Or, on souhaite réguler le système, non seulement autour d’un seul point d’équilibre parti-
culier ϑek,` , mais aussi globalement pour tout le domaine d’opération considéré Θe. Pour ce
faire, on retient la solution consistant à séquencer de façon continue plusieurs contrôleurs li-
néaires ∆Ck,` en faisant varier les gains Kγ et Kξ en fonction d’une variable de séquencement
σ. Toutefois, puisque la nature de ces fonctions de séquencement est non linéaire, cela a pour
effet de rendre l’architecture globale du contrôleur non linéaire.

Les sections 5.1.1, 5.1.2 et 5.1.3 présentent respectivement les formes non linéaire, à l’équilibre
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et linéarisée de l’architecture généralisée du système de commande de vol utilisé pour le MA-
Vion. L’architecture est dite généralisée, puisqu’elle peut être reprise et appliquée à plusieurs
problèmes de régulation – notamment dans le milieu aérospatial qui utilise couramment ce
type d’architecture de commandes.

5.1.1 Architecture non linéaire

On s’attarde maintenant à définir les différents systèmes M, O et C du problème de com-
mande du MAVion tel qu’illustré précédemment à la figure 2.4.

Le système de capteursM est défini comme suit :

M(%) := {γ = h(x,u,w,%) ∈ Rg} (5.1)

où γ est le vecteur des sorties utilisées dans la loi de commande du contrôleur C. L’objectif
du problème de commande est défini par l’opérateur O :

O := {r ∈ Rq} (5.2)

qui a pour seule tâche de produire le vecteur des références r à suivre. La loi de commande
C est définie comme suit :

C(%0,κ) :=



z = g(γ)

ξ̇ = e = r− z

σ = ν(γ)

u = Kξ(σ,κξ)︸ ︷︷ ︸
gain I

ξ + Kγ(σ,κγ)︸ ︷︷ ︸
gain PD

(
γ − γ§

(
ϑe0,§

)
︸ ︷︷ ︸

ajustement pour le
domaine symétrique

)
+ u§

(
ϑe0,§

)
︸ ︷︷ ︸

ajustement pour le
domaine symétrique

ξ(t0) = ξ0

(5.3)

où 
κ :=

[
(κξ)> (κγ)>

]>
ϑe0,§ := ϑe0,§

(
%0, σe§

) (5.4)

et z ∈ Rq est le vecteur des sorties régulées dans le problème de commande, ξ ∈ Rq est le
vecteur de l’intégrale des erreurs de régulation e ∈ Rq, σ ∈ R est la variable de séquencement
des gains ayant comme fonction non linéaire ν ∈ R, Kξ ∈ Rm×q est le gain matriciel associé
à l’action intégrale de C, κξ est le vecteur contenant tous les paramètres ajustables de Kξ,
Kγ ∈ Rm×g est le gain matriciel associé aux actions proportionnelle et dérivée de C, κγ est
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le vecteur contenant tous les paramètres ajustables de Kγ, γ§ ∈ Rg est la valeur à l’équilibre
du vecteur de sorties au point de symétrie σe§ du domaine de séquencement à l’équilibre E et
u§ ∈ Rm la valeur à l’équilibre du vecteur de commande à ce même point. Le point de symétrie
du domaine d’équilibre est noté ϑe0,§ , puisqu’il est calculé avec la configuration paramétrique
nominale %0 et le point de symétrie σe§ du domaine de séquencement à l’équilibre. On précise
que ce dernier point est fonction de la dynamique du système étudié.

Étant donné que la solution de l’équilibre longitudinal comporte une symétrie en σe§ , il est
possible d’effectuer la synthèse des gains en considérant seulement les vitesses d’avancement
positives contenues dans l’ensemble E tel que défini en (4.18). En procédant ainsi, on se
retrouve à synthétiser des gains K+

ξ et K+
γ valides seulement pour le domaine des vitesses

d’avancement positives ( σe` = vne` ≥ 0 m/s). Afin d’obtenir des gains Kξ et Kγ valides
sur l’entièreté du domaine de vol (−30 ≤ vn ≤ 0 m/s), il est nécessaire de procéder à un
ajustement des gains K+

ξ et K+
γ .

Si on prend l’exemple du gain Kξ ∈ Rm×q séquencé en fonction de σ, on sait qu’il est
responsable du lien qui relie l’intégrale de l’erreur ξ ∈ Rq à son terme correspondant de
commande uξ = Kξ(σ)ξ. On peut donc dire que le gain Kξ est responsable du transfert ∆uξ

∆ξ

linéarisé à la vitesse d’équilibre vne . De plus, puisqu’il existe une symétrie sur le domaine
de séquencement à l’équilibre en vne§ = σe§ , on sait alors que chaque composante kξij de Kξ

calculée pour une vitesse d’équilibre négative v−ne = σe < σe§ sera forcément une fonction paire
(⊕) ou impaire (	) de la même composante calculée pour une vitesse d’équilibre positive
v+
ne = σe > σe§ si

∣∣∣v−ne ∣∣∣ = v+
ne . De fait, si la composante de gain ⊕kξij fait intervenir un

transfert pair, alors on aura l’identité ⊕kξij
(
v−ne

)
= ⊕kξij

(
v+
ne

)
. Au contraire, si la composante

de gain 	kξij correspond à un transfert impair, alors on aura plutôt l’identité 	kξij
(
v−ne

)
=

−	kξij
(
v+
ne

)
. Or, il s’avère que la parité des transferts kξij est une propriété constante pour

un système dynamique. Cela veut donc dire qu’une fois qu’a été déterminée la parité de
chacun des transferts kξij , que le résultat de chacun peut être sauvegardé dans une matrice
constante K§ξ qui est de même dimension que Kξ. Ainsi, pour un transfert kξij de nature paire,
on peut assigner la valeur +1 à la composante k§ξij correspondante dans K§ξ. Au contraire,
pour un transfert kξij de nature impaire, on assigne plutôt la valeur −1 à la composante
k§ξij correspondante dans K§ξ. Par conséquent, la matrice de symétrie (ou de parité) K§ξ ainsi
construite possède un domaine spécial tel que K§ξ ∈ Im×q où I := {−1,+1}. On note que
la même démarche peut être appliquée au gain Kγ ∈ Rm×g responsable du transfert ∆uγ

∆γ

linéarisé en vne afin d’obtenir sa matrice de symétrie constante K§γ ∈ Im×g.
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Travail original principal
On spécifie que l’équation (5.5) est à la base des travaux originaux présentés dans ce
mémoire. En effet, une partie notable du projet de recherche a porté sur la formalisation
de la méthodologie qui est associée à cette équation. L’objectif principal de l’approche
proposée est d’effectuer la synthèse des gains de manière à tirer profit de la symétrie
du modèle dynamique longitudinal du MAVion. Concrètement, la méthode présentée
dans ce chapitre consiste à synthétiser d’abord des gains qui sont valides seulement
pour la partie positive du domaine de séquencement. Puis, à postériori, on applique une
transformation judicieuse à ces gains afin qu’ils puissent être utilisés également sur le
domaine de séquencement négatif. La transformation alors employée repose sur l’analyse
de la parité des transferts en boucle fermée associés à chacune des composantes des gains
intervenant dans la loi de commandes.

Ceci étant dit, en partant de gains K+
ξ et K+

γ synthétisés pour des vitesses d’avancement
positives, il est possible d’obtenir l’équivalent de ces gains valide pour le domaine de vol
complet grâce à l’opération spéciale suivante :

K�
(
σ,κ�

)
︸ ︷︷ ︸
gain valide pour

le domaine complet

:=
K§�

(
κ§�
)�ℵ(σ)

�
︸ ︷︷ ︸
ajustement du gain pour

le domaine négatif

K+
�

(
|σ|,κ+

�

)
︸ ︷︷ ︸
gain valide pour
le domaine positif

(5.5)

où
κ� :=

[(
κ§�
)> (

κ+
�

)>]> , ∀ � ∈ {ξ, γ}

ℵ(σ) :=

0 si σ ≥ 0

1 sinon
, ∀ σ ∈ R

(5.6)

et l’opérateur � est utilisé afin de représenter les opérations de produit ou de puissance
de Hadamard, définies à l’annexe C.5.5. En somme, grâce aux opérations de Hadamard, il
est possible de calculer le gain matriciel K� sur l’ensemble du domaine de vol en utilisant
seulement l’information de la parité du transfert de ses composantes qui est contenue dans
K§� et le gain K+

� calculé pour le domaine de vitesses d’avancement positives. Profiter de
la symétrie du domaine de séquencement à l’équilibre E permet de réduire de moitié le
nombre de modèles linéarisés utilisés dans la synthèse des gains. Enfin, on note que ℵ(σ) = 1
pour vn = σ < 0 permet l’ajustement du gain K+

� afin d’obtenir K−� et que ℵ(σ) = 0
pour vn = σ ≥ 0 a comme résultat d’utiliser directement K+

� en opérant sur K§� afin de
générer une nouvelle matrice de symétrie identité contenant que des +1 partout. Ainsi, la
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loi de commande non linéaire de C est définie à l’aide de (5.3) et (5.5). La méthode pour
déterminer la valeur (−1 ou +1) de chacune des composantes des matrices de symétrie K§ξ
et K§γ est présentée à la section 5.4.1.

On précise également que l’ajout des points de symétrie constants γ§ et u§ dans la loi de
commande en (5.3) est absolument nécessaire 5.1 afin d’assurer que le contrôleur possède un
comportement uniforme et symétrique sur tout le domaine de vol du MAVion. Concrètement,
cela est inévitable, puisqu’on considère seulement la portion positive de ce domaine lors de
la synthèse des paramètres des gains matriciels Kξ et Kγ respectivement contenus dans les
vecteurs κξ et κγ. Une explication plus étoffée est apportée à la section 5.1.3 avec la version
linéarisée ∆C du système de commande.

L’architecture du contrôleur non linéaire définie en (5.3) est schématisée à la figure 5.1.

Figure 5.1 Architecture généralisée du contrôleur non linéaire C

5.1. Cf. section Fixed Trim Condition dans [18].
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Précision importante
À partir de maintenant, tous les développements qui suivent concernant l’objectif ultime
de ce chapitre – soit la synthèse des gains Kξ et Kγ qui apparaissent dans le contrôleur
non linéaire défini en (5.3) – impliquent seulement les gains K+

ξ et K+
γ qui sont valides

exclusivement pour le domaine des vitesses d’avancement positives défini en (4.18).

Cela est notamment le cas pour les modèles à l’équilibre, les modèles linéarisés et pour les
synthèses linéaires définis respectivement aux sections 5.1.2, 5.1.3 et 5.2. Cette même pré-
cision s’applique pour la section 5.3 qui consiste en une application concrète de la théorie
présentée dans les sections qui la précèdent. Les simulations de validation conduites au
chapitre 6 sur le domaine de vol complet – qui inclut les vitesses d’avancement négatives
– sont effectuées en utilisant la transformation définie en (5.5) qui permet d’ajuster les
gains K+

� afin qu’ils soient valides sur le domaine de vol complet.

On précise que cette façon de procéder est retenue afin de tirer profit de la symétrie
comprise dans la dynamique longitudinale du MAVion. Concrètement, cela permet de
réduire le nombreNϑ de modèles linéarisés utilisés dans les synthèses linéaires. Ce nombre
est particulièrement critique dans la méthode linéaire multimodèle employée avec la tech-
nique de synthèseH∞ structurée dont la solution est calculée numériquement en trouvant
le minimum d’une fonction à laquelle sont imposées plusieurs contraintes d’inégalités.

5.1.2 Architecture à l’équilibre

On considère maintenant l’équilibre du système de commande. L’équilibre du système de
capteurs donné en (5.1) est défini comme suit :

Mek,`

(
ϑek,`

)
:=
{
γek,` = h

(
xek,` ,uek,` ,wek,` ,%k

)
= h

(
ϑek,`

)
∈ Rg

}
(5.7)

où γek,` est la mesure à l’équilibre du système Sek,` qui est obtenue directement en évaluant
h au point d’équilibre ϑek,` . Pour le système de l’opérateur O défini en (5.2), on a :

Oek,`
(
ϑek,`

)
:=
{
rek,` ∈ Rq

}
(5.8)



73

où rek,` est la référence à l’équilibre. Pour le système du contrôleur C défini en (5.3), on a :

Cek,`
(
ϑek,` ,κ

+
)

:=



zek,` = g
(
γek,`

)
ξ̇ek,` = eek,` = rek,` − zek,` = 0⇔ rek,` = zek,`
σe` = ν

(
γek,`

)
uek,` = K+

ξ

(
σe` ,κ

+
ξ

)
ξek,` + K+

γ

(
σe` ,κ

+
γ

)(
γek,` − γ§

(
ϑe0,§

))
+ u§

(
ϑe0,§

)
⇔

ξek,` = K+
ξ

(
σe` ,κ

+
ξ

)−1
uek,` − u§( · )−K+

γ

(
σe` ,κ

+
γ

)(
γek,` − γ§( · )

)
(5.9)

où zek,` est le vecteur des sorties régulées à l’équilibre égal à celui des références rek,` à
l’équilibre, σe` est la variable de séquencement à l’équilibre et ξek,` est la valeur à l’équilibre
de l’équation dynamique du contrôleur.

D’ailleurs, si l’on suppose que le système S est déjà à l’équilibre au moment d’initialiser le
contrôleur C au temps t0, c.-à-d. que x0 = xe, il s’avère judicieux d’initialiser également le
contrôleur à son équilibre de manière à obtenir u0 = ue qui implique que ξ0 = ξe. D’ailleurs,
cela suppose qu’il n’y a pas de vent au temps t0 : w0 = we = 0. Ainsi, la condition initiale
de l’équation dynamique de C en (5.3) peut être prise à la valeur suivante :

ξ(t0) := ξ0 = ξe
(
ϑe0,0 ,κ

+
)

= ξe
(
%0, σe0 ,κ

+
)

= ξe0,0

= K+
ξ

(
σe0 ,κ

+
ξ

)−1
ue0,0

(
ϑe0,0

)
− u§( · )−K+

γ

(
σe0 ,κ

+
γ

)(
γe0,0

(
ϑe0,0

)
− γ§( · )

)
ϑe0,0 := ϑe0,0(%0, σe0)

(5.10)
où ϑe0,0 représente la valeur du point d’équilibre lorsqu’il est évalué pour la configuration
paramétrique nominale %0 – soit la seule qui est réellement connue – et la grandeur de
séquencement à l’équilibre σe0 voulue au temps initial t0.

5.1.3 Architecture linéarisée

On s’intéresse maintenant à la linéarisation des systèmes non linéairesM, O et C définis à
la section 5.1.1 autour de leur équilibre défini à la section 5.1.2.
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La linéarisation deM défini en (5.1) autour de son équilibre défini en (5.7) donne :

∆Mk,`

(
ϑek,`

)
:=

{
∆γk,` = Ck,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Duk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,` + Dwk,`

(
ϑek,`

)
∆wk,`

}
(5.11)

où

Ck,`

(
ϑek,`

)
:= ∂h

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Duk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂h

∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

et Dwk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂h

∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

(5.12)

avec
∆M(Θe) :=

4⋃
k=0

31⋃
`=1

∆Mk,`

(
ϑek,`

)
. (5.13)

La linéarisation de O défini en (5.2) autour de son équilibre défini en (5.8) donne :

∆Ok,`
(
ϑek,`

)
:= {∆rk,`} (5.14)

avec
∆O(Θe) :=

4⋃
k=0

31⋃
`=1

∆Ok,`
(
ϑek,`

)
. (5.15)

La linéarisation de C défini en (5.3) autour de son équilibre défini en (5.9) donne :

∆Ck,`
(
ϑek,` ,κ

+
)

:=

∆zk,` = Ek,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Fuk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,` + Fwk,`

(
ϑek,`

)
∆wk,`

∆ξ̇k,` = ∆ek,` = ∆rk,` −∆zk,`
∆σk,` = Gk,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Huk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,` + Hwk,`

(
ϑek,`

)
∆wk,`

∆uk,` = K+
ξ

(
σe` ,κ

+
ξ

)
∆ξk,` + K+

γ

(
σe` ,κ

+
γ

)
∆γk,` + K+

σ

(
ϑek,` ,κ

+
)
∆σk,`︸ ︷︷ ︸

TCC∆ξk,`(t0) = ∆ξ0k,`

(5.16)

où l’on remarque l’apparition d’un nouveau gain K+
σ ∈ Rm×ς qui multiplie la variable de

séquencement linéarisée ∆σk,` ∈ Rς . De fait, en notant que les termes constants γ§ et u§
s’annulent à l’équilibre, l’équation du contrôleur non linéaire C définie en (5.3) est tout
à fait analogue à sa version linéarisée définie en (5.16) – à l’exception près du nouveau
gain K+

σ , apparu à cause du séquencement des gains K+
ξ et K+

γ en fonction de la variable
endogène σ. Il y a donc une boucle de rétroaction cachée à l’intérieur même de la dynamique
du contrôleur non linéaire, qui lorsqu’on linéarise le contrôleur C, fait apparaître le terme
supplémentaire K+

σ ∆σk,` dans la dynamique du contrôleur linéarisé ∆Ck,`. Ce terme, nommé
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terme de couplage caché ou tout simplement TCC 5.2, est donc intrinsèquement due à la
méthode retenue afin de séquencer les gains des différents contrôleurs linéarisés ∆Ck,` en
fonction d’une variable endogène 5.3.

Pour le cas général où les gains K+
� sont séquencés en fonction de ς variables de séquencement

distinctes comprises dans le vecteur σ ∈ Rς , la valeur du gain K+
σ associé au TCC est :

K+
σ

(
ϑek,` ,κ

+
)

:=
∂K+

ξ

(
κ+
ξ

)
∂σ

∣∣∣∣∣∣
σe`

Iς×ς ⊗ ξek,`

+
∂K+

γ

(
κ+
γ

)
∂σ

∣∣∣∣∣∣
σe`

Iς×ς ⊗
(
γek,` − γ§

)
(5.17)

où l’opérateur ⊗ désigne le produit de Kronecker défini à l’annexe C.5.4. De plus, on précise
que la dérivée partielle des gains matriciels K+

� par rapport au vecteur des variables de
séquencement σ est développée arbitrairement en utilisant la disposition en ligne telle que
définie en (C.10) afin de gérer la troisième dimension découlant de cette opération.

L’analyse plus approfondie du gain K+
σ montre qu’il dépend des grandeurs suivantes :

�
∂K+

�(κ+
�)

∂σ

∣∣∣∣
σe`

représentant la dérivée de la fonction du gain K+
� par rapport au vecteur

de séquencement σ – le tout évalué à la valeur d’équilibre σe` . Le calcul de cette gran-
deur demande donc que l’évolution du gain K+

� par rapport à σ soit connue à priori
avant même d’effectuer le réglage des paramètres κ+

� ! En d’autres mots, cela néces-
site que la fonction de gain non linéaire K+

�

(
σ,κ+

�

)
soit définie à priori de sorte que

seul son vecteur paramètre κ+
� soit inconnu au moment d’effectuer la synthèse linéaire

des paramètres libres. Cela définit le principe même de l’autoséquencement : soit le
fait d’utiliser des fonctions de gains paramétrées et choisies avant même d’effectuer la
synthèse de leurs paramètres libres.

� ξek,`
(
ϑek,` ,κ

+
)
représentant la condition d’équilibre de la dynamique du contrôleur

non linéaire C qui dépend du point d’équilibre considéré ϑek,` et des paramètres libres
κ+ que l’on cherche à synthétiser. Celle-ci a été définie en (5.9).

� γek,`
(
ϑek,`

)
représentant la valeur à l’équilibre des sorties mesurées du système de

capteursM qui dépend du point d’équilibre considéré ϑek,` . Celle-ci a été définie en
(5.7).

� γ§
(
ϑe0,§

)
représentant le point constant de symétrie du domaine d’équilibre Θe associé

aux sorties mesurées et utilisé afin que la loi de commande ait un comportement
uniforme et symétrique. Celui-ci a été défini en (5.3).

5.2. Hidden Coupling Term (HCT) en anglais.
5.3. La problématique entourant l’utilisation de cette méthode de séquencement de gains est largement
étudiée dans le chapitre 3 de [17].
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Les matrices jacobiennes apparaissant dans le contrôleur linéarisé ∆Ck,` défini en (5.16) sont :

Ek,`

(
ϑek,`

)
:= ∂g

∂γ

∂γ

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Fuk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂g

∂γ

∂γ

∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Fwk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂g

∂γ

∂γ

∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

Gk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂ν

∂γ

∂γ

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Huk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂ν

∂γ

∂γ

∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Hwk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂ν

∂γ

∂γ

∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

(5.18)
qui appartiennent à la famille des 155 contrôleurs linéarisés définie comme suit :

∆C
(
Θe,κ

+
)

:=
4⋃

k=0

31⋃
`=1

∆Ck,`
(
ϑek,` ,κ

+
)
. (5.19)

L’architecture des contrôleurs linéarisés définie en (5.16) est schématisée à la figure 5.2.

Figure 5.2 Architecture généralisée des contrôleurs linéarisés ∆Ck,`

5.2 Synthèses linéaires

Cette section présente les deux méthodes qui sont comparées pour la conception du système
de commandes de vol dans le cadre de ce mémoire.

La première méthode est basée sur l’approche naïve décrite à la section 2.3. Elle utilise la
technique de synthèse LQR issue de la commande optimale. Pour l’approche naïve, on utilise
une synthèse unimodèle 5.4 afin de trouver un jeu de paramètres κ+

k,` différent pour chaque

5.4. Cf. section 2.3.
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modèle ∆Sk,` linéarisé à son point d’équilibre ϑek,` appartenant au domaine de linéarisation
Θe. Le cadre de la synthèse unimodèle ne permet pas d’inclure le TCC dans les synthèses.
Ainsi, pour l’implémentation sur le contrôleur non linéaire C, le séquencement des différents
gains K+

�k,` est effectué à postériori en fonction de la variable de séquencement σ en utilisant
une fonction d’interpolation cubique 5.5 pour chaque composante des gains K+

�k,` afin d’obtenir
des fonctions de gains non linéaires K+

�

(
|σ|,κ+

�

)
opérant sur tout le domaine Θe. Puisque les

31 synthèses linéaires sont effectuées point par point (PPP : implique que chaque synthèse
est unimodèle), il n’est pas possible de considérer les incertitudes paramétriques dans les
synthèses. Ainsi, on utilise la configuration paramétrique nominale %0. En tout, 31 synthèses
sont requises afin d’obtenir les paramètres de C.

La seconde méthode basée sur l’approche synthétique 5.6 utilise la technique de synthèse H∞
structurée issue de la commande robuste. Pour l’approche synthétique, on utilise une synthèse
multimodèle afin de trouver directement un seul jeu de paramètres κ+ unique pour toute la
famille de modèles linéarisés considérés dans Θe (4.19). En procédant ainsi, aucun travail sup-
plémentaire n’est nécessaire afin d’effectuer l’implémentation sur le contrôleur non linéaire
C, puisque les fonctions de séquencement sont intégrées à même l’architecture de commande
considérée dans la synthèse multimodèle (SMM). Cela permet notamment d’inclure directe-
ment le TCC. La synthèse multimodèle permet de considérer autant de modèles linéarisés que
désirés. Ainsi, pour chacun des 31 modèles linéarisés Sk,`, on considère 5 configurations para-
métriques différentes %k : une nominale et quatre incertaines (4.11). Par conséquent, chaque
synthèse multimodèle considère 31 × 5 = 155 modèles linéarisés différents, soit autant de
points d’équilibre ϑek,` . Toutefois, la complexité de ce problème de synthèse comprenant 155
modèles linéarisés et plusieurs contraintes de performance demande d’effectuer 3 synthèses
multimodèles avant d’obtenir l’itération finale des paramètres libres κ+ du contrôleur non
linéaire C. Chacune de ces itérations (ou synthèses) intermédiaires est utilisée afin d’initialiser
la suivante. On note que la première itération de la synthèse H∞ structurée multimodèle est
initialisée à partir de la synthèse LQR unimodèle obtenue à l’aide de la première méthode.
Il y a donc seulement 3 synthèses supplémentaires à effectuer dans cette seconde méthode,
si l’on exclut les 31 déjà effectuées à la première méthode. En tout, 31 + 155 × 3 = 496
modèles linéarisés sont impliqués dans l’obtention finale des paramètres des gains séquencés
K+
�

(
|σ|,κ+

�

)
de la méthode #2.

Un résumé des caractéristiques de ces deux méthodes de conception est fourni au tableau 5.1.

� � �

5.5. On utilise la fonction spline de MATLAB®.
5.6. Cf. section 2.3.
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Tableau 5.1 Caractéristiques des deux méthodes comparées pour la conception de C

Caractéristique \ Méthode #1 #2
Approche Naïve Synthétique

Type de commande Optimale Robuste
Technique de synthèse LQR H∞ structurée
Synthèse des gains Unimodèle Multimodèle

Inclusion du TCC dans les
synthèses

Impossible Possible

Séquencement des gains Séquencement effectué à
postériori par interpolation

cubique

Fonctions de séquencement
intégrées à priori dans

l’architecture de commande
Incertitudes paramétriques Configuration paramétrique

nominale seulement
Configurations

paramétriques nominale (1)
et incertaines (4)

Nombre de configurations
paramétriques %k par

synthèse

1 1 + 4 = 5

Nombre de points de
séquencement à l’équilibre

σe` par synthèse

1 PPP : 1
SMM/TCC : 31

Nombre de modèles
linéarisés ∆Sk,` par

synthèse

1× 1 = 1 PPP : 5× 1 = 5
SMM/TCC : 5× 31 = 155

Nombre total de synthèses
requises pour obtenir les
fonctions de gains finales

K+
�

(
|σ|,κ+

�

)
31 31 LQR + 31 H∞ (PPP) +

2 H∞ (SMM/TCC) = 64

Nombre total de modèles
linéarisés impliqués dans

l’obtention des gains finaux

1× 31 = 31 31 LQR+155×3 H∞ = 496
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En plus des variables d’état définies à la section 5.1, des sorties supplémentaires sont consi-
dérées dans les synthèses linéaires. Il s’agit du vecteur s ∈ R℘ des sorties de saturations
statique et dynamique associées au modèle d’état de chaque groupe d’actionneurs défini à la
section 3.5.2. Ses formes non linéaire, à l’équilibre et linéarisée, sont définies comme suit :

s := µ(x,u,w,%) ∈ R℘

sek,` := µ
(
xek,` ,uek,` ,wek,` ,%k

)
= µ

(
ϑek,`

)
∈ R℘

∆sk,` := Mk,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Nuk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,` + Nwk,`

(
ϑek,`

)
∆wk,`

(5.20)

avec

Mk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂µ

∂x

∣∣∣∣∣
ϑek,`

, Nuk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂µ

∂u

∣∣∣∣∣
ϑek,`

et Nwk,`

(
ϑek,`

)
:= ∂µ

∂w

∣∣∣∣∣
ϑek,`

. (5.21)

5.2.1 Synthèse optimale LQR

La première méthode détaillée dans le tableau 5.1 nécessite d’effectuer 31 synthèses linéaires
unimodèles LQR par retour de sortie généralisée γ en augmentant le tout d’une action in-
tégrale sur l’erreur de suivi ξ. Cette section a pour but d’expliciter cette tâche non triviale,
puisque la théorie de la commande optimale que l’on peut retrouver dans [38, 39] définit
normalement la solution au problème LQR pour un retour d’état statique (RES). En effet,
le retour de sortie statique (RSS) effectué dans le cadre de la synthèse LQR constitue un
problème à part entière.

En appliquant quelques hypothèses, il est toutefois possible de transformer le problème de
RSS en un problème de RES. On considère les hypothèses suivantes :

� Aucun vent dans la synthèse : toutes les matrices jacobiennes associées aux entrées
perturbatrices ∆wk,` sont nulles dans la synthèse LQR. Ceci constitue une hypothèse
triviale, puisque par définition, on considère un équilibre sans vent.

� Sortie généralisée fonction seulement de l’état : la matrice jacobienne Duk,`

est nulle. On note que cela constitue une hypothèse très faible, puisque les états
des actionneurs se retrouvent dans la matrice jacobienne Ak,` dû à leur modélisation
dynamique.

� Mêmes dimensions pour les vecteurs de sortie généralisée et d’état : n = g.
Cette hypothèse est nécessaire afin que Ck,` soit inversible.

� L’état complet est observable à partir de la sortie généralisée : la paire
de matrices (Ak,`,Ck,`) est observable 5.7. Cela est également nécessaire afin que la

5.7. Le test d’observabilité de Kalman est défini à l’équation (5.52).
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matrice Ck,` soit inversible.

L’application de ces hypothèses permet d’obtenir le système linéarisé simplifié suivant :

∆SFk,`
(
ϑek,`

)
:=
{
∆ẋk,` = Ak,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Buk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,`

}
(5.22)

où la condition initiale de ce système simplifié est volontairement omise. Le système de
capteurs linéarisé simplifié est donné par :

∆MF
k,`

(
ϑek,`

)
:=
{
∆γk,` = Ck,`

(
ϑek,`

)
∆xk,`

}
, (5.23)

tandis que celui du contrôleur est donné par :

∆CFk,`
(
ϑek,` ,κ

+
k,`

)
:=


∆zk,` = Ek,`

(
ϑek,`

)
∆xk,` + Fuk,`

(
ϑek,`

)
∆uk,`

∆ξ̇k,` = ∆ek,` = ∆rk,` −∆zk,`
∆uk,` = K+

ξk,`

(
κ+
k,`

)
∆ξk,` + K+

γk,`

(
κ+
k,`

)
∆γk,`

(5.24)

où l’on précise que les fonctions de séquencement des gains K+
�k,` ne sont pas incluses dans

l’architecture de contrôle. Cela signifie donc que pour chaque synthèse effectuée à un point
d’équilibre ϑek,` , on trouve un jeu de paramètres associé κ+

k,` qui renferme toutes les compo-
santes des gains K+

ξk,`
et K+

γ,`. Il n’y a donc pas de variable de séquencement σ ni de gain
K+
σ associé au TCC. De fait, ce terme ne peut être calculé à partir de l’architecture fixe de

∆CFk,`, puisqu’on effectue une synthèse unimodèle PPP.

Le problème de commande écrit sous la forme actuelle des systèmes ∆SFk,`, ∆MF
k,` et ∆CFk,` ne

peut être résolu avec la fonction lqr de MATLAB®, puisqu’il s’agit d’un RSS. Il faut donc
modifier sa forme afin d’obtenir un problème équivalent utilisant un RES afin de pouvoir uti-
liser la fonction lqr. La solution consiste à effectuer un changement de base, afin d’exprimer
la dynamique de ∆SFk,` en utilisant plutôt la sortie généralisée ∆γk,` comme état au lieu de
∆xk,`. Ce faisant, le RSS devient un RES. Pour ce faire, il suffit de noter que :

∆γk,` = Ck,`∆xk,` ⇔∆xk,` = C−1
k,`∆γk,`

∆γ̇k,` = Ck,`∆ẋk,` ⇔∆ẋk,` = C−1
k,`∆γ̇k,`

(5.25)

où la dépendance explicite des matrices jacobiennes au point d’équilibre ϑek,` est désormais
omise pour le reste de la démarche. De plus, on rappelle que Ck,` est inversible. En utilisant
les identités définies en (5.25), il est possible de réécrire la dynamique du système ∆SF
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comme suit :

∆SFk,`
(
ϑek,`

)
:=
{
∆γ̇k,` = Ck,`Ak,`C−1

k,`︸ ︷︷ ︸
:=Ak,`

∆γk,` + Ck,`Buk,`︸ ︷︷ ︸
:=Bk,`

∆uk,`
}

(5.26)

et celle du système ∆CFk,` comme suit :

∆CFk,`
(
ϑek,` ,κ

+
k,`

)
:=



∆zk,` = Ek,`C−1
k,`︸ ︷︷ ︸

:=Ek,`

∆γk,` + Fuk,`︸ ︷︷ ︸
:=Fk,`

∆uk,`

∆ξ̇k,` = ∆ek,` = ∆rk,` −∆zk,`
∆uk,` = K+

ξk,`

(
κ+
k,`

)
∆ξk,` + K+

γk,`

(
κ+
k,`

)
∆γk,`

(5.27)

où cette nouvelle architecture de commande ∆CFk,` constitue désormais un RES où le vecteur
d’état de ∆SFk,` est ∆γk,`. En posant les grandeurs suivantes :

∆xak,` :=
[
(∆ξk,`)> (∆γk,`)>

]>
K+
ak,`

:=
[
−K+

ξk,`
−K+

γk,`

]
,

(5.28)

on obtient le nouveau système augmenté :

∆SCFak,`
(
ϑek,` ,κ

+
k,`

)
:=

∆ẋak,` := Aak,`∆xak,` + Bak,`∆uk,`
∆uk,` := −K+

ak,`
∆xak,`

(5.29)

avec

Aak,` :=
0q×q −Ek,`

0g×q Ak,`

 et Bak,` :=
−Fk,`

Bk,`

 . (5.30)

L’analyse du nouveau système augmenté ∆SCFak,` permet maintenant de voir clairement qu’il
s’agit d’un RES où l’état utilisé dans le retour est celui augmenté. De fait, le problème
formulé en (5.29) peut désormais être utilisé directement avec la fonction lqr en y insérant
les matrices augmentées Aak,` , Bak,` , Qak,` et Rk,` afin de trouver K+

ak,`
défini en (5.28) qui

inclut la valeur des deux gains recherchés K+
�k,` pour l’architecture originale définie en (5.24)

utilisant la sortie généralisée ∆γk,` comme RSS.

Les matrices Qak,` ∈ R(q+g)×(q+g) et Rk,` ∈ Rm×m correspondent aux matrices de pondération
utilisées dans la résolution du problème LQR. Ce sont ces matrices qui dictent directement
les performances du système obtenu en BF suite à la synthèse LQR. En effet, ce problème
de régulation consiste à minimiser le critère de performance quadratique suivant :

J := 1
2

∫ ∞
t0

(
∆x>ak,`Qak,`∆xak,` + ∆u>k,`Rk,`∆uk,`

)
dt (5.31)
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qui peut être interprété comme la minimisation de l’énergie dépensée par l’état ∆xak,` et
la commande ∆uk,` afin de ramener le système à son équilibre suite à une perturbation
quelconque. Cette énergie est calculée sur un horizon infini de manière à ce que le système
en BF atteigne son régime permanent.

Critère de stabilisabilité de Popov-Belevitch-Hautus
Une paire de matrices (A,B) avec A ∈ Rn×n et B ∈ Rn×m est dite stabilisable si et
seulement si la matrice de stabilisabilité Ms :

Ms(A,B) =
[
sIn×n −A B

]
∈ Rn×(n+m) (5.32)

est de rang plein ∀ s ∈ C+ – c.-à-d. que rang(Ms) = n ∀ s ∈ C+. 4

Critère de détectabilité de Popov-Belevitch-Hautus
Une paire de matrices (A,C) avec A ∈ Rn×n et C ∈ Rg×n est dite détectable si et
seulement si la matrice de détectabilité Md :

Md(A,C) =
sIn×n −A

C

 ∈ R(n+g)×n (5.33)

est de rang plein ∀ s ∈ C+ – c.-à-d. que rang(Md) = n ∀ s ∈ C+. 4

Ainsi, si les paires de matrices
(
Aak,` ,Bak,`

)
et
(
Aak,` ,

√
Qak,`

)
sont respectivement stabili-

sable et détectable, la solution du problème de minimisation du critère de Kalman défini en
(5.31) est donnée par :

K+
ak,`

:= R−1
k,`B>ak,`Pak,` (5.34)

où Pak,` ≥ 0 est la solution symétrique de l’équation algébrique de Riccati :

Pak,`Aak,` + A>ak,`Pak,` −Pak,`Bak,`R
−1
k,`B>ak,`Pak,` + Qak,` = 0 . (5.35)

Ainsi, en faisant appel 31 fois à la fonction lqr de MATLAB®, on obtient les 31 gains de
Kalman K+

ak,`
dont chacun contient les gains recherchés K+

ξk,`
et K+

γ,` pour chaque modèle
linéarisé en fonction de σe` ∈ E. Si l’on sauvegarde les composantes des 31 gains K+

�k,`

dans un vecteur colonne κ+
�, on peut créer à postériori par interpolation cubique la fonction

K+
�

(
|σ|,κ+

�

)
qui donne le gain pour le domaine positif du contrôleur non linéaire défini en

(5.3) et (5.5). On rappelle que toutes les synthèses LQR unimodèles sont effectuées avec la
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configuration paramétrique nominale %0. En somme, il s’agit de trouver le bon réglage des
matrices Qak,` et Rk,` afin d’obtenir les performances en BF désirées.

5.2.2 Synthèse robuste H∞ structurée

Dans cette section, on présente tous les détails concernant la seconde méthode de synthèse
définie dans le tableau 5.1. Plus précisément, on s’intéresse à trois éléments : la forme de la
fonction de séquencement des gains, la théorie de la synthèseH∞ et la méthodologie employée
afin de résoudre le problème de synthèse H∞ à l’aide d’outils numériques.

Fonction de séquencement des gains

La seconde méthode utilise la synthèse H∞ structurée multimodèle. L’utilisation de cette
méthode permet entre autres de considérer un nombre arbitraire de modèles linéarisés ∆Sk,`
dans le processus de synthèse dont la solution rend un jeu unique κ+ contenant tous les pa-
ramètres du contrôleur non linéaire C pour le domaine de vitesses d’avancement positives à
l’équilibre vne` ∈ E. De plus, cette approche synthétique permet de définir la forme des fonc-
tions de séquencement en les intégrant à priori dans l’architecture fixe de la loi de commande.
Cela permet alors de calculer explicitement la matrice de gains associée au TCC.

Ainsi, pour le contrôleur non linéaire C défini en (5.3) et (5.5), chacune des composantes k+
�ij

du gain K+
� est alors séquencée à l’aide d’une fonction unique consistant en la combinaison

linéaire de paramètres [k+
�ij et de sous-fonctions non linéaires φ[ dépendant de |σ| :

k+
�ij

(
|σ|,κ+

�

)
:=

ϕ∑
[=1

[k+
�ij

(
κ+
�

)
φ[
(
|σ|
)

(5.36)

où l’on précise que chaque composante de gains k+
�ij possède son propre jeu de ϕ paramètres

[k+
�ij . Toutefois, on explicite que toutes les composantes k+

�ij utilisent le même jeu de ϕ
sous-fonctions φ[. Or, en rassemblant toutes ces sous-fonctions dans un vecteur φ ∈ Rϕ :

φ
(
|σ|
)

=
[
φ1
(
|σ|
)
· · · φ[

(
|σ|
)
· · · φϕ

(
|σ|
)]>
∈ Rϕ, ∀ [ ∈ {N∗ ∧ [ ≤ ϕ} (5.37)

et en utilisant l’opérateur ⊗ représentant le produit de Kronecker défini à la section C.5.4, il
est possible de réécrire le séquencement de chaque composante de gain k+

�ij définie en (5.36)
sous sa forme matricielle appliquée directement au gain complet K+

� :

K+
�

(
|σ|,κ+

�

)
:= Kφ

�

(
κ+
�

)(
φ
(
|σ|
)
⊗ I(q×q)∨(g×g)

)
=

ϕ∑
[=1

[K+
�

(
[κ+
�

)
φ[
(
|σ|
)

(5.38)
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où les ϕ paramètres [k+
�ij de chaque composante de gain k+

�ij sont maintenant contenus dans
la matrice Kφ

� – au nombre total de m× ϕ(q ∨ g) paramètres [k+
�ij :

Kφ
�

(
κ+
�

)
:=
[

1K+
�

(
1κ+
�

) ∣∣∣∣ 2K+
�

(
2κ+
�

) ∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣ [K+
�

(
[κ+
�

) ∣∣∣∣ · · · ∣∣∣∣ ϕK+
�

(
ϕκ+
�

) ]
∈ Rm×ϕ(q∨g)

avec κ+
� :=

[(
1κ+
�

)> (
2κ+
�

)>
· · ·

(
[κ+
�

)>
· · ·

(
ϕκ+
�

)> ]>
∈ Rmϕ(q∨g) et

[K+
�

(
[κ+
�

)
:=



[k+
�11

[k+
�12 · · · [k+

�1(q∨g)
[k+
�21

[k+
�22 · · · [k+

�2(q∨g)
... ... . . . ...

[k+
�m1

[k+
�m2 · · ·

[k+
�m(q∨g)

 ∈ Rm×(q∨g)

(5.39)
où l’on précise que l’expression (q ∨ g) vaut q lorsque � := ξ et g lorsque � := γ.

Pour la fonction de séquencement des gains K+
� définie en (5.38), le gain K+

σ associé au TCC
défini en (5.17) est donné par l’expression suivante :

K+
σ

(
ϑek,` ,κ

+
)

:= Kφ
ξ

(
κ+
ξ

) ∂φ
∂σ

∣∣∣∣∣
σe`

⊗ ξek,`

+ Kφ
γ

(
κ+
γ

) ∂φ
∂σ

∣∣∣∣∣
σe`

⊗
(
γek,` − γ§

) (5.40)

où l’on précise que cette expression est conservée pour sa forme générale où les ϕ fonctions
de séquencement φ[ comprises dans φ ∈ Rϕ pourraient dépendre chacune de ς variables de
séquencement comprises dans le vecteur σ ∈ Rς . On rappelle que la valeur de ξek,` est donnée
en (5.9), celle de γek,` en (5.7) et celle de γ§ en (5.3).

Par conséquent, les nouveaux gains constants Kφ
ξ ∈ Rm×ϕq et Kφ

γ ∈ Rm×ϕg deviennent alors
les seuls paramètres réglables du contrôleur lorsqu’on effectue sa synthèse en utilisant une
fonction de séquencement φ

(
|σ|
)
déjà fixée à priori. En d’autres mots, cela permet de figer

l’architecture de commande pour la synthèse multimodèle. On note également que les choix
du nombre et de la nature des sous-fonctions φ[, qui sont de manière générale des fonctions
non linéaires de |σ|, doivent refléter l’intensité de la non-linéarité des fonctions d’équilibre
du système étudié 5.8 afin que les gains puissent bien s’adapter à la dynamique non linéaire
du système. De fait, le nombre ϕ de sous-fonctions choisies dicte directement le nombre total
m × ϕ(q + g) de paramètres libres dans la synthèse multimodèle. Un nombre peu élevé de
paramètres libres empêchera l’atteinte de bonnes performances sur l’ensemble du domaine
de séquencement considéré, tandis qu’un nombre trop élevé ralentira considérablement la
résolution numérique du problème de synthèse H∞ structurée multimodèle. Enfin, on note
qu’il faut considérer au moins Nσ ≥ ϕ points de séquencement à l’équilibre σe` différents

5.8. Cf. figure 4.2.
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pour qu’une solution existe 5.9.

Théorie de la synthèse H∞

Maintenant que l’architecture complète du problème de commande a été définie avec no-
tamment la fonction de séquencement des gains φ

(
|σ|
)
, il s’agit d’aborder comment utiliser

la synthèse H∞ structurée multimodèle afin d’imposer les performances souhaitées. De ma-
nière analogue aux matrices Qak,` et Rk,` qui dictent les performances obtenues en BF pour
la synthèse LQR, ce sont les fonctions fréquentielles matricielles Wj,k,` qui définissent les
performances désirées en BF dans le cadre de la synthèse H∞. On précise que les fonctions
fréquentielles portent également les appellations gabarits fréquentiels, fonctions de pondéra-
tion ou filtres fréquentiels.

Les filtres fréquentiels Wj,k,` sont définis comme suit :

Wj,k,`(s,fffj,k,`) avec s ∈ C (5.41)

où s est la variable fréquentielle du domaine complexe et fffj,k,` est le vecteur de taille variable
comprenant tous les paramètres définissant le filtre fréquentiel Wj,k,`. Ce vecteur est lui-même
défini comme suit :

fffj,k,`

(
Gj,ϑek,`

)
(5.42)

où Gj représente le type de gabarit que l’on souhaite appliquer selon le critère de performance
imposé au système en BF. Par exemple, quelques types de gabarits en BF sont ceux de : suivi
de consigne, découplage, pôles, marges de stabilité, saturations, bruit, rejet de perturbations,
sensibilité, etc. Sur MATLAB®, ces types de gabarits sont tous représentés sous la forme
d’objets et proviennent de la classe TuningGoal. À titre d’exemple, l’objet permettant d’im-
poser un gabarit de suivi porte le nom de TuningGoal.StepTracking. On précise également
que, de manière générale, chaque filtre fréquentiel Wj,k,` peut être appliqué à un modèle
linéarisé particulier qui est défini par son point d’équilibre ϑek,` . Il est toutefois possible – et
même souvent souhaitable – d’appliquer un même filtre Wj,k,` à plusieurs points d’équilibre
distincts. En faisant ainsi, cela revient à uniformiser le critère de performance associé à Wj,k,`

à l’ensemble des points d’équilibre alors considérés pour ce filtre.

L’ensemble U comprenant tous les paramètres des filtres fréquentiels imposés dans une syn-

5.9. Il est toutefois conseillé d’en prendre beaucoup plus afin de surcontraindre le problème de synthèse
H∞ structurée multimodèle et améliorer le processus de résolution numérique. Dans le cadre de ce projet de
recherche, le nombre Nσ ≈ 10ϕ s’est avéré être un bon ordre de grandeur.
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thèse H∞ structurée multimodèle est défini comme suit :

U :=
Nf⋃
j=1

N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1

{
fffj,k,`

(
Gj,ϑek,`

)}
. (5.43)

Puis, l’ensemble de tous les filtres fréquentiels impliqués dans la synthèse est défini comme :

W(U) :=
Nf⋃
j=1

N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1
{Wj,k,`(s,fffj,k,`)} (5.44)

où l’on note que les ensembles U et W sont de dimensions Nf ×N% ×Nσ.

Maintenant, si l’on définit que :
� Sk,`

(
s,ϑek,`

)
: est la fonction de transfert associée aux modèles linéarisés du système

dynamique ∆Sk,`
(
ϑek,`

)
et du groupe de capteurs ∆Mk,`

(
ϑek,`

)
;

� Ck,`

(
s,ϑek,`

,κ+
)
: est la fonction de transfert associée au modèle linéarisé du contrô-

leur ∆Ck,`
(
ϑek,` ,κ

+
)
;

alors la fonction de transfert du modèle linéarisé en boucle fermée Gk,` est donnée par la
Linear Fractional Transformation (LFT) inférieure Fi de Sk,` et Ck,` [18, 40] :

Gk,`

(
s,ϑek,`

,κ+
)

:= Fi
(

Sk,`
(
s,ϑek,`

)
,Ck,`

(
s,ϑek,`

,κ+
))

. (5.45)

Dans les faits, les filtres Wj,k,` sont appliqués à des sous-transferts précis de Gk,`, notés
Tj,k,`

(
s,Gj,ϑek,`

,κ+
)
, qui dépendent du type de gabarit Gj que l’on souhaite imposer au dit

transfert. Concrètement, le problème de synthèse H∞ consiste à trouver les paramètres libres
κ+ qui permettent de minimiser la norme H∞ de chaque transfert Tj,k,` pondéré par son
filtre Wj,k,` – globalement pour tous les modèles considérés en BF Gk,` :

γj,k,` := min
κ+

∥∥∥∥∥Wj,k,`(s,fffj,k,`)Tj,k,`

(
s,Gj,ϑek,`

,κ+
) ∥∥∥∥∥
∞
∀
{
j, k, `

}
∈ I (5.46)

où γj,k,` est la valeur minimisée (ou le gain) de la norme H∞ du transfert pondéré associé et
I := {1, 2, · · · , Nf}× {1, 2, · · · , N%}× {1, 2, · · · , Nσ}. On note que le critère de performance
imposé par le filtre Wj,k,` au transfert Tj,k,` est entièrement respecté si et seulement si le
gain H∞ vaut γj,k,` < 1. Une valeur γj,k,` ≥ 1 indique que le critère n’est pas strictement
respecté. Toutefois, une valeur légèrement supérieure à 1 est souvent tolérable et signifie que
le critère est partiellement respecté.

L’ensemble de tous les gains H∞ γj,k,` calculés dans la synthèse multimodèle et multiobjectif
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est défini comme suit :

Y :=
Nf⋃
j=1

N%−1⋃
k=0

Nσ⋃
`=1
{γj,k,`} . (5.47)

Puis, le gain H∞ global associé à la synthèse est défini comme suit :

γ := max
(
Y
)
. (5.48)

Les liens qui unissent les grandeurs intervenant dans le problème de synthèse H∞ structurée,
multimodèle et multiobjectif sont illustrés à la figure 5.3. Enfin, ce problème est solutionné
en utilisant la fonction systune de MATLAB® qui a été développée suite aux travaux
de [19–21].

Figure 5.3 Problème de commande généralisé dans le cadre de la synthèse H∞ structurée
multimodèle utilisant des gains autoséquencés [18]

Méthodologie de résolution numérique

Puisque le problème de synthèse H∞ structurée, multimodèle et multiobjectif est résolu à
l’aide d’outils numériques – c.-à-d. en utilisant la fonction systune de MATLAB®, cela im-
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plique que la valeur des paramètres recherchés κ+ doit être initialisée à une certaine valeur se
rapprochant le plus possible de la solution recherchée. Avant d’effectuer la première synthèse
H∞, la seule information dont on dispose est celle issue de la synthèse LQR. Toutefois, bien
que les méthodes de synthèses LQR et H∞ possèdent la même architecture consistant en
un retour de sortie augmenté d’une action intégrale, ces deux méthodes n’emploient pas les
mêmes fonctions de séquencement pour leurs gains K+

ξ et K+
γ . Ainsi, ces deux méthodes ne

possèdent pas le même vecteur de paramètres κ+. Par conséquent, il n’est pas possible d’uti-
liser directement la solution de la méthode LQR afin d’initialiser la méthode H∞. Cependant,
l’analyse des courbes de gains obtenues pour la synthèse LQR peut guider consciencieusement
le choix des paramètres initiaux de la première synthèse H∞. Puis, une fois cette première
synthèse H∞ effectuée, les deux synthèses suivantes peuvent être initialisées en utilisant les
résultats respectifs de leur synthèse précédente. Il y a donc au total quatre synthèses (et donc
quatre jeux de gains !) impliquées dans la seconde méthode : la première synthèse issue de
la première méthode utilisant la synthèse LQR et les trois synthèses H∞. Ces trois dernières
synthèses sont découpées judicieusement afin d’augmenter progressivement la complexité du
problème de synthèse multimodèle et multiobjectif. Cette façon de procéder permet de fa-
ciliter la résolution numérique du problème de synthèse à chaque étape intermédiaire. On
précise que toutes ces synthèses sont dépendantes et doivent être effectuées dans un ordre
précis afin d’obtenir les gains finaux qui sont utilisés dans le système de commandes de vol.

Les quatre synthèses comprises dans ce processus sont les suivantes :
1. LQR+PPP : Synthèse initiale LQR unimodèle effectuée point par point pour chacun

des modèles compris dans le domaine de séquencement à l’équilibre E. Cette synthèse
utilise les paramètres nominaux %0, puisqu’elle n’admet pas un cadre multimodèle. Le
TCC n’est pas inclus dans cette synthèse. Elle permet toutefois d’obtenir rapidement
un premier jeu de 2× 31 gains K+

ξk,`
et K+

γk,`
afin d’analyser leur parité sur le domaine

de séquencement (cf. section 5.4.1), puis d’initialiser la première synthèse H∞.
2. H∞+PPP : Première synthèse H∞ structurée effectuée à mi-chemin entre une syn-

thèse PPP et une synthèse multimodèle (SMM). L’aspect multimodèle concerne les 5
différentes configurations paramétriques et l’aspect unimodèle concerne les 31 points
de séquencement à l’équilibre considérés dans la synthèse. Ainsi, comme pour la syn-
thèse LQR+PPP, un total de 2 × 31 gains K+

�k,` sont synthétisés pour chacune des
31 familles comprenant 5 modèles avec des configurations paramétriques différentes.
La recherche des 2 × 31 gains est initialisée à l’aide des gains trouvés à la synthèse
précédente LQR+PPP. Cette synthèse sert essentiellement à valider que l’ensemble
des filtres fréquentiels (cf. section 5.3.6) qui sont utilisés dans le cadre de la synthèse
H∞ respectent le cahier des charges (cf. section 5.3.1). Les fonctions de séquencement
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ne sont pas utilisées dans cette synthèse ni le TCC, puisque les points d’équilibre sont
considérés PPP.

3. H∞+SMM : Synthèse intermédiaire H∞ structurée multimodèle qui est effectuée
d’un seul coup sur l’ensemble de tous les modèles appartenant à Θe. Cela inclut la
variation des configurations paramétriques %k et celle des points de séquencement
d’équilibre σe` . Le nombre de paramètres libres κ+ est restreint à la configuration
architecturale utilisant la fonction de séquencement φ sans toutefois considérer le
TCC dans les modèles linéarisés. La partie constante des gains de cette synthèse est
initialisée avec les gains obtenus à la 2e synthèse H∞+PPP, tandis que leur partie
variable 5.10 est initialisée à une valeur nulle. Cette première synthèse H∞ entièrement
multimodèle sert essentiellement à valider que les mêmes filtres fréquentiels qui sont
utilisés à la 2e synthèse H∞+PPP permettent toujours de respecter le cahier des
charges ; malgré le fait que le nombre de paramètres libres dans le problème de synthèse
de gains SMM a diminué par rapport à la synthèse de gains PPP 5.11.

4. H∞+TCC : Dernière synthèseH∞ et également l’ultime synthèse de la méthodologie
de résolution numérique. Cette synthèse est effectuée en tout point identiquement à la
synthèse précédente H∞+SMM à une exception près : le TCC est finalement inclus
dans l’architecture linéarisée des modèles considérés dans cette synthèse multimodèle.
Puisqu’elle utilise également la fonction de séquencement φ, les paramètres des gains
contenus dans κ+ et trouvés à la synthèse précédente peuvent être réutilisés tels quels
dans l’initialisation de cette dernière synthèse.

Enfin, on note que les acronymes suivants sont utilisés afin de définir les deux configurations
paramétriques considérées dans cette méthodologie :

1. NOM : configuration paramétrique nominale utilisant seulement %0 dans le cadre de
la synthèse LQR unimodèle ;

2. INC : configurations paramétriques incertaines utilisant toutes les configurations %k
dans le cas des synthèses H∞ multimodèles.

5.10. Par exemple, pour un gain scalaire k ∈ R séquencé en fonction de l’état σ ∈ R tel que k(σ) =
k0 + k1σ+ k2σ

2 + k3σ
3 + · · ·+ knσ

n, la partie constante du gain séquencé k(σ) correspond au gain k(0) = k0,
tandis que sa partie variable correspond aux gains k1, k2, k3, . . . , kn. Cf. sections 5.3.6 et 5.4.1 pour plus de
détails concernant les différentes parties constante et variable des gains.
5.11. Dans les synthèses LQR+PPP et H∞+PPP, il y a m× (q+g)×Nσ paramètres libres en tout pour les
2×Nσ gains K+

ξk,`
et K+

γk,`
. Dans les synthèses H∞+SMM et H∞+TCC, il y a m× (q+ g)×ϕ paramètres

libres en tout pour les deux gains Kφ
ξ et Kφ

γ . Or, de manière générale, on prend toujours ϕ < Nσ. Ainsi, pour
le second groupe de synthèses, il y a Nσ

ϕ moins de paramètres libres que pour le premier groupe.
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5.3 Autopilote longitudinal pour un aéronef convertible à corps inclinable

Cette section présente l’application des deux méthodes de synthèses présentées au tableau 5.1.
L’application retenue dans le cadre du projet consiste en la conception d’un autopilote pour la
dynamique longitudinale du MAVion. Concrètement, un tel système consiste en la régulation
et le suivi de la vitesse d’avancement vn et de l’altitude h. Par exemple, si l’on considère le
parcours de vol typique et minimaliste d’un tel drone convertible présenté à la figure 5.4,
la phase de décollage consiste à réguler la vitesse d’avancement vn à une valeur nulle tout
en augmentant progressivement l’altitude h jusqu’à sa valeur de croisière. Ensuite, l’aéronef
effectue un vol de transition en partant d’une vitesse d’avancement nulle jusqu’à atteindre
sa vitesse de croisière désirée. Toute la phase de vol de croisière est ensuite effectuée à
altitude et vitesse d’avancement constantes. L’autopilote s’assure également de rejeter les
perturbations de vent qui peuvent survenir à tout moment. Puis, l’engin effectue une seconde
transition cette fois à l’approche de son point d’atterrissage afin de réduire progressivement
sa vitesse d’avancement jusqu’à une vitesse nulle. L’aéronef effectue ensuite un atterrissage
en présence de vent en maintenant sa vitesse inertielle nulle. Cette dernière phase de vol
sollicite pleinement la loi de commandes en matière de régulation de la vitesse d’avancement
inertielle vn et l’altitude h. Le parcours est complété lorsque le drone revient à son altitude
initiale.

Figure 5.4 Parcours typique 2D du MAVion lors d’une mission complète

La loi de commandes de vol se base sur les courbes d’équilibre présentées à la figure 4.2 du
modèle d’état du MAVion présenté à la section 4.1. On considère également le vecteur s
des sorties de saturations définies à la section 4.2. Les incertitudes paramétriques considérées
dans les synthèses sont celles définies à la figure 4.1.

Cette section reprend exactement les mêmes titres des sous-sections des sections 5.1 et 5.2
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en effectuant cette fois l’application concrète des méthodes présentées pour le cas de la
conception d’un autopilote longitudinal. Puisque la démarche associée aux deux méthodes
de synthèses a déjà été détaillée dans ces deux sections, on précise que seuls les éléments clés
permettant de reproduire les résultats de synthèses et de simulations présentés respectivement
aux sections 5.4 et 6.1 sont donnés dans cette section. Enfin, la première sous-section consiste
en la présentation du cahier des charges définissant les critères de performance désirés. Ces
derniers sont alors étroitement reliés aux choix des matrices de pondération Qak,` et Rk,`

dans la synthèse LQR unimodèle présentée à la section 5.2.1 et aux filtres fréquentiels Wj,k,`

dans la synthèse H∞ structurée multimodèle présentée à la section 5.2.2.

La valeur numérique nominale de chaque paramètre du modèle longitudinal du MAVion
contenu dans le vecteur %0 est celle présentée au tableau 5.2 de la page suivante.
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Tableau 5.2 Valeur numérique nominale des paramètres du modèle d’état longitudinal

Symbole Description Valeur Unité(s)
Paramètres inertiels

m masse 0.430 kg
Iyy moment d’inertie en tangage 0.0036 kg m2

Paramètres atmosphériques
g0 gravité standard 9.80665 m/s2

ρ0 masse volumique standard de l’air 1.225 kg/m3

Paramètres alaires
rca décalage du centre aérodynamique par rapport au CG −0.10c m
c corde 0.210 m
S surface alaire totale 0.0882 m2

Paramètres aérodynamiques
CLα coefficient de portance 2π −
CD0 coefficient de traînée 0.1 −
Cmq coefficient de moment en tangage −0.5 −

Paramètres des actionneurs
Sp surface balayée par une hélice 0.0346 m2

kt coefficient de poussée des moteurs 3.136e-6 N s2/rad2

τω constante de temps des moteurs 0.08 s
τδ constante de temps des élevons 0.10 s
ξfy coefficient d’efficacité en force des élevons 1/3 −
ξmy coefficient d’efficacité en moment des élevons 2/3 −

Paramètres de saturation des actionneurs
ω−sat borne inférieure de saturation statique des moteurs 0 rad/s
ω+
sat borne supérieure de saturation statique des moteurs 920 rad/s
ω̇−sat borne inférieure de saturation dynamique des moteurs −1000 rad/s2

ω̇+
sat borne supérieure de saturation dynamique des moteurs 3000 rad/s2

δ−sat borne inférieure de saturation statique des élevons −π/4 rad
δ+
sat borne supérieure de saturation statique des élevons π/4 rad
δ̇−sat borne inférieure de saturation dynamique des élevons −1 rad/s
δ̇+
sat borne supérieure de saturation dynamique des élevons 1 rad/s
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5.3.1 Cahier des charges : Autopilote longitudinal

Afin de rendre crédible l’étude de cas effectuée dans cette section, un cahier des charges
complet est élaboré pour la conception de l’autopilote longitudinal de l’aéronef convertible :

1. Domaine de vol : −30 ≤ vn ≤ 30 m/s (l’aéronef qui a été modélisé avec un profil
alaire symétrique doit pouvoir voler à la fois sur son ventre et sur son dos) ;

2. Sorties disponibles : tout le vecteur d’état x incluant ceux des actionneurs (on effec-
tue l’hypothèse qu’il est soit possible de les mesurer ou bien de les estimer rapidement
en concevant des estimateurs/filtres) ;

3. Variables régulées : la vitesse d’avancement vn et l’altitude h ;

4. Erreurs de suivi : l’architecture de la loi de contrôle doit assurer des erreurs nulles
en régime permanent pour les variables régulées (vn(∞)→ vnc et h(∞)→ hc) ;

5. Temps de réponse : tvn = 1.5 s et th = 3 s (on accorde la priorité à la régulation
en vitesse par rapport à celle en position) ;

6. Dépassements : on tolère des dépassements maximums de l’ordre de 5 % sur les
sorties régulées vn et h ;

7. Découplages : un échelon commandé en vitesse vnc doit entraîner une variation d’au
plus 10 % en altitude h et idem pour l’effet de hc sur vn avec des temps de réponse
de l’ordre de tr = 4.5 s sur ces deux transferts couplés ;

8. Saturations : afin d’éviter la saturation dynamique des actionneurs (ω̇ et δ̇), leur
sollicitation pour des entrées commandées en escalier unitaire (vnc et hc) et perturbées
(wn et wd) est limitée à 50 % de leurs valeurs limites (cf. tableau 5.2 pour les valeurs
de saturation des actionneurs) ;

9. Stabilité et robustesse : marge de gain de 12 dB, marge de phase de 45◦, amortis-
sement minimum de 0.5, fréquence maximum de 100 Hz et fréquence de décroissance
exponentielle minimale de 0.5 Hz imposés aux pôles du système en BF ;

10. Incertitudes paramétriques : le système de commandes de vol doit maintenir
des performances acceptables 5.12 pour des variations paramétriques indépendantes de
l’ordre de ± 25 % pour le coefficient aérodynamique du moment en tangage Cmq et la
position du centre aérodynamique rca (la synthèse linéaire du contrôleur est toutefois
effectuée avec la valeur atténuée de ± 10 % à l’image de la méthode employée par [18]).

5.12. Une analyse qualitative de ce qui est acceptable est effectuée lors de la validation par simulations du
système de commandes de vol au chapitre 6.
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5.3.2 Architecture non linéaire : Autopilote longitudinal

On définit explicitement les variables du modèle d’état qui sont utilisées dans le système de
commandes de vol.

Les grandeurs du modèle d’état utilisées dans les systèmesM, O et C sont les suivantes :


γ := x =
[
u w q θ h ω δ

]>
∈ Rg

r :=
[
vnc hc

]>
∈ Rq

z := g(γ) =
[
ν(γ) h

]>
=
[
vn h

]>
∈ Rq

ξ :=
[
vni hi

]>
∈ Rq

σ := ν(γ) = u cos θ + w sin θ = vn ∈ Rς

u :=
[
ωc δc

]>
∈ Rm

w :=
[
wn wd

]>
∈ Rv

(5.49)

où g = n = 7, q = 2, ς = 1, m = 2 et v = 2.

Sans surprise, le point de symétrie du domaine de séquencement E correspond à la valeur de
vitesse d’avancement nulle : σe§ = σe1 = vne1

= 0 m/s. Les valeurs d’équilibre correspondantes
non nulles comprises dans ϑe0,§ et calculées avec %0 sont :

ϑe0,§

(
%0, σe§

)
:= ϑe0,1(%0, σe1) = ϑe0,1

(
vne1

, θe0,1 , ωe0,1 , δe0,1

)
où



vne1
= 0 m/s

θe0,1 = 90 deg

ωe0,1 = 847 rad/s

δe0,1 = 0 deg
(5.50)

ce qui donne les deux points de symétrie suivants :

γ§ :=

[
0 0 0 π/2 0 847 0

]>
u§ :=

[
847 0

]>
.

(5.51)

5.3.3 Architecture à l’équilibre : Autopilote longitudinal

Les courbes d’équilibre calculées à partir de la solution donnée en (F.21) ont déjà été données
à la figure 4.2.
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5.3.4 Architecture linéarisée : Autopilote longitudinal

Obtenir les expressions analytiques des matrices jacobiennes comprises dans les systèmes
linéarisés ∆Sk,`, ∆Mk,` et ∆Ck,` serait tout à fait possible, mais leur complexité rend leur
présentation sur du papier de format lettre quelque peu difficile. Celles-ci ont toutefois été
calculées à l’aide de deux logiciels différents afin de valider leur exactitude. Ainsi, elles ont
d’abord été obtenues en utilisant le Symbolic Math Toolbox™ disponible sur MAT-
LAB® de MathWorks® ; puis, validées en utilisant le logiciel à représentation symbolique
Mathematica® de Wolfram®. Le lecteur est invité à procéder pareillement.

Le test d’observabilité du critère de Kalman a été effectué avec la fonction obsv de MAT-
LAB® et les paires de matrices (Ak,`,Ck,`) sont bien observables pour tous les points d’équi-
libre contenus dans le domaine d’opération Θe considéré dans les synthèses. Ceci n’est aucu-
nement une surprise, puisqu’on sait que les modèles d’état linéarisés ∆Sk,` et ∆Mk,` donnés
respectivement en (4.20) et (5.11) sont déjà définis en utilisant une forme minimale 5.13, puis-
qu’ils utilisent la représentation minimale des angles d’Euler pour la dynamique de la cinéma-
tique en rotation 5.14 et que Ck,` = In×n. De plus, la commandabilité des paires

(
Ak,`,Buk,`

)
a déjà été vérifiée à la section 4.6.

Critère d’observabilité de Kalman
Une paire de matrices (A,C) avec A ∈ Rn×n et C ∈ Rg×n est dite observable si et
seulement si la matrice d’observabilité Mo :

Mo(A,C) =



C
CA
CA2

...
CAn−1


∈ Rgn×n (5.52)

est de rang plein – c.-à-d. que rang(Mo) = n. 4

5.3.5 Synthèse optimale LQR : Autopilote longitudinal

À la section 5.3.2, on a fait l’hypothèse que tout le vecteur d’état x est mesurable. Puis, à
la section 5.2.1, on a montré comment il est possible de rapporter le problème de commande

5.13. Des modèles d’état linéarisés ∆Sk,` et ∆Mk,` admettent une représentation minimale si et seulement
si leur paire de matrices

(
Ak,`,Buk,`

)
est commandable et leur paire de matrices (Ak,`,Ck,`) est observable.

5.14. Cf. page 48 concernant les différentes représentations de la cinématique en rotation.
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par RSS en un problème de RES si ∆γk,` = Ck,`∆xk,`, c.-à-d. que les sorties mesurées
dépendent exclusivement des états du système. Un autre fait notable de cette technique est
qu’elle permet de pondérer plutôt les sorties γ au lieu des états x. Or, il s’avère que cela
est fortement souhaitable pour la synthèse de l’autopilote longitudinal dont l’objectif est de
réguler la vitesse d’avancement vn et l’altitude h.

Normalement, lorsqu’on pondère une variable d’état dans le cadre de la synthèse LQR avec
des objectifs de performance en BF pour des entrées en échelon (cf. section 5.3.1 pour le cahier
des charges), on souhaite jouer sur trois paramètres définissant la forme de la régulation :
l’action proportionnelle (P), l’action intégrale (I) et l’action dérivée (D). En effet, l’utilisation
conjointe de ces trois actions permet de recréer l’effet d’un contrôleur PID qui est facile à
ajuster. Pour ce faire, il suffit de débuter en ajustant le gain P jusqu’à l’atteinte du plateau
de régime permanent avec le temps de réponse souhaité. Puis, on poursuit en ajustant le
gain D afin d’obtenir l’amortissement désiré et l’ajustement final est effectué en modifiant le
gain I 5.15. Cependant, l’architecture de commande retenue dans la section 5.1.1 ne consiste
pas en un PID classique. Il n’y a donc pas de gains kp, ki et kd à proprement parler. Néanmoins,
il est possible de recréer l’effet PID en effectuant un choix judicieux des variables pondérées.

Tableau 5.3 Analogie entre les variables régulées et les actions PID

Variable régulée \ Action P I D
Vitesse d’avancement vn vni an

Altitude h hi −vd

Le tableau 5.3 montre que pour chaque variable régulée, en l’occurrence vn et h pour l’au-
topilote longitudinal, il existe une variable recréant l’effet PID. De fait, pour l’action pro-
portionnelle rattachée au gain multipliant la variable vn, il est possible de recréer l’action
intégrale en multipliant vni (contenue dans ξ) par un gain. De même, afin de recréer l’action
dérivée, il suffit d’utiliser l’accélération an qui est la dérivée de la vitesse vn. Pour l’altitude
h, on peut procéder pareillement en utilisant plutôt hi et −vd. Ainsi, au lieu de pondérer le
vecteur d’état x dont la plupart des états sont exprimés dans le repère Ro, on décide plutôt
de pondérer un autre vecteur y avec les variables du tableau 5.3 qui sont plutôt exprimées
dans Ri, soit le même repère que les variables de régulation contenues dans z. On définit ce

5.15. À vrai dire, ces trois actions sont couplées par rapport à l’atteinte des performances visées et il est
souvent nécessaire d’itérer à quelques reprises avant d’obtenir les performances visées. Toutefois, la démarche
générale qui est donnée consiste en une excellente façon d’entamer le processus.
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nouveau vecteur comme suit :

y := hy(x,u,w,%) =
[
vn h an vd q ω δ

]>
∈ Rp

avec



vn := u cos θ + w sin θ

vd := w cos θ − u sin θ

au := u̇+ qw = f1(x,u,w,%) + qw

aw := ẇ − qu = f2(x,u,w,%)− qu

an := au cos θ + aw sin θ

(5.53)

où p = g = n = 7. De plus, on rappelle que f1 et f2 sont définies en (4.3). On note également
que le choix de retenir vd ou −vd dans y ne fait que changer le signe des composantes de
gains correspondant à cette grandeur. De fait, l’action dérivée est conservée identiquement
dans les deux cas.

Si l’on pose que γ := y = hy(x,u,w,%) et qu’on utilise la méthode de transformation
RSS→RES présentée à la section 5.2.1, une fois la linéarisation de hy effectuée autour de
son point d’équilibre ϑek,` , on obtient le vecteur d’état augmenté ∆xak,` suivant – cf. (5.28) :

∆xak,` :=
[

∆vni ∆hi︸ ︷︷ ︸
I

∆vn ∆h︸ ︷︷ ︸
P

∆an ∆vd︸ ︷︷ ︸
D

∆q ∆ω ∆δ
]>
∈ Rq+p

(5.54)

où les actions PID sont maintenant clairement mises en évidence ! Ainsi, en procédant comme
il a été expliqué plutôt et suite à quelques itérations afin d’obtenir des performances qui
respectent tous les critères du cahier des charges, on obtient les matrices de pondération
diagonales suivantes associées respectivement à ∆xak,` et ∆uk,` :

Qak,` :=



6.307 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2.227 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.625 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.001 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0.1562 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0.1313 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4× 10−10 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0.0001313



∀ (k, `)

(5.55)
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et Rk,` :=
1.6× 10−5 0

0 5.252

 ∀ (k, `) . (5.56)

Ces deux matrices constantes ont été utilisées pour les 31 points d’équilibre vne` contenus
dans E. En effet, l’utilisation de pondérations constantes sur tout le domaine de séquencement
a permis d’obtenir de très bonnes performances. On précise également que la vérification
des tests de stabilisabilité et de détectabilité définis respectivement en (5.32) et (5.33) sont
complétés avec succès pour les paires de matrices respectives

(
Aak,` ,Bak,`

)
et
(
Aak,` ,

√
Qak,`

)
.

De plus, on souligne que les bonnes pondérations peuvent rapidement être trouvées en suivant
un processus itératif, puisque la fonction lqr de MATLAB® permet d’obtenir la solution de
chaque point d’équilibre de manière quasi instantanée. En effet, la résolution numérique de
la synthèse LQR unimodèle pour les 31 modèles considérés est de l’ordre de 2.5 s seulement !

Ainsi, l’application de la méthode mise de l’avant dans cette section permet d’obtenir les 31
jeux de gains K+

ξk,`
et K+

yk,`
. Toutefois, ce second gain K+

yk,`
n’est valide que pour les nouvelles

sorties y. Pour obtenir le gain utilisable dans l’architecture de commandes utilisant un RES
avec γ := x, il suffit d’utiliser la matrice de changement de base entre x et y :

K+
γk,`

:= K+
xk,`

= K+
yk,`

Cyk,` (5.57)

où Cyk,` est la matrice jacobienne associée à la linéarisation de hy. Les courbes de gains
ainsi obtenues pour K+

ξk,`
∈ R2×2 et K+

γk,`
∈ R2×7 sont présentées à la figure 5.6. On note

également que κ+
k,` ∈ R18. Enfin, tous les résultats de cette synthèse LQR sont analysés à la

section 5.4.2.

5.3.6 Synthèse robuste H∞ structurée : Autopilote longitudinal

On présente ici l’application à la dynamique longitudinale de la seconde méthode de synthèses
expliquée à la section 5.2.2. Concrètement, on explicite d’abord la fonction de séquencement
φ retenue pour les gains utilisés dans l’autopilote longitudinal. Puis, on donne également le
détail de tous les gabarits fréquentiels Gj utilisés dans la synthèseH∞ structurée, multimodèle
et multiobjectif. Enfin, les résultats de chacune des étapes intermédiaires de cette méthode
sont donnés en fin de section.

Choix de la fonction de séquencement des gains

Afin de pouvoir appliquer la seconde méthode de synthèse présentée au tableau 5.1, il est
d’abord nécessaire de définir la fonction de séquencement utilisée afin de générer chacune
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des composantes des gains K+
�. Ainsi, on considère un séquencement effectué avec la variable

σ := vn de la forme suivante :

k+
�ij

(
|vn|,κ+

�

)
:=

4∑
[=1

[k+
�ij

(
κ+
�

)
|vn|ϕ−1

= 1k+
�ij︸ ︷︷ ︸

partie constante

+ 2k+
�ij |vn|+

3k+
�ij |vn|

2 + 4k+
�ij |vn|

3︸ ︷︷ ︸
partie variable

(5.58)

qui est essentiellement un polynôme de degré 3 que l’on peut reporter dans sa forme équiva-
lente utilisant plutôt le vecteur de la fonction de séquencement φ ∈ Rϕ avec ϕ = 4 :

φ
(
|vn|

)
=
[
1 |vn| |vn|2 |vn|3

]>
∈ R4 (5.59)

auquel sont associés les nouveaux gains Kφ
ξ ∈ R2×8 et Kφ

γ ∈ R2×28 de sorte que le vecteur
κ+ ∈ R72 contient les 72 paramètres réglables de la synthèse. On note que la première
composante de φ, soit φ1 = 1, représente la partie constante de la fonction de gain, tandis
que les trois autres composantes constituent la partie variable. La partie constante domine la
contribution globale du gain lorsque la vitesse d’avancement vn est faible. Les gains qui y sont
associés sont donc très importants dans la synthèse. Ceci est encore plus vrai, car la vitesse
nulle vn = 0, utilisant alors uniquement la partie constante du gain, représente la phase
de vol stationnaire qui est très importante au décollage et à l’atterrissage. Une attention
particulière doit être portée aux paramètres compris dans κ+ qui y sont associés. De fait, si
on reprend les explications données à la page 69 concernant la parité des fonctions de gain,
alors toutes les composantes de gains reliées à un transfert impair doivent être bloquées à
une valeur nulle dans le processus de synthèse. Cela implique notamment qu’il y a moins de
72 paramètres libres dans le processus de synthèse, puisque certaines composantes de Kφ

ξ et
Kφ
γ sont annulées et bloquées. De fait, ce sont précisément les paramètres 1k+

�ij de (5.58) qui
doivent être annulés lorsque k+

�ij est associé à un transfert impair, soit k+
�ij := 	k+

�ij . La raison
pour laquelle il faut mettre 1k+

�ij = 0 pour ces cas-là est très simple : toute fonction impaire a
une ordonnée à l’origine nulle par définition. En effet, la définition 	k�ij

(
v−ne

)
= −	k�ij

(
v+
ne

)
implique que cette grandeur est nulle en vne = 0. On rappelle que l’analyse de la parité des
transferts associés aux composantes de gains est effectuée à la section 5.4.1.

Gabarits fréquentiels utilisés dans les synthèses H∞

Le tableau 5.4 présente les 14 différents gabarits fréquentiels Gj qui sont utilisés dans les
synthèses H∞ structurées, multimodèles et multiobjectifs de la seconde méthode décrite au
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tableau 5.1.

Tableau 5.4 Gabarits fréquentiels utilisés dans les synthèses H∞ structurées multimodèles

Gj {k, `} TuningGoal Tj,k,` fffj,k,`

G1 ×155 .StepTracking ∆vn/∆vnc
refSys = Gvn

k,`

(
s,ϑek,`

)
relGap = 0.05

models = {k, `}

G2 ×1 .StepTracking ∆h/∆hc
refSys = Gh(s)
relGap = 0.05

G3 ×1 .StepRejection ∆vn/∆hc
peak = 0.1

tSettle = 2.9
zeta = 0.5

G4 ×1 .StepRejection ∆h/∆vnc idem

G5 ×1 .Poles G
minDecay = 0.5

minDamping = 0.5
maxFreq = 60

G6 ×1 .Margins ∆u gainMargin = 12
phaseMargin = 45

G7 ×1 .Gains ∆ω̇/∆vnc gainValue = 0.5
∣∣∣ω̇−sat∣∣∣

G8 ×1 .Gains ∆ω̇/∆hc idem
G9 ×1 .Gains ∆ω̇/∆wn idem
G10 ×1 .Gains ∆ω̇/∆wd idem
G11 ×1 .Gains ∆δ̇/∆vnc gainValue = 0.5 δ̇+

sat

G12 ×1 .Gains ∆δ̇/∆hc idem
G13 ×1 .Gains ∆δ̇/∆wn idem
G14 ×1 .Gains ∆δ̇/∆wd idem

On précise que les gabarits fréquentiels Gj sont appliqués aux modèles en boucle fermée
Gk,` en utilisant la même stratégie employée par [1, 41, 76, 77] qui consiste à se servir de la
fonction systune du Control System Toolbox™ de MATLAB®. La seconde colonne du
tableau 5.4 indique si le gabarit Gj est appliqué 1 seule fois à l’ensemble de tous les modèles
en BF ou bien s’il est appliqué individuellement à chacun des 155 modèles contenus dans la
synthèse H∞. La troisième colonne du tableau montre le type de gabarit qui est employé avec
la classe TuningGoal de MATLAB®. La quatrième colonne indique à quel transfert (ou point
d’analyse) Tj,k,` est appliqué le gabarit Gj. Enfin, la cinquième et dernière colonne donne les
paramètres fffj,k,` qui sont appliqués au transfert Tj,k,` lors de l’appel de la classe TuningGoal
avec son type de gabarit respectif. On spécifie qu’il y a un total de 1 × 155 + 13 × 1 = 168
filtres Wj,k,` distincts qui sont appliqués dans chaque synthèse H∞. En effet, à l’exception du
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premier gabarit G1 qui génère un filtre Wj,k,` distinct pour chacun des 155 modèles linéarisés
en boucle fermée Gk,`, tous les autres gabarits sont appliqués uniformément et identiquement
à l’ensemble de tous les modèles linéarisés en BF. On souligne que le gabarit G5 associé aux
critères de performance des pôles en BF est appliqué uniformément à tous les modèles Gk,`.
Les marges de stabilité (de gain et de phase) définies par le gabarit G6 sont quant à elles
appliquées identiquement à l’entrée ∆u de tous les systèmes linéarisés ∆Sk,`. La valeur des
paramètres ω̇−sat et δ̇+

sat est celle indiquée au tableau 5.2. On met également en évidence que
tous les gabarits fréquentiels Gj définis dans le tableau 5.4 sont appliqués identiquement à
chacune des trois étapes de synthèse H∞ expliquées à la page 88 de la section 5.2.2. Enfin,
les paramètres optionnels par défaut sont utilisés lors de l’appel de la fonction systune dans
MATLAB®.

Le modèle de référence Gvn utilisé dans le gabarit G1 définissant les performances en suivi
imposées au transfert en BF ∆vn/∆vnc est défini comme suit :

Gvn
k,`

(
s,ϑek,`

)
:=

Kk,`

(
υ+
k,`

(
ϑek,`

)
− s

)
(λk,` + s)4

(5.60)

où Gvn
k,` est une fonction de transfert d’ordre 4, qui est générée de manière à avoir un temps de

réponse à 2 % d’exactement tvnr = 1.5 s. On précise que cette fonction de transfert est générée
afin d’ajouter explicitement le zéro invariant à phase non minimale υ+

k,`, situé dans le plan
complexe positif de la figure 4.3, dans la dynamique en BF imposée au transfert ∆vn

∆vnc
. De

fait, l’analyse des zéros effectuée à la section 4.7 a permis de constater que c’est précisément
sur ce transfert qu’intervient l’effet parasite non désirable du sous-dépassement lorsqu’on y
injecte une entrée de type échelon. Puisque l’architecture de commande retenue ne permet
pas d’annuler ce zéro naturellement instable, il a été décidé de l’ajouter explicitement dans
la dynamique imposée en BF. Cette manière de procéder a permis d’obtenir de meilleurs
résultats avec la synthèse H∞ structurée que lorsqu’on impose une fonction de transfert
analogue de multiplicité 4, mais sans le zéro. Enfin, la valeur du gain Kk,` et du pôle λk,` est
directement fonction du temps de réponse tvnr et du zéro instable υ+

k,` imposés. D’ailleurs, ce
gabarit fréquentiel G1 est le seul qui varie en fonction du modèle linéarisé autour de son point
d’équilibre ϑek,` considéré en boucle fermée. Cela mène alors à la génération de 155 filtres
fréquentiels W1,k,` distincts.

Puis, le modèle de référence Gh utilisé dans le gabarit G2 définissant les performances en suivi
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imposées au transfert en BF ∆h/∆hc est défini comme suit :

Gh(s) := 84.071
(3.028 + s)4 (5.61)

où Gh est une fonction de transfert d’ordre 4, qui est générée de manière à avoir un temps
de réponse à 2 % d’exactement thr = 3 s. On précise que la multiplicité 4 est utilisée dans
les modèles de référence en boucle fermée Gvn et Gh afin d’adoucir la dérivée du signal
de référence lors de la phase initiale de l’échelon. Cette façon de procéder permet d’avoir
une commande moins agressive et d’améliorer les performances de synthèses H∞ tout en
respectant les critères du cahier des charges.

D’ailleurs, les deux modèles de référence Gvn
k,` et Gh sont basés sur le modèle de Strejc qui

permet d’identifier la dynamique d’un système en y injectant une entrée de type échelon [78].
La dynamique du système est alors modélisée comme un système linéaire de degré n, dans
lequel est également ajouté un retard pur :

Gs(s,K, τ, λ) := Ke−τs(
1− s

λ

)n ∀ s ∈ C (5.62)

où K ∈ R∗+ est le gain statique, τ ∈ R+ est la constante de temps du retard pur et λ ∈ R∗−
est l’unique pôle réel stable de multiplicité n de la fonction de transfert Gs du modèle de
Strejc. On note que le retard pur a été omis dans les choix de Gvn

k,` et Gh, en prenant τ = 0.

Enfin, la valeur de chacun des paramètres contenus dans fffj,k,` et imposés à chaque filtre Wj,k,`

est choisie de manière à respecter le cahier des charges qui a été défini à la section 5.3.1.

Résultats des étapes intermédiaires de synthèse

On se rappelle qu’il est nécessaire de compléter trois étapes (cf. page 88) de synthèses H∞
dans la seconde méthode présentée au tableau 5.1.

Ainsi, les courbes de gain obtenues aux étapes H∞+PPP, H∞+SMM et H∞+TCC sont
respectivement présentées aux figures 5.13, 5.19 et 5.25.

De plus, pour l’étape H∞+SMM qui concerne une synthèse multimodèle avec autoséquen-
cement des gains sans considérer le TCC, on obtient le gain constant SMMKφ

ξ suivant :

SMMKφ
ξ :=

 0 373.1 39.19 −6.822 0.08341 0.9484 −0.03688 −0.03998
3.349 0 0.2712 −0.2092 −0.07087 −0.03473 0.001658 0.00139


(5.63)
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où l’on remarque bien la présence des deux composantes nulles 1k+
ξ11 = 1k+

ξ22 = 0 de 1Kφ
ξ qui

sont liées aux transferts impairs de la partie constante du gain SMMKφ
ξ – cf. équations (5.39)

et (5.58).

Puis, le gain constant SMMKφ
γ obtenu est :

SMMKφ
γ :=

[
1Kφ

γ
2Kφ

γ
3Kφ

γ
4Kφ

γ

]
∈ R2×28 (5.64)

où 

1Kφ
γ :=

−270.7 0 0 0 −507.6 −0.7659 0
0 −2.595 1.882 8.472 0 0 −6.514


2Kφ

γ :=
 8.358 −4.064 −1.059 −125.2 7.878 0.06311 −112.9
−0.2031 0.07156 −0.1801 −1.564 0.4193 0.00265 −0.5188


3Kφ

γ :=
 −1.32 0.7176 0.1426 −3.086 −0.9328 −0.0004491 3.487

0.04007 −0.009205 0.01193 0.4923 0.03085 −0.0002464 0.03395


4Kφ

γ :=
 0.04 −0.021 −0.003 0.27 0.044 −3.7× 10−5 −0.031
−0.00096 0.00031 −0.00026 −0.015 −0.0015 6.7× 10−6 −0.00084

 .
(5.65)

On remarque également la présence des sept composantes annulées 1k+
γij

= 0 de 1Kφ
γ qui sont

associées aux transferts impairs du gain SMMK+
γ – sa partie constante étant 1Kφ

γ .

Pareillement, pour l’étape H∞+TCC qui concerne une synthèse multimodèle avec autosé-
quencement des gains en considérant cette fois le TCC, on obtient le gain constant TCCKφ

ξ :

TCCKφ
ξ :=

 0 429 51.57 −29.04 0.6743 −2.667 −0.07634 0.1009
1.504 0 0.4063 −0.6372 −0.06873 0.01296 0.001663 0.0001602


(5.66)

où l’on remarque toujours la présence des deux mêmes composantes nulles liées aux transferts
impairs. On constate aussi que cette nouvelle itération du gain Kφ

ξ considérant maintenant
le TCC, soit TCCKφ

ξ , est légèrement différente du gain précédent SMMKφ
ξ afin de prendre en

compte cette fois la dynamique qui est associée au TCC tout en respectant les mêmes critères
de performance pour ces deux synthèses.

Puis, le gain constant TCCKφ
γ obtenu est :

TCCKφ
γ :=

[
1Kφ

γ
2Kφ

γ
3Kφ

γ
4Kφ

γ

]
∈ R2×28 (5.67)
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où

1Kφ
γ :=

−305.6 0 0 0 −562.2 −0.8738 0
0 −1.164 0.859 3.842 0 0 −3.065


2Kφ

γ :=
 6.17 −38.85 14.44 −274.9 42.98 0.5295 −74.01

0.2638 −0.1815 0.09402 0.333 0.912 0.003704 −0.659


3Kφ

γ :=
−0.0883 1.82 −0.219 54.5 2.85 −0.0527 −18.8

0.0341 0.00331 −0.0036 0.371 −0.0212 −0.000324 −0.00531


4Kφ

γ :=
 0.0096 −0.021 −0.0076 −1.4 −0.12 0.0012 0.67
−0.0012 6.8× 10−5 9.2× 10−6 −0.01 −0.00015 7.5× 10−6 0.00053

 .
(5.68)

On remarque toujours la présence des sept mêmes composantes annulées qui sont associées
aux transferts impairs du gain TCCK+

γ – sa partie constante étant 1Kφ
γ . Pour la même raison

énoncée pour le gain TCCKφ
ξ , on constate de légères différences entre les composantes des

gains SMMKφ
γ et TCCKφ

γ .

Ainsi, puisque respectivement 2 et 7 composantes sont bloquées à 0 sur les gains constants
respectifs Kφ

ξ et Kφ
γ , il y a donc un total réel de 72−2−7 = 63 paramètres libres par synthèse

H∞ lorsque l’on recherche les valeurs comprises dans κ+ ∈ R72. On précise également que
ce sont les gains constants Kφ

� := TCCKφ
� obtenus à l’étape finale du processus détaillé à la

page 88 qui sont utilisés dans la loi de commande définie en (5.3), (5.5) et (5.38).

Enfin, les gainsH∞ – soit le gain γ défini en (5.48) – obtenus pour les trois étapes de synthèses
H∞, soit H∞+PPP, H∞+SMM et H∞+TCC, sont présentés au tableau 5.6. Les analyses
approfondies des synthèses LQR et H∞ sont présentées à la prochaine section.

5.4 Synthèses incertaines par retour d’état statique

Cette section présente tous les résultats issus des synthèses LQR etH∞ dont certains résultats
préliminaires ont déjà été énoncés respectivement aux sections 5.3.5 et 5.3.6.

Les résultats présentés dans cette section prennent soit la forme de figures ou de tableaux.
Parmi les figures, on compte notamment les huit résultats importants suivants :

1. Analyse de la symétrie (ou de la parité) des transferts des gains Kx := K+
γ et Ki := K+

ξ

sur le domaine d’opération complet du MAVion (−30 ≤ vn ≤ 30 m/s) ;

2. Courbes des gains K+
� en fonction du paramètre de séquencement à l’équilibre vne ;

3. Pôles statiques (ou faux) et pôles dynamiques (ou réels) 5.16 en BF de tous les modèles

5.16. Les pôles statiques ou faux sont ceux calculés à partir des courbes de gains synthétisés sans considérer le
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en BF Gk,` selon l’évolution de vne ;

4. Réponses temporelles en fonction de vne de la sortie régulée ∆z à une entrée de
référence ∆r de type échelon unitaire ;

5. Réponses temporelles en fonction de vne de la sortie de saturation ∆s à une entrée de
référence ∆r de type échelon unitaire ;

6. Réponses temporelles en fonction de vne de la sortie régulée ∆z à une entrée de
perturbation ∆w de type échelon unitaire ;

7. Réponses temporelles en fonction de vne de la sortie de saturation ∆s à une entrée de
perturbation ∆w de type échelon unitaire ;

8. Évolution du gain γ en fonction de vne pour la synthèse H∞+PPP.

Puis, des tableaux et des figures supplémentaires sont également utilisés afin de présenter les
comparaisons les plus notables des quatre étapes de synthèses détaillées à la page 88.

On termine avec quelques précisions :
� Toutes les courbes montrant des gains sont bien issues des 31 points discrets vnek,` ∈ E.
Toutefois, celles-ci ont été lissées afin d’obtenir un affichage plus esthétique.

� On remarque d’ailleurs un changement de nomenclature dans les figures présentées
dans cette section pour les composantes des gains : kx := k+

γ et ki := k+
ξ . Cette

modification est effectuée afin d’expliciter qu’il s’agit bien d’un RES augmenté d’une
action intégrale sur l’erreur de suivi.

� Les caractéristiques du matériel informatique utilisé dans le projet de recherche afin
d’effectuer notamment les synthèses, les simulations et les figures d’analyses sont ré-
pertoriées dans le tableau 5.5. Tous les résultats présentés dans ce mémoire sont intrin-
sèquement liés à ces caractéristiques et des résultats différents peuvent être obtenus
en utilisant un matériel informatique différent. En effet, les résolutions numériques
obtenues sont fortement dépendantes de la capacité de calcul du processeur de la
machine utilisée. Par exemple, avec une meilleure machine, de meilleurs temps de ré-
solutions numériques pourraient être obtenus. Toutefois, les ordres de grandeur relatifs
présentés demeurent tous valides.

TCC, tandis que les pôles dynamiques ou réels sont ceux qui le considèrent. On précise que peu importe si la
synthèse a été effectuée respectivement sans|avec le TCC, il est toujours possible une fois les gains synthétisés
de recalculer quels seraient les pôles respectivement avec|sans le TCC. Pour ce faire, on dérive analytiquement
les courbes de gains obtenues en utilisant une approximation par morceaux de courbes cubiques jointes l’une
à l’autre à chaque vitesse de séquencement vne` . On utilise la fonction spline de MATLAB® afin de dériver
les coefficients des polynômes de degré 3 ainsi obtenus. On rappelle que la dérivée des gains est requise afin
d’évaluer le gain du TCC K+

σ – cf. équation (5.17).
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Tableau 5.5 Caractéristiques du matériel informatique utilisé dans le projet de recherche

Caractéristique Valeur
Version MATLAB® R2017b

Système d’exploitation macOS Mojave 10.14.5
Ordinateur MacBook Pro Retina Mid 2012
Processeur 2.3 GHz Intel Core i7

Mémoire vive 8 GB 1600 MHz DDR3
Carte graphique dédiée NVIDIA GeForce GT 650M 1 GB
Carte graphique intégrée Intel HD Graphics 4000 1536 MB

5.4.1 Analyse de la symétrie des transferts des gains par RES

Dans cette section, on explique comment sont définies les matrices de symétrie K§� utilisées
dans (5.5) afin d’ajuster le signe des composantes des gains K+

�. On rappelle que les expli-
cations détaillées concernant la parité des transferts associés aux gains ont été données à la
page 69.

La figure 5.5 montre l’évolution en fonction de vne de chaque composante des gains K±�k,`
obtenus à la première étape décrite à la page 88, soit celle pour la synthèse LQR+PPP. Ces
gains ont été tracés pour le domaine d’opération complet du MAVion en incluant la partie
des vitesses d’avancement négatives : −30 ≤ vn ≤ 30 m/s. En procédant ainsi, il est alors
possible d’étudier la parité du transfert de chaque composante de gain.
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Figure 5.5 Analyse de la symétrie des transferts des gains Kx = ∆u/∆x et Ki = ∆u/∆ξ
pour les synthèses par RES

Si l’on débute en analysant le gain K±i := K±ξ , on observe que la courbe de sa première
composante k11

i est clairement une fonction impaire par rapport à vne . Par conséquent, sa
composante correspondante dans K§ξ, soit k

§
ξ11 , se voit assignée une valeur de −1. Puis, en

effectuant la même analyse, on assigne pour k21
i une valeur de +1 à k§ξ21 , puisque cette

composante de gain correspond cette fois à une fonction paire par rapport à vne . En répétant
cette analyse pour chaque composante de K±i , on obtient le gain de symétrie K§ξ suivant :

K§ξ :=
−1 1

1 −1

 . (5.69)

Puis, la même analyse du gain K±x := K±γ permet d’obtenir le gain de symétrie K§γ suivant :

K§γ :=
 1 −1 −1 −1 1 1 −1
−1 1 1 1 −1 −1 1

 . (5.70)
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D’ailleurs, on constate bien que toutes les composantes de gains impaires 	kij� contenues dans
la figure 5.5 passent effectivement par le point 	kij� (0) = 0, soit l’ordonnée à l’origine. Cela
justifie donc pourquoi des valeurs nulles sont bloquées dans les matrices 1Kφ

� données en
(5.66) et (5.67) représentant la partie constante des gains K+

� pour vn = 0 m/s. Enfin, on
souligne que les composantes nulles dans les matrices 1Kφ

� correspondent comme de fait aux
composantes impaires 	k§�ij = −1 dans les matrices de symétrie K§�.

5.4.2 RES+LQR+PPP+NOM

La section présente et les trois suivantes comportent la validation du respect des critères
contenus dans le cahier des charges définies à la section 5.3.1 pour chacune des synthèses
définies dans les quatre étapes de la page 88. Ces validations sont effectuées en analysant des
figures issues des résultats de ces synthèses.

La figure 5.6 montre les gains obtenus pour le domaine de séquencement positif vne ∈ E.
On observe une forte variation dans ces courbes, obtenues sans imposer une forme à la
fonction de séquencement des gains. Ces fortes variations sont dues à la dynamique naturelle
à doubles volets du MAVion qui comporte une partie propre à la dynamique de l’avion pour
le vol d’avancement et une autre, propre à celle du multicoptère pour le vol stationnaire (cf.
section 4.7). En imposant des critères de performances uniformes pour toutes les vitesses
d’avancement vne , les gains se retrouvent donc à varier grandement afin de compenser cette
double dynamique couplée.

La figure 5.7 montre l’évolution des faux pôles en BF, notés �λBF
0,` , et celle des pôles réels en

BF, notés λBF
0,` , de tous les modèles en BF G0,` calculés pour la configuration paramétrique

nominale %0 et différents points de séquencement à l’équilibre vne0,`
. On rappelle que la

synthèse LQR unimodèle ne permet pas de considérer les incertitudes paramétriques. En
effectuant la comparaison avec les pôles de la dynamique naturelle présentés à la figure 4.3,
on constate d’abord que tous les pôles sont maintenant dans la région stable du plan complexe
et possèdent tous une fréquence de décroissance exponentielle minimale de 0.5 Hz comme il a
été défini dans le cahier des charges. De plus, on observe que l’amortissement du mode short
period a été amélioré d’environ 0.34 à environ 0.5 et que tous les pôles possèdent environ
un amortissement supérieur (ou très proche) à cette dernière valeur imposée. La fréquence
maximum observée est d’environ 60 < 100 Hz telle que définie dans le cahier des charges.
Enfin, on note que les pôles statiques et dynamiques sont quasiment identiques dans cette
synthèse LQR ne prenant pas en compte le TCC.



109

Figure 5.6 Gains de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure 5.7 Pôles en BF de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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La figure 5.8 montre les performances en suivi de la sortie régulée ∆z pour une entrée de
référence ∆r de type échelon unitaire. D’abord, l’analyse des transferts purs, soient ∆zi/∆ri,
montre que les erreurs en régime permanent sont bien nulles. On observe des temps de réponse
uniformes de respectivement 1.5 et 3 s pour la régulation de la vitesse vn et de l’altitude h.
Ces transferts ne comportent quasiment aucun dépassement. L’analyse des transferts croisés,
soient ∆zi/∆rj, montre que les performances de découplage sont respectées pour un dépasse-
ment maximum de 10 % et un temps de réponse de 4.5 s. Globalement, l’analyse des courbes
en fonction de vne révèle que les performances sont moins bonnes pour des vitesses d’avan-
cement faibles proches de la position de vol stationnaire, mais respectent tout de même les
critères imposés dans le cahier des charges. Enfin, l’analyse du transfert ∆vn/∆vnc montre
bien l’effet indésirable du sous-dépassement relié à la présence d’un zéro à phase non mini-
mum dans la dynamique naturelle de ce transfert (cf. 4.7). Toutefois, ce sous-dépassement
d’une valeur maximale de 5 % pour la vitesse d’avancement nulle ne gène pas l’opération
sécuritaire du MAVion.

La figure 5.9 montre les réponses temporelles de la sortie de saturation ∆s pour une entrée
de référence ∆r de type échelon unitaire. L’objectif de cette figure est de s’assurer que la
saturation dynamique des actionneurs (∆ω̇ et ∆δ̇) ne dépasse pas le critère de sollicitation
fixé à 50 % de la valeur limite de saturation de chaque actionneur. On constate alors que
cela est bien respecté dans les deux cas. La saturation statique des actionneurs (∆ω et ∆δ)
est ajoutée afin de s’assurer que les réponses temporelles de celles-ci ne comportent pas de
comportements indésirables. En effet, leur valeur à l’équilibre en régime permanent étant
fonction du design des paramètres du MAVion, on ne peut plus influencer ces grandeurs
une fois rendu à l’étape de la synthèse du contrôleur. Ceci étant dit, l’analyse de la sortie
de saturation statique des moteurs ∆ω confirme que le MAVion ne devrait pas être opéré
à sa valeur maximum théorique de 30 m/s, puisque cette dernière sature déjà à partir de
28 m/s dans la réponse à l’échelon unitaire pour ∆ω/∆vnc + ωe. Les élevons sont quant à
eux sollicités à une valeur bien inférieure à celle de saturation fixée à 45◦.
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Figure 5.8 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure 5.9 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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La figure 5.10 montre les réponses temporelles de la sortie régulée ∆z pour une entrée de
perturbation ∆w de type échelon unitaire. Bien qu’aucun gabarit fréquentiel ne soit im-
posé explicitement sur ces transferts – hormis celui de la dynamique des pôles en BF (cf.
tableau 5.4) – l’analyse de ces réponses temporelles est très importante afin de s’assurer de la
capacité du MAVion à rejeter des perturbations de vent. On observe que toutes les réponses
temporelles reviennent à leur équilibre après un temps maximum d’environ 4 s. Toutefois,
on note de grands dépassements atteignant presque 40 % pour le transfert ∆vn/∆wn qui
représente la capacité du MAVion à rejeter une rafale de vent dans le plan horizontal xi-
Oi-yi. Cela signifie donc qu’une attention particulière doit être portée lors de l’analyse des
simulations conduites sur le modèle non linéaire du MAVion. Ces dernières sont présentées
à la section 6.1.3.

La figure 5.11 montre les réponses temporelles de la sortie de saturation ∆s pour une entrée
de perturbation ∆w de type échelon unitaire. Cette figure montre explicitement la capacité
des actionneurs à pouvoir rejeter efficacement (ou non) une perturbation de vent. Il s’agit
alors de s’assurer que les sorties de saturation dynamique ∆ω̇ et ∆δ̇ restent à l’intérieur de
leur domaine non saturé respectif. L’analyse permet d’observer que cela n’est pas un problème
pour les moteurs. Toutefois, on observe que les performances pour les élevons sont à la limite
de devenir critiques pour les vitesses d’avancement proches de 0 m/s. Il est donc important
de surveiller cela de près lors de l’analyse effectuée sur les simulations du modèle non linéaire.
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Figure 5.10 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure 5.11 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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5.4.3 RES+H∞+PPP+ INC

Cette section présente les résultats des synthèses de l’étapeH∞+PPP définie à la page 88. On
rappelle que l’aspect multimodèle de celle-ci concerne seulement les différentes configurations
paramétriques qui sont uniquement considérées PPP dans les 31 synthèses effectuées.

On commence l’analyse de cette étape avec la figure 5.12 montrant l’évolution du gain γ

de chaque synthèse H∞ selon la vitesse d’équilibre vne . On constate que tous les filtres
fréquentiels Wj,k,` définis au tableau 5.4 sont entièrement respectés (γ < 1) pour la majorité
des points d’équilibre. Ceci n’est cependant pas le cas pour les vitesses d’avancement vne =
0 m/s, vne = 3 m/s et vne = 22 m/s où l’on note des gains H∞ respectifs de γ ≈ 1.050,
γ ≈ 1.025 et γ ≈ 1.085. Toutefois, cela ne pose pas de problème, puisque ces valeurs sont
tout de même très proches de 1 ; cela signifie seulement que certains filtres Wj,k,` ne sont
pas respectés entièrement sur l’ensemble de la plage fréquentielle. Contrairement aux vitesses
vne = 0 m/s et vne = 3 m/s qui correspondent à une dynamique naturelle instable, rien ne
semble justifier la difficulté rencontrée afin de respecter tous les filtres en vne = 22 m/s. On
peut alors soupçonner une anomalie due à la résolution numérique du problème de synthèse
H∞ multimodèle et multiobjectif.

Figure 5.12 Évolution du gain γ en fonction de vne de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC
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On analyse maintenant les mêmes six figures issues de cette seconde étape de synthèses.
Seuls les nouveaux résultats notables sont abordés, puisque les analyses détaillées de tous les
points importants apparaissant dans ces figures ont déjà été effectuées à la section précédente
en 5.4.2.

Contrairement à l’étape LQR+PPP, l’analyse des courbes de gains à la figure 5.13 issues
de l’étape H∞+PPP montre que ces dernières ne sont pas continues. Ceci est tout à fait
normal, puisque cette étape ne comporte pas de fonction de séquencement. Les gains K+

�k,`

calculés pour chaque vitesse d’avancement à l’équilibre vnek,` peuvent donc prendre n’importe
quelles valeurs.

L’analyse de la figure 5.14 montre désormais que les pôles statiques et dynamiques ne sont
plus du tout similaires. En effet, on remarque que certains pôles dynamiques pour des vitesses
élevées sont même instables en BF ! Cela est dû à la grande variation discontinue dans les
gains obtenus dans cette synthèse PPP, car on rappelle que les pôles réels sont calculés
en incluant le TCC qui dépend de la dérivée des gains. Ce comportement indésirable de
discontinuité des gains est corrigé dans les étapes H∞+SMM et H∞+TCC en considérant
explicitement la forme du séquencement des gains dans l’architecture de commande.

Les analyses des figures 5.15, 5.16, 5.17 et 5.18 sont analogues à celles effectuées à la section
précédente. Ces figures se succèdent sur les pages suivantes.
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Figure 5.13 Gains de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC

Figure 5.14 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC
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Figure 5.15 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC

Figure 5.16 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC
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Figure 5.17 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC

Figure 5.18 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+PPP+ INC
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5.4.4 RES+H∞+SMM+INC

Cette section présente les résultats de la synthèse de l’étape H∞+SMM définie à la page 88.
On rappelle que celle-ci effectue une seule synthèse H∞ multimodèle comprenant l’ensemble
complet des différentes configurations paramétriques %k et des différents points d’équilibre
vne` – sans toutefois considérer le TCC.

Comme il a été mentionné à la section précédente, seuls les nouveaux résultats notables sont
abordés, puisque les analyses détaillées de tous les points importants apparaissant dans les
figures d’analyses ont déjà été effectuées à la section 5.4.2.

On entame l’analyse de cette étape avec la figure 5.19 montrant l’évolution des gains. On
observe maintenant que les courbes sont continues, puisqu’elles possèdent toutes la forme
d’un polynôme de degré 3 – soit la forme imposée par la fonction de séquencement φ. On
précise que chaque composante de gains possède son propre jeu de coefficients polynomiaux
permettant alors à chaque transfert de gains d’être unique. On rappelle que ces coefficients
sont contenus dans les matrices constantes Kφ

�. On observe d’ailleurs que chaque courbe
associée à un transfert impair commence bien en 0. Ces paramètres ont été bloqués dans la
synthèse des gains Kφ

� comme expliqué à la page 102.

L’analyse des pôles en BF présentés à la figure 5.20 montre que l’évolution selon vne de ces
derniers est beaucoup moins chaotique, maintenant qu’une forme a été prescrite aux courbes
de gains. On constate toutefois que les gains issus de cette synthèse qui ne considère pas le
TCC génèrent toujours des pôles réels instables en BF. On note également l’augmentation
significative de la fréquence de ces derniers jusqu’à la frontière de la limite imposée à 100 Hz.

Les analyses des figures 5.21, 5.22, 5.23 et 5.24 sont analogues à celles effectuées à la sec-
tion 5.4.2. Ces figures se succèdent sur les pages suivantes.
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Figure 5.19 Gains de la synthèse RES+H∞+SMM+INC

Figure 5.20 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+SMM+INC
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Figure 5.21 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+SMM+INC

Figure 5.22 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+SMM+INC
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Figure 5.23 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+SMM+INC

Figure 5.24 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+SMM+INC
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5.4.5 RES+H∞+TCC+INC

Cette section présente les résultats de l’ultime étape de synthèse H∞+TCC définie à la
page 88. On rappelle que celle-ci effectue une seule synthèse H∞ multimodèle comprenant
l’ensemble complet des différentes configurations paramétriques %k et des différents points
d’équilibre vne` – en considérant cette fois le TCC.

Comme il a été mentionné à la section précédente, seuls les nouveaux résultats notables sont
abordés, puisque les analyses détaillées de tous les points importants apparaissant dans les
figures d’analyses ont déjà été effectuées à la section 5.4.2.

L’analyse des pôles en BF présentés à la figure 5.26 montre que tous les pôles dynamiques
réels en BF sont maintenant stables ! Ceci est rendu possible en considérant explicitement le
TCC dans les modèles linéarisés en BF Gk,` dans la synthèse multimodèle.

L’analyse de la figure 5.27 montre également que les transferts de régulation croisée ∆vn/∆hc,
soit ceux de découplage, possèdent des dépassements légèrement supérieurs à 10 % pour de
faibles vitesses d’avancement. Toutefois, cela n’est pas jugé critique.

Les analyses des figures 5.25, 5.28, 5.29 et 5.30 sont analogues à celles effectuées à la sec-
tion 5.4.2. Ces figures se succèdent sur les pages suivantes.
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Figure 5.25 Gains de la synthèse RES+H∞+TCC+INC

Figure 5.26 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+TCC+INC
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Figure 5.27 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+TCC+INC

Figure 5.28 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+TCC+INC
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Figure 5.29 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+TCC+INC

Figure 5.30 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+TCC+INC
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5.4.6 Comparaison des synthèses LQR vsH∞

On compare à présent les courbes de gains obtenues pour chacune des quatre étapes synthé-
tiques présentées à la page 88. Ces courbes sont présentées à la figure 5.31. On précise que
les courbes de gains ont été normalisées à l’aide de la fonction suivante :

kij�
(
vne`

)
:=

kij�
(
vne`

)
− µ

(
kij�
)

σ
(
kij�
) (5.71)

où kij� est la valeur normalisée de la composante de gain kij� pour la vitesse vne` , µ
(
kij�
)
est

la moyenne de la valeur de tous les gains d’une même courbe et σ
(
kij�
)
est l’écart-type de la

valeur de tous les gains d’une même courbe. On note d’ailleurs que l’équation (5.71) représente
le calcul de la variable centrée réduite de chaque grandeur kij�

(
vne`

)
qui possède alors une

moyenne nulle et un écart-type unitaire. Cette normalisation est nécessaire afin de rendre la
comparaison pertinente dans le contexte d’un système MIMO où il existe une infinité de gains
pouvant donner les mêmes résultats. On note que suite à cette normalisation, les composantes
de gains des transferts impairs ne possèdent plus une valeur nulle pour vne = 0 m/s.

Figure 5.31 Comparaison des gains des synthèses LQR vsH∞
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Ainsi, l’analyse de la figure 5.31 permet de constater que toutes les courbes possèdent approxi-
mativement la même forme. À quelques exceptions près, on peut effectivement dire qu’elles
suivent la même tendance à croître ou décroître en fonction de la vitesse d’avancement à
l’équilibre vne . On rappelle que les courbes de gains de l’étape LQR + PPP ont été obtenues
en utilisant un jeu de matrices de pondérations Qa := Qak,` et R := Rk,` constantes sur
tout le domaine de séquencement. Ceci explique pourquoi ces courbes synthétisées PPP sont
continues. On observe également que celles synthétisées PPP, mais avec la synthèse H∞,
sont discontinues. L’analyse la plus intéressante demeure la comparaison des courbes obte-
nues aux étapes H∞+SMM et H∞+TCC, puisque le seul et unique élément distinguant ces
deux étapes est respectivement l’exclusion ou l’inclusion du TCC. De manière générale, on
observe que la considération du TCC dans la synthèse multimodèle a pour effet de lisser 5.17

les courbes de gains. Ceci est d’autant plus vrai en début de domaine de séquencement pour
des valeurs de vitesses proches de zéro. Cela semble tout à fait logique, puisque cette partie
du domaine de séquencement est la plus critique au sens de sa dynamique naturelle qui est
instable dans cette zone.

Tableau 5.6 Comparaison des synthèses LQR et H∞

Caractéristique
\ Étape

LQR+PPP H∞+PPP H∞+SMM H∞+TCC

Multimodèle Non Partiellement Oui Oui
Autoséquence-

ment
Non Non Oui Oui

TCC Non Non Non Oui
# %k / syn. 1 5 5 5
# σe` / syn. 1 1 31 31
# ϑek,` / syn. 1× 1 = 1 5× 1 = 5 5× 31 = 155 5× 31 = 155
dim(κ+) / syn. 18 18 72 72
# total syn. /

étape
31 31 1 1

# total param.
bloqués / étape

0 0 9 9

# total param.
libres / étape

18× 31 = 558 18× 31 = 558 72− 9 = 63 72− 9 = 63

Temps / étape tF = 2.5 s 75× tF 270× tF 257× tF
Gain γ S. O. 1.0844 1.3565 1.4836

Le tableau 5.6 rassemble tous les résultats numériques d’intérêt des étapes de synthèses
5.17. Par lisser, on entend réduire l’ordre effectif de la fonction polynomiale associée à la courbe de gains.
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présentées à la page 88. On souhaite attirer l’attention du lecteur sur les trois dernières
lignes de ce tableau.

Les première et seconde étapes de synthèse PPP possèdent chacune 558 paramètres libres,
tandis que les troisième et quatrième étapes de synthèses multimodèles possèdent seulement
63 paramètres libres. Ces deux dernières étapes possèdent donc 558/63 ≈ 9 fois moins de pa-
ramètres libres que les deux premières. Cela constitue tout le défi de la méthode de conception
du système de commandes autoséquencé en utilisant une approche multimodèle basée sur les
systèmes linéarisés en BF Gk,`. En effet, il faut atteindre les mêmes performances dans les
deux cas unimodèle et multimodèle, mais en utilisant considérablement moins de paramètres
libres dans cette seconde approche. En d’autres mots, il faut maintenir les performances en
contraignant davantage la forme des courbes de gain. On ne permet pas qu’elles prennent
n’importe quelle forme arbitraire non linéaire comme pour la synthèse LQR unimodèle. La
forme des synthèses H∞ multimodèles est définie à priori au moment de choisir l’architecture
du système de commandes.

L’avant-dernière ligne donne les temps de résolution numérique du problème de synthèse(s)
associé à chacune des quatre étapes. On rappelle que ces temps ont été obtenus avec le
matériel informatique présenté au tableau 5.5. On observe entre autres que l’ultime synthèse
multimodèle et multiobjectif H∞+TCC est 257 fois plus longue que la synthèse unimodèle et
uniobjectif LQR+PPP. En effet, chaque synthèse H∞ multimodèle prend plus de 10 minutes
avant de converger vers une solution numérique respectant les tolérances prescrites par la
fonction systune de MATLAB®.

Enfin, la dernière colonne présente le gain de la normeH∞ obtenu pour chacune des synthèses
H∞. On constate que la synthèse effectuée à la dernière étape possède un gain γ = 1.4836 > 1.
Cela veut donc dire que les filtres prescrits par les gabarits fréquentiels définis au tableau 5.4
n’ont pas été entièrement respectés sur toute leur plage fréquentielle. Toutefois, l’analyse des
figures présentées à la section 5.4.5 permet de valider que cela ne pose pas un problème. On
termine en soulignant l’accroissement en matière de difficulté de chaque étape de synthèse(s)
H∞ à respecter tous les critères de performances du cahier des charges défini à la section 5.3.1.
En effet, on observe que le gain de la norme H∞ γ croît à chacune de ces étapes auxquelles
sont appliqués les mêmes filtres fréquentiels Wj,k,`.

5.5 Comparaisons de synthèses supplémentaires

Dans le cadre du projet de recherche, plusieurs itérations ont été effectuées afin de trouver
la loi de commandes offrant les meilleures performances pour l’autopilote longitudinal du
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MAVion. Dans ce chapitre, on a présenté seulement celle ayant obtenu les meilleures per-
formances : la synthèse H∞+TCC utilisant le retour d’état statique (RES) et prenant en
compte l’incertitude associée aux paramètres du modèle d’état (INC). Toutefois, avant de
conduire cette synthèse incluant les incertitudes paramétriques, une première synthèse H∞
+TCC en considérant seulement les paramètres nominaux contenus dans %0 a d’abord été
conduite afin de mettre en place l’ensemble de la méthodologie.

De plus, une synthèse par retour de sortie statique (RSS) utilisant les nouvelles sorties définies
en (5.53) avec des variables principalement exprimées dans le repère inertiel Ri a également
été étudiée au cours du projet de maîtrise.

Cette section a pour but de discuter brièvement de ces deux synthèses supplémentaires dont
les résultats sont tous présentés respectivement dans les annexes G et H. On précise que
seuls les résultats les plus notables sont abordés dans cette section et que ces annexes ne
comportent aucune analyse supplémentaire.

5.5.1 Comparaison des synthèses NOM vs INC

On s’intéresse ici à mesurer l’impact de la considération des incertitudes paramétriques dans
la synthèse H∞ multimodèle.

La figure 5.32 superpose toutes les courbes de gains normalisées – cf. équation (5.71) –
obtenues dans l’application des quatre étapes définies à la page 88 pour les cas où on exclut
(NOM) et inclut (INC) les incertitudes paramétriques dans les synthèses. L’analyse de cette
figure montre encore une fois que toutes les courbes de gains ont sensiblement la même allure
par rapport à leur évolution selon la vitesse de séquencement vne . Toutefois, on constate que
les courbes obtenues pour le cas NOM (en trait pointillé) sont différentes de celles obtenues
pour le cas INC (en trait plein).

La différence entre ces deux cas de synthèses est encore plus marquée dans le respect des
gabarits fréquentiels définis au tableau 5.4. En effet, le tableau 5.7 montre que des gains γ
plus élevés sont obtenus pour le cas INC à chacune des étapes respectives des cas NOM et
INC lorsqu’on les compare deux à deux. De plus, le fait de contenir 5 fois plus de modèles
dans les synthèses INC augmente considérablement le temps de résolution comme l’indique
l’avant-dernière colonne. Toutes les figures issues des résultats des synthèses RES+NOM
sont à l’annexe G.1.
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Figure 5.32 Comparaison des gains des synthèses NOM vs INC

Tableau 5.7 Comparaison des synthèses NOM vs INC

Synthèse γ N% # ϑek,` / syn. Étape Temps Gain γ

RES+H∞+NOM x 1 31
PPP 14× tF 1.0000
SMM 45× tF 1.1845
TCC 112× tF 1.3855

RES+H∞+INC x 5 155
PPP 75× tF 1.0844
SMM 270× tF 1.3565
TCC 257× tF 1.4836
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5.5.2 Comparaison des synthèses RES vs RSS

On aborde maintenant la comparaison entre les synthèses H∞ multimodèles effectuées par
RES et celles effectuées par RSS pour le cas NOM.

On débute en mentionnant qu’un problème inattendu est survenu en travaillant avec le RSS
défini à l’équation (5.53). Concrètement, il a été impossible d’appliquer les gabarits de satu-
ration – soit les gabarits G9, G10, G13 et G14 du tableau 5.4 – pour l’entrée de perturbation
∆w. Ceci est causé par la présence de l’accélération an dans le vecteur de sortie y qui est
utilisé dans la loi de commandes. En effet, une fois cette sortie linéarisée, on obtient une
matrice jacobienne Dy

wk,`
6= 0 non nulle liée à la sortie linéarisée ∆γ := ∆y. Cela a pour

effet d’injecter les perturbations ∆w directement dans la loi de commandes composée du
RSS. Cela constitue un grand contraste par rapport au RES pour lequel la modélisation de
sa sortie ∆γ := ∆x génère seulement une matrice jacobienne Cx

k,` = I valant l’identité.
La matrice jacobienne reliée à l’entrée de perturbation ∆w du RES est nulle : Dx

wk,`
. Cela

signifie donc que pour le RES, l’entrée de vent n’est pas directement injectée dans la loi de
commande comme c’est le cas pour le RSS. En effet, pour le RES, l’entrée perturbatrice doit
d’abord passer par la matrice Bwk,` et être filtrée naturellement par la dynamique du modèle
d’état avant d’affecter les états ∆x et d’être ensuite injectée dans la loi de commande.

Figure 5.33 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM
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Cet aspect concernant la linéarisation de la sortie y a un impact direct sur les transferts
en BF ∆s/∆w. En effet, l’analyse de la figure 5.33 montre que la réponse temporelle du
transfert ∆δ̇/∆wn (δ̇e = 0) ne débute plus à une valeur nulle au temps initial t0 comme
c’est le cas pour le RES ; elle débute plutôt à une valeur tendant à être asymptotiquement
grande ! Ce comportement temporel est dû précisément à l’explication fournie au paragraphe
précédent, soit que la matrice jacobienne Dy

wk,`
6= 0 est non nulle pour le RSS. Cela cause

alors un problème au moment d’imposer les gabarits limitant le gain maximum de ce transfert
à la moitié de la limite de saturation. Les performances globales de la synthèse se voient alors
grandement affectées afin de respecter les gabarits de saturation biaisés par ce phénomène. De
fait, cela peut être corroboré en analysant les gains γ présentés au tableau 5.33. On remarque
alors que ces derniers sont très élevés atteignant même la valeur symbolique γ ≈ 2. De plus,
pour la synthèse RSS+TCC, on obtient un temps de résolution numérique atteignant les
13 minutes.

Tableau 5.8 Comparaison des synthèses RES vsRSS

Synthèse γ N% # ϑek,` / syn. Étape Temps Gain γ

RES+H∞+NOM x 1 31
PPP 14× tF 1.0000
SMM 45× tF 1.1845
TCC 112× tF 1.3855

RSS+H∞+NOM y 1 31
PPP 24× tF 1.7416
SMM 124× tF 1.9905
TCC 303× tF 2.0020

On précise que la source fondamentale du problème abordé dans cette section consiste en
la dynamique du vent qui n’est pas modélisée. En effet, le modèle d’état linéarisé considère
que l’échelon de vitesse du vent est appliqué instantanément. Or, dans les faits, la vitesse du
vent ne varie pas immédiatement : il y a un certain délai transitoire avant d’atteindre une
nouvelle valeur stable lorsque survient une rafale de vent. Afin de corriger ce problème et de
pouvoir appliquer les gabarits de saturation correctement, il faudrait augmenter le modèle
d’état du MAVion en ajoutant les états des vitesses horizontale et verticale du vent. Par
exemple, on pourrait utiliser une dynamique d’ordre 1 linéaire et stable telle qu’utilisée pour
la modélisation des actionneurs.

On souligne toutefois que même en ajoutant la dynamique du vent à l’aide d’un filtre linéaire
d’ordre 1 possédant une certaine constante de temps au simulateur du MAVion, les simu-
lations effectuées sur le modèle non linéaire montrent que la synthèse par RSS possède de
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très mauvaises performances en rejet du vent. Cela justifie d’ailleurs pourquoi on présente
seulement la synthèse par RES dans ce chapitre.

Le lecteur désirant analyser toutes les figures issues des résultats de synthèses RSS+NOM
est invité à consulter l’annexe H.1. Puis, les simulations sur le modèle non linéaire pour le
cas de rejet de l’entrée de vent sont présentées à l’annexe H.2.3.
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CHAPITRE 6 VALIDATION DU SYSTÈME DE COMMANDES DE VOL

D’autres veulent considérer Wagner
comme un théoricien qui n’aurait produit
des opéras que pour vérifier à postériori

la valeur de ses propres théories.
—Charles Baudelaire

Ce dernier chapitre a pour but d’effectuer la validation du système de commandes de vol
qui est présenté au chapitre 5. Pour ce faire, on considère la comparaison des synthèses LQR
unimodèles issues de l’étape 1 avec la synthèse H∞ multimodèle issue de l’étape 4. L’objectif
ultime est de vérifier si chacune de ces synthèses respecte les critères de performances définis
dans le cahier des charges présenté à la section 5.3.1.

L’analyse de ces deux méthodes de synthèse est présentée à la section 6.1 en comparant trois
cas de simulations effectuées en utilisant le modèle non linéaire de la dynamique longitudinale
du MAVion présenté à la section 4.1. On précise que les saturations statiques et dynamiques
des moteurs et des élevons définies à la section 4.2 sont prises en compte dans les simulations
effectuées. À la section 6.2, on reprend les comparaisons de synthèses supplémentaires qui
sont présentées à la section 5.5, mais en comparant cette fois des cas de simulations sur le
modèle non linéaire.

6.1 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses LQR vsH∞

Cette section présente la comparaison du contrôleur nominal basé sur la synthèse LQR avec
le contrôleur obtenu avec la synthèse H∞ structurée. On rappelle que le contrôleur LQR est
synthétisé avec une approche unimodèle PPP qui nécessite que ses gains soient interpolés à
postériori au moment de l’implémentation sur le modèle non linéaire. À l’opposé, le contrô-
leur H∞ utilise une approche multimodèle dans laquelle la fonction de séquencement des
gains est intégrée à priori dans l’architecture linéarisée utilisée au moment de la synthèse.
Aucune étape supplémentaire n’est donc nécessaire au moment de passer à l’implémentation
pour cette seconde approche. On insiste sur le fait que les contrôleurs LQR et H∞ utilisent
exactement la même architecture de contrôle définie en (5.3) et que la seule variante consiste
en leur fonction de séquencement respective K+

�

(
|σ|,κ+

�

)
utilisée dans (5.5). Les matrices

de symétrie K§�
(
κ§�
)
utilisée afin d’ajuster les gains pour le domaine complet sont également

identiques. En résumé, seules les valeurs des gains varient d’un cas à l’autre.
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Dans ce chapitre, les simulations de validation de l’autopilote longitudinal présenté à la sec-
tion 5.3 considèrent des variations paramétriques indépendantes de l’ordre de ± 25 % pour
le coefficient aérodynamique du moment en tangage Cmq et la position du centre aérodyna-
mique rca. On rappelle toutefois que les synthèses linéaires des contrôleurs LQR etH∞ ont été
effectuées avec la valeur atténuée de ± 10 % à l’image de la méthode employée par [18]. Les
cinq configurations paramétriques distinctes %k utilisées dans les simulations de validation
sont illustrées à la figure 6.1.

Figure 6.1 Incertitudes paramétriques considérées dans les simulations de validation

Les valeurs nominales des paramètres du modèle non linéaire utilisés dans les simulations
de validation sont celles présentées dans le tableau 5.2. Pour comparer les synthèses LQR et
H∞, trois cas de simulations, dénommés cas de validation dans cet ouvrage, sont analysés :

1. Parcours complet du domaine de vol (DOM) : cas permettant de valider que
les contrôleurs fonctionnent bien sur tout le domaine de vol sécuritaire (−25 ≤ vn ≤
25 m/s avec des incréments de forme échelon unité) ;

2. Suivi de références multiples en simultané (REF) : cas permettant de valider les
performances (erreurs de suivi, temps de réponse, dépassements, découplages, satura-
tions, rejets de perturbations, etc.) des contrôleurs pour différents types de références
envoyées en simultané (échelon, rampe et échelon lissé 6.1) ;

6.1. Comme son nom l’indique, la fonction échelon lissé est une version lissée de la fonction échelon unité
(ou fonction de Heaviside) où la géométrie de la transition temporelle entre un état initial x(ti) et un état
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3. Résistance aux perturbations de vent (VEN) : cas permettant de valider la
performance des contrôleurs pour des entrées de perturbation simulant des rafales de
vent (filtrées à ± 4 m/s) pour les deux phases de vol caractéristiques d’un aéronef
convertible à corps inclinable (vol stationnaire à 0 m/s et vol d’avancement à 15 m/s).

Enfin, chacun des cas de validation présentés dans la liste ci-dessus est simulé pour deux
configurations paramétriques distinctes :

1. Configuration paramétrique nominale (NOM) : une simulation unique conduite
pour le jeu de paramètres nominaux définis au tableau 5.2 ;

2. Configuration paramétrique incertaine (INC) : quatre simulations supplémen-
taires conduites pour chacun des jeux de paramètres incertains définis à la figure 6.1.

Au total, il y a donc quinze simulations de validation qui sont effectuées pour chacun des
contrôleurs synthétisés : 3 cas de validation (DOM, REF et VEN) × 5 configurations para-
métriques (1 NOM + 4 INC) = 15 simulations par synthèse comparée.

On termine avec quelques précisions concernant des changements dans la nomenclature em-
ployée sur les figures de simulations :

� Pour l’accélération inertielle projetée selon xi : an a été définie en (5.53) ;
� Pour la vitesse inertielle projetée dans le repère Ro : Vb := Vo =

√
u2 + w2 ;

� Pour la vitesse aérodynamique : Va := η a été définie en (4.4) ;
� Pour l’angle d’attaque : α a été défini en (3.9) ;
� Pour les composantes des gains : kijx := kijγ et kiji := kijξ .

6.1.1 Parcours complet du domaine de vol des synthèses LQR vsH∞

On s’intéresse ici à comparer les performances des synthèses LQR et H∞ pour le cas de
validation DOM (cf. page 136).

Configuration paramétrique nominale pour le cas DOM

On commence la comparaison avec la configuration paramétrique nominale NOM (cf. page
137). La figure 6.2 montre les variables d’intérêt intervenant dans les simulations du modèle
longitudinal non linéaire du MAVion. Cette figure est composée de 12 sous-figures affichant
chacune des réponses temporelles. Les réponses temporelles de la synthèse LQR sont affichées
en bleu et celles de la synthèse H∞ en rouge.

final x(tf ) est caractérisée par cinq paramètres : temps initial ti, valeur initiale xi, temps final tf , valeur
finale xf et le degré n du polynôme utilisé afin de lisser la transition entre les points x(ti) et x(tf ) [79].
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La sous-figure de la vitesse d’avancement vn montre que les deux contrôleurs suivent sans
aucun problème la référence vnc d’échelons unitaires évoluant en escalier. Toutefois, l’analyse
de la variable h montre que le contrôleur LQR génère des dépassements de plus de 50 %
à chaque nouvelle marche de l’escalier alors que le contrôleur H∞ respecte quant à lui la
valeur du cahier des charges fixée à 10 % (cf. section 5.3.1). Pourtant, les figures de synthèses
LQR et H∞ montrant les réponses temporelles du transfert ∆z/∆r indiquent toutes les
deux que le critère de découplage est respecté sur l’entièreté du domaine de séquencement
(cf. figures 5.8 et 5.27, respectivement). Ceci est dû au fait que la dynamique linéarisée dans
les synthèses LQR unimodèles PPP ne contient pas la dynamique du TCC générée par le
séquencement des gains en fonction d’une variable endogène, soit la vitesse d’avancement vn.
La conséquence directe de cela est que toutes les analyses issues des modèles linéarisés utilisés
dans la synthèse LQR se transposent forcément moins bien à la dynamique non linéaire que
les analyses issues de la synthèse H∞ ayant considéré la dynamique linéarisée du TCC. Ces
résultats démontrent sans équivoque la pertinence et la nécessité de considérer le TCC dès
la phase de synthèse des contrôleurs. D’ailleurs, on constate également la symétrie dans les
réponses temporelles : certaines variables possèdent une symétrie de parité paire, tandis que
d’autres ont plutôt une parité impaire par rapport à la vitesse d’avancement nulle qui est
atteinte vers t ≈ 250 s. On précise que ce comportement symétrique est rendu possible grâce
à l’ajout des termes symétriques γ§ et u§ dans la loi de commandes définie en (5.3).

La figure 6.3 montre l’évolution temporelle des gains LQR et H∞. Ces gains ne sont pas
normalisés afin de mettre en évidence que toutes les composantes de gains impaires atteignent
bien une valeur nulle au temps t ≈ 250 s qui est associé à la vitesse d’avancement nulle
vn = 0 m/s. Encore une fois, cette simulation parcourant le domaine de vol complet permet
d’observer les parités paire ou impaire des différentes composantes de gains.
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Figure 6.2 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas DOM+NOM

Figure 6.3 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas DOM+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas DOM

On poursuit la comparaison avec la configuration paramétrique incertaine INC (cf. page 137).

Les figures 6.4 et 6.5 sont les équivalents respectifs des figures 6.2 et 6.3 qui viennent juste
d’être analysées. La seule différence consiste en la superposition de quatre cas de simulations
supplémentaires (par synthèse comparée) sur chaque figure – en utilisant alors les configu-
rations paramétriques incertaines de la figure 6.1. L’analyse des figures 6.4 et 6.5 révèle que
l’incertitude paramétrique n’a visiblement aucun effet sur ce cas de validation consistant à
suivre une vitesse de référence en escalier.
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Figure 6.4 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas DOM+INC

Figure 6.5 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas DOM+INC
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6.1.2 Suivi de références multiples en simultané des synthèses LQR vsH∞

On s’intéresse ici à comparer les performances des synthèses LQR et H∞ pour le cas de
validation REF (cf. page 136).

Configuration paramétrique nominale pour le cas REF

On entame la comparaison avec la configuration paramétrique nominale NOM (cf. page 137).

La figure 6.6 montre l’évolution temporelle des différentes variables d’intérêt pour deux fonc-
tions de référence simultanées vnc et hc de signe distinct. Ces fonctions de référence sont
constituées de sous-fonctions de référence mises bout à bout dans cet ordre :

1. Échelon lissé ;
2. Échelon pur ;
3. Échelon pur ;
4. Échelon pur dans le sens contraire ;
5. Rampe dans le sens contraire ;
6. Rampe dans le sens contraire.

On constate également que le cas de validation REF inclut huit évènements de perturbations
de vent horizontal wn qui surviennent aux temps twn := {10, 20, 30, 40, 60, 70, 80, 90} s. Ces
perturbations prennent alors une valeur de ± 4 m/s ≈ ± 15 km/h. L’analyse de la vitesse
d’avancement vn montre bien le sous-dépassement au temps t = 10 s dû au zéro à phase
non minimale dans la dynamique en BF de ce transfert. Toutefois, on constate que cela ne
pose aucun problème. Globalement, les réponses temporelles en vitesse vn et en altitude h
montrent que la synthèse LQR possède de grands dépassements avec parfois des oscillations
aux temps t = {50, 60, 80, 100} s. La synthèse H∞ ayant considéré le TCC n’affiche toutefois
aucun dépassement de cette même ampleur. On constate également que les deux contrôleurs
génèrent des saturations en ω, δ, ω̇ et δ̇. Toutefois, ces saturations surviennent sur de très
courts laps de temps et ne semblent pas gêner le bon fonctionnement des contrôleurs. Enfin,
la figure comparant la vitesse inertielle Vb := Vo à la vitesse aérodynamique Va illustre le très
bon fonctionnement de l’autopilote longitudinal qui a pour objectif de réguler les variables
dans le repère inertiel Ri. En effet, on constate que malgré les perturbations de vent faisant
varier la vitesse aérodynamique Va, la vitesse inertielle Vo demeure constante par rapport à
sa valeur de référence. Cela est justement l’objectif recherché ! En effet, on souhaite contrôler
le MAVion par rapport au référentiel inertiel dans lequel il évolue indépendamment de sa
vitesse aérodynamique qui perturbe les forces et les moments générés par ses actionneurs.

La figure 6.7 montre les courbes de gains obtenues pour ce cas de validation.
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Figure 6.6 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas REF+NOM

Figure 6.7 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas REF+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas REF

On poursuit la comparaison avec la configuration paramétrique incertaine INC (cf. page 137).

Les figures 6.8 et 6.9 sont les équivalents respectifs des figures 6.6 et 6.7 qui viennent juste
d’être analysées. La seule différence consiste en la superposition supplémentaire des quatre
cas de simulations (par synthèse comparée) considérant les configurations paramétriques in-
certaines. L’analyse des figures 6.8 et 6.9 révèle que l’incertitude associée aux valeurs des
paramètres Cmq et rca a peu d’effet sur les performances des contrôleurs LQR et H∞. En
effet, à part quelques variations dans les courbes – notamment dans la zone de vitesse aé-
rodynamique maximale survenant entre 60 et 70 s, – les performances en suivi de références
multiples et simultanées demeurent peu affectées. On note toutefois que la plupart des confi-
gurations paramétriques génèrent des saturations dans les actionneurs – sans toutefois gêner
les performances. La figure des courbes de gains illustre quant à elle la variation des gains
selon la configuration paramétrique simulée. On note que ces variations sont minimes.
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Figure 6.8 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas REF+ INC

Figure 6.9 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas REF+ INC
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6.1.3 Résistance aux perturbations de vent des synthèses LQR vsH∞

On s’intéresse ici à comparer les performances des synthèses LQR et H∞ pour le cas de
validation VEN (cf. page 136).

Configuration paramétrique nominale pour le cas VEN

On entame la comparaison avec la configuration paramétrique nominale NOM (cf. page 137).

La figure 6.10 montre d’abord que le MAVion débute en position de vol stationnaire ; puis,
effectue une transition rapide vers un vol d’avancement à 15 m/s. Cette transition rapide est
paramétrée en utilisant une fonction d’échelon lissé (cf. note de bas de page 6.1). Ensuite,
pour chaque phase de vol, on injecte des perturbations de vent de face et de dos afin de
comparer les performances du système de commandes pour chacune des deux dynamiques
dominantes du MAVion (respectivement celles du multicoptère et de l’avion). Comme on
peut s’y attendre, les performances en régulation de la vitesse d’avancement vn et de l’al-
titude h sont légèrement meilleures dans la phase de vol d’avancement que dans la phase
stationnaire. Ceci est attendu, puisque la phase stationnaire est la plus difficile à asservir en
raison de sa dynamique naturellement instable. De plus, en phase stationnaire, la position
verticale de l’aile composant le MAVion le rend vulnérable aux rafales de vent horizontales
qui sont injectées en simulation. L’analyse du changement agressif en vitesse d’avancement
montre toutefois que le contrôleur LQR possède de très mauvaises performances. En effet,
lors de ce changement en vitesse, on constate que le dépassement en altitude h est 25 fois
plus grand pour le contrôleur LQR que pour le contrôleur H∞ – ce qui est tout à fait inaccep-
table par rapport au cahier des charges établi ! Encore une fois, cela démontre la pertinence
d’utiliser une synthèse multimodèle plus complexe avec des gains autoséquencés – qui permet
de considérer le TCC dans les modèles linéarisés. D’ailleurs, le graphique Vb vs Va permet
encore une fois d’apprécier la capacité de l’autopilote longitudinal à bien réguler la vitesse
inertielle par rapport à la vitesse aérodynamique perturbée.

La figure 6.11 montre les courbes de gains obtenues pour ce cas de validation.
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Figure 6.10 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas VEN+NOM

Figure 6.11 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas VEN+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas VEN

On poursuit la comparaison avec la configuration paramétrique incertaine INC (cf. page 137).

Les figures 6.12 et 6.13 sont les équivalents respectifs des figures 6.10 et 6.11 qui viennent
juste d’être analysées. La seule différence consiste en la considération des configurations
paramétriques incertaines pour ces deux premières figures. L’analyse des figures 6.12 et 6.13
révèle que l’incertitude paramétrique n’a pratiquement aucun impact sur les performances
des contrôleurs LQR et H∞. En effet, les deux semblent être capables de pouvoir tolérer ces
incertitudes pour le cas de validation VEN.
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Figure 6.12 Variables des synthèses LQR vsH∞ pour le cas VEN+ INC

Figure 6.13 Gains des synthèses LQR vsH∞ pour le cas VEN+ INC



150

6.1.4 Comparaison des simulations LQR vsH∞

Avant de commencer les analyses, on tient à clarifier qu’une configuration paramétrique –
NOM ou INC – utilisée dans une synthèse est totalement indépendante de celle utilisée dans
une simulation. En effet, dans ce premier cas, la configuration paramétrique sert à inclure,
si souhaité, l’effet de la variation de paramètres du modèle sur les gains synthétisés. Dans le
second cas, la configuration paramétrique sert plutôt à valider que les gains synthétisés – peu
importe la configuration paramétrique utilisée dans la synthèse – sont robustes à l’incertitude
de certains paramètres en particulier.

On compare maintenant tous les résultats obtenus à la section 6.1. Le tableau 6.1 compile
tous les résultats des différents cas de validation simulés pour les configurations paramé-
triques nominale et incertaines. L’analyse du tableau permet de constater que la synthèse
nominale LQR possède de très mauvaises performances. En effet, les analyses présentées dans
les sections précédentes montrent qu’au moins un effet indésirable intervient dans chaque cas
de validation considéré pour les deux types de configurations paramétriques. À l’opposé,
la synthèse H∞, qui est celle proposée par l’auteur de ce mémoire, obtient de très bonnes
performances sur l’ensemble des cas étudiés.

En conclusion, la considération du TCC dans la synthèse des gains pour une loi de commande
utilisant des gains séquencés est primordiale afin d’assurer que les résultats obtenus sur les
modèles linéarisés soient transposables au modèle non linéaire. On note toutefois que même
si la synthèse LQR issue de la commande optimale ne possède pas de bonnes performances
par rapport à l’effet du TCC, elle semble tout de même être aussi performante face aux
incertitudes paramétriques que la synthèse H∞ issue de la commande robuste.

Tableau 6.1 Comparaison des simulations LQR vsH∞

Synthèse Configuration paramétrique Cas de validation
DOM REF VEN

RES+LQR+PPP+NOM NOM
INC

RES+H∞+TCC+INC NOM
INC
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6.2 Comparaisons de simulations supplémentaires

À la section 5.5, on a expliqué que d’autres synthèses ont été étudiées dans le cadre de ce projet
de recherche. Notamment, une première synthèse RES+H∞+TCC+NOM sans considérer
les incertitudes a été réalisée afin de prendre en compte leur effet. Puis, une seconde synthèse
RSS+H∞+TCC+NOM utilisant le retour de sortie y définie en (5.53) a également été
étudiée afin de considérer le cas plus généralisé de RSS.

Les résultats de synthèses de ces deux méthodes supplémentaires étudiées sont disponibles
respectivement aux annexes G.1 et H.1, tandis que leurs résultats respectifs de simulations
le sont aux annexes G.2 et H.2. On précise qu’aucune analyse n’est fournie dans ces annexes.

Toutefois, les deux prochaines sous-sections présentent respectivement le résultat de simula-
tions le plus notable de chacune de ces synthèses supplémentaires.

6.2.1 Comparaison des simulations NOM vs INC

Les analyses des simulations présentées dans la section 6.1 ont permis de valider hors de tout
doute que la considération du TCC dans les modèles linéarisés en utilisant des gains dont
la forme est choisie à priori s’avère nécessaire afin d’obtenir de bonnes performances sur le
modèle non linéaire.

Dans cette section, on cherche à valider si l’inclusion des modèles linéarisés incertains est
réellement nécessaire dans le processus de synthèse multimodèle afin d’obtenir des gains
robustes face aux incertitudes paramétriques. Les résultats des simulations présentées dans
l’annexe G.2 sont compilés dans le tableau 6.2. On constate que seul le cas de validation REF
+ INC a obtenu de mauvaises performances.

La figure 6.14 montre les réponses temporelles des variables d’intérêt pour ce cas de vali-
dation. On rappelle que ce cas de validation revient à simuler les différentes configurations
paramétriques incertaines définies à la figure 6.1 pour des références commandées simultané-
ment. Les courbes bleues sont les simulations utilisant les gains synthétisés sans considérer les
incertitudes paramétriques, tandis que les courbes rouges les considèrent. On constate alors
que les courbes issues de la synthèse NOM saturent rapidement en présence d’incertitudes
paramétriques ayant pour effet de déstabiliser le système, tandis que la synthèse INC est
stable pour toutes les configurations incertaines simulées.

En somme, cela permet de valider que l’inclusion de modèles incertains dans la synthèse
H∞ multimodèle est souhaitable afin d’obtenir de meilleures performances. Ainsi, ce résultat
suggère qu’il est pertinent d’effectuer une analyse de sensibilité paramétrique d’un modèle
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dynamique afin de déterminer quels sont ses paramètres les plus sensibles. Puis, si ces pa-
ramètres sensibles possèdent de grandes incertitudes physiques, il est alors judicieux de les
inclure dans la synthèse multimodèle.

Tableau 6.2 Comparaison des simulations NOM vs INC

Synthèse Configuration paramétrique Cas de validation
DOM REF VEN

RES+H∞+TCC+NOM NOM
INC

RES+H∞+TCC+INC NOM
INC

Figure 6.14 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas REF+ INC
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6.2.2 Comparaison des simulations RES vs RSS

À la section 5.5.2, on a décortiqué le problème que pose la présence de l’accélération inertielle
an dans le retour de sortie y en (5.53). Plus précisément, on a constaté que cela empêche
l’utilisation des gabarits censés empêcher la saturation dynamique des actionneurs (cf. ta-
bleau 5.4). On a également mentionné que cela est dû au fait que la dynamique du vent n’est
pas modélisée dans le modèle d’état retenu pour le MAVion – ce qui empêche d’utiliser,
pour le RSS, les gabarits de saturations tels qu’ils ont été définis pour le RES qui ne possède
pas ce même problème.

Dans cette section, on cherche à illustrer que l’utilisation de l’accélération dans la loi de
commande n’est pas triviale pour un aéronef convertible à corps inclinable comme le MA-
Vion. Les résultats de simulations de la loi de commande utilisant un RSS sont présentés à
la section H.2 et leurs résultats sont compilés dans le tableau 6.3. On constate que la synthèse
avec RSS possède de très mauvaises performances en rejet du vent.

La figure 6.15 montre les réponses temporelles des variables d’intérêt pour le cas de validation
VEN+NOM. On rappelle que ce cas de validation correspond à injecter des rafales de vent
lorsque le MAVion est dans sa position correspondant à ses deux configurations de base,
soit en phase de vol stationnaire et en phase de vol d’avancement. On souligne d’ailleurs que
ces simulations utilisent la configuration paramétrique la moins contraignante, soit celle avec
des paramètres nominaux. On précise également que les rafales de vent sont filtrées afin de
simuler une dynamique plus douce qu’un simple échelon pur et discontinu. L’analyse de la
figure montre alors que le contrôleur RSS sature au moment de recevoir une rafale de vent
à t = 20 s alors qu’il est dans sa position la plus critique, soit celle qui est verticale pour le
vol stationnaire. Puis, le drone devient rapidement instable. Toutefois, le contrôleur RES ne
possède pas ce problème.

En somme, cela démontre que l’utilisation de l’accélération dans le retour statique d’un
autopilote longitudinal – dont la loi de commande est linéaire par rapport à la multiplication
des gains – n’est pas une tâche triviale pour un aéronef convertible à corps inclinable. En
effet, puisque l’accélération an est directement proportionnelle à la force générée par la rafale
de vent wn, son inclusion dans le retour statique de commandes est plus problématique que
celui de la vitesse qui est d’un ordre dynamique inférieur. Bref, le retour de sortie y tel que
défini en (5.53) demande une étude plus approfondie.
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Tableau 6.3 Comparaison des simulations RES vsRSS

Synthèse Configuration paramétrique Cas de validation
DOM REF VEN

RES+H∞+TCC+NOM NOM
INC

RSS+H∞+TCC+NOM NOM
INC

Figure 6.15 Variables des synthèses RES vsRSS pour le cas VEN+NOM
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CHAPITRE 7 CONCLUSION

... et toute fin est un commencement.

—Jean-Baptiste Monge

Dans les premières pages de ce mémoire, on a posé la problématique principale du projet de
recherche, soit de concevoir un autopilote longitudinal pour un aéronef convertible à corps
inclinable tel le MAVion de l’ISAE. De cette problématique ont émergé quatre éléments
qui ont été étudiés dans le cadre du projet : la modélisation d’un tel système dynamique,
son architecture de commande, la technique de synthèse utilisée pour calculer les gains du
contrôleur et la méthode retenue afin de séquencer les gains sur l’entièreté du domaine de
vol. Afin de répondre à ces sous-problématiques, sept objectifs ont alors été définis afin de
guider les travaux de recherche qui sont présentés dans ce mémoire.

Cet ultime chapitre présente une synthèse des résultats les plus notables. Puis, une ana-
lyse critique des limitations de la solution proposée est réalisée afin de formuler des pistes
d’améliorations futures. Enfin, on procède à la présentation du bilan du projet de recherche.

7.1 Synthèse et discussion des travaux

Dans le chapitre 2, on a notamment posé le formalisme mathématique de la dynamique et du
contrôleur d’un système mécanique. De fait, les définitions énoncées dans les sections 2.1 et
2.2.3 sont réutilisées à maintes reprises dans le mémoire. Au chapitre 3, en (3.19) et (3.20),
on a établi respectivement quels sont les forces et les moments du MAVion, ce qui a permis
de proposer trois modèles d’état distincts ; chacun ayant ses avantages et inconvénients. Puis,
au chapitre 4, on a délimité le cadre du travail à la dynamique longitudinale du MAVion.
L’analyse des pôles et zéros en BO illustrés à la figure 4.3 a montré que la dynamique
naturelle d’un convertible à corps inclinable comporte deux comportements bien distincts.
Le premier correspond à la phase stationnaire qui est instable et le second correspond à la
phase d’avancement qui est stable. On a notamment constaté la présence d’un zéro à phase
non minimale sur le transfert faisant intervenir les variables régulées.

Au chapitre 5 – représentant le cœur de l’ouvrage – on a d’abord présenté la méthode géné-
rique qui est utilisée afin de concevoir l’autopilote longitudinal. On a entre autres introduit
les équations (5.3) et (5.5) du contrôleur non linéaire qui, lorsque combinées, proposent une
nouvelle manière originale de gérer l’implémentation de gains synthétisés à partir de seule-
ment la moitié d’un domaine d’équilibre possédant une symétrie. À la section 5.3.1, on a
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présenté le cahier des charges assemblé définissant les critères de performances désirés pour
le système de commandes. Puis, a suivi l’application de la méthode proposée de conception
de la loi de commandes qui requiert l’exécution des quatre étapes détaillées à la page 88. La
comparaison des synthèses nominale et proposée, respectivement les synthèses LQR+PPP
et H∞+TCC définies au tableau 5.1, a révélé que les modèles linéarisés de celles-ci pos-
sèdent tous les mêmes performances sur l’ensemble du domaine d’équilibre. Au tableau 5.6,
on a d’ailleurs souligné le temps de résolution beaucoup plus élevé de la synthèse proposée
prenant 257 fois plus de temps que la synthèse nominale. Ensuite, à la section 5.5, on a effec-
tué la comparaison de deux synthèses supplémentaires dont les résultats sont respectivement
annexés en G et H. La première comparaison a montré que la considération des modèles à
configuration paramétrique incertaine diminue le respect global des gabarits fréquentiels dé-
finis au tableau 5.4, sans toutefois atteindre un seuil critique. Puis, la seconde comparaison a
illustré une difficulté inattendue rencontrée avec la synthèse par RSS utilisant l’accélération
inertielle horizontale. De fait, son utilisation empêche l’emploi des mêmes gabarits utilisés
pour la synthèse RES, puisque la dynamique du vent n’est pas modélisée.

Enfin, dans le chapitre 6, on a présenté la validation de l’autopilote longitudinal consistant à
comparer les résultats de simulations des synthèses nominale et proposée pour différents cas
de validation définis à la page 136. Globalement, l’analyse des réponses temporelles compilée
dans le tableau 6.1 a montré que la considération explicite du TCC – c.-à-d. en introduisant
la fonction de séquencement à priori dans l’architecture des systèmes linéarisés utilisés dans
la synthèse H∞ multimodèle – permet d’obtenir de bien meilleures performances qu’une ap-
proche ad hoc consistant à interpoler les gains à postériori au moment de l’implémentation
sur le système non linéaire. Ces résultats ont alors illustré le contraste entre ceux obtenus
sur les modèles linéarisés et ceux obtenus sur le modèle non linéaire. Puis, comme pour les
synthèses, deux comparaisons de simulations supplémentaires ont été présentées. La première
comparaison illustrée au tableau 6.2 a justifié le grand intérêt de profiter de l’optimisation
multiobjectif de la synthèse H∞ permettant de considérer également des modèles linéarisés
possédant des paramètres incertains. En effet, les gains synthétisés sans considérer les incer-
titudes paramétriques ont obtenu de moins bonnes performances que ceux les considérant.
Comme il était attendu suite à l’analyse des synthèses, la seconde comparaison présentée au
tableau 6.3 a confirmé que la synthèse effectuée par RSS possède des performances nette-
ment inférieures à celle par RES à l’égard de la capacité à rejeter des perturbations de vent.
En somme, les simulations produites ont prouvé que la synthèse proposée H∞+TCC est
nettement supérieure à la synthèse nominale LQR+PPP.
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7.2 Limitations et améliorations de la solution proposée

Bien que la solution proposée dans ce mémoire ait obtenu de très bonnes performances vis-
à-vis de son concurrent nominal, l’analyse critique de cette première permet tout de même
d’identifier quelques limitations et de proposer des pistes d’améliorations.

À cet effet, il convient d’aborder le temps de résolution numérique associé aux synthèses H∞
multimodèles et multiobjectifs. Bien qu’un temps de 15 minutes soit relativement très court
par rapport à d’autres domaines comme la mécanique des fluides numérique (CFD en anglais),
cette durée a tout de même constitué un défi dans l’application de la méthode suggérée. En
effet, l’étape préliminaire consistant à ajuster les paramètres des gabarits fréquentiels et
à trouver la bonne fonction de séquencement des gains s’est révélée être un travail à part
entière. Cela a demandé d’y consacrer énormément de temps avant de trouver la combinaison
optimale permettant de respecter au mieux l’ensemble des critères du cahier des charges.
Ainsi, afin de réduire le temps consacré à cette étape d’ajustements, l’auteur suggère d’utiliser
un ordinateur possédant des performances supérieures à celles présentées au tableau 5.5.

De plus, en simulations, il a été constaté que l’autopilote longitudinal conçu sature rapidement
lorsqu’on augmente la grandeur de l’échelon filtré de vent perturbant le système. Cela justifie
pourquoi ce dernier a été limité à seulement ≈ 15 m/s afin d’éviter de déstabiliser le système.
Afin de lever ce problème propre aux convertibles à corps inclinable, il serait nécessaire
d’intégrer un système supplémentaire à l’image de [33] permettant de gérer la sollicitation
des actionneurs de manière à sacrifier les performances en suivi de référence au profit de
conserver la stabilité de l’aéronef. Sinon, une autre approche serait de revoir complètement
l’architecture de commandes afin de considérer explicitement la gestion des perturbations de
vent au moment de la synthèse comme le fait [64] pour le même type de convertible.

Ensuite, les effets du bruit n’ont pas été considérés dans la synthèse H∞ multiobjectif ni dans
les simulations présentées. De fait, le système dynamique comporte deux sources de bruit
distinctes qui ont été omises : celui des mesures utilisées dans la loi de commande et celui
des entrées de vitesses du vent perturbant le système. Par conséquent, deux améliorations
pourraient être réalisées concernant ces omissions. D’abord, on pourrait ajouter deux gabarits
fréquentiels afin de limiter le gain des transferts faisant intervenir respectivement les plages
fréquentielles des bruits de mesure et de perturbation. Puis, il serait intéressant d’ajouter ces
sources de bruit dans les simulations afin d’évaluer la performance de la solution proposée
vis-à-vis ces sources aléatoires.

Enfin, la plus grande critique concerne la méthode de synthèse elle-même qui a été rete-
nue pour le système de commandes. Cette méthode consistant à séquencer plusieurs contrô-



158

leurs synthétisés à l’aide de modèles linéarisés afin de générer un contrôleur non linéaire
par l’implémentation de la fonction de séquencement ne demeure valide en théorie que pour
des variations suffisamment lentes des consignes de référence. Bien que différents types de
consignes aient été testés (échelon pur, rampe et échelon lissé), aucune preuve mathématique
ou analyse supplémentaire n’ont été apportées afin de quantifier ce qu’est une variation suf-
fisamment lente. De plus, à l’heure actuelle où les publications de systèmes de commandes
non linéaires abondent, il serait judicieux de comparer la méthode proposée dans ce mémoire
à ces nouveaux contrôleurs non linéaires dits universels [80] ou géométriques [81]. De fait,
ce dernier type de contrôleur tire avantage de l’algèbre de Lie permettant de formuler les
équations du système modélisé et du contrôleur directement dans le groupe euclidien spécial
SE(3) [82]. Cela s’avère être un grand contraste par rapport au groupe orthogonal spécial
SO(3) (cf. section C.2.2) qui est généralement plus populaire auprès des automaticiens issus
du domaine aérospatial [24]. À titre d’exemple, [83, 84] tirent profit de cette méthode qui
permet également d’intégrer explicitement des termes non linéaires dans la loi de commandes
afin de compenser de nombreux phénomènes aérodynamiques perturbateurs tels que ceux
modélisés dans [85,86].

7.3 Bilan du projet de recherche

Le projet de recherche poursuivi dans le cadre du programme de maîtrise en génie aérospatial
a permis de visiter toutes les phases nécessaires à la conception d’un système de commandes
pour un système dynamique complexe tel que le MAVion. En effet, l’élaboration de l’auto-
pilote longitudinal pour un convertible à corps inclinable a permis de passer au travers des
étapes suivantes : revue de la littérature, modélisation mathématique de l’aéronef, analyse
du système dynamique, conception du contrôleur et validation des performances.

Malgré la complexité de la solution retenue consistant à gérer à la fois la synthèse et le
séquencement des gains dans une même étape de synthèse H∞ structurée, autoséquencée,
multimodèle et multiobjectif considérant alors le TCC ; on peut notamment retenir que cette
approche a permis d’obtenir de très bons résultats uniformes sur l’entièreté du domaine de
vol de l’aéronef. On souligne également que l’énorme complexité découlant de cette méthode
a été atténuée en grande partie grâce à l’utilisation de la fonction systune de MATLAB®.

Au final, les travaux présentés dans ce mémoire ouvrent la porte à la conception de l’autopilote
directionnel/latéral qui est nécessaire avant de pouvoir valider expérimentalement la méthode
de synthèse qui a été proposée. L’auteur de cet ouvrage souhaite prospérité à la collaboration
internationale entre les laboratoires DCAS et MRASL née de ce projet de recherche. Enfin,
il espère voir le MAVion voler prochainement du fruit de ses efforts tenaces.
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ANNEXE A TYPES D’AÉRONEFS CONVERTIBLES

Cette annexe présente un survol des différents types d’aéronefs convertibles afin de bien saisir
les caractéristiques fondamentales de tels systèmes dynamiques. Une présentation du cadre
historique de ces aéronefs est également effectuée en parallèle.

� � �

Historiquement, les forces armées ont toujours été confrontées au problème de transporter
sur de grandes distances leurs avions militaires – sans toutefois devoir les faire voler afin
d’être indépendant d’une infrastructure de décollage et d’atterrissage, d’éviter de solliciter
les pilotes seulement à des fins de déplacement des aéronefs et de surtout économiser le
carburant. L’idée de les transporter par navires est apparue logiquement et c’est ainsi que
s’est amorcée la construction des porte-avions de guerre, soit d’immenses navires possédant au
moins une piste de décollage et d’atterrissage. Or, la longueur d’une piste étant normalement
de quelques kilomètres (environ 2 à 3 km), l’utilisation de systèmes mécaniques complexes
et encombrants, composés de câbles catapultant les avions au décollage et les rattrapant à
l’atterrissage, s’avérait nécessaire.

Dans l’optique de se libérer de la dépendance à ces installations coûteuses, les forces militaires
ont eu l’idée d’unir dans un même aéronef les composantes clés de l’avion et de l’hélicoptère.
Ainsi est apparu le plus grand problème en lien avec cette idée tant ingénieuse et audacieuse :

 5 �

Comment allier au mieux les performances exceptionnelles du
vol d’avancement de l’avion, possédant une plus grande vitesse
de croisière et pouvant transporter de plus lourdes charges utiles,
avec les performances remarquables du vol stationnaire de l’hé-
licoptère, possédant une agilité accrue à très basse vitesse et ne
nécessitant aucune distance horizontale au décollage et à l’atter-
rissage ?

 5 �

Fondamentalement, tout engin volant doit pouvoir développer une force de sustentation afin
de combattre la gravité qui le tire vers le centre de la Terre, puis une force de propulsion vers
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la direction de déplacement souhaitée afin de combattre la résistance de l’air qu’il rencontre.
Pour l’avion, la force de sustentation est développée par sa surface portante principale, l’aile
qui génère une force de portance aérodynamique, et la force de propulsion est développée par
ses moteurs. Pour l’hélicoptère, les pales agissant comme des ailes tournantes développent à
la fois les forces de sustentation et de propulsion selon l’orientation qui leur est donnée. Or,
pour les avions traditionnels, les forces de sustentation et de propulsion étant fixées au corps
de l’objet Ro, il est nécessaire de pouvoir les réorienter afin de pouvoir modifier la direction
de l’appareil comme souhaité. L’avion possède donc des surfaces aérodynamiques principales
fixes (aile, puis stabilisateurs horizontal et vertical) et réglables (ailerons et gouvernes) afin
de générer des moments autour de ses trois axes dans Ro. La production de ces forces et de
ces moments est détaillée comme suit :

� Force de sustentation : normalement A.1 orientée selon −zo et principalement A.2

produite par l’aile ;
� Force de propulsion : normalement orientée selon +xo et principalement produite
par les moteurs ;

� Moment de roulis : toujours A.3 généré autour de xo et principalement produit par
les ailerons ;

� Moment de tangage : toujours généré autour de yo et principalement produit par
la gouverne de profondeur ;

� Moment de lacet : toujours généré autour de zo et principalement produit par la
gouverne de direction ;

où l’on note qu’aucune composante n’est présente sur l’avion afin de produire une force
orientée selon l’axe yo, ce qui est généralement le cas pour tout aéronef dont le plan normal
à yo, soit xo-Oo-zo, est un plan de symétrie. Cela justifie donc l’importance de pouvoir créer
des moments autour des trois axes de Ro afin de pouvoir réorienter les forces de sustentation
et de propulsion et permettre à l’aéronef de se diriger vers une direction arbitraire.

Ainsi, c’est en usant de beaucoup d’ingéniosité et en maniant ces principes de base que
les scientifiques ont conçu une multitude de différents prototypes au cours des dernières 65
A.1. On dit normalement, puisque dans les faits, la force de sustentation d’un avion est orientée vers −za, car
elle dépend de la vitesse aérodynamique va. Toutefois, pour un vol de croisière effectué à altitude constante,
les axes zo et za sont normalement situés très proches l’un de l’autre à un angle d’attaque α près. De plus,
les moteurs sont normalement installés avec une orientation légèrement différente de l’axe xo.
A.2. On dit principalement, puisque théoriquement, toutes les surfaces de l’avion contribuent à générer des
forces et des moments aérodynamiques. Parmi ces surfaces, on compte notamment les surfaces secondaires
(volets hypersustentateurs, destructeurs de portance et stabilisateur horizontal réglable) et les surfaces ter-
tiaires (fuselage, nacelle des moteurs et train d’atterrissage).
A.3. On dit toujours, puisque c’est une convention pour les moments de roulis, de tangage et de lacet qui
sont toujours définis dans le repère Ro de l’objet.
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années afin de répondre de leur mieux à cette question fondamentale posée précédemment.
À travers les nombreux essais et erreurs, cinq variantes principales ont émergé :

1. Corps inclinable (CI) : les composantes aérodynamiques et propulsives étant fixes,
c’est l’engin volant au complet qui doit basculer pour réorienter ses forces de portance
et propulsives afin d’assurer respectivement sa sustentation et sa propulsion ;

2. Fusion avion-multicoptère (FU) : nul besoin d’effectuer de bascule, puisque l’aé-
ronef embarque à la fois les composantes aérodynamiques et propulsives (toutes celles
de l’avion et toutes celles de l’hélicoptère) qui s’occupent alors d’assurer de manière
indépendante la sustentation et la propulsion de l’appareil ;

3. Aile inclinable (AI) : à l’image du corps inclinable, cette fois, c’est l’aile au complet,
à laquelle sont normalement fixés les moteurs de l’aéronef, qui bascule afin d’effectuer
le réglage du jeu de forces de sustentation et de propulsion – le corps de l’aéronef
restant à niveau ;

4. Poussée vectorielle (PV) : les composantes aérodynamiques et propulsives nor-
males de l’avion assurent respectivement la sustentation et la propulsion de l’appareil
en vol d’avancement, tandis qu’un système complexe d’orientation de la force propul-
sive permet à l’appareil de bénéficier de forces de sustentation et de propulsion en vol
stationnaire ;

5. Moteur inclinable (MI) : de manière très similaire à l’aile inclinable, ce sont seule-
ment les moteurs, normalement positionnés à chacun des bouts de l’aile, qui basculent
afin de contrôler le jeu entre les forces de sustentation et de propulsion.

Enfin, une dernière variante résultant de la combinaison de n’importe laquelle de ces cinq va-
riantes principales est également considérée dans cet ouvrage, soit la variante hybride (HY).
Ces aéronefs à décollage et atterrissage verticaux (ADAV ou VTOL en anglais) sont aujour-
d’hui mieux connus sous les noms d’aéronefs hybrides ou convertibles, la seconde appellation
étant préférée dans cet ouvrage. Ainsi, un aéronef convertible, ou tout simplement un conver-
tible, possède la caractéristique unique de pouvoir opérer dans trois phases de vol distinctes
illustrées à la figure A.1 (exemple pris pour le type CI Bell Boeing V-22 Osprey) :

1. Vol stationnaire : phase où le convertible profite de sa dynamique d’hélicoptère
et effectue soit un décollage ou un atterrissage vertical, ou bien encore une mission
nécessitant de maintenir une position fixe ;

2. Vol d’avancement : phase où le convertible profite de sa dynamique d’avion afin
d’effectuer un vol de croisière rapide et efficace du point de vue aérodynamique ;

3. Vol de transition : phase où les dynamiques d’avion et d’hélicoptère sont grandement
couplées dans la transition du vol stationnaire au vol d’avancement ou vice-versa.
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Figure A.1 Phases de vol d’un aéronef convertible (sans vent) [87]

Afin de bien saisir les subtilités entre les différents types de convertibles et le fonctionnement
de chacune de leurs phases de vol, douze aéronefs convertibles sont présentés à travers les
sections de cette annexe. Dans la mesure du possible, une combinaison d’un prototype ancien
avec pilote, dit précurseur, et d’un prototype plus moderne sans pilote, dit successeur, a été
retenue pour le choix des deux prototypes appartenant à un même type. Ceux-ci sont réper-
toriés au tableau A.1 où l’année du premier vol de chaque prototype est notamment mise en
évidence afin de situer chronologiquement l’évolution des différents types de convertibles A.4.

Pour chacun des types de convertibles et en s’appuyant seulement sur l’exemple du prototype
successeur, les sections suivantes s’attardent d’abord à définir le vecteur u des entrées com-
mandables de chacun des aéronefs étudiés. Puis, les forces f oΣ∗ et les moments mo

Σ agissant
sur S sont identifiés sans être développés. Enfin, la méthode de contrôle des différents degrés
de liberté de S à l’aide de u est grossièrement abordée selon les phases de vol stationnaire

A.4. Toutes les dates comprises dans le tableau A.1 sont tirées de l’encyclopédie libre en ligne Wikipédia ou
correspondent à la date de téléversement de vidéos YouTube. Ainsi, leur exactitude ne peut être corroborée,
mais cela demeure la meilleure estimation possible. Il est recommandé de les considérer seulement à titre
indicatif de l’ordre chronologique d’apparition des différents prototypes convertibles.
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Tableau A.1 Année du premier vol de convertibles selon le type et l’époque

Type Précurseur Successeur
Année Nom Année Nom

CI 1954 Convair XFY-1 Pogo 2016 Parrot Swing
FU 1960 Kamov Ka-22 Vintokryl 2015 Amazon Prime Air
AI 1964 LTV XC-142 2014 NASA GL-10 Greased Lightning
PV 1966 Hawker Siddeley Harrier 2006 Lockheed Martin F-35 Lightning II
MI 1989 Bell Boeing V-22 Osprey 2016 Ares V-Hawk X4
HY 2013 Boeing Phantom Swift 2018 Samad Aerospace Starling Jet

ou d’avancement à l’aide des différentes grandeurs définies au préalable. Le lecteur curieux
est invité à consulter les ouvrages [31, 50, 66–71] qui traitent notamment de la modélisation
dynamique de différents types de convertibles.

A.1 Corps inclinable

Les figures A.2 et A.3 montrent deux prototypes de convertibles à corps inclinable : respec-
tivement le Pogo et le Swing. Tous les deux possèdent la caractéristique fondamentale de
décoller à la verticale avec leur corps incliné à un angle de 90◦. Ils doivent ensuite effectuer
une bascule d’environ −90◦ afin de se positionner à un angle d’assiette proche de 0◦ pour
effectuer un vol d’avancement efficace A.5.

Figure A.2 Convair XFY-1 Pogo [88] Figure A.3 Parrot Swing [89]

A.5. On dit environ et proche, puisqu’en vol d’avancement à altitude constante, l’angle d’assiette est légère-
ment supérieur à 0◦ ; le convertible a alors un angle d’attaque non nul qui permet de générer la portance.
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Si on s’attarde seulement au prototype plus moderne, le Swing en l’occurrence, on peut
identifier les quatre entrées commandables de u :

u =
[
ωh,d ωb,d ωb,g ωh,g

]> (A.1)

où ωh,d, ωb,d, ωb,g et ωh,g sont les vitesses angulaires des quatre moteurs. Les indices h/b
(haut/bas) et d/g (droite/gauche) indiquent la position du moteur lorsqu’on regarde le
convertible de l’arrière.

Les sources des forces f oΣ∗ (excluant le poids) et des moments mo
Σ sont les suivantes :

� f ot : la force de poussée résultante développée par tous les moteurs ;
� mo

t : le moment de réaction résultant dû aux bras de levier des moteurs et de leurs
composantes rotatives ;

� f oa : la force aérodynamique résultante (portance et traînée) générée par toutes les
surfaces aérodynamiques ;

� mo
a : le moment aérodynamique résultant (portance et traînée) généré par toutes les

surfaces aérodynamiques.

Ainsi, une modélisation mathématique simplifiée des forces et des moments agissant sur le
Swing pourrait être :  f oΣ∗ = f ot + f oa

mo
Σ = mo

t + mo
a

(A.2)

On s’intéresse maintenant à la génération des forces et des moments principaux :
� Vol stationnaire :

I Force de sustentation : normalement A.6 orientée selon +xo et produite par les
4 moteurs ;

I Force de propulsion : aucune à priori, l’aéronef doit modifier son orientation
afin de la générer par le biais de sa composante de sustentation ;

I Moment de roulis : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des moteurs situés sur les côtés opposés diagonaux ;

I Moment de tangage : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angu-
laire des moteurs situés sur les côtés opposés haut et bas ;

I Moment de lacet : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des moteurs situés sur les côtés opposés gauche et droit ;

A.6. On dit ici normalement, car cela ne sera pas exactement le cas en présence de vent de travers qui aura
pour conséquence de faire basculer le Swing afin d’équilibrer les forces et moments.
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� Vol d’avancement :

I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par une
combinaison de l’aile en croix et des moteurs ;

I Force de propulsion : normalement orientée selon +xo et produite par une
partie de la force propulsive des moteurs, l’autre participant à la sustentation ;

I Moment de roulis : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de tangage : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de lacet : idem que pour le vol stationnaire.

Selon le tableau A.1, le prototype à corps inclinable a été le premier prototype d’aéronef
convertible inventé. Toutefois, le fait de devoir basculer entièrement l’aéronef entre les deux
phases de vol comporte manifestement un inconvénient majeur. Cela limite en effet le trans-
port de charges utiles dont l’orientation pourrait être sensible à la gravité. De plus, il est sûr
que cela incommoderait la majorité des passagers.

A.2 Fusion avion-multicoptère

Les figures A.4 et A.5 montrent deux prototypes de convertibles consistant en une fusion
avion-multicoptère : respectivement le Vintokryl et le prototype d’Amazon. Tous les deux
possèdent la caractéristique fondamentale de jumeler sur un même aéronef les composantes
essentielles de l’avion et du multicoptère. Le prototype d’Amazon décolle à la verticale à
l’aide de ses huit moteurs placés en tandem (c.-à-d. l’un au-dessus de l’autre) et se propulse
ensuite vers l’avant à l’aide de son moteur arrière. Enfin, on note également la présence de
surfaces de contrôle secondaires situées sur les stabilisateurs horizontaux et verticaux afin
d’effectuer des ajustements de précision dans le but d’équilibrer les forces et les moments de
l’appareil lorsqu’il opère en régime permanent (c.-à-d. en vol de croisière).

Figure A.4 Kamov Ka-22 Vintokryl [90] Figure A.5 Amazon Prime Air [91]
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En supposant que chaque groupe de deux moteurs disposés en tandem sert seulement à des
fins de redondance et que le second moteur est seulement mis en marche lorsque le premier
fait défaut, on peut identifier cinq entrées commandables essentielles :

u =
[
ωd,av ωd,ar ωg,ar ωg,av ωp

]> (A.3)

où ωd,av, ωd,ar, ωg,ar et ωg,av sont les vitesses angulaires des quatre moteurs et ωp la vitesse
angulaire du moteur situé à l’arrière. Les indices d/g (droite/gauche) et av/ar (avant/arrière)
indiquent la position du moteur lorsqu’on regarde le convertible d’en haut.

Les sources des forces f oΣ∗ (excluant la gravité) et des moments mo
Σ sont les suivantes :

� f ot : la force de poussée résultante développée par tous les moteurs situés dans le plan
horizontal ;

� mo
t : le moment de réaction résultant dû aux bras de levier des moteurs situés dans

le plan horizontal et de leurs composantes rotatives ;
� f op : la force de poussée résultante développée par le moteur situé à l’arrière ;
� mo

p : le moment de réaction résultant dû au bras de levier du moteur situé à l’arrière
et de ses composantes rotatives ;

� f oa : la force aérodynamique résultante (portance et traînée) générée par toutes les
surfaces aérodynamiques ;

� mo
a : le moment aérodynamique résultant (portance et traînée) généré par toutes les

surfaces aérodynamiques.

Ainsi, une modélisation mathématique simplifiée des forces et des moments agissant sur le
drone d’Amazon pourrait être :

 f oΣ∗ = f ot + f op + f oa
mo

Σ = mo
t + mo

p + mo
a

(A.4)

On s’intéresse maintenant à la génération des forces et des moments principaux :
� Vol stationnaire :

I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par les 4
moteurs situés dans le plan horizontal ;

I Force de propulsion : aucune force propulsive n’est nécessaire dans cette phase
de vol, l’aéronef peut toutefois activer n’importe quel moteur s’il souhaite ef-
fectuer une correction quelconque ;
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I Moment de roulis : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des moteurs situés dans le plan horizontal sur les côtés opposés gauche et droit ;

I Moment de tangage : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angu-
laire des moteurs situés dans le plan horizontal sur les côtés opposés avant et
arrière ;

I Moment de lacet : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des moteurs situés dans le plan horizontal sur les côtés opposés diagonaux ;

� Vol d’avancement :
I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par une

combinaison des surfaces portantes (majoritaire) et des moteurs (minoritaire)
situés dans le plan horizontal, selon la vitesse d’avancement ;

I Force de propulsion : normalement orientée selon +xo et produite essentielle-
ment par le moteur situé à l’arrière ;

I Moment de roulis : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de tangage : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de lacet : idem que pour le vol stationnaire.

La fusion de la dynamique de l’avion avec celle du multicoptère a beau régler le problème de
bascule du corps, elle n’est certes pas la meilleure configuration du point de vue de l’opti-
misation du nombre et de l’utilisation des différentes composantes embarquées sur l’aéronef.
En effet, pour la grande majorité des prototypes de type fusion avion-multicoptère, les com-
posantes associées à l’avion ne sont pas utilisées lorsque celles associées au multicoptère sont
en fonction, et vice-versa.

A.3 Aile inclinable

Les figures A.6 et A.7 montrent deux prototypes de convertibles possédant au moins une aile
inclinable : le XC-142 et le Lightning. Tous les deux possèdent la caractéristique fondamentale
de dépendre de la bascule de leur surface portante principale, c.-à-d. leur aile, afin de modifier
le jeu des forces de sustentation et de propulsion qui en découlent. En effet, on remarque que
tous les moteurs sont fixés à l’aile qui bascule. Le Lightning décolle à la verticale avec ses
deux ailes positionnées à 90◦ (en l’occurrence, tous ses moteurs sont également positionnés
à 90◦). Il effectue ensuite une transition en vol d’avancement en basculant ses deux ailes de
manière à les positionner dans le plan horizontal. La stabilité de cette opération est assurée
en contrôlant la vitesse angulaire de chacun des 10 moteurs qui sont embarqués sur l’aéronef.
De plus, l’aile avant dispose de trois ailerons situés de part et d’autre du fuselage, tandis
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que l’aile arrière dispose d’un aileron situé de part et d’autre de la queue de l’appareil. Tous
ces ailerons participent également au processus de stabilisation actif de l’aéronef pendant sa
phase de transition.

Figure A.6 LTV XC-142 [92] Figure A.7 NASA Greased Lightning 10 [93]

En supposant que les quatre moteurs situés sur un même côté de l’aile forment un seul groupe
moteur et idem pour les trois ailerons d’un même côté de l’aile, puis, en négligeant arbitrai-
rement la gouverne de direction dans l’analyse, on peut identifier 10 entrées commandables
distinctes :

u =
[
ωd,av ωd,ar ωg,ar ωg,av δd,av δd,ar δg,ar δg,av θav θar

]> (A.5)

où ωd,av, ωd,ar, ωg,ar et ωg,av sont les vitesses angulaires des groupes moteurs, δd,av, δd,ar,
δg,ar et δg,av sont les positions angulaires des groupes d’ailerons, et enfin θav et θar sont
les positions angulaires des ailes avant et arrière. Les indices d/g (droite/gauche) et av/ar
(avant/arrière) indiquent la position du groupe moteur ou du groupe d’ailerons lorsqu’on
regarde le convertible d’en haut.

Les sources des forces f oΣ∗ (excluant la gravité) et des moments mo
Σ sont les suivantes :

� f ot : la force de poussée résultante développée par tous les groupes moteurs ;
� mo

t : le moment de réaction résultant dû aux bras de levier de tous les groupes moteurs
et de leurs composantes rotatives ;

� f oδ : la force aérodynamique résultante développée par la variation de la position an-
gulaire de tous les groupes d’ailerons ;

� mo
δ : le moment de réaction résultant dû aux bras de levier associés aux forces aéro-

dynamiques des groupes ailerons et de leurs composantes rotatives ;
� f oa : la force aérodynamique résultante (portance et traînée) générée par toutes les
surfaces aérodynamiques (autres que les ailerons) ;
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� mo
a : le moment aérodynamique résultant (portance et traînée) généré par toutes les

surfaces aérodynamiques (autres que les ailerons).

Ainsi, une modélisation mathématique simplifiée des forces et des moments agissant sur le
Lightning pourrait être :  f oΣ∗ = f ot + f oδ + f oa

mo
Σ = mo

t + mo
δ + mo

a

(A.6)

On s’intéresse maintenant à la génération des forces et des moments principaux :
� Vol stationnaire :

I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par l’en-
semble de tous les groupes moteurs ;

I Force de propulsion : aucune force propulsive n’est nécessaire dans cette phase
de vol, l’aéronef peut toutefois activer n’importe quel moteur, modifier la po-
sition de ses ailerons ou encore celle de ses ailes s’il souhaite effectuer une
correction quelconque ;

I Moment de roulis : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des groupes moteurs et/ou A.7 de la position angulaire des groupes d’ailerons
situés sur les côtés opposés gauche et droit ;

I Moment de tangage : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angu-
laire des groupes moteurs et/ou de la position angulaire des ailes situés sur les
côtés opposés avant et arrière ;

I Moment de lacet : généré par le différentiel deux à deux de la vitesse angulaire
des moteurs et/ou de la position angulaire des groupes d’ailerons situés sur les
côtés opposés diagonaux ;

� Vol d’avancement :

I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par une
combinaison des surfaces portantes (majoritaire) et des moteurs (minoritaire)
selon la vitesse d’avancement ;

I Force de propulsion : normalement orientée selon +xo et produite essentielle-
ment par tous les groupes moteurs ;

A.7. On note qu’en raison du grand nombre d’entrées commandables comprises dans u, il existe plusieurs
combinaisons différentes de sollicitation afin d’engendrer un même mouvement. Il est ainsi possible de dé-
coupler les entrées afin de contrôler des mouvements particuliers au lieu de contrôler directement les entrées
commandables. En anglais, ce processus prend le nom de control (ou actuator) allocation et est une étape
indispensable au contrôle de tout système dit suractionné, soit un système possédant plusieurs redondances
au niveau de ses entrées commandables par rapport au contrôle de certains degrés de liberté.
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I Moment de roulis : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de tangage : idem que pour le vol stationnaire ;
I Moment de lacet : idem que pour le vol stationnaire.

Le retour à un design beaucoup plus proche de l’avion classique (le Lightning possède toutes
les structures d’un avion classique mis à part ses ailes inclinables et ses moteurs ajoutés à
l’arrière) permet d’optimiser l’utilisation de toutes les composantes embarquées. En effet,
lorsque configuré pour le vol d’avancement à grande vitesse, ce prototype se comporte de
manière identique à un avion et cela permet d’optimiser l’efficacité aérodynamique et l’au-
tonomie de l’appareil. Toutefois, le basculement des ailes à vitesse d’avancement non nulle
entraîne une multitude d’effets aérodynamiques qui sont difficiles à modéliser et à gérer en
plein vol. La prochaine section présente un prototype différent qui a surtout été développé
pour le besoin des forces armées opérant des machines de guerre volantes. Celles-ci doivent
notamment pouvoir décoller et atterrir autant bien sur des pistes situées sur la terre ferme
que sur des bateaux en pleine mer.

A.4 Poussée vectorielle

Les figures A.8 et A.9 montrent deux prototypes de convertibles ayant recours à la poussée
vectorielle afin d’effectuer un décollage vertical : respectivement le Harrier et le F-35. Tous
les deux possèdent la caractéristique fondamentale d’embarquer un turboréacteur dont le flux
d’air sortant peut être redirigé vers le dessous de l’aéronef. Cela permet de créer une force de
réaction vers le haut qui maintient l’aéronef dans les airs lorsque sa vitesse d’avancement est
nulle. Ce système complexe peut être analysé plus en détail à la figure A.10 où le système
de poussée vectorielle d’un F-35 est présenté. La mécanique de vol d’un avion ayant déjà été
abordée dans les sections précédentes de cette annexe, on s’intéresse seulement au système
de poussée vectorielle permettant de maintenir l’aéronef en sustentation pendant les phases
de décollage et d’atterrissage verticaux. En effet, l’analyse de la propulsion de cet appareil
est identique à celle d’un avion traditionnel A.8.

En s’attardant seulement aux composantes du système de poussée vectorielle, on peut iden-
tifier cinq entrées commandables distinctes :

u =
[
ωav ωar λg λd θar

]> (A.7)

où ωd,av et ωd,ar sont respectivement les vitesses angulaires de la soufflante avant et du

A.8. En réalité, ces avions militaires peuvent utiliser leur système de poussée vectorielle afin d’effectuer des
manœuvres aériennes normalement impossibles pour par exemple éviter les tirs d’un avion de chasse ennemi.
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Figure A.8 Hawker Siddeley Harrier [94] Figure A.9 LMC F-35 Lightning II [95]

Figure A.10 Système de poussée vectorielle du F-35 [96]
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turboréacteur arrière, λg et λd les ratios d’air détourné depuis les étages de compression du
moteur vers les tuyères gauche et droite du système de poussée vectorielle et θar la position
angulaire latérale (gauche-droite) de la tuyère du moteur arrière A.9.

Les sources des forces f oΣ∗ (excluant la gravité) et des moments mo
Σ pour le système de poussée

vectorielle sont les suivantes :
� f ot : la force de poussée résultante développée par les quatre sorties du système de
poussée vectorielle ;

� mo
t : le moment de réaction résultant dû aux bras de levier des quatre forces générées

de manière indépendante par le système de poussée vectorielle.

Ainsi, une modélisation mathématique simplifiée des forces et des moments agissant sur le
F-35 pourrait être :  f oΣ∗ = f ot

mo
Σ = mo

t

(A.8)

On s’intéresse maintenant à la génération des forces et des moments principaux :
� Vol stationnaire :

I Force de sustentation : normalement orientée selon −zo et produite par l’en-
semble de toutes les sorties propulsives du système de poussée vectorielle ;

I Force de propulsion : aucune force propulsive n’est nécessaire dans cette phase
de vol, l’aéronef peut toutefois modifier l’intensité de ses sorties vectorielles s’il
souhaite effectuer une correction quelconque ;

I Moment de roulis : généré par le différentiel des poussées produites par les
tuyères gauche et droite ;

I Moment de tangage : généré par le différentiel des poussées produites par la
soufflante avant et le moteur principal arrière ;

I Moment de lacet : généré par l’orientation latérale donnée à la tuyère du moteur
arrière.

Bien entendu, le F-35 est un mastodonte de guerre ayant été développé à un coût astrono-
mique afin de répondre aux exigences les plus sévères en matière de performance et de sécurité
militaires. Toutefois, le système de poussée vectorielle est unique en son genre et rappelle au
lecteur que le développement de tels systèmes nécessite de très grands moyens – tels ceux
pouvant être fournis par les organisations militaires de plusieurs pays. La prochaine section

A.9. Bien que ce ne soit pas illustré à la figure A.10, la tuyère de sortie du moteur arrière est inclinable dans
les deux plans longitudinal (autour de yo) et latéral (autour de xo) de l’aéronef. Le contrôle du positionnement
longitudinal de la tuyère arrière n’est pas requis pendant le vol stationnaire.
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présente le type de convertible à moteurs inclinables auquel appartient un autre mastodonte
de guerre : le Osprey.

A.5 Moteurs inclinables

Les figures A.11 et A.12 montrent deux convertibles possédant au moins un groupe de deux
moteurs inclinables : respectivement le Osprey et le V-Hawk. Tous les deux possèdent la
caractéristique fondamentale de dépendre de la bascule de leurs moteurs afin de modifier
le jeu des forces de sustentation et de propulsion qui en dépendent. Les surfaces portantes
restent toutefois fixes. Le Osprey décolle à la verticale avec ses deux moteurs positionnés à
90◦. Il effectue ensuite une transition en vol d’avancement en basculant ses deux moteurs de
manière à les positionner vers l’avant (Fig. A.1).

Figure A.11 Bell Boeing V-22 Osprey [97] Figure A.12 Ares V-Hawk X4 [98]

Le fonctionnement d’un aéronef convertible à moteurs inclinables étant très similaire à celui
d’un convertible à aile inclinable, ce premier n’est pas détaillé dans cette section. Le lecteur
est invité à consulter la section A.3 afin d’en déduire par lui-même son fonctionnement.

A.6 Hybride

Les figures A.13 et A.14 montrent deux prototypes de convertibles combinant au moins
deux des cinq types de convertibles présentés jusqu’ici dans cette section : respectivement le
Phantom et le Starling. On désigne ce type de convertibles combinant plusieurs composantes
différentes comme un convertible hybride A.10. Ces deux prototypes combinent à la fois des
moteurs inclinables et des moteurs intégrés à leur fuselage. Ce dernier joue d’ailleurs un rôle
très important dans la sustentation de ces appareils dans la mesure où il possède une forme

A.10. À ne pas confondre avec l’une des variantes de définitions utilisées dans la littérature des aéronefs
convertibles où convertible et hybride partagent parfois le même sens. Dans ce mémoire, ces deux mots
désignent deux concepts distincts et bien définis.
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très aérodynamique générant une grande force de portance par rapport à un fuselage classique
d’avion.

Figure A.13 Boeing Phantom Swift [99] Figure A.14 Samad Aero. Starling Jet [100]

Selon les types de composantes que comporte le convertible étudié, le lecteur est invité à se
référer aux sections A.1, A.2, A.3, A.4 ou A.5 afin d’en déduire son fonctionnement. De plus,
le lecteur est invité à consulter [50,68–71,101] où plusieurs autres prototypes sont présentés.
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ANNEXE B EXEMPLE D’UNE VOITURE AVEC RÉGULATEUR DE
VITESSE

Cette annexe utilise l’exemple pratique d’une voiture munie d’un régulateur de vitesse afin
d’illustrer trois problèmes propres à l’automatique. Dans un premier temps, l’exemple de la
voiture est mis à contribution afin de mettre en lumière le processus de modélisation d’un
système dynamique. Ensuite, l’exemple du régulateur de vitesse d’une voiture est abordé afin
de montrer concrètement comment concevoir un système de commande régulant un système
dynamique. Enfin, l’exemple du séquencement des gains d’un régulateur de vitesse de voiture
est utilisé afin d’étudier le problème du séquencement de contrôleurs. Ces trois exemples
pédagogiques sont présentés afin d’éclaircir les notions théoriques présentées respectivement
dans les sections 2.1, 2.2 et 2.3.

B.1 Exemple d’une voiture comme système dynamique

Un exemple commun de système dynamique S est une voiture dont on veut modéliser l’évolu-
tion de la vitesse v (état x := v ∈ R ; vitesse de la voiture) selon deux évènements distincts :

1. lorsque l’on appuie plus ou moins sur la pédale d’accélérateur qui fait alors varier le
couple généré par le moteur de la voiture (entrée commandable u := θp ∈ R ; angle de
la pédale) ;

2. lorsque survient un changement soudain et abrupt de la pente de la chaussée qui fait
alors accélérer ou décélérer la voiture en raison de son poids (entrée perturbatrice
w := θc ∈ R ; angle de la chaussée).

Ainsi, en reprenant la notation de (2.2), on peut modéliser la voiture comme un système
dynamique s’écrivant comme suit :

S(%) :=

 v̇ = f(v, θp, θc,%)

v(t0) = v0

% =
[
mv εm Sa µf g0

]> (B.1)

où f ∈ R est une fonction scalaire modélisant toutes les forces spécifiques B.1 responsables
de la variation de la vitesse de la voiture v̇ dont la vitesse initiale au temps t0 est v0 et
% ∈ R5 représente les cinq paramètres physiques de la voiture. On peut distinguer quatre

B.1. Une force spécifique fs est définie comme le rapport entre une force f et une masse m : fs = f
m .
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forces spécifiques différentes agissant sur la voiture :

1. fa(θp,mv, εm) : force spécifique d’accélération due au couple généré par le moteur
d’efficacité εm lorsque l’on appuie sur la pédale d’accélérateur θp pour la voiture de
masse mv ;

2. fr(v,mv, Sa) : force spécifique de traînée aérodynamique due au contact entre la voiture
et la masse d’air de surface Sa qu’elle traverse à une vitesse v ;

3. ff,g(θc,mv, µf , g0) : forces spécifiques de frottement ff (θc,mv, µf ) et gravitationnelle
fg(θc, g0) dues respectivement à la friction du contact des pneus avec la chaussée
possédant un coefficient de frottement µf et la gravité terrestre de grandeur g0 ; toutes
les deux dépendent de l’angle de la chaussée θc.

Figure B.1 Grandeurs dynamiques d’une voiture en montée possédant 1 DDL

Pour le cas précis d’une voiture montant une côte, la figure B.1 illustre la projection de
ces quatre forces spécifiques B.2 dans le repère de la voiture, noté Ro, qui possède une seule
dimension selon l’axe xo. Ainsi, pour ce cas particulier, on peut préciser davantage la nature
de f dans (B.1) :

S(%) :=

 v̇ = −fr(v,mv, Sa) + fa(θp,mv, εm)− ff,g(θc,mv, µf , g0)

v0 = v(t0)
(B.2)

B.2. Cf. section C.1.4 concernant la nomenclature employée pour la projection d’un vecteur dans un repère.
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où le signe des forces spécifiques agissant sur le centre de masse de la voiture est introduit
dans la définition de S.

Dans cet exemple, la vitesse de la voiture v est une variable endogène puisque sa variation
v̇ est directement liée à sa propre valeur instantanée v ainsi qu’aux deux entrées θp et θc,
qui peuvent survenir et modifier la dynamique de S. En effet, en appliquant une méthode de
modélisation adéquate (Newton, Lagrange, etc.), il serait possible de développer un modèle
mathématique pour les forces spécifiques fr, fa et ff,g de (B.2) liant directement l’évolution
de la vitesse de la voiture v̇ à sa valeur instantanée v ainsi qu’aux angles de la pédale θp et
de la chaussée θc. Cette dernière grandeur θc correspond à la composante exogène, puisque
l’on émet l’hypothèse que l’évolution θ̇c de la pente de la chaussée n’est pas connue à priori
ni modélisée.

Comme expliqué précédemment, le caractère endogène ou exogène de l’entrée commandable
θp dépend du type d’analyse que l’on désire effectuer. Son caractère ainsi que celui d’une
sortie, d’une commande et d’une référence sont abordés à la section 2.2 et illustrés à l’aide
de l’exemple de la section B.2.

B.2 Exemple du régulateur de vitesse d’une voiture comme système de com-
mande

Le régulateur de vitesse (ou cruise control en anglais) est un système intégré à toute voiture
moderne qui permet de réguler automatiquement la vitesse de la voiture. Son fonctionnement
est plutôt simple : à l’aide de boutons, le conducteur programme la vitesse de conduite désirée
et le système de régulation se charge de maintenir constante la vitesse du véhicule sans que
le conducteur ait à toucher à la pédale d’accélérateur. De fait, la fonction principale du régu-
lateur de vitesse est de corriger la vitesse du véhicule lorsque la pente de la chaussée diminue
ou augmente – ce qui entraîne un changement de vitesse en raison de la force gravitationnelle
exercée sur la voiture.

Ainsi, on reprend l’exemple de la voiture débuté à la section B.1 en analysant cette fois son
régulateur de vitesse en tant que système de commande. On se rappelle que le système est
modélisé par (B.2). On suppose d’abord que la voiture est munie d’un système de capteurs
M mesurant directement la vitesse v ∈ R et l’accélération a = fa(v, θp, θc,%) ∈ R du véhicule
de sorte à fournir les deux mesures γ ∈ R2 :

M(%) :=
{
γ = h(v, θp, θc,%) =

[
v a

]>}
. (B.3)
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On définit ensuite l’objectif r ∈ R de l’opérateur O qui est le conducteur du véhicule dans
cet exemple :

O := {r = vc} (B.4)

où vc ∈ R est la vitesse commandée (ou désirée) par l’opérateur O. En d’autres mots, c’est
la vitesse qui est réglée dans le régulateur de vitesse de la voiture par le conducteur.

Enfin, on définit le système C du régulateur de vitesse ayant pour tâche de maintenir la
vitesse du véhicule v à une vitesse de référence commandée vc par O comme suit :

C
(
κ(%)

)
:=


ξ̇ = fξ(vc, v) = e = vc − v

θp = fu
(
ξ,γ,κ(%)

)
= kp(%) v + ki(%) ξ + kd(%) a

ξ(t0) = ξ0 = 0

(B.5)

où e ∈ R est l’erreur de suivi entre la vitesse désirée vc et la vitesse courante v du véhi-
cule (l’état ξ ∈ R représente donc l’intégrale temporelle de l’erreur de suivi, ou en d’autres
mots, son accumulation) et κ(%) =

[
kp(%) ki(%) kd(%)

]>
∈ R3 représente le vecteur des

trois paramètres de conception du contrôleur C qui sont généralement fonction des para-
mètres physiques % de S B.3. On note également que le régulateur de vitesse C suppose que
l’accumulation de l’erreur de suivi est nulle au moment où il est mis en marche au temps t0.

De ce fait, les grandeurs endogènes de ce problème de commande sont v, a et ξ, tandis que
les grandeurs exogènes sont vc et θc. Comme discuté à la section 2.2, la nature endogène ou
exogène de θp dépend du type d’analyse effectuée (respectivement en BF ou en BO).

L’architecture donnée au contrôleur C et définie par les fonctions scalaires fξ et fu est une
architecture classique souvent rencontrée dans la littérature et portant le nom de retour
de sortie avec bouclage intégral [102–106]. Elle s’apparente à l’architecture du correcteur
PID (possédant des actions proportionnelle, intégrale et dérivée), qui demeure à ce jour
l’architecture la plus utilisée dans les problèmes de commande [107]. La ressemblance entre
ces deux architectures est due au fait que la fonction fu de (B.5) reproduit les trois actions
du PID en ayant respectivement recours à la vitesse mesurée v, l’accumulation temporelle de
son erreur ξ =

∫ tf
t0 e(t) dt et la variation de la vitesse v̇ = a, soit l’accélération. Cela justifie

d’ailleurs le choix des indices pour les paramètres (ou gains) kp, ki et kd du contrôleur C
en (B.5).

Par exemple, en choisissant bien la valeur donnée à chacun des paramètres κ, il serait possible
de faire accélérer automatiquement la voiture de manière à ce qu’elle conserve sa vitesse de

B.3. Par exemple, une voiture de masse mv plus lourde qu’une autre pourrait avoir des gains κ(mv) plus
grands afin de compenser cette augmentation de masse.
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croisière vc définie par le conducteur, lorsque survient soudainement une forte pente positive
sur la route. Toutefois, la manière (par exemple, lente ou agressive) dont évoluera la vitesse
v afin de rejoindre vc dépend des valeurs assignées à κ, de la vitesse initiale du véhicule v0 où
survient le changement de la pente de la chaussée et de la valeur de la pente θp elle-même.
Plusieurs méthodes de synthèse des gains kp, ki et kd existent afin de trouver le compromis
donnant les meilleures performances selon le domaine d’opération considéré pour v et θp.
Quelques-unes de ces méthodes sont abordées aux sections 2.2.2 et 2.2.3. Une justification
plus étoffée de l’importance de ces méthodes y est donnée.

B.3 Exemple du séquencement des gains d’un régulateur de vitesse de voiture
comme problème de séquencement de contrôleurs

On procède à une application pratique inspirée grandement de l’exemple 12.6 présenté dans
[29]. On reprend alors l’exemple de la voiture muni d’un régulateur de vitesse (cf. sections
B.1 et B.2). On considère le cas spécifique où la voiture roule sur une route parfaitement
horizontale, c.-à-d. que l’angle de la chaussée est nul, θc = 0. La perturbation w := θc n’est
donc pas considérée dans cet exemple. Cet exemple simplifié est illustré à la figure B.2.

Figure B.2 Grandeurs dynamiques d’une voiture roulant sur une chaussée horizontale

On représente arbitrairement B.4 le système dynamique d’une voiture en mouvement à partir

B.4. À dire vrai, le système dynamique utilisé dans l’exemple 12.6 de [29] ne représente pas exactement
la dynamique d’une voiture, mais pour des fins de pédagogie et de continuité avec les exemples abordés
précédemment dans ce chapitre, on décide arbitrairement d’imposer et d’accepter l’analogie comme étant
plausible. On verra à travers l’exemple que cela est effectivement le cas. Bref, que ça tient la route !
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du système non linéaire suivant comprenant désormais deux états :

S(%) :=


ẋ = f(x, θp,%)⇔

ḟr
v̇

 =
tan fr

mv
+ crv

fr
mv

+ caθp
mv

 %=
tan fr + v

fr + θp


x(t0) = x0 =

[
fro v0

]>
% =

[
mv cr ca

]>
= 1 ∈ R3

x =
[
fr v

]>
(B.6)

où l’état fr ∈ R représente la force de traînée exercée sur le véhicule lorsqu’il se déplace, et
l’état v ∈ R représente la vitesse du véhicule. On définit les paramètres constants suivants :
mv ∈ R∗ représente la masse du véhicule, cr ∈ R∗ représente le coefficient liant la vitesse
v à la variation de la force de traînée ḟr et ca ∈ R∗ représente le coefficient liant l’angle de
la pédale d’accélérateur θp, l’entrée u du système, à la variation de la vitesse du véhicule v̇.
On mentionne également que le terme fr

mv
peut être vu comme étant la force spécifique de

frottement qui intervient à deux reprises dans ẋ. Enfin, on effectue l’hypothèse arbitraire que
chacun des paramètres compris dans % possède une valeur unitaire, permettant de simplifier
les expressions scalaires de f .

On décide de paramétrer les valeurs d’équilibre du système de la voiture donné en (B.6) en
fonction du paramètre de séquencement à l’équilibre σe ∈ R qui dans cet exemple correspond
uniquement à la vitesse à l’équilibre ve ∈ R de la voiture, σe := ve. On obtient alors la
solution suivante :

xe(ve) =
fre(ve)
ve(ve)

 =
−arctan ve

ve


θpe(ve) = arctan ve

(B.7)

qui est tout à fait logique pour ce problème appliqué à la dynamique d’une voiture. En effet,
pour une vitesse d’équilibre nulle (ve = 0), on obtient une commande en accélération nulle
(θpe = 0) et aucune force de traînée générée (fre = 0). De plus, pour une valeur positive
de vitesse d’équilibre souhaitée (ve > 0), on obtient également une valeur d’angle de pédale
positive (θpe > 0) et une force de traînée dans la direction opposée à celle de la vitesse du
véhicule (fre < 0).

On effectue maintenant l’hypothèse qu’il est possible de mesurer directement les deux états
du système, soit la force de traînée fr de la voiture et sa vitesse v. Le système de capteurs
M est donc défini comme suit :

M :=
{
γ = h(x) =

[
fr v

]>}
(B.8)
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où γ ∈ R2 représente les sorties pouvant être utilisées dans le régulateur de vitesse C.

L’objectif de l’opérateur O, ou du conducteur, est de réguler la vitesse de la voiture v en
émettant une consigne vc ∈ R agissant alors comme la valeur de référence souhaitée pour la
vitesse du véhicule :

O := {r = vc}. (B.9)

Le manuel à bord de la voiture révèle que le régulateur de vitesse C possède le fonctionnement
suivant afin de générer automatiquement la valeur d’angle de la pédale d’accélérateur θp ∈ R
en fonction des mesures γ qu’il effectue :

C
(
κ(ve)

)
:=



ξ̇ = fξ(vc, v) = e = v − vc
θp = fu

(
κ(ve),γ, ξ

)
= −kf (ve)fr − kv(ve)v − kξ(ve)ξ

ξ(t0) = ξ0 = −1
kξ(ve0)

(
kf (ve0)fr0 + kv(ve0)v0 + θp0

) (B.10)

avec κ(ve) =


kf (ve)
kv(ve)
kξ(ve)

 =


(1 + v2

e)(3 + v2
e) + 3 + 1

1+v2
e

3 + v2
e

−1
1+v2

e

 (B.11)

où e = v − vc représente l’erreur de régulation, θp est l’entrée commandable, ξ est l’accumu-
lation temporelle de l’erreur de régulation e, et kf , kv et kξ sont les gains respectifs de fr,
v et ξ, tous contenus dans κ. La valeur initiale de l’état du contrôleur ξ0 est initialisée de
sorte à placer le contrôleur C à l’équilibre. On remarque aussi que les gains contenus dans κ
sont une fonction non linéaire de la vitesse à l’équilibre de la voiture ve qui agit à titre de
paramètre de séquencement σe pour ces gains. C’est précisément ce séquencement des gains
qui rend le contrôleur non linéaire, malgré son architecture classique issue de la commande
linéaire. Les gains κ(ve) de (B.10) ont été choisis par [29] afin de placer arbitrairement – avec
la commande modale linéaire basée sur le système linéarisé ∆S` de (B.6) – les trois B.5 pôles
du système en boucle fermée (BF) à −1 et −1/2± j

√
3/2 pour toutes les vitesses à l’équilibre

ve ∈ R. C’est une manière judicieuse de procéder afin de s’assurer du comportement uniforme
du système linéarisé en BF dans tout son domaine d’opération.

 5 �

Mais qu’en est-il du système non linéaire en boucle fermée ? Son
comportement sera-t-il également uniforme ? Et comment gérer

B.5. Deux pôles venant des états du système S (fr et v), puis le troisième issu de l’état du contrôleur C (ξ).
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en temps réel la valeur ve de la vitesse du véhicule à l’équilibre
dans C qui n’existe pas dans les faits ?

 5 �

En effet, cela constitue la problématique même du séquencement de gains synthétisés à l’aide
d’une méthode de commande linéaire, puisque le système S est, par sa nature même, dy-
namique. Il n’est donc généralement pas à l’équilibre. En d’autres mots, la grandeur ve –
pourtant comprise dans le contrôleur non linéaire (B.10) – n’existe pas. De fait, il existe
seulement deux grandeurs se rapprochant de ve auxquelles a accès le contrôleur C : il s’agit
de la consigne de référence vc et de la mesure de la vitesse v. Toutefois, le remplacement de
ve dans (B.10) par l’une ou l’autre de ces grandeurs ne garantit en rien que les performances
assignées au système linéarisé seront les mêmes que pour celles du système non linéaire (B.6).
Les sections B.3.1 et B.3.2 présentent respectivement ces deux alternatives où, dans la pre-
mière, la variable de séquencement exogène σ := vc est utilisée ; puis, dans la seconde, la
variable de séquencement endogène σ := v est plutôt préférée.

Ensuite, la seconde architecture de contrôle, composée d’un nouveau système de capteurs
M∗ et d’un nouveau contrôleur C∗, utilisée dans l’approche architecturale précédemment
introduite est définie comme suit :

M∗ :=
{
γ̇ = h∗(x) =

[
ḟr v̇

]>}
(B.12)

C∗
(
κ(ve)

)
:=


ξ̇ = fξ

(
κ(ve), γ̇, vc

)
= −kf (ve)ḟr − kv(ve)v̇ − kξ(ve)

(
v − vc

)
θp = fu(ξ) = ξ

ξ(t0) = ξ0 = θp0

(B.13)

où l’on remarque que le nouveau système de capteursM∗ mesure désormais directement la
dérivée des états x, soit γ̇ = ẋ. De plus, on remarque que le nouveau contrôleur C∗ pos-
sède sensiblement la même forme que l’original. De fait, le seul élément différent consiste
en l’emplacement de l’action intégrale dans l’architecture de contrôle qui a été déplacée à la
toute fin de la chaîne de contrôle. On note d’ailleurs que le nouveau contrôleur C∗ utilise les
mêmes gains κ que l’ancien C. Ce type d’architecture prend le nom de contrôleur basé sur
la vitesse ou velocity-based controller en anglais. L’architecture spéciale de ce contrôleur a
pour effet d’éliminer naturellement par sa forme la dynamique du TCC qui est engendrée par
le séquencement de gains (cf. section 2.3). Toutefois, l’architecture du velocity-based control-
ler comporte un problème majeur : elle requiert de pouvoir mesurer la dérivée des sorties
γ̇ qui sont normalement utilisées dans une architecture de contrôle plus classique comme
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le contrôleur C. Or, dans la pratique, cela s’avère souvent être impossible et nécessite alors
d’utiliser des filtres complexes afin d’effectuer des dérivations numériques des mesures γ qui
sont généralement bruitées. De fait, la conception de ces filtres vient restreindre davantage le
problème de commande et peut devenir un facteur limitant dans l’atteinte de performances
optimales pour le système de commande global. Une version améliorée comportant de nou-
velles directives concernant la synthèse de ces filtres est présentée dans [108].

Enfin, la dernière approche synthétique consiste à gérer l’effet du TCC engendré par le
séquencement de gains directement dans l’étape de synthèse des gains. Cette approche utilise
la même structure du contrôleur C présentée en (B.10), mais possède les nouveaux gains
suivants :

κ∗(ve) =


k∗f (ve)
k∗v(ve)
k∗ξ (ve)

 =


15− 0.05ve + 9.2v2

e + 0.001v3
e + 1.4v4

e

7.6− 0.03ve + 7.9v2
e

−1.2 + 0.003ve + 0.5v2
e − 0.002v3

e − 0.07v4
e + 0.0001(v5

e + v6
e)


(B.14)

qui ont été calculés en utilisant la synthèse H∞ structurée multimodèle pour des vitesses à
l’équilibre ve discrétisées en 11 points entre 0 et 1 km/min à raison de sauts de 0.1 km/min
(soit entre 0 et 60 km/h avec des sauts de 6 km/h). En plus d’aborder directement le problème
des effets parasites, la synthèse H∞ structurée multimodèle a entre autres permis d’accomplir
les actions suivantes : assigner des dynamiques transitoires en BF différentes à chaque point
de synthèse ve afin de gérer les zéros à phase non minimale, imposer une dynamique (temps
de réponse et dépassement) en BF uniforme pour les pôles à travers tout le domaine de
synthèse, ajouter des marges de stabilité en gain et en phase et délimiter le positionnement
des pôles en BF dans le domaine fréquentiel. Cela montre alors la grande flexibilité de la
synthèse H∞ structurée multimodèle par rapport à la synthèse unimodèle utilisée dans les
approches naïve et architecturale qui n’effectue qu’un placement de pôles en BF. L’analyse
des gains en (B.14) montre qu’une forme polynomiale a été privilégiée pour les fonctions des
gains compris dans κ∗. En effet, les gains k∗f , k∗v et k∗ξ sont respectivement des polynômes
d’ordre 4, 2 et 6 avec comme variable indépendante ve. Le détail de toutes les étapes ayant
mené à la synthèse de ces nouveaux gains est volontairement omis dans cet exemple, puisqu’il
constitue l’essence même du chapitre 5.

Les deux prochaines sections présentent l’analyse bidirectionnelle qui est conduite en effec-
tuant des simulations sur le modèle non linéaire S de (B.6). Dans un premier temps, les trois
approches proposées plus tôt sont comparées lorsque l’on utilise l’entrée exogène ve := vc

afin d’effectuer le séquencement de gains. Puis, dans un second temps, la même analyse est
effectuée pour ces trois approches, mais en utilisant cette fois l’entrée endogène ve := v. Pour
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chaque approche étudiée dans le problème de séquencement de contrôleurs, l’architecture
et la technique de synthèse des gains correspondantes sont présentées dans le tableau B.1.
L’analyse bidirectionnelle est conclue en récapitulant les faits les plus notables.

Tableau B.1 Définition des différentes approches étudiées dans le problème de séquencement
de contrôleurs

Approche Architecture Synthèse des gains
Naïve Classique (B.10) Placement de pôles unimodèle (B.11)

Architecturale Modifiée (B.13) Placement de pôles unimodèle (B.11)
Synthétique Classique (B.10) H∞ structurée multimodèle (B.14)

� � �

En résumé, si on réutilise les définitions introduites à la section 2.2.3, la problématique du sé-
quencement de contrôleurs linéarisés consiste à trouver une alternative aux gains synthétisés
en fonction des paramètres à l’équilibre, soit κk,`

(
ϑek,`

)
, de manière à ce qu’ils soient expri-

més uniquement en fonction des grandeurs réellement disponibles lors de l’implémentation.
Les grandeurs disponibles sont celles contenues dans le vecteur $ ; soit l’état du contrôleur
ξ, la référence r et la sortie mesurée γ. En faisant ainsi, on peut dès lors exprimer le nouveau
jeu de paramètres unique κ en fonction de cette grandeur : κ($). Du point de vue de la
synthèse linéaire, cela consiste à trouver une fonction fκ, généralement non linéaire, permet-
tant d’exprimer le jeu de paramètres κk,` de chaque modèle linéarisé en fonction du jeu de
paramètres unique κ et des mesures linéaires qui sont disponibles ∆$k,` :

κk,` := ∇fκ ($,κ)|$ek,`(ϑek,`)∆$k,` (B.15)

où fκ est la fonction de séquencement du contrôleur non linéaire C(%,κ).

B.3.1 Séquencement en fonction de variables exogènes

La figure B.3 montre les réponses temporelles obtenues sur le modèle non linéaire utilisé
avec la variable de séquencement exogène σ := vc. On considère le cas où l’opérateur du
véhicule O part d’une vitesse initiale nulle v0 = 0 et désire accélérer progressivement jusqu’à
atteindre sa vitesse de croisière finale située à vf = 1 km/min = 60 km/h. Pour ce faire, le
conducteur décide d’utiliser le régulateur de vitesse de sa voiture en faisant progressivement
augmenter sa vitesse à l’aide d’échelons filtrés d’une valeur de ∆v = 0.1 km/min = 6 km/h.
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Figure B.3 Réponses temporelles obtenues avec la variable de séquencement exogène vc
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Le côté gauche de la figure montre respectivement dans l’ordre de haut en bas : l’évolution
de la vitesse réelle v par rapport à la consigne de référence filtrée vc (représentée en noir)
générée par l’opérateur O, la commande envoyée au moteur θp par le régulateur de vitesse
C et la mesure de la force de traînée fr rencontrée par la voiture pendant l’évolution de sa
vitesse d’avance. Le côté droit de la figure montre respectivement dans l’ordre de haut en
bas : l’évolution de la valeur des trois gains kf , kv et kξ utilisés dans le régulateur de vitesse C.
Les approches naïve, architecturale et synthétique sont respectivement représentées à l’aide
des couleurs bleue, rouge et jaune.

L’analyse de la figure B.3 montre d’abord que le suivi de la vitesse v par rapport à la vitesse
commandée vc s’effectue parfaitement pour l’approche architecturale. Ceci n’est pas une
surprise, puisqu’il a déjà été mentionné que la modification de son architecture permettait
d’annuler le TCC. Puis, l’approche naïve montre qu’elle fonctionne initialement aussi bien
que l’approche architecturale, mais que les performances se détériorent progressivement à
mesure qu’augmente la vitesse v. Dans les faits, on remarque que cette détérioration de
performances survient vers vcritique = 0.4 km/min = 24 km/h. Il en est de même pour
l’approche synthétique dont le contrôleur de vitesse devient totalement instable une fois
atteint le plateau de vinstable = 0.6 km/min = 36 km/h.

De plus, les affirmations présentées au début de la section B.3 sont corroborées : à la vitesse
initiale nulle v0 = 0, la pédale d’accélérateur est également à un angle nul θp0 = 0 et la
voiture ne rencontre aucune force de traînée fr0 = 0. La voiture est donc initialement à
un état d’équilibre. Puis, progressivement, en augmentant la vitesse de la voiture, l’angle
de la pédale augmente également et la force de traînée rencontrée par la voiture devient
également plus grande B.6. Le côté droit de la figure montre quant à lui l’évolution continue
des gains, rendue possible grâce au filtrage de la commande échelonnée vc qui est normalement
discontinue pour des entrées de type échelon. On remarque notamment la différence entre les
gains synthétisés par placement de pôles à l’aide de la commande modale unimodèle et ceux
synthétisés avec la synthèse H∞ structurée à l’aide de la commande robuste multimodèle.

Cette méthode utilisant l’entrée exogène vc afin de séquencer les gains qui ont été synthétisés
sur plusieurs modèles linéarisés à l’équilibre a notamment été utilisée par [8, 107,109,110].
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Figure B.4 Réponses temporelles obtenues avec la variable de séquencement endogène v
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B.3.2 Séquencement en fonction de variables endogènes

La figure B.4 montre les réponses temporelles obtenues sur le modèle non linéaire utilisé avec
la variable de séquencement endogène σ := v.

L’analyse de la figure B.4 montre d’abord que le suivi de la vitesse v par rapport à la
vitesse commandée vc s’effectue parfaitement pour l’approche architecturale. Encore une fois,
ceci était attendu pour les raisons déjà mentionnées. Puis, l’approche naïve montre qu’elle
fonctionne initialement aussi bien que l’approche architecturale, mais que les performances
se détériorent rapidement à mesure qu’augmente la vitesse v. De fait, on remarque qu’elle
devient complètement instable vers la même valeur vcritique précédemment définie. Cependant,
cette fois, l’approche synthétique possède de très bonnes performances uniformes tout au long
du domaine parcouru en vitesse.

De plus, le côté droit de la figure montre quant à lui l’évolution continue des gains, rendue
possible cette fois grâce au séquencement des gains par la variable endogène v qui est par
nature continue ! Si l’on compare les approches architecturale et synthétique, on peut égale-
ment apprécier l’amélioration des performances en BF. En effet, sur les graphiques situés à
gauche, les courbes jaunes montrent que les dépassements retrouvés sur les courbes rouges
ont été complètement enlevés dans le processus de synthèse H∞ structurée multimodèle, tout
en conservant des temps de réponse à 2 % identiques. Ceci est particulièrement vrai pour
l’entrée commandable θp.

Enfin, une dernière amélioration, quoique très subtile, peut être observée à la figure B.4. Il
s’agit de la gestion du zéro à phase non minimale compris dans la dynamique en BF des
systèmes linéarisés ∆S qui est donnée par la fonction de transfert suivante [17] :

∆v
∆θp

(
ve
)

=
−s

1+v2
e

+ 1
s3 + 2s2 + 2s+ 1 = (1 + v2

e)− s
(1 + v2

e)(s3 + 2s2 + 2s+ 1) .
(B.16)

L’analyse de cette fonction de transfert entre l’entrée commandable ∆θp et la sortie régulée
∆v révèle la présence d’un zéro en z = 1+v2

e ∈ <+ qui se retrouve du côté positif de l’axe réel
dans le plan complexe. Ce zéro à phase non minimale a pour effet de créer un dépassement
initial dans la direction opposée à celle souhaitée lorsque l’on effectue un changement de vi-
tesse à l’aide d’entrées de type échelon. Ce phénomène particulier, nommé sous-dépassement
ou undershoot en anglais, peut être observé sur le graphique de la vitesse v situé dans le coin
supérieur gauche où l’on voit, particulièrement dans les premiers instants de la simulation, un

B.6. La valeur de la force de traînée fr rencontrée par la voiture est négative dans cet exemple, puisque la
valeur de la vitesse v est positive : la force de traînée fr s’oppose toujours à la direction de la vitesse v de la
voiture.
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léger sous-dépassement rouge au-dessous de la courbe jaune dans les premiers instants tran-
sitoires de chaque saut de type échelon. On remarque alors que plus la vitesse augmente, plus
le léger sous-dépassement rouge sous la courbe jaune tend à s’effacer. Ce sous-dépassement
est dû explicitement à la présence du zéro à phase non minimale compris dans la dynamique
en BF de ce transfert particulier. Sa disparition est également annoncée dans l’équation du
zéro z = 1 + v2

e , puisque sa grandeur croît de manière quadratique avec la vitesse. Ainsi,
pour de grandes vitesses, son influence tend à devenir négligeable dû à l’augmentation de sa
fréquence naturelle. On note d’ailleurs que ce sous-dépassement est également présent sur la
courbe de l’entrée commandable θp. L’utilisation de la synthèse H∞ structurée multimodèle
a toutefois permis d’uniformiser le sous-dépassement sur tout le domaine d’opération en im-
posant explicitement la valeur différente du zéro à phase non minimale dans la dynamique
en BF pour chacun des modèles linéarisés B.7. Selon l’amplitude de ce sous-dépassement ini-
tial agissant vers la direction opposée à celle souhaitée et les critères associés au cahier des
charges du problème de commande spécifique au système étudié, cet effet indésirable peut
devenir problématique pour la sécurité opérationnelle du système et/ou les performances du
système de régulation. La gestion de l’effet indésirable généré par les zéros à phase non mi-
nimale par la modification de l’architecture de commande consiste en un problème en soit
qui dépasse largement le cadre du travail présenté dans ce mémoire. Il peut toutefois être
judicieusement traité lors de la phase de synthèse H∞. La méthode employée est présentée à
l’équation (5.60). Au besoin, le lecteur est invité à consulter les références suivantes : [72–75].

B.3.3 Bilan des différentes approches de séquencement

Les analyses effectuées dans les sections B.3.1 et B.3.2 ont permis de comparer les perfor-
mances d’un système de régulation utilisant des gains séquencés et synthétisés à partir de
modèles linéarisés lorsqu’on utilise une variable de séquencement exogène, telle une consigne
de référence r, versus lorsqu’on utilise plutôt une variable de séquencement endogène, telle
une mesure γ. De plus, pour chacun de ces deux types de variables de séquencement, trois ap-
proches différentes ont également été comparées quant à la manière de gérer le séquencement
de différents contrôleurs synthétisés sur des modèles linéarisés.

Le récapitulatif des résultats d’analyse de ce problème est présenté au tableau B.2. Sans
surprise, on constate d’abord que l’approche architecturale annulant les effets parasites liés
au séquencement de contrôleurs obtient deux bons résultats pour chaque type de variable
de séquencement. L’approche naïve a obtenu des performances mitigées pour la variable
exogène et complètement insatisfaisantes pour la variable endogène. Concernant maintenant

B.7. Cette stratégie est d’ailleurs reprise dans le chapitre 5.
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Tableau B.2 Récapitulatif des résultats d’analyse du problème de séquencement de gains

Variable de séquencement \ Approche Naïve Architecturale Synthéthique
Exogène : vc
Endogène : v

l’approche synthétique, elle a également obtenu des performances mitigées pour la variable
endogène comme l’approche naïve, mais elle a très bien fonctionné avec la variable endogène.

À travers cet exemple pratique de la régulation de la vitesse d’une voiture, deux effets para-
sites indésirables, complètement différents et indépendants ont été relevés :

1. Instabilité du système en BF à l’approche d’un seuil : cet effet parasite est
dû au séquencement même sur le modèle non linéaire de gains ayant été synthétisés
à partir de modèles linéarisés, créant alors ce qu’on appelle des termes de couplage
cachés (TCC) abordés par exemple dans les travaux de [17] ;

2. Dépassement initial dans la direction contraire à celle souhaitée : cet ef-
fet parasite est dû à la présence de zéros à phase non minimale dans la dynamique
naturelle du système, créant alors les dépassements observés aux figures B.3 et B.4.

La compilation dans le tableau B.2 des résultats de chacun des six cas étudiés dans l’analyse
bidirectionnelle effectuée aux sections B.3.1 et B.3.2 a permis de retenir trois cas fonctionnels :
l’approche architecturale utilisant une variable de séquencement exogène ou endogène, et
l’approche synthétique utilisant une variable de séquencement endogène.

De plus, il a été démontré que l’utilisation de la technique de séquencement de gains calculés
avec la synthèse H∞ structurée multimodèle, formalisée par [17], permet d’adresser directe-
ment, dès la phase de synthèse des gains, les problèmes créés par les deux effets parasites
relevés précédemment – sans avoir recours à la modification de l’architecture classique de
contrôle (B.10).

Enfin, il a été expliqué que l’architecture modifiée ne constitue pas une solution envisageable
en raison des nombreux défis reliés à son implémentation.



202

ANNEXE C RAPPELS MATHÉMATIQUES

Cette annexe présente un rappel des définitions mathématiques usuelles rencontrées dans cet
ouvrage. En effet, la manipulation d’équations complexes demande l’utilisation d’une nomen-
clature et d’une notation précises. De plus, la manipulation et la transformation de grandeurs
dans divers repères font appel à des définitions rigoureuses. Enfin, quelques équations ma-
thématiques utiles portant sur le quaternion et les dérivées vectorielles sont présentées. La
vérification de ces définitions est laissée au lecteur.

C.1 Nomenclatures, notations et conventions

Cette section présente les différentes nomenclatures et notations adoptées dans cet ouvrage.

C.1.1 Ensembles

Sauf indication contraire, tous les ensembles (ou groupes) de nombres sont présentés en
utilisant une calligraphie à l’allure hachurée. Voici quelques exemples :

� N : nombres naturels ;
� Z : nombres entiers ;
� Q : nombres rationnels ;
� R : nombres réels ;
� I : nombres irrationnels ;
� C : nombres complexes ;
� H : nombres hypercomplexes ; en l’occurrence, les quaternions.

De manière générale, les dimensions d’un élément matriciel bidimensionnel M (dont la pre-
mière dimension l correspond au nombre de lignes de M et la seconde dimension c correspond
au nombre de colonnes de M) appartenant à un ensemble E s’écrivent en exposant tel que
M ∈ El×c. Lorsque la seconde dimension est unitaire, c.-à-d. que c = 1, la notation m ∈ El

est préférée à M ∈ El×1 afin de faire respectivement la différence entre un vecteur et une
matrice C.1. La notation complète M ∈ E1×c est toutefois conservée afin de définir un vecteur
ligne (ou bien une matrice possédant qu’une seule ligne, c.-à-d. que l = 1) C.2.

C.1. Cf. section C.1.2 pour la notation concernant les différentes grandeurs mathématiques définies dans le
cadre de cet ouvrage (scalaire, vecteur, matrice ou ensemble).
C.2. Cf. section C.1.3 pour la convention utilisée dans cet ouvrage concernant la disposition des grandeurs
mathématiques dans le cadre du calcul multivariable.
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Sauf indication contraire, tous les autres ensembles (ou groupes) – excluant ceux des nombres
– sont présentés en utilisant une calligraphie à l’allure manuscrite. Voici quelques exemples :

� R : repère ;
� F : famille ;
� S : système ;
� C : contrôleur.

De plus, des indices ou exposants peuvent être utilisés afin d’ajouter les sens suivants à tout
ensemble de nombres :

� + : est utilisé afin de désigner seulement la partie positive de l’ensemble, incluant le
zéro (si présent) ;

� − : est utilisé afin de désigner seulement la partie négative de l’ensemble, incluant le
zéro (si présent) ;

� ∗ : est utilisé afin de désigner que le zéro est exclu de l’ensemble.

On décide que le positionnement de ces symboles (+, − ou ∗) peut changer de manière
arbitraire entre un positionnement en indice versus en exposant, afin d’alléger parfois la
notation. Voici quelques exemples :

� N∗ = N∗ = N1
∗ : désigne les nombres scalaires naturels sans le zéro ;

� Z− = Z− = Z1
− : désigne les nombres scalaires entiers négatifs incluant le zéro ;

� R3
+ : désigne un vecteur possédant trois dimensions dont les composantes scalaires

peuvent prendre des valeurs positives incluant le zéro ;
� R3

∗+ = R3
+∗ : désigne un vecteur possédant trois dimensions dont les composantes

scalaires peuvent prendre des valeurs strictement positives ;
� R−∗ = R∗− : désigne les nombres réels scalaires strictement négatifs.

On note que les nombres représentant la dimension des ensembles sont toujours positionnés
en exposant, quitte à placer en indice deux symboles.

C.1.2 Dimensionnement

Sauf indication contraire, les définitions suivantes prévalent concernant la dimension des
grandeurs mathématiques utilisées dans ce mémoire :

� x ou θ : scalaire (lettre minuscule en italique ou symbole minuscule) ;
� X ou Θ : scalaire ou ensemble (lettre majuscule en italique ou symbole majuscule) ;
� x ou θ : vecteur (lettre droite et minuscule en gras ou symbole minuscule en gras) ;
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� X ou Θ : matrice (lettre droite et majuscule en gras ou symbole majuscule en gras).

De plus, la majorité du temps, un scalaire exprimé par une lettre majuscule en italique telle
que V désigne soit la norme euclidienne associée à son vecteur v ∈ R3 :

V = ‖v‖ = ‖v‖2 =
√

v · v =
√
v12 + v22 + v32 (C.1)

ou bien le résultat S de la somme de toutes ses composantes discrétisées sij :

S =
m∑
j=1

n∑
i=1

sij. (C.2)

On note que l’opérateur «·» en (C.1) représente l’opération du produit scalaire qui est définie
à la section C.5.1.

C.1.3 Dispositions en calcul multivariable

Sauf indication contraire, tout vecteur a ∈ Rn présenté dans cet ouvrage est défini en utilisant
la disposition en colonne :

a :=



a1

a2

a3
...
an


=
[
a1 a2 a3 · · · an

]>
∈ Rn (C.3)

où les ai = {ai ∈ R | i ∈ {N∗ ∩ i ≤ n}} représentent les n composantes du vecteur a et l’opéra-
teur ( · )> représente l’opération transpose. De plus, la dérivée partielle d’une fonction scalaire
b(a) ∈ R par rapport à sa variable indépendante vectorielle a ∈ Rn, notée ∂b

∂a , est développée
en utilisant la disposition en ligne :

∂b

∂a
:=
[
∂b
∂a1

∂b
∂a2

∂b
∂a3

· · · ∂b
∂an

]
∈ R1×n. (C.4)

L’opération opposée, soit la dérivée partielle de la fonction vectorielle a(b) ∈ Rn par rapport
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à sa variable indépendante scalaire b ∈ R conserve la disposition en colonne :

∂a
∂b

:=



∂a1
∂b
∂a2
∂b
∂a3
∂b
...

∂an
∂b


∈ Rn. (C.5)

Une autre opération souvent réalisée est le calcul de la dérivée partielle d’une fonction vec-
torielle a(b) ∈ Rn par rapport à sa variable indépendante également vectorielle b ∈ Rm :

∂a
∂b

:=



∂a1
∂b1

∂a1
∂b2

∂a1
∂b3

· · · ∂a1
∂bm

∂a2
∂b1

∂a2
∂b2

∂a2
∂b3

· · · ∂a2
∂bm

∂a3
∂b1

∂a3
∂b2

∂a3
∂b3

· · · ∂a3
∂bm... ... ... . . . ...

∂an
∂b1

∂an
∂b2

∂an
∂b3

· · · ∂an
∂bm


∈ Rn×m. (C.6)

De plus, pour une matrice A ∈ Rp×q :

A :=



a11 a12 a13 · · · a1q

a21 a22 a23 · · · a2q

a31 a32 a33 · · · a3q
... ... ... . . . ...
ap1 ap2 ap3 · · · apq


∈ Rp×q (C.7)

où les aij = {aij ∈ R | i ∈ {N∗ ∩ i ≤ p}, j ∈ {N∗ ∩ j ≤ q}} représentent les pq composantes
de la matrice A, on définit l’opération de la dérivée partielle de la fonction matricielle A(b) ∈
Rp×q par rapport à sa variable indépendante scalaire b ∈ R :

∂A
∂b

:=



∂a11
∂b

∂a12
∂b

∂a13
∂b

· · · ∂a1q
∂b

∂a21
∂b

∂a22
∂b

∂a23
∂b

· · · ∂a2q
∂b

∂a31
∂b

∂a32
∂b

∂a33
∂b

· · · ∂a3q
∂b

... ... ... . . . ...
∂ap1
∂b

∂ap2
∂b

∂ap3
∂b

· · · ∂apq
∂b


∈ Rp×q. (C.8)

Puis, on peut également définir son opération inverse, soit la dérivée partielle d’une fonction
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scalaire b(A) ∈ R par rapport à sa variable indépendante matricielle A ∈ Rp×q :

∂b

∂A
:=



∂b
∂a11

∂b
∂a12

∂b
∂a13

· · · ∂b
∂a1q

∂b
∂a21

∂b
∂a22

∂b
∂a23

· · · ∂b
∂a2q

∂b
∂a31

∂b
∂a32

∂b
∂a33

· · · ∂b
∂a3q... ... ... . . . ...

∂b
∂ap1

∂b
∂ap2

∂b
∂ap3

· · · ∂b
∂apq


∈ Rp×q. (C.9)

Enfin, on définit de manière arbitraire C.3 que la dérivée d’une fonction matricielle A(b) ∈
Rp×q par rapport à sa variable indépendante vectorielle b ∈ Rm est développée en utilisant
la disposition en ligne suivante :

∂A
∂b

:=
[
∂A
∂b1

∂A
∂b2

∂A
∂b3
· · · ∂A

∂bm

]
∈ Rp×mq. (C.10)

Ces conventions et notations portant sur le calcul multivariable, aussi appelé calcul matriciel,
sont expliquées plus en détail dans [111].

C.1.4 Projection d’un vecteur dans un repère

On dit qu’un vecteur v, caractérisé par une grandeur V = ‖v‖ et une direction v/V , est
projeté dans un repère R� lorsque toutes ses composantes sont exprimées à partir de la base
vectorielle de R�. Une fois projeté dans R�, le vecteur v est noté v�.

C.2 Repères et changement de repères

La modélisation dynamique d’un corps solide possédant six degrés de liberté (6 DDL) néces-
site de définir des repères (ou bases) vectoriels R dans lesquels sont projetées les différentes
grandeurs vectorielles v définissant la nature du système S. Souvent, il s’avère utile d’ef-
fectuer des transformations en reprojetant un vecteur initialement projeté dans un premier
repère R1 dans un nouveau repère R2. Ce processus est effectué à l’aide d’une matrice de
rotation.
C.3. On dit arbitraire, puisque le calcul de la dérivée partielle d’une matrice par rapport à un vecteur im-
plique un résultant possédant trois dimensions. Toutefois, puisqu’il est impossible de représenter la troisième
dimension sur du papier 2D, on décide arbitrairement d’apposer la troisième dimension de manière à former
un résultat matriciel grandissant dans le sens de la disposition en ligne telle que définie en (C.10).
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C.2.1 Repères

Pour un corps solide à 6 DDL évoluant dans un espace tridimensionnel, six mouvements
sont permis : trois en translation et trois en rotation. Ainsi, afin de définir tous ses états (cf.
tableau 2.1), il est nécessaire d’utiliser un espace vectoriel appartenant à R3. Par convention
et simplicité, la base vectorielle orthonormée directe est souvent retenue :

R :=

O,x =


1
0
0

,y =


0
1
0

, z =


0
0
1


 (C.11)

où O est l’origine de la base (ou du repère) et les vecteurs x, y et z la constituant sont de
norme unitaire et orthogonaux deux à deux (base orthonormée) et le produit vectoriel de x
et y donne z (base directe). En résumé, on a :

a · b =

1 si a = b

0 si a 6= b
, ∀ a,b ∈ {x,y, z}

z = x× y.

(C.12)

Dans la pratique, trois repères distincts sont souvent utilisés afin de modéliser mathémati-
quement la dynamique d’un corps solide :

1. Le repère inertielRi agit à titre de repère absolu où s’appliquent les lois de la physique.
Il permet également d’y positionner un objet.

2. Le repère objet Ro est rattaché à l’objet positionné dans Ri. Il permet notamment de
quantifier les forces et moments qui agissent sur l’objet.

3. Le repère aérodynamiqueRa est similaire àRo dans le sens qu’il est également rattaché
à l’objet. La différence est qu’il permet précisément de quantifier les forces et moments
aérodynamiques qui agissent sur l’objet, puisqu’il est orienté vers le vecteur de vitesse
aérodynamique va.

Le positionnement de l’origine et l’orientation des axes composant chacun de ces repères sont
définis au tableau C.1 et une représentation de ceux-ci est fournie à la figure C.1.

Il est à noter qu’il existe plusieurs variantes du repère inertiel Ri présenté dans cette section.
En effet, selon les phénomènes astraux (rotation de la Terre sur elle-même, révolution de
la Terre autour du Soleil, révolution du Soleil autour du centre galactique, etc.) que l’on
souhaite prendre en considération dans le modèle dynamique de S, il peut s’avérer judicieux
d’opter pour un repère inertiel plus complexe. Dans cet ouvrage, on retient le repère Ri le
plus simple : tous les mouvements astraux sont négligés. Ce repère, communément appelé



208

repère NED en anglais pour North East Down, est également appelé plan local tangent en
raison de son positionnement par rapport à l’ellipsoïde de référence de la Terre utilisant la
norme WGS84 (cf. tableau C.1). L’utilisation du repère inertiel NED demeure valide lorsque
la propagation des équations définissant le système S s’effectue sur une courte durée et que
le déplacement relatif de Ro par rapport à Ri demeure petit. En d’autres mots, il peut
être utilisé lorsque l’on s’intéresse à l’évolution locale de Ro par rapport à Ri. Un exemple
d’application concrète est le vol d’un quadricoptère dans un parc.

Les définitions contenues dans cette annexe sont reprises de [112].
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Tableau C.1 Référentiels utilisés afin de définir la dynamique d’un corps solide à 6 DDL

Repère Composante Description

Inertiel :
Ri = {Oi,xi,yi, zi}

Origine Oi Point arbitraire situé à la surface de la Terre
Axe xi Vecteur orienté vers le Nord géographique

Axe yi
Vecteur complétant le trièdre direct
et indiquant l’Est géographique

Axe zi
Vecteur orienté vers l’intérieur de la

Terre et normal à la surface de la Terre

Objet :
Ro = {Oo,xo,yo, zo}

Origine Oo Point situé au CM de l’objet

Axe xo
Vecteur orienté vers l’avant, en général
selon un plan de symétrie de l’objet

Axe yo
Vecteur complétant le trièdre direct
et orienté vers le côté droit de l’objet

Axe zo
Vecteur orienté vers le ventre de l’objet, dans
le plan de symétrie et perpendiculaire à xo

Aérodynamique :
Ra = {Oa,xa,ya, za}

Origine Oa Point situé au CM de l’objet

Axe xa
Vecteur orienté selon le vecteur de la
vitesse aérodynamique va de l’objet

Axe ya Vecteur complétant le trièdre direct

Axe za
Vecteur orienté en fonction de l’angle

d’attaque α et projeté dans le plan xo-Oo-zo

Figure C.1 Référentiels utilisés afin de définir la dynamique d’un corps solide à 6 DDL
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C.2.2 Changement de repères

En utilisant un vecteur de position noté

pab/a :=


x

y

z


a

∈ R3 (C.13)

il est possible de déterminer la position linéaire et relative du repère Rb par rapport au
repère Ra, projetée dans Ra ; ces deux repères possédant des positions relatives linéaire et
angulaire différentes. Toutefois, comment exprimer une grandeur pb/a initialement projetée
dans Ra, c.-à-d. pab/a, dans un nouveau repère Rb, c.-à-d. pbb/a ? Et plus encore, qu’en est-il
du positionnement angulaire et relatif de Rb par rapport à Ra ?

Pour répondre à cette première question, il est nécessaire de définir la matrice de rotation
Rb/a qui permet de transformer pab/a en pbb/a :

pbb/a = Rb/apab/a (C.14)

où la matrice de rotation Rb/a est définie comme suit :

Rb/a :=


xb · xa xb · ya xb · za
yb · xa yb · ya yb · za
zb · xa zb · ya zb · za

 ∈ R3×3 (C.15)

où les deux ensembles de vecteurs {xa,ya, za} et {xb,yb, zb} correspondent aux vecteurs
composant respectivement les bases orthonormées et directes des repères Ra et Rb tels que
définis à la section C.2.1. On note que toute matrice de rotation R appartient au groupe
spécial orthogonal SO(3) défini comme suit :

SO(3) :=
{
R ∈ R3×3 | R>R = I3, detR = 1

}
. (C.16)

Par conséquent, toute matrice de rotation R possède la propriété fondamentale suivante :

R−1
b/a = R>b/a = Ra/b (C.17)

où Ra/b permet alors d’effectuer la transformation opposée de Rb/a.

La réponse à la seconde question, soit la capacité de pouvoir définir la position angulaire
relative d’un repère Rb par rapport à un autre repère Ra, est plus difficile à obtenir, dans la
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mesure où il existe plusieurs représentations possibles pour cette position relative. Pour en
nommer que quelques-unes :

� Angles d’Euler : la position angulaire relative est définie à l’aide de trois paramètres,
φ, θ et ψ appartenant tous à R, appelés les angles d’Euler ;

� Axe et angle : la position angulaire relative est définie à l’aide de quatre paramètres,
l’axe a ∈ R3 et son angle φa ∈ R ;

� Quaternions : la position angulaire relative est définie à l’aide de quatre paramètres
de manière similaire à la représentation axe et angle, mais en utilisant un espace
particulier où le quaternion q =

[
q0 q>1:3

]>
∈ H avec q0 ∈ R et q1:3 ∈ R3 (cf.

section C.3) ;
� DCM (Direction Cosine Matrix) : la position angulaire relative est définie à
l’aide de neuf paramètres, en l’occurrence, les composantes de la matrice de rotation
R ∈ R3×3 définie précédemment.

Chacune de ces représentations possède des avantages (simplicité, nombre de paramètres, ma-
nipulation algébrique, etc.) et des inconvénients (singularité, discontinuité, domaine borné,
etc.). Le lecteur averti est invité à consulter le chapitre 6 de [82] pour les différentes défini-
tions de ces représentations angulaires. Essentiellement, il suffit de retenir que l’information
permettant de retrouver la position angulaire relative d’un repère Rb par rapport à un autre
repère Ra est entièrement contenue dans la matrice de rotation R.

À titre d’exemple, la matrice de rotation Ro/i, représentant le positionnement angulaire
relatif du repère objet Ro par rapport au repère inertiel Ri, paramétrée en fonction des
angles d’Euler Φo/i =

[
φ θ ψ

]>
, s’exprime comme suit [82] :

Ro/i

(
Φo/i

)
:=


r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

 =


cθcψ cθsψ −sθ

sφsθcψ − cφsψ sφsθsψ + cφcψ sφcθ
cφsθcψ + sφsψ cφsθsψ − sφcψ cφcθ

 (C.18)

où cx := cosx et sx := sin x.

De manière similaire, il est possible d’exprimer les angles d’Euler Φo/i en fonction de la
matrice de rotation Ro/i comme suit [82] :

Φo/i

(
Ro/i

)
:=


φ

θ

ψ

 =


arctan2(r23, r33)
−arcsin(r13)

arctan2(r12, r11)

. (C.19)

Le changement de représentation angulaire Ro/i → Φo/i entraîne une perte d’information.
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C.3 Quaternions

Comme discuté à la section C.2.2, l’utilisation d’un quaternion qb/a est une autre façon de
représenter la position angulaire relative d’un repère Rb par rapport à un autre repère Ra.
De manière générale, un quaternion q est défini comme suit [82] :

q =
 q0

q1:3

 :=


q0

q1

q2

q3

 ∈ H où H =
{
q | q>q = 1, q0 ∈ R,q1:3 ∈ R3

}
. (C.20)

On définit également le conjugué q du quaternion q :

conj(q) = q :=
[
q0 −q1 −q2 −q3

]>
, (C.21)

sa norme ‖q‖ :
‖q‖ = q · q := q2

0 + q2
1 + q2

2 + q2
3 (C.22)

et son inverse q−1 :
q−1 := q

‖q‖
. (C.23)

L’avantage principal du quaternion est qu’il permet d’exprimer la matrice de rotation et
la cinématique en rotation sans utiliser de fonctions trigonométriques. En effet, pour un
quaternion qo/i exprimant la position angulaire relative d’un repère objet Ro par rapport à
un repère inertiel Ri, on obtient la matrice de rotation Ro/i équivalente suivante :

Ro/i

(
qo/i

)
:=


q2

0 + q2
1 − q2

2 − q2
3 2(q1q2 + q0q3) 2(q0q2 − q1q3)

2(q1q2 − q0q3) q2
0 − q2

1 + q2
2 − q2

3 2(q2q3 + q0q1)
2(q1q3 + q0q2) 2(q0q1 − q2q3) q2

0 − q2
1 − q2

2 + q2
3

. (C.24)

La relation inverse est donnée par [113] :

qo/i
(
Ro/i

)
=


q0

q1

q2

q3

 := 1
2



√
1 + r11 + r22 + r33

signe∗(r23 − r32)
√

1 + r11 − r22 − r33

signe∗(r31 − r13)
√

1− r11 + r22 − r33

signe∗(r12 − r21)
√

1− r11 − r22 + r33


où signe∗(x) :=

+1 si x ≥ 0

−1 sinon

(C.25)
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où la fonction signe∗(x) est une variante spéciale de la fonction plus communément utilisée
signe(x) = +1 si x > 0, 0 si x = 0 et −1 sinon.

L’évolution de la cinématique en rotation exprimée à l’aide du quaternion est, quant à elle,
donnée par (cf. tableau 2.1) :

q̇o/i = Ω
(
ωoo/i

)
qo/i

où Ω
(
ωoo/i

)
:= 1

2


0 −p −q −r
p 0 r −q
q −r 0 p

r q −p 0

.
(C.26)

C.4 Dérivation d’un vecteur

Cette section aborde deux concepts importants par rapport à la dérivation vectorielle. Dans
un premier temps, la section C.4.1 aborde la dérivation d’un vecteur par rapport au temps.
Dans un second temps, la section C.4.2 aborde la dérivation d’un même vecteur dans des
repères distincts.

C.4.1 Dérivation par rapport au temps

La dérivée d’un vecteur physique v par rapport au temps t, notée

v̇ = dv
dt ,

dépend du point de vue de l’observateur qui observe l’évolution temporelle de ladite gran-
deur v. En d’autres mots, cela signifie que l’évolution dépend du repère R depuis lequel est
effectuée son observation. Ainsi, on définit toujours la dérivée temporelle d’un vecteur v par
rapport au repère de dérivation R�, dont l’opération adopte la nomenclature suivante :

�v̇.

C.4.2 Dérivation dans des repères distincts

Pour un repère fixe, en l’occurrence le repère inertiel Ri, et un repère mobile, en l’occurrence
le repère objet Ro, l’équation de Coriolis stipule que la dérivée temporelle d’un vecteur v
par rapport à un repère fixe Ri peut être reliée directement à la dérivée temporelle du même
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vecteur par rapport à un second repère mobile Ro :

iv̇ = ov̇ + ωo/i × v (C.27)

où le vecteur ωo/i représente la vitesse de rotation angulaire instantanée du repère mobile Ro

par rapport au repère fixe Ri. L’équation (C.27) est très utile à la modélisation dynamique.
En effet, en partant de la seconde loi de Newton appliquée dans le repère inertiel Ri :

f iΣ = m aio/i = m iv̇io/i (C.28)

où le vecteur f iΣ représente la somme des forces appliquées au centre de masse (CM) du
corps solide de masse m qui possède une accélération linéaire aio/i et une vitesse linéaire vio/i
relatives de Ro par rapport à Ri (tous ces vecteurs étant projetés et dérivés dans Ri), il est
possible de reprojeter (C.28) dans Ro :

f oΣ = m aoo/i = m iv̇oo/i. (C.29)

Si on projette maintenant (C.27) dans Ro, on obtient :

iv̇oo/i = ov̇oo/i + ωoo/i × voo/i (C.30)

qui peut être réinjectée dans (C.29) de manière à obtenir :

f oΣ = m
(
ov̇oo/i + ωoo/i × voo/i

)
(C.31)

qui constitue l’équation vectorielle principale à la modélisation de la dynamique en translation
de tout corps solide dont la résultante des forces appliquées en son CM est projetée dans son
repère objet Ro.

De manière analogue, mais en partant cette fois du théorème du moment cinétique, il est
possible d’obtenir l’équation vectorielle principale à la modélisation de la dynamique en
rotation de tout corps solide dont la résultante des moments appliqués en son CM est projetée
dans son repère objet Ro :

mo
Σ = Io oω̇oo/i + ωoo/i ×

(
Ioωoo/i

)
(C.32)

où le vecteur mi
Σ représente la somme des moments appliqués au centre de masse (CM)

du corps solide dont le tenseur d’inertie Io est calculé dans Ro et dont l’objet possède une
accélération angulaire oω̇oo/i et une vitesse angulaire ωoo/i relatives de Ro par rapport à Ri
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(tous ces vecteurs étant désormais projetés et dérivés dans Ro).

On note également les propriétés suivantes pour le vecteur de vitesse de rotation instantanée
reliant la dérivée d’un vecteur pris dans deux repères différents :

ω2/1 = −ω1/2

ω3/1 = ω3/2 + ω2/1

1ω̇2/1 = 2ω̇2/1

(C.33)

où interviennent les trois repères R1, R2 et R3.

Les définitions contenues dans cette section sont reprises de [112].

C.5 Opérations

Cette section définit certaines opérations (ainsi que leur notation) inhabituelles qui sont
utilisées dans le cadre de ce mémoire.

C.5.1 Produit scalaire

Pour deux vecteurs a ∈ R3 et b ∈ R3 exprimés dans le même repère tridimensionnel, ortho-
normé et direct R, l’opération du produit scalaire de a avec b donne c ∈ R :

c = a · b :=
3∑

k=1
akbk = a1b1 + a2b2 + a3b3 (C.34)

pour lequel on note les propriétés suivantes :

c = a · b = b · a = a>b = b>a = ‖a‖‖b‖ cos θ (C.35)

où θ est l’angle formé entre la direction des vecteurs a et b, puis l’opération ‖·‖ est la norme
euclidienne telle que définie en (C.1).

C.5.2 Produit vectoriel

Sans rentrer dans aucun détail, les résultats importants de [82] sont présentés ici C.4.

Pour deux vecteurs u ∈ R3 et v ∈ R3 exprimés dans le même repère tridimensionnel, ortho-

C.4. Cf. section 6.1.3 Cross Product.
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normé et direct R, l’opération du produit vectoriel de u avec v donne w :

w = u× v = [u]×v = −[v]×u (C.36)

où pour un vecteur r ∈ R3, l’opération [ · ]× sur r définit la matrice antisymétrique suivante :

[r]× :=


0 −r3 r2

r3 0 −r1

−r2 r1 0

 ∈ R3×3. (C.37)

Comme l’indique (C.36), on note que le produit vectoriel est une opération non commutative.

C.5.3 Dérivées vectorielles

Ici, deux résultats de [114] issus de l’algèbre vectorielle sont présentés. Plus précisément, il
s’agit de dérivées vectorielles utilisées dans le processus de linéarisation présenté à la sec-
tion F.2.3.

Pour un premier vecteur v ∈ R3, la dérivée de sa norme par rapport à lui-même donne :

∂

∂v

(
‖v‖2

)
= v>

‖v‖2
= v̂> , ∀ v 6= 0 (C.38)

où v̂ représente le vecteur unitaire de v.

Pour un second vecteur u ∈ R3 n’étant pas fonction de v, on obtient le résultat suivant :

∂

∂v

(
[v]×u

)
= −[u]× (C.39)

où [u]× ∈ R3×3 représente la matrice antisymétrique associée au vecteur u telle que définie
en (C.37).

C.5.4 Produit de Kronecker

L’opérateur ⊗ représente l’opération du produit de Kronecker. Pour des matrices A ∈ Rm×n

et B ∈ Rp×q, il est défini comme suit :

A⊗B :=


a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB

 = C (C.40)
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pour lequel la matrice résultante possède entre autres la propriété suivante : C ∈ Rmp×nq.

C.5.5 Produit de Hadamard

L’opérateur � désigne l’opération du produit de Hadamard qui est également connue sous
l’appellation du produit de Schur. Cette opération consiste en la multiplication terme à terme
des coefficients de deux matrices de mêmes dimensions.

Pour des matrices de mêmes dimensions A ∈ Rm×n et B ∈ Rm×n, le produit de Hadamard
est défini comme suit :

A�B :=


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn

�

b11 b12 · · · b1n

b21 b22 · · · b2n
... ... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn



=


a11b11 a12b12 · · · a1nb1n

a21b21 a22b22 · · · a2nb2n
... ... . . . ...

am1bm1 am2bm2 · · · amnbmn

 = C ∈ Rm×n

(C.41)

où l’on note que la matrice C qui résulte de cette opération est de mêmes dimensions que les
matrices A et B ayant composé son produit de Hadamard. D’ailleurs, on précise que cette
opération n’est pas définie pour deux matrices A et B de dimensions différentes.

Puissance de Hadamard

On note qu’il est possible d’étendre le résultat du produit de Hadamard à l’opération d’ex-
ponentiation afin de définir la puissance de Hadamard.

Pour une matrice X ∈ Rp×q et un scalaire k ∈ R, la puissance de Hadamard est définie
comme suit :

X�k :=


x11 x12 · · · x1q

x21 x22 · · · x2q
... ... . . . ...
xp1 xp2 · · · xpq



�k

=


xk11 xk12 · · · xk1q

xk21 xk22 · · · xk2q
... ... . . . ...
xkp1 xkp2 · · · xkpq

 = Y ∈ Rp×q (C.42)

où l’on note que la matrice Y qui résulte de cette opération est de mêmes dimensions que la
matrice X.
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C.5.6 Gradient d’une fonction vectorielle et dérivée directionnelle

Gradient d’une fonction vectorielle

L’opérateur ∇ représente l’opération ayant pour but de calculer le gradient d’une fonction
vectorielle f(ϑ) ∈ Rn où ϑ est le vecteur de la variable indépendante de f . Pour un vecteur
ϑ ∈ Rn+m+v constitué de trois sous-vecteurs x ∈ Rn, u ∈ Rm et w ∈ Rv :

ϑ :=


x
u
w

 ∈ Rn+m+v, (C.43)

on obtient donc que la fonction vectorielle f est également dépendante des sous-vecteurs x,
u et w telle que f(x,u,w). Le gradient de f(ϑ) est ainsi donné par :

∇f(ϑ) :=
[
∂f
∂x

∂f
∂u

∂f
∂w

]
∈ Rn×(n+m+v) (C.44)

où l’on note que le gradient ∇f est une matrice de dimensions n× (n+m+ v). L’opération
du calcul des dérivées partielles de deux vecteurs a et b, ∂a

∂b , a été définie en (C.6).

Dérivée directionnelle

De plus, pour un vecteur ∆ϑ ∈ Rn+m+v rassemblant les vecteurs ∆x ∈ Rn, ∆u ∈ Rm et
∆w ∈ Rv :

∆ϑ :=


∆x
∆u
∆w

 ∈ Rn+m+v, (C.45)

on peut définir la dérivée directionnelle de la fonction vectorielle f au point ϑ par rapport à
la direction de ∆ϑ comme suit :

∇∆ϑ f(ϑ) := ∇f(ϑ)∆ϑ =
[
∂f
∂x

∂f
∂u

∂f
∂w

]
∆x
∆u
∆w

 = ∂f
∂x

∆x + ∂f
∂u

∆u + ∂f
∂w

∆w ∈ Rn (C.46)

où l’on note que la dérivée directionnelle ∇∆ϑ f ∈ Rn est un vecteur de dimension n.
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ANNEXE D ÉQUIVALENCE DES THÉORIES Π ET Φ

Cette annexe a pour but d’expliciter le lien direct qui existe entre les théories π et φ uti-
lisées pour la modélisation des forces et des moments aérodynamiques d’un profil d’aile de
dimensions finies. Ces deux théories ont respectivement été présentées aux sections 3.2 et 3.3.
Plus précisément, cette annexe démontre comment obtenir les φ-coefficients Φo

fv, Φo
fω, Φo

mv

et Φo
mω à partir des π-coefficients de la théorie classique de Buckingham.

De plus, pour le cas particulier des forces aérodynamiques dues aux vitesses linéaires aérody-
namiques, on montre comment l’application de la théorie des profils minces permet d’obtenir
une modélisation très simple de départ pour l’ingénieur-automaticien.

Les résultats principaux présentés dans cette section sont tirés de [8] et [9]. Certaines étapes
et explications supplémentaires sont ajoutées afin de clarifier la démarche.

D.1 Forces aérodynamiques dues aux vitesses linéaires aérodynamiques

Cette section présente la relation entre les π-coefficients aérodynamiques (CD, CC et CL) et
la matrice des φ-coefficients aérodynamiques Φo

fv générant les forces aérodynamiques dues
aux vitesses linéaires aérodynamiques.

Tel qu’énoncé en (3.2), la π-théorie permet de modéliser les forces aérodynamiques faa ∈ R3

dans Ra comme suit :
faa = 1

2ρ0V
2
a Scaa (D.1)

que l’on peut exprimer dans Ro ∈ R3×3 en utilisant la matrice de transformation Ro/a

effectuant le changement de repère Ra → Ro :

f oa = Ro/afaa

= 1
2ρ0V

2
a SRo/acaa .

(D.2)

Ainsi, en reprenant seulement le premier terme de (E.7) associé aux forces dues aux vitesses
linéaires aérodynamiques voa et en adoptant les hypothèses présentées à la section E.1, on
obtient la formulation équivalente en utilisant la φ-théorie :

f oa,fv = −1
2ρ0VaSΦo

fvvoa . (D.3)
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En posant l’équivalence entre (D.2) et (D.3), on obtient :

−VaRo/acaa = Φo
fvvoa

−caa = Ra/oΦo
fv

voa
Va

(D.4)

où Ra/o = R−1
o/a = R>o/a. On poursuit en développant le dernier terme pour le cas longitudinal

où β = 0 :
voa
Va

= 1
Va

Ro/avaa

= 1
Va


cα 0 −sα
0 1 0
sα 0 cα



Va

0
0


a

=
[
cα 0 sα

]o>
.

(D.5)

Puis, toujours pour le cas longitudinal, on développe (D.4) avec le résultat trouvé en (D.5) :

−


−CD

0
−CL


a

=


cα 0 sα
0 1 0
−sα 0 cα



φ11
fv 0 φ13

fv

0 φ22
fv 0

φ13
fv 0 φ33

fv


o
cα
0
sα


o


CD

0
CL


a

=


φ11
fvc2

α + 2φ13
fvcαsα + φ33

fvs2
α

0
φ13
fvc2

α + (φ33
fv − φ11

fv)cαsα − φ13
fvs2

α


a (D.6)

où la matrice Φo
fv a été simplifiée pour le cas du vol longitudinal :

� φ12
fv = φ23

fv = 0 : en raison de la symétrie de part et d’autre du plan xo-Oo-zo qui fait
en sorte qu’aucune force latérale n’est générée en vol longitudinal ;

� φijfv = φjifv ∀ {i, j} ∈ {1, 2, 3}, i 6= j : en raison de la propriété Φo
a > 0 imposant alors

une symétrie dans ses sous-matrices par bloc Φo
fv, Φo

fω, Φo
mv et Φo

mω.

On note que la force aérodynamique de travers reliée au coefficient CC n’est pas considé-
rée dans le cas longitudinal – d’où l’identité triviale retrouvée sur la deuxième ligne. La
modélisation de cette grandeur est réintroduite dans le résultat final de manière simplifiée.
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Sachant que c2
α + s2

α = 1, on réécrit (D.6) :
CD(α)
CL(α)

a =
c2

α(φ11
fv − φ33

fv) + φ33
fv + 2φ13

fvcαsα
2c2
αφ

13
fv − φ13

fv + (φ33
fv − φ11

fv)cαsα


=
φ11

fv − φ33
fv 2φ13

fv

2φ13
fv φ33

fv − φ11
fv

 c2
α

cαsα

+
 φ33

fv

−φ13
fv

a (D.7)

qui en utilisant l’identité trigonométrique de la formule de l’angle double :
 c2

α

cαsα

a = 1
2

cos(2α) + 1
sin(2α)

a (D.8)

permet de réécrire (D.7) comme :
CD(α)
CL(α)

a = 1
2

φ11
fv − φ33

fv 2φ13
fv

2φ13
fv φ33

fv − φ11
fv

cos(2α) + 1
sin(2α)

+
 φ33

fv

−φ13
fv


= 1

2

φ11
fv − φ33

fv 2φ13
fv

2φ13
fv φ33

fv − φ11
fv


︸ ︷︷ ︸

Aφ=
[
aφ1 aφ2

]
cos(2α)
sin(2α)

+1
2

φ11
fv + φ33

fv

0


︸ ︷︷ ︸

bφ

.
(D.9)

On poursuit la démarche en dérivant (D.9) par rapport à α afin de faire apparaître les dérivées
des π-coefficients évaluées en α = 0 :

∂

∂α

CD(α)
CL(α)

a
α=0

= ∂

∂α

Aφ

cos(2α)
sin(2α)

+ bφ


α=0CDα(α)

CLα(α)

a
α=0

= 2Aφ

−sin(2α)
cos(2α)


α=0CDα(0)

CLα(0)

a = 21
2

φ11
fv − φ33

fv 2φ13
fv

2φ13
fv φ33

fv − φ11
fv

0
1


=
 2φ13

fv

φ33
fv − φ11

fv

a .

(D.10)

Or, selon la π-théorie, pour un profil aérodynamique mince et symétrique, on sait que :

CDα(0) = 0

CLα(0) = CLα(α) = CLα = 2π
(D.11)
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permettant ainsi d’obtenir de (D.10) et (D.11) les relations suivantes entre les π-coefficients
et les φ-coefficients :

φ13
fv = 0

φ33
fv = CLα + φ11

fv .
(D.12)

On poursuit en évaluant (D.9) en α = 0 en considérant cette fois les nouvelles identités
trouvées en (D.12) :

CD(0)
CL(0)

a = 1
2

φ11
fv − φ33

fv 0
0 φ33

fv − φ11
fv

1
0

+ 1
2

φ11
fv + φ33

fv

0


CD0

CL0

a =
φ11

fv

0

a .
(D.13)

Pour compléter l’équivalence des deux théories, on se rabat sur la π-théorie afin de poser
φ22
fv = CY0 de manière classique comme coefficient de la force aérodynamique de travers dans
Ro (au lieu de CC0 dans Ra). En somme, (D.12) et (D.13) donnent :

Φo
fv =


CD0 0 0

0 CY0 0
0 0 CLα + CD0


o

(D.14)

où l’on constate bien l’équivalence entre les coefficients des deux théories.

D.2 Moments aérodynamiques dus aux vitesses linéaires aérodynamiques

Cette section présente la relation qui existe entre les forces et les moments aérodynamiques
dus aux vitesses linéaires aérodynamiques.

Puisque les forces aérodynamiques sont dans les faits appliquées au centre (ou foyer) aérody-
namique situé à une distance roca/o du centre de gravité (cf. figure E.1), un moment résultant
est donc exercé sur le corps solide dans Ro. Ainsi, on obtient donc que (cf. section C.5.2) :

mo
a,mv = [roca/o]×f oa,fv . (D.15)

En reprenant les termes liés à la vitesse linéaire aérodynamique voa dans (E.7) et (E.8), on
développe (D.15) afin d’obtenir :

−ρ0ηaS

2 BΦo
mvvoa = −ρ0ηaS

2 [roca/o]×Φo
fvvoa (D.16)
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où l’on peut isoler Φo
mv afin d’obtenir :

Φo
mv = B−1[roca/o]×Φo

fv (D.17)

où, pour l’hypothèse d’un profil symétrique, le centre aérodynamique est situé sur l’axe xo :

roca/o =
[
rca 0 0

]o> (D.18)

où rca ∈ R représente la distance entre la position des centres aérodynamique et de gravité :
rca < 0 pour un centre de gravité situé devant le centre aérodynamique.

Ainsi, pour le résultat de Φo
fv obtenu à la section D.1, le développement de (D.17) donne :

Φo
mv =


0 0 0
0 0 −rca(CLα + CD0)/c
0 rcaCY0/b 0


o

. (D.19)

D.3 Forces aérodynamiques dues aux vitesses angulaires du corps rigide

Cette section présente la relation qui existe entre les forces aérodynamiques dues aux vi-
tesses angulaires du corps rigide et les moments aérodynamiques dus aux vitesses linéaires
aérodynamiques.

Afin d’obtenir un modèle aérodynamique stable dont l’énergie est dissipative, il est nécessaire
que Φo

a > 0 [9]. Par conséquent, on obtient l’identité supplémentaire :

Φo
fω = Φo>

mv (D.20)

où la matrice Φo
mv a été définie à la section précédente en D.2.

D.4 Moments aérodynamiques dus aux vitesses angulaires du corps rigide

Cette section présente la relation entre la dérivée des π-coefficients aérodynamiques (Clp , Clq ,
Clr , Cmp , Cmq , Cmr , Cnp , Cnq et Cnr) et la matrice des φ-coefficients aérodynamiques Φo

mω

générant les moments aérodynamiques dus aux vitesses angulaires du corps rigide.

Tel qu’énoncé en (3.2), la π-théorie permet de modéliser les moments aérodynamiques mo
a

dans Ro comme suit :
mo

a = 1
2ρ0V

2
a SBkoa . (D.21)
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Si l’on s’intéresse seulement qu’aux moments aérodynamiques mo
a,mω dus aux vitesses an-

gulaires ωoo/i, la π-théorie propose la modélisation classique suivante pour ses coefficients
aérodynamiques komω =

[
Cl,mω Cm,mω Cn,mω

]o>
qui lui sont associés [25] :

Cl,mω = 1
2Va

(
bClpp+ cClqq + bClrr

)
Cm,mω = 1

2Va

(
bCmpp+ cCmqq + bCmrr

)
Cn,mω = 1

2Va

(
bCnpp+ cCnqq + bCnrr

) (D.22)

que l’on peut réécrire sous la forme matricielle suivante :

mo
a,mω = 1

2ρ0V
2
a SBkomω

= 1
2ρ0V

2
a SB

1
2Va

Ko
mωBωoo/i

= 1
4ρ0VaSBKo

mωBωoo/i

(D.23)

où

Ko
mω =


Clp Clq Clr

Cmp Cmq Cmr

Cnp Cnq Cnr


o

. (D.24)

Ainsi, en reprenant (E.8) sous les hypothèses présentées à la section E.1, on obtient la for-
mulation équivalente en utilisant la φ-théorie :

mo
a,mω = −1

2ρ0VaSBΦo
mωBωoo/i . (D.25)

Enfin, la comparaison directe de (D.23) et (D.25) permet d’obtenir l’équivalence suivante
entre les coefficients de la φ-théorie et ceux de la π-théorie :

Φo
mω = −1

2Ko
mω (D.26)

où les coefficients des dérivées aérodynamiques croisées Clq , Clr , Cmp , Cmr , Cnp et Cnq peuvent
également être approximés nuls en l’absence de valeurs précises. De plus, afin d’obtenir une
dynamique naturellement stable, il est nécessaire que Clp < 0, Cmq < 0 et Cnr < 0.
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ANNEXE E DÉTAILS SUPPLÉMENTAIRES DE MODÉLISATION

Cette annexe présente tous les détails supplémentaires nécessaires afin de bien comprendre
la modélisation de Lustosa de l’aéronef convertible à corps inclinable présentée au chapitre 3.

E.1 Application de la φ-théorie à un profil d’aile

La paramétrisation utilisant des coefficients aérodynamiques définis dans Ro (au lieu de Ra)
peut à priori sembler peu intuitive. Il est donc primordial d’expliciter les liens qui existent
entre la π-théorie de Buckingham présentée à la section 3.2 et la φ-théorie de [9] présentée
à la section 3.3. Ainsi, en se basant sur des hypothèses principalement issues du cas de vol
longitudinal, l’annexe D montre comment la φ-théorie peut être appliquée à un profil d’aile.
Plus précisément, il est montré que le modèle (3.11) issu de l’application complète de la
φ-théorie peut être simplifié en effectuant les approximations suivantes [9] :

1. ηa ≈ Va : pour le vol longitudinal, ‖va‖2
2 � φa‖ωa‖2

2 ;

2. ωoa ≈ ωoo/i : pour un vent nul vw/i = 0 ;

3. Φo
a

(
ηoa
)
≈ Φo

a : pour des coefficients constants qui permettent tout de même de cap-
turer les caractéristiques aérodynamiques dominantes d’un profil d’aile (décrochage,
dérivées aérodynamiques, dissipation de l’énergie, etc.) à travers les trois phases de
vol (stationnaire, transition et avancement).

Ainsi, en appliquant ces approximations, on obtient les φ-coefficients suivants (cf. annexe D) :

Φo
fv =


CD0 0 0

0 CY0 0
0 0 CLα + CD0


o

; Φo
fω = Φo>

mv

Φo
mv =


0 0 0
0 0 −rca(CLα + CD0)/c
0 rcaCY0/b 0


o

; Φo
mω = −1

2


Clp Clq Clr

Cmp Cmq Cmr

Cnp Cnq Cnr


o (E.1)

où les coefficients des dérivées aérodynamiques croisées Clq , Clr , Cmp , Cmr , Cnp et Cnq ∈ R
peuvent également être approximés nuls en l’absence de valeurs précises. On précise que les
coefficients des dérivées aérodynamiques principales situés sur la diagonale de Φo

mω (Clp , Cmq
et Cnr ∈ R) sont chacun de valeur négative pour une aérodynamique stable. Le coefficient
CD0 ∈ R, appelé coefficient de traînée de profil, est associé à la résistance aérodynamique
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minimum pour un angle d’attaque α = 0. Le coefficient CY0 ∈ R est associé à la force
aérodynamique générée par le vent de travers dans Ra, mais projeté sur yo. Le coefficient
CLα ∈ R représente la pente de la partie linéaire de la fonction CL(α) valant environ 2π selon
la π-théorie.

On note également que rca ∈ R représente la distance entre le centre aérodynamique (noté
CA ou ca en indice) du profil alaire et le centre de masse de l’aéronef situé à l’origine du
repère Ro. Cette grandeur est située sur l’axe xo et est définie positive vers x+

o . De fait, il
s’agit de la projection sur l’axe xo du vecteur position rca/o ∈ R3 représentant la position 3D
du centre aérodynamique par rapport au CM. Ceci est illustré à la figure E.1.

Figure E.1 Définition du vecteur position du centre aérodynamique (CA) du MAVion [9]

On constate alors que les quatre φ-coefficients matriciels de la super matrice Φo
a définie en

(3.17) sont exprimés en fonction des π-coefficients scalaires classiques de la π-théorie. Cela
démontre le lien direct qui existe entre la π-théorie de Buckingham et la φ-théorie de Lustosa.
La démonstration de ce lien est présentée dans l’annexe D.

E.2 Application de la φ-théorie à un aéronef convertible à corps inclinable

Ensemble, l’annexe D et la section E.1 montrent comment il est possible d’appliquer la φ-
théorie à un profil alaire. Dans cette présente section, on s’intéresse à l’étape ultime de la
modélisation d’un aéronef convertible à corps inclinable : l’application de la φ-théorie à toutes
les composantes aérodynamiques du MAVion, soit le corps principal constituant l’aile et les
deux élevons.

Les forces et moments agissant sur le drone proviennent de quatre sources :

1. Hélices : la vitesse angulaire de chaque hélice ωk génère une force de poussée (ou de
propulsion) f ot,k ainsi que des moments mo

d,k et mo
g,k respectivement dus à la résistance

aérodynamique et aux effets gyroscopiques ;

2. Ailes : chaque section d’aile Sk (qui inclut la surface de l’élevon associée à δk) génère
une force f ow,k et un moment mo

w,k ;
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3. Élevons : la déflexion d’angle δk de chaque élevon génère une force f oe,k et un moment
mo

e,k faisant varier les efforts aérodynamiques produits par la surface nominale Sk en
admettant l’hypothèse d’un profil à cambrure variable (cf. section E.5) ;

4. Interaction hélice-profil : chaque section d’aile mouillée Sm,k (qui inclut la sur-
face de l’élevon mouillée et associée à δk) génère une force f op,k et un moment mo

p,k

supplémentaires dus au flux d’air généré par l’hélice ωk interagissant avec le profil
aérodynamique composé d’une section d’aile et d’un élevon (phénomène des sillages
tourbillonnaires E.1 générés par la rotation de chaque hélice tournant à une vitesse ωk).

Les prochaines sous-sections présentent le détail complet menant à la définition des forces
f oΣ∗ ∈ R3 et moments mo

Σ ∈ R3 dans le repère objet Ro qui ont précédemment été définis à
la section 2.1.1. Ensemble, les sections 3.5 et E.2.5 définissent la modélisation complète non
linéaire du MAVion.

On note également que la majorité des indices utilisés dans les sous-sections suivantes pro-
viennent de la terminologie anglophone suivante :

� t : thrust ou poussée ;
� d : drag ou résistance ;
� g : gyroscopic ou gyroscopique ;
� w : wing ou aile ;
� e : elevon ou élevon ;
� p : prop-wash ou sillage tourbillonnaire.

E.1. Le phénomène de sillage tourbillonnaire, communément appelé prop-wash en anglais, correspond à la
vitesse aérodynamique effective ve vue par une surface portante (une aile). La vitesse aérodynamique effective
correspond à la somme de la vitesse aérodynamique va, représentant le mouvement relatif de l’aéronef par
rapport à la masse d’air dans laquelle il vole (ce qui fait également intervenir la vitesse du vent), et celle
de la vitesse induite vi par les hélices situées tout près de la voilure, soit ve = va + vi (cf. figure E.7). En
d’autres mots, c’est la vitesse réelle de l’écoulement d’air vue par une surface portante lorsqu’un moteur est
situé assez près pour que ce phénomène induit localement à l’emplacement de l’hélice ne soit plus négligeable.
La valeur limite de proximité entre un moteur et une surface portante afin que soit considéré ce phénomène
dépend de trois paramètres : la forme de l’appareil, la distance entre le moteur et la voilure, puis la puissance
générée par le moteur. Par exemple, sur les avions de ligne, même si les moteurs sont positionnés sous l’aile,
ce phénomène est non négligeable pour l’écoulement d’air effectif vu par les empennages arrière.
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E.2.1 Efforts dus aux hélices

Selon la théorie de l’aérodynamique classique des moteurs à hélices retrouvée dans [115,116],
la vitesse angulaire de chaque hélice ωk génère une force de poussée f ot,k ∈ R3

+ :

f ot,k =


ktω

2
k

0
0


o

(E.2)

où kt ∈ R∗+ représente le coefficient de poussée de chaque hélice ωk E.2.

La rotation de l’hélice ωk à travers une masse d’air génère également un couple de réaction
mo

d,k ∈ R3 dû à la résistance aérodynamique :

mo
d,k =


−signe(ωk)kdω2

k

0
0


o

(E.3)

pour ω1 ≤ 0 et ω2 ≥ 0 où kd ∈ R∗+ est le coefficient de résistance aérodynamique de chaque
hélice ωk. La fonction signe( · ) est définie comme suit :

signe(x) =


+1 si x > 0

0 si x = 0

−1 si x < 0

(E.4)

où x ∈ R est un scalaire quelconque.

De plus, la rotation des pièces rotatives de chaque moteur (rotor, palier et hélice) tournant
à une vitesse ωk produit un moment gyroscopique résultant dans Ro (cf. section E.3) :

mo
g,k = −(p+ ωk)(Jpx − Jpn)


0
r

−q


o

(E.5)

où l’on rappelle que p, q, r sont les composantes de ωoo/i dansRo. Les grandeurs scalaires Jpx ∈
R∗+ et Jpn ∈ R∗+ représentent les paramètres diagonaux du tenseur d’inertie de l’ensemble des
pièces rotatives du moteur modélisé comme un disque où Jpx est l’inertie autour de l’axe de

E.2. La poussée négative pour une rotation en sens inverse des hélices n’est pas implémentée dans le modèle
pour des raisons physiques. De manière générale, les hélices sont installées afin de tourner et créer une force
de poussée dans une seule direction. En effet, les hélices ω1 et ω2 du MAVion tournent respectivement dans
les sens négatif et positif de l’axe xo (cf. figure 3.3).
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rotation de cet ensemble et Jpn est l’inertie radiale/perpendiculaire à cette première direction.

La somme des moments purs dus à l’hélice ωk est donnée par :

mo
τ,k = mo

d,k + mo
g,k . (E.6)

E.2.2 Efforts dus aux sections d’aile

Selon la φ-théorie détaillée à la section E.1, chaque section d’aile Sk génère une force f ow,k ∈
R3 :

f ow,k = −ρ0ηaSk
2

(
Φo
fvvoa + Φo

fωBωoo/i
)

(E.7)

et un moment mo
w,k ∈ R3 :

mo
w,k = −ρ0ηaSk

2 B
(
Φo
mvvoa + Φo

mωBωoo/i
)

(E.8)

où la section d’aile Sk ∈ R∗+ est composée d’une moitié d’aile et d’un élevon complet tel
qu’illustré à la figure E.2.

Figure E.2 Définition des sections d’aile Sk du MAVion [9]

E.2.3 Efforts dus aux élevons

Selon la théorie des profils aérodynamiques à cambrure variable présentée à la section E.5,
la déflexion d’angle δk de chaque élevon génère une force f oe,k ∈ R3 :

f oe,k = ρ0ηaSk
2

(
Φo
fv[δkξof ]×voa + Φo

fω[δkξof ]×Bωoo/i
)

(E.9)
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et un moment mo
e,k ∈ R3 :

mo
e,k = ρ0ηaSk

2 B
(
Φo
mv[δkξom]×voa + Φo

mω[δkξom]×Bωoo/i
)

(E.10)

où ξof =
[
0 ξfy 0

]o>
et ξom =

[
0 ξmy 0

]o>
sont respectivement les coefficients d’efficacité

de force et de moment des élevons définis dans Ro. Ces deux dernières grandeurs agissent
à titre de paramètres du modèle mathématique et ils peuvent être réglés afin de le faire
correspondre aux données expérimentales recueillies en soufflerie.

E.2.4 Efforts dus à l’interaction hélice-profil

Figure E.3 Définition des sections d’aile mouillées Sm,k du MAVion [9]

Selon la théorie de superposition des flux d’air générés par la vitesse aérodynamique du
corps rigide et l’hélice de chaque moteur (cf. section E.6 et figure E.7), chaque section d’aile
mouillée Sm,k, qui inclut la surface de l’élevon mouillée et associée à δk (cf. figure E.3), génère
une force f op,k ∈ R3 supplémentaire due au flux d’air généré par l’hélice de vitesse ωk :

f op,k = −Sm,k2Sp
Φo
fvf ot,k︸ ︷︷ ︸

hélice-aile

+Sm,k2Sp
Φo
fv[δkξof ]×f ot,k︸ ︷︷ ︸

hélice-élevon

(E.11)

ainsi qu’un moment mo
p,k ∈ R3 :

mo
p,k = −Sm,k2Sp

BΦo
mvf ot,k︸ ︷︷ ︸

hélice-aile

+Sm,k2Sp
BΦo

mv[δkξom]×f ot,k︸ ︷︷ ︸
hélice-élevon

(E.12)

où Sp ∈ R∗+ est la surface du disque balayé par la rotation d’une hélice.
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E.2.5 Efforts complets

Cette section présente les forces et les moments complets du modèle dynamique du MAVion.

Forces complètes

La somme des forces aérodynamiques (aile, élevon et interaction hélice-profil) agissant dans
Ro est donnée par :

f oa,k = f ow,k + f oe,k + f op,k . (E.13)

La somme de toutes les forces (autres que la gravité) agissant dans Ro est alors donnée par :

f oΣ∗ =
2∑

k=1

(
f ot,k + f oa,k

)
(E.14)

dont l’expression détaillée est donnée en (3.19) à la page 44.

Moments complets

La somme des moments aérodynamiques est donnée par :

mo
a,k = mo

w,k + mo
e,k + mo

p,k . (E.15)

Afin d’obtenir la somme totale des moments dans Ro, il est nécessaire de considérer les
bras de levier des différentes forces qui n’agissent pas directement au CM du MAVion. On
considère d’abord les hélices ωk dont les centres sont situés à l’origine Op,k du repère Rp,k. Le
vecteur position de ce repère par rapport au centre de masse du drone exprimé dans Ro est
rop,k ∈ R3. On considère également les sections d’aile découpées Sk dont les centres sont situés
à l’origine Oa,k du repère Ra,k. Le vecteur position de ce repère par rapport au CM du drone
exprimé dans Ro est roa,k ∈ R3. La figure E.4 définit clairement toutes ces grandeurs E.3.

Les vecteurs positions sont ainsi donnés par :

rop,1 =


rp,x

−rp,y
0


o

; rop,2 =


rp,x

rp,y

0


o

; roa,1 =


0
−ra,y

0


o

; roa,2 =


0
ra,y

0


o

(E.16)

E.3. Les vecteurs positions roa,k ne pointent pas vers les centres aérodynamiques CAk, puisque les forces et
les moments aérodynamiques ont été modélisés directement au CM situé à l’origine Oo du repère Ro. En
effet, les φ-coefficients sont exprimés en fonction de la grandeur rca qui représente le décalage longitudinal
du CA par rapport au CM. Ainsi, les vecteurs positions roa,k ne prennent compte que du décalage latéral du
CA, puisque celui longitudinal a déjà été considéré.
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Figure E.4 Définition des bras de levier du MAVion [9]

paramétrés par rp,x ∈ R+, rp,y ∈ R+ et ra,y ∈ R+ et génèrent les moments de réaction suivants
dans Ro :

mo
r,k = [rop,k]×f ot,k + [roa,k]×f oa,k . (E.17)

La somme totale des moments agissant dans Ro est donnée par :

mo
Σ =

2∑
k=1

(
mo

τ,k + mo
a,k + mo

r,k

)
(E.18)

dont l’expression détaillée est donnée en (3.20) à la page 44.

� � �

On apporte maintenant deux précisions importantes concernant les forces f∗Σ et les moments
mΣ présentés respectivement aux équations (3.19) et (3.20).

Premièrement, l’analyse de ces équations révèle que les termes Sm,k, représentant les deux
sections d’aile mouillées, n’y interviennent pas. En effet, si l’on définit cette grandeur en
fonction d’une section d’aile complète Sk comme suit :

Sm,k = ξS,kSk ⇔ ξS,k = Sm,k
Sk

(E.19)

où ξS,k ∈ R∗+ représente le rapport géométrique entre une section d’aile mouillée Sm,k et une
section complète d’aile Sk, ce qui peut également être vu comme l’efficacité de l’hélice ωk
à générer un écoulement d’air induit sur le profil d’air (cf. section E.6), on peut définir la
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surface totale de l’aile S ∈ R∗+ comme :

S = bc = S1 + S2 = Sm,1
ξS,1

+ Sm,1
ξS,2

. (E.20)

Or, sachant que par symétrie on a :

S

2 = S1 = S2

Sm
2 = Sm,1 = Sm,2

ξS = ξS,1 = ξS,2

(E.21)

en supposant que chaque hélice ωk possède une même efficacité parfaite ξS = 100 % = 1, on
obtient finalement que :

S

2 = S1 = S2 = Sm,1 = Sm2 , (E.22)

faisant alors disparaître les termes des sections de surface mouillées Sm,k, puisque les équations
(3.19) et (3.20) sont désormais seulement fonction de la surface totale S. De fait, l’efficacité des
hélices ξS ∈ R∗+ doit être vue comme un paramètre réglable du modèle du MAVion ou de tout
aéronef convertible à corps inclinable de type tail-sitter. Les essais expérimentaux en soufflerie
effectués par [8] ont d’ailleurs montré que prendre une valeur unitaire (ou parfaite) pour ce
paramètre donnait de bons résultats. Toutefois, le lecteur désirant réintégrer explicitement
ce paramètre dans la modélisation afin d’effectuer sa propre caractérisation en soufflerie de
ξS peut très bien le faire étant donné que toutes les informations nécessaires ont été mises à
sa disposition. De manière générale, plus les moteurs sont puissants et proches de la surface
alaire, plus ξS → 1. Dans le cas contraire, on aura plutôt ξS → 0. Enfin, on mentionne
que pour un aéronef de type tail-sitter, il est très important de maximiser ξS, puisque la
capacité à pouvoir générer des moments à l’aide des élevons δk dépend directement de cette
grandeur lorsque l’aéronef effectue un vol à vitesse aérodynamique nulle va = 0. Dans ce cas
particulier, c’est plutôt la vitesse induite par les moteurs vi(ω1, ω2) qui prend le relais afin
de générer un flux d’air donnant alors leur raison d’être aux élevons (cf. section E.6).

Deuxièmement, on note aussi que le terme correspondant au moment de réaction dû aux
forces aérodynamiques générées par chaque section d’aile s’annule dans (3.20), puisqu’il a été
supposé que chacune génère une force identique avec des bras de levier également identiques,
mais de signes opposés E.4.

E.4. Dans les faits, ceci est faux, puisque le déplacement angulaire du corps ωoo/i, génère un angle d’attaque
induit αi qui est différent pour les sections gauche et droite de l’aile lorsque l’aéronef effectue un mouvement de
roulis (p 6= 0). Pour p > 0, la section d’aile droite tombe en augmentant l’angle d’attaque effectif αe = α−αi
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E.3 Effet gyroscopique des hélices

L’expression (E.6) des moments purs dus à l’hélice ωk est obtenue en effectuant la somme du
couple de réaction (E.3) dû à la résistance aérodynamique et du moment gyroscopique (E.5).
Cette première quantité est issue de la modélisation aérodynamique classique d’une hélice en
rotation alors que la seconde est dérivée en développant l’équation du mouvement de l’hélice
à partir de son propre repère. À la section 3.1.3 de [8], il est détaillé comment obtenir (E.6).

E.4 Polaire elliptique portance-résistance du profil alaire

À l’annexe D, on a détaillé les étapes du calcul des φ-coefficients de Lustosa à partir des
π-coefficients de Buckingham. Pour ce faire, on a appliqué plusieurs hypothèses issues de
l’aérodynamique longitudinale. Par conséquent, les quatre φ-matrices Φo

fv, Φo
fω, Φo

mv et Φo
mω

contiennent en fait toute l’information nécessaire afin de tracer la polaire elliptique portance-
résistance du MAVion qui est illustrée à la figure E.5 pour les deux configurations typiques
d’un convertible à corps inclinable. La figure située en haut montre la polaire pour un vol
d’avancement, tandis que celle située en bas illustre la polaire pour un vol stationnaire.

À la section 2.2.2 de [8], l’auteur explique comment calculer la force aérodynamique résul-
tante, notée Fw dans la figure E.5, à partir de cet outil pour un angle d’attaque arbitraire.
On se rappelle que la modélisation aérodynamique issue de la φ-théorie ne possède pas de
singularité. Enfin, on précise que le tracé de la polaire elliptique portance-résistance est in-
trinsèquement relié à la matrice Aφ définie dans (D.9) comme il est expliqué dans [8].

E.5 Modélisation des élevons comme une variation de la cambrure alaire

Afin de modéliser les efforts aérodynamiques générés par chaque élevon, on reprend la polaire
elliptique portance-résistance du profil alaire définie à la section E.4. Concrètement, Lustosa
modélise les élevons en appliquant un changement de phase à cette polaire. Cette modification
est illustrée à la figure E.6.

La figure de gauche montre la polaire obtenue lorsque l’élevon est droit. Pour ce cas, la force
aérodynamique résultante est fonction seulement de l’angle d’attaque α, puisque la contri-
bution additionnelle de l’élevon est nulle. Puis, pour une déflexion de grandeur δ appliquée à

(cf. figure E.7) alors que la section d’aile gauche monte en le diminuant. Ceci génère alors des forces de portance
différentes et donc un moment résultant sur le corps de l’objet. Or, la modélisation explicite et complète de
ce phénomène aérodynamique est négligée dans le modèle mathématique du MAVion. On considère plutôt
qu’il est pris en compte dans le coefficient de la dérivée aérodynamique Clp compris dans Φo

mω de (E.1).
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Figure E.5 Polaire elliptique portance-résistance du MAVion pour une définition sans sin-
gularité des efforts aérodynamiques peu importe l’angle d’attaque [8]

Figure E.6 Modélisation des élevons comme une variation de cambrure du profil alaire du
MAVion [8]
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l’élevon, la figure de droite montre alors que cette même polaire subit un décalage de phase
de 2αδ(δ). Cette rotation est directement fonction de la déflexion δ de l’élevon.

De manière générale, il faut retenir que cette modélisation est analogue à effectuer une mo-
dification instantanée de la cambrure du profil alaire du MAVion. Ainsi, une augmentation
de δ génère une augmentation de portance. À la section 2.2.3 de [8], il est également expliqué
que cette modélisation donne lieu à un angle de décrochage du MAVion située au-delà de
αs = 45◦ avec un coefficient de portance associé de CL(αs) = π.

Les principes abordés dans cette section justifient la modélisation retenue pour les forces
(E.9) et les moments (E.10) générés par un élevon.

E.6 Interaction hélice-profil

Le MAVion est conçu de sorte que ses moteurs à hélice soient positionnés très près des
surfaces aérodynamiques. Ceci est voulu afin de générer un courant d’air sur celles-ci lorsque
l’aéronef effectue un vol stationnaire ne générant alors aucune vitesse aérodynamique (pour
un vent nul). Cela permet ainsi aux surfaces portantes, soit l’aile et les élevons, de pouvoir
générer des efforts aérodynamiques pour les deux phases de vol du MAVion. Cette interaction
entre les hélices et les profils aérodynamiques est illustrée à la figure E.3.

Figure E.7 Illustration de la vitesse aérodynamique effective vue par le MAVion [8]

Du point de vue physique, le flux d’air supplémentaire ainsi généré par les hélices peut être
vu comme une source d’énergie cinétique additionnelle qui est transmise à la masse d’air
locale qui circule sur les profils aérodynamiques du MAVion. Mathématiquement, on peut
modéliser cette interaction comme l’addition de cette vitesse additive, alors dénommée vitesse
induite vi, avec la vitesse aérodynamique normale va afin de former la vitesse effective ve vue
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par les surfaces portantes. Le même principe peut s’appliquer à l’angle d’attaque effectif αe
qui est alors fonction de l’angle d’attaque normal α et de l’angle d’attaque induit αi associé
à la vitesse induite. Cette interaction aérodynamique particulière se modélise donc ainsi :

ve = va + vi
αe = α− αi

(E.23)

où ces deux équations sont illustrées à la figure E.7.

Les principes abordés dans cette section justifient la modélisation retenue pour les forces
(E.11) et les moments (E.12) dus à l’interaction hélice-profil. À la section 2.3 de [8], il est
détaillé comment obtenir ces équations à partir du principe de la conservation de la quantité
de mouvement d’un fluide incompressible sans viscosité évoluant en régime permanent.
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ANNEXE F ANALYSES SUPPLÉMENTAIRES DU MODÈLE COMPLET

Cette annexe présente des analyses supplémentaires du modèle complet du MAVion pré-
senté au chapitre 3. On y retrouve l’analyse détaillée de deux cas de vol particuliers : le
vol longitudinal et le virage coordonné. De plus, on y présente les équations linéarisées du
modèle complet dans leur forme matricielle. Afin d’obtenir un modèle linéaire de réalisation
minimale, on procède à une formulation locale de la cinématique en rotation.

F.1 Cas de vol particuliers

Dans un premier temps, cette section présente en détail la réduction du modèle complet
du MAVion formulé en (3.33) aux modèles considérant simplement les dynamiques du vol
longitudinal et du virage coordonné – sans considérer la dynamique des actionneurs. Dans
un second temps, on présente une méthode de résolution pour les cas d’équilibre considérés.

De plus, on précise que la dynamique représentant l’évolution temporelle de la position iner-
tielle pio/i définie dans (3.33) est volontairement omise, puisqu’elle est complètement découplée
des autres dynamiques. De fait, ce découplage est dû à l’hypothèse H4 (cf. page 10) effectuée
dans la modélisation dynamique d’un corps solide à 6 DDL. En effet, puisqu’on considère que
la propagation des équations différentielles de (3.33) s’effectue sur un court laps de temps,
cela signifie que la variation des paramètres atmosphériques, qui sont généralement fonction
de l’altitude z du MAVion telles la masse volumique de l’air ρ(z) et la constante de gravité
g(z), peut être négligée. On utilise alors les valeurs initiales constantes des paramètres ρ0

et g0 qui sont associés à l’altitude initiale z0 considérée dans la propagation des équations
différentielles. Quoique cette même distinction n’ait pas été faite de manière aussi explicite,
le même principe s’applique à tous les coefficients aérodynamiques constants qui dépendent
généralement de l’altitude z dont Φo

a, kt, kd et ξS.

Les équations des modèles réduits au vol longitudinal et au virage coordonné présentées dans
cette section sont développées pour le cas nominal sans vent (ww/i = 0⇔ va = vo/i). Afin de
simplifier les équations, on considère aussi le cas ψ = 0 qui implique alors que la composante
de la vitesse vio/i projetée sur l’axe yi est nulle, ve = 0 (3.23). De ce fait, les solutions obtenues
dans le plan horizontal pour vn peuvent être facilement projetées à nouveau pour ψ 6= 0 en
utilisant une matrice de rotation Rzi

o/i(ψ), représentant alors la rotation unique d’un angle
ψ autour de l’axe zi dans Ri – c.-à-d. pour φ = constant et θ = constant dans Ro/i

(
Φo/i

)
de (C.18). Cette simplification est effectuée, puisqu’en l’absence de vent, la valeur de ψ n’a
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aucune incidence sur la dynamique d’un aéronef. Il en va de même pour la position en x et
y dans Ri.

F.1.1 Vol longitudinal

Cette section se consacre à la dynamique réduite au vol longitudinal du MAVion sans prendre
en compte la dynamique des actionneurs. Elle reprend le système SΦ défini en (3.21) en
supposant que l’entrée en vent est nulle, wΣ = viw/i = 0⇔ voa = voo/i.

Concrètement, la dynamique longitudinale d’un aéronef est définie comme l’analyse des deux
mouvements linéaires pouvant s’effectuer dans le plan xo-Oo-zo et du mouvement angulaire
pouvant s’effectuer autour de l’axe yo. De ce fait, le déplacement linéaire selon l’axe yo ou les
déplacements angulaires autour des axes xo et zo sont bloqués. En d’autres mots, on simplifie
l’analyse du corps solide possédant 6 DDL à seulement celle d’un corps solide possédant
désormais 3 DDL. On analyse alors seulement les trois mouvements pouvant être effectués
dans le plan longitudinal de l’aéronef tels qu’ils viennent d’être définis.

Modèle d’état du vol longitudinal

Pour le vol longitudinal s’effectuant dans le repère Ro les variables du modèle d’état (3.21)
peuvent être simplifiées comme suit :

Φo/i =
[
0 θ 0

]>
voo/i =

[
u 0 w

]o>
= voa

ωoo/i =
[
0 q 0

]o>
=
[
0 θ̇ 0

]o>

Ro/i

(
Φo/i

)
=


cθ 0 −sθ
0 1 0
sθ 0 cθ


ω = −ω1 = ω2

δ = δ1 = δ2

viw/i = 0

(F.1)

où ω ∈ R+ est l’entrée commandable envoyée identiquement aux deux moteurs telle que
ω1 = −ω et ω2 = ω, et δ ∈ R est l’entrée commandable envoyée identiquement aux deux
élevons. On note également que les contraintes d’égalité sur les entrées commandables ω1, ω2,
δ1 et δ2 sont issues du cas de vol longitudinal imposant alors une symétrie de la dynamique
par rapport au plan xo-Oo-zo. Les entrées ω1 et ω2 diffèrent en signe à cause de la définition
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de leur sens positif respectif qui est équivalente à celle de ωkc (cf. figure 3.3).

Ainsi, en appliquant les simplifications définies en (F.1) au système complet SΦ défini en
(3.21), on obtient le nouveau modèle d’état réduit à la dynamique longitudinale suivant :

Slon(%) :=



ẋlon = flon(xlon,ulon,%)⇔



θ̇ = q u̇
ẇ

 = 1
m

f oΣxz(xlon,ulon,%)− q
 0 1
−1 0

u
w


q̇ = θ̈ = 1

Iyy
mΣy(xlon,ulon,%)

xlon(t0) = xlon0 =
[
θ0 u0 w0 q0

]>
(F.2)

avec xlon =
[
θ u w q

]>
et ulon =

[
ω δ

]>
. La fonction f oΣxz ∈ R2 représente le vecteur de

la somme des forces définie en (3.19), mais comprenant seulement les composantes fΣx et fΣz

telles que définies en (2.8) et mΣy ∈ R représente pareillement la composante agissant autour
de yo dans la somme des moments définie en (3.20) dont les composantes sont définies en
(2.10). Enfin, on rappelle que les expressions de f oΣxz etmΣy sont évaluées en prenant wo/i = 0.

Équilibre du vol longitudinal pour un vol de croisière

Les variables à l’équilibre du système Slon défini en (F.2) sont :

xlone :=
[
θe ue we qe

]>
et ulone :=

[
ωe δe

]> (F.3)

qu’on assemble dans le vecteur du point d’équilibre ϑlone :

ϑlone(%) :=
xlone(%)
ulone(%)

 ∈ R6 (F.4)

où l’on explicite le fait que la solution du point d’équilibre ϑlone dépend du vecteur des
paramètres % du système Slon défini en (F.2).

On choisit maintenant d’analyser le point d’équilibre particulier du vol de croisière effectué
dans le plan longitudinal. L’équilibre du vol de croisière est défini comme suit :

1. Altitude constante : cela implique que la vitesse verticale à l’équilibre orientée selon
zi dans Ri est nulle, soit vde = 0, cf. équation (3.23) ;

2. Position angulaire constante : cela implique que la vitesse angulaire à l’équilibre
autour de yi = yo est nulle, soit qe = 0 ;

3. Vitesse d’avancement constante : cela implique que la vitesse horizontale à l’équi-
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libre orientée selon xi dans Ri, soit vne , est constante – tout comme l’angle d’assiette
θe qui lui est associé.

En utilisant vde = 0 et en notant que :

voo/ie = Ro/i

(
Φo/ie

)
vio/ie

⇔
ue

0
we


o

=


cθe 0 −sθe
0 1 0
sθe 0 cθe



vne

0
0


i

= vne


cθe
0
sθe


o

⇔

ue = vnecθe
we = vnesθe

,

(F.5)

il est possible d’exprimer xlone en fonction seulement de θe et vne en utilisant (F.5), puisque
qe = 0. On peut donc réécrire (F.4) explicitement en fonction de ses quatre variables d’état
non nulles :

ϑlone(θe, vne , ωe, δe) :=
xlone(θe, vne)

ulone(ωe, δe)

 ∈ R6 (F.6)

où la dépendance explicite aux paramètres du système contenus dans % des variables d’équi-
libre θe vne ωe et δe a été volontairement omise afin d’alléger la notation.

Ainsi, on peut définir l’équilibre du système Slon au point d’équilibre ϑlone , noté Slone , comme
suit – cf. équation (2.30) :

Slone(ϑlone) :=

ẋlone = 0⇔ flon(xlone ,ulone,%) = flon(ϑlone) = 0⇔

f oΣxz(ϑlone)
mΣy(ϑlone)

 = 03×1


(F.7)

qui forme alors un système composé de trois équations scalaires avec les quatre inconnues de
ϑlone qui ont été définies en (F.6). Pour résoudre ce système, il est donc nécessaire de définir
l’une des quatre inconnues comme un paramètre de la solution. On retient arbitrairement
σlone = θe comme paramètre de la solution du problème de l’équilibre du système longitu-
dinal Slone défini en (F.7). Enfin, on redéfinit le point d’équilibre ϑlone afin d’expliciter sa
dépendance à ce paramètre :

ϑlone(σlone ,%) :=
xlone(σlone ,%)
ulone(σlone ,%)

 ∈ R6. (F.8)

Solution de l’équilibre du vol longitudinal

Cette section présente la solution au problème d’équilibre du vol longitudinal défini en (F.7).
On précise que la solution présentée a été développée par Lustosa. Le lecteur désirant obtenir
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plus de détails est invité à consulter [8] et [9]. On définit maintenant le problème d’équilibre
du vol longitudinal de Lustosa.

Problème d’équilibre du vol longitudinal : Pour un angle d’assiette donné θe ∈ Θ†e
tel que Θ†e := {θe ∈ R : 0◦ < θe ≤ 90◦}, trouver les valeurs composant l’ensemble solution
Xe(θe) :=

{
vne(θe), ωe(θe), δe(θe)

}
en résolvant le système :

 f oΣxz(θe, vne , ωe, δe,%) = 0

mΣy(θe, vne , ωe, δe,%) = 0
, ∀ θe ∈ Θ†e . (F.9)

4

On précise que le problème (F.9) ne comporte pas de solution pour le domaine −180◦ ≤ θe ≤
0◦, puisque cela correspond au positionnement du MAVion avec ses moteurs pointant dans
la même direction que zi et que cette configuration ne permet pas d’obtenir un équilibre des
forces et des moments tel que requis par (F.9). De plus, on définit la solution seulement pour
le domaine Θ†e, puisque le domaine Θ‡e := {θe ∈ R : 90◦ < θe < 180◦} possède une solution
symétrique au premier domaine. En effet, dans ce second domaine, utilisant le symbole ‡ en
exposant et correspondant à un vol effectué sur le dos de l’aéronef plutôt que sur le ventre,
on obtient les équivalences suivantes pour la solution du problème (F.9) :



θ‡e = 180◦ − θe
v‡ne = −vne(θe)

ω‡e = ωe(θe)

δ‡e = −δe(θe)

(F.10)

où vne(θe), ωe(θe) et δe(θe) sont les solutions trouvées au problème (F.9) pour θe = 180◦− θ‡e.

N. B. : Dans le cas du système Sq paramétré avec les quaternions en (3.25), les identités
suivantes sont utilisées pour le vol longitudinal :

q0e(θe) = cos
(
θe
2

)
et q2e(θe) = sin

(
θe
2

)
. (F.11)
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Pour vne ≥ 0, le système donné par (F.9) peut être exprimé sous la forme linéaire suivante :

Aθ(θe) xθ(vne , ωe, δe) = bθ(θe)

xθ(vne , ωe, δe) :=
[
xθ1 xθ2 xθ3 xθ4

]>
=
[
v2
ne δev

2
ne δeTe(ωe) Te(ωe)

]> , ∀ θe ∈ Θ†e

(F.12)
où Aθ(θe) ∈ R3×4 et bθ(θe) ∈ R3 sont respectivement une matrice et un vecteur constants
paramétrés selon θe, et xθ(vne , ωe, δe) ∈ R4 est le vecteur de la solution recherchée. Enfin,
l’expression Te(ωe) = ktω

2
e est utilisée afin de simplifier l’écriture de Aθ(θe). On obtient alors :

Aθ =


−ρ0S

2 Φxz
fv

[
cθe
sθe

]
ρ0S

2 Φxz
fv[ξxzf ]×

[
cθe
sθe

]
S

2SpΦ
xz
fv[ξxzf ]×

[
1
0

] [
2
0

]
− S

2SpΦ
xz
fv

[
1
0

]

−ρ0Sc
2 Φy

mv

[
cθe
sθe

]
ρ0Sc

2 Φy
mv[ξym]×

[
cθe
sθe

]
Sc
2SpΦ

y
mv[ξym]×

[
1
0

]
−Sc
2Sp Φy

mv

[
1
0

]


bθ = mg0
[
sθe −cθe 0

]>
(F.13)

où


Φxz
fv =

CD0 0
0 CLα + CD0

 , [ξxzf ]× =
 0 ξfy

−ξfy 0


Φy
mv =

[
0 −rca(CLα + CD0)/c

]
, [ξxzm ]× =

 0 ξmy

−ξmy 0

 (F.14)

sont les formulations équivalentes de leur analogue défini au chapitre 3, mais pour le cas
longitudinal possédant 3 DDL.

En remarquant que : xθ2

xθ3

 = δe

xθ1

xθ4

 (F.15)

et en réduisant la matrice augmentée [ Aθ |bθ ] à sa forme échelonnée, on obtient la forme :

[ Aθ |bθ ]→


1 0 0 −α1

0 1 0 −α2

0 0 1 −α3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β1

β2

β3

 . (F.16)

On pose ε = Te ∈ R∗+ afin d’obtenir le système d’équations :

xθ =
[
β1 β2 β3 0

]>
+ ε

[
α1 α2 α3 1

]>
. (F.17)
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En insérant (F.17) dans (F.15), on obtient :
β2 + εα2 = δe(β1 + εα1)

β3 + εα3 = δeε
(F.18)

que l’on réécrit sous la forme d’un polynôme caractéristique d’ordre 2 en fonction de ε :

(α2 − α1α3)ε2 + (β2 − β1α3 − β3α1)ε− β1β3 = 0 (F.19)

ayant comme solutions possibles :

εi =
−(β2 − β1α3 − β3α1)±

√
(β2 − β1α3 − β3α1)2 + 4β1β3(α2 − α1α3)
2(α2 − α1α3) , i ∈ {1, 2}

(F.20)
où les conditions sur l’ensemble Ei :=

{
εi ∈ R | εi = Te > 0 ∧ xθ1(εi) = v2

ne ≥ 0
}
doivent être

respectées afin d’obtenir une solution physiquement valide.

La solution du problème (F.9) est donc :

Xe(θe) :=



vne(θe) =
√
xθ1(εi)

ωe(θe) =
√
εi
kt

δe(θe) = xθ3(εi)
εi

, ∀ εi(θe) ∈ Ei : i ∈ {1, 2} ∧ θe ∈ Θ†e . (F.21)

On rappelle que la solution pour σe = θe ∈ Θ‡e est donnée par (F.10) et qu’aucune solution
physique n’existe pour σe = θe /∈ Θ†e ∪Θ‡e.

Les courbes d’équilibre de la solution (F.21) sont esquissées à la figure F.1 pour le domaine Θ†e.
Cette figure, tirée de [9], montre la comparaison entre les courbes d’équilibre statique obtenues
à partir de la modélisation classique utilisant la π-théorie (cf. section 3.2), la modélisation
modifiée de Lustosa utilisant la φ-théorie (cf. section 3.3) et l’expérimentation effectuée en
soufflerie. On constate alors que les résultats de Lustosa corroborent la modélisation classique
de Buckingham ainsi que les données expérimentales recueillies en soufflerie. Bien que les
courbes ne se superposent pas exactement, la modélisation effectuée à l’aide de la φ-théorie
capture clairement et efficacement le comportement non linéaire de ces courbes d’équilibre –
sans toutefois introduire de singularité dans le modèle mathématique non linéaire. De plus,
ces courbes illustrent bien le jeu d’échange de responsabilité qui s’effectue dans les variables
d’état à l’équilibre afin de maintenir les forces de sustentation et de propulsion à l’équilibre.
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En effet, on remarque qu’en vol stationnaire (θe = 90◦), la vitesse des moteurs à l’équilibre ωe
est très grande afin de soutenir dans les airs l’aéronef. Puis, celle-ci diminue au fur et à mesure
que la vitesse à l’équilibre vne augmente au profit de la force de sustentation générée par le
profil alaire. Puis, arrive un certain point où lorsque la vitesse vne est très grande, la vitesse des
moteurs ωe se remet à grimper rapidement afin de compenser la résistance aérodynamique qui
devient de plus en plus grande – jusqu’à atteindre éventuellement la saturation des moteurs,
délimitant du même coup la vitesse de croisière maximale du MAVion. Le même genre
d’analyse peut être effectué pour la déflexion angulaire δe des élevons. Au début, l’élevon est
à 90◦ dans sa position d’équilibre stationnaire sans vent. Puis, sa valeur absolue augmente
progressivement avec la vitesse afin de contrer le moment aérodynamique jusqu’à atteindre
un extremum où elle se remet à descendre puisqu’il devient plus efficace avec l’augmentation
de la vitesse.

Enfin, la figure F.2 présente un résumé du signe des grandeurs d’équilibre θe, vne , ωe et
δe associés au vol longitudinal sans présence de vent. Elle permet également d’apprécier le
positionnement des élevons selon le type de vol effectué.
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Figure F.1 Courbes d’équilibre du vol longitudinal pour vne , ωe et δe du MAVion [9]

Figure F.2 Comparaison à l’équilibre des vols stationnaire et d’avancement du MAVion
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F.1.2 Virage coordonné

Cette section se consacre à l’étude de la dynamique lorsque le MAVion effectue un virage
coordonné Afin de décrire la dynamique du virage coordonné, on reprend des parties des
systèmes SΦ et Sq définis respectivement en (3.21) et (3.25).

Concrètement, la dynamique d’un virage coordonné est définie comme l’analyse du mouve-
ment angulaire cyclique effectué dans le plan horizontal xi-Oi-yi autour de l’axe zi. Il s’agit
d’une manœuvre utilisée afin d’effectuer un virage circulaire où tous les forces et moments
agissant sur l’aéronef sont équilibrés. Ainsi, pendant cette manœuvre, l’appareil maintient
son altitude ze, sa vitesse d’avancement vne et ses positions angulaires en roulis φe et tangage
θe. Pour ce faire, le virage doit être effectué à une vitesse de rotation constante ψ̇e = ωde ,
entraînant alors une évolution périodique de l’angle de cap ψe(t) = ψe(t + T ) où T est le
temps requis pour compléter un tour. Le rayon R du virage circulaire effectué est donné par
R = vne/ωde et la période est donnée par T = 2π/ωde . Pendant cette manœuvre, les états
des actionneurs ωke et δke sont également maintenus constants. Toutes ces grandeurs qui in-
terviennent dans l’équilibre du virage coordonné du MAVion sont illustrées à la figure F.3.

Enfin, contrairement au vol longitudinal où il est possible d’obtenir un modèle d’état réduit
à 3 DDL, l’étude du virage coordonné nécessite de maintenir un modèle dynamique à 6 DDL.

Figure F.3 Grandeurs intervenant dans l’équilibre du virage coordonné du MAVion
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Modèle d’état du virage coordonné

Afin d’analyser la dynamique du virage coordonné, on choisit de retenir le modèle d’état
suivant ne comprenant ni la dynamique de la position linéaire ni l’entrée perturbatrice du
vecteur vent :

Svir(%) :=



ẋvir = fvir(xvir,uvir,%)

⇔
Φ̇o/i

iv̇io/i
oω̇oo/i

 =


H
(
Φo/i

)
ωoo/i

1
m

R>o/i
(
Φo/i

)
f oΣ∗
(
xΣ(xvir),uvir,%

)
+ gi(

Io
)−1

(
mo

Σ

(
xΣ(xvir),uvir,%

)
−
[
ωoo/i

]
×
Ioωoo/i

)


xvir(t0) = xvir0

(F.22)

avec
xvir :=

[(
Φo/i

)> (
vio/i

)> (
ωoo/i

)>]>
uvir := uΣ =

[
ω1 ω2 δ1 δ2

]> (F.23)

et où l’on note que la grandeur xΣ intervenant dans les expressions de f oΣ∗ définie en (E.14)
et mo

Σ définie en (3.20) peut être exprimée strictement en fonction de l’état xvir en utilisant
les expressions Ro/i

(
Φo/i

)
définie en (C.18) et voo/i = Ro/i

(
Φo/i

)
vio/i. De plus les expressions

de f oΣ∗ et mo
Σ sont évaluées en prenant wo/i = 0.

Équilibre du virage coordonné

Les variables à l’équilibre du virage coordonné peuvent être définies comme suit :

Φo/ie
:=


φe

θe

ψe

 , vio/ie =


vne

vee

vde

 , ωio/ie = R>o/iωoo/ie =


ωne

ωee

ωde

 uvire :=


ω1e

ω2e

δ1e

δ2e

 (F.24)

où l’on décide plutôt d’utiliser le vecteur de la vitesse de rotation instantanée projeté dans
Ri dans le cadre de la résolution de l’équilibre du virage coordonné.
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On assemble ces grandeurs dans le vecteur du point d’équilibre ϑvire :

ϑvire(%) :=


Φo/ie

(%)
vio/ie(%)
ωio/ie(%)
uvire(%)

 ∈ R13 (F.25)

où l’on explicite le fait que la solution du point d’équilibre ϑvire dépend du vecteur des
paramètres % du système Svir défini en (F.22).

L’équilibre du virage coordonné est défini qualitativement comme suit :

1. Altitude constante : la vitesse verticale à l’équilibre orientée selon zi dans Ri est
nulle, soit vde = 0 ;

2. Virage à rayon constant : la composante de la vitesse radiale est nulle, soit vee = 0
pour ψe = 0 ;

3. Vitesse d’avancement constante : la vitesse horizontale à l’équilibre orientée selon
xi dans Ri, soit vne , est constante – tout comme les angles de roulis φe et d’assiette
θe qui lui sont associés ;

4. Virage circulaire et planaire : la seule vitesse de rotation à l’équilibre non nulle
est ωde autour de zi et les autres sont nulles, soit ωne = ωee = 0.

Comme il a été fait pour l’équilibre du vol longitudinal, on précise qu’on retient arbitrairement
le cas où ψe = 0 afin de simplifier les équations. Cela est possible, puisque cet état n’influence
en rien la dynamique du virage coordonné à l’équilibre.

Ainsi, en prenant en compte ces valeurs d’équilibre nulles, on obtient :

Φo/ie
:=


φe

θe

0

 , vio/ie =


vne

0
0

 , ωio/ie = R>o/iωoo/ie =


0
0
ωde

 et uvire :=


ω1e

ω2e

δ1e

δ2e

 (F.26)

permettant de constater que le vecteur de la position d’équilibre ϑvire contient en fait seule-
ment 8 valeurs d’équilibre non nulles. On le redéfinit donc comme suit :

ϑvire(φe, θe, vne , ωde , ω1e , ω2e , δ1e , δ2e) :=


Φo/ie

(φe, θe)
vio/ie(vne)
ωio/ie(ωde)

uvire(ω1e , ω2e , δ1e , δ2e)

 ∈ R13 (F.27)
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où la dépendance explicite des variables d’équilibre au vecteur paramètre % a été volontaire-
ment omise afin d’alléger la notation.

L’équilibre du virage coordonné est défini mathématiquement dans Ri comme suit :
iv̇io/ie = ωio/ie × vio/ie
iω̇io/ie = oω̇io/ie = 0⇔ R>o/ie

oω̇oo/ie = 0⇔ oω̇oo/ie = 0
(F.28)

où la première équation vectorielle faisant intervenir iv̇io/ie représente la condition d’accé-
lération tangentielle nulle (équilibre des forces) et la seconde équation vectorielle faisant
intervenir oω̇oo/ie représente la condition d’un virage effectué à courbure et vitesse de rotation
constantes.

Ainsi, en posant les équivalences nécessaires entre le modèle d’état à l’équilibre du virage
coordonné défini en (F.22) et la définition mathématique de l’équilibre donnée en (F.28), on
peut définir l’équilibre du système Svir au point d’équilibre ϑvire , noté Svire , comme suit :

Svire(ϑvire) :=


[
ωio/ie

]
×
vio/ie = 1

m
R>o/i(ϑvire) f oΣ∗

(
ϑvire

)
+ gi

03×1 =
(
Io
)−1

(
mo

Σ

(
ϑvire

)
−
[
Ro/i(ϑvire)ωio/ie

]
×
Io Ro/i(ϑvire)ωio/ie

)
(F.29)

où les mêmes remarques déjà mentionnées s’appliquent concernant les expressions de Ro/i,
f oΣ∗ et mo

Σ pouvant être exprimées en fonction de ϑvire à l’aide d’identités appropriées déjà
définies dans cette section.

On note que l’équation vectorielle à l’équilibre de la cinématique en rotation de (F.22) :

Φ̇o/ie
= H

(
Φo/ie

)
ωoo/ie = H

(
Φo/ie

)
Ro/i

(
Φo/ie

)
ωio/ie (F.30)

n’est pas considérée dans le système de l’équilibre du virage coordonné Svire , puisqu’elle
permet tout simplement d’obtenir l’équation triviale ψ̇e = ωde .

Le système à l’équilibre (F.29) forme alors un système composé de six équations scalaires avec
les huit inconnues de ϑvire qui ont été définies en (F.27). Pour résoudre ce système, il est
donc nécessaire de définir deux inconnues comme des paramètres de la solution recherchée.
On retient arbitrairement σvire =

[
vne ωde

]>
afin de paramétrer la solution du problème

d’équilibre Svire . Enfin, on redéfinit le point d’équilibre ϑvire afin d’expliciter la dépendance
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à ce nouveau paramètre vectoriel :

ϑvire(σvire ,%) :=


Φo/ie

(σvire ,%)
vio/ie(σvire ,%)
ωio/ie(σvire ,%)
uvire(σvire ,%)

 ∈ R13 (F.31)

pour lequel sa solution est abordée à la prochaine section.

Solution de l’équilibre du virage coordonné

On définit maintenant le problème d’équilibre du virage coordonné.

Problème d’équilibre du virage coordonné : Pour des vitesses d’avancement vne
et de rotation ωde données par σvire , trouver les valeurs composant l’ensemble solution
Ye(σvire) :=

{
φe(σvire), θe(σvire), ω1e(σvire), ω2e(σvire), δ1e(σvire), δ2e(σvire)

}
en résolvant le

système Svire(ϑvire) défini en (F.29) ∀ σvire admissibles. 4

Malheureusement, les nombreuses non-linéarités comprises dans le système d’équations (F.29)
rendent la recherche d’une solution analytique très complexe, voire impossible. Ainsi, on
se penche plutôt vers la recherche d’une solution numérique. En utilisant n’importe quel
solveur non linéaire tel que la fonction fsolve de MATLAB®, il est possible de solutionner
le problème d’équilibre du virage coordonné. De plus, on note qu’il est possible d’initialiser
la recherche de solution en commençant par le cas ωde = 0 qui ramène alors au problème
d’équilibre longitudinal dont la solution est connue et a été définie en (F.21). Puis, on itère
en utilisant la solution précédente afin d’initialiser la recherche de la solution suivante. En
progressant ainsi, il est possible de couvrir tout le domaine de solutions possibles au problème
(F.29). Les solutions ainsi obtenues sont présentées aux figures F.4, F.5 et F.6 tirées de [8].

L’analyse de ces figures révèle tout d’abord que le domaine de la solution du problème d’équi-
libre du virage coordonné n’est pas infini. En effet, on observe sur ces figures les limites du
domaine de vol. Contrairement à l’équilibre longitudinal dont le domaine est limité par la
saturation des actionneurs afin de vaincre la force de traînée, le domaine de l’équilibre du
virage coordonné est plutôt limité par la dynamique même de cette manœuvre d’équilibre.
On note également que ces courbes d’équilibre du virage coordonné peuvent également être
utilisées afin de déterminer l’équilibre longitudinal du vol en croisière. En effet, le vol lon-
gitudinal en croisière est un cas d’équilibre particulier du virage coordonné avec un rayon
infini !
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Enfin, comme pour le cas longitudinal, on note qu’il existe également une symétrie dans la
solution du problème d’équilibre du virage coordonné. En effet, pour un virage effectué vers
la gauche avec ωde < 0, plutôt que vers la droite avec ωde > 0, il est possible de retrouver
les valeurs du point d’équilibre %vire pour ωde < 0 en effectuant des opérations de signe sur
la solution trouvée pour ωde > 0 ou vice-versa. Le lecteur est invité à déduire ces opérations
par lui-même.
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Figure F.4 Courbes d’équilibre du virage coordonné pour φe et θe du MAVion [8]

Figure F.5 Courbes d’équilibre du virage coordonné pour ω1e et ω2e du MAVion [8]

Figure F.6 Courbes d’équilibre du virage coordonné pour δ1e et δ2e du MAVion [8]
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F.2 Linéarisation du modèle

Cette section présente la linéarisation du modèle non linéaire du MAVion présenté au cha-
pitre 3. L’objectif est d’obtenir le modèle d’état linéarisé de la dynamique du MAVion en
conservant les équations sous leur forme vectorielle. Pour ce faire, il est nécessaire de re-
formuler la dynamique de la cinématique en rotation définie préalablement en (2.5). Ceci
s’avère nécessaire, puisque la forme de la matrice H

(
Φo/i

)
n’admet pas une représentation

facilement dérivable sous forme vectorielle.

La solution à ce problème consiste à reformuler localement la modélisation de la cinématique
en rotation par rapport à un nouveau repère secondaire fixe Rs. Les sections F.2.1 et F.2.2
abordent cette problématique.

Aussi, on ne considère pas la dynamique des actionneurs dans cette section pour deux raisons.
D’abord, les systèmes (3.30) et (3.31) sont déjà linéaires. Puis, leur dynamique est totalement
découplée des autres états du MAVion. Ils peuvent donc être traités séparément. Le modèle
d’état linéarisé dans Ro de la dynamique du MAVion est présenté à la section F.2.3.

On précise que le modèle d’état linéarisé est issu des travaux de [8].

F.2.1 Reformulation locale de la cinématique en rotation

Puisque le vol longitudinal est une solution particulière du virage coordonné pour les condi-
tions ωde = φe = 0, ωe = −ω1e = ω2e et δe = δ1e = δ2e , on choisit de linéariser le modèle
(3.21) au point d’équilibre obtenu pour le virage coordonné – soit une solution plus générale.

Pour ce faire, on adopte une approche consistant à utiliser des angles d’Euler locaux ψo/s :=[
ψ1 ψ2 ψ3

]>
. On introduit un nouveau repère secondaire Rs correspondant à la position

angulaire de Ro par rapport à Ri pour une position d’équilibre précisément définie. Les
angles ψo/s représentent alors de petites déviations angulaires de Ro par rapport à Rs dans
le voisinage de la position d’équilibre qui est associée à Rs. Ainsi, le repère Rs est fixe pour
une position d’équilibre définie pour laquelle on souhaite obtenir son modèle linéarisé associé.

L’équation cinématique d’Euler donne – cf. équation (2.6) :

ψ̇o/s =


1 sψ1tψ2 cψ1tψ2

0 cψ1 −sψ1

0 sψ1
cψ2

cψ1
cψ2

ωoo/s (F.32)

où ωoo/s est la vitesse angulaire de Ro par rapport à Rs projetée dans Ro. Or, pour de petites
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déviations angulaires ψo/s → 0 locales à Rs, on obtient :

ψ̇o/s ≈ ωoo/s . (F.33)

On décompose maintenant le vecteur des vitesses angulaires ωoo/s de telle sorte à faire appa-
raître les états ωoo/i :

ψ̇o/s ≈ ωoo/s = ωoo/i − ωos/i (F.34)

et on fait apparaître les nouveaux états ψo/s à travers sa Direction Cosine Matrix (DCM) :

ψ̇o/s ≈ ωoo/s = ωoo/i − ωos/i = ωoo/i −Ro/s(ψo/s)ωss/i (F.35)

où l’on note que pour de petites déviations angulaires ψo/s → 0 :

Ro/s(ψo/s) ≈ I− [ψo/s]× . (F.36)

Ainsi, pour l’hypothèse de petites déviations angulaires ψo/s → 0, (F.33) et (F.36) donnent
des équivalences exactes (du point de vue d’une analyse linéaire du premier ordre) et on
obtient :

ψ̇o/s = ωoo/i − (I− [ψo/s]×)ωss/i . (F.37)

On analyse maintenant le point d’équilibre de (F.37). En se plaçant exactement à la position
angulaire correspondant à l’emplacement de Rs, on obtient le point d’équilibre ψo/se = 0
et donc ψ̇o/se = 0. Ainsi, à ce point d’équilibre de linéarisation, (F.37) donne l’identité
supplémentaire :

ωss/ie = ωoo/ie .
(F.38)

F.2.2 Reformulation locale du modèle d’état

En notant que l’expression :

Ro/i = Ro/s(ψo/s)Rs/i = (I− [ψo/s]×)Rs/i (F.39)

évaluée au point d’équilibre ψo/se = 0 donne :

Rs/ie
= Ro/ie

, (F.40)
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il est possible de réécrire (3.21) comme suit :

S∗(%) :=



ψ̇o/s = ωoo/i − (I− [ψo/s]×)ωss/i
ov̇oo/i = 1

m
f oΣ(xΣ(x∗),uΣ,wΣ,%)− [ωoo/i]×voo/i

oω̇oo/i = Io−1mo
Σ(xΣ(x∗),uΣ,wΣ,%)− Io−1[ωoo/i]×Ioωoo/i

x∗(t0) = x∗0

(F.41)

où x∗ ∈ R9 est le nouveau vecteur d’état comprenant la nouvelle paramétrisation des positions
angulaires définies par rapport au point d’équilibre étudié :

x∗ :=


ψo/s

voo/i
ωoo/i

 . (F.42)

Il est à noter que les variables supplémentaires ωss/i et Rs/i introduites dans (F.41) sont bien
définies au point d’équilibre de linéarisation tel qu’indiqué par (F.38) et (F.40). En effet, la
dynamique du système (F.37) est valide seulement dans le voisinage de ψo/se . En d’autres
mots, cette dynamique est déjà sous sa forme linéarisée en raison de l’hypothèse de petites
déviations angulaires utilisée en (F.36).

F.2.3 Modèle d’état linéarisé

On définit le point d’équilibre du virage coordonné utilisant le nouveau modèle d’état (F.41)
comme suit :

ϑ∗e(σ∗e ,%) :=
x∗e(σ∗e ,%)
u∗e(σ∗e ,%)

 (F.43)

où σ∗e = σvire et u∗e = uvire – cf. équation (F.31).

Pour ce point d’équilibre et sans s’attarder à la dynamique liée à l’entrée perturbatrice
(w = 0⇔ va = vo/i et η = ‖vo/i‖2), on obtient le modèle d’état linéarisé :

∆S∗(ϑ∗e) :=

 ∆ẋ∗ = A∗(ϑ∗e)∆x∗ + B∗(ϑ∗e)∆u∗

∆x∗(t0) = ∆x∗0
(F.44)
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où A∗(ϑ∗e) =


∂v̇o

o/i

∂vo
o/i

∂v̇o
o/i

∂ωo
o/i

∂v̇o
o/i

∂ψo/s
∂ω̇o

o/i

∂vo
o/i

∂ω̇o
o/i

∂ωo
o/i

∂ω̇o
o/i

∂ψo/s

∂ψ̇o/s
∂vo

o/i

∂ψ̇o/s
∂ωo

o/i

∂ψ̇o/s
∂ψo/s


ϑ∗e

et B∗(ϑ∗e) =


∂v̇o

o/i

∂ω1

∂v̇o
o/i

∂ω2

∂v̇o
o/i

∂δ1

∂v̇o
o/i

∂δ2
∂ω̇o

o/i

∂ω1

∂ω̇o
o/i

∂ω2

∂ω̇o
o/i

∂δ1

∂ω̇o
o/i

∂δ2
∂ψ̇o/s
∂ω1

∂ψ̇o/s
∂ω2

∂ψ̇o/s
∂δ1

∂ψ̇o/s
∂δ2


ϑ∗e

.

(F.45)
Les composantes matricielles (R3×3) de A∗ et vectorielles (R3) de B∗ sont obtenues en dérivant
les équations vectorielles décrites en (F.41) et en les évaluant au point d’équilibre ϑ∗e.

Ainsi, en notant que :

v̂oo/i =
voo/i
‖vo/i‖2

=


voo/i
η

si η 6= 0

03×1 sinon
(F.46)

x̂o =
[
1 0 0

]>
(F.47)

et en se rappelant les résultats de dérivées vectorielles présentés à la section C.5.3, on obtient :

∂ov̇oo/i
∂voo/i

=− ρ0S

4mΦo
fv

(
2I3×3 − δ1[ξof ]× − δ2[ξof ]×

)(
ηI3×3 + voo/iv̂oo/i>

)

− ρ0S

4mΦo
fω

(
2I3×3 − δ1[ξof ]× − δ2[ξof ]×

)
Bωoo/iv̂oo/i> − [ωoo/i]×

(F.48)

∂ov̇oo/i
∂ωoo/i

= −ρ0ηS

4m Φo
fω

(
2I3×3 − δ1[ξof ]× − δ2[ξof ]×

)
B + [voo/i]× (F.49)

∂ov̇oo/i
∂ψo/s

= [Rs/igi]× (F.50)

Io
∂oω̇oo/i
∂voo/i

=− ρ0S

4 BΦo
mv

(
2I3×3 − δ1[ξom]× − δ2[ξom]×

)(
ηI3×3 + voo/iv̂oo/i>

)

− ρ0S

4 BΦo
mω

(
2I3×3 − δ1[ξom]× − δ2[ξom]×

)
Bωoo/iv̂oo/i>

+ ρ0S

4
(
δ1[roa,1]× + δ2[roa,2]×

)
Φo
fv[ξof ]×

(
ηI3×3 + voo/iv̂oo/i>

)
+ ρ0S

4
(
δ1[roa,1]× + δ2[roa,2]×

)
Φo
fω[ξof ]×Bωoo/iv̂oo/i>

(F.51)
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Io
∂oω̇oo/i
∂ωoo/i

= (Jpx − Jpn)
2∑

k=1


0 0 0
−r 0 −(p+ ωk)
q p+ ωk 0


− ρ0ηS

4 BΦo
mω

(
2I3×3 − δ1[ξom]× − δ2[ξom]×

)
B

+ ρ0ηS

4
(
δ1[roa,1]× + δ2[roa,2]×

)
Φo
fω[ξof ]×B + [Ioωoo/i]× − [ωoo/i]×Io

(F.52)

∂oω̇oo/i
∂ψo/s

= 03×3 (F.53)

∂ψ̇o/s
∂voo/i

= 03×3 (F.54)

∂ψ̇o/s
∂ωoo/i

= I3×3 (F.55)

∂ψ̇o/s
∂ψo/s

= −[ωss/i]× (F.56)

m
∂ov̇oo/i
∂ωk

= 2ktωk
(

I3×3 −
S

4Sp
Φo
fv

(
I3×3 − δk[ξof ]×

))
x̂o , ∀ k ∈ {1, 2} (F.57)

m
∂ov̇oo/i
∂δk

= ρ0ηS

4
(
Φo
fv[ξof ]×voo/i + Φfω[ξof ]×Bωoo/i

)
+ S

4Sp
Φo
fv[ξof ]×f ot,k(ωk) , ∀ k ∈ {1, 2}

(F.58)

Io
∂oω̇oo/i
∂ωk

=− 2 signe(ωk)kdωkx̂o − (Jpx − Jpn)
[
0 r −q

]>
− ktωkS

2Sp
BΦo

mv

(
I3×3 − δk[ξom]×

)
x̂o + 2ktωk[rop,k]×x̂o

− ktωkS

2Sp
[roa,k]×Φo

fv

(
I3×3 − δk[ξof ]×

)
x̂o , ∀ k ∈ {1, 2}

(F.59)

Io
∂oω̇oo/i
∂δk

= ρ0ηS

4 B
(
Φo
mv[ξom]×voo/i + Φmω[ξom]×Bωoo/i

)
+ S

4Sp
BΦo

mv[ξom]×f ot,k(ωk)

+ ρ0ηS

4 [roa,k]×
(
Φo
fv[ξof ]×voo/i + Φfω[ξof ]×Bωoo/i

)
+ S

4Sp
[roa,k]×Φo

fv[ξof ]×f ot,k(ωk) , ∀ k ∈ {1, 2}

(F.60)

∂ψ̇o/s
∂ωk

= 03×1 , ∀ k ∈ {1, 2} (F.61)

∂ψ̇o/s
∂δk

= 03×1 , ∀ k ∈ {1, 2} . (F.62)
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Enfin, il est important de rappeler que toutes les composantes de A∗ et B∗ doivent être
évaluées au point d’équilibre ϑ∗e défini en (F.43) – en prenant soin d’utiliser les identités à
l’équilibre définies en (F.38) et (F.40).
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ANNEXE G RETOUR D’ÉTAT STATIQUE : NOMINAL VS INCERTAIN

Cette annexe contient les résultats associés à la synthèse RES+H∞+TCC+NOM. On
précise que celle-ci a été effectuée en utilisant exactement la même méthode présentée à
la page 88 du chapitre 5. La seule distinction consiste en l’exclusion des modèles linéarisés
incertains. Ainsi, cette synthèse a été réalisée avec la configuration paramétrique nominale
%0 et les 31 points de séquencement à l’équilibre σe` ∈ E.

Cette annexe est divisée en deux parties. La section G.1 contient les résultats obtenus à partir
des modèles linéarisés de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM. Puis, la section G.2 contient
les résultats de simulations conduites sur le modèle non linéaire comparant les configurations
NOM et INC. La synthèse de la configuration INC est celle présentée au chapitre 5.

Aucune analyse n’est effectuée dans cette annexe.

G.1 Synthèses nominales par retour d’état statique

Cette section contient les résultats de synthèses obtenus à partir des modèles linéarisés.

G.1.1 Analyse de la symétrie des transferts des gains par RES

La symétrie des transferts de gains est indépendante de la configuration paramétrique utilisée.
Les matrices de symétrie K§ξ et K§γ pour cette synthèse sont les mêmes que celles présentées
à la section 5.4.1.
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G.1.2 RES+LQR+PPP+NOM

Figure G.1 Gains de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure G.2 Pôles en BF de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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Figure G.3 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure G.4 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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Figure G.5 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM

Figure G.6 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+LQR+PPP+NOM
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G.1.3 RES+H∞+PPP+NOM

Figure G.7 Gains de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM

Figure G.8 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM
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Figure G.9 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM

Figure G.10 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM
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Figure G.11 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM

Figure G.12 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+PPP+NOM
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G.1.4 RES+H∞+SMM+NOM

Figure G.13 Gains de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM

Figure G.14 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM
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Figure G.15 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM

Figure G.16 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM
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Figure G.17 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM

Figure G.18 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+SMM+NOM
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G.1.5 RES+H∞+TCC+NOM

Figure G.19 Gains de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM

Figure G.20 Pôles en BF de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM
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Figure G.21 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM

Figure G.22 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM
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Figure G.23 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM

Figure G.24 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RES+H∞+TCC+NOM
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G.1.6 Comparaison des synthèses RES+NOM et NOM vs INC

Figure G.25 Comparaison des gains des synthèses RES+NOM

Figure G.26 Comparaison des gains des synthèses NOM vs INC
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G.2 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses NOM vs INC

Cette section contient les résultats de simulations comparant les configurations NOM et INC.
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G.2.1 Parcours complet du domaine de vol des synthèses NOM vs INC

Configuration paramétrique nominale pour le cas DOM

Figure G.27 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas DOM+NOM

Figure G.28 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas DOM+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas DOM

Figure G.29 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas DOM+INC

Figure G.30 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas DOM+INC
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G.2.2 Suivi de références multiples en simultané des synthèses NOM vs INC

Configuration paramétrique nominale pour le cas REF

Figure G.31 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas REF+NOM

Figure G.32 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas REF+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas REF

Figure G.33 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas REF+ INC

Figure G.34 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas REF+ INC
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G.2.3 Résistance aux perturbations de vent des synthèses NOM vs INC

Configuration paramétrique nominale pour le cas VEN

Figure G.35 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas VEN+NOM

Figure G.36 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas VEN+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas VEN

Figure G.37 Variables des synthèses NOM vs INC pour le cas VEN+ INC

Figure G.38 Gains des synthèses NOM vs INC pour le cas VEN+ INC
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ANNEXE H RETOUR DE SORTIE STATIQUE : SYNTHÈSES
NOMINALES

Cette annexe contient les résultats associés à la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM. On pré-
cise que celle-ci a été effectuée en utilisant exactement la même méthode présentée à la
page 88 du chapitre 5. La seule distinction consiste en l’utilisation de la sortie y définie en
(5.53) au lieu de l’état x défini en (4.2), pour la boucle de rétroaction. On précise que cette
synthèse a été réalisée avec la configuration paramétrique nominale %0 et les 31 points de
séquencement à l’équilibre σe` ∈ E.

Puisque plusieurs difficultés ont été rencontrées lors de la réalisation de cette synthèse (cf. sec-
tions 5.5.2 et 6.2.2), celle-ci utilise plutôt un polynôme d’ordre 4 comme fonction de séquen-
cement :

φ
(
|vn|

)
=
[
1 |vn| |vn|2 |vn|3 |vn|4

]>
∈ R4 . (H.1)

Cela s’est avéré être nécessaire afin d’augmenter le nombre de paramètres libres dans la
synthèse multimodèle et ainsi favoriser le respect des gabarits fréquentiels imposés (cf. ta-
bleau 5.4).

Cette annexe est divisée en deux parties. La section H.1 contient les résultats obtenus à partir
des modèles linéarisés de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM. Puis, la section H.2 contient
les résultats de simulations conduites sur le modèle non linéaire comparant les synthèses
obtenues aux étapes LQR et TCC.

Aucune analyse n’est effectuée dans cette annexe.

H.1 Synthèses nominales par retour de sortie statique

Cette section contient les résultats de synthèses obtenus à partir des modèles linéarisés.

H.1.1 Analyse de la symétrie des transferts des gains par RSS

En utilisant la même méthode appliquée pour le RES à la section 5.4.1, l’analyse de la
figure H.1 permet d’obtenir la matrice de symétrie suivante pour le retour de sortie statique
γ := y :

K§γ := K§y =
−1 1 −1 1 −1 1 −1

1 −1 1 −1 1 −1 1

 . (H.2)
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On précise que la matrice de symétrie K§ξ n’est pas affectée par le choix du vecteur de sortie
généralisée γ.

Figure H.1 Analyse de la symétrie des transferts des gains Ky = ∆u/∆y et Ki = ∆u/∆ξ
pour les synthèses par RSS
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H.1.2 RSS+LQR+PPP+NOM

Figure H.2 Gains de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM

Figure H.3 Pôles en BF de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM
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Figure H.4 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM

Figure H.5 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM
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Figure H.6 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM

Figure H.7 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RSS+LQR+PPP+NOM
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H.1.3 RSS+H∞+PPP+NOM

Figure H.8 Gains de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM

Figure H.9 Pôles en BF de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM
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Figure H.10 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM

Figure H.11 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM
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Figure H.12 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM

Figure H.13 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RSS+H∞+PPP+NOM
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H.1.4 RSS+H∞+SMM+NOM

Figure H.14 Gains de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM

Figure H.15 Pôles en BF de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM
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Figure H.16 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM

Figure H.17 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM
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Figure H.18 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM

Figure H.19 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RSS+H∞+SMM+NOM
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H.1.5 RSS+H∞+TCC+NOM

Figure H.20 Gains de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM

Figure H.21 Pôles en BF de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM
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Figure H.22 Réponses temporelles ∆z/∆r de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM

Figure H.23 Réponses temporelles ∆s/∆r de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM
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Figure H.24 Réponses temporelles ∆z/∆w de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM

Figure H.25 Réponses temporelles ∆s/∆w de la synthèse RSS+H∞+TCC+NOM
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H.1.6 Comparaison des synthèses RSS+NOM

Figure H.26 Comparaison des gains des synthèses RSS+NOM

H.2 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses RSS+NOM

Cette section contient les résultats de simulations comparant les étapes LQR et TCC pour
un RSS+NOM.
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H.2.1 Parcours complet du domaine de vol des synthèses RSS+NOM

Configuration paramétrique nominale pour le cas DOM

Figure H.27 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas DOM+NOM

Figure H.28 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas DOM+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas DOM

Figure H.29 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas DOM+INC

Figure H.30 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas DOM+INC



298

H.2.2 Suivi de références multiples en simultané des synthèses RSS+NOM

Configuration paramétrique nominale pour le cas REF

Figure H.31 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas REF+NOM

Figure H.32 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas REF+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas REF

Figure H.33 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas REF+ INC

Figure H.34 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas REF+ INC
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H.2.3 Résistance aux perturbations de vent des synthèses RSS+NOM

Configuration paramétrique nominale pour le cas VEN

Figure H.35 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas VEN+NOM

Figure H.36 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas VEN+NOM
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Configuration paramétrique incertaine pour le cas VEN

Figure H.37 Variables des synthèses RSS+NOM pour le cas VEN+ INC

Figure H.38 Gains des synthèses RSS+NOM pour le cas VEN+ INC


	DÉDICACE
	REMERCIEMENTS
	RÉSUMÉ
	ABSTRACT
	PRÉAMBULE
	TABLE DES MATIÈRES
	LISTE DES TABLEAUX
	LISTE DES FIGURES
	LISTE DES SIGLES ET ABRÉVIATIONS
	LISTE DES ANNEXES
	1 INTRODUCTION
	1.1 Contexte du projet de recherche
	1.2 Problématique étudiée
	1.3 Objectifs poursuivis
	1.4 Plan du mémoire

	2 FONDEMENTS THÉORIQUES ET REVUE DE LITTÉRATURE
	2.1 Modélisation de systèmes dynamiques
	2.2 Méthodes de commandes pour systèmes non linéaires
	2.3 Problématique du séquencement de contrôleurs
	2.4 Méthodologie retenue

	3 MODÉLISATION D'UN CONVERTIBLE À CORPS INCLINABLE
	3.1 Présentation du prototype étudié
	3.2 Aérodynamique classique de Buckingham : la pi-théorie
	3.3 Aérodynamique adaptée de Lustosa : la phi-théorie
	3.4 Efforts aérodynamiques complets du modèle de Lustosa
	3.5 Modèles d'état du convertible à corps inclinable

	4 ANALYSE DU MODÈLE DYNAMIQUE LONGITUDINAL
	4.1 Modèle d'état
	4.2 Saturations des actionneurs
	4.3 Incertitudes paramétriques
	4.4 Équilibre statique du vol de croisière
	4.5 Linéarisation
	4.6 Commandabilité
	4.7 Dynamique naturelle : pôles et zéros invariants

	5 CONCEPTION D'UN AUTOPILOTE LONGITUDINAL
	5.1 Architecture généralisée du contrôleur
	5.2 Synthèses linéaires
	5.3 Autopilote longitudinal pour un aéronef convertible à corps inclinable
	5.4 Synthèses incertaines par retour d'état statique
	5.5 Comparaisons de synthèses supplémentaires

	6 VALIDATION DU SYSTÈME DE COMMANDES DE VOL
	6.1 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses LQR vs Hoo
	6.2 Comparaisons de simulations supplémentaires

	7 CONCLUSION
	7.1 Synthèse et discussion des travaux
	7.2 Limitations et améliorations de la solution proposée
	7.3 Bilan du projet de recherche

	RÉFÉRENCES
	ANNEXES
	A.1 Corps inclinable
	A.2 Fusion avion-multicoptère
	A.3 Aile inclinable
	A.4 Poussée vectorielle
	A.5 Moteurs inclinables
	A.6 Hybride
	B.1 Exemple d'une voiture comme système dynamique
	B.2 Exemple du régulateur de vitesse d'une voiture comme système de commande
	B.3 Exemple du séquencement des gains d'un régulateur de vitesse de voiture comme problème de séquencement de contrôleurs
	C.1 Nomenclatures, notations et conventions
	C.2 Repères et changement de repères
	C.3 Quaternions
	C.4 Dérivation d'un vecteur
	C.5 Opérations
	D.1 Forces aérodynamiques dues aux vitesses linéaires aérodynamiques
	D.2 Moments aérodynamiques dus aux vitesses linéaires aérodynamiques
	D.3 Forces aérodynamiques dues aux vitesses angulaires du corps rigide
	D.4 Moments aérodynamiques dus aux vitesses angulaires du corps rigide
	E.1 Application de la phi-théorie à un profil d'aile
	E.2 Application de la phi-théorie à un aéronef convertible à corps inclinable
	E.3 Effet gyroscopique des hélices
	E.4 Polaire elliptique portance-résistance du profil alaire
	E.5 Modélisation des élevons comme une variation de la cambrure alaire
	E.6 Interaction hélice-profil
	F.1 Cas de vol particuliers
	F.2 Linéarisation du modèle
	G.1 Synthèses nominales par retour d'état statique
	G.2 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses NOM vs INC
	H.1 Synthèses nominales par retour de sortie statique
	H.2 Simulations sur le modèle non linéaire des synthèses RSS + NOM




